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P R E F A Ç Ã O . 

D i v i d i a Geometria em tres Secções: a 
primeira trata das linhas, dos ângulos, e cia 
sua medida , das relações das linhas, etc. A 
segunda tem por objecto as superfícies, sua 
medida e relações. Destina-se a terceira aos 
sólidos , ou corpos , e comprehende os princí-
pios necessários para medir e comparar as suas 
capacidades. Não me demorarei aqui em mais 
miúda noticia; esta deve-se buscar na mesma 
Obra. Os que se contentão com ler somente 
a Prefação, não lucrarião muito no tempo, 
que esta analyse me faria perder; e os que 
lerem a Obra, poderão por ella fazer melhor 
conceito, do que pelo que eu lhe dissesse 

aqui. 
Devo eu acaso justificar-me de ter dei-

xado de usar dos termos Axioma, Theorema, 
Ltmma , Corollario , Escholio ? Duas razões 
me resolverão a isso : a primeira , porque o 
uso destes termos nada concorre para sereni 
mais claras as demonstrações : a segunda, 



porque lodo este apparato pode servir muitas 
vezes de illudir os Principiantes, capacitan-
do-os de que uma proposição, revestida com 
o nome de Theorema, deve ser uma propo-
sição tão remota do seu conhecimento , quan-
to o he a palavra a respeito daquellas, com 
que elles andão familiarizados. Todavia para 
que os meus leitores, que hajão de folhear 
outros Livros de Geometria, se não persua-
dão, que entrão em um paiz desconhecido, 
devo advertil-os de que: 

Axioma significa uma proposição por si 
mesma evidente. 

Theorema uma Proposição, que he par-
te da sciencia, de que se trata, e cuja ver-
dade , para se comprehender , requer um 
discurso , ou raciocínio, a que se chama De-
monstração. 

Lemma (a) hq uma proposição, que 

(a) Lemma muitas vezes hc uma proposição tL* 

rada de outra Sciencia, 



essencialmente nâo faz parte da Theorica, de 
que se trata, mas serve somente de facilitar 
a passagem de uma proposição para outra. 

Corollario he uma consequência, que se 
tira de uma proposição, que se acaba de esta-
belecer. 

Escholio he uma reflexão , que se faz 
sobre alguma cousa , que precede , ou uma 
recapitulação do que fica dito. 

Problema he uma questão, em que se 
trata de executar alguma operação, ou de 
demonstrar alguma proposição. 



A D V E R T E N C I A . 

Os números, que se encontrarem sós entre 
parenthesis, indicão o numero destes Ele-
mentos , onde se deve ir buscar a proposi-
ção , que naquelle lugar se chama para alli. 

Os números, que vera precedidos da pa-
lavra Ariih., çitão esse mesmo numero na 
Arithmelica. 
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E L E M E N T O S 
D E 

G E O M E T R I A . 

1. O Espaço , que occupâo os corpos, sempre 
tem tres dimensões: comprimento, l a rgura , e a l tu ra , 
ou grossura. 

Ainda que em todos os corpos se achem sempre 
estas tres dimensões juntas , com tudo nós muitas vezes 
as separamos na imaginação. Por este modo , quando 
examinamos a altura de um r io , ou babia , e t c . , não 
nos occupamos nem com o seu comprimento, nem 
com a sua largura; similliantemente se queremos ava-
liar a quantidade de ven to , que pôde receber uma 
vela, só nos embaraçamos com o seu comprimento, 
e largura, e nada com a sua grossura. 

Pelo que distinguiremos tres castas de extensão, 
a saber: A extensão somente pelo comprimento, a 
que chamaremos linha : 

A extensão pelo comprimento e largura somen-
te , a que chamaremos superfície : 

Eltimamente a extensão pelo comprimento, lar-
gura , e altura , a que indefferenteinente daremos o 
nome de volume , solido , corpo. ' 

Examinaremos successivamente as propriedades 
destas tres especies de extensão: este he o objecto da 
sciencia, que se chama Geometria. 

1 
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P R I M E I R A S E C Ç Ã O . 

Das Linhas. 

2. (_ / I I amão-se pontos os extremos de uma linha. 
Dá-se também este nome aos sitios, em que as linhas 
se cor tào , ou também aos em que se encontrão li-
nhas. 

O ponto pôde considerar-se como uma porção de 
extensão, com um comprimento, largura , e grossura, 
infinitamente pequenos. 

O vestígio, que um ponto de ixa , movendo-se 
sempre para um ponto determinado, faz o a que se 
chama linha recta, que he o caminho mais curto de 
um ponto a outro. AB (Fig. 1.) he uma linha recta. 

Pelo contrario chama-se linha curva ao vestígio 
de um ponto, que no seu movimento se desvia infi-
nitamente pouco a pouco a cada passo. 

Daqui se mostra , que não lia mais do que uma 
espécie de linha recta ; mas que de linhas curvas são 
infinitas as especies differentes. 

3. Pa ra traçar uma linha recta de mediana gran-
deza , por exemplo, para t i r a r , pelos pontos A e B 
(Fig, 1.) uma linha recta sobre pape l , he sabido, 
que se usa de uma regoa applicada sobre os dous pon-
tos A e B , oíi mui proximamente a igual distancia 
destes dous pontos; e correndo com um lápis , ou 
penna pelo comprimento da regoa, se traça a linha 
A B . 

Querendo-se pore'm traçar uma linha maior , pre'-
ga-se no ponto A o extremo de um cordel, que se 
unta com um giz, ou almagre; e estendendo-o beni 
ate' ao ponto B , se levanta o meio do cordel; e dei-
xando-o cair , fica por elle assinalado um risco, que 
he a linha rec ta , que se busca. 

Se se pretende uma linha muito grande , cujos 
extremos alcança a vista de um a ou t ro , basta-nos 
marcar um certo numero de pontos dessa linha entre 
os seus extremos. Queremos, por exemplo, fazer um 
alinhamento no campo: poremos em um dos extre-
mos B (Fig . 2 . ) um pique , ou bandeirola B D , que 
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com utn prumo se pòe o mais perpendicular, que Iie 
possível: ftrma-se outra bandeirola do mesmo modo 
no ponto A , e successivamente outras muitas em dit-
ferentes pontos C, C, etc. , entre A e B, por modo 
que applicando o ollio, o mais perto que pôde s e r , 
ao pique AD , e olhando para BD , fique cada pique 
CD confundido com I jD : os pontos C , C , ( J , e tc . , 
determinados por este m o d o , estão todos na linha 
recta AB. 

Quando não se descobrem os dous pontos A e B 
um ao outro, recorreremos aos meios, que adiante 
ensinaremos. 

4. As linhas medem-se com outras linhas; mas a 
geral medida das linhas lie a linha recta. Medir uma 
linha rec ta , ou curva , ou qualquerdistancia, lie pro-
curar quantas vezes nesta l inha , ou distancia pôde 
caber uma linha recta conhecida e determinada, que 
então se considera como unidade. Esta unidade he 
absolutamente arbitraria; pelo que entre as linhas ha 
muitas especies de medidas differentes. Independen-
temente da toeza, e partes de toeza , cujas subdivisões 
demos a conhecer na Arithmetica , temos tambem^ty^p 
passo commuin , o passo geometrico, a braça , e t c . , ' /òf 
nas extensões pequenas ; e para as grandes extensões 
iia a légua, a milha, a wer s t , etc. •. .¾ 

O pa^so cotumum tem dous pés e metò. ^ 
O passo geométrico, chamado tambeg gusso d(t» l % 

plicado , tem cinco pés. - e 
A braça he de cinco pés : contào-se por braças 

na marinha o comprimento dos cabos, e as alturas, y ' 
que se medem com a sonda. * * • 

A légua compòe-se de certo numero de toezas, 
ou de passos geometricos. A légua da marinha tem 
2353 toezas. A milita , a wers t , e tc . , são igualmente 
medidas itinerarias, cujo valor , como o da légua , 
nao he constante em todos os paizes, tanto porque 
cada uma destas medidas não tem geralmente o mesino 

* No/a. A braça Portugueza tem dez palmos, e cada palmo oito polle-
: a braça 'la marinha he de oito palmos : a sonda faz-se com briças 

medidas do comprimento dos braços abertos de um homem , "jue vem * dae 
í»uco mais ou menos em cinco pés. 

1 . 
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nutnero de unidades, isto h e , o mesmo numero de 
passos, de toezas, ou de pe's, e tc . , como também 
porque o p e , que serve de unidade a estas toezas, ou 
passos, não he geralmente do mesmo tamanho. 

ó. A fitn de facilitar a intelligencia do que have-
mos de dizer acerca das l inhas, supporemos que as 
f iguras, aonde as considerarmos, são traçadas sobre 
lima superfície plana. Dá-sc este nome a uma super-
fície , sobre a qual se pôde exactamente applicar uma 
linha recta por toda a parte. 

6. De todas as linhas curvas trataremos unica-
mente nestes elementos da Circunifcrencia do circulo. 
Tem este nome urna linha curva B C E F D G (Fig. 3.) , 
a qual tem todos os seus pontos igualmente distantes 
de um mesmo ponto A , tomado no plano , em que 
ella eFtá descripta. Este ponto A chaina-se centro • 
ás linhas rectas A B , A C , A E , e t c . , que sáem deste 
centro ate á circumferencia, chama-se-lhes raios : to-
dos estes raios são iguaes, pois medem a distancia do 
centro a cada um dos pontos da circumferencia. 

As linhtis v. g. B D , que passando pelo centro , 
se terminão de uma e outra parte na circumferencia, 
são chamadas diâmetros: ora como cada um dos diâ-
metros se compõe de dous raios, seguc-se que todos 
os diâmetros são iguaes. Porou t rapa r t e lie evidente, 
que todo o diâmetro reparte a circumferencia em 
duas partes iguaes; por quanto se imaginarmos a 
figura dobrada , por modo que a dobra siga o diâ-
metro B D , todos os pontos da porção B G D devem 
ajustar sobre B C F F D ; porque não sendo assim , 
haveria na circumferencia pontos, que tivessem desi-
gual distancia do centro. 

A s porções d a circumferencia B C , C E , E F , 
e t c . , chamão-se arcos: chama-se circulo á superfície 
comprehendida dentro da circumferencia B C E F D G B . 

Chama-se corda , ou subste>isa , aquella recta , 
que se tira do extremo D de um arco para o outro 
extremo F , como D F . 

7. Facilmente se entende, que as cordas do mesmo 
eirado, ou de círculos iguaes, que subtendem arcos 
iguaes, sâo iguaes, e reciprocamente. Porque se a 
corda DG for igual ácorda D F ; se imaginarmos que 
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a corda DG , e o seu arco se muda para se applicar 
sobre D F , visível f ica, que sendo o ponto D com-
murn , e caindo o ponto G sobre o ponto F , todos os 
pontos do arco DG se devem ajustar pelo arco D F ; 
pois que se algum desses pontos não caísse sobre o 
arco D F , não distarião igualmente do centro A to-
dos os pontos do arco D G . 

8. Assentou-se em repartir todas as circumferen-
cias de circulo, seja elle g rande , ou pequeno, em 
3G0 partes iguaes , a que chamâo grãos : cada gráo 
se divide em (iO partes iguaes, chamadas minutos: 
cada minuto em GO partes iguaes, a que se dá o 
nome de segundos, subdividindo cada uma parte sem-
pre de (50 em GO, e donoininando-a consecutivamente 
minutos , segundos , terceiros , quartos , quintos , etc. 

j\Iarca-se o gráo deste modo 0 

O minuto deste modo ' 
O segundo " 
O terceiro "' 
O quarto "" 

Fara assentar 3 gráos, 24 minutos., e 55 segundos, 
escreve-se 3" 24/ 55". .<* 

Esta divisão da circumferencia lie geralmente 
recebida; mas para commcdidade na prática se tem 
introduzido em algumas partes das Matliematicas prá-
ticas alguns usos particulare; no modo de contar os 
grãos e partes de gráo. Por exemplo: os Aitronomos 
contào os gráos de trinta em t r in ta , chamando a cada 
trinta um signo: querendo, por exemplo, contar GG" 
42' ; como este numero comprehende duas vezes 30°, 
e mais G0, e mais 42 ' ; dizem 2 signos, 6 gráos, 42 
minutos; e escrevem 2» 6o 42'. 

Os Marít imos, para uso da Bússola, dividem a 
circumferencia em 32 partes iguaes, a ipie chamâo 
ares, ou rumos de vento: logo cada uma destas par-
tes he a 32a de 3G0°, isto l ie , compõe-se de 11° 15': 
por esta razão em lugar de 45° dizem 4 rumos de 
vento, porque em 45° ha quatro vezes 11° 15 ' : simi-
liiantemente em lugar de 18" 27' dirão 1 rumo de 
vento, e 7° 12'. 
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Dos Ângulos, c sua medida. 

9 . D l J a s linhas A B , A C , quando se encon-
trão, podem formar entre si uma abertura maior, ou 
menor, como mostrão as Figuras 4. 5. 6. 

A esta abertura B A C chama-se angulo. CIia-
ma-se angulo rectilíneo, ou curvilíneo, ou mixtilineo, 
conforme são as linhas, que o compõem, ou ambas 
rectas, ou ambas curvas , ou uma recta , e outra 
curva. 

Por ora vamos tratar tão somente dos ângulos 
rectilíneos. 

10. Para fazer idtfa distinci > cio que he um angulo , 
deve imairinar-se, que assentando a linba AB sobre 
A C , a fizerão gyrar sobre o ponto A (do modo que 
gyra uma perna de compasso sobre o seu gonzo), 
píé chegar y posição A B , que tem agora. A quanti-
dade , que está linha gyrou , he ao que rigorosamente 
íe chama angulo. - . 

Por esta ide'a se comprehende, que a grandeza 
de um angulo nsda depence da dos sei í lados , de sorte 
que oai igulo , que formãcvas linhas AC . A B ( F i g . 4 . ) , 
bt' o ni-smo que o que ícrmâo as linhas A F , e A E , 
qui. . v prolongaçôesdar^uellas primeiras; com effeito 
tanta quantidade tivera© que gyrar a linha A B , corno 
a linha A l i , para chegar á sua actual posição. 

Chama-se vertice do angulo aquelh; ponto A, 
eni que se encontrão as duas linhas A B , A C ; a estas 
dua '>!>, AC chama-se-lhes lados do angulo. 

li: ires letras para denotar um angulo , 
uma uas quaes mostra o vertice, e as outras duas se 
põem ao longo dos lados: quando fallarinos destas 
letras , poremos sempre a do vertice no meio; e por 
isso quando quizermos designar o angulo comprehen-
dido pelas duas linhas A B , AC , diremos o angulo 
B A C , ou C A B . 

He principalmente necessaria esta cautela , quan-
do muitos ângulos tem o vertice em um ponto ; por-
que se (Fig. 4.) dissermos simplesmente o angulo A, 
não sabemos, se sequer entender o a n g u l o B A C j ou 
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o angulo B A D : quando porem há somente um angulo 
como na Fig . 4. #, então podemosdizer simplesmente 
o angulo a, isto h e , designal-o só com a letra do seu 
vertice. 

11. Pois que o angulo B A C (Fig . 4 . ) não beou-
tra cousa mais do que a quan t idade , que se deveria 
mover o lado AB á roda do seu ponto A , ate' chegar 
da posição AC á posição A B ; e como neste movi-
mento cada ponto de ÂB , por exemplo o ponto B, 
ficando sempre igualmente distante dó cen t ro , descreve 
um aico de circulo, o qual arco de circulo augmen-
t a , ou diminue na mesma razão que se augmenta , 
ou diminue o angulo , he cousa na tu ra l , que este 
arco se tome por medida do angulo. Mas como cada 
um dos pontos de AB descreve um arco de differenle 
comprimento , não he o comprimento do arco o que 
se deve t o m a r , mas sim o numero de gráos e partes 
de gráo , que sempre ha de ser igual em todos os 
areos , que descrever cada ponto de AB ; porque 
começando , continuando , e acabando todos estes 
pontos o seu movimento no mesmo tempo , dão ne-
cessariamente igual numero de passos: tem somente 
a differença, que os passos dos pontos mais distantes 
do ponto A são maiores. Podemos pois concluir , 
que : 

1¾- Qualquer angulo D.1C (F ig . 4 . ) tem por 
medida o numero de grãos e partes dv grão do arco, 
que comprchende entre os seus lados , descrito com o 
seu vertice como centro. 

Pelo que quando no decurso desta obra disser-
mos, que certo angulo tem por medida certo a r co , 
deve entender-se, que o angulo tem por medida o 
numero de gráos e partes de gráo deste arco. 

13. Logo para dividir um angulo em muitas par-
tes igucies, basta dividir o a r co , que llie serve de 
medida , em outras tantas partes iguaes , e pelos 
pontos da divisão tirar linhas rectas para o vertice do 
angulo. Adiante trataremos da divisão dos arcos. 

14. Para fazer um augu/o igual a outro : por 
exemplo , para fazer no ponto a da linha ac (F ig . 

*) um angulo igual ao angulo B A C (Fig . 4 . ) , he 
necessário descrever com o ponto a como centro , e 
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com uma arbitraria abertura de compasso um arco 
indefinito cb : pondo depois a ponta do compasso no 
vertice A do angulo dado B A C , se descreverá com a 
mesma abertura o arco B C , que fica comprehendido 
entre os dous lados deste angulo; e tomando com o 
compasso a distancia de C a B, se marca a mesma 
de c para ò, e isto dá o ponto b : e tirando por elle, 
e pelo ponto a a linha ab, teremos o angulo bac igual 
a B A C . 

Com effeito a medida do angulo bac he o arco 
bc (12 ) , e a medida do angulo B A C he o arco B C ; 
mas estes dous arcos são iguaes, porque sendo arcos 
de círculos iguaes, tem cordas iguaes ( 7 ) , pois que 
a distancia de b para c se fez igual á distancia de B 
para C. 

15. O angulo B A C (F ig. ó .) he chamado angulo 
rec to , quando um dos seus lados AB não se inclina 
mais nem para o outro lado AC , nem para a sua 
continução A D . 

Quando um dos lados AB (Fig. 4.) se inclina 
mais para o lado A C , do que para a sua continuação 
A D , o angulo B A C se chama angulo agudo. 

Ultimamente se chama ao angulo obtuso , quando 
(Fig. 6.) um dos lados AB se inclina mais para a 
continuação do outro lado AC , do que para o mesmo 
lado, 

16. Do ,que deixamos dito acerca da medida dos 
ângulos ( 1 2 ) , podemos concluir: 1.° que o angulo 
rccto tem por medida 90", e o angulo agudo menos 
de 90°, e o angulo obtuso mais de 90°, 

Porque se a linha AE (Fig. 3.) não pende nem 
para A B , nein para a sua continuação AD , serão 
iguaes os dous ângulos B A E , D A E : logo os arcos 
BE , e DE , que são a medida delles, serão também 
iguaes; mas estes dous arcos juntos fazem a semi-cir-
cumferencia: logo o valor de ambos juntos h e d e l 8 0 ° : 
logo cada um delles he de 90°: logo também cada 
um dos dous ângulos B A E , D A E vai 90°. 

Pelo que fica dito he evidente, que B A C he de 
menos, e que B A F he de mais de 90 . 

17. S.0 CLxie os dous ângulos BAC, BAD (Fig. 
4. 5. C.) formados por uma linha recta AB, caindo 

sobre 
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sobre outra recta CD , valem ambos juntos 180*. 
Por quanto o ponto A pôde sempre considerar-se 
como centro de um círculo, de que CD fica sendo 
diâmetro: ora os dous ângulos B A C , B A D tem por 
medida os dous arcos BC , e BD , de que se compõe 
a seini-circumferencia : logo ambos juntos valem 180", 
oi: dous ângulos rectos. 

18. 3." Quc tirando do mesmo ponto A (Fig. 3 .) 
quantas rectas se quizerem , AB, AC, Ali, AF. 
AD, A (r , lodos os ângulos, que com e/las sr. formão 
BAC, CAE, EAF, FAD, DAG , GAP/, juntos 
ralem 360° , porque todos elle? juntos occupão a cir-
cumferencia inteira. 

19. Dous ângulos como B A C , e B A D (Fig . 4 . ) , 
que juntos fazem 180°, se chamâo supplementos uni 
do outro; assim B A C he o supplemento de B A D . e 
B A D he o supplemento de B A C , porque um destes 
ângulos he o que se deve accrescentar ao outro pava 
fazer 180". 

Logo ângulos iguaes terão iguaes supplementos, 
e os ângulos que tiverem supplementos iguaes , serão 
iguaes. 

20. Concluamos d a q u i , que os ângulos BAC, 
EAD (Fig. 7.) oppostos verticalmente, c formados 
pelas duas rectas BD , c EC, são iguaes. 

Porque sendo CADsupplemento de B A C , tam-
bém he supplemento de E A D . 

21. Chama-se complemento de um angulo , ou do 
um arco , aquella porção, em que este arco exceda 
90°, ou o que lhe falta para 90". Assim (Fig. 3.) 
C A E he complemento do angulo B A C ; F A E he o 
complemento do angulo B A F ; pelo que complemen-
to he o que ou se deve accrescentar, ou diminuir a 
um angulo, para que elle fique valendo 90". 

Logo os ângulos agudos , que tiverem comple-
mentos iguaes , serão iguaes , e reciprocamente : o 
mesmo se deve dizer dos ângulos obtusos. 

Tanto na theorica, como na p rá t i ca , se está 
sempre a tratar de ângulos: ao diante teremos bastantes 
occasiòes de nos convencermos de que a cada passo 
s<: encontrão na theorica. Quanto á prática diremos, 
que se faça reílexão, em que a derrota de um navio se 
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conhece por meio dos ângulos; que por elles se conhe-
ce , se vamos a barlavento, ou a sotavento de outro 
navio , que encontramos no mar ; pelos ângulos se de-
terminão as situações dos objectos a respeito uns dos 
outros ; variando os ângulos , que formão con a quilha 
as velas, e o leme , he que se fazem as evoluções dos 
navios , se muda de der ro ta , se accelera , ou retarda 
o seu movimento. Até pela medida dos ângulos he 
que no mar se determina o lugar , em que estão navio. 

ITa grande numero de instrumentos, que servem 
para medir ângulos , ou para formar , os que são con-
venientes : vamos dar noticia dos principaes. 

22. A Figura 8. representa o instrumento chamado 
Tramfcridor, o qual tem uso para medir ângulos 
sobre o pape l , e para ahi mesmo fazer os ângulos , 
que são precisos. IIe commodo e frequente o seu uso. 
He um meio circulo de meta l , ou de vista de lanterna 
dividido em 180°. Utn pequeno chanfro nota o centro 
C. Querendo medir , por exemplo, um angulo B A C 
(Figg. 4. 5. e 6.) , applica-se o centro C no vertice A 
do angulo , que se pretende medi r , e o raio CB do 
mesmo instrumento sobre um dos lados AC deste an-
gulo ; então o lado AB cont inuado, sendo necessário, 
mostra naquella das divisões do ins t rumento, por onde 
passa , de quantos gráos he o arco do instrumento , que 
fica comprehendido entre os lados do angulo B AC , e 
consequentemente (12) de quantos grãos he o angulo 
B A C . 

Para com este mesmo instrumento fazer itm an-
gulo de determinado numero de gráos , appliqite-se o 
raio CB do instrumento sobre a linha , que deve ser-
vir de lado ao angulo, que se quer fazer, de modo 
que o centro C fique no ponto , que ha de servir de 
vertice a esse angulo : busque-se depois nas divisões 
do instrumento o numero de gráos , de que se t r a t a ; 
e o lugar , onde se acha este numero , se marque sobre 
o papel com um ponto: tire-se por este pon to , e pelo 
vertice uma linha recta , que faz então com a primei-
ra o angulo , que se pede. 

23. Para medir os ângulos sobre o terreno , usa-
mos do instrumento, que representa a Fig. 9. , a que 
charoâo Graphomelro. He uni semicírculo dividido 
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em 180*, no qual se marcão também meios g ráos , 
conforme a grandeza do seu diâmetro. O d i a m e t r o DB 
faz corpo com o ins t rumento ; mas o diâmetro E C , a 
que chamão Alidada , está pegado ao instrumento só 
no centro A , á roda do qual se volve , e corre com a 
extremidade C todas as divisões do instrumento. A m -
bos estes diâmetros tem nos seus dous extremos pin-
i iulas, pelas quaes se podem enfiar os objectos. O 
instrumento anda sobre um p é , e sem mudar a posi-
ção do p é , se pôde inclinar pa ra toda a par te , con-
forme for necessário. 

Se quizermos medir o angulo formado por duas 
linhas rectas t i radas do ponto A, onde es tamos, a 
dous objectos F e G , põe-se o centro do Graphome-
t ro em A , e o intrumento se dispõe de m o d o , que 
olhando pelas pinnulas do diâmetro fixo D A B , se 
veja F5 um destes objectos, e ao mesmo tempo o 
outro objecto G fique na continuação do plano do 
ins t rumento , o que se faz inclinando mais , ou menos 
o Ciraphometro : inove-se então alidada E C , até que 
pelas pinnulas E, e C se enf ie , o objecto G. O arco 
BC comprehendido entre os dous diâmetros he então 
a medida do angulo G A F . 

Do que acabamos de dizer se mostra o m o d o , 
com que sobre o terreno se pôde formar um angulo de 
determinado numero de gráos. Ordinar iamente se fa-
zem no extremo do diâmetro movei divisões pela lar-
gura delle , as quaes pelo modo , com que correspon-
dem ás divisões do ins t rumento , dão a conhecer as 
partes do gráo de ò em 5 minutos , ou de 3 em 3. 

-Muitas vezes tem este instrumento uma Bússola 
ordinaria, ou simples, como mostra a F ig . 9. 

A agulha magne t i zada , que h e a p e ç a pr inc ipa l , 
está sustentada no meio delia sobre um peão , sobre 
<]ue se move livremente. Como tem a propriedade de 
rle se conservar constantemente na mesma d i recção , 
ou de a buscar , quando se tem arredado delia (pelo 
menos em o mesmo l u g a r , e por dilatado intervallo 
de te rnpo) , h e u t i l , no uso destes instrumentos , a Jiui 
de determinar a posição dos objectos a respeito dos 
pontos cardeaes , ou da linha norte-sul, com a qual 
faz sempre o mesmo angulo no mesmo lugar . O b o r d o 

2 . 
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circular da cavidade, onde anda a agulha , tem ordi-
nariamente a gradueão de 360°. Quando o instru-
mento se faz gy ra r , a agulha , pela propriedade , que 
tem , d e se restituir á mesma situação, marca na nova 
divisão, a que corresponde, quantos gráos gyrou o 
instrumento. 

Tanibem se faz uso da Bússola sem Graphome-
t r o , mas he unicamente para determinar grosseira-
mente um a um muitos pontos de um plano, ou carta , 
cujos pontos principaes se determinárão com exacti-
d ã o , tudo pelo modo que adiante diremos. 

24-. A Bússola marítima , ou Compasso de mar, 
ou também Compasso de variação (Fig. 10.) , não se 
distingue da Bússola ordinaria , senão pelo modo de 
suspensão, que lhe he part icular , e que tem por obje-
cto fazer com que as partes todas desta mach ina ,que 
servem para medir os ângulos, não participem de 
outros movimentos do navio, alem daquelles, que pôde 
ter gyrar.do horizontalmente. Quando senão usa del ia , 
senãoa t im de conhecer a direcção da quilha do navio , 
chama-se-lhe Compasso de derrota. Anda fechada em 
uma expecie de caixa chamada Bitdeola , que vai 
posta pela direcção da largura do navio. A agulha 
não anda solta sobre a espiga, ou peão, como na 
Bússola ordinal i a , porque andaria muito arriscada a 
cair fóra. Carrega-se com um pedaço de talco redon-
d o , e collado entre dous pedaços de pape l , em cima 
se pinta a rosa dos ventos, isto h e , divide-se a sua 
circumferencia nos rumos de vento. Facilmente se 
comprehende, que gyrando o navio uma certa quan-
i idade , como a agulha sempre fica firme, ou torna 
constantemente para a mesma situação , não correspon-
derá ao mesmo ponto da Bitácola: observando pois 
qual era o r u m o , que correspondia ao que a agulha 
antes occupava, se conhecerá quanto variou de rumo 
o navio; póde-se pois usar delia para tornar a pôr , e 
veter constantemente o navio na mesma direcção. 

Quando se usa da Bússola para marcar os obje-
ctos , isto he, para reconhecer a que rumo de vento 
correspondem , chama-se-lhe Compasso de variação. 
Tem este nome de outro uso, de que não he este 
lugar proprio para se t ra tar . E u t i o he guarnecida da 
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titias pinnulas A e B ( F i g . 10 . ) , pelas quaes se ajustão 
os objectos , cuja situação se quer conhecer. No mar 
são necessários dous observadores, um que gyre com 
o compasso de variação, de modo que possa ajustar 
o objecto; e ao mesmo tempo outro observa qual he 
a posição da agulha a respeito da linha D E , que he 
um fio atravessado perpendicularmentesobre a l inha , 
que se concebe passar por A e B. 

Das perpendiculares e obliquas. 

25. - L / I s s e m o s (15) , que a linha AB (Fig. 5 . ) , 
que não se inclina mais nem para A C , nem para 
A D , formava com estas duas linhas dous ângulos, 
que se chamâo rectos. 

Esta mesma linha AB he também a que se cha-
ma uma perpendicular á linha A C , ou D C , ou A D . 

Por esta definição se podem ter as proposições 
seguintes, como verdades evidentes. 

26. I .0 Quando unia linha A B (Fig. 11.) he per-
pendicular sobre outra linha CD, também estoutra 
CD he perpendicular sobre a linha AB. 

Porque quando AB he perpendicular sobre CD , 
os ângulos A E C , A E D são iguaes; mas A E D he 
igual a BKC ( 2 0 ) ; logo A E C he igual a B E C : logo 
a linha C E , ou CD não se inclina mais nem para 
A E , nem para B E : I o g o C D he perpendicular sobre 

27. 2.° Do mesmo ponto E, tomado na linha 
CD, iiao se pode levantar mais do que uma só per-
pendicular a esta linha. 

28. 3.° E do mesmo ponto A, tomado fora de 
uma Imha CD , não se pôde abaixar mais do que uma 
so perpendicular a esta linha. 

Porque não se pôde imaginar mais do que um 
único caso , em que uma linha passando pelo ponto 
E, ou pelo ponto A , possa não se inclinar mais nem 
para ED . nem para E C . 

29. As linhas, que saindo do ponto A, se desvião 
igualmente da perpendicular , sã o iguaes: estas linhas 
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quanto mais sc arreado da perpendicular , vtaiore* 
são j consequentemente a perpendicular he a mais curta 
de todas. 

Supponhamos EG igual a EF ; se dobrarmos a 
figura A E G sobre a figura A E F , ficando al inha AE 
commurn a ambas , he claro que sendo o angulo 
A E G igual ao angulo A E F , a linha EG se appl i -
cará sobre E F ; e porque EG se suppoz igual a EF , 
cairá o ponto G sobre o ponto F: I o g o A G se ajusta-
rá exactamente sobre AF : logo estas duas linhas são 
iguaes. Quanto á segunda parte da proposição, lie 
evidente, que suppondo-se o ponto C da linha CE 
mais arredado de -VB, do que o ponto F da mesma 
linha CE , necessariamente fica mais longe de qual-
quer outro ponto de AB , que se quizer , do que ha 
de distar desse mesmo ponto o ponto F: logo tam-
bém a perpendicular he de todas a mais curta. 

30. As linhas A F , A C , AG são chamadas obli-
quas, a respeito da perpendicular A E , e da linha 
CD ; e geralmente se chama uma linha obliqua a 
outra , quando o angulo , que ella faz com estoutra , 
he agudo , ou obtuso. 

31. De que as obliquas A F , AG (29) são iguaes 
entre si , quando se afastão igualmente da perpendi-
cular , se conclue, que quando uma linha he perpen-
dicular ao meio L de outra linha FG (Fig. 11.) , 
todos os pontos desta linha distão tanto do extremo 
F, como do extremo G. Pois he evidente, que o 
que temos dito do ponto A , se appliea igualmente a 
qualquer outro ponto da linha AE , ou A B . 

32. Não he menos evidente, que sãmente os pon-
tos de .1E , perpendicular ao meio dc FG , he que 
podem ter igual distancia dos pontos F c. G. Porque 
outro qualquer ponto , que ficar para a direita ou 
csiiuerda da perpendicular, he evidentemente mais 
proximo cie um destes pontos , do que do outro. 

Logo para que uma linha seja perpendicular so-
bre o u t r a , he bastante que passe por dous pontos, 
cada um dos quaes diste igualmente de dous pontos , 
que se tomarem na outra. 

33. Dondcconcluimos : l . ' q u e para levantar rima 
•perpendicular ao meio dc uma linha AB (Fig. 12 . ) , 
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lie necessário pôr em B uma ponta do compasso, e 
fazer o arco IK com uma abertura maior do que me-
tade da linha AB ; passando depois ao ponto A , se 
descreve com a mesma abertura de compasso o arco 
L M , cortando o primeiro no ponto C , o qual ponto 
distará igualmente de A , e de B. Pelo mesmo modo 
se determinará depois outro ponto D , ou fique da 
banda de c ima , ou para baixo da linha A B 5 com a 
mesma, ou com diversa abertura do compasso: tira-
$e ultimamente pelos dous pontos C, D al inha C D , 
que será perpendicular ao meio de AB (32). 

34. 2.° Se de um ponto E, posto fóra da Unha 
AD (Fig. 13 . ) , sc rfiiher tirar uma perpendicular a 
esta linha, ponhã-se em E a ponta do compasso, e 
com uma abertura maior do que a mais curta distan-
c ia , que ha dahi á linha A B , se farão dous arcos , 
que cortem a linha AB nos pontos C e D : depois 
destes pontos como centros , com uma abertura de 
compasso maior doquemetade d e C D , se descreverão 
dous arcos, que se cortem em F; tirar-se-há a linha 
EF pelos pontos E e F , e esta ha de ser perpendicu-
lar a AB (32 ) , pois que tem os dous pontos E e F 
igualmente distantes cada um delles dos dous pontos 
C e D da linha A B . 

35. Se o ponto E, pelo qual se quer tirar a per-
pendicular, estivesse na mesma linha A B , far-se-ía 
sempre a operação pelo mesmo modo. Yeja-se a Fig. 
14. 

Ultimamente se o ponto E tivesse tal posição, 
que commodamente se não podesse marcar mais do 
que um dos dous pontos C , ou D ; continuar-se-ía a 
linha A B , e far-se-ía a operação pelo mesmo modo. 
Veja-se a Fig. 15. e 16. A Figura 16. hepara o caso, 
em que se quer levantar uma perpendicular no extre-
mo da linha A B . 

Das Par ali elas. 

36. ( y H a m ã o - s e parallelas duas linhas rectas , 
descriptas no mesmo piano, quando estas nunca se 
podem encontrar , a qualquer distancia que se ima-
ginem continuadas, 
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Logo duas linhas parallclas não fazem entre si 
angulo. 

Logo duas parallelas sempre vão igualmente distan-
tes uma da ou t r a ; pois he evidente, que se ellas em 
algum sitio estivessem mais juntas rio que em ou t ro , 
inclinar-se-ía umá sobre outra , e consequentemente 
por fim virião a encontrar-se. 

37. 1.* Quando duas linhas parallclas AB, e 
CD (Fig. 17.) são corfadns por uma terceira EF, 
(que então se chama secante) os ângulos BGE, DHE, 
ou AGHyCHF, que fazem com esta linha para a 
•mesma parte, são iguaes. Porque não tendo as linhas 
A13 e CD inclinação alguma esolre , s i . (36) , devem 
necessariamente iuclinar-se igualmente para a mesma 
p a r t e , cada umadellas arespeitodaq.uella l inha, com 
que se comparar. 

38. 2.° Os ângulos AG H, GHD são iguaes: 
porque acabámos de mostrar , que A Ciil he igual a 
C I i F ; más C H F (20) he igual a G I l D : logo A G H 
lie igual a G H D . 

39. 3.° Os ângulos BGE , CHF são iguaes : 
porque B G E he igual a A G H ( 2 0 ) , mas já mostrá-
m o s , que A G I I era igual a C i I F ( 3 7 ) ; logo B G F 
he igual a C H F . 

40. 4." Osangulos BGH, DJIG, ou AGH, 
CIIG são supplementos um do outro • porque B G I I 
lie supplemento de B G E 5 o qual (37) he igual a 
D H G . 

41. 5.° Os ângulos BGE, D HF, ou AGE, 
CHF são supplementos um do outro: pois que o an-
gulo D i l F tem por supplemento D l l G , o qual (37) 
lie igual a B G E . 

42. Cada uma destas cinco propriedades se veri-
f i ca , todas as vezes que duas linhas parallelas são cor-
tadas por uma terceira; e reciprocamente, todas as 
rezes (pie no encontro de duas linhas rectas com uma 
terceira se verificar qualquer destas cinco propricda-
des , podemos concluir , que as duas linhas são paral-
lclas ; o que se demonstra por modo inteiramente si-
milhante. 

Tendo achado as propriedades dos ângulos, que 
acabamos de examina r , os seus nomes podem servir 

de 
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de firmar estas propriedades iia memoria. Aos ângu-
los B G E , F H C chaina-se-llies alternos externos, por-
que ficão de difterentes partes da linha E F , e ambos 
estão fóra das parallelas. Os ângulos A G H , G I I D 
são chamados alternos internos , por estarem de dif-
ferentes lados da linha E F , e ambos entre as paral-
lelas. Os ângulos B G H , D H G tem o nome de inter-
nos para a mesma parte, porque ficão entre as paral-
lelas , e da mesma parte dasecante E F . Ultimamente 
chamão-se externos para a mesma parte os ângulos 
B U E , D H F , porque estão fóra das parallelas, e da 
mesma parte da secante. 

43. Pcde-se concluir das propriedades, que aca-
bamos de demonstrar : 1.° Ciue se dons ângulos A BC , o * 
DEF (Fig. 18 . ) , voltados para a mesma parte, tem 
os lados parallelos, são iguaes. Por quanto se imagi-
narmos que o lado DE se continua ate' encontrar BC 
cm U, os ângulos A B C , D U C serão iguaes ( 3 7 ) ; 
pela mesma razão o angulo D U C será igual a DEF. : 
logo A B C he igual a D E F . 

44. 2.° Que para tirar por um ponto dado C 
uma linha CD (Fig. 19 . ) , parallela a outra AB , 
he necessário pelo ponto C tirar arbitrariamente a 
linha indefinita C E F , a qual corte AB em qualquer 
ponto E ; e tirar pelo ponto C , do modo que fica 
ensinado (14 ) , a l i n h a C D , tal que faça com a linha 
C l i o angulo F C D igual ao angulo F i i B , que ella 
faz com a linha AB ; e tirando-se por esta maneira 
a l i nha C D , ficará parallela a AB (37) . 

Alem disso cada uma das cinco propriedades, 
que ficão estabelecidas, pôde dar um methodode tirar 
uma parallela. 

4-5. As perpendiculares , e as parallelas, de que 
acabamos de fallar successivãmente , tem uso mui 
frequente eu» toda a matbematica prática. As per-
pendiculares são necessarias para se medirem as su-
perfícies , e a solidez, ou capacidade dos corpos: a 
cada passo se ofterecem em todas as operações da 
Arquitectura naval. Como o angulo recto he de fácil 
construcção, por isso se faz depender a construcção 
das figuras antes da perpendicular, do que de outra 
qualquer linha. 

» 
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As parallelas, alem do seu frequente uso para 
demonstrar facilmente na theofica um grande numero 
de proposições , são a base de muitas operações úteis. 
Faz-se muito uso delias na Pi lotagem, principalmen-
te para marcar nas Cartas marítimas a de r ro ta , que 
seguio um navio na sua navegação , a que se chama 
apontar, ou fa~cr o ponto. 

Ao diante trataremos disso. 

Das linhas rectas consideradas a respeito da circum-
ferencia do circulo : edas circumferencias de circulo 
comparadas umas com outras. 

46. A Curvatura uniforme da circulo dá occa-
sião a concluir delia, sem ser necessaria rigorosa de-
monstração : 

1.° Quc uma linha recta não p<xle encontrar a 
circum ferencia em mais de dous pontos. 

2.° Que em um semi-circulo a maior corda sem-
pre subtende o maior arco , e reciprocamente. 

Chama-se geralmente secante (F ig . 20.) a toda a 
l inha , como D E , que encontra a circumferencia em 
dous pontos, ficando parte desta linha fóra do circu-
lo : chama-se tangente aquella , que não faz mais do 
que encostar-se á circumferencia: tal he a linha AB. 

47. Uma tangente não pôde encontrar a circum-
ferencia senão em um único ponto. Porque se o en-
contrasse em dous pontos , entraria para dentro do 
circulo, pois que destes dous pontos seria possível tirar 
dous raios ao centro , ou duas linhas iguaes, entre 
as quaes se pôde sempre imaginar uma perpendicular 
sobre a l inha, que une estes dous pontos: ora como 
esta perpendicular (29) he mais curta que qualquer 
dos dous raios, claro estava, que a tangente teria 
pontos mais visinhos ao centro , do que os em que 
encontra o circulo: logo entraria para dentro do cir-
culo, o que he contra a definiçã® , que acabamos de 
dar . 

Não tendo a tangente mais do que um ponto com-
mum com o circulo , segue-se que o raio CA (Fig. 21.) , 
tirado para o ponto do contacto, lie a linha mai» 
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curta , que se pode tirar do centro á tangente , e con-
sequentemente he perpendicular á tangente (29) : logo 
reciprocamente a tangente a qualquer ponto A do cir-
culo he perpendicular ao extremo do raio CA , tirado 
por esse ponto. 

48. Donde se vè , que para se tirar uma tangente 
a um ponto A dado na circumferencia de um circu-
lo , se deve tirar para essse ponto o raio CA , e tirar 
ao extremo delle uma perpendicular, conforme fica 
ensinado (35). 

49. Logo havendo muitos círculos (Fig. 2 2 . ) , que 
tenhdo os centros na mesma linha recta CA , e todos 
passem pelo mesmo ponto A, todos terão por tangen-
te commum a linha TG, perpendicular a CA, e 
todos consequentemente se tocarão. 

50. Daqui se t i r a , que para descrever um circulo 
de determinada grandeza , e que toque outro circulo 
dado B AD (Fig. 23 . ) no ponto dado A, he necessário 
tirar pelo centro C- , e pelo ponto A o raio CA , que 
se continuará indefinitamente : depois se tomará a 
grandeza do raio do segundo circulo, ou de A para 
T, ou para V, (conforme se quer que o segundo cir-
culo contenha , ou não contenha o primeiro) e do cen-
tro T , ou V se descreverá uma das circumferencias 
EF com o raio A T , ou A V . 

51. A perpendicular levantada ao meio de uma 
corda passa sempre pelo centro do circulo , e pelo meio 
do arco , que esta corda subtende (F ig . 24.) . 

A perpendicular deve passar por todos os pon-
tos igualmente distantes dos extremos A e B (32) ; 
mas he evidente, que o centro he igualmente distante 
dos dous extremos A e B , poié são dous pontos da 
circumferencia : logo a perpendicular passa pelo cen-
tro. 

Não he menos evidente, que deve cortar o arco 
pelo meio; pois sendo E o meio do a rco , e tendo os 
arcos iguaes A E , EB cordas iguaes (7) , o ponto E 
dista igualmente de A , e de B : logo a perpendicular 
deve passar pelo ponto E. 

52. Ficando em uma linha recta orneio do a r co , 
o meio da corda , e o cent ro , todas as vezes que uma 

3 . 
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recta passar por dous destes pontos , póde-se dahi con-
cluir , que passa pelo terceiro. 

E como ao meio da corda não se pôde tirar mais 
de uma perpendicular, póde-se concluir , que se uma 
linha perpendicular a uma corda passar por um destes 
tres pontos , também passará pelos outros dous. 

Das quaes propriedades se pôde concluir: 
53. 1." O modo de dividir um angulo em duas 

parles iguaes. 
Para dividir em duas partes iguaes o angulo B A C 

(Fig. 2 5 . ) , descreva-se do seu vertice A como cen-
t r o , e com um raio arbitrario o arco DE : depois 
dos pontos D e E , como centros, se descrevão suc-
cessivamente com um mesmo raio qualquer dous arcos , 
que se cortem em um ponto G ; por este pon to , e 
pelo ponto A se tire a linha A G , a qual sendo per-
pendicular (33) ao meio da corda D E , dividirá esn 
duas partes iguaes o arco D I E ( 5 1 ) , e consequente-
mente tauibem o angulo B A C , pois que os dous ân-
gulos parciaes B A G , C A G tem por medida os dous 
arcos iguaes DI , EI (12). 

54. 2.° 0 modo de fazer com que passe uma cir-
cumferencia de circulo por trts pontos dados, que 
não fiquem em linha recta. 

Sejão os tres pontos A, B, C (Fig- 2 6 . ) ; tiran-
do as linhas AB , B C , serão estas cordas do circulo, 
que se pretende descrever. 

Levante-se uma perpendicular ao meio da linha 
AB ( 3 3 ) , e faça-se o mesmo ao meio de BC ; o pon-
to I, em que se cortão estas duas perpendiculares, , 
será o centro. Por quanto este centro deve estar na 
linha DE (52) , pela mesma razão deve achar-se na 
linha F G : logo deve estar no ponto I , «ni que se 
encontrão, pois he o único ponto commum , que estas 
linhas tem. 

55. Se a questão fosse achar o centro de um cir-
eido, ou de um arco já descripto , bem se vê , que 
bastaria marcar tres pontos arbitrariamente sobre este 
a r co , e fazer a operação , que se acaba de ensinar. 

56. E pois que não achamos mais do que um 
ponto I, com que se satisfaça á questão, devemo» 
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daqui concluir, que por tres pontos dados não se 
pôde fazer passar mais de uma circumferencia de cir-
culo, e consequentemente , que duas cireumferencias 
de círculo não se podem encontrar cm tVes pontos, sem 
se confundirem. 

57. o.° O Tnodo de fazer com qve por um ponto 
dado R (Fig. 27. e £8.) passe uma circumferencia de 
circulo, que toque outra cm úrn ponto dado A. 

Tire-se do centro C um raio CA para o ponto A , 
onde se quer que os círculos se toquem : prolongue-se 
este raio para u m a , ou outra pa r t e , quanto for ne-
cessário; tire-se uma linha do ponto A para o ponto 
B , pelo qual se quer que passe a circumferencia, que 
se busca : levante-se uma perpendicular MN ao meio 
de AB , a qual ha de cortar CA , ou a sua conti-
nuação em 1). Este ponto U será o cen t ro , e A D , 
ou BD o raio do circulo , que se procura. Porque 
como a circumferencia, que se quer descrever, deve 
passar pelo ponto A, e pelo ponto B, deve o seu 
centro estar na linha MN (í)l) : alem disso, como 
esta circumferencia ha de tocar em A , deve o seu 
centro achar-se na linha CA (49 ) , ou tia sua conti-
nuação:. logo aeba-se no pon to , em que se cortão as 
linhas CA e M N . 

58. Se em vezdetoear uma circumferencia , se qui-
sesse que tocasse uma linha recta em uin ponto dado 
A (Fig . 29.) outra circumferencia , a qual passasse 
pelo ponto dado B , far-se-ía a mesma operação, corri 
a differença de que a linha AC seria uma perpendi-
cular levantada sobre a recta dada no ponto A. 

59. 4.° Duas cordas parallelas AB,. CD (F ig . 
30.) cortão entre si arcos iguaes AC, BD. 

Porque a perpendicular GI , abaixada do centro 
G sob reAB, devedividir em duas partes iguaes cada 
um dos dous arcos A l B , C I D (51) , por ser tanto 
perpendicular a A B r como á sua parallela C D : logo 
se de arcos iguaes AI , BI se tirão arcos iguaes 
C t , D I , os arcos que restão, A C , BD devem ser 
iguaes. 

Daqui concluimos, que quando uma tangente ' 
HK he parallela a uma corda A B , o ponto do con-
tacto I Iica no meio do arco A I B . 
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60. As proposições, que estabelecemos (50 , 57 
e5P>), tem applicação na Arquitectura N a v a l , ou 
construcção dos navios. Muitas vezes se querem arcos, 
que se toquem, ou que toquem linhas rec tas , e pas-
sem por pontos determinados. O que acabamos de 
dizer , pôde facilitar a intelligencia de alguns dos 
metliodos, que alli se prescrevem. Na Arquitectura 
Civil se faz também muito uso de arcos , que se 
tocão. 

61. A ultima proposição , que acabamos de de-
m o n s t r a r , entre outros muitos usos, pôde também 
servir para tirar u m a parallela a uma linha dada . 

Dos ângulos considerados dentro do circulo. 

62. D E i x a m o s explicado , qual he a medida dos 
ângulos geralmente ( 1 2 ) . Agora não vamos dar dif-
ferente methodo de os medir , estabeleceremos somente 
algumas propriedades , que podem servir de utilidade 
ao diante , tanto para executar certas operações , 
como para facilitar algumas demonstrações. 

63. O angulo MAN (Fig. 31. e 3 2 . ) , que tem 
o seu vertice na circumferencia, e he formado ou por 
duas cordas, ou por uma tangente e uma corda, tem 
por medida metade do arco BFED, comprehendido 
entre os seus lados. 

Tire-se pelo centro C o diâmetro FH parallelo 
ao lado AM , e o diâmetro GE parallelo ao lado AN : 
o angulo M A N (43) he igual ao angulo F C E : logo 
terá a mesma medida que aquelle, que tem o seu ver-
tice no centro , isto he , terá por medida o arco FE : 
resta pois mos t ra r , que o arco FE he metade do arco 
B F E D . Ora BF he igual a AH ( 5 9 ) , por quanto 
A M , HF são parallelas; e porque AN e GE são 
também parallelas , o arco ED he igual a A G : logo 
ED e mais BF são iguaes a AG mais A I I , isto h e , 
GH ; mas GH como medida do angulo G C I I , deve 
ser igual a FE medida do angulo F C E , que (20) he 
igual a G C H : logo BF com ED são iguaes a EF : 
logo FE he metade de B F E D : logo o angulo M A N 
tem por sua medida metade do arco B F E D , compre-
hendido entre os seus lados. 
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Esta demonstração suppôe , que o centro do 
circulo está ou entre os lados do angu lo , ou em um 
destes lados : mas quando o centro estiver fura dos 
lados, como succede no angulo M A L (Fig. 3 2 . ) , nem 
por isso seria menos verdadeiro , que a medida do 
angulo lie metade do arco BL comprehendido entre 
os seus lados, porque imaginando a tangente A X , 
o angulo B A L Tie igual a LAN menos M A N : logo 
elle tem por medida a differença das medidas destes 
dous ângulos, isto lie (pois que o centro está entre os 
lados), metade da L E A menos metade d e B E A , ou 
metade de B L . 

64. Logo 1.° Todos os ângulos BAE , BCE 
BDE (Fig. 3 3 . ) , que tendo o vertice ?ia circumfc-
rencia , coniprchendercm entre os seus lados o mesmo 
arco, ou arcos iguaes, selo iguaes • porque a medida 
de cada um deiles será metade do mesmo arco BE (63) . 

65. 2.° Todo o angulo BytC(Fig. 3 4 . ) , que tiver 
o vertice na circumferencia, e cujos lados passarem 
pelos extremos do diâmetro , será i tclo, ou de !30"; 
pois que então ha de comprehender entre os seus lados 
a semi-circumferencia B O C , que he de 180°; e como 
a sua medida he metade delia (63) , será de 90°. 

66. A proposição, que se acaba dc demonstrar 
( 6 5 ) , pôde entre muitos outros usos ter os dous se-
guintes. 

67. 1.° Para levantar uma perpendicular no ex-
tremo Bde uma linha FB (Fig. 3 5 . ) , quando esta 
linha não se pôde cont inuar , quanto lie bastante para 
executar cominodamente o que fica ensinado ( 3 5 ) : 
eis-aqui como se pôde proceder. 

De um ponto D tomado arbitrariamente tora da 
linha FB , e com abertura igual á distancia DB , se. 
descreva a circumferencia A B C I I , que corte FB em 
qualquer ponto A; tire-se por este pon to , e pelo cen-
tro D o diâmetro A D C ; e tire-se do ponto C, em 
que este diâmetro corta a circumferencia , ao ponto 
B a linha CB , que ha de ser perpendicular a FB : 
porque o angulo C A B , que ella forma com FB , tem 
o vertice na circumferencia , passando os seus lados 
pelos extremos do diâmetro A C : logo esie angulo lie. 
recto (Gb) : logo CB he perpendicular sobre F B . 
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68. 3.° Para de um ponto E, dado fóra do circulo 
(Fig . 36.) A BD, tirar uma tangente á circumferencia 
deste circulo. Tire-se a recta C E , que una o centro 
C com o ponto E ; e com C E , coino d iâmet ro , se 
descreva a circumferencia C A I i D , a qual circumfe-
rencia ha de cortar a circumferencia A B D em dous 
pontos A e D : tirando de cada um dos dous pontos 
A e D para o ponto E as linhas DK e A l i , serão 
estas as duas tangentes , que se podem tirar do ponto 
E á circumferencia A B D . 

P a r a nos convencermos de que estas linhas suo 
tangentes , basta tirar os raios CA , C D . Os dous 
ângulos C D I i , C A E tem ambos o seu vertice na 
circumferencia A C D E , e os lados destes ângulos pas-
sào pelos extremos do diâmetro CE : logo (6ó) e3tes 
ângulos são rectos : logo DE e AE são perpendicula-
res aos extremos dos raios C D , e C A : logo (47) 
estas linhas são tangentes em D e A . 

69. Se o lado BA se prolongar indefinitamente 
para I (Fig. 3 1 . ) , teremos um angulo N A I , que 
tem o vertice na circumferencia: e?te angulo, que 
não he formado por duas cordas, mas somente por 
uma co rda , e pelo prolongamento de ou t r a , não terá 
por medida metade do arco AD comprehendido entre 
os seus lados, mas sim metade da somma dos dous 
arcos AD e AB subtendidos pelas cordas AD e Al 
prolongada. Porque sendo D A I e D A B iguaes a 
dous ângulos rectos, tem arnbos por medida metade 
da circumferencia ; mas já mostrámos , que D A B 
tem por medida metade do arco B D ( 6 3 ) : logo D A l 
tem por medida metade do arco A D , e mais metade 
de arco A B . 

70. O angulo BAC (Fig. 37 . ) , que tem o verti-
ce entre o centro e a circumferencia , tem por medida 
metade do arco BC comprehendido entre os seus lados, 
mais metade do arco DE comprehendido entre o pro-
longamento destes mesmos lados. 

D o p o n t o D, em que o lado CA prolongado 
encontra a circumferencia , se tire DF parallela a 
A B : o angulo B A C he igual a F D C ( 4 3 ) ,consequen-
temente ha de ter a mesma medida que este , isto he , 
metade do arco F B C ( 6 3 ) , ou metade de BC , e mais 

metada 
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metade de B F , ou também [visto ser B F i g u a l a DE 
( 5 0 ) ] metade de BC , e mais metade de D E . 

71. Um angulo BAC (Fig. 38.) , que tem o ver-
tice fóra cio circulo , tem por medida metade do arco 
concavo BC, menos metade do arco convexo ED , 
que fica comprehendido entre os seus lados. 

Do ponto D, em que-CA se encontra com a 
circumferencia, tire-se DF parallela a A B . 

O angulo B A C he igual a F D C (13) : logo terá 
a mesma medida que es te , isto h e , metade de C F , 
ou metade de CB menos metade de BF ; mas BF 
he igual a ED (5!)): logo a medida do angulo será 
metade de CB menos metade de E D . 

72. Daqui se mostra , que quando os lados de um 
angulo cortão um arco de circumferencia, se este 
angulo tem por medida metade do arco comprehen-
dido entro estes lados, necessariamente tem o seu ver-
tice r.a circumferencia, porque se o tivesse em outra 
p a r t e , as proposições demonstradas (70 e 71) mostra-
riào que elle não tem metade deste arco por medida. 
Logo de qualquer modo que um angulo secollocar, se 
os seus lados{Fig. 33.) sempre passarem pelos mesmos 
jiontos Be E da circumferencia, sempre o seu vertice 
li cará em algum ponto da circumferencia. Logo se se 
moverem sempre no mesmo plano duas re'goas A M , 
AiNt (F ig . 39 ) pregadas uma na outra , tocando con-
t inuamente os lados delias em dous pontos lixos B e 
C , o vertice A descreverá a circumferencia de um 
circulo, que ha de passar pelos dous ponto B e C. 

Isto pôde servir: 1.* Para descrever um circulo, 
que passe por três pontos dados B t A t C (F ig . 3 9 . ) , 
quando se nuo pode chegar ao seu centro. Una-se o 
ponto A aos dous pontos B e C com duas régoas 
AM , AN : segurem-se estas duas re'goas de modo , 
que se não afastem uma da o u t r a ; movendo então o 
angulo B A C de modo , que as régoas AM , AN 
toquem sempre nos pontos B e C , o vertice A descre-
verá a circumferencia, que se pede. 

2.° Para descrever um arco de circulo de um 
determinado numero de gráos, o qual passe pelos dous 
pontos dados BeC, operação que pôde ser necessária 
^ a pratica. 

40 
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Para este fim se diminua de 360" o numero de 
gráos , que este arco deve t e r : tome-se metade deste 
res to , e abrão-se as duas regoas de modo que façâo 
um angulo igual a esta metade : firmem-se então as 
duas regoas uma na o u t r a , e fazendo-as Vnover á roda 
dos dous pontos fixos li e C , o arco B A C , que Q 
vertice A descrever neste movimento, será do numero 
de gráos proposto. 

IIe fácil de conhecer , o porque o angulo B A C 
se faz igual á metade daquelle resto ; he por eile ter 
por medida metade de B C , que he a differença entre 
Ioda a circumferencia e o arco B A C . 

Das Unhas rectas, que fechào espaço. 

73. O Menor numero de linhas rectas , que se 
podem empregar para fechar um espaço, he o de 
tres: a este espaço se chama triangulo rectilíneo, ou 
simplesmente triangulo. A B C (Fig. 40.) he um trian-
gulo, pois he um espaço comprehendido por tres li-
nhas rectas ; ou mais exactamente , he uma figura , 
que tem somente tres ângulos. 

IIe evidente, que em todo o triangulo a somma 
de dous lados, quaesquer que ellessejão, sempre he 
maior que o terceiro. AB mais B C , por exemplo , 
são mais compridos do que A C ; porque sendo AC 
uma recta ,. que vai de A para C , he o caminho mais 
cur to , que ha entre estes dous pontos. 

Um triangulo, cujos tres lados são iguaes, he 
chamado triangulo equilátero (Fig. 41.). 

A'quelle t r iangulo, que tem somente dous lados 
iguaes, chama-se isosceles (F ig . 42.). 

E áquelle, que tem todos os tres lados desiguae» 
dá-se-lhe o nome de triangulo scalcno (Fig. 43 . ) . 

74. A somma dos tres ângulos de todo o triangulo 
rectilíneo vai dous ângulos rectos, ou 180°. 

Continue-se indefinitamente o lado AC para E 
(Fig . 4 0 . ) , e conceba-se a Iift?.*" CD parallela ao lado 
A B . 

O angulo B A C he igual ao angulo D C E (37) , 
pois que as linhas AB , DC suo parallelas: e pela se-
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gunda propriedade das parallelas (38) o angulo A B C 
he igual ao angulo B C D : logo os dous ângulos B A C 
e ABC juntos valem tanto como o s d o u s B C D , D C l i , 
isto h e , tanlo como o angulo B C E ; mas B C t i he 
supplemento de B C A (17 e 19): logo os dous ângu-
los B A C e A B C formão juntos o supplemento de 
B C A : logo os tres ângulos juntos valem 180°. 

75. Esta demonstração prova ao mesmo tempo , 
que o angulo externo BCE de um triangulo A BC 
vai taiito como a somma dos dous internos BAC, e 
ABC, que lhe fiuío oppostos• 

Concluamos do que se acaba de dizer (74.) : 1.* 
Que um triangulo rectilíneo não pôde ter mais de 
um angulo recto • e tendo-o, se lhe~chama triangulo 
rectângulo (Fig. 43.). 

2.° Que ainda ha mais palpavel razão, para não 
poder ter mais de um angulo obtuso j e o t r iangulo, 
que o tiver , tem o nome de triangulo obtusangulo 
(Fig. 44.). 

3.° Que pôde ter todos os ângulos agudos; e he 
então denominado triangulo acutangulo (Fig. 45.). 

4." Que conhecidos dous ângulos, ou, a somma 
de dous ângulos de um triangulo, se conhece o tercei-
ro , diminuindo de 180" a somma dos dous ângulos 
conhecidos. 

5.° Que quando dous ângulos de um triangula 
são iguaes a outros dous ângulos de outro triangulo , 
o terceiro angulo também he igual ao outro terceiro. 
Por quanto todos os tres ângulos de cada um dos 
triângulos valem 180". 

6.° Que os dous ângulos agudos de um triangulo 
rectângulo sempre são complemento um do outro (21). 
Por quanto sendo um dos ângulos de 90°, para os 
outros dous juntos restão somente outros 90°. 

76. Já acima mostrámos (54), que por tres pontos , 
que não estejão em linha recta, se pode fazer sempre 
passar uma circumferencia de circulo ; concluamos 
daqui , que : 

Pelo vcrlice dos tres ângulos de um triangulo te. 
pode sempre fazer passar uma circumferencia de cir-
culo : chama-se a isto circumscrever um circulo a um 
triangulo. 

4 . 
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77. Daqui se conclue facilmente: 1." Que sedous 
ângulos de um triangulo são iguaes , também são 
iguaes os lados, que lhe ficão opposlos • e reciproca-
mente se dons lados de um triangulo são iguaes, serão 
iguaes os ângulos opposios a estes lados. 

Porque descrevendo urna circumferencia pelos 
vertices dos tres ângulos A1 B ,. C (Fig. 46.) , se o« 
ângulos A B C , A C D são- iguaes , os arcos A D C , 
AFIB , cuja metade lhe serve de medida (6.'i), serás 
iguaes; logo (7) as cordas AC , Al i sào iguaes: e 
reciprocamente, se os lados A C , AB sào igiiaes, os 
arcos A D C , AFlB serão iguaes ; logo os ângulos 
A B C , A C B , que tem por medida metade destes ar-
cos , serão iguaes. 

Logo os tres ângulos de um triangulo equilátero 
são iguaes, e consequentemente cada um vai o terço 
de 180°, ou 60°, 

78. 2.° ATo mesmo triangulo A BC (Fig. 47.) o 
maior lado fica opposto ao maior angulo , e o mtncr 
lado ao menor angulo; e reciprocamente. 

Porque se o angulo AI iC he maior que oangul» 
A C B o arco AC será. maior do que o arco AB , e 
consequentemente a corda AC he maior do que acor -
da A B . Do mesmo modo se demonstra o reciproca 
disto. 

79. A muitas proposições, cuja demonstra» 
çâo se funda e« igualdade de certos triângulos, que 
nellas se considerão, pelo que será conveniente estar 
belecer aqui os caracteres , pelos quaes se pôde reco-
nhecer esta igualdade : elles. são tres. 

80. Dous,triângulos são iguaes, quando tem um 
angulo igual, e comprehendido entre dous lados iguais 
cada um a cada um. 

Seja o angulo B do triangulo B A C (Fig. 48) 
igual ao angulo. F do triangulo• E D F (Fig. 4 9 . ) ; 
seja o lado AB igual ao lado DF , e o lado BC igual 
ao lado EF : :eis-aqui como se pôde provar , que estes 
dous triângulos são iguaes. 

Da igualdade dos triângulos. 

\ 
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Imagine-sc a figura A B C sobreposta á figura 

D E F , de modo que o lado AB fique exactamente 
applicado sobre o seu igual D E ; porque o angulo B 
Le igual ao angulo E, cairá o lado BC sobre E F , 
a o ponto-C cairá sobre o ponto F, visto que BC se 
suppoz igual a F F . Caindo o ponto A sobre D, e 
C sobre F, fica evidente, que AC se appl icaexacta-
mente sobre D F , e consequentemente os dous tr iân-
gulos se ajustão perfeitamente. 

Logo para construir uni triangulo , no qual fos-
sem conhecidos dous lados , e o angulo , que elles 
comprehendem , se tirará (Fig. 49.) uma linha DE 
igual a um dos lados conhecidos : sobre esta linha se 
fará um angulo D E F igual ao angulo conhecido (14) ; 
e fazendo EF igual ao segundo lado conhecido, t irar-
se-ha DF , o que acabará de fazer o t r iangulo, que 
se pede. 

81. Dous triângulos são iguaes, quando tem, um 
lado igual adjacente a dous ângulos iguaes, cada um 
a cada um. 

Seja o lado AB (Fig. 48.) igual ao lado DE 
(Fig. 4 9 . ) , o angulo B igua l aoangu lo E, e o angulo 
A igual ao angulo D. 

Imagine-se o lado AB exactamente ajustado so-
bre o lado D E , porque o angulo B he ignal ao an-
gulo E, cairá o lado. BC sobre E F : similhantemente 
porque o angulo A he igual ao angulo D, cairá o 
lado AC sobre DF ' ; logo AC e BC se encontrarão • 
no porilo F ; logo os dous triângulos são iguaes. 

Por tanto para construir nm triangulo , em que 
se conhecesse um lado, e os dous ângulos ad jacen tes , 
tire-se (Fig. 49.) uma linha DE igual ao lado conhe-
cido : nos extremos E a D destas linhas se tacão (14) 
os ângulos E e D iguaes aos dous ângulos conhecidos, 
que se d ã o ; e os lados E F , D F , encontrando-se, 
terminarão o t r iangulo, que se pede. 

82. A proposição (81) pôde servir para demonst rar , 
que as parti.; AC , BD (Fig. 5 0 . ) , de duas paralle-
las postas entre outras duas parallelas AB , CD , sã# 
iguaes. 

Abaixem-se as duas perpendiculares AF, , B F : 
«s ângulos A E C , B r D são iguaes, pois ião recto»: 
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e porque AC e B D , AE e BF são parallelas, será 
o angulo Fw\C igual a F B D (43). Alem disso AE 
he igual a BF (36): logo os dous triângulos AF>C, 
B F D sào iguaes , pois tem um lado igual adjacente a 
dous ângulos iguaes cada um a cada u m : logo AC 
he igual a B D . 

Do mesmo modo se demonstra , que se AC he 
igual e parallela a B D , será AB igual e parallela a 
C l ) ; porque alem de que o lado AC he igual a B D , 
e o angulo em E he recto comoem F, o angulo A C E 
será igual a B D F , porque AC lie parallela a BD 
(37): logo (75) o terceiro angulo E A C será igual ao 
terceiro angulo D B F , logo os dous triangidos terào 
um lado igual adjacente a dous ângulos iguaes cada 
um a cada um : logo serão iguaes: logo AE he igual 
a BF , e consequentemente as duas linhas são paral-
lelas. Ora disto , e do que acabamos de demonstrar 
(82) , segue-se, que AB he igual a C D . 

83, Dous triângulos sâo iguaes, quando tem os 
tres lados entre si iguaes cada um a cada um. 

Seja o lado AB (Fig. 48.) igual ao lado DE 
(Fig. 49 . ) , o lado BC igual ao lado EF , e o lado 
AC igual ao lado DF\ 

Iinagíne-se o lado AB exactamente applicado 
sobre D E , e o plano B A C sobreposto ao plano da 
figura D E F : digo que o ponto C cáe sobre o pon-
to F . 

Dos pontos D , e E , como centros, com os raios 
D F , EF , se descrevão os dous arcos IK , e HG , os 
quaes se cortào em F; he evidente , que o ponto C 
deve cair em algum ponto de I K , porque AC he 
igual a DF : pela mesma razão o ponto C deve cair 
em algum ponto de G H , pois que B C h e igual a E F : 
logo deve cair sobre o ponto P1 , que he o único pon-
to c om mum, que estes dous arcos podem ter para 
uma mesma parte do lado D E ; logo os dous triân-
gulos ajustão-se perfeitamente , e por consequência 
são iguaes. 

Logo para construir um t r iangulo , cujos tres 
lados são conhecidos, he necessário (Fig. 49.) tirar 
uma linha recta DEigua l a um dos lados conhecidos: 
do ponto D como c eu t ro , e com um raio igual a o 
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segundo lado conhecido se descreva o arco IK : simi-
lhantemente do ponto E como centro , e com um raio 
igual ao terceiro lado conhecido se descreva o arco 
UH : ul t imamentedoponto da intersecção F se tirem 
para os pontos D e E as rectas FD e F E . 

Dos polygonos. 

Ci 
84. V V H a m ã o geralmente Polygono a uma fi-

gura de qualquer numero de lados. 
Quando te in tres lados, chama-se-lhe 

Triangulo ou Trilatero. 

Se tem 4. . . Quadrilátero. 
5. . . Pentágono. 
6. . . Hexágono. 
7. . . Heptagono. 
8. . . Oetogono. 
9. . . Enneagono^ 

10. . . Deeagono. 

Não augmentamos mais a lista'destes nomes, porque 
tão bem designada he uma figura , annunciando o 
numero dos seus lados, como usando-se daquelles no-
mes proprios , cujo grande numero carregaria inutil-
mente a memoria ; apontamos somente estes , porque 
se encontrão com mais frequencia do que os outros. 

Chama-se angulo saliente aquelle, cujo vertice 
sãe para fóra da figura : todos os ângulos da Fig. 51, 
são salientes. 

Pelo contrario angulo reintrante he aquelle , c u j o 
vertice está para a parte de dentro da figura. O an-
gulo C D E (Fig. 52.) he um angulo reintrante. 

Chama-se Diagonal uma linha tirada de um an-
gulo a outro em qualquer figura. A D , AC (Fig. 51.) 
sao diagonaes. 

85. Todo o polygono se pode dioidir por diago-
naes tiradas dc um dos ângulos em tantos triângulos , 
quantos lados tem menos dous. 
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Basta olhar para as Figuras 51. e 52. para com» 
prehender , que isto geralmente he verdade. 

86. Logo para ter a somma de todos os ângulos 
internos de qualquer polygono, tomem-se tantas vezes 
180°, quantos são os lados do polygono menos dous. 

Por quanto he evidente, que a somma dos ân-
gulos internos do polygono A B C D F (Fig. 5 1 . ) , e 
A B C D K F (Fig. 52.) he a mesma, que a dos triân-
gulos A B C , A C D , etc. ; mas a somma dos tres ân-
gulos de cada um destes triângulos he de 18D°: logo 
a somma dos ângulos do polygono Iie de tantas vezos 
]8(J", quantos sào os triângulos., isto he (85), tantas 
vezes, menos duas , quantos sào os lados. 

Nota. Na Figura 52 o angulo C D E , para que 
seja comprehendido na proposição precedente, não 
se deve contar pela p a r l e C D E exterior ao polygono, 
mas pela parte C D E composta dos ângulos A D F , 
A D C : he um angulo de mais de 180°, que se deve 
considerar como angulo do mesmo modo, que outro 
qualquer de menos de 180°. Porque geralmente um 
angulo (10) não he mais do que a quant idade, que 
uma linha gyrou á roda de -um ponto f ixo, e ou gyre 
mais , ou menos de 180", a quant idade, que gy rou , 
sempre he um angulo. 

87. Se se eontiuarem para a mesma parte todos os 
lados de um polygono , que não tem ângulos reintran-
tes , a somma de todos os ângulos externos será igual , . o • 
a 360 , qualquer que seja, o numero dos lados do po• 
ljjgono. Veja-se a Fig. 51. 

Cada angulo externo he o supplemento do an-
gulo interno , que lhe fica contiguo ; pelo que os ân-
gulos internos, juntos com os externos, valem tantas 
vezes dous rectos, ou 180", quantos são os lados do 
polygono; mas (86) os ângulos internos differein desta 
somma duas vezes 180°, ou 360°; logo para os angu-
gulos externos restão 360°. 

88. Cliania-se polygono regular aquelle, que tem 
lodos os ângulos iguaes, e todos os lados iguaes. Ve-
ja-se a Fig. 53. 

He fácil de conhecer o valor de cada angulo in-
terno de uni polygono regular ; porque sabendo pela 
proposição 8t> , quanto vai a somma de todos os 

ângulos 



D I I G L O M E T E I A . 3 3 

ângulos internos, basta dividir este valor total pelo 
numero dos lados. Pergunta-se , por exemplo, quan-
to vai o angulo interno de um Pentágono regular 1 
Como tem cinco lados , tomarei 180° cinco vezes 
menos duas , isto he , 3 vezes, que me dá 540° por 
valor dos cinco ângulos internos: logo sendo todos 
iguaes, vai cada um a quinta parte de 510° , ou 
1 0 8 ' . 

8!). Segue-se da definição do polygono regular , 
que por tojos os verticcs dos ângulos de um polygono 
regular se pôde descrever sempre uma circumferencia 
de circulo. 

Porque deixamos provado (54) , que pelos tres 
pontos A, B, C (Fig. 53.) se pôde fazer com que 
passe uma circumferencia de circulo: o r a d i g o e u , que 
ella também passa pelo extremo do l a d o C D . IIe fácil 
de provar , que o ponto D, em que esta circumferen-
cia deve encontrar o l a d o C D , dista de C uma quan-
tidade igual a BC ; porque sendo o angulo A B C igual 
a B C D , os arcos A E C , B F D , cujas metades servem 
de medida a estes ângulos (63) , devem ser iguaes: 
tirando de cada um delles o arco commrrm A F E D , 
os arcos, que restão, CD e AB devem ser iguaes: 
logo também (7) as cordas CD e AB são iguaes: 
logo o ponto D, em que o lado CD he encontrado 
pela circumferencia, que passa por A , B, C, he o 
mesmo vertice do angulo do polygono. O mesmo se 
pôde demonstrar dos ângulos E e F. 

90. Daqui se vè , que para circumscrever um cir-
culo a um polygono regular, se reduz a questão a 
fazer com que passe um circulo pelos verticcs de tres 
dos seus ângulos: o que se faz pelo modo, que fica 
ensinado (54). 

91. Todas as perpendiculares abaixadas do centro 
do polygono regular sobre os lados são iguaes. Por-
que estas perpendiculares O l I , OL devendo cair no 
meio de cada lado (52), serão iguaes as linhas A I I , 
A L : m a s A O he commum aos dous triângulos O H A , 
OLA ; alem disso, porque os dous triângulos A B O , 
A O F tem os tres lados de um iguaes aos tres lados 
do ou t ro , serão iguaes os ângulos O A I l , O A L : logo 
os dous t r i ângu losOAII , O A L , que tem urn angulo 
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igual comprehendido por lados iguaes, sào eritre si 
iguaes (,UO): logo O I l he iguai a O L . 

Logo se com um raio igual a uma das perpendi-
culares se descreve uma circumferencia, tocará to los 
os lados. Esta circumferencia chama-se inscrita no 
polygono. 

As jierpendiculares OH , OL se chama cada uma 
delias o apothcma do polygono. 

92. I le claro que se do centro do polygono regu-
lar se tirào linhas para todos os ângulos, estas Iinlias 
comprehenderáõ entre si ângulos iguaes , por quanto 
estes ângulos terão por medida arcos subtendidos por 
cordas iguaes : logo para saber qual Itc o angulo <lo 
centro de um polygono regular, he necessário dividir 
360° pelo numero dos lados. Porque estes ângulos 
iguaes todos juntos tem por medida a circumferencia 
inteira. No hexágono, por exemplo, cada angulo do 
centro será a sexta parte de 360", isto he," (50°. 

93. Logo o lado do hexágono he igual ao raio do 
circulo circumscrito, porque tirando os raios AO e 
B O , será isosceles o triangulo A O B , e consequente-
mente (77) serão iguaes os dous â n g u l o s B A O e A B O ; 
mas o angulo A O B he de 60°: logo os outros dous 
devem valer juntos 120° (74): logo cada um dellcshe 
de 60° : logo os tres ângulos são iguaes, e consequen-
temente he equilátero o triangulo (77) : logo AB he 
igual ao raio A O . 

94. Não diremos mais acerca dos polygonos regu-
lares , por quanto as mais propriedades facilmente se 
deduzem das que acabamos de expôr : somente ac-
crescentaremos o uso da ultima proposição para se 
dividir a circumferencia de 15 em 15 gráos. 

Tirem-se dous diâmetros A B , DE (Fig. 54 . )pe r -
pendiculares urn a ou t ro ; e tomando uma abertura 
de compasso igual ao raio C E , se applicará successi-
vatnente de E para F, e de A para G. Por este 
modo ficará o quarto da circumferencia AE dividido 
em tres partes iguaes , AF , F G , GE ; porque , como 
tomámos o raio na abertura do compasso, segue-se do 
que acabamos de dizer (93 ) , que o arco EF he de 60° ; 
mas EA he de 90°: logo AF he de 30°: pela mesma 
razão AG be de tíO"; e scudo AE de 90° j Iica sendo 
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GE de 30°: ultimamente do arco total AE de 90* 
abatendo os arcos AF e GE , que valem ambos 
60°, o resto FG será de 30°. Dividido assim o quar-
to de circumferencia em arcos de 30°, facilmente se 
pode ter o arco de 15°, dividindo pelo meio cada um 
dos arcos A F , FG , G E , segundo o methodo ensi-
nado (53). Far-se-ha a mesma operação em cada um 
dos outros quartos A D , D B 1 e B E . 

Se esta divisão se quizesse levar ate' o arco de 1°, 
seria necessário fazel-o por tentat ivas, pois para isso 
não ha methodo Geometrico. Ha todavia methodo 
Geometrico para chegar directamente até ao arco de 
3° ; mas como as proposições, que servem para isso, 
não tem outra utilidade , não trataremos delias. 

Advertiremos somente, que por operações Geo-
métricas entendemos aqui aquellas operações, em que 
o que se pede , pôde pôr-se em execução por meio de 
um determinado numero de operações, feitas unica-
mente com régoa e compasso. 

Das Linhas proporcionaes. 

95. - /V-Ntes de entrar no assumpto do que res-
peita ás linhas proporcionaes , poremos aqui algumas 
proposições ácerca das proporções, que são necessaria*~ÇC 
consequência do que deixámos ensinado na Arj1Jkirfte- . -
tica. Mas para abbreviar discursos , assentaremos "/-¾ 
daqui em d ian te , q u e , quando duas quantidades se 
devem ajuntar uma á o u t r a , indicaremos<?£sta ope-
ração pelo sinal , que equivalerá á pa l av r í 'maisj .. 
pelo que 4-}- 3 significará 4 mais 3, ou 4 Somrn^ji 

dos com 3 , ou 3 sommados com 4. Similhantentepté-
para denotar a diminuição, nos valeremos deste JÍpal jL 
—•, que que equivalerá á palavra menos ; de modo, 
que 5 — 2 significará 5 menos 2, ou que se devem 
diminuir 2 de 5. Como nem sempre se t rata de fazer 
realmente as operações, mas muitas vezes se discorre, 
sobre as circumstancias destas operações, muitas vezes 
lie mais util rcpr?»cntal-as} do que mostrar o que 
resulta delias. 
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Rervir-nos-hemos deste sinal X P a r a indicar a 
multiplicação , o qual lie equivalente destes termos 
viultiplicado por j assim 5 X 4 significa 5 multipli-
cado por 4. 

Para denotarmos a divisão, faremos o mesmd> 
que na Ari thmetica: escreveremos o dividendo, e o 
divisor em forma de f racção , sendo o dividendo o 

numerador , e o divisor o denominador ; assim — 
7 

denotará 12 dividido por 7. 
Supposto isto, já vimos (Arith. 185), que em 

toda a proporção a somma dos antecedentes he para 
a somma dos consequentes, como cada urn dos ante-
cedentes para o seu consequente ; e que o mesmo suc-
cede com a differença dos antecedentes comparada 
com a dos consequentes. 

96. Daqui pois podemos concluir , que em toda a 
•proporção a somma dos antecedentes he para a somma 

dos consequentes , como a differença dos antecedentes 
he para a di ferença dos consequentes • pois como na 
proporção 48 : 16 : : 1 2 : 4 , por exemplo, temos 
(Arith. 185). 

43 + 12 : 1 6 - J - 4 : : 12 : 4 

4 8 — 1 2 : 16 — 4 : : 12 : 4 

Fica evidente (por causa da razão de 12 : 4, que 
he commum) , que também daqui se pôde concluir 
48 + 12 : 16 + 4 :; 48 — 12 : 16 — 4. O mesmo 
discurso se pôde applicar a outra qualquer propor-
çào. 

97. Alternando pois esta ultima proporção, ou 
pondo o terceiro termo no lugar do segundo, e o se-
gundo no lugar do terceiro , o que se pôde fazer (Arith. 
182) , teremos: A somma dos antecedentes para a 
ma differença , como a somma dos consequentes para 
a differença dos mesmos consequentes. 

98. Se na proporção 48 : 16 ;: 12 : 4 se trocarem 
os dous termos médios , ficando 48 : 12 ;; 16 : 4 ; e 
a esta proporção se applicar o que acabamos de de-
monstrar (96), teremos 48 16 : '2 + 4 ; : 4 8 — 16 : 
12 — 4, que a respeito da pre^orção 48 ; 16 ;; 12 : 
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4, dá esta proporção: A somma dos dous primeiros 
termos de uma proporção he para a somma dos seus 
últimos termos, eo.no a differença dos dous primeiros 
he para a differença dos dous últimos (ou pondo o 
terceiro termo ern lugar do segundo, e o segundo 
ein lugar do terceiro), a somma dos dous primeiros 
termos he para a sua differença, como a somma dos 
dous últimos he para a sua differença. 

99. Se uma razão se compõe do producto de mui-
tas razões, a cada uma das razões componentes se pode 
substituir uma razão representada por outros termos, 
com tanto que estes dous termos tenhuo a mesma ra-
zão , que aquelles, a que se substituem. 

Por exemplo, na razão de 6 X 10 : 2 X 5 , em 
lugar dos factores 6 e 2 se pôde substituir 3 e 1 , o 
que dará uma nova razão composta 3 X 10 : 1 X 5 , 
que he a mesma razão de G X 10 : 1 X 5 . Com effeito 
pois que 6 : 8 3 : 1, sem que esta proporção se 
mude , se podem multiplicar os antecedentes por 1 0 , 
e os consequentes por 5 (Arith. 183.) , e teremos en-
tão 6 x 10 : 2 X 5 : : 3 X 10 : 1 X 5 . 

Facilmente se concebe, que este mesmo discurso 
se pôde applicar a qualquer outra razão. 

100. Se duas proporções, ou maior numero del-
ias , são taes , que o antecedente da primeira razão 
he igual ao consequente da ou t ra , querendo multi-
plicar ordenadamente estas proporções, poder-se-hão 
omittir os termos, que se acharem communs ao ante-
cedente e ao consequente : se tivermos, por exemplo t 
estas duas proporções: 

6 : 4 : : 12 : 8 

4 : 3 .1 20 : 15 

Podemos concluir 6 : 3 : : 12 X 20 : 8 X 15. 

Porque usando do multiplicador cotnmum 4, a 
razão de 6 X 4 : 4 X 3 , que então sair ia, não diffe-
riria da razão de 6 ; 3 (Ali th. 170) , que f i ca , omit" 
tindo este factor. 
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Do mesmo modo tendo-se 
6 : 4 ; : 12 : S 
4 : 3 ; : 20 : ò 
3 : 7 : ; 21 : 49 

Podemos daqui concluir 

6 : 7 ; : 12 X 20 X 21 : 3 X 5 X 49. 

O mesmo terá lugar nas segundas razões, e pelo 
mesmo discurso. 

Esta observação he «til para achar a razão de 
duas quant idades, quando esta razão deve ser com-
posta ; porque se compara então cada uma destas 
quantidades com outras quantidades , que se empre-
gão como auxiliares, e que não subsistem depois da 
demonstração. 

Agora vamos applicar ás linhas as noções, que 
temos deduzido dos números acerca das proporções. 
A fim porem de fazer mais concisas , e mais geraes 
as demonstrações, não daremos ás linhas valor parti-
cular , senão em algumas applicações : e de resto cada 
um se pôde sempre ajudar , fazendo comparações ern 
números. 

As razões, que aqui vamos considerar, são razões 
Geométricas. Assim quando dissermos, que uma de-
terminada linha he para ou t r a , como 5 he para 4, 
por exemplo , deve-se entender , que a primeira con-
tém a segunda tantas vezes , como 5 contém 4. 

101. Sc sobre um dos lados AZ dc qualquer an-
gulo ZAX (Fig. •}*.) se marcão as partes iguaes AB, 
BC , CD , DE, etc., de qualquer grandeza c nu-
mero , que se qui%er, tendo-se tirado arbitrariamente 
por um ponto F da divisão a linha FL , que encontra, 
o lado AX em L, tirando pelos outros pontos da 
divisão as linhas BG, CII, D f , EK, etc., paral-
lelas a FL , digo que as partes AG , G i l , Hl, etc., 
do lado AX são também iguaes entre si. 

Tiremos pelos pontos G , I I , I , e t c . , a s linhas 
GM , I I N , IO , e t c . , parallelas a A Z , os triângulos 
A B G , G M H , I I N I , I O K , e t c . , serão todos iguaes 
entre si, porque: 1." as linhas G M , I I N , I O , etc. , 
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cada uma'delias hc igual a AB , pois (82) são iguaes 
a B C , C D , DE , etc. : 2.° os ângulos G M H , H N I , 
I O K , e tc . , todos, são iguaes entre s i , pois são todos 
iguaes ao angulo A B G (4.'3): 3.° os ângulos M G H , 
N H I , O I K , etc.., são todos iguaes entre s i , pois 
são todos iguaes ao angulo BA G (43) . 

Logo todos o s triângulos B A G , M G H , N H I , 
etc. , tem um lado igual adjacente a dous ângulos 
iguaes cada um a cada um : logo todos são iguaes : 
logo os lados AG , G H , H I , etc. , destes triângulos 
todos são iguaes entre si : logo a linha AX está effe-
ctivamente dividida em partes iguaes pelas parallelas. 

Logo he evidente, que s c A B he pa r t e , qualquer 
que se ja , de A G , BC será uma similhante par te 
de G l I , CD outra parte similhante de I l I : se AB 

por exemplo vai ~ de A G , BC valerá ~ de G I I , e 

assim successivamente. 
O mesmo succederá a respeito de 2 , 3 , 4, etc. , 

partes de A E , comparadas com 2 , 3 , 4 , c t c . , par-
tes de A L : logo qualquer porção A D 3 ou DF da li-
nha AF he a mesma parte da porção correspondente 
A I , ou IL da linha AL , que AB he de AG , i s tohe , 

A D : A I : : A B : A G , 
D F : I L : : A B : A G . 

Do mesmo modo se pôde dizer , que 
A F : A L A B : A C . 

Logo (supposta a razão de AB : AG , que he 
commum a estas tres proporções) poderemos dizer 

A D : A I : : D F : I L , 
A D : A I ; : A F : A L . 

102. Logo se pelo ponto D (F'ig. 5 6 . ) , tomado 
arbitrariamente em um dos lados AF dc um trian-
gulo A FL, se tira DI parallela. ao la lo FL, os 
dous lados AF, AL ficarão cortados proporcional-
vieute , isto he , teremos sempre 

A D : A I : : D F : I L , 
A D : A I ; ; A F : A L . 
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E al ternando , ou mudando de lugar os dous meiog 
(Ar i t h . 182. ) , 

A D : D F : : A I : I L , 
A D : A F : : A I : A L , 

qualquer que seja alias o angulo F A L . 
103. Logo 1." Se de um ponto A, tomado arbi-

trariamente fóra da Unha GL (F ig . 57.) , se tirão 
par.i differentes pontos desta linha muitas Linhas' AG , 
A I l , A I , AK, AL; qualquer liidia, como Ii I'1 

parallela a GL , cortará tolas estas linhas empartes 
proporcionaes , isto h e , teremos 

A B : B G : : A C : C I I : : A D : D I : : A E : F K : : A F I F L , 

A B : A G : : A C : A H : : A D : A I : : A E : AK :: AF: AL. 

Porque considerando successivamente os ângulos 
G A H , G A I , G A K 1 G A L , como o angulo F A L 
na Figura 5 6 , demonstrar-se-ha do mesmo modo , que 
todas estas razoes são iguaes. 

104. 2.° A linha AD (F ig . 56. # ) , que divide 
em duas partes iguaes o angulo BAC de um trian-
gulo , curta o lado opposto BC em duas partes BD , 
UCproporcionaes aos lados correspondentes AB, ACy 
isto he, de modo que temos BD : DC : : AB : AC. 

Porque se pelo ponto B se tira BE parallella a 
AD , e que encontre CA continuada para E , as li-
nhas C E , CB ficão cortadas proporcionalmente (102), 
e teremos BD : DC : : EA : AC. 

SIas he fácil de conhecer, que AE he igual a 
A B ; porque em razão das parallelas AD e BF] , o 
angulo E he igual ao angulo D A C (37), e o angulo 
E B A lie igual ao seu alterno B A D (38) : logo por-
que D A C e B A D são iguaes , pois são metades de 
B A C , os ângulos E e E B A serão iguaes: logo os 
lados EE e AB são também iguaes: logo a propor-
ção BD : CD : : EA : AC se muda nesta BD : DC 
Í : A B : AC. 

105. Se as linhas AF e AL (Fig. 56.) são cor-
tadas proporcionalmente nos pontos D e I , isto he , 
de modo que AF : AD :; AL : A I , a linha Dl 
será parallela a FL. 
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Porque a parte de A L , que for cortada pela 

parallela tirada do ponto D, deve (102) ser contida 
eni AL tantas vezes, quantas AD he contida em 
A F ; mas peia supposiçãoAI he contida ein AL este 
mesmo numero de vezes : logo esta parte não pôde ser 
outra senão A I . 

10G. Logo se as linhas AG, AH, A I , AK7 
AL,(Fig, 57.) tiradas do ponto A para differ entes pon-
tos da linha GL, se acharem cortadas proporcional-
mente nos pontos B , C, D ,E , F,a linha BCDEF, 
que passar por todos estes pontos será uma linha 
recta parallela a GL. 

107. As proposições ensinadas (102 e segg.) são 
igualmente verdadeiras, quando a linha B F , em vez 
de estar entre o ponto A e a linha G L , como na 
Fig. 5 7 , cair alem do ponto A, como na Fig. 58. 
Porque quanto fica dito da Fig . 55 , e que serve de 
fundamento ás proposições estabelecidas (102 esegg . ) , 
teria igualmente lugar nas parallelas, que cortassem 
ZA e XA continuadas na Fig. 55. 

Da similhança dos triângulos. 

P 
108. V^I Iamão- se lados homologas de dous tr iân-

gulos , ou geralmente de duas figuras similhantes, 
aquelles, que tem posições similhantes, cada um na 
f igura , a que pertence. 

109. Dous triângulos , que tem ângulos iguaes 
cada um a cada um, tem os lados homologos propor-
cionaes , e consequentemente são similhantes. 

Se nos dous triângulos A D I , A F L (Fig. 59. e 
60) o angulo A do primeiro for igual ao angulo A do 
segundo, o angulo D igual ao angulo F, e angulo I 
igual ao angulo L, digo aue teremos AD : AF : : 
A I : A L : : D I : F L . 

Pois que sendo o angulo A do primeiro igual ao 
angulo A do segundo, podem applicar-se estes dous 
triângulos um sobre ou t ro , do modo que representa 
a Fig. 56. ; e porque o angulo D he igual ao angulo 
F , a s linhas D I , FL serão parallelas ( 4 2 ) : l o g o , 
conforme o que dissemos (102) , teremos AD : AF :.: 
AI : A L . 

€ 
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Tiremos agora pelo ponto I a recta IH paralle-
la a AF : do que Iica dito (102) se vè , que AI : 
AL : : FH : FL , ou [porque F I l he igual a DI (82) ] 
: : DI : F L : logo AD : AF : : DI : FL . 

Como se podem alternar os meios, podemos tam-
bém dizer AD : Al : : AF : A L , e Al : DI : : 
A L : F L . 

110. Pois que (75. ó.°) quando dous ângulos de um 
triangulo são iguaes a dous ângulos de outro triangu-
lo , o terceiro angulo he necessariamente igual ao ter-
ceiro angulo; concluamos, que dous triângulos são 
similhantes, quando te/n dous ângulos iguaes cada um 
a cada um. 

111. Temos visto (43) que dous ângulos , que 
tem os lados parallelos, e estão voltados para a mesma 
parte , são iguaes ; logo dous triângulos , que tem os 
lados 'parallelos, tem os ângulos iguaes cada um a 
cada um, e consequentemente (10D) tem os lados pro-
porcionaes. 

Logo também dous triangidos, que tem os lados 
perpendiculares cada um a cada um , tem também estes 
mesmos lados proporcionaes. Porque imaginando que 
um destes triângulos faz um quarto de conversão, fi-
carão os seus lados parallelos aos do outro. 

112. Se do angulo recto A de um triangulo re-
ctângulo BAC (Fig. 43.) se abaixa uma perpendi-
cular AD sobre o lado opposto BC (a que se chama 
hypotenusà) : 1.° Osdoustriangulos ADB, ADC 
serão similhantes entre si, e ao triangulo BAC: 2.^ 
A perpendicular .4 D será meia proporcional entre 
as duas partes BD e DC da hypotenusa : 3." Cada 
lado AB ou AC do angulo recto será meia propor-
cional entre a hypotenusa , e o segmento correspon-
dente BD, ou DC. 

Porque cada um dos dons triângulos A D B , 
A D C tem um angulo recto em D, assim corno o 
triangulo B A C em A ; além disso cada um di-lles 
tem outro angulo commum com o triangulo B A C : 
pois o angulo Bhecomrnum ao triangulo A D B , e ao 
triangulo A B C ; similhantemente o angulo C he com-
mum ao triangulo A D C , e ao triangulo B A C : logo 
(110) estes tres triângulos são similhantes. Logo (109) 
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comparando entre si os lados homologos dos dous 
triângulos A D B , e A D C , teremos 

B D : A D : : A D : DC. 

E comparando os lados homologos dos dous triângu-
los A D B , B A C , teremos 

B D : A B : : A B : BC. 

Comparando ultimamente os lados homologos dos tri-
ângulos A D C , e B A C , teremos 

CD : CA : : CA : BC. 

E assim (Arith. 174) AD he meia.proporcional entre 
BD e BC ; AB meia proporcional entre BD e B C ; 
ultimamente AC meia proporcional entre DC e BC. 

113. Dom triângulos, que. tem um angulo igual 
comprehendido entre dous lados proporcionaes, tem 
também iguaes os outros dous ângulos, e por conse-
quência são similhantes. 

Se nos dous triângulos ADL , A F L (Fig. 59. e 
60.) o angulo A do primeiro he igual ao angulo A do 
segundo, e ao mesmo tempo os lados, que compre-
hendem o primeiro angulo, sâo para os que compre-
hendem o segundo de sorte que tenhamos AD : AF 
:: AI : A L ; digo que os triângulos são similhantes, 
isto he , que tem os outros ângulos iguaes cada um 
a cada um , e os terceiros lados DI e FL na mesma 
razão de AD : A F , ou de AI : AL . 

Porque o angulo A do triangulo A D I pôde 
nplicar-se sobre o angulo A do triangulo A F L , do 
modo que representa a Figura 56 ; mas pela supposi-
ção AD : AF : : AI : A L ; logo as duas rectas AF 
e AL estão cortadas proporcionalmente nos pontos 
D e l : logo DI he parallela a FL (105) : logo (37) 
o angulo A F L he igual ao angulo A D I , e o angulo 
ALF igual ao angulo A I D . 

Do que fica dito se segue (109), que DI : FL 
• • AD : A F : : A I : AL . 

114. Dous triângulos, que tem os tres lados ho-
enólogos proporcionaes, tem os ângulos opposlos iguaes 
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caóxi um a cada um , c consequentemente são simi-
lhantes. 

Suppõe-se (Fig. 61. e 62.) que DE : AB :: 
EF : BC :: DF' : A C : digo que o angulo D lie igual 
ao angulo A, o angulo E igual ao angulo B, e o 
•angulo F' ao angulo C. 

Imaginemos, que sobre o lado DE se constroe 
um triangulo D G E , no qual seja o angulo D E G 
igual ao angulo B; e o angulo G D E igual ao angulo 
A ; o triangulo D E G será similhante ao triangulo 
A B C (110) , logo (109) DE : AB :: GE : BC : : 
DG : A C ; mas pela supposição temos DE : AB : : 
EF : BC :: DF : A C : logo por ser commum a ra-
zão de DE : A B , teremos GE : BC : : DG : AC : : 
EF : BC : : DF : A C ; de que se podem tirar as 
seguintes proporções 

G E : B C : : E F : B C , 

D G : A C :: D F : AC. 

Logo como cm ambas as proporções os consequentes 
são iguaes , sel-o-hão também os antecedentes: logo 
GE he igual a E F , e DG igual a DF'. O triangulo 
D E G tem pois os tres lados iguaes aos do triangulo 
D E F ; logo (83) he igual ao triangulo D E F ; mas 
acabamos de vêr , que o triangulo D E G , hesimilhan-
te a A B C : logo D É F também he similhante a A B C . 

115. Deixamos acima provado (111), que quando 
a linha DI (Fig. 56.) he parallela ao lado F L , os 
dous triângulos A D I e A F L são similhantes. Como 
esta verdade subsiste, qualquer que seja a grandeza 
do angulo A , devemos daqui concluir, que (Fig. 
57.) os triângulos A G I I , A H I , A I K , A K L , são 
similhantes aos triângulos A B C , A C D , A D E , A E F 
cada um a cada um , e consequentemente ( 1 0 9 ) , 
que K L : E F : : AK : A E : : K I : D E : : A l : 
AD :: IH : CD : : A l I : AC :: GH : BC ; logo 
t i rando desta serie de razões somente aquellas, onde 
estão as partes das linhas GL e BF , teremos KL : 
E F : : K I : D E : : I H : C D : : G H : B C ; que 
vem a ser que se de um ponto A se tirão muitas li-
nhas rectas para dijjcr entes pontos de uma linha reetá 
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GL, estas linhas cortarão outra qualquer, que for 
parallela a GL , na mesma proporção que cor tão a 
linha GL , isto he, cm partes , que hão de ter entre 
si a mesma razão, que tiverem as partes correspon-
dentes de GL. 

116. Os princípios, que acabamos de estabelecer, 
sào o fundamento de todas as partes das Mathemati-
cas theoricas e práticas. Como he importante ganhar 
familiaridade com estes principios,-insistiremos algum 
tanto no seu u so , tanto com este f im , como por isto 
nos ©ffcrecer occasiào para explicar vários methodos 
práticos úteis. 

117. A proposição, que ensinámos (101) , nos 
offerece um meio bem natural para dividir uma linha 
dada em partes iguaes , ou em partes que tenhão 
entre si uma determinada razão. Supponhamos, que 
he A l l (Fig. 55.) uma linha , que se quer dividir em 
duas partes , as quaes tenhão entre si uma razão 
d a d a , por exemplo, a d e 7 : 3; tire-se pelo ponto A 
uma linha indefmita AZ fazendo com A l l u m angulo 
qualquer ; e tomado qualquer intervallo do compasso 
A B , se applicará dez vezes pelo comprimento da li-
nha AZ : supponhamo3 ,.que o ponto Q he o extremo 
da ultima pa r t e , tire-se uma linha de Q para I I , 
extremo da linha dada A R ; se pelo ponto D, extre-
mo da terceira divisão, se tirar DL paraltela a QR ; 
ficará a I inhaAIl dividida em duas partes RI e A I , 
as quaes seráõ entre si 1 7 : 3; por quanto (101 , 
e 102) ellas são entre si ;'. DQ : A D , das quaes a 
primeira tem 7 partes , e a segunda 3 partes. 

Daqui se vè , que querendo-se dividir a linha AR 
em maior numero de partes , em cinco partes, por 
exemplo, que fossem entre s i , como os números 7, 
5 , 4 , 3 , 2 ; sommar-se-hião todos estes números en-
tre s i , o que daria 2 1 ; marcar-se-hião na linha AZ 
21 intervallos do compasso, e tirar-se-hiâo parallelas 
á linha QR pelos extremos da T, 5 a , 4 a , 3% e 2* 
divisão. 

118. Se nos dessem as razões em linhas, juntar-se-
hião todas estas linhas umas a outras sobre a linha AZ. 

Daqui se conhece o que se deveria fazer, se qui-
zessemos dividir a linha A l l em partes iguaes. 



« 3 E L E M E N T O S 

P o r é m , quando as partes da l inha , que se quer 
d ividi r , hão de ser pequenas, ou quando esta linha 
he em si pequena, o mais leve defeito nas parallelas 
influe muito sobre a igualdade, ou desigualdade das 
par tes , pelo que não será inútil expôr o inethodo se-
guinte. 

119. Tendo que dividir a linha fg (Fig. 63.) era 
partes iguaes, em 6, por exemplo: tire-se uma linha 
indefinita B C , na qual se marcarão ' seis aberturas 
iguaes de compasso arbitrariamente: sobre B C , que 
comprehende estas seis par tes , se descreva um trian-
gulo equilátero B A C , descrevendo dos dous pontos B 
e C coino centros , e servindo de raio o intervallo BC , 
dous arcos, que se cortem em A. Sobre os lados .AB, 
AC se tomem as partes A F , AG igual cada uma a 
fg j tirada a linha FG , será igual a fg J do ponto 
A a todos os pontos das divisões de BC se tirem li-
nhas rectas, que hão de cortar FG , do mesmo moda 
que está cortada BC. 

Porque sendo AF , AG entre si iguaes , e tam-
bém iguaes A B , e A C , teremos AB : AF ; ; AC : 
A G : logo A B , e AC estão cortadas proporcional-
mente em F e G : IogoFG he parallela a BC (105) , 
e consequentemente (109) o triangulo F A G similhante 
a A B C : l<»o F A G lie também equilátero: logo FG 
he igual aCVF, e por consequência a f g : além disso 
sendo FG^wiraIleIa a B C , devem estas linhas estar 
cortadas proporcionalmente (115) pelas linhas tiradas 
do ponto A para a recta BC. 

O que acabamos de expôr , pôde servir para fazer 
e dividir a escala, que deve servir para reduzir uma 
figura de grande a pequeno; mas a escala mais com-
moda para um grande numero de operações , he a 
que se chama escala de dhima : eis-aqui o modo de 
a construir. Xos extremos A e B da linha AB (Fig. 
6 4 . ) , que se quer dividir em 100 partes , se levantem 
as perpendiculares A C , B D , em cada umadasquaes 
se inarcão dez aberturas de compasso iguaes entre s i , 
mas de grandeza arbi trar ia: tirando C D , divide-se 
AB em dez partes iguaes, e estas partes se rnarcão 
em CD ; depois se tirão as transversaes, como mostra 
a f igura, e pelos pontos da divisão correspondentes 
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de C A , e de BD se tirão linhas rectas , que são ou-
tras tantas parallelas a AB ; estamos então no mesmo 
caso , que se tivessemos dividido AB em 100 partes. 
Querendo, por exemplo , tomar 47 partes das 100, que 
contém AB , tómo na l inha, que passa em n.° 7, a 
parte 711 desde CA até á transversal, que passa pelo 

-*m° 40 ; e por este modo para qualquer outro nume-
ro de partes. 

Com efteito sendo Clv, CAa; triângulos simi-
lhantes, he evidente, que Iv contém 7 partes das 10 , 
em que Ax eslivesse dividida ; logo pofs que vW con-
tém quatro iijttervallos iguaes cada um a Aa: , a linha 
inteira 7H vai 47 das ditas par tes , isto he , 47 par-
tes , das /100 , que AB contém. _ 

120. A.proposição demonstrada (102) pôde servir 
•para achar uma quarta proporcional a tres linhas 

dadas ab , cd, e f , (Fig. 56.) isto he , uma l inha, que 
seja o quarto termo de urna proporção, de que os 
tres primeiros sejào ab , cd , ef. Para este efteito tendo 
tirado duas rectas indeíinitas AF , AL , que façãoen-
tre si qualquer angulo que seja , se appl icaráaò de A 
para D, ecd de A para F: similhantemente se appli-
cará ef de A para I, e tirada entre os dous pontos 
D e l a recta D l , se tirará pelo ponto F a linha FC 
parallela a D I , que determinará AL quarta propor-
cional , que se busca. 

Pela mesma proposição, que deixamos ensinada 
(10í)) , 5e pôde fazer isto por estoutro modo. Sobre 
uma linha indefinita AF (Fig. 56.) se tornem as duas 
partes A F , AI) respectivamente iguaes a ab, cd; de-
pois tendo tirado D l , igual a e f , e debaixo de qual-
quer angulo arbitrariamente , se tirará então pelo 
ponto A, e ponto I a recta A I L , a qual se cortará 
por uma linha FLpara l le Ia a D I : esta parallela será 
o quarto t e rmo, que se busca. 

Quando os dous termos médios de uma propor-
ção são iguaes, o quarto termo então se chama ter-
ceiro proporcional , porque há só tres quantidades 
differentes na proporção. Assim quando se pede uma 
terceira proporcional a duas linhas dadas , convém 
entender, que se pede um quarto termo de uma pro-
porção , na qual a segunda das duas linhas dadas servo 
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da segundo e terceiro te rmo, e tem lugar a mesma 
operação , que acabamos de ensinar. 

131. As proposições ensinadas (109 , 113 , e 114) 
podem servir para resolver este problema geral: Das 
seis cousas, de que se compõe um triangulo, (ângu-
los e lados) dadas tres delias, achar as outras tres, 
com tanto que ?iestas tres cousas conhecidas entre um 
lado. 

Vamos apontar alguns exemplos. 
Supponhamosque achando-nos no campo no pon-

to B (l?ig. 65.*), se quer saber que distancia hadeste 
ponto B ao objecto A , a que não se pôde chegar. 

A uma certa distancia BC se porá uma bandei-
ro la , a qual distancia se fará pouco mais , ou menos 
igual a BA : meça-se esta distancia. Depois, se medem 
com o grafonietro, que havemos descrito (23) , os 
ângulos A B C , A C B , que com a. l inha BC fazem 
as duas linhas, que se imaginào ir dos seus extre-
mos ao ponto A. Supposto isto, tirar-se-ha sobre o 
papel uma linha bc (Fig. 6 6 . ) ; e fazendo uma escala 
arbi t rar iamente, s e d a r á a esta linha bc tantas par-
tes da escala , quantos pés tem BC , se a medição 
se fez em pés: com o transferidor descrito (22) se fará 
no ponto b, um angulo de tantos gráos , de quantos 
se achou ser o angulo B, e no ponto c outro angulo , 
que seja do mesmo numero de gráos, que se acharão 
em C; então as duas linhas ab, ac se encontrarão no 
ponto a, o qual representará o ponto A; de sor te , 
que inedindo-se na escala a linha ab, o numero de 
partes que se achar nella, será o numero de pés , 
que contém AB ; porque tendo feito os ângulos b e c 
iguaes aos dous ângulos B e C, o triangulo bac he 
similhante ao triangulo B A C ( 1 1 0 ) , e consequente-
mente os seus lados são proporcionaes. 

Por este modo se pôde medir a distancia de uma 
ilha a uma costa, quando esta ilha se pôde observar 
de dous pontos da costa , cuja distancia seja conhe-
cida. 

123. Pela proposição demonstrada (114) se pôde 
dispensar a medição dos ângulos, no caso de que aca-
bamos defallar . Com effeito tendo plantado urna ban-
áeirola em E (F ig , 6 5 . ) , a qual iique no alinhamento 

do» 
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dos pontos A e B, e outra no ponto F, que fique 
no alinhamento dos dous pontos A e C, basta medir 
a s linhas B C , BE , C E , B F , C F : far-se-ha então 
um triangulo bec (Eig. 66.) , cujos lados bc, be, et 
tenhão tantas partes da escala, quantos pe'stem B C 1 
BE , CE : similhantemente se fará sobre bc outro trian-
gulo bcf, cujos lados 6 / , cf tenhão tantas partes da 
escala, quantos pés tem B F , e C F : continuandoentão 
os lados be e c f , elles se encontraráõ em um ponto a , 
que representará'o ponto A ; de sorte, que medindo 
na escala a linha 6a , o numero de partes, que se achar , 
será o de pés , que deve ter a linha A B . 

Com effeito tendo o triangulo bec os lados pro-
porcionaes aos do triangulo B E C , devem estes dous 
triângulos ter os ângulos iguaes: logo o angulo E B C , 
ou A B C h e igual ao angulo ebc , ou abe j pela mesma 
razão se prova , que o angulo F C B , ou ACB lie igual 
ao angulo feb , ou acb : logo os dous triângulos A C B . 
acb são similhantes. 

Ao mesmo tempo se vè, que com esta construc-
«ão se podem determinar os ângulos ABC , e A C B , 
medindo com o transferidor os ângulos abe, acb sobre 
o papel. 

Ultimamente ainda que estes expedientes , e mui-
tos outros, que facilmente se podem imaginar por 
estes, possão ser muitas vezes úteis, não nos demora-
remos mais . porque a Trigonometria , de que adiante 
havemos de t r a t a r , nos franqueará meios mais expe-
di tos , e mais susceptíveis de exactidão; porque bem 
que as operações , que acabamos de descrever , rigo-
rosamente sejão exactas na theorica , todavia na prática 
não dão mais do que uma medíocre exactidão ; porque 
os erros , que se podem commetter na figura abe , a inda 
que sejão pequenos, podem influir sensivelmente nas 
conclusões, que se tirão para a figura A B C , qu-r 
••striprc he incomparavelmente maior. 

f 
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Das linhas proporcionaes consideradas no circulo, 

123. D Uas linhas se dizem cortadas em razão 
inversa , ou reciproca , quando para se formar uma 
proporção com as partes destas l inhas, as duas partes 
de uma devem ficar sendo os ex t remos , e as duas 
partes da outra os meios da proporção. 

Duas linhas se chanião reciprocamente propor-
cionaes ás partes delias, quando uma destas linhas , e 
a sua parte formão as ex t remas , ao mesmo tempo que 
a outra linha , e a sua par te formão as medias. 

124. Duas cordas AC e BD (Fig. <»7.), que se 
cor Ião no circulo , em qualquer ponto E que seja, c 
debaixo de qualquer angulo que seja , sempre se cortão 
cm razão reciproca; isto he , sempre AE : BE :: DE : 
C E . 

Tirem-se as cordas A B , C D , e ficaráõ forma-
dos dou» triângulos B E A , C E D , que facilmente se 
demonstra , que são similhantes: pois alem do angulo 
B E A igual a C E D (20 ) , o angulo A B E , ou A B D 
L e i g u a l ao angulo D C E , ou D C A ; porque estes 
dous ângulos, tendo o seu vertice na circumferencia , 
assentão sobre o mesmo arco AD (64) . Logo os t r iân-
gulos B E A e C E D são similhantes (110) : logo tem 
os seus lados homologos proporcionaes, isto h e , AE : 
BE : : DE : CE ; onde se ve , que as partes da corda 
AC são ex t r emas , e as partes da corda BD medias. 

125. Pois que a proposição, que acabamos de 
demons t r a r , tc-m lugar cm qualquer parte que esteja 
o ponto E , e qualquer que seja o angulo , debaixo 
de que se cortem as duas cordas A C , BD , terá t am-
bém lugar , quando as duas cordas (F ig , 68. ) são 
perpendiculares uma, á o u t r a , e uma delias A C , por 
e x e m p l o , passa pelo cen t ro : ora nesse caso ficando 
a corda BD cortada em duas partes iguaes (52) , vem 
a ser iguaes os dous termos médios da proporção 
AE : BFl : : DE : C E , e a proporção se muda na 
outra AE : BE : : BE : CE ; logo toda a •perpendi-
cular BE tirada de um ponto B da circumfertncia 
sobre o diâmetro, he meia proporcional entre as duas 
partes AE, C i i do mesmo diâmetro. 
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126. Esta proposição tem muitas applicaçõcs pro-
veitosas. Por ora exporemos uma só , que lie achar 
uma media proporcionai entre duas linhas dadas ae , 
ec. (Fig. 70.) 

Tire-se a recta indefinita A C , sobre a qual se 
applicaráò unidas pelos extremos as duas linhas AE , 
EC iguaes ás duas linhas ae , ec : sobre a linha 
total CA como diâmetro se descreva um semi-circulo 
A B C , e do ponto E, onde se unem as duas l inhas, 
se levante sobre AC a perpendicular E B : esta per-
pendicular será a media proporcional , que se busca. 
, 127. Duas secantes AB , AC , (Fig. 69.) qnc 
partindo do mesmo ponto A fóra do circulo, se ter-
minâo na parte concava da circumferencia, sempre 

Jicao reciprocamente proporcionaes ás partes exteriores 
AD, AE , em qualquer parte que esteja o ponto A 

fóra do circulo, c qualquer que seja o angulo, que 
fação as duas secantes. 

Imaginein-se tiradas as cordas DC , B E , teremos 
dous triângulos A D C , A E B , nos quaes 1.° he com-
muni o angulo A ; 2.° o angulo B he igual ao angulo 
C , pois tendo ambos o vertice na circumferencia , 
estão sobre o mesmo arco DE (64) : logo (110) estes 
dous triângulos são similhantes, e tem os lados pro-
porcionaes: logo AB : AC AE : A D ; onde se vè 
que a secante A B , e sua parte exterior AD formão 
os extremos de uma proporção ,de que a secante A C , 
e a sua parte exterior ÁE formão os meios. 

123. E porque esta proposição he verdadeira, 
qualquer que seja o angulo B A C ; se imaginando fixo 
o lado A B , o lado AC gyrar sobre o ponto A , arre-
dando-se de A B , os dous pontos da secção E e (3 
irão continuadamente approximando-se um ao ou t ro , 
ate' que caindo a recta AC sobre a tangente A F , 
se confundem estes dous pontos , e vem a ser A C , 
AE cada uma delias igual a AF : de sorte que a pro-
porção AB : AC :: AE : AD se torna nesta AB : 
AF : : AF : A D : logo: 

129. Se de um ponto A tomado fóra do circulo , 
se tira uma tangente / I F , e uma secante qualquer 
AB , a tangente será meia proporcional entre a se-
cante AB, e a parte exterior desta mesma secante. 
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130. Entre outros mais usos pôde servir esta pro-
posição para cortar uma linha em media e extrema 
ra%ão. Uma linha AB (Fig. 71.) se diz cortada em 
media e extrema razão, quando está dividida em duas 
partes taes AC , B C , que uma destas partes BC Iie 
media proporcional entre a I inhainteiraAB , e a outra 
parte AC , isto he , taes que tenhamos 

A C : BC : : BC : AB. 
Consegue-se isto deste modo. Fm um dos extremos 
A da linha se levanta a perpendicular A D , igual a 
metade de AB : do ponto D como centro , e com o 
raio AD se descreve uma circumferencia, a qual ha , 
de cortar em E a linha B D , tirada entre os pontos 
B e D ; tome-se BC igual a BE , e ficará a linha AB 
cortada no ponto C em media e extrema razão. 

Coni effeito sendo a linha AB perpendicular so-
bre A D , he tangente (48); e porque BF hesecante, 
teremos (129) BF : AB :: AB : B C ; logo (Arith. 
(18-3) B F - A B : A B - B C : : AB : B C ; mas AB 
he igual a F E , por ser AB dupla de AD : logo BF 
— AB he igual a BE , ou BC ; e como AB — BC he 
AC , teremos B C : AC : : AB : B C , ou (Arith. 181.) 
A C : BC : : BC : AB. 

Das figuras similhantes. 

r 
131. V^ Ilamâo-se similhantes duas figuras d« 

igual numero de lados, quando estas tem os ângulos 
homologos iguaes, >2 os lados homologos proporcio-
naes. 

As duas figuras A B C D E , abede (Fig. 7 2 , e 7 3 . ) 
são similhantes, quando tem o angulo A igual ao angu-
lo a, o angulo B igual ao angulo 6, o angulo C igual 
ao angulo c , e assim os demais; e se ao mesmo tem-
po o lado AB contém o lado ab tantas vezes, como o 
lado BC contém 6c, como CD contém cd j e assim 
dos mais. 

Estas duas condições são essenciaes ambas juntas 
nas figuras de mais de tres lados ; o triangulo he a única 
figura , em que basta uma destas condições, porque 
a ella anda necessariamente annexa a outra (109 e 
114). 
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132. Se dos dous ângulos homologas A , e a de 
dous polygonos similhantes se tirão as diagonaes AC, 
AD, ae , ad , para os outros anguleis, os dous polí-
gonos ficarão divididos em igual numero de triângulos 
similhantes respectivamente cada um ao seu correspon-
dente. 

Temos pela supposição o angulo B igual ao an-
gulo 6, e os lados AB : ab :: BC : bc : logo os dou» 
triângulos A B C , abe, q^ie tem um angulo igual com-
prehendido por lados proporcionaes, são similhantes 
(113) : logo o angulo BCA he igual ao angulo bea, 
e A C : ac : : BC : bc. 

Se dos anguios • iguaes B C D , bed se tirão os 
ângulos iguaes BCA , bea, os anguios, que restão , 
A C D , aed serão iguaes; mas BC : bc : : CD : cd : 
logo visto termos provado , que BC : bc : : AC ; ac, 
será também CD : cd : : AC : ac : logo os dous triân-
gulos A C D , aed, são também similhantes, pois tem 
um angulo igual comprehendido entre dous lados pro-
porcinaes. O mesmo se provará , e do mesmo modo a 
respeito dos triângulos A D E , ale; e de todos os outros 
triângulos, que se forem seguindo, no caso que estes 
polygonos tenhão maior numero de lados. 

133. Se dous polygonos ABCDE , abede (Fig. 72 . 
e 73.} se compoem ao mesmo numero ele triângulos 
similhantes cada um a cada um, e similhantemente 
dispostos , serão similhantes. 

Por que os anguios B e E são iguaes aos anguios 
e e, se os triângulos são similhantes; pela mesma 

razão os anguios parciaes BCA , A C D , C D A , ADF] 
serão iguaes ao9 anguios parciaes bea, aed, eda , ade : 
logo os anguios totaes B C D , C D E são iguaes aos 
ângulos totaes bed, ede cada um a cada um. Além 
disso a similhança dos triângulos dá esta serie de ra-
zões iguaes AB : ab : : BC : bc :: AC : ac :: CD : 
cd :: AD : ad : : DE : de :: AE : ae j e tiradas 
desta serie as razões , que se referem aos lados dos po-
lygonos, teremos AB : ab : : BC : bc : : CD : cd : 
DE : de.:: AE : ae. Logo estes polygonos tem também 
os lados homologos proporcionaes : logo são similhantes. 

Logo para construir uma figura similhante a uma 
figura proposta A B C D E (Fig. 72.) , a qual tenha. 
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por lado homologo a AB uma linha dada , se appli-
cará esta linha dada sobre AB de A p a r a / : pelo 
ponto F se tire/g- parallela a B C , que encontre em 
g a linha AC ; do ponto g se tire gh parallela a C D , 
a qual encontre AD em Ii j ultimamente pelo ponto 
h se tire Iii parallela a E D , e teremos o polygono 
Afghi similhante a A B C D E . 

134. Os contornos de duas figuras similhantes são 
entre si como os seus lados ,homologos, isto he , a 
somma dos lados da figura A B C D E contém a somma 
dos lados da figura ahede do mesmo modo , que o lado 
AB contém o lado ah. 

Porque na progressão de razoes iguaes AB : ab 
: : BC : 6c : : C D : cd : : D E : de : : A E : ae , a 
somma dos antecedentes he (Ari th. 186) para a som-
ma dos consequentes, como um antecedente para o 
seu consequente, isto h e , : : AB : ab • ora he evi-
dente , que estas sommas são os contornos das duas 
figuras. 

135. Se a circumferencia A B C D E F G H (Fig. 74) 
se imagina dividida em qualquer numero de partes 
iguaes, que se quizerern ; e tendo tirado do centro I 
para os pontos das divisões os raios IA , I B , e t c . , se 
descreve com outro raio Ia a circumferencia abcdefgh , 
que aquelles raios encontrão nos pontos a, b, c, d, 
etc. ; he evidente , que se se unem em cada uma das 
circumferencias os pontos dadivisão com cordas, for-
mar-se-hão dous polygonos similhantes ; por quanto 
os triângulos A B I , e a 6 / , e t c . , são similhantes, pois 
tom um angulo commum em I comprehendido entre 
lados proporcionaes; por que sendo IA igual a I B , 
e Ia igual a 76, he evidente que AI : BI :: ai: bl; 
e d o mesmo modo se demonstra a mesma propriedade 
lios de mais triângulos. Dis to , e do que fica dito 
(134), se concluirá, que o contorno A B C D E F G I I he 
para o contorno abcdefgh :: AB : ab , ou (por causa 
da similhança dos triângulos A B I , e abl) :-. Al : 
ai. Como esta similhança não depende do numero 
dos lados destes dous polygonos terá também lugar , 
quando o numero dos lados de cada um delles se 
multiplicar infinitamente ; mas neste caso fica visivel 
<jue a circumferencia não differirá do polygono inseri-
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t o : logo as mesmas circumferencias A B C D E F G H , 
abcdefgh serão entre si : : AI : ai, isto he , como os 
seus raios, e por consequência como os seus diâme-
tros. 

136. Temos pois 1.° que a circumferencia de um 
circulo "se pôde tomar pela de um polygono regular 
de infinitos lados. 

2.° Que os círculos são figuras similhantes. 
3'° Que as circumferencias dos círculos tem entre 

si a razão dos seus raios , ou dos seus diâmetros. 
137. Geralmente fal lando, se em dous polvgonos 

similhantes se tirão duas iinhas com igual inclinação 
aos seus lados homologos , e terminadas etn pontos 
similhantemente postos a respeito destes l ados , estas 
l inhas, que também se denominão linhas homologas, 
estarão entre si na mesma razão , que tiverem quaes-
querdous lados homologos. Porque fazendo ellas dous 
ângulos iguaes com dous lados homologos, farão tam-
bém ângulos iguaes com quaesquer outros dous lados 
homologos, visto que os ângulos de dous polygonos 
similhantes são entre si iguaes cada um a cada um : 
ora se neste caso não tivessem entre si a mesma razão 
de dous lados homologos, facilmente se conheceria, 
que os pontos , onde se terminão , não podião ser si-
milhantemente postos, como diz a supposição. 

133. Nos princípios, que acabamos de estabelecer 
a respeito das figuras similhantes , se funda grande 
parte da arte de tirar plantas. Dizemos grande parte, 
porque quando se quer tirar a planta de um largo 
terreno , corno da Europa , de F r a n ç a , e t c . , a arte de 
determinar os seus pontos principaes depende de outros 
conhecimentos , de que não he ainda lugar de fallar. 
Mas para a configuração de um paiz pequeno, de urna 
costa, de uma bailia, e t c . , se podem determinar os 
seus pontos, e represental-os depois em uma planta 
pelo modo , que acabamos de descrever. Heporém de 
observar , que nós suppomos aqui que todos os ângu-
los , que se hão de medir, estão no mesmo plano 
horizontal, ou quasi horisontal; se o não estivessem, 
antes de formar o p lano, seria necessário reduzil-os a 
e " e , para o que daremos methodo na Trigonometria. 
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Sapponhamos pois que A E H I F K G B D C (Fig . 
To.) sejão muitos objectos notáveis , cujas respectivas 
posições se pretendem marcar em urna planta. 

Desenliar-se-hão grosseiramente sobre um papel 
estes objectos com as posições , que mostra a vis ta , 
para o que se passará a differentes sitios , qne forein 
necessários, para tomar algum conhecimento de todos 
os taes objectos. Fste primeiro desenho , a que se cha-
ma borrador, servirá para marcar as medidas, que 
pelas operações se- forem achando. 

Medir-se-ha uina base A B , cujo comprimento 
nâo será menor do que a dec ima , ou nona parte da 
distancia dos dous objectos mais remotos, que dos 
seus extremos se poderem descobrir , e que ao mesmo 
tempo tenha tal posição, que dos seus extremos se 
veja o maior numero de objectos, que for possível. 
Depois disto do ponto A se medirão com instrumento 
proprio para medir anguios, com o grafometro, por 
exemplo , o s anguios F A B , F A B , G A B , C A B , 
D A B , que no ponto A fazem com a linha AB as 
linhas, que se imaginão tiradas deste ponto aos obje-
ctos E , F, G , C , D , que supponho de»cubrirern-se 
dos extremos A , e B da base. Similhantemente se 
medirão do ponto B os anguios E B A , FBA , G B A , 
C B A , DBA , que fazem no ponto B com a linha 
AB as linhas, que se imaginão tiradas deste ponto 
B para os objectos sobreditos. Se lia alguns objectos 
como H, I, que não se possão ver dos dous extremos 
A e B , transporlar-se-há o instrumento a dous sitios 
E e F, que ficão observados, dos quaes se possão 
descobrir os dous pontos H e I ; e tomando EF 
como base , se mediráõ os anguios H E F , I F F , H F E , 
I F E , que com esta nova base fazem as l inhas, que 
dos extremos E , F se dirigissem aos dous objectos 
H e I. Ultimamente se ha mais algum objecto como 
K, que não se pôde ver nem dos extremos de A B , 
nem de E F , tomar-se-ha por base qualquer outra 
linha , como FG tirada entre dous pontos já observa-
dos , enos seus extremos se mediráõ os anguios K F G , 
/ v G F . 

Acabadas todas estas operaçoes, e delerminado 
e coustruidtf 
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e construído o petipé da p l an t a , que se intenta fa-
zer , se tirará (Fig. 76.) uma linha ab , a que se darão 
tantas partes do petipé, quantas toezas, ou pés tem 
a linha AB , conforme a medida se fizer em toezas, 
ou em pés (a). No ponto a se fará com o transferidor 
um angulo bae de tantos gráos e minutos, quantos se 
achárão em B A E ; e no ponto b um angulo eba de 
tantos gráos e minutos, de quantos se achou ser o 
angulo Eá B ; as duas linhas ae, be , que fazem estes 
ângulos com ab, se cortaráõ em um ponto e, que na 
planta representa a posição do objecto E no terreno ; 
porque por esta construcção o triangulo abe será si-
milhante a A B E , pois se fizerão dous ângulos da-
quelle iguaes a dous angulos deste (110). Pelo mesmo 
modo iremos determinando os p o n t o s / , g , d, c , que 
hão de representar os pontos , ou objectos F , G, D , 
C. Para representar depois os pontos h , i e /c, tirar-
se-hão as linhas e f , e f g , que se considerarão como 
bases, e determinar-se-ha a posição dos pontos h e i 
a respeito de e f , e do ponto k a respeito d e fg , do 
mesmo modo que se determinou a dos outros pontos 
a respeito de ab. Bem entendido, que todas as linhas, 
que se tirarem nestas differentes operações, serão mar-
cadas unicamente com lápis , pois não servem mais 
do que para determinar os pontos c, d, e, e t c . , e 
uma vez determinados, se apaga tudo o mais. 

Não inc demoro em demonstrar com miudeza , 
-que os pontos c , d, e , / , g, h, i, k tem entre si a 
mesma posição, que o s objectos C , D , E , F , G , 
etc. tem entre si: basta observar que os pontos c, 
d, e , ' f , g, pela construção, estão postos a respeito 
de ab, como os pontos C , D , E, F , Go estão a 
respeito de A B , visto que os triângulos cab, dab, 
eab ,etc. , se fizerão similhantes aos triângulos C A B , 
D A B , E A B , e t c . , e similhantemente postos; pelo 
que, se hadiff iculdade, somente rccáe sobre os pontos 
h, i, k. Ora os pontos h e i pela construcção estão a 
respeito de e f , como os pontos II e I estão a respeito 

(a) As plantas no Reino de Portugal costumão ter por medida a braça , 
t oset petipí se diviJe cm brafas de IO palmos, c em palmos de S pollegi. 
íi., 

3 
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de E F : logo, porque estas duas ultimas linhas tem 
a respeito das linhas ab , e AB a mesma posição, os 
pontos h, i terão a respeito de ab a mesma posição , 
que tem H, I a respeito de AB. For este modo me-
didas na escala da planta as respectivas distancias 
dos pontos a, e , f , g , etc. , mostrarão as distancias 
dos objectos A , I i , F , G , etc. 

Bem claro f ica , sem ser necessário insistir mais , 
que este mesmo methodo pôde servir para verificar os 
pontos, que se suspeitassem duvidosos na Ca r t a , como 
tambein para accrescentar os pontos , que lhe faltâo. 

Também se pôde fazer uso da bússola para de-
terminar a posição dos objectos E, F1, G, e t c . , e 
muitas vezes se faz este uso delia ; neste caso não se 
observão no ponto A os anguios FiAB, F A B , e t c . , 
mas sim os anguios, que as linhas AE , AF*, e t c . , e 
até a iiiesma base ABfazem com a direcção da agulha 
cevada: repete-se a mesma operação no ponto B. Para 
marcar os objectos, na planta se tira pelo ponto a 
uma l inha, que representa a direcção da agulha, e 
tirão-se as linhas ab ,ac , a f , etc. , de modo que fação 
com ella os anguios , que se observárão no ponto A. 
Deterininando depois a grandeza, que sequer dar a 
ab, no ponto b se faz o mesmo , que se fez no ponto 
a. Quanto aos pontos H e i , que se não descobrião 
dos pontos A e B , se determinào a respeito de EF do 
mesmo modo, que se determinarão os outros a respeito 
de A B : ultimamente ae marcão os pontos h e i, de-
terminando-os a respeito de cf do mesmo modo , que 
se determinarão os pontos e , f, etc. , a respeito de 
ab. F inalmente , quanto for possível, se deve filgir de 
delinear com a bússola outra cousa mais , do que miu-
dezas, como a direcção de uma es t rada , ou os coto-
velos de um rio, etc. Determinados com exactidão os 
pontos principaes, podem determinar-se as mais miu-
dezas com menos escrupulosa a t tenção; porque tendo 
os objectos , que se marcão, entre si pequena distan-
cia , não pôde ser de grande consequência o e r ro , 
que se pôde comrr.etter nos anguios. 

Quando ha circumstancias , que obriguem a 
apontar em planta já feita algum novo ponto , não 
te indispensável observar este ponto de outros dous 
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pontos conhecidos ; pelo contrario muitas vezes se 
determina , observando deste ponto outros dous pon-
tos conhecidos. Supponhamos , por exemplo , que o 
ponto II seja um ponto de urna bahia , cuja altura se 
medisse á sonda , e que na Ca r t a se quer notar esta 
sonda. Do ponto Il se observaráò os anguios E H M , 
F H M , que fazem com a direcção LM da agulha ce-
vada as duas linhas EH , FH , que se dirigem a dous 
objectos conhecidos E , F . P a r a marcar depois na 
Car t a o ponto I I , se t irará á parte (F ig . 77 . ) u m a 
linha Itn , que mostre a direcção da agulha cevada : 
em um ponto n desta linha se farão os anguios onm , 

•pnm iguaes aos anguios E H M , FILVI: ul t imamente 
pelo ponto / se t i rará fh parallela a pn , e pelo ponto 
e a linha eh parallela a on, estas duas linhas se en-
contrarão no ponto h. 

Este mesmo rnethodo serve para marcar a posição 
no mar á vista de duas terras. Q u a n t o ao mais a rosa 
dos ventos, que anda marcada nas Car tas mar í t imas , 
offerece m u i t o s expedientes para resumir algumas ope-
rações destas ; mas não podemos entrar nestas miu-
dezas , que pertencem iminediatamente á pilotagem , 
he-nos bastante expôr os principios, em que tem fun-
damento esta prática. 

Devemos com tudo observar , que as sondas se 
não devem marcar por este methodo , senão quando as 
circumstancias nãopermi t t em fazel-opor outro m o d o ; 
porque., por muita prática que haja em usar do com-
passo dc variação, nunca se consegue marcar no mar 
do ponto II os objectos E, F com tal exactidão , que 
possamos confiar tan to , como quando se marca o 
objecto II sendo, por exemplo , um b a r c o , ou uma 
boia , e t c . , fazendo isto de terra dos pontos E e F. 
As sondas são de assás impor tanc ia , para se dever 
Usar do methodo mais susceptível de exactidão. 

Ha outro modo de levantar plantas tan to mais 
cornrnodo , quanto menos aprestos requer , pelo qual 
Ko mesmo tempo que se observão os differentes pon-
t o s , cujas posições pretendemos a c h a r , se vão deli-
neando na p l a n t a , sem os perder de vista. A Fig . 78. 
representa o ins t rumento , de que se usa pa ra isso. 
A B C D he uma mesa de 1 5 , ou 1(> pollegadas, de 

8 . 
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comprido, e quasi outro tanto de largo , que assenta 
em um pé similhante ao do grafometro. Sobre esta 
mesa se prega uma folha de pape l , 011 se segura com 
um caixilho, que encaixa em roda delia. LM he uma 
régoa , ou alidada com pinnulas nas suas extremida-
des. 

Quando com este instrumento, chamado Pran-
cheta, se quer tirar a planta de um campo , toma-se 
uma base am, como nas operações, que deixamos 
di tas; e pondo o pé do instrumento em a. se põe 
uma bandeirola em m: sobre o papel se appliea a 
alidada LAI , e se põe em direcção, que o pique m 
se veja pelas duas pinnulas: então se tira ao longo 
delia uma linha EF , a que se dão tantas partes do 
petipé da p lan ta , quantos pés se medem entre o pon-
to E , em que se observa a principio, e o p o n t o / , 
donde se ha de fazer a segunda observação. Move-se 
depois a regoa em roda do ponto E , até que pelas 
pinnulas se enfiem os objectos I, H , G ; e á medida , 
que se vão enfiando, se tira uma linha indefinita. 
Tendo por este modo corrido todos os objectos, que 
se podem ver estando no ponto a, se transporta o 
instrumento para m, deixando uma bandeirola em a. 
Fazem-se então no p o n t o / as mesmas operações a 
respeito dos objectos I , H, G, que se fizerão na 
outra estação. A s linhas f i , f h , f g , que neste caso 
v ã o , ou se imaginão ir a estes objectos, encontrão as 
primeiras nos pontos g , h , i , que marcão a posição 
dos objectos G , H , 1. 

Funda-se também 11a tlieoria das figuras similhan-
tes o methodo de fazer o ponto, isto he , de represen-
tar em uma Carta a derrota , que o Navio seguio em 
quanto navegou , ou em parte da sua navegação. 

Supporihamos que um Navio , tendo partido de 
um sitio conhecido, corre primeiramente 28 léguas 
ao Su-Es t , depois 20 léguas ao Su l , e ultimamente 
26 léguas ao Sud-Guest ; quer-se na Carta determinar 
a derrota do Navio , e o lugar , aonde chegou. 

Primeiramente se busca na Carta o ponto da 
pa r t ida : supponhamos que he o ponto d (Fig. 79.) . 
Igualmente se busca entre as divisões da rosa dos ven-
tos marcada na Carta a Iu iha , que vai ao Su-Est : 
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supponhamos, que he a linha C F : pelo ponto d se 
tira a linha dc parallela a C F , e se faz dc de tantas 
partes da escala da Carta , quantas léguas se correrão 
para Su-Est. Pelo ponto c se tira similhantemente 
uina linha cb, parallela a C E , que se dirige ao S u l , 
e faz-se cb de tantas partes da escala, quantas léguas 
se correrão para o Sul: ultimamente pelo ponto b se 
tira «6 parallela a C D , que vai ao Sud-Ouest; e tendo 
d«do a ba tantas partes da escala, quantas léguas se 
correrão para Sud-Ouest , o ponto a he o ponto , onde 
tem chegado o Navio , e a linha dcba representa a 
der ro ta , que seguto. Com efteito as linhas dc , cb , ba 
fazem entre si os mesmos anguios, que entre si fizerão 
successivamente as differentes derrotas do Navio. Alem 
disso as partes dc, cb , ba tem entre si a mesma ra-
zão, que tem realmente os espaços , que descreveo o 
Navio : logo a figura dcba he (131) absolutamente 
similhante á ^ e r r o t a ? cIu e ° ^avio seguio. Ultima-
mente o ponto d na Carta tem a mesma si tuação, 
que o ponto , donde partio , tem sobre a Terra (a) : 
logo dcba não somente he similhante á derrota do Na-
vio , mas situada a respeito dos differentes pontos da 
Carta , como a derrota do Navio o esteve a respeito 
de diversos pontos da Terra . 

S E C Ç Ã O S E G U N D A . 

Das Suptrjicies. 

139. ^ElNtramos a tratar da segunda das tres 
especies de extensão, que distinguimos, isto he , da 
extensão com comprimento e largura. 

Nesta Secção só consideraremos as Superfícies 
planas, e limitar-nos-hemos unicamente ás das figuras 
rectilíneas , e do circulo. 

(a] Esta expressão não he rigorosamente exacta, mas aqui não he 
IiJgar proprio dc lixar o seu ientido rigoroso. Os pontos de uma Car ta , 
maiormeme de uma Carta reduzida, não tem entre si a mesma situação 
que os pontos da Terr» , que representão; roas para aqui he bastante ijue 
( c n t u í o mesmo uso, Em óuUo lugar tornaremos a tratar deste objecto, 
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A medição das superfícies se reduz á dos triân-
gulos e quadriláteros. 

Os quadriláteros se dividem em quadriláteros, 
simplesmente assim chamados, Trapesios, e Parai-
lelogramos. 

A figura de quatro lados, chamada simplesmen-
te Quadrilátero , he aquella , que entre os seus lados 
não tem algum , que seja parallelo a outro (Fig. 30.) . 

Trapesio he um quadrilátero , que tem parallelos 
somente dous lados (Fig. 81.) . 

Parallelogramo he um quadrilátero, cujos lados 
oppostos são parallelos (Figg. 82. 83. 81. 85. 80. 36.*). 
Ha quatro castas de paraílelogramos, o rIiomboiJe ^ 
o rhombo , o rectângulo, e o quadrado. 

Rhomboide he um parallelogramo, cujos lados e 
ângulos contíguos são desiguaes (F ig . 8*2.). 

Rhombo , também chamado Lozango, he aquel-
l e , que tem os quatro lados iguaes, e os ângulos 
desiguaes (Fig. 83.) . 

Rectângulo he aquelle, que tem os ângulos todos 
iguaes, mas os lados contiguos desiguaes (Fig. 84.) . 

Quadrado he aquelle, que tetn todos os lados e 
ângulos iguaes (Fig. 85.). 

Quando os ângulos de um quadrilátero são iguaes , 
são necessariamente rectos, porque os quatro ângulos 
de todo o quadrilátero juntos valem quatro ângulos 
rectos (86). 

A perpendicular EF (Fig. 8 2 . ) , tirada entre os 
lados oppostos de um parallelogramo, se chama altu-
ra deste parallelogramo: e o lado B C , sobre o qual 
cáe esta perpendicular, se chama a sua base. 

A altura de um triangulo ABC (Figg. 87. 88. e 
89 . ) he a perpendicular AD abaixada de um angulo 
A deste triangulo sobre o lado BC opposto e prolon-
gado , se he necessário: a este lado BC se lhe chama 
então base. 

140. Qualquer triangulo rectilíneo ABC (Fig. 
89. ) sempre he metade de um parallelogramo da 
mesma base , e da mesma altura do triangulo. 

Porque pelo vertice do angulo C se pôde imagi-
nar t irada uma linha CF parallela ao lado AB ; e 
pelo vertice do angulo A uma linha AE parallela ao 
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lado BC, as quaes duas linhas com os lados AB e 
BC formão um parallelogramo A B C E da mesma base 
e altura do triangulo A B C : isto supposto, facilmente 
se vê, que os dous triângulos A B C , C E A são iguaes, 
porque o lado AC he commum a ambos: alem disso 
os anguios BAC , E C A são iguaes por causa das pa-
rallelas ( 3 8 ) : e pela mesma razão os anguios BCA e 
C A E também sào iguaes : logo estes dous t r iângulos , 
tendo um lado igual , adjacente adous anguios iguaes 
cada um ao seu correspondente, são iguaes: logo o 
triangulo ABC he metade do parallelogramo A B C E . 

141. Os paraiLelogramos y] BCD , EBCF (F ig . 
86. e 86.*) da mesma base , c da mesma altura, tem 
as superficics iguaes. 

Os" dous parallelogramos A B C D , A B C F (Fig . 
86.) tem a parte EBClJ commum a ambos : pelo que 
a sua igualdade depende da igualdade dos triângulos 
A B E , D C F , cujos triângulos facilmente se prova 
serem iguaes, porque AB he igual a C D , por serem 
estas linh-is parallelas comprehendidas entre parallelas 
(82) : pela mesma razão BE he igual a FC ; alem 
disso (43) o angulo ABE he i^ual ao angulo D C F : 
logo os dous triângulos tem um angulo igual , com-
prehendido entre dous lados iguaes cada um a cada 
um ; iogo sào iguaes: logo também são iguaes o pa-
rai I elogiatno A B C D , e o parallelogramo 1>BCF. 

Na I i g . 86. # se demonstrará pelo mesmo modo, 
que os dous triângulos A B E , D C F são iguaes: logo 
tirando de cada um o triangulo D I E , os dous tm-
pesios, que restão, A B i D , E I F C , serão iguaes; e 
accrescentando a cada um destes trapesios o triangu-
lo B I C , os parallelagramos A B C D , e E B C F , que 
resultão, serão iguaes. 

142. Felo que lie também verdade dizer , que os 
triângulos da mesma base e da mesma altura, ou ds 
bases e alturas iguaes, são iguaes • porque são meta-
des de parallelogramos da mesma base e da mesma 
altura dos triângulos (14-0). 

143. Desta ultima proposição se pôde concluir , 
que todo o polygono pôde rsduzir-se a um triangulo 
da mesma superfície. S e j a , por exemplo, A B C D E 
(I ! 'g- 91.) um pentágono; se se lira a diagonal E C 3 
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que prende os extremos dos dous lados contíguos ED ^ 
D C ; e tendo tirado FD parallela a E C , que encon-
tre em F o lado AE continuado, se tira também a 
linha CF , teremos um quadrilátero A B C F , cuja su-
perfície he igual á do pentágono A B C D E , porque os 
dous triângulos E C D , E C F t e m a base EC coinmum : 
alem disso sendo comprehendidos entre as mesmas pa-
rallelas E C , D F , tein igual a l tura : logo são iguaes: 
logo se a cada um delles se ajunta o quadrilátero 
E A B C , teremos o pentágono A B C D E igual ao qua-
drilátero A B C F . 

Ora assim como o pentágono se reduz a um qua-
drilátero, se reduzirá também o quadrilátero a utn 
triangulo: logo etc. 

Da medição das superfícies. 

144. IVJLEdir uma super fície he determinar quan-
tas vezes esta superfície contém outra superfície co-
nhecida. 

As medidas, de que ordinariamente se usa , são 
quadrados, e algumas vezes parallelogramos rectân-
gulos; pelo que medir a superfície A B C D (Fig. 9 0 . ) , 
lie determinar quantas vezes contém um quadrado 
como v.g.abcd, ou um rectângulo, como abcd: se o 
lado ab do quadrado abcd he de um pé , he determi-
nar quantos pés quadrados contém a superfície A B C D : 
mas sendo o lado ab do rectângulo abcd de um p é , o 
lado bc he de tres pé s , he determinar quantos rectân-
gulos de tres pés de comprido, e um pé de largo con-
tém a superfície A B C D . 

Fara medir em partes quadradas a superfície do 
rectângulo A B C D , convém buscar quantas vezes o 
lado AB contem o lado ab do quadrado abcd, que 
deve servir de unidade, ou de medida; buscar tam-
bém quantas vezes o lado BC contém ab, e multi-
plicando estes dous números um pelo ou t ro , teremos 
® numero dos quadrados iguaes a abcd, que pôde 

accommoilar 
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accommodar a superfície A B C D . Por exemplo, se AB 
contém quatro vezes ab, e se BC contem sete vezes 
ab, multiplico 7 por 4, e o producto 28 deno ta , que 
o rectângulo A B C D contém 28 quadrados como abcd. 

Pois se pelos pontos da divisão E , F , G se tirão 
parallelas a B C , teremos quatro rectângulos iguaes, 
cada um dos quaes poderá conter tantos quadrados 
como abcd, quantas partes iguaes a ab se contém no 
lado BC : logo convém repetir os quadrados contidos 
em um destes rectângulos tantas vezes , quantos são 
os rectângulos, isto lie , tantas vezes , quantas o lado 
AB contém a ab j e como o numero dos quadrados , 
que em cada rectângulo se contém , lie o mesmo nu-
mero das partes contidas em B C , fica evidente, que 
multiplicando o numero destas partes de BC pelo nu-
mero das outras de A B , teremos o numero dos qua-
drados iguaes a abcd, que pôde conter o rectângulo 
A B C D . 

Bem que no discurso , que acabamos de fazer , 
supponliamos que os lados AB e BC contem um 
numero exacto de medidas ab, este discurso não se 
estende menos ao caso , em que a medida ab não se 
contivesse assim exactamente. S e B C , por exemplo , 
contivesse 6 medidas e í , cada rectângulo conteria 6 
quadrados e i; e se o lado AB contivesse 3 medidas 
e § , haveria 3 rectângulos e i , cada um de 6 qua-
drados e | : logo seria necessário multiplicar 6 i por 
3 i , isto h e , o numero das medidas de BC pelo nu-
mero das medidas de A B . 

145. Pois que (141) o parallelogramo rectângulo 
A B C D (Fig. 86. e 86.*) he igual ao parallelogramo 
E B C F d a m e s m a base, e da mesma a l tu ra ; segue-se, 
que para ter a superfície deste bastará multiplicar o 
numero das partes da base BC pelo numero das par-
tes da sua altura BA : do que se pôde tirar como re-
gra geral que : 

Para ter o numero de medidas quadradas, que 
se contém na superfície de qualquer "parallelogramo 
ABCD (Fig. 82.) , he necessário medir a base BC, 
e a altura EF com a mesma medida, e multiplicar 
o numero de medidas da base pelo numero das da al-
tura. 

0 
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Pelo que deixamos d i to , se vê, que (144) para 
saber-se o valor da superfície ABCD (Fig. 8 0 . ) , basta 
repetir a superfície G B C H , ou o numero dos quadra-
dos , que ella contém , tantas vezes, quaiuas o lado 
GB lie contido no lado AB ; pelo que o multiplican-
do realmente he uma superfície, e o multiplicador 
um numero abstracto, que denota quantas vezes se 
deve repetir o multiplicando. 

H e c o m tudo usual o dizer-se, que para achar 
a superficie. de qualquer parallelogramo , he necessá-
rio multiplicar a sua base pela sua altura : mas i-to 
deve-se considerar como uma expressão resumida , em 
que se subentende o numero dos quadrados correspon-
dentes ás partes da base, e o numero das partes da 
altura. N'uma palavra , não se pode dizer, que se 
multiplica uma linha por uma linha. Multiplicar he 
tomar certo numero de vezes, de sorte que quando se 
multiplica uma l inha, não pôde resultar senão uma 
l inha; e rnultiplicando-se uma superfície, não pôde 
resultar senão uma superfície. Lma superfície não-
pede ter outros elementos senão superfícies ; e bem 
que repetidas vezes se d iga , que o parallelogramo 
A B C D (Eig. 82.) pôde considerar-se como composto 
de tantas linhas iguaes, e parallelas a BC , quantos 
pontos tem a altura EF , subentende-se que estas 
linhas tem uma largura infinitamente pequena (por-
que muitas linhas sem largura não podem compor uma 
superfície), e então cada uma destas linhas he uma 
superfície, que sendo repetida tantas vezes, quantas 
entra a sua altura na altura AE , dá a superfície 
ÁBCD. 

Com tudo adoptaremos esta expressão : Multipli-
car uma linha por uma linha : mas não se deve per-
der de vista , que isto não he mais do que um resumido 
modo de fallar. Assim diremos , que o prouucto de 
duas linhas exprime uma superfície, bem que verda-
deiramente se deve dizer , que o numero de partes dc 
uma linha , multiplicado pelo numero de partes de 
outra l inha, exprime o numero de partes quadradas 
contidas no parallelogramo , que teria por altura uma 
destas linhas, e a outra linha por base. 

Para denotar a superfície do parallelogramo ABCD 
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(Fig. 82.) , escreveremos CB X E F ; na Fig. 84. 
escreveremos BA X BC ; e na Fig. 8 5 , em que são 
iguaes os dous lados A B , e B C , em vez de AB X 

a 
B C , ou AB X A B , escreveremos AB ; de sorte , 

que AB significa a linha AB multiplicada por si 
mesma , ou a superfície do quadrado feito sobre a linha 
AB. Siinilhanteniente para denotar que a linha AB 

3 
está elevada ao cubo , escreveremos A B , que equival 

a A B X A B X AB , ou A B X AB. 
146, Do que acabamos de dizer , se segue, que 

para dous parallelogramos terem igual superfície , 
basta que o producto da base de um , multiplicada 
pela sua a l tu ra , seja igual ao producto da base do 
segundo multiplicada pela sua altura. Logo quando 
dous parallelogramos tem superfície igual , tem as 
suas bases reciprocamente proporcionaes ás sitas altu-
ras, isto he , a base e altura de um podem conside-
rar-se como extremos de unia proporção , da qual 
são termos médios a base e altura do outro , porque 
assim consideradas, o producto dos extremos he igual 
ao producto dos meios; e neste caso necessariamente 
se dá proporção (Arith. 180). 

Além disto esta verdade se pôde ver immediata-
mente , fazendo retlexão, que s e , por exemplo , a 
base de um he mais pequena , que a do outro , de 
necessidade ha de ser á proporção maior a sua altura 
para formar o mesmo producto. 

147. Pois que um triangulo he metade de um 
parallelogramo da mesma base e altura (140) , segue-
se do que se acaba de dizer (145), que para termos 
a superficie de um triangulo , se deve multiplicar a 
base pela altura , e tomar metade deste producto. 

Assim se a altura AD (Fig . 87.) he de 34 pés , 
f ' a base BC de 5 2 , terá a superfície 884 pés quadra-
dos. que he metade do producto de 52 por 34. 

Entendo , que he inútil insistir para dar a conhe-
cer, que o producto será o mesmo, multiplicando a 
base por metade da altura , ou a altura por metade 
da base. 

9 . 
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148. Logo l .° para ter a superfície de um Irapesio-, 
he necessário somrnar os dous lados parallelos, tomar 
metade da somma, e multiplical-a pela perpendicular 
t i rada entre as duas parallelas. Porque lirando-se a 
diagonal BD (Fig. 81 . ) , temos dous triângulos A B D 
B D C , cuja altura commum he E F . Para ter a su-
perfície do triangulo A B D , seria necessário multipli-
car metade de AD por EF ; e para ter a do triangulo 
B D C , multiplicar metade de BC também por El 7 ; 
logo a superfície do trapesio vai metade de AD mul-
tiplicada por E F 1 e mais metade de BC multiplicada 
por E F , isto h e , metade da somma AD e BC mul-
tiplicada por E F . 

Se por G , meio da linha AB , se tira GI I paral-
lela a B C , esta linha G I I será metade da somma 
das duas linhas AD e B C . Porque , seja I o pon to , 
em que G l I córta a diagonal BD , os triângulos 
B A D , B G I , similhantes por causa das parallelas AD , 
G I , dão a conhecer (109) que GI he metade de AD , 
visto que BG lie metade de AB. Ora sendo GH paral-
lela a BC e A D , fica DC (102) cortada do mesmo 
modo que A B : logo provar-se-ha também , que IH 
he metade de B C , considerando que são similhantes 
os triângulos BCD e I D I I . 

Logo , pelo que assim deixamos estabelecido, pôde 
dizer-se , que a superfície de um trapesio A B C D he 
igual ao producto da sua altura EF pela linha GH 
tirada a distancias iguaes das duas bases oppostas. 

149. 2.° Para ter a superfície dc qualquer polygo-
no, deve dividir-se em triângulos por linhas tiradas de 
um ponto a cada um de seus anguios, e calcular-se 
separadamente a superfície de cada um dos triângulos , 
e sommando todos os productos, ter-se-ha a superfí-
cie total do polygono. Alas para que o numero de 
triângulos seja o menor que lie possível, será conve-
niente fazer com que todas estas linhas partão de uin 
dos anguios. Veja-se a Fig. 92. 

150. Se o polygono for regular (Fig. 53 . ) , como 
todos os lados são iguaes , e iguaes todas as perpendi-
culares tiradas do centro sobre elles; imaginando-o 
composto de tr iângulos, que tem o vertice no centro, 
teremos a superfície, multiplicando um dos lados por 
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metade da perpendicu la r , e mult ipl icando este pro-
ducto pelo "numero dos lados ; ou também , o que vem 
a ser o mesmo , mult ipl icando o contorno por metade 
da perpendicular. 

151. Pois que o circulo se pôde (136) considerai 
como um polygono regular de infinitos lados , deve-
mos daqui conclui r , que para ter a superfície de um 
circulo , se deve multiplicar a sua circumferencia por 
metade do raio. 

Porque a perpendicular , t i rada sobre um dos 
l a d o s , não differe do raio , sendo infinito o numero 
de lados. 

152. Por quanto as circumferencias dos circulos 
tem entre si a mesma razão dos raios, ou dos diâ-
metros ( 1 3 6 ) , fica c la ro , que conhecendo-se a cir-
cumferencia de um circulo de um conhecido d i â m e t r o , 
poder-se-ha logo determinar a circumferencia de outro 
qualquer circulo , cujo diâmetro se conhecesse, pois 
lie bastante calcular o quar to termo de=ta proporção : 
O diâmetro da circumferencia conhecida he para esta 
mesma circumferencia, como o diâmetro da circum-
ferencia, que se busca, para esta segunda circumfe-
rencia. 

A razão do diâmetro para a circumferencia não 
se conhece exac t amen te ; temos porém valores assas 
approx imados , para que se julgue como inútil na 
prát ica uma razão mais exacta . 

Archimedes a c h o u , que um circulo, que tivesse 
7 pés de diâmetro , teria 22 pés de circumferencia 
com pouca differença. Assim , se se pergunta qual 
será a circumferencia de um ci rculo , que tem vinte 
pés de d iâmet ro , buscar-se-ha (Ar i th . 179) o quar to 
termo da proDorção , da qual os tres primeiros s ã o , 
7 : 22 : : 20 

Es te quarto t e rmo , que he 62 —, he com pouca 

differença o comprimento da circumferencia de urn 
circulo de 20 pés de d iâmetro . Digo com pouca diffe-
rença, porque seria necessário que o d iâmetro do cir-
culo não tivesse menos de 800 pés, para que a circum-
ferencia determinada pela razão de 7 para 22 tivesse 
de erro um pé. U l t i m a m e n t e , usando da razão d e 7 : 
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2 2 , se pode dispensar o fazer a proporção, bastará 
triplicar o diâmetro , e accrescentar ao seu producto 

a sétima parte do mesmo d iâmet ro , porque 3 ^ he 

o numero de vezes , que 22 conte'm 7. 
A d r i a n o M e t i u s determinou uma razão muito 

mais exacta , que he a de 113 : 355. Esta razão he 
t a l , que para que houvesse erro de um pé na circum-
ferencia , seria necessário um circulo de 1000000 de 
pés de diâmetro ao menos (a). Ultimamente se se 
quizer a circumferencia ainda com mais exact idão, 
use-se da razão de 1 para 3,1415326535897932, que 
passa muito além dos limites do que he necessário 
ordinariamente; e da qual se podem supprimir mais , 
ou menos algarismos da direita , conforme quizermos 
mais , ou menos exactidão. Como esta proporção tem 
por primeiro termo a unidade , he assás commoda , 
por isso que para achar a circumferencia de um cir-
culo proposto, se reduz a operação a multiplicar o 
numero 3,1415 etc. pelo diâmetro desse circulo. 

Logo actualmente he cousa muito fácil achar a 
superfície de um circulo, que se propõe, ao menos 
tão exactamente , como pôde ser necessário para as 
mais apuradas operações práticas. 

Se me pe rgun tão , de quantos pés quadrados he 
a superfície de um circulo, que tem 20 pés de diâ-
metro : calculo a circumferencia pelo modo que deixo 

d i t o ; e tendo achado ser de 62 pés e y, multiplico 

6 2 ^ por 5, que he metade do raio ( 1 5 1 ) , e terei 

314 ~ pés quadrados , superfície deste circulo. 
153. Chama-se sector de circulo a superfície coín-

prehendida entre dous raios I A , IB (Fig. 7 4 . ) , e o 
arco A Y B . Chama-se segmento de eirado a superfície 
comprehendida entre o arco AVB e a corda A B . 

Por quanto o circulo se pôde considerar como 
um polygono regular dc infinitos lados, pôde logoiim 

[a ] Para conservar na memoria facilmente esta razão , he necessário re-
p e t i r , que cs números , que a compõe, se aohão repartindo em duas partes 
i{;uaes os tres primeiros números impares 1 , 3 , 5 , escritos duas vezes segui-
damente , assim 1 1 3 3 5 5. 
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sector de circulo ser considerado como uma porção 
de polygono regular , e a sua supcrficie como com-
posta de infinitos triângulos , que tem todos o vertice 
no centro , e de que o raio he a altura : logo para ter 
a superfície deutn sector de circulo , he necessário mul-
tiplicar o a rco , que Uie serve de base, por metade do 
raio. 

A respeito do segmento he evidente , que pa ia 
ter a sua superfície, se deve diminuir a superfície do 
triangulo I A B do sector I A V B . 

I le evidente, que em um mesmo circulo os com-
primentos dos arcos são proporcionaes ao seu numero 
de gráos: e por conseguinte conhecido o comprimen-
to da circumferencia, se pôde achar o de um arco da 
qualquer numero de gráos , que se quizer , fazendo 
esta proporção: 360° sdo para o numero de gráos do 
arco, cujo comprimento se busca , como o compri-
mento da circumferencia he para o do mesmo arco. 

Se se trata de achar a superfície de um sector , 
cujo numero de gráos he conhecido , como também o 
raio : buscar-se-ha, pela proporção que acabamos de 
d a r , o comprimento do arco , que he base deste sector , 
e este se multiplicará por metade do raio, Pede-se , por 
exemplo, a superfície do sector de 32° 40' em um cir-
cu lo , que tem 20 pés de d iâmetro , achar-se-ha, como 
fiea ensinado ( 1 5 2 ) , que a circumferencia he de 62 

- pés: c buscando o quarto termo de uma proporção , 

da qual sejão os tres primeiros 360° : 32° 40' :: 62 

--; este quarto t e rmo , que se acha ser 5 , será o 

comprimento do arco 32° 4 0 ' , que sendo multiplica-

do por 5 , metade do ra io , dá 28 ~ superfície do 

sector. 
Por isto que fica d i t o , he fácil achar a superfície 

de um segmento , determinando(Fig. 74.) o lado AB , 
e a altura IZ do triangulo I A B por uma operação 
fundada nos mesmos princípios, em que se funda a 
que ensinámos (121) ; ma» a Trigonometria , que ha-
vemos de ensinar ad ian te , nos franqueará meios niitis 
«pedi tos j e mais susceptíveis de exactidão. 
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154. Bem que o que deixamos dito (149) seja 
-bastante para se medirem figuras rectilíneas de t o l a 
a especie , be com tudo conveniente que exponhamos 
neste lugar outro methodo, que he mais simples na 
prática. Consiste elle (Fig. 93.) em tirar na figura 
uma linha A G , e abaixar sobre ella de cada um 
dos anguios perpendiculares BM , LC , D K , EI , 
FTI ; medir cada uma destas linhas , como também os 
intervallos AN , NO , OP , PQ , Q t l , RG , e ficará 
a figura repartida e;n muitas par tes , das quaes ao 
menos as duas extremas são triângulos, e as demais 
trapesios : os primeiros medem-se multiplicando a 
altura por metade da base (147); a respeito dos tra-
pesios , cada um delles se mede multiplicando me-
tade da somma dos dous lados parallelos pela distan-
cia perpendicular destes mesmos lados (148). 

Quando a figura he terminada por uma linha 
curva , medir-se-ha com sufticiente exactidão para a 
p rá t i ca , dividindo a linha AT (Fig. 94.), que se tirará 
pelo seu maior comprimento , em um tão grande nu-
mero de par tes , que os arcos A B , B C , C D , etc. se 
possão considerar como linhas rectas, e para fazer o 
calculo o mais simples, que he possível, se farão as 
partes A O , OP , etc. iguaes entre si : para ter então 
a superfície, se sommaráõ todas as linhas BN , CM , 
D L , E K , F I , e somente metade da linha G H , s e 
a curva for terminada por uma recta G l I perpendi-
cular a A T : tudo isto se multiplicará por um dos 
intervallos A O , e o producto será a superfície , que 
se busca. Isto he uma immediata consequência do que 
deixámos dito ( 1 4 8 ) ; porque para ter a superfície 
A B N ; he necessário multiplicar AO por metade de 
B N , para ter a de B C M N , he necessário multiplicar 
O P , ou AO por metade de B N , e de CM ; para ter 
a de C D L M , he necessário multiplicar AO por me-
tade de C M , e de D L ; e assim todas as mais para 
d i an t e : logo som mando todos estes productos, se vè , 
que AO ba de ser multiplicada por duas metades de 
B N , duas metades de C M , duas metades de D L , 
duas metades de EK , e duas metades de F I , e me-
tade somente de G I I , isto he , por todas as linhas 
BN , C M , D L , E K , F I , e mais metade da ultima 
G I L ' Se 
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Se se tratasse do espaço BNIIG terminado pelas 
linhas B N , G H , tomar-se-ía não BN inteira, mas 
somente a sua metade. 

A regra, que acabamos de expôr para a medição 
das superfícies piarias terminadas por linhas curvas , 
pôde applicar-se com muita utilidade a diversas inda-
gações respectivas aos navios. Muitas vezes nestas in-
dagações he necessário conhecer a superfície de alguns 
cortes horizontaes do navio ; para diante pois teremos 
occasião de nos servirmos disto. 

Do modo de medir as superfícies cm tonas. 

155. A Medição das superfícies em toezas he 
o methodo de fazer as multiplicações necessarias para 
ee avaliarem as superfícies medidas por toezas, epar -
tes de toeza (a). 

Ha dous modos de avaliar as superfícies em toe-
zas quadradas , e partes de toeza quadrada. 

Pclo primeiro modo se conta por toezas quadra-
das , pés quadrados , pollegadas quadradas , linhas 
quadradas, etc. 

A toeza quadrada contém 36 pés quadrados , 
porque he um rectângulo, que tem 6 pés de compri-
mento , e 6 pés de largo: o pé quadrado contém 144 
pollegadas quadradas, porque he um rectângulo , que 
Iem Í2 pollegadas de comprimento, e 12 pollegadas 
de largura: pela mesma razão se vê , que a pollegada 
quadrada vai 14-4 linhas quadradas , etc. 

Isto supposto, para fazer a medição de uma su-
perfície em toezas quadradas , e partes quadradas de 
tceza , basta reduzir as duas dimensões, que se mul-
tiplicão, cada unia delias á menor especie (a linhas, 
se a mais pequena especie, que h a , forem linhas); e 
tendo feito a multiplicação, se reduzirá o producto a 
pollegadas quadradas , depois a pés quadrados , e ulti-
mamente a toezas quadradas , dividindo successiva-

M A7Ola. Em Portugal se fazem as medições por braças, cada uma 
de lo palmos de comprimento, cada palmo de 8 pollegadas, cada pollegada 
lie IZ linhas, etc. Veja-se o T o m . 1. do Engenheiro Portuguei de Alannl 
jfí Azevedo Firri s, 

10 
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mente por 1 4 4 , 1 4 4 , e 36. Por exemplo , para se 
achar a superfície de um rec tângulo , que tivesse 
3P 5p de compr ido , e de largo o t 4P 6P ; reduzo estas 
duas dimensões a pollegadas , e tenho 18ÒP01- para 
multiplicar por 54po1- , o que me dá 9990 pollegadas 
quadradas , e se escreve assim 9990M. Pa ra as reduzir 
a pe's quadrados , divido por 144 , e tenho 69 pçs 
quadrados , e 51 pollegadas quadradas de res to , isto 
he , 6 9 p p , e 54FP : pa ra reduzir os 6 9 p p a toezas qua-
d r a d a s , divido os 6 9 p p por 3 6 , e terei uma toeza qua-
d r a d a , ou i t t por quociente , e 3 3 p p de res to : de 
sorte que a supc i f ic io que se busca , he de i t t 3 3 p p 

5 4 P P . 

Pelo segundo modo de avaliar as superfícies em 
toezas quad radas , e partes de toeza quadrada , se 
concebe a toeza quadrada composta de seis rectângu-
los , que tem cada um delles uma toeza de al tura e 
um pé de base , que por esta razão se chama toe%a-
pé : cada toeza-pé se subdivide em 12 p a r t e s , ou 
rectângulos , que tem cada um delles u m a toeza de 
al tura e u m a pollegada de base , a que chamão tocza-
'pollegada : cada u m a destas se subdivide em 12 par-
tes , que cada uma delias tem uma toeza de altura e 
uma linha de b a s e , que se chama toe%a-linha: n ' u m a 
p a l a v r a , a toeza se representa dividida, e subdividida 
successivamente em rectângulos , que tem constante-
mente uma toeza de a l t u r a , e um p é , uma pol legada , 
uma linha de base , etc. As subdivisões, que são para 
baixo de p o n t o , se marcão como segundos, terceiros, 
quartos , etc. a respeito dos g ráos , com a d i f fe rença , 
que precede o sinal um T, sinal de toeza: assim os 
sinaes successivos , e os valores das subdivisões da 
t oezaquad rada , são as que mostra a Taboa seguinte, 
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Tdboa das subdivisões da toeza quadrada em rectân-
gulos , que tem por altura uma toeza • e caracte-
res , que rcpresentão estas partes. 

A toeza quadrada Iem 6 toezas-pe's, ou .. 6 T P 

A toeza-pe' tem ] 2 toezas-pollegadas , ou .. 12TP 
A toeza-pollegada 12T 1 

A toeza-linha 12Tpt 
A toeza-ponto 12T ' 
A T ' , ou toeza prima 12 T " 
A T " , ou toeza segunda 12T" ' 
A T " ' , ou toeza terceira 1 2 ™ ' 

E assim succesivamente. 

Querendo pois multiplicar as partes de duas l inhas, 
para se conhecer uma superfície; he necessário con-
ceber, que as toezas do multiplicando são toezas qua-
dradas , os pés toezas-pés, as pollegadas toezas-pol-
legadas , e assim successivamente. O multiplicador 
sempre representará quantas vezes se deve repetir o 
multiplicando. Por exemplo, querendo-se medir a 
superfície do rectângulo A B C D (Fig . , e achando 
o lado AD de 4'p 4? 6 P , e o lado AB de 2T 3P ; 
se AE representar uma toeza , a superfície B C D A 
será composta de dous rectângulos, que tetn cada um 
delles uma toeza de a l to , e 4T 4P (jp de comprimento, 
e de outro rectângulo, que tem 3 P , ou meia toeza de 
a l to , e 4T 4P 6p de comprido, e consequentemente 
he metade de um dos outros dous ; de sorte que ve jo , 
que se t rata de repetir 2 vezes e i um rectângulo 
de i t de altura , e 4T 4P Cr de comprimento , isto 
he , de repetir 2 vezes e \ a quantidade 4 T T 4 T P 6TP. 
Isto prova o que dissemos cm nota ao numero 47 da 
Arithmetica áceCca das unidades do producto , e de 
seus factores na multiplicação geornetrica. 

Ao mesmo tempo se v ê , que não he necesario 
apprender nova regra para esta especie de multiplica-
ç ã o , pois he evidentemente a mesma , que dêmos na 
Arithmetica com o titulo de Multiplicação dos nume,-

10 . 
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ros complexos. Assim para nos cingirmos a una exem-
p l o , se nos perguntarem qual he a superfície de um 
rectângulo, que tem 5 2 T 4P bp de comprido, e 44 T 
4P Sp de largo, faremos a seguinte operação. 

5 2 T 4 p 5 p 

4 4 T 4 P 8 p 

2 0 s t t q t p O T p O T l O T p t 

208 
2 2 

7 2 
2 2 8 

0 3 8 

2 6 2 2 6 

S 4 8 10 
2 . 5 6 11 4 
2 5 6 11 4 

2 3 6 1 t t 2 t p 5 t p 2T1 s t p v 

Isto he , multiplico primeiro 52 por 4 4 : depois 
4P do multiplicando por 4 4 , tomando por 3p metade 
de 4 4 ; e por Ip o> terço do que achei pelos 3 p : mul-
tiplico depois 5P por 44 , tomando por 4p o terço do 
que achei por I p ; e por Ip tomo o quarto do que 
achei por 4p-

Para multiplicar depois pelos 4 P , que estão no 
multiplicador, tómo por 31' metade do multiplicando 
total ; e por Ip o terço do que achei por 3P- Ultima-
mente para multiplicar por 8P , tómo o terço do que 
achei por l p , e escrevo-o duas vezes. E sommando 
todos estes productos parciaes , tenho 2 3 6 1 T T 2 T P 

5Tp 2T1 STpt, qUe he o producto total. Pelo que se 
mostra o fundamen to , com que dissemos na Arithme-
t i c a , que as regras , que alli davamos para os números 
complexos, comprehendiào a medição em toezas, e 
que não era necessário mais que explicar a natureza 
das unidades do producto , e dos factores. 
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Medida assim uma superfície em toezas quadra-
d a s , toezas-pés, toezs-pollegadas , etc. , he mui fácil 
acliar-ihe o seu valor em toezas quadradas , pés qua-
drados , e pollegadas quadradas , ctc. I Ie necessário 
escrever alternativamente os dous números 6 e | de-
baixo das partes da toeza; e começando da toeza-pé , 
como se vè ad ian te , multiplicar cada par te pelo nu-
mero infer ior , que lhe corresponde, pondo o pro-
ducto dos dous números consecutivos 6 e \ em u m a 
mesma columna. Quando na multiplicação por j restar 
u m , escreva-se 72 debaixo deste multiplicador \ pa ra 
começar a segunda columna. Assim para reduzir a 
pés quadrados , pollegadas quadradas , e t c . , as par tes 
do p roduc to , que a d i á m o s , escrevo: 

236 I t t 2 t p 5 t P 2 T 1 GtP' 
6 i 6 x 

2361T* 1 2 p p 72PP 
2 12. 

4 

236 I t t 14 p p 8Spp 

Multiplico por 6 as toezas-pés, porque a toeza-
pé vai 6 pés quadrados , pois tem seÍ3 pés de a l tura 
e um de base. Multiplico as toezas-pollegadas por i , 
e es dous inteiros, que me dá esta mult ipl icação, po-
nho-os na columna dos pés quadrados; porque sendo 
a toeza pollegada a duodécima parte da toeza-pé , 

deve valer , ou a duodécima parte de 6 pés qua-
drados , isto he , meio pé quadrado : logo 5 toezas-
pollegadas valem 2 pés quadrados e meio; e como o 
meio pé quadrado tem 72 pollegadas quad radas , por 
isso em lugar de meio p é , escrevo 72. P a r a reduzir 
depois as toezas-linhas, multiplico-as por 6; porque 
sendo a toeza-linha a duodécima parte da toeza-pol-

lègada , deve valer ~ de 72 pollegadas quadradas , 
isto h e , 6 pollegadas quadradas. Similhante discurso 
niostra , que depois se deve multiplicar por depois 
?or 6 , e t c . , como acabamos de dizer. 
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Logo reciprocamente se sequizerern reduzir a toe-
zas-pés, toezas-pollegadas , e t c . , as parles quadradas 
da toeza quadrada , se reduzirá a operação: 1.° a to-
mar a sexta parte do numero dos pe's quadrados , o que 
dará as toezas-pés: 2.° duplicar-se-ha o resto, haven-
do-o, e se accrescentará uma unidade, se o numero 
das pollegadas quadradas lie, ou excede 72 , e teremos 
as toezas-poliegadas : 3.° tendo abatido 72 do numero 
das pollegadas quadradas , se este numero fo r , ou ex-
ceder 7 2 , se dividirá o resto por 6 , e teremos as 
toezas-linhas: 4." dobrando o resto, se lhe accrescen-
tará uma unidade , se o numero de linhas quadradas 
chegar ou passar de 72 , e teremos o numero das toe-
zas-pontos. Daqui se vè como se deve continuar , para 
t e r á s partes seguintes, quando deve havel-as. Pelo 
que se nos propuzessem para assim reduzir 5 2 T T 25 P P 

37PP 92", dividiríamos 25 por 6, e teríamos 4 T P , e 1 
de resto: dobro este 1 , e accrescento 1 , porque o 
numero de pòliegadas quadradas excede 72, tenho pois 
3 r P : diminuo 72 de 8 7 , e o resto 15 divido-o por 6 , 
e tenho 2 T I , e 3 de resto: dobro este resto, e Ihe ac-
crescento uma unidade, porque o numero das linhas 
quadradas ex.cede72, e tenho7 T P t s : abato 7 2 d e 9 2 , e 
o resto 20 divido-o por 6, e tenho 3 T / , e 2 de resto : 
dobro este reslo, e tenho 4 T " : de sorte que tenho o 
total 5 2 T T 4 . T P 3 T p O T i 7 T p t s 3 T ' 4 T / / . 

156. Pois que para ter a superfície de um paralle-
logramo he necessário multiplicar o numero das partes 
da base pelo numero das partes da a l tu ra , segue-se 
(Arith. 74.) que conhecendo-se a superfície, e o numero 
das partes da a l tu ra , ou da base, para saber qual he 
a base, 011 a a l t u r a , será necessário dividir o nume-
ro , que exprime a superfície, pelo numero , que expri-
me aquella das duas dimensões, que for conhecida. 
Ileflectindo todavia , que isto não he dividir uma su-
perfície por uma l inha , pois a divisão de uma super-
fície por uma linha não he menos quime'rica , do que 
a multiplicação de uma linha por ou t r a : no caso 
proposto se divide realmente uma superfície por uma 
superfície. 

Com effeito , pelo que deixámos dito (155) , 
quando se avalia a superfície do rectângulo A B C D , 
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(Fig. 95) se repete a superfície do rectângulo KD da 
mesma base, e que tem por altura a unidade, ou 
medida principal A E , repete-se, como diz ia , esta 
superfície tantas vezes, quantas lie comprehendida a 
altura AE na altura B A . Pelo que querendo conhe-
cer o numero das partes de AB , ou o numero das 
unidades AE , que ella contém, he necessário buscar 
quantas vezes a superfície A B C D contém a do rectân-
gulo E D . Logo se sendo a superfície A B C D repre-
sentada por 3 6 1 " 2 T P 5 T P OTl 3'i'pt^ J l e a base A D 
de 4 t op 6p , para se achar a altura BA ; he neces-
sário imaginar que temos 3G1T T 2 t p , e t c . , para di-
vidir não por 4 t 3 p 6 p , mas sim por 4 . t 3 t p fctp j 
e como então a toeza lie factor commum do dividen-
do , e divisor, he evidente que o quociente será o 
mesmo, que seria, se ambos expressassem toezas, e 
partes de toeza lineares: logo a operação se reduz a 
dividir 361T 2P , e t c . , por 4-T 3 P , e t c . , i s t o h e , 
considera-se o dividendo, e o divisor , como expri-
mindo toezas lineares, e consequentemente como se 
fossem da mesma especie ; e como o estado da questão 
mostra , que o quociente deve também ser da mesma 
especie, isto he , que deve exprimir toezas, e partes 
de toeza lineares, segue-se que a divisão se deve con-
formar exactamente á regra dada (Ari th . 126 , e 
128). 

Se a superfície nos fosse dada em toezas quadra-
d a s , e partes de toeza q u a d r a d a , en tão , para maior 
simplicidade , se reduzirião estas partes a toezas-pés, 
toezas-pollegadas, e t c . , conforme o que deixámos dito 
(155) ; o que feito , se farião as mesmas operações do 
caso antecedente. Se nos pedem , por exemplo, a al-
tura de um parallelogramo , ou rectângulo, que tives-
se ST 51' de base, e 12GT T 2 9 p p 54fP de superfície; 
reduzir-se-ía (155) esta superfície a 1 2 0 " 4 T P I O T f 

e pelo que fica antecedentemente d i to , se reduzi-
ria a questão a dividir 120T 4P IOp 9> por 2? 5P , o 
que, conforme a dita regra (Ari th. 126, e 128. ) , dá 
4 2 T 3 p IOp l i 
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Da comparação das superfícies. 

157. J^-S superfícies dos parallelogramos sãoen•» 
Ire si, em geral, como os productos das bases peles 
alturas. 

Quer dizer , que a superfície de urn parallelogra-
mo contém a de outro parallelogramo tantas vezes, 
quantas o producto da sua base pela sua altura con-
tém o producto da base do segundo pela sua altura. 

Isto he evidente , porque todo o parallelogramo 
lie igual ao producto da sua base pela sua altura. 

Daqui se conelue facilmente , que quando dous 
parallelogramos, tem a mesma altura , estão entre si 
como as suas bases, e quando tem a mesma base, 
estão entre si corno as suas alturas. Porque a razão 
dos productos se conservará sempre a mesma, se em 
cada um delles se tirar o factor , que lhe he commum 
(Ar i th . 170.). 

158. Por quanto os triângulos são metades de 
parallelogramos (140) de igual base e altura ; segue-
se por consequência , que os triângulos da mesma 
altura estão entre si como as suas bases, e os triângulos 
da mesma base estão entre si como as suas alturas. 

159. As superfícies dos parallelogramos , e triân-
gulos similhantes estão entre si como os quadrados dos 
seus lados homologos. 

Porque as superfícies de dous parallelogramos 
A B C D , e abed (Fig. 96 e 97.) são entre si (157) 
como os productos das bases pelas suas alturas , isto 
he , A B C D : abed : : BC X Al i : bc X ae j mas se 
os parallelogramos, A B C D , abed são similhantes, e 
se AB , c ab são dous lados homologos, os triângulos 
A E B , aeb serão similhantes, pois além do angulo 
Ii e e rectos, devem ter o angulo B e f t entre si 
iguaes: logo teremos (108) AE : ae : : AÍi : ab ou 
: : BC : bc, por causa de serem similhantes os paral-
lelogramos : logo (99) nos productos B C X AE , e 
bc X <te pôde substituir-se a razão de BC : 6c á de 
AE : ae , e então será a razão destes dous productos 

a de 
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a de BC i= 6c; logo A B C D : abcd :: B C i ; 6c ; e co-
-mo indifferentemente se pôde tomar por base qualquer 
lado, que se escolher, vê-se, que geralmente as su-
perfícies dos parallelogramos similhantes estão entre 
si como os quadrados dos seus lados homologos. 

160. A respeito dos triângulos similhantes he evi-
dente , que tem a mesma propriedade , pois que são 
metade de parallelogramos da mesma base e da mesina 
altura. 

161. Geralmente fal lando, as superfícies de duas 
figuras similhantes, quaesquer que ellas sejão , estão 
entre si corno os quadrados dos lados, ou das linhas 
homologas destas figuras. 

Porque as superfícies de duas figuras similhantes 
sempre se podem considerar como compostas de igual 
numero de triângulos similhantes cada um ao seu cor-
respondente ; e assim a superfície de cada triangulo 
da primeira figura será para a do triangulo correspon-
dente da segunda, como o quadrado do lado do pri-
meiro he para o quadrado do lado homologo do se-
gundo (160) : como pois todos os lados homologos 
tem a mesma razão, também devem ter a mesma 
razão os seus quadrados (Arith. 191) : logo cada tri-
angulo do primeiro polygono estará para o seu trian-
gulo correspondente do segundo , como o quadrado de 
qualquer lado do primeiro polygono para o quadrado 
do lado homologo do segundo: logo (Arith. 186) a 
somma de todos os triângulos do primeiro terá para 
a somma de todos os triângulos do segundo, ou a 
superfície do primeiro terá para a superfície do segun-
do esta mesma razão. 

162. Logo as superfícies dos círculos estão entre 
si, como os quadrados dos seus raios, ou dos seus diâ-
metros. 

Porque os circulos são figuras similhantes (136 ) : 
logo os raios e diâmetros são linhas homologas. 

O mesmo se deve dizer aos sectores e segmentos 
de igual numero de gráos. 

Fica claro , que nas figuras similhantes não sue-
cede com as superfícies o mesmo , que com os contor-
nos: os contornos seguem a razão simples dos lados 

11 
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(134) , isto he , que em duas figuras similhantes, 9e o 
lado de uma he duplo do lado IiomoIogo da ou t ra , 
ou triplo, ou quádruplo, e t c . , o contorno da primeira 
será também duplo do contorno da segunda, t r iplo, 
ou quádruplo, etc. ; mas nas superfícies não succede 
assim; a da primeira he quatro vezes, nove vezes, 
dezeseis vezes, e tc . , maior do que a da segunda. 

Esta verdade se pode fazer sentir nas Eigg. 98. 
e 99. AlIi se vè , que o parallelogramo A B C D (Fig. 
9 8 . ) , cujo lado AB he duplo do lado AG do paral-
lelogramo similhante A G l E 1 contém quatro paralle-
logramos iguaes a este; e na Eigura 99. o triangulo 
A D E , cujo lado AD he duplo do lado AB do trian-
gulo simiiliante ABC , contém quatro triângulos iguaes 
a este: do mesmo modo o triangulo A G K , cujo lado 
AG Iie triplo de AB , contém nove triângulos iguaes 
a ABC. O mesmo succederia com os círculos: um 
circulo, cujo raio fosse duplo, triplo, ou quádruplo, 
etc. , do de outro circulo, teria a superfície quatro 
vezes, nove vezes, dezeseis vezes, etc. , maior que a 
destoutro. 

Daqui se vê , que sendo dous navios inteiramente 
similhantes, teriâo velames, cujas superfícies seriào 
entre si como os quadrados das alturas dos mastros, 
isto he, como os quadrados dos comprimentos , ou das 
larguras dos navios: consequentemente pôde dizer-se, 
que as quantidades de vento , que recebem dous navios 
similhantes, e que offerecem as vélas do mesmo modo 
ao vento, estão entre si como os quadrados dos com-
primentos destes navios. Daqui nào podemos tirar por 
conclusão , que as velocidades sigão a mesma razão; 
qual ella deva ser, mostraremos na Mechanica. 

Nem tão pouco examinamos aqui, se os navios 
similhantes devem ter vélas similhantes; he exame 
que também tem o seu lugar na Mechanica. 

163. Pelo que, querendo construir uma figura si-
milhante a ou t ra , cuja superfície tivesse com a pri-
meira uma certa razão dada , por exemplo a de tres 
para dous , não se deviào fazer os lados homologos na 
relação de tres para dous , pois que então ficariào as 
superfícies na razão de nove para quatro ; mas dever-
se-íâo fazer estes lados de tal grandeza, que os seus 
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quadrados tivessem a razào de tres para dous: isto 
he , suppondo que o lado AH da Figura X (Fig. 100.) 
era de 50 p por exemplo, para achar o lado homo-
logo ab da Figura x, que se busca(Fig. 1 0 1 . ) , seria 
necessário buscar o quarto termo de uma proporção, 

2 
cujos tres termos primeiros fossem 3 : 2 : : 50 , ou 
50 X 5 0 : este quarto t e rmo, que he 1666j , seria o 
quadrado de ab j e t irando a raiz (Ari th . 145.) de 
Í666 f , se acharia 40 p 824 , isto h e , 40 p 9e 10' pouco 
mais ou menos para o lado ab. Achado o lado da 
Figura x, facilmente se faz esta figura pelo que dei-
xámos dito (133). 

164. Se sobre os tres Ictdos AB, BC, AC d» 
triangulo rectângulo ABC (Fig. 102.) se fizerem tres 
quadrados BEFA , BGHC, AILC, o que estiver 
sobre a Iiypotkenusai he igual á somma dos outros 
dous (a). 

Do angulo recto B se abaixe sobre a hypothenu-
sa AC a perpendicular BD : os dous triângulos B D A , 
B D C c a d a u m he similhante ao triangulo A B C (112.): 
logo as superfícies dos tres triângulos estão entre si 
como os quadrados dos lados homologos: logo temos 
esta serie de razões iguaes 

A B D : AB :: B D C : B C 2 ; : ABC : A C , ou A B D 
: A B K F :: B D C : B G H C :: ABC : A I L C ; logo 
( A r i t h . 186.) A B D + B D C : A B E F + B G H C , , 
j: ABC : Al L C ; mas lie evidente, que ABC he igual 
aos dous A B D B D B ; logo também A I L C he,,igual 
a A B E F - f - B G í I C ; o que também se pôde exprjÉríir 

1 z z r* 
assim , AC igual a AB + BC. ^ 

165. E pois que o quadrado da hypotfeuusa hg. 
igual á somma dos quadrados dos dous lados do 
guio rec to , concluamos t a m b é m , que o quadrado de 
um dos lados do angulo recto he igual ao quadyádo 
da hypothenusa, menos o quadrado do outro IaSo ,* 

istobe, que BC he igual a AC — A B , e AB he igual 

a AC — B C ? 

("] Chima.ss hypothenusa o lado opposto ao angulo tecto, 
U . 
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166. Logo conhecidos os dous lados de um triangu* 
la rectângulo, facilmente se acha o terceiro. Suppo-
nhamos, por exemplo, que o lado AB he de 12 pés , 
o IadoBC d e 2 5 ; pede-se a hypotlienusa AC : sommo 
144 quadrado de AB com 625 quadrado de B C , a 
somma 769 he igual ao quadrado da hypothenusa AC 
( 1 6 4 ) , e tirando a raiz quadrada de 7 6 9 , teremos a 
hypotlienusa AC : esta raiz he 27,73 com erro de 
menos de uma centesima : logo o lado AC he de 
27,73 pés , ou 27 P £r 9'-

Pelo contrario se nos dessem a hypotlienusa, e 
um dos lados, pelo que tica dito ( 1 6 5 ) , se acharia o 
outro lado. Por exemplo, se a hypotlienusa AB fosse 
de 54 pés , e o lado BC de 4 2 , e me perguntassem 
qual era o comprimento do lado AB ; de 2916 , qua-
drado da hypotlienusa 5 4 , diminuiria 1764, que he 
o quadrado de B C , e o resto 1152 seria o quadrado 
do lado AB : tirando a raiz quadrada de 1152, esta 
ra iz , que he 3 3 , 9 4 , seria o valor de AB ; isto h e , 
AB seria de 331', 94 ? Gu de 33'' ILP 3' pouco mais 
ou menos. 

He de geral utilidade esta proposição; mais de 
uma vez teremos adiante occasião de nos convencer-
mos disso. 

167. Pois que o quadrado da hypotlienusa he 
igual aos quadrados dos dous lados do angulo rec to , 
segue-se daqu i , que se o triangulo rectângulo forísos-
celes, como succede em um quadrado tirando-sc-lhe 
a diagonal AC (Fig. 103) , então o quadrado da hy-
pothenusa será duplo do quadrado de um dos seus 
lados. Logo a superfície de um quadrado he para a 
superfície do quadrado feito sobre a sua diagonal , 
como 1 : 2 ; logo (Arith. 192) o lado de um quadra-
do he para a sua diagonal , corno 1 para a raiz qua-
drada de 2; e como esta raiz não se pôde exprimir 
exactamente em números, segue-se que também não 
se pôde expressar exactamente em números a razão 
do lado dc um quadrado para a sua diagonal, isto 
lie , que a diagonal he iucomrncnsuravel, ou não tem 
medida com m um com o seu lado. 

168. Vio-se ua demonstração do numero 164(Fig . 
1 C 2 . , ) , que a siuiilliança dos triângulos A B C , A D B j 
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C D B , dá A B C : A C : : A D B : A B : : B D C : C B , 

ou A B C : A D B : B D C : : A C : A B : B C ; mas os 
triângulos A B C , A B D , B D C , que tem todos a mesma 
a l tu ra , estão entre si como as suas bases (158) : logo 
ABC : A D B : B D C : : AC : AD : D C : logo t am-
bém A C : AB : BC : : A C : A D : D C ; \ogo o qua-
drado sobre a hypothenusa he para cada um dos qua-
drados feitos sobre os outros dous lados, como a hy-
pothenusa he para cada um dos segmentos correspon-
dentes a este lado. 

169. Daqui se pôde concluir o modo de fazer com 
linhas o que ensinámos a fazer com números (163) , 
isto h e , construir uma figura x similhante a out ra 
figura proposta X (F igg . 100 e 1 0 1 ) , cuja superfície 
tenha para a outra uma razão dada . 

Tire-se (Fig . 104) uma linha indefinita D I l , so-
bre a qual se tomem duas partes DP , I ' F lues , que 
seja DP para PF , como a superfície da f igura dada 
X (Fig . 100.) ha para a que sc busca x (F ig . 101.) , 
i=!o h e , como 3 : 2 , querendo-se que x seja f de X. 
Sobre DE (Fig . 1 0 4 . ) , como d i âme t ro , se descreva 
o semicírculo D B F ; e levantando no pouto P a per-
pendicular PB , do ponto B , onde ella encontra ac i r -
cumferoncia , se tirem para os dous extremos D e E 
as cordas BD , BF : tome-se sobra BD uma par te BA 
igual ao lado AB da figura X, e t i rando AC paral-
lela a DE , BC será o lado homologo da figura x que 
se busca, a qual se construirá pelo modo que fica di to 
(133). A razão hees ta . A superfície da figura X deve 
ser para a superfície cia figura x , como o quadrado 
de AB he para o quadrado de ab que se b u s c a , isto 

Z —Z 
lie, : : AB : abj e t ambém se quer que estas superfi-

1 — Z 

cies sejão entre si como 3 : 2 ; logo deve ser AB : ab 

3 : 2 . Mas (Fig. 104.) A B : BC : ; B B : B E , 

^consequentemente (Ar i th . 191) AB : BC : : BD 

' •BE; mas o tr iangulo D B E he rec tângulo , e por isso 
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(168) BD : BE :: DP : P E , isto he, como S : 2; 

logo AB : BG :: 3 :2; mas também AB : BC :: AB —* 
: ab; logo ab deve ser igual a BC. 

170. Segue-se também do que acabamos de dizer 
(168): Qwe os quadrados das cordas AC, AD, etc., 
tiradas dos extremos de um diâmetro A B (Fig. 105.), 
são entre si como as partes AP, AO, que sobre o 
diâmetro cortão as perpendiculares abaixadas dos ex-
tremos das mesmas cordas. 

Por quanto tirando-se as cordas BC e B D , te-
remos (168) no triangulo rectângulo ACB 

A B ' : A C : : A B : A P ; 

« no triangulo rectângulo A D B 

AD : AB : : AO : AB; 

logo (100) AD : "ÂC :: AO : AP. 

Dos Planos. 

171. IV iOstrada a medição, e as razões das su-
perfícies planas , somente nos resta , para podermos 
passar aos sólidos, considerar as propriedades das li-
nhas rectas nas differentes posições , que tem a respei-
to dos planos ; e as dos planos nas differentes posições , 
que tem uns comparados com os outros : he o dê que 
vamos actual mente occupar-nos. 

Não suppoinos nos planos, de que vamos tratar, 
nem grandeza , nem figura determinada ; suppomol-os 
indefinitamente extensos para toda aparte, e só para 
ajudar a imaginação Iie que lhes damos as figuras, 
com que os representamos aqui. 

172. Uma linha recta não pôde estar parte em um 
plano, r, parte 7nais elevada, ou mais baixa a respei' 
do mesmo plano: 
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Porque plano (5) he uma superfície, a que uma 
Knha recta se applica exactamente por toda a parte. 

173. O mesmo succede com um plano a respeito 
de outro plano. 

Porque tirando-se uma linha recta na parte plana 
commum a ambos os planos, podendo esta recta con-
tinuar-se indefuiitamente em um, ou outro, ficaria 
parte em um destes planos, e parte elevada, ou abai-
xada a respeito delle, o que he impossível (172). 

174. Duas linhas AB, CD (Fig. 106.) , que se 
cortão , estão no mesmo plano. 

Porque he evidente , que por uma destas linhas 
AB se pôde fazer passar um plano , que passe tam-
bém por um ponto tomado arbitrariamente na segun-
d a ; mas o ponto E da intersecção pertencendo a AB, 
fica nesse mesmo plano : logo a linha CD tem dous 
pontos neste plano: logo está toda no mesmo plano. 

175. O encontro, ou intersecção de dous planos 
não pôde deixar dc ser uma linha recta. 

IIe evidente , que ha de ser uma linha , pois ne-
nhum desses planos tem grossura ; demais deve ser 
uma linha recta, porque a linha recta , que se tirasse 
por dous pontos dessa intersecção, ficaria toda inteira 
enicada um dos planos: logo he a mesma intersecção. 

176. Looopela mesma linha recta póde-se fazer 
com que passem infinitos planos differentes. 

177. Chamamos linha perpendicular a um plano 
aquella, que não se inclina nem para um , nem para 
outro lado deste plano. 

178. Logo uma perpendicular AB a um plano 
CE (Fig. 107.) he perpendicular a todas as linhas 
BC, BC, BC, etc., que pelo ponto B se podem tirar 
neste plano. Pois havendo somente u m a , a que ella 
não fosse perpendicular, inclinar-se-ía para esta linha , 
e consequentemente para o plano. 

179. Sctuio a linha AB (Fig. 1C8.) perpendicular 
ao plano GE, se peio ponto B se Ura uma linha BC 
'io plano GE, c sc imagina , que o plano A BC gyrà 

roia de AB, digo que neste movimento a linha 
não sairá do plano GE. 
Imaginemos o plano A B C tendo chegado a qual-

cI l le r Posição A B D : se a linha B C , que então está em 
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BD , não estivesse no plano G E , o plano A B D encon-
traria o p l a n o G E e m uma I i n h a r e c t a B F , á q u a l AB 
seria perpendicular (178) : IogoBF seria perpendicular 
sobre A B ; ecomo se suppoz , que B D h e perpendicular 
sobre AB no mesmo ponto B, seguir-se-ía, que do 
mesmo ponto B, e no mesmo plano A B D se jpode-
rião levantar duas perpendiculares a A B , o que he 
impossível (27) : logo. BF não pôde ser differente di> 
B D : logo BC no seu movimento á roda de AB não 
pôde sair do plano G E . 

180. Logo para que uma linha recta AB (Fig. 
108.) seja perpendicular a um plano GE, basta que 
cila seja perpendicular a duas linhas BC , BD, que 
sc encontrem neste plano. 

Porque se se imagina , que o plano do angulo 
recto ABC gvra em roda de A B , a linha BC traçará 
um plano , ao qual AB ha de ser perpendicular (179) ; 
mas digo eu , que este plano não pôde ser differente 
do plano GE das duas linhas B C , e BD ; porque sendo 
recto o angulo A B D , e também o angulo A B C , gy-
rando a linha B C , necessariamente em uma das suas 
posições ha de estar na linha B D : logo BD está no 
plano traçado por B C : logo AB he perpendicular ao 
plano C B D , ou G E . 

181. Se de um ponto A de uma recta AI, obli-
qua a um plano GE (Fig. 109.) , sc abaixa uma per-
pendicular AB sobre este plano j e unindo com uma 
recta Bl os pontos B , e I da perpendicular e da obli-
qua , se tira a esta linha BI uma perpendicular CD no 
plano GE, digo que também AI será perpendicular 
a CD. 

Começando do ponto I, tomemos as partes iguaes 
IC , Í D , e tiremos as linhas BC e C D : estas duas 
linhas serão iguaes entre si (29): logo os dous triân-
gulos A B C , A B D serão iguaes; porque alem do an-
gulo A B C igual a A B D , por serem ambos rectos, 
o lado AB he commum , e AC he igual a B D , pelo 
que acabamos de provar : logo elles tem um angulo 
igual comprehendido entre dous lados iguaes cada uru 
n cada u m : logo são iguaes: logo A D he igual a A C : 
logo a linha AI tem dous pontos A , I igualmente 
distantes do ponto C , e do ponto D : logo lie perpen-
dicular a CD (32). ' 182. 



» E G E O M E T R I A . 8 9 

182. Um plano se diz perpendicular a outro pla-
no , quando não se inclina nem para um lado, nem 
para outro deste ultimo. 

183. Logo pela mesma linha CD (Fig. 110.) , to-
mada em um plano GE, não se pôde conduzir mais 
de utn plano perpendicular a este plano GE. 

184. Um plano CK he perpendicular a outro 
plano GE , quando passa por uma rec-ta A B perpen-
dicular a ellej pois lie evident-e, que não se pôde in-
clinar para algum lado do plano G E . 

185. Se por um ponto A tomado no plano CK 
perpendicular ao plano GE, se tira uma perpendicu-
lar ABd commum secção CD , esta linha será tam-
bém perpendicular ao plano GE. 

Porque se o não fosse , pelò ponto B, em que 
ella cáe , se poderia levantar uma perpendicular ao 
plano G E , e conduzir por esta perpendicular, e pela 
commum secção CD um p lano , o qual (184) seria 
perpendicular ao plano G E : logo pela mesma linha 
CD tomada no plano G E , se podião lançar dous 
planos perpendiculares a elle, o que he impossivel 
(183) : logo AB he perpendicular ao plano G E . 

186. Logo sendo o plano CK perpendicular ao 
plano GE, a perpendicular AB1 que sobre o plano 
GE se levantar por um ponto qualquer Bda commum 
secção, necessariamente ha de ficar no plano CK. 

Segue-se desta proposição, que duas perpendicu-
lares BA , LM ao mesmo plano GE, são entre si 
pararellas. 

Porque se se unem os pontos B e L por uma 
linha B L , e por esta l inha, e por AB se conduz um 
plano C K , este plano será perpendicular ao plano 
GE (184) ; e como então LM he uma perpendicular 
ao plano G E , tirada por um ponto L do plano C K , 
também estará no plano CK (186) ; mas estas duas 
linhas AB , LM estão ambas em um mesmo p l a n o , 
e são perpendiculares á mesma linha B L : logo são 
parallelas (36 e 37). 
^ 187. Logo se duas rectas AB, AC (Fig. 112.) 

tão parallelas cada uma a uma terceira HF, também 
serão parallelas entre sij porque as linhas A B , I l F 
sendo parallelas, podem ser am bas perpendiculares ao 

13 
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mesmo planó G E : pela mesma razão CD , HF po-
dem ser ambas perpendiculares ao mesino p l a n o G F : 
lo<;o AB e C D , sendo perpendiculares ao mesmo pla-
n o , serão entre si parallelas. 

183. Se dous pianos CK, LN (Fig. 111.) são 
perpendiculares a um terceiro plano GE , a sua com-
mum secção AE será também perpendicular ao plano 
GE. 

Porque a perpendicular , que se levantasse pelo 
ponto B sobre o plano GE , deve estar em ambos 
estes planos (18t>): logo não pôde ser outra linha se-
não a sua secção commum. 

189. ' Chama-se angulo plano a abertura de dous 
planos F G , G l i (Fig. 113 . ) , que se encontrão: este 
angulo se chama também a inclinação de um destes 
planos a respeito do outro. 

O angulo plano formado pelos dous planos G F , 
G E , não he outra cousa mais do que a quant idade , 
que o plano GF devia gyrar á roda de A C , para 
chegar á situação ac tua l , tendo estado antes deitado 
sobre o plano G E . 

190. Daqui se vê facilmente, que se por um pon-
to B, tomado na commum secção A G , se tira no 
plano GE a recta BD perpendicular a A G , e no 
plano GF a recta BC perpendicular á mesma linha 
A G , o angulo , que formarem estas duas linhas BD 
e B C , será o mesmo, que formão os dous planos. 
Porque he fácil de ver , que ao tempo do movimento 
do plano G F , a linha BC se afasta da linha B D , 
sobre que estava assentada no principio do movimen-
t o , e se vai desviando delia tanto e da mesma ma-
ne i ra , que o plano GF se afasta do plano G E . 

191. Logo um angulo plano tem a mesma medida, 
•que tem um angulo rectilíneo comprehendido entre 
duas linhas tiradas em cada um dos planos, que o 
formão, perpendicularmente á commum secção, e do 
mesmo ponto desta linha. 

Daqui se tirâo tão facilmente as proposições se-
guintes , que nos contentamos só com enuneiaí-as. 

192. Um plano , que ceie sobre outro plano , forma 
dous anguios, que juntos valem 180°. 

193. Todos os ângulos formados por qualquer 
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numero que seja de planos, com tanto que passem 
todos por uma linha recta, valem 360°. 

194. Dous planos, que se cortâo ,fazem os ângulos 
verticalmente oppostos iguaes. 

195. Ciiamão-se planos parallelos aquelles, que 
nunca se podem encontrar , a qualquer distancia que 
se imaginem prolongados. 

196. Logo os planos parallelos são igualmente 
distantes entre si em toda a parte. 

197. Se dous planos parallelos são cortados por 
um terceiro plano (Fig. 114 . ) , as intersecções ABt 
CD serão cCuas rectas entre si parallelas. Porque 
como estão em um mesmo plano A B C D , não pode-
rião deixar de se encontrar , se não fossem parallelas; 
mas então fica evidente , que os planos também se 
encontrarião. 

198. Dous planos parallelos , cortados por um 
terceiro, tem as mesmas propriedades a respeito dos 
ângulos, que formão com o terceiro , que tem duas 
linhas rectas parallelas a respeito de uma terceira, que 
as corta. He uma consequência do que fica dito (191). 

Propriedades das linhas rectas cortadas por planos-
parallelos. 

199. Se de um ponto I fóra do plano GE 
(Fig. 115.) se tirarem a differentes pontos K, L , M 
deste plano as rectas TK, IL , IM J e estas rectas se 
cortarem por um plano ge parallelo ao plano GEj 
digo 1que estas rectas ficarão cortadas proporcio-
nalmente : 2." que a figura Hm será similhante á figu-
ra KLM. 

Supponbamos por ora somente os tres pontos K , 
L, M. Pois que as rectas kl, Im , ?nk são intersecções 
dos planos IKL , ILM , IKM com o plano ge , são 
parallelas ás rectas KL , LM , K M , intersecções dos 
mesmos planos com o plano GE (197) : logo os triân-
gulos I K L , ILM , IKM são similhantes aos triângu-
los Ikl ,Ilm, Ikm, cada um a cada um : logo IK : Tk 
:: KL : AZ:: IL : Il\\LM : Irn\\IM : ImW MIC 
: mk j mas 1.* se desta serie de razões iguaes se^ tirão 
aquellas, em que estão as rectas, que se t ira o do 

12. 
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ponto I, teremos IK : Ik IL : Il \ \ TM : Im ; 
logo as rectas I K 5 I L , IM estão cortadas proporcio-
nalmente. 

2.° Se da mesma serie primeira de razões iguaes 
se tirão aquellas, onde se achão as linhas comprelien-
didas nos dous planos parallelos, teremos KL : kl\\ 
LM : Im \\ KM : km; logo os dous triângulos IvLM 
e Iclm sào similhantes, pois tem os lados proporcio-
naes. 

Supponhamos agora qualquer numero de pontos, 
que quizermos, A , B , C , D , F , e tc . ; demonstrar-
se-ha precisamente do mesmo modo que as rectas IA , 
I B , I C , e t c . , estão proporcionalmente cortadas: e 
se se imaginão as diagonaes A C , AD , cac, ad, c t c . , 
tiradas dos dous ângulos correspondentes A , a, de-
monstrar-se-ha também da mesma maneira, que os 
triângulos A B C , A C D , e t c . , são similhantes aos 
triângulos abe , aed, e t c . , cada um a cada um : 
logo os dous polygonos A B C D F , e abedf , sendo 
compostos de igual numero de triângulos similhantes 
cada um a cada um , e similhantemente postos, serão 
similhantes (133). 

200. Dc serem similhantes as duas figuras K L M , 
Idm, concluamos, que o angulo K L M he igual ao 
angulo klm j e consequentemente que se duas rectos 
KL, LM, que comprehendem um angulo KLM, 
forem parallelas a outras duas kl, Im , que compre-
hendem o angulo klm, o angulo KLM será igual ao 
angulo klm, ainda quando estes dous anguios não 
estiverem no mesmo plano. Já deixámos estabelecida 
esta proposição (43 ) , mas alii suppozemos os dous 
anguios no mesmo plano, 

201. De serem as duas figuras A B C D F e abedf 
similhantes, e de serem similhantes as duas figuras 
K L M eklrn, se segue que as superfícies das duas secções 
abedf, klm são entre si, como as das duas figuras 
JBCDF, KLM. 

Porque A B C D F : abedf ;; AB2 : aò (161); mas 
os triângulos similhantes I A B , iab, dão AB : ab 

IA • Ia- logo(Aritb1191) Af i ; ãb \\ IA; Ia: ou 
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(199) ; ; IM : Im, ou (por serem similhantes os triân-
gulos I M L , Iml) '' LM : Im, e consequentemente 
( 1 6 1 ) ; ; K L M : klmj I o g o A B C D F : abcdf;; K L M 
: hlm. 

202. Esta demonstração mostra ao mesmo t e m p o , 
que as superfícies A B C D F , abcdf são entre si como 
os quadrados de duas rectas IA , I a , tiradas do ponto 
I a dous pontos correspondentes destas duas figuras; 
e consequentemente (199) como os quadrados das al-
tu ras , ou perpendiculares I P , Ip tiradas do ponto I 
sobre os planos G E , ge. 

Concluamos pois: 1.° que se as duas superfícies 
A B C D F , KLMfossem iguaes, seriãotambém iguaes 
as duas superfícies abcdf, klm. 

2.° Que quanto temos dito teria lugar , se o 
ponto I em vez de ser commum ás rectas I A 1 I B , 
IC , etc. , e ás rectas I M , IL , e t c . , fosse differente 
em cada figura , com tanto que estivessem ambos na. 
mesma altura sobre o plano ge. 

S E C Ç Ã O T E R C E I R A . 

Dos Sólidos. 

203. C^y rHamamos sólido , ou volume, ou corpo 
(1) tudo quanto tem tres dimensões comprimento 9 
largura, e altura , ou profundidade , ou grossura. 

Vamos tratar da medição e relações dos sólidos. 
Somente consideraremos os sólidos terminados por 
superfícies planas: dos sólidos, comprehendidos por 
superfícies curvas, trataremos unicamente do cylin-
dro , da pyramidc cónica , e da esfera. 

Os sólidos terminados por superfícies p lanas , ge-
ralmente sc distinguem pelo numero , e figura dos 
planos , que as comprehendem : estes planos devem 
pelo menos ser quatro. 

204. Um sólido, cujas faces oppostas são dous 
pjanos iguaes, e parallelos , e todas as mais faces 
são parallelogramos, he geralmente chamado Prisma^ 
Yejão-se as F igg . 1 1 6 , 1 1 7 , 1 1 3 , e 119. 
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Logo o prisina pôde imaginar-se como formado 
pelo movimento de um piano B D F , que corresse, 
parallelo a si mesmo pelo comprimento de uma iiniia 
recta AB (Fig. 116.). 

Os dous planos parallelos são chamados bases do 
p r i sma , e a perpendicular L M , tirada-de um ponto 
de uma das bases sobre a outra base , se chama a sua 
altura. 

Desta ide'a , que acabamos de dar do pr i sma, se 
segue, que em qualquer lugar que se córte o prisma 
por um plano parallelo á base, a secção sempre será 
um plano igual á base. 

Aslinhas como BA , que são os encontros de dous 
parallelogramos consecutivos , sào chamadas arestcu 
•do prisma. 

O prisma he recto , quando as arestas são per-
pendiculares á base , e então são todas iguaes á altu-
ra . Vejão-se as Figg. 117 e 119. 

Pelo contrario he obliquo o prisma , quando a6 
suas arestas se inclinão para sobre a base. 

Os prismas difíerem entre si pelo numero dos 
lados da sua base: se a base he um tr iangulo, cha-
ma-se-lhe prisma triangular (Fig. 116.). Se a basehe 
quadrilatera , chama-se prisma quadrangular (F ig . 
117.). E assim dos outros. 

Entre os prismas quadrangulares faz-se particular 
distincção do parallelipipedo , e do cubo. 

Parallelipipedo he um prisma quadrangular , 
cujas bases, e consequentemente todas as faces são 
parallelogramos; e quando o parallelogramo , que ser-
ve de base , he rectângulo, e o prisma he ao mesmo 
tempo recto , chama-se-lhe parallelipipedo rectângulo. 
Veja-se a F ig . 117. 

Ao parallelipipedo rectângulo se chama cubo , 
quando tem por base um quadrado, e a aresta AB 
(Fig . 119.) he igual ao lado deste quadrado. 

Logo o cubo he um sólido comprehendido entre 
seis quadrados iguaes. Com este sólido se medem os 
outros todos , como brevemente veremos. 

205. Cylindro he um sólido comprehendido entre 
dous círculos iguaes e parallelos, e a superfície que 
descrevesse uma linha AB (Fig. 120. e 121 . ) , que 
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que corresse parailelamente a si mesma pelo compri-
mento das duas circumferencias. O cylindro he recto , 
quando a linha Cf 1 (Fig. 120.^, que une os centros 
das duas bases oppostas , he perpendicular a estes cír-
culos : a esta linha CF chama-se-lhe eixo do cylindro. 
F o cylindro he obliquo, quando esta mesma linha 
CF se inclina sobre a base. 

O cylindro recto se pôde considerar como ge-
rado pelo movimento do parallelogramo rectângulo 
FX1DF , gyrando á roda do seu lado E F . 

206. Pijramide he um sólido comprehendido por 
muitos planos; um dos quaes, a que se chama base, 
he qualquer polygono; e os outros, que todos são 
triângulos, tem por base os lados deste polygono, e 
tem todos os vertices unidos em um mesmo ponto , a 
que se chama vertice da pyramide. Vejão-se as Figg. 
122. 123. e 124. 

A perpendicular AM tirada do vertice sobre o 
p lano , que serve de base , chama-se-lhe altura da 
pyramide. 

As pyramides distinguem-se pelo numero dos 
lados das suas bases; de sorte que a que tem por ba-
se um tr iangulo, se lhe chama pyramide triangular j 
a que tem por base um quadrilátero , pyramide qua-
drangular j e assim das mais. 

Chama-se pyramide regular, quando o polygono, 
que lhe serve de base , he regular , e ao mesmo tem-
po a perpendicular AM (Fig. 124.), t irada do vertice, 
passa pelo centro deste polygono. 

A perpendicular A G , tirada do vertice A sobre 
DE um dos lados da base , se chama apoth&ma. 

He claro, que todos os triângulos , que se ter-
minão no ponto A, são iguaes , e isosceles , porque 
todos tem bases iguaes , e as arestas AB , AC , A D , 
etc. , todas são iguaes , porque todas são obliquas 
igualmente distantes da perpendicular AM (29). 

Não he menos evidente, que todos os apothemas 
sao iguaes nas pyramides regulares. 

207. Pyramide cónica (Fig. 12Ó. e 126.) he um 
sólido comprehendido pelo plano circular B C D H , a 
que se chama base da pyramide cónica , e pela su-
perfície, que descreveria uma linha A B , gyrando em 
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roda do ponto fixo A , e tocando sempre na circum-
ferencia B G D H . 

Ao ponto A chama-se-lhe vertice da pyramide 
cónica. 

A perpendicular, tirada do vertice sobre o plano 
da base , chama-se altura da pyramide cónica; e a 
pyramida cónica he recta, ou obliqua, conforme esta 
perpendicular passa (Fig. 125.) , ou deixa de passar 
(Fig. 126.) peio centro da base. 

Pôde imaginar-se a pyramide cónica recta como 
gerada pelo movimento do triangulo rectângulo A C D 
(Fig . 125.) , gyrando em roda do lado A C . 

208. Esfera he um sólido terminado por toda a 
par te por uma superfície, que tem todos os seus pon-
tos igualmente distantes de um mesmo ponto. 

A esfera pôde imaginar-se como um sólido gera-
do pelo meio circulo ABD (Fig . 128.) , gyrando á 
roda do diâmetro A D . 

He evidente , que todo o córte, ou secção da 
osfera por um plano, he um circulo. Se este plano 
passa pelo centro , chama-se esta seçcão circulo máxi-
mo da esfera; pelo contrario chama-se pequeno circulo 
toda a secção da esfera por um p lano , que não passa 
pelo centro. 

Sector esferico he o sólido, que geraria o sector 
circular B C A , gyrando á roda do raio A C . A super-
fície, que descreve o arco AB neste movimento, se 
chama callote esferica. 

Segmento esferico he o sólido, que geraria o semi-
segmento circular A F B , gyrando á roda da parle AF 
do raio. 

Dos sólidos simiíhantes. 

Q i . ' 
209. KJOlidos similhantes são aquelles, que sãò 

compostos de igual numero de faces similhantes cada 
uma a cada u m a , e similhantemente dispostas nos 
dous sólidos. 

210. Logo as arestas homologas , e os vertices dos 
anguios sólidos homologos são linhas e pontos simi-
lhantemente postos nos dous sólidos j porque as arestas 

homologas, 
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homologas, e os verlices dos ângulos sólidos homo» 
logos são linhas e pontos similhantemente postos a 
respeito das faces , a quem dizem respeito , pois que 
estas faces se suppõem similhantes; mas estas faces são 
similhantemente postas nos dous solidos: logo,e tc . 

211. Logo os triângulos formados pelo ver ih e de 
um angulo sólido e pelos extremos de uma aresta ho-
mologa , em cada sólido, são duas figuras similhan-
tes , e similhantemente postas nos dous sólidos • porque 
os extremos das arestas homologas são vertices de ân-
gulos sólidos homologos , que estão similhantemente 
postos a respeito dos sólidos. 

212. Logo as diagonaes , que prendem dous ângu-
los sólidos homologos, são entre si como as arestas 
homologas destes sólidos • porque são lados dos tr iân-
gulos similhantes, de que acabamos de fallar , os quaes 
tem por um destes lados arestas homologas. 

Logo dous sólidos similhantes podem dividir-se 
em igual numero de pyramides similhantes cada uma 
a cada urna , por planos conduzidos por dous ângulos 
homologos , e por duas arestas homologas. Porqueas 
faces destas pyramides serão compostas de triângulos 
similhantes, e similhantemente postos nos dous sólidos 
(211) ; e as bases das mesmas pyramides também se-
rão similhantes, pois são faces homologas dos dous 
sólidos ; logo (209) estas pyramides serão similhantes. 

213. Se de dous ângulos homologos sc abaixão O o 
perpendiculares sobre duas faces homologas , estas per-
pendiculares estarão entre si na mesma razão de quaes-
quer duas arestas homologas. 

Porque estando os dous ângulos homologos simi-
lhantemente dispostos a respeito de duas faces homo-
logas (210) , devem necessariamente estar a distan-
cias destas faces, que estejão entre si na razão das 
dimensões homologas dos dous sólidos. 

Da tnedição da superfície dos Sólidos. 

211. S E n d o a superfície dos prismas , e das 
pyramides composta de parallelogramos , de tr iân-
gulos , e de polygonos rectiliueos, poder-nos-íamos 

1 3 
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dispensar de dizer aqui cousa alguma ácerca do modo , 
por que se devem medir , pois que já dissemos ( 1 4 5 , 
147 e 149) a maneira de medir estas partes , de que 
ella se compõe. Porém do que deixamos dito sobre esta 
matéria se podem tirar algumas consequências , que 
serviráõ não somente para simplificar as operações, 
que requerem estas medições , mas que também nos 
lião de ser úteis para avaliar as superfícies dos cylin-
d ros , das pyramides cónicas, e da esfera. 

215. A superfície de qualquer prisma (não entran-
do as duas bases) he igual ao producto de uma dag 
arestas deste prisma pelo contorno de uma secção bdfhlp 
(Fig. 113.) feita por um plano, a que esta aresta 
fosse perpendicular. 

Porque visto suppòr-se, que esta aresta lie per-
pendicular ao plano bdfhk, as outras arestas , que 
todas são parallelas a es ta , serão também perpendi-
culares ao plano bdfhk : logo reciprocamente as rectas 
bd, d f , fh , hk serão perpendiculares cada uma delia 
ás arestas, que córta : considerando pois as arestas 
como bases dos parallelogramos, que cercão o pr i sma; 
as linhas bd, d f , fh , hk serão as a l turas: logo para 
ter a superficie do prisma , bastará multiplicar a 
aresta AB pela perpendicular bd, a aresta CD pel^ 
perpendicular d f , e assim as mais, e sommar todos 
estes productos; mas como todas as arestas são iguaes, 
he evidente que vem a ser o mesmo multiplicar uma 
aresta só AB pela sorçima de todas as a l turas , isto 
he , pelo contorno bdfhk. 

210. Quando o prisma he recto, a secção bdfhk 
não differe da base B D F H K , e então a aresta AB he 
a altura do prisma : logo a superfície de um prisma 
recto, não entrando as duas bases, he igual ao pro-
ducto do contorno da base multiplicado pela altura. 

217. Vimos acima (136) , que o circulo se podia 
consi lerar como um polygono regular de infinitos la-
dos : Ligo o cylindro pôde ser considerado como um 
pr i sma , cujo numero de parallelogramos, que com-
põem a superfície delle , fosse infinito : logo 

A superfieie lateral de um cylindro recto he, igual 
ao producto da altura deste cylindro pela circumfereu• 
sia éi sua base. Já vimos (152) . o que se deve fazec 
para achar esta circumferencia. 
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A respeito do cylindro obliquo deve multiplicar-
se o seu comprimento AB , pela circumferencia da 
íecção bgdh (Fig. 121. ) , sendo a secção feita como 
fica dito (215). O methodo para determinar o com-
primento desta secção depende de conhecimentos mais 
amplos, do que são os que ate' agora temos dado. 
Na pratica podemos contentar-nos com inedil-o mecha-
nicamente , rodeando o cylindro com um fio (ou ou-
tra cousa equivalente), que se terá cuidado de collo-
car em um p lano , a que seja perpendicular o com* 
primento AB do cylindro. 

218. Pelo que respeita á pyramide, se ella não 
he regular , comvem buscar separadamente a superfície 
lateral de cada um dos triângulos, que a compõem , 
e sommar todas estas superfícies. 

Mas sendo regular , póde-se achar a superfície 
lateralcom maior brevidade, multiplicandoo contorno 
da base por metade do apothema ACT (F ig . 124.) ; 
porque tendo todos os triângulos a mesma altura , 
basta multiplicar metade da altura commum pela 
somma de todas as bases. 

219. Imaginando ainda a circumferencia de um 
circulo como um polygono regular de infinitos lados , 
vemos que a pyramide cónica não he mais do qu« 
uma pyramide regular, cuja superfície (não compre-
hendida a da base) Iie composta de infinidade de 
tr iângulos, e que por consequência , a superfície con-
Texa de unia pyramide cónica recta Iie igual ao pro-
ducto da circumferencia da sua base pela metade de 
A B , lado da pyramide cónica (Fig. 125.). 

Quanto á superfície convexa da pyramide cónica 
obliqua, depende ella de geometria mais composta , e 
por isso não trataremos aqui delia : com tudo o modo , 
por que acabamos de considerar a pyramide cónica , 
dá meio de a medir approximadamente , quando ella 
he obliqua. He necessário repartir a circumferencia da 
base em grande numero de arcos, a fim de que cada 
um delles se possa considerar, sem erro sensível, como 
uma linha rec ta , e depois disso se calculará a super-
fície lateral como para uma pyramide , que tivesse 
tantos tr iângulos, quantos são os arcos, 

1 3 . 
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223. Para ter a superfície de uma pyramide co-
tiica reeta truncada, cujas bases oppostas BGDH, 
bgdh (Fig. 127.) são parallelas, he necessário multi-
plicar o lado Bb deste tronco por metade da somma 
das circumfcrencias das cluas bases oppostas. 

Com efíeito esta superfície póde-se imaginar como 
um aggregado de infinitos trapesios E F / c , cujos lados 
E e , ![/ 'se dirigem ao vertice A : ora a superfície de 
cada um destes trapesios lie igual a metade da som-
ma das duas bases oppostas E F , ef multiplicada pela 
distancia dasduas bases (148) ; mas esta distancia não 
differe dos lados E e , F f , ou 136 ; logo para ter a 
somma de todos os trapesios, he necessário multi-
plicar metade da somma de todas as bases oppostas 
com) E F , e f , i s t o h e , metade da somma das duas 
circumfereacias pela linha 136, altura commum de 
todos estes trapesios. 

221. Se pelo meio M do' lado B6 se conduz um 
plano parallelo á base, a secção (199) será um cir-
culo, cuja circumferencia será metade da somma das 
circumfcrencias das duas bases oppostas, visto que o 
seu diâmetro M N . ( 1 4 8 ) he metade da somma dos das 
bases, e as circuinfereucias(136) tem entre si a razão 
dos seus diâmetros : logo a superfície dc tronco de 
pyramide cónica recta, que tem as bases parallelas, 
he igual ao producto do lado do tronco , pela circum-
ferencia da secção feita a igual distancia das duas 
bases oppostas. lista proposição nos vai servir para a 
demonstração da seguinte. 

222. A superfície de uma esfera he igual ao pro-
ducto da circunferência de um dos seus círculos má-
ximos multiplicada pelo diâmetro. 

Imagine-se a semi-circurnferencia A K D (Fig . 
129.) dividida em. uma infinidade de arcos: sendo 
cada um destes arcos , como K L , infinitamente pe-
q u e n a , confundir-se-ha com a sua corda. 

Tiremos pelos extremos de KL as perpendicula-
res K E , LFaod iame t ro AD , e por I , meio de K L , 
ou d.i sua corda , tiremos I l I parallela a K E , ou L F , 
e o raio IC ; este raio será perpendicular sobre KL 
(52) : e tiremos em fim KM perpendicular sobre I I I , 
ou LF. Se se concebe } que a semi-circumferencia A K D 
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pryra em roda de AD , gerará a superfície da esfera, e 
cada um dos seus arcos KL gerará a superfície de uma 
pyramide cónica t runcada , que será tim elemento da 
cia esfera : vamos mostrar que a superfície desta pyra-
mide cónica t runcada lie igual ao producto de K M , 
ou E F , multiplicado peta circumferencia , cujo raio 
lie I C , ou A C . 

O triangulo K M L Le similhante ao triângulo 
I t i C , pois que estes, dous triângulos tem os lados per-
pendiculares um ao ou t ro , supposto o que acabámos de 
construir. Logo destes triângulos similhantes tiramos 
esta proporção; K L : KM : : IC : I H , ou , visto que 
(136) as circumferencias são enfre si como os seus 
raios, KL : KM : : circ. IC : circ. IH ( a ) : logo, 
(Arith. 178.) como em toda a proporção o producto 
dos extremos he igual ao producto dos meios, K L , 
X circ. IH he igual a KM X circ. IC , ou , o que vem 
a ser o mesmo, igual a EF X circ. A C . Mas (221) o 
primeiro producto exprime a superfície da pyramide 
cónica truncada gerada por K L : logo esta pyramide 
cónica' t runcada he igual a EF X circ, A C , isto h e , 
ao jjioducto da sua altura EF pela circumferencia do 
circulo máximo da esfera. E como em outro qualquer 
srco se demonstraria o mesmo, e pelo mesmo modo , 
devemos concluir, que a somma de todas as pequenas 
pyramides cónicas t runcadas , que compoem a super-
fície da esfera, he.igual á circumferencia de um dos 
circuios máximos multiplicada pela somma das alturas 
destas pyramides cónicas truncadas , a qual somma 
forma evidentemente o diâmetro, Logo a superfície 
da esfera he igual á circumferencia de um dos seus 
circuios máximos multiplicada pelo diâmetro. 

223. Se se imagina um cylindro (Fig . 130.) , 
que cerque a esfera, tocando-a por toda a parte , e 
que tenha por altura o diâmetro desta esfera , isto 
he, coneebendo-se um cylindro circumscrito á esfera , 
póde-se concluir, que a superfície da esfera he igual 
a superfície convexa do cylindro circumscrito. Por-

( " ) E n t e n d e m o s por estas e x p r e s s õ e s , c i r c . IC , c i r c . i l l , a e i r e u m f e » 
rencu CujQ n j 0 Jic a tirçumfcrcncii cujo raio he IH1 
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que (217) a superfície deste cylindro be igual ao pro-
ducto da circumferencia da base multiplicada pela 
a l t u r a ; mas a circumferencia da base he a mesma de 
um circulo máximo da esfera, e a altura be igual ao 
diâmetro : logo , etc. 

224. E porque para ter a circumferencia de um 
circulo (151) , lie necessário multiplicar a circumfe-
rencia por metade do ra io , ou quarto do diâmetro ; 
e para ter a superfície da esfera, lie necessário multi-
plicar a circumferencia pelo diâmetro , devemos dizer , 
que a superfície da esfera he quadrupla da superfície 
de um dos seus círculos máximos. 

225. A demons t ração , que acabámos de dar da 
medição da superfície da esfera , prova igualmente , 
que para ter a superfície convexa do segmento esferi-
c o , que geraria o arco AL (Fig . 131 . )gyrando á roda 
do seu diâmetro AB , será necessário multiplicar a 
circumferencia do circulo maxitno da esfera pela altura 
AI deste segmento : e que para ter a de uma porção 
da esfera comprehendida entre dous planos parallelos, 
quaes »ão L K M , N I i P , lie similhantemente nêcessa-
rk> multiplicar a circumferencia de um circulo máximo 
da esfera pela al tura IO desta porção da esfera ; por-
que estas superfícies se podem , como fizemos na esfe-
ra in te i ra , considerar compostas de infinitas pyrami-
des cónicas t runcadas , cada uma das quaes he igual 
ao producto da sua altura pela circumferencia de um 
çirculo máximo da esfera. 

22G. E dous sólidos, cujas superfícies se intentão 
ç o m p a r a r , são terminados por planos dissimilhantes , 
e irregulares, o único pa r t ido , que se deve abraçar 
para achar a razão das suas superfícies , he calcular 
separadamente a superfície de cada um delles na mesma 
especie de med ida , e depois comparar o numero das 
medidas de uma ao numero de medidas da outra , isto 
l ie , o numero de pés quadrados , por exemplo , de 
Mma ao numero de pés quadrados da ou t ra . 

Da razão das superfícies dos Sólidos. 
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227. As superfícies dos prismas , não contando as 
bases oppostas, são entre si covio os productos do com-
primento destes prismas, pelo contorno da secção fei-
ta perpendicularmente a este comprimento. 

Porque estas superfícies são iguaes a estes pro» 
duetos (215). 

£28. Logo se os comprimentos forem iguaes, as 
superfícies dos prismas serão entre si, como o contorno 
da secção feita perpendicularmente ao comprimento de 
cada um. 

Porque a razão dos productos do comprimento 
pelo contorno desta secção não m u d a r á , t irando em 
cada um destes productos o comprimento, que lie 
factor commum. 

229. Logo as superfícies dos prismas rectos, ou 
dos cylindros rectos de igual altura, são entre si como 
os contornos das bases, qualquer que alias seja a figu-
ra destas bases. 

Pelo contrario se os contornos das bases são os 
mesmos, e differentes as alturas, serão estas superfí-
cies entre si corno as alturas. 

230. As superfícies das pyramides cónicas rectas 
são entre si como os productos dos lados destas pyra-
mides cónicas pelas circumferencias das bases, ou pelos 
raios, ou pelos diâmetros destas bases. 

Porque sendo cada uma das superfícies igual ao 
producto da circumferencia da base por metade do 
lado da pyramide cónica (219) , devem ser entre si 
como estes productos, e consequentemente como os 
dobros dos mesmos productos. Além disso como as 
circumferencias tem entre si a mesma razão dos seus 
raios, ou dos seus diâmetros , póde-se substituir nestes 
productos (99) a razão dos raios , ou a dos diâmetros 
á das circumferencias. 

231. As superfícies dos sólidos similhantes são en-
tre si como os quadrados das suas linhas homologas. 

Porque se compõem de planos similhantes, cujas 
superfícies são entre si , como os quadrados dos seus 
lados , ou linhas homologas, as quaes linhas são tam-
bém linhas homologas dos sólidos, e proporcionaes a 
quaosquer outras linhas homologas. 
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232. As superJicies de duas esferas são entre si, 
como os quadrados dos seus raios, ou diâmetros. Por-
que sendo a superfície da esfera quadrupla da do seu 
circulo máximo, as superfícies de duas esferas devem 
ser entre si como o quádruplo de seus círculos máxi-
mos , ou simplesmente como os seus círculos máxi-
m o s , isto he(162) , como os quadrados dos raios, ou 
diâmetros. 

Da solidez dos Prismas. 

233. JT Ara firmar a idea do que se deve en-
tender por solidez de um corpo, convém imaginar 
uma porção de extensão , de qualquer fórma que 
se quizer, da fórina de um c u b o , por exemplo, mas 
de infinitamente pequeno comprimento, l a rgura , e 
profundidade , e imaginar também a capacidade do 
corpo inteiramente cheia de taes cubos, a que cha-
maremos pontos sólidos. O total destes pontos fórma 
o a que chamamos solidez de um corpo. 

234. Dous prismas, ou dous cylindros, ou um• 
prisma, e um cylindro da yiestria base, e da mesma 
altura , ou de bases e alturas iguaes , tem igual soli-
dez, quaesquer que alias sejao as Jiguras das bases. 

Porque se estes corpos se imaginarem cortados 
por planos parallelos ás suas bases em laminas infini-
tamente delgadas, e de grossura igual ádos pontos só-
l idos, de que estes corpos se podem imaginar cheios, 
be visivel, que sendo cada secção em cada um igual á 
base (204), o numero dos pontes sólidos , de que cada 
lamina for composta, será o mesmo por toda pa r t e , 
e igual ao numero dos pontos sobre a superfície da 
base ; e como se suppõe a mesma altura em ambos 
os sólidos, cada um delles terá igual numero de lami-
nas : logo conteráõ no seu todo o mesmo numero de 
pontos sólidos: logo são iguaes em solidez. 
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Da medição da solidei, dos prismas e cylindros. 

235. Consideração dos pontos sólidos , de 
que acabamos de fazer uso, he principalmente util , 
quando, para demonstrar a igualdade de dous sólidos, 
nosvemos obrigados a considerar estes sólidos nos seus 
mesmos elementos, decompondo-os em laminas infini-
tamente delgadas. Aindatornaremos a ter occasiãode 
os considerar deste modo. Porém quando se quer me-
dir a capacidade, ou solidez dos corpos para os usos 
ordinários, não se consegue isto procurando avaliar 
o numero de pontos sólidos, que elles contém ; pois 
facilmente se concebe , que em qualquer corpo que 
s e j a , ha infinitos destes pontos. 

Que he pois o que , propriamente fa l lando, se 
f az , quando se mede a solidez de uin corpo ? Proeu-
ra-se determinar quantas vezes contém em si o corpo , 
de que se t r a t a , outro corpo conhecido. Querendo-
se, por exemplo , medir o parallelipipedo rectângulo 
A B C D E F G H (Fig. 132.J, o objecto disto he conhe-
cer , quantas vezes contém este parallelipipedo cubos 
taes , como he o cubo conhecido x. A solidez dos 
corpos ordinariamente se avalia em medidas cubicas. 

Pa ra conhecer a solidez do parallelipipedo rectângu-
lo A B C D E F G H , he necessário indagar quantas partes 
quadradas , como efgh, contém a sua base E F G H ; 
buscar similhantemente quantas vezes a altura AH 
contém a altura ah j e multiplicando o numero de 
partes quadradas de E F G H pelo numero de partes 
de AH , o producto representará quantos cubos , taes 
como x , contém o parallelipipedo proposto, isto h e , 
quantos pés cúbicos, ou pollegadas cubicas contém 
etc. ; conforme se o lado ab do cubo x he de um p é , 
ou de uma pollegada. 

Yê-se com effeito, que na superfície E F G H se 
podem accommodar tantos cubos iguaes a x, quantos 
quadrados , como efgh , cabem na base E F G H . To-
dos estes cubos formaráõ um parallelipipedo , cuja 
altura HL será igual á ah: ora he evidente, que no 
sólido A B C D E F G H -se podem accommodar tantos 

1 4 
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parallelipipedos, como este, quantas vezes a altura 
HL he contida na altura AH ; logodeve-se repetir este 
parallelipipedo, ou este numero de cubos arrumados 
sobre E F G H , tantas vezes, quantas são as partes de 
AH : ou , visto que o numero destes cubos he o mesmo, 
que o numero dos quadrados contidos na base , de-
ve-se multiplicar o numero dos quadrados contidos na 
base pelo numero das partes da a l tu ra , e este produ-
cto representará o numero dos cubos, que se contem 
no parallelipipedo proposto. 

236. Visto ficar demonstrado ( 2 3 1 ) , que os pris-
mas de iguaes bases , e iguaes a l turas , são iguaes em 
solidez, segue-se desta proposição, e do que acaba-
mos de dizer , que para ter o numero de medidas cu-
bicas, que conte'm qualquer prisma A C E G I K B D F H 
(Fig. 118.) , será necessário avaliar a sua base K B D F H 
em medidas quadradas , e a sua altura LM em partes 
iguaes ao lado do cubo , que se toma por med ida , e 
multiplicar depois o numero de medidas quadradas , 
que se achar na base, pelo numero de medidas linea-
res da a l t u r a , o que se exprime geralmente, dizendo: 
A solidez de qualquer prisma he igual ao producto da 
superfície da base pela altura deste prisma. 

Devemos com tudo fazer neste lugar a mesma 
reflexão que fizemos, quando tratámos das superfícies 
(145). Assim como não se pôde rigorosamente dizer 
en t ão , que uma linha se multiplica por uma l inha , 
menos se pôde dizer , que se multiplica uma superfície 
por uma linha. Pelo que acabamos demos t r a r , s evè , 
que um sólido (cujo numero de cubos he o mesmo do 
daquelles quadrados da base) se repete tantas vezes, 
quantas vezes a sua altura he comprehendida na do 
sólido to ta l , isto h e , tantas vezes, quantas elle s* 
contém no sólido, que se pretende medir. 

237. Do que fica dito , concluamos, que para ter 
a solidez de um cylindro recto , ou obliquo he neces-
sário similhantemente multiplicar a superfície da sua 
base pela altura deste cylindro j pois que um cylindro 
he igual a um prisma da mesma base, c altura do 
cylindro (231). 
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Da solidez das pyramides. 

238. I ^ E c o r d e m o s neste lugar o que deixámos 
dito (201), applieando-o ás pyramides , e concluire-
mos, que se duas pyramides 1 A B C D F , I K L M (Fig . 
115.) da mesma altura se cortão pelo mesmo plano 
ge parallelo ao plano das suas bases ( o ) , as secções 
abedf, klm serão entre si na mesma razão das bases 
AbCdf , K L M , e consequentemente serão iguaes, 
se as bases forem iguaes. Se estas pyramides se con-
cebem de novo cortadas por um plano parallelo ao 
plano ge, e infinitamente proximo a este, vemos 
que as duas laminas sólidas compreliendidas entre os 
dous planos infinitamente visinhos, devem também 
estar entre si na razão das bases, porque o numero 
de pontos sólidos, necessários para encher estas duas 
laminas de igual grossura , só pôde depender da gran-
deza das secções correspondentes. Isto supposto, como 
as duas pyramides tem a mesma altura , não se pôde 
conceber maior numero de laminas em u m a , do que 
na ou t r a ; e tendo sempre as laminas correspondentes 
entre si a mesma razão das bases , o total destas la-
minas , e consequentemente as solidezes das pyrami-
des serão entre si como as bases. Logo a solidez de 
duas pyramides da mesma altura he a de uma para a 
da outra, na mesma razão, que tem entre si as bases 
destas pyramides j e por consequência , as pyramides 
de bases iguaes, e de iguaes alturas, tem igual soli-
dez , qualquer que seja a differença, que alias tenha 
a figura das suas bases. 

Medição da solidez das pyramides. 

239. I ^ O r quanto medir um corpo não he outra 
cousa mais , do que buscar quantas vezes elle contém 
outro corpo conhecido; ou geralmente fal lando, he 
b iscar qual he a sua razão para outro corpo conhe-
cido, para medir as pyramides , não se t rata mais do 

M Suppomos, para maior simpjicidade, que o vertice Seja commum , 
»»» baie» cMejão jobre um intimo plauo G E . 

14. 
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que de achar a razão, que ellas lem com 03 prismas, 
que he o que vamos estabelecer na seguinte proposi-
ção. 

240. Qualquer pyramide he a te rça parte do pris-
ma da mesma base e altura da pyramide. 

Reduz-se a demonstração desta proposição a 
most rar , que uma pyramide triangular he o terço de 
um prisma t r iangular , que tenha a mesma base, e 
a mesma altura da pyramide ; porque um prisma se 
pôde sempre imaginar como composto de tantos pris-
mas tr iangulares, e uma pyramide como composta 
de tantas pyramides tr iangulares, quantos triângulos 
se podem imaginar no polygono, que serve de base 
a u m , e á outra. Veja-se a Fig. 118. 

Convencer-nos-hemos da verdade da proposição 
a respeito da pyramide triangular pelo modo seguinte. 
Seja A B C D E F (Fig. 133.) um prisma t r iangular : 
imaginem-se tiradas pelas faces C E , AE deste prisma 
as duas diagonaes BD , B F , eque por estas diagonaes 
se conduz um plano B D F ; este plano cortará do 
prisma uma pyramide da mesma base e altura do pris-
ma , pois que tem o seu vertice em B na base supe-
r ior , e tem por base a mesma base inferior D E F do 
prisma : esta pyramide se vê separada na Fig. 134 . , 
e a Fig . 135. representa o que resta do prisma. 

Pode-se considerar este resto como voltado , ou 
deitado sobre a face A D F C , e vemos que fica uma 
pyramide quadrangular , que tem por base o paral-
lelogramo A D F C , e por vertice o ponto B: logo se 
se concebe na base A D F C tirada a diagonal C D , 
poder-se-ha considerar, que a pyramide total A D F C B 
se compõe de duas pyramides triangulares A D C B , 
C F D B , que tem por bases os dous triângulos iguaes 
A C D , C D F , e o vertice commum em B, equecon-
sequentemente são iguaes(238). O r a u m a destas duas 
pyramides, a saber, a pyramide A D C B pôde imagi-
nar-se , como tendo por base o triangulo A B C , isto 
h e , a base superior do pr i sma, e tendo o vertice no 
ponto D ,que está na base inferior: logoesta pyramide 
he igual á pyramide D E F B (Fig. 134 . ) , pois tem 
igual base, e a mesma altura que ella: logo as tres 
pyrauudes D E F B , A D C B , C F D B são iguaes entre 

. 
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