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Qu'est au fond la Théorie des Détermimants? Clest
une Algébre an dessus de I'Algébre, un caleul qui nous
mel & méme de combiner et de prédire les résultats des
opérations algébriques, de la méme maniére que I'Al-
gibre nous permet de nous dizpenser de 'exécution des
opérations particulitres de I'Arithmétique.

SYLVESTER.

La Science des Délerminants est 'un des instrumenls
les plus puissants que I'Analyse metle i la disposition
des Géombtres.

L'importance des Délerminants se manifeste par des
progrés incessants; elle est partoul proclamée, dans les
Journaux scientifiques comme dans les Mémoires el les
Cours publics.

Doston.
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A importancia notavel da Theoria dos Determinantes, que recentemente ta-
manho desenvolvimento tem experimentado, da a razio da preferencia que démos
a esle assumpto para objecto d'esta publicacio.

Esta fecunda theoria simplifica os methodos, generalisa as formulas e da-lhes
uma expressdo figurada e concisa que muito facilita o caleulo. D'ahi a sua ap-
plicagiio efficaz 4 Theoria dos Numeros, 4 das Equagdes, a4 Analyse em geral,
a4 Geometria e & Mecanica.

Desde o principio d’este seculo tem sido incessante e rapido o seu progresso.
0s mais profundos analystas lhe tém prestado a sua atlengio, e conlinuamente
publicado novos trabalhos sobre este interessante ramo da Analyse e suas nu-
merosas applicagses.

A Theoria dos Determinantes é ja professada nas escholas de muitos paizes,
nomeadamente da Allemanha, da Inglaterra, da ltalia e da Franga; e em toda
a parte se proclama a sua importancia, e reconhece a vantagem da sua intro-
ducgdo no ensino publico.

Remonta a LEmNiTz a origem dos Determinantes.

Propondo-se em 1639 resolver duas equagdes lineares enire duas variaveis
€ tres enlre tres variaveis, chegou este sabio, pela eliminagio d'eslas, a resul-
tados em que nolou cerla symelria ou lei de formagdo. Era a lei de formagio




dos Determinantes, que em 1750 CranER de novo achou e confirmou, e mais
tarde Bezout generalisou para um numero qualquer de equagoes.

Alzuns annos depois LAPLACE, VANDERMONDE € LAGRANGE descobriram muitas
propriedades dos Determinantes.

No principio d’este seculo Gavss, BiNer e Cavcny successivamenle demons-
traram novas propriedades dos Determinantes, e com a sua applicagio obtive-
ram em calculos longos e complicados admiravel rapidez e simplicidade.

Mais recentemente, desde 1841, epocha em que Jacosr publicou o primeiro
tratado sobre Determinantes, sabios analystas, entre os quaes sobresahem M.
CAYLEY, SYLVESTER, lEssE, Boncuarnt, MALMSTEIN, JOACHIMSTHAL, 1ém des-
envolvido extraordinariamente este poderoso instrumento da Analyse, descobrindo
novas propriedades, ¢ muitas e interessanles applicagdes dos Determinanles a
Algebra, & Trigonometria, & Geomelria e 4 Mecanica.

Modernamente M. Hermite, dedicando-se a este novo ramo da Sciencia al-
gebrica, tem concorrido poderosamente para o seu desenvolvimento com as suas
profundas investigagoes sobre a Theoria dos Numeros e a las Funcgoes.

M. Sarmox, tomando por base a Theoria dos Determinantes e fazendo d'ella
curiosas e variadas applicagdes 4 Algebra e & Geomelria, redigiu de um modo
novo as suas Ligdes de Algebra superior e os seus Tratados de Geometria ana-
Iylica, que mais aperlaram os lagos, ja estreilos, que_prendiam a Analyse &
Geomelria.




Finalmente M. Doston, publicando, sobre a Theoria dos Determinanles e suas
applicacdes, um novo lratado, apreciavel pelo methodo e lucidez com que a
doulrina é exposla, acaba de conlribuir valiosamente para a propagacio d'esla
Sciencia.

Entre as numerosas e variadas applicagdes dos Determinantes distinguem-se,
pela sua importancia, as que dizem respeito 4 resolugio das equagdes lineares,
a eliminagdo, & formagdo e propriedades dos resultantes, dos discriminantes, das
funcedes que ndo sdo alteradas por uma transformagdo linear das variaveis
— 0s invarianles e covariantes.

Eis porque, para elucidagdo da Theoria, ¢ com o intuito de tornar patentes
as vanlagens do emprego dos Determinantes, faremos, apis a exposigio d'esta,
uma succinta applicagio dos Determinantes dquellas interessantes questdes da
Analyse.







PRIMEIRA PARTE,

THEORIA DOS DETERMINANTES.







CAPITULO L

PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES.

- E————

§ L. —Permutacdes ¢ inversaes.
1. Se livermos uma serie de n elementos, representados por uma letra
affectada d’'indices de grandeza crescenle
By, Ay, Bay Gqy oo Guy
ou por letras differentes em ordem alphabetica
g, bl

e 08 agruparmos n'uma ordem qualquer, resultard o que se chama uma dispo-
sigdo (») ou permutagdo; e é sabido que o numero de permulagdes differentes

Ay 0@y ... By Aally @y - - « Oy (1 ¢ S S

que com 08 n elementos ¢é possivel effectuar, é dado pela formula

(1) 1.2.3.4...n

it e it e P P P B e M A e A T A . . Pt P

(+) Houkw, Notions élém. sur les déterminants, 1871.




-

2. Paradormar methodicamente estas permutagdes tomam-se as dos dous
primeiros elementos a, e a,, que sio evidentemente

(2) Qyfly, Gyt ;

colloca-se o terceiro elemento a, seguidamente em cada um dos tres logares
a parlir da direita de cada uma d'estas permulacdes; e assim se oblém as
1.2.3=~6 permutagdes possiveis de tres elementos

(SJ @y 0yQy, 0030y, (3ly0y, Qa3 Gy, A3dsd,.

Faz-se depois percorrer ao quarto elemento «, todos os quatro logares de
cada uma d’estas ullimas permulagdes; assim a haremos as 1.2.3.4 =24 per-
mulagdes possiveis de quatro elementos

ﬂ[ﬂg”gﬂ.: Ay da @y dyy Qya,dgdy, H,i!iu,ﬂ,,,
a|a;1a\1ﬂ41 !‘I'ﬂaa‘ai.r t]'.ﬂ',;ﬂ'“ﬂ'g.l, Giﬂ:aaﬁ‘,,

e continuando assim formar-se-hiam todas as permutagdes de 5, 6, . . . n elementos.

8. Dada uma permutagio, denomina-se desarranjo (x) ou inversdo (##) todo
0 grupo binario constituido por um dos seus elementos seguido de qualquer
dos elementos seguintes de indice inferior ou de leira anterior.

Assim a permutagio

dy Gy @y 1y a5
contém seis inversdes
@y gy @glly, Qydy, (J'.Iﬁ‘,,: a,a;, a;qa;;
a permulagio
gaedce

encerra sele inversdes
ga, ge, gd, ge, ed, ec, de.

A . e, o A P P o i i AR . e e e e P A PP AP

() Houer, log. cit.
(==) Doston, Eléments de la théorie des déterminants, 1877.
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Todas as 1.2.3 ... n permutacies, que com n elementos podef formar-se,
foram por Cnamer divididas em duas classes: a primeira, a classe par ou posi-
tiva, comprehende todas as permulagdes pares, isto é, que contém um numero
par de inversdes; a segunda, a classe impar ou negativa, encerra todas as per-
mulagdes impares, quer dizer, em que ha um numero impar de inversdes.

Dizem-se entdo duas permutagdes da mesma paridade, quando sio ambas pares
ou ambas impares; e de paridade differente, quando uma é par e a outra impar.

4. Se n'uma permulacdo trocarmos entre si dous dos seus elementos, ella
mudard de paridade. Este theorema é o principio fundamental das inversdes.
Vamos demonstral-o.

Seja

AhBIC

a permutacdo dada, onde A representa a serie de elementos que precedem o
elemento A, B a serie de elementos comprehendidos entre h e I, e C os ele-
mentos seguintes a [l

Trocando os elementos h e I, dos quaes seja, por exemplo, ! 0 de mais
elevado indice, resulta a permutagio

AIBAC

Como o0s grupos A, B, C se conservaram fixos, nenhuma alteragdo experi-
mentou o numero de inversies de cada um d’elles em si, e dos tres entre si;
e como h e I, nio obstanle trocarem-se, ficaram ainda, como anteriormente,
antes de C e depois de A, tambem nio soffren alteragdo 0 numero de inversdes
produzidas entre h e [ e os elementos de A e C.

Resta pois s6 examinar o numero de inversdes causadas pela mudanga de
hB!l em [Bh.

Seja N o numero de elementos de B, entre os quaes ha, supponhamos, n
mais elevados que h, e n' mais elevados que /.

Nido considerando o numero de inversdes da serie B, vé-se que o grupo AB
conterd N —mn inverses, porque havendo em B n elementos mais elevados
que h, havera N—n menos elevados, os quaes junctos a A formardo outras
tantas N—mn inversdes. O grupo B! conterd ' inversdes, visto haver em B
n' elementos mais elevados que [, os quaes com ! dio outras tantas n’ inversdes.
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0 grupo /i B! contera por consequencia o numero

N—n+4n
de inversdes.

Examinemos agora o grupo (Bh.

0 grupo (B contém N—n' inversdes, visto que B encerra n' elementos de
ordem mais elevada que I, e portanto N—n' de ordem menos elevada. 0 grupo
Bk contém n inversdes, por ter B n elementos mais elevados que A, Além d'isso
ha o desarranjo (h.

Tera pois [Bh o numero

N—n/4n41
de inversdes.
A differenga dos numeros de inversdes nos dous casos sera

:t(N_nr_l_ﬂ_{_ ]J?(N—v—n-}-n'}:i ﬂ?[:ﬂ—-ﬂ'ij'l' 1,

numero este essencialmente impar.

Logo, se a primeira das duas permutacdes AABIC e AIBAC for par, a
segunda serd impar, e vice-versa; as dvas permulagdes tém pois differente
paridade e pertencem a classes differentes,

5. Dadas duas permwtacies quaesquer dos mesmos elementos, é possivel
transforimar-se wma na oulra por uma serie de mudancas reciprocas de dous
elementos conseculivos.

Tomem-se, com effeito, as duas permutagdes

gaedfhe,
dahgecf,
e vejamos como se passa da primeira para a segunda.
Como d deve occupar o primeiro logar, mudemos na primeira permutagiio

d com e, depois com @ e com g, 0 que dari

dgaefhe.
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Como a deve ter o segundo logar, mudemos nesta disposigio @ com g; vird
dagefhe.

Troquemos agora h com f, depois com ¢ e com g; leremos
dahgefe.

Resta trocar [ e e, e resullara
dahgecf,

que é a segunda permulagdo proposta.
Contando as mudancas que fizemos, achamos

34+143+1=8.

Ora por cada troca de dous elementos a permutagdo muda ‘e paridade (n.” §);
mudou pois de paridade oito vezes, um numero par: logo a segunda permuta-
¢do ficou com a mesma paridade da primeira.

Podemos concluir, em geral, que duwas permutacies perlencem d mesma
classe ow a classes differentes, conforme temos de empregar, para passar de
wma para @ outra, win nuwmero par ow wm nwmero impar de mudangas de
elementos conseculivos.

6. Se n'uma permulagio mudarmos o primeiro elemento para o ultimo
logar, teremos uma permulagdo circular.
Assim, se na disposi¢do de n elementos
bade ... egf,

collocarmos & em ultimo logar, resultara

ade ... egfh;

e aqueila disposigdo tera experimentado uma permulagdo cireular.
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Esta mudanga equivale a trocar b primeiro com a, depois com d, com ¢, etc.,
formando

abde..., adbe..., adeb..., ele.,
até b chegar ao ultimo logar; isto &, equivale a n — 1 mudangas de dous ele-
mentos consecutivos: logo wina disposicdo de n elementos, que experimenta wma
permulagdo circular, mudard ow ndo de classe, sequndo n— { for impar ou
par, ou, n'outros termos, segundo n for par ou impar.

7. Entre as 1.2.3...n permutagies possiveis de n elementos, o numero
das que pertencem d classe par ¢ egual ao numero das que pertencem d classe
impar.

Seja com efleito N o numero das permutagies pares, e N’ o das impares:
serd N+ N’ 0 numero total das permutagies.

Se em cada uma d'estas N + N/ permutagdes se mudarem entre si dous
quaesquer elementos & e I, reproduzir-se-hdo as mesmas N -+ N’ permutagdes.
Porque em primeiro logar o numero das novas permutagdes ¢ 0 mesmo nu-
mero 1.2.3...n, visto que o numero n dos elementos nio variou; e em se-
gundo logar as movas permutagdes sio differentes das primitivas, por terem
h e [ invertidos e differentes entre si, porque, se duas permutagdes primitivas
AhBIC e A'hB'IC differirem entre si na composicio dos grupos A,B,Ce A", B, C',
as novas disposicdes AIBAC e A'IB'AC differirio entre si na formagdo dos
mesmos grupos.

Em virtude da troca dos elementos 4 e I, as N permulagdes de classe par
se mudardo em N permutagdes de classe impar, e as N' de classe impar se mu-
dardo em N' permutagdes de classe par.

Serd pois

(4 N=N,

representando por N; o numero de permutacdes impares depois da mudanga de
h em L .

Mas as permutagdes, como vimos, ficam as mesmas em numero e constitui-
¢d@o: logo o numero das permulagdes impares, antes e depois da mudanca, é
0 mesmo, isto &,

N=N..




D'esta egualdade e de (4) resulta
N==N,

quer dizer, o numero total N4 N'=1.2.3...n das permutacdes divide-se em
1
dous numeros (1.2.3...n) equaes de permutacies de classe par e de classe

impar.

§ IL. —Definicdo ¢ notacio dos delerminantes.

8. (Consideremos n linhas horisontaes de n elementos cada uma, as quaes
a0 mesmo tempo formardo n linhas verticaes ou columnas de n elementos. Affe-
ctemos cada elemento de dous indices, um #nferior indicando a ordem de cada
linha horisontal, outro swuperior mostrando o logar de cada columna ou linka
vertical. Assim comporemos um quadro de n* elementos

1 : | a "
e G CO e R
alray s e
asiay a8l

LR I I R I

gl a; ad ..Xak:

O primeiro elemento da primeira linha horisontal, o segundo da segunda,
o terceiro da terceira, elc., até o ultimo a}, cada um com os dous indices eguaes,
constituem a diagonal do quadro.

Se em vez de indices superiores, marcando a ordem das columnas, empre
garmos n letras differentes, o quadro tomaré a férma

Posto isto, da-se 0 nome de determinante de um tal systema de n* elemen-
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tos 4 somma algebrica de todos os productos possiveis dos elementos n a n, to-

mando em cada products win so elemento de cada linha horisontal ¢ um s de

cada columna. E diz-se este determinante da ordem n, porque em cada pro-
“ducto entram n elementos.

Para formar todos estes productos, permutem-se de todas as maneiras pos-
giveis 0s n indices inferiores (n.” 2), conservando na sua ordem os superiores
ou as letras.

D'este modo se oblém os 1.2.3 ... n productos possiveis.

E em quanto ao signal, cada producto tera o signal + ou o signal —, con-
forme a disposi¢ao dos indices pertencer & classe par ou & classe impar.

Assim o producto a, by e, deve affectar-se do signal -, porque ndo encerra
inversdo alguma; o producto a,b,e,, contendo Ires desarranjos, 32, 31 e 21,
deve ter o signal —; o producto a,b,c,d,, contendo cinco desarranjos, 4 2,
43,41, 21, 31, deve tambem affectar-se do signal —.

Nio é todavia preciso contar as inversdes em cada produclo que se obtem.
Basta applicar o processo (n.” 2) para formar as permulagdes, e a cada lroca
de indices mudar o signal. Assim a,b,c;d,, ndo tendo inversdo, tem o si-
gnal +; a,b,c.d; o signal —, porque se trocaram 4 e 3, e, segundo o theo-
rema fundamental (n.° 4), se aquelle producto é par ou positivo, este serd ne-
gativo; a, b c,d, terd o signal -, porque em relagdo ao antecedente a, b, ¢, d,
houve troca de dous indices 4 e 2; a, b, cod, lerd o signal —, ete.

T

escrevendo o quadro de seus elementos entre duas linhas verlicaes.
Assim na notacdo de Lemwitz (x), de duplo indice, a mais usada em ma-
thematicas superiores, um determinante do grau n é representado por

|
i 9. Representa-se um determinante, que para o deante designaremos por 4,
|

al a af ... o}

Ji o} a ... 08

g ot a3 ... 0% |.

(+) Lemxirz, Ouvrages mathématiques, tomo 2.
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Esta notagio 6 tambem chamada de indices sobrepostos, para a distinguir
da seguinte, de indices conseculivos :

"
Oyy Qg Ayg sss t!,,.i
|
gy Mgy O3z +.. fa,
Ty y "F:L;\”:m sty |
X |

sar s sseswewFpiaeia |

”nl ., l"” L s e ”.u w |

Cavcny () e Jacos1 (++), designando os elementos de cada columna pela
mesma letra, representam o mesmo determinante por

E ﬂl bl f‘1 e fl i
| iy L'}g Cg oo f, |
| @y by c,...ili.

R R R

Gl L "..!

Simplifica-se algumas vezes a notagdo de Lemxirz supprimindo a letra a.
D'este modo escreve-se
(1,1) (1.2) ... (1,n)
(2,1) 2,2) ... (2n)

........... B e EaE e

Emprega-se tambem frequentemente a notagdo abreviada (##+)

stalalal...af ¢ Z3+a, b6 ...k

ou simplesmente
(alatal ...a) e (&, Ives ... ),

A A i et B = S i i e e i B B

(+) Cavcny, Journal de UEcole Polytechnique, 17.° cad.

(*=) Jacowi, De formatione et proprictatibus determinantivm, ¢ Journal de Crelle, 1. 13.

{+»+) BavTzER, Théorie et application des déterminants, 1861 ; — SaLyon, Lecons d’Algébre
supérieure, 1868,
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formada pelo producto dos elementos da diagonal, e na qual os indices devem
ser permutados de todas as maneiras possiveis, e cada producto ter o signal 4
ou —, segundo a sua paridade (n.” 8).

VANDERMOND! (#) representa um delerminante collocando a serie dos indices
superiores por cima dos inferiores. D'este modo o symbolo d'aquelle determi-
nante &

[ 4]

e
o]

ou simplesmente

No decurso d'este trabalho empregaremos umas e outras, segundo as con-
veniencias do calculo.

10. Para compor o determinante de 2.* ordem

s, by |
b ]

! ay by |

formam-se com 1 e 2 as permutagdes possiveis (n.° 2) 12, 21, e ddo-se as le-
tras a e b estes numeros por indices, affectando o primeiro resultado a, b,, que
ndo contem inversdo, do signal 4, e o segundo, que encerra uma inversio,
do signal —.

Assim temos

i, b

L] !

by

| =%+ aby=—0a,b, — a.b,.

| @

Para formar o de 3.* ordem

{«) VANDERMONDI, Hisloire de P'Académie de Paris, 1. 2.




toma-se o de 2.*

ity by — a by

e 4 direita de cada um d’estes termos escreve-se o ultimo elemento ¢, 0 que
produzira os dous termos

tybycy, — aghcy,

que conservario 0s mesmos signaes, por isso que, sendo 3 maior que 1 e 2,
ndo se allerou o numero das inversdes ja existentes em cada um dos termos
aby, —a,b,.

Fazendo depois, conforme ao processo (n.” 2) para obler as permutagies, ca-
minhar o indice 3 da direita para a esquerda de modo que occupe seguidamente
03 dois reslanles logares, e mudando o signal do termo a cada passagem em
virtude do principio fundamental ou do que dissemos em o n.” 8, resultardo
mais quatro termos, que com os dois formardo o determinante de 3.* ordem

ay .:J'I’L_ €

gy \{ﬂ: =3 + a,byty=a,byes— a,byey ~+ asbyey — asbiey 4 agbe, — a by, .

Similhantemente, tomando os productos do determinante de 3.* ordem

tybyey —abyey ... 3
e fazendo percorrer todos 0s quatro logares da dircita para a esquerda ao ele-
mento d,, mudando o signal a cada passagem, formaremos o determinante de
4.* ordem
abatydy — byt ey 4 a,byegtl, — a by cod,y
f, d, — tybyegdy -+ abaegly — abiegdy - abyeqdy
a tly tbicad; — adyeuds - abeds— a bae.d.
' g UL USRS i S T,
iy by 3ty — aubyyily - adbeds; — abe,d, -+ ahae,d,
iy dy I dsbyeney — aghye d, - byl — a by,

| — Wbgerd, + asbyed, — aybiced, + abyced, ;

assim para os delerminantes de 5. 6.%, ... ordem.
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; 0 primeiro termo
) -
:r Gy byCady.e., O0 GLATAIAE < ooy

producto de todos os elementos da diagonal, denomina-se termo principal; ¢
_ tanto a serie de indices inferiores, ccmo a das letras ou indices superiores, nao
‘ contém neste termo inversdo alguma, pelo que pertencem & classe par.
Dous elementos chamam-se conjugados, quando, occupando um d'elles uma

1- certa posigio n'uma linha horisontal, o outro occupa a mesma posi¢io na co-
lumna correspondente da mesma ordem. =

Assim, nos determinantes acima, b, e a, ou ¢, € @, ou d, ¢ & sdo elemen-
tos conjugados.

Quando os elementos conjugados sdo eguaes, o delerminante diz-se syme-
trico. Tal é o determinante do 3.° grau

L]

la h g
lhaf.
lg . o

| 11. Em geral, dado um determinante de grau n ou de n* elemenlos, po-
; deremos por meio d’elle formar o determinante de grau n+ 1, ou de (n+41)°
elementos.
Seja
T . & b ... "!i

]
li 3 lél L

um termo qualquer do determinante de grau n, sendo =+ 1.
iserevendo em seguida a este lermo um novo elemento m; yv 9 numero

de inversdes ndo serd alterado, pois que o seu indice é superior a lodos 0s an-
lecedentes, € 0 novo lermo

s i b veke VR
1 | L 1;| 1-+F

deverd ter /=2, e pertencerd 4 mesma classe que T.
Fagamos agora passar successivamente o indice n 41 do ultimo logar ao
primeiro, por uma serie de mutuas trocas de dous indices conseculivos.
Como sdo n - 1 os logares, obteremos n -~ 1 lermos, que deverdo ter aller-
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nadamente os signaes -+ e —, por isso que a cada mudanga de indices aquella
permutagdo muda de classe. Praticando o mesmo em todos os 1.2.3...n tler-
mos do determinante de grau n, formaremos os 1.2.3...n(n--1) termos do
determinante de grau n - 1.

§ III. — Transformacio dos deferminantes.

~12. Ndo se altera wm determinante, quando as linhas hovisontaes se mu-
dam em verticaes da mesma ordem, e reciprocamente.
Com efleito os dous determinantes

a U.uln 1 1 .I 4 i

B ae s oo &6 sw s R R R A

] i 3 "
L, 05 8 awn @y 43 a3 ... Oy

dos quaes um tem por linhas horisoniaes as linhas verticaes do outro, sao iden-
ticos, porque, sendo o primeiro delerminante a somma

¥tato...a

de todos os productos que se oblém permutando de todas as maneiras possiveis
0s n primeiros numerocs inteiros 1,2.3. . .n, qualquer producto

{ & 3 "
Oy 0y Oy ... Oy

do segundo determinante necessariamente fard parte dos productos do primeiro,
pois que a permutagdo dos seus indices,

e 8
sera uma das permulagdes possiveis dos indices 1,2, 3. ..n do primeiro deter-
minante. E, sendo os termos eguaes, a paridade dos indices e por tanlo os si-
gnaes serdo tambem os mesmos.
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0s dous determinantes A e A', sendo pois constituidos por termos respecliva-
mente eguaes e affectados dos mesmos signaes, serdo identicos.
Assim é

| @@ o |dt-ab |
1 .3 g g |3
| @a Cg | &y as i
a, b e | |n: ay @y -4 1
fly IFJI.! C3 =; IJ! ""E h:l u d
t; by e ! Gy G (g ‘ -

\ : -

13. Se permutarmos duas linhas horisontaes ow duas columnas, o deter-
minante mudard de signal, conservando o mesmo valor,

Mudemos com effeito entre si, n'um determinanie

Ll ey wr o]
|-‘r_ e S

A=| ~ - =3t abko ... L,

{t, bu Cy wos ',u.

duas linhas parallelas, o que equivale a trocar em cada termo do delerminante
0s indices correspondentes a estas linhas.
Seja n'este delerminante
G DG

um termo qualquer, que em o novo determinante A' se tornard

4 N T

onde 0s indices r e ¢ se acham permutados.

Como o determinante dado encerra todas as permutagdes possiveis dos in-
dices r, 8, ¢ ..., elle conterd tambem, abstrahindo do signal, este ullimo termo;
e sendo r, s, ¢t... e ¢t s r... permulagdes de differente paridade, aquelles
lermos terdo signaes conlrarios.

Assim pois os termos do novo delerminante A' serio eguaes e de signaes
conlrarios aos do delerminanle dado 4; isto é, o determinante conserva o
mesmo valor absoluto, mas muda de signal,
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D’este modo &
a b e Fowr 0 ey b, d, & [
ay by co|l=—\a, b ¢, |=—|b a;, ¢ =< b a e
ay by ol dy by o, Y by a3 o
e

ol all ot oy 0y 4 eial

a5 a3 .03 ... 0 as al o} ... a

s oS i R

a” o al a” o al oo

14. Pois que a mudanga reciproca de duas linhas horisontaes ou verlicaes
faz que o determinante mude de signal, ou, n’oulros termos, que elle seja mul-
tiplicado por — 1, se fizermos m mudangas de duas linhas horisontaes e n de
duas columnas, o determinante sera multiplicado por

g

E, se fizermos a permutagdo circular dos n indices d’'um determinante, isso
equivale a n — | mudangas dos indices dous a dous, ou a mulliplicar o deter-
minanle por

{:_ 1)'—'1

e este mudard ou ndao de signal segundo n for par ou impar.

Assim é
(T o e G OF a...8 @
o af .., a0 (= 1) as .. O3 o persvasaene)
e e T 0y v O G .
i Oy el A ol - G o, 0L

15. Mudar as diagonaes d'wm delerminante é dispor as linhas horisontaes
ou verlicaes de modo que a segunda diagonal (aquella que vai do verlice su-
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b

perior direito ao vertice inferior esquerdo) occupe o logar da primeira e vice-
versa.

Para mudar as diagonaes d'um delerminante, permutam-se as linhas hori-
sontaes ow as columnas extremas, assim como as linhas ou as columnas equi-
distantes das extremas. E como cada permulagio de duas linhas ou de duas co-
lumnas entre si faz que o determinante mude de signal (n.° 13), segue-se que '
o determinante que resulta da mudanga das diagonaes mudard ow ndo de si-
gnal, segundo se fizer wm nwmero impar ou wm numero par de mudangas de
linhas ow columnas enire si; n'oulros lermos, segundo for impar ou par o
maior nwmero inteiro condido na metade do graw n.

Operando assim, sera

a, b e a; by Cy | IE'1 b a
(g E‘.’, Cy | = =— | fly hi l"i|=— Cg l{h ”i]}

Ca

g

iy

LY IF);E f'_e‘ f{“ !‘l‘* b: {“i ﬂ‘i I ﬂf:| Cy b;. 19
| l'u"; Gy 1'1." iy

|ay by ¢ dy gDy B

18. Para transformar um determinanie, sem allerar o sew valor, de modo
que um elemento qualquer ay seja o sew primeiro elemento, lransporta-se suc-
cessivamente d primeira ordem cada wma das duas linhas horisontal ¢ vertical
que se crusam segundo «,, e mulliplica-se depois o determinante por (—1)".

Com effeito, pertencendo o elemento «) & linha vertical de ordem m e &
horisontal de ordem n, passemos para a primeira ordem a columna de ordem
m, para o que (n.° 14) leremos de mulliplicar o determinante por

(PP

Transportc-se depois tambem para a primeira ordem a linha horisontal de
ordem n, para o que mulliplicaremos o determinante por

(_ l"lrr—l'
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’

D'este modo o elemento em questdo e se achard o primeiro do determi-
nante, e este se tera mulliplicado por

(— 1y

—gt i
(=), (—1) —4 =1y

1%

Assim, querendo que no seguinte delerminante o primeiro clemento seja aj,
faremos
ai o af a} a| ai ai a a! &
& ol adab at ay ‘af o af o
i al ayladiad af ol a ar.
1

af ol a¥ al a} a o' a3 o o

o g R a o ai ai al al al
Se for m=mn, o elemenlo a=a} perlence & diagonal, e passa a ser o
primeiro termo do determinante sem lhe mudar o signal, por ser entio

(—1)*=+1.

17. Um determinante ndo se altera, quando se mudam wm no oulro os
dous indices de cada elemenio,

Sejam
(1) T e

(2) rsf...

duas quaesquer permulagdes dos indices 1,2,3 ...n, e «,2' 03 signaes indi-
cativos da sua paridade.
Se no determinante
al al
a: a}
(3)

al al

0s indices superiores tomarem a disposigio (1), o determinante serd (n.° 1)

e
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multiplicado por um factor «; e, se depois os indices inferiores tomarem a dis-
posigdo (2), o determinante sera ainda multiplicado por «'. 0 determinante (3)

gerd pois egual ao transformado

|t!§
i

, | af
x|
| af

;]

(4

] ¥
r ”r
A
.

a}

[

i,

a

(i

Se tivessemos dado primeiro aos indices inferiores a disposigio (1) e depois
aos superiores a disposi¢do (2), leriamos de mulliplicar o determinante (3) por
aa/, de modo que o delerminante (3) pode ainda tomar a férma

i 1)
fF? {iv
&

............

(6) oo

Temos pois (3) = (4)==(6), ou

'
al

...........

onde se vé que os dous indices de cada elemento se mudaram sem que o valor

do determinante se allerasse.




E, por exemplo,

i a 1 1
al af af| a; o ai

| | |

al af af| =|a a a
| : . ;

a & a| |lad o all

318. Se duas linhas ou duas columnas se tornam identicas, o determi-
nante redus-se a zero.
Se, com effeito, permutarmos estas duas linhas ou columnas, o determinante
mudara de signal (n.” 13), tornando-se — A; mas por outro lado a permutagio
de duas linhas identicas em nada pode alterar o determinante: logo sera

A=—A ou 2A=0,

d’onde
A=10,
Temos, por exemplo,
ay ai al
ay b ay ‘ al al a
s by ay |=0, ay o a3 | == 0.
ity by ay | -----------
al al. as |

419. Se multiplicarmos ow dividirmos por um factor os elementos d'wmma
linha ow d'uma columna d'um determinante, este ficard multiplicado ou divi-
dido por esse factor.

Com efleito o determinante
1

)
@ Oy «.. 0O

pa, par ... pa} =3 tai03...pa...a},

no qual todos os termos da linha de ordem A de A se acham multiplicados por
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p, tem em cada um dos seus termos um elemento d'esta linha, e por conseguinte
o factor p, que pode tirar-se para fora do determinante, resultando

...........

0 que prova a primeira parte do theorema.

e 1 :
E similhantemente, se o factor fosse ri resultaria

al a3 ] | a3 .8t ... af
¢ 1 . ! l . 4
| =t —a} —ay |=—/|al! a} ay | =—,
| 9 1 q 1 q
Il ------- "8 s ese | | SBEsEEBsEeEs
" 1
| & o ol | a; a ay

0 que demonstra a segunda parte.

20. A proposigio precedente mostra que podemos, sem alterar o valor
d'um determinante, supprimir um factor commum a todos os elementos d'uma
linha ou columna, com lanio que o determinante se multiplique por esse fa-
clor; e tambem multiplicar todos os elementos d'wma linha ow columna por
um [actor, comtanto que o determinante se divida por esse faclor,

D’este modo é

pa, pb, pe, py, b e a b
ag by c|=|pay by ¢ |=p|ay b o],
. day by 6 piay by ¢y | as by o
3 —5 —8 i 9 —15 —24
—6 2 §|=—| —6 2 4

3
b s 4% AR
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Se o factor for — 1, serd

]ﬁnl . A e s i——n: frf...n";|
‘ as s as | ai af ... of —al aiial]
= == ’

lllllllllllllllll - @ % & 8 & & " s 8w - . LR A B O O |
‘ al e al . R ‘ —al al ... a} \

d’onde se conclue que, se mudarmos os signaes a todos os elementos d'wma li-
nha ou columna, o determinante mudard de signal.
Assim teremos

s 5—3I 1 5 —8| { 5 8
|2 =8 8im 2 3. —8@ =‘23[>,
§rapeie Ul e BT i b e

mudando no primeiro determinante os signaes da segunda linha horisontal, e no
segundo os signaes da terceira columna.

Se o factor for zero, isto &, se se annullarem os elementos d'uma linha ou
columna, o determinante serd nullo.

21. 0 mesmo principio da-nos o meio de simplificar um delerminante em
alguns casos.
Tratemos, por exemplo, de simplificar o determinante de 4.* ordem

bed @& a* o®|

eda b & YV
dab ¢ ¢ ¢ | 5
abe d & o |

Multipliquemos as quatro linhas respeclivamente por a, b, ¢, d: serd

| abed a* a@® a' | i. &* a* o i
abed bB* U b | t vy

abed A= s !zubﬂ:f b g ot i._,
| abed & & d*| ‘ @ ad




determinante no qual os elementos da primeira columna se acham reduzidos &
unidade.

Em geral é sempre possivel reduzir 4 unidade o0s elementos d'uma linha ou
d'uma columna d'um delerminante.

Para o mostrar tomemos o determinante

a, b e
B=|a b o

ay by ey

no qual queremos, por exemplo, reduzir 4 unidade os clementos da primeira
linha.

Multiplique-se cada columna pelo producto dos primeiros elementos das on-
tras duas, a saber b,c, a, ¢, a,b; o delerminante ficard multiplicado por

bie,.a ¢ . a,b=aibici; e, tirando o factor a,b, ¢, commum da primeira Ji-
nha, seri

| asde, abe, abe 1 | 1

aibiciA=|a,be, a,bye, a,be, = b0 | agd, e

bye, abe |
azbe;, abye, ayb ey be abe, abe, |

k]

d’'vnde, dividindo por a} i ¢, resulla

i i 1

asbie, a bye, a,b e

1

a, b ¢,

A=

¥

asbye, a,bye, a b c,

como prelendiamos provar,
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22. Se o0s elementos da linha que se quer transformar nio sdo primos entre
si, multiplicaremos cada columna pelo quociente respectivo que resulta da di-
visdo do menor multiplo d'esses elementos por cada wm d'elles. E d’esle modo
se obtém resultados mais simples do que pelo processo geral do numero pre-
cedente.

Operando assim, teremos

112 12 12
e e G ik
1| 6.2.3.4/42 6 25 4| 12|42
| 18 "8 ‘8 20\ 12

0 menor multiplo de 2, 6, 4 e 3 é 12, que, dividido por aquelles elementos,
di em quociente os numeros 6, 2, 3, 4, pelos quaes a0 mesmo tempo multipli-
cimos as qualro columnas e dividimos o determinante, o que nio alterou o valor
d'este; por fim, tirando para fora o factor 12, resultou o determinante simpli-

ficado.

28, (uando os elementos de duas linhas, horisontaes ou verticaes, so dif-
ferem n'wm factor constante, o determinante ¢ nullo; porque, tirando para fora
esse factor, resulta um determinante com duas linhas identicas (n.* 18), que é
nullo.

Assim

| a0 pay ¢
| @ pas o

| @3 Pas €3

i1 g &
& ot
| a® ¢ ot? 3 -t

y 24, (Quando os elementos de dwas linhas, horisontaes ow verticaes, sio

proporcionaes, o determinante ¢ nullo,
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Supponhamos que no determinante

[y My ey s

5=i iy B ey |
SR S
é
G odysgn wns Tl iCe vy
ou
ay b, €y
L =E= Cq o K
Multiplicando os elementos da segunda linha @,, by, ¢, ... respectivamente
oy O ks = .
por —, —, — ..., que sdo eguaes, leremos, para ndo alterar o delermi-

1
ty by oy

Al a A a 3
nante, de o dividir por —, ou de o multiplicar por —’—, e resullard
(/5] y

Vg B 6 wiisl] Vi by By aen
oy by &y -is gy oy by 0y vea|
A=| =

| E
ay by cg ool @Ay by 05 ..
|

| semasnssmans R R A

" determinante nullo por conter duas linhas identicas (n.® 18).

§ IV.—Delerminantes menores. -

25. Di-se o nome de determinante menor, com relagio a um determi-
nante dado, ao determinante que resulla da suppressdo, feila n'este, de um
certo numero de linhas e de egual numero de columnas. E diz-se de primeira,
segunda, terceira ... ordem, segundo resulta da suppressdo de 1, 2, 3 ... li-
nhas e 1, 2, 3 ... columnas.

Tendo designado por A o determinante primilivo, representaremos por 4 o
(eterminante menor,
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b 26. Se os elementos d'wma linha, horisontal ow vertical, d'wm determi-

nante se annullam, d excepcdo d'wm si, o determinante redus-se ao producto

d’esse elemento pelo determinante menor, cwjos elementos se obtém supprimindo

no determinante proposto as duas linhas que se crusam segundo esse elemenio,
Com effeito, seja dado o determinante

gl | T | T

..............

cujos elementos na primeira linha horisontal sdo nullos, 4 excepgio do primeiro af.

E propriedade essencial de qualquer delerminante ser wma funccdo linear
e homogenea dos elementos d’wma linha ow colwmna, por isso que cada um
dos seus termos contém sempre um elemento d'uma linha e d'uma columna
(n.° 8).

Cada termo do determinante proposto deve pois conter um factor da pri-
meira linha (n.° 8); todos portanto se annullardo, & excepgio d'aquelles que li-
verem por factor o primeiro elemento aj; e como nestes lermos nio pode en-
trar mais nenhum elemento da primeira columna, os n — 1 elementos

1 1
0, & s 0,

nio entrario na composigio do determinante, sendo por isso arbitrarios.
0 determinante reduz-se pois 4 somma de todos os productos possiveis, n—1
a n— 1, dos elementos
a1, . @, a0y,
as, a3, .. 03,

.............

mulliplicados por a;.
Para formar estes productos permutam-se, conforme o methodo geral, no
termo principal

a3 a3 ay ... a
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0s indices inferiores de todas as maneiras possiveis, e affecta-se cada um do
signal 4 ou —, segundo a paridade da disposi¢io dos indices.

Estes productos formardo o determinante menor de 1.* ordem, que repre-
sentamos por 6“';' e que, multiplicado por a}, conslituird o determinante proposto

a; a3 ... a3

.'l—_—ﬂi ’:r:{&a,.

s et Sl [ 1
;

D'este modo é

(1 & a ay R g
2. ]
|0 b & b Prcia b
= | 0 C3 Cg |.
‘ 0 Gy €3 Oy i 7 i
( [ (-
|0 d; d a;| i o

f

TTR27. Se, além dos elementos a3, ai, ... a} da primeira linha, forem tam-
bem nullos os elementos a3, a, . .. a3 da sequnda, poderemos ndo so supprimir
as linhas que se crusam segundo aj, mas ainda as que se crusam sequndo aj,
resultando wm determinante menor de sequnda ordem, que multiplicaremos
por a} ai.

Com effeito, em virtude do principio demonstrado em o numero antecedente,
¢ successivamenle

a; 0 0...{}‘

ay oy g
I - | N | Gl
a: a3 al ' J
A A s " T i S et L |
=03 3 A3 ... Oy | =l |ﬁ”1 Bg| s vvsnnmee B
-------- Haw e Gy sss ﬂ:

quaesquer que sejam os elementos ai, o} ... a, e ai...al.
Se fosse a} =oai=1, estes determinantes seriam eguaes.

28. Se todos os elementos situados do mesmo lado da diagonal forem nul-
los, poderemaos supprimir todas as linhas, e o determinante se reduszird ao pro-
dueto dos elementos da diagonal, isto é, ao termo principal.




29

Com effeito, em virtude do principio do n." 26, é

ai
a;
= . c.==0 0308 .

A 29. Se o unico elemento differente de zero d'uma linha nio é o primeiro
do determinante, podemos transportal-o ao primeiro logar pela transposigio das
duas linhas que o contém, conforme o exposto em o n.” 14,

Seja @, um elemento differente de zero da linha de ordem h e da columna
de ordem i, e supponhamos que lodos os outros elementos da mesma columna
sao nullos.

Serd (n.” 14)

ab gl S iy gttt

2 = i
(i L e | R R RS

2 i—1{ i i1 i : | i—1
oS Oy oty tYion ot s IR P
==

L | —1 i+ 2
i Ol oo 0 alfd ... Ok Oy <= Ohpe

BB 5w B R E R EEEEEE RS

qualquer que seja o valor de al, af, ... ai™', aft, ...

D’este resullado conclue-se que wm determinante, cujo elemento a, é o
unico elemento differente de zero d'wma linha, redus-se ao producto do factor
(—1)**a} pelo determinante menor de primeira ordem, que se forma suppri-

mindo as duas linhas que se crusam segundo aj.




Tal é o determinante

ay dy @y oy

| a, a’ a_‘ ﬂ| ¥ ag ﬂl
b, b by @ :
C’ {..1 :d :‘ — {'- | j‘”ht (-er ulrf| b& l'.fi { - “"“ ‘bl b’ b‘
':; ':T {: 0‘ 6 Gy G | Uy O G
3

80. Reciprocamente qualquer determinante pdde transformar-se em um
determinante de grdw mais elevado com elementos arbitrarios.

Podemos, por exemplo, transformar em delerminante de 3.7, de 4.%, de
5.* ... ordem o delerminante de 2."

a b 0000
a, b 0 0
a b 0 aa by 0 0 0
a, b as b 0 0
=las b 0]|= =|a; b 1 0 0 |=etec.,
[ ag by 1 0
ay b 4 6 0.0 4 ae b 6 10
a; by, o dy |
ficando arbitrarios os elemenlos as, by, @y, by, ...
Em geral é
: 1 aif} alys ... a3
a .l 1 ﬂ.'q—s LT 0 1 atH o
' T et by : 5
........ == =00 a ...aq |=elc,
LY | e e R L e
5 | 0 a, at l !
10,6 @ oo 08

gendo arbitrarios os elementos introduzidos.

K 81. (uando um elemento é egual a zero, o delerminante pide reduszir-se
a wm determinante do mesmo graw, no qual os outros elemenlos da linha ¢ da
columna que contém este zero sdo eguaes d unidade.

Com effeito, multiplicando no determinante

0 b ¢
ﬂz iy {Ji ﬂ-]_ §

ay by ¢
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a segunda e a terceira linha respectivamente por as, d, e dividindo ao mesmo
tempo o delerminante por a,a,, vem

0 b, ¢ Lo by €
A=—|aay; ayly asce | = I by ases
L
asa; asb, asc, 1 a.by ascy

Mulliplicando n’este ultimo determinante a segunda e a terceira columna pur
¢, e b, e dividindo o determinante por &, ¢,, resulla

o

[0 e L a1 | {
A=|1 abd a0 =-{;—C~ i a.bse, azhics |-.—_| i ashe, @b
11 asby 050 | gl aulyc, asbycy ! |1 @bye, aybics

Temos pois

0 & o | 0 | |
A=|ay b el=|1 dailie, asbc,
as by & | 1 agbse, ash ey

Analogamente se acha o determinante de 4.* ordem

0 b ¢ d 0 i | |

dy by &y dy | ayabyeidy, azabesd, asa.b o ds
a by ¢ dy = 1 asabseid, asabycd, asagbe dy
a, b ¢ d | agazbie dy azazbyegdy, asazbcgd,

¢ do mesmo modo os determinantes de ordem superior.

' 82. (Quando n'wm determinanie os elementos da diagonal sdo seros, e o0s
da primeira linha so respectivamente os seus conjugados da primeira colwmna,
este determinante é equal a um outro da mesma ordem, cujos elementos da dia-
gonal sdo ainda nullos, e os da primeira linha e da primeira columna ecguaes
d unidade.




E com effeito o determinante

|0 a b e |EJ abe abe abe - | |
la 0 d e 1 |a 0 acd abe I |a 0 acd abe
b f 0 g| d&¥c|b bef 0 abg| abe|b bef 0 abg
] c hiod le beh aci 0 ¢ beh aci 0
L B
! 1 0 cd be
e 9 agl
| th ai 0O
F onde mulliplicimos a segunda, a lerceira e a quarta columna do primeiro deler-

' minante por be, ac e ab, dividindo-o ao mesmo tempo por &b ¢*; dividimos a
' primeira linha do segundo por abe, mulliplicando-o por abe; e finalmente divi-
| dimos respeclivamente a segunda, a terceira e a quarta linha do terceiro de-
terminante por a, b, ¢, mulliplicando-0 por abe.

0 mesmo calculo e principio se applica a um determinante de outra qual-
quer ordem.

§ V. — Desenvolvimento dos delerminantes.

83. Desenvolver um determinante é dedusir do quadro ou symbolo que o
representa a serie de termos do polynomio que o constitue.
Vejamos como desenvolver o determinante geral

...........

| Um determinante ¢ uma funcgdo linear e homogenea dos elementos da mes-
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ma linha e da mesma columna (n.° 26). Cada termo pois de A encerra um dos
elemenlos
@iy 02y Ofy «os Oy oo OF,

da linha horisontal de ordem A, e so encerra um.

Designando por A}, Al... Aj ... A} as sommas de todos o0s termos que em
A multiplicam os elementos a}, d; ... a, ... a}, serd, ordenando segundo estes
elementos, :

(2) A=AMa+Aai+ ... +Aai+ ... 4 Aa.

Supponhamos n'esta expressdo aj==1, e nullos todos 03 outros elementos
ai, aj ... a;; resultard (n.° 29)

. Rl TR SR e aj
A A a a Gy & ai
{ Falp kP i 0 0
i—1 £
Wyyy A Gy O - - - Gy
T ey e T S
L 1 1 i 4 ;
=(—l’}+" Bpq + 0+ Oy ﬂ),t1 waa g =[:—1:}+* Jﬂ,,
h
1 Ty
By -« O aif Ohyt

chamando J, ao delerminante menor do primeiro grau, que no desenvolvimento
&

de A é coefliciente de aj.
Temos pois, fazendo n'esta expressio i=1, 2, ... n, e substituindo em (2)
03 resultados,

A= (—1)H 3 al+ (— 1) daal (= 1P a4 ...+ (— 13,0

ou
(3) A=(— ”lﬂ;aﬂl al _auf a; + »3“.: ah— ...+ (— {1 5ﬂu n:;.

3




! Para h==1, isto &, ordenando segundo os elementos da primeira linha ho-
risontal, é

k| i i § ;] X A Vg X "
== 0y —08 s —— 9 4 ——'— g Oy -
Ju.' ! y i ’ ( I"l urf‘ 2

Para h=2, isto &, ordenando segundo os elementos da segunda linha ho-

& risontal, sera
i
e SRy .1 3 3 _ [ - \I--l;" |
A= !uﬂ; s ;ﬂi [ ,J“ij‘r: ot (—1) Ju;ﬂ._.‘.
!
e assim para as outras linhas, vindo alternadamente os signaes -+ e —,
Se, em vez de ordenar o determinante A segundo n8 elementos da mesma
b linha horisontal, o ordenarmos segundo o0s elementos da columna de ordem i,
L]
1 &, O M3 i By e Qs
!
L teremos, em vez de (2), a expressio
: ) A=Aai + Aias+ Ajas 4 ... +Alal+ ... + Alal,
{

que, suppondo nullos todos os elementos da columna & excepgao de um, aj =1,
g da

i it '
! ) a; 0 a ... da ]
] |
|
i | oeeeennnianans e nmaan |
i A=A=|al...a" & & ... oo |
b
| ) A pRte | o S § TR Ly an |
i
1 +1 ]
. gl et a; |
| 1 1 1 n
Oy @y &y s Ty | "
al =(—1) s ;i =(—1)*"4d ;.
o o dyry Oy 7 .rrj.:1._| | b
| | 1 1 " !
! i (R a N
4




Pondo n'esla expressio i=1, 2, ... n e substiluindo em (4) os resultados,
teremos o valor de A ordenado segundo os elementos da columna i.
Serd, assim ordenado,

P i+ 2 ol i\ i {4 43 2 (| | — A\ P
o Gl P AR TE o e T el Gk el TR R R e i
ou

e [ e AT O % 4 X i s =8 -L —l B i)
(5) A=(—1) i'g"', a1} ’J"! a4 Jﬂ,= B T (—1) Ot ﬂ“!l'

Se essa columna for a primeira, sera i — 1, e

A=3,al—d,alt+d,a— ...+ {ul)“—iaﬁfﬂl.

Se for a segunda, serd i—2, e

A=—13,a'—8,al 8,08 — ...+ (—1V"3 .0}
i oy e ( ’ il

e assim para as demais columnas, vindo nos valores de A alternadamente os
gignaes + & —.

As formulas (3) e (5) fornecem o meio de desenvolver um determinante, or-
denando-o segundo os elementos de uma linha horisontal ou de uma linha ver-
tical; e mostram que o coefficiente de wm elemento, onde se crusam a linha h
e a columna i, d wm determinante menor de primeira ordem Ja,r, que se obtem

supprimindo no delerminante dado essa linha ¢ essa columna; e o signal é
dado pelo factor (— 1)*" que o multiplica.

D'ahi se conclue o methodo geral de desenvolver um determinante: — orde-
na-se este sequndo os elementos de wma linha ow columna; os coefficientes d'estes
elementos sdo determinantes menores, que do mesmo modo se ordenam segundo
os elementos d'wma linha ou colwmna; e assim por deante alé chegarmos a
coefficientes delerminantes de segunda ordem, que se desenvolvem immediata-
mente, restando a final effectuar as multiplicacdes,
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84. Appliquemos este methodo a alguns exemplos.

Exemplo I.— Ordenando segundo os elementos da primeira columna, acha-se
o0 determinante de 3.* ordem

a b oo
by €y b ¢ ; by ¢

as by 0o | =4, — -+ a; =a, (byts — byts) — as(byos — bye,)
bs e, by-Cy by €

Gy by

_:" ay U’N’r‘: i IJ-I"."!'r"ll ':H!E’:ffm i ‘T_rb:rfﬂ 5 ﬂtblci _': 5 ‘T:E’;rf": ‘[' n.’tblci Ay aubtcl-

Exemplo II.— Do mesmo modo se desenvolve o delerminante de 4.* ordem

b 1,
% bl @ :F bs ¢y dy by ¢ d, | by ¢ d by ¢ d,
5 4; : d. = b Cy !f el dl":| Ca "rl [ _;_ LLF b‘i Ce di = l'): Cs u‘i
(?3 5 Oy ] IF.H r‘i :'l* h’ {“i ('rl b; Pl "’ | ib'\ s dﬂ
a, by ¢y d,
N ; 4 s | £ 3 ;
- bi Cy d“‘_b:: ri!r;’_{_ i Cy Oy S bl ey dy . 01 dt‘—'—f f|(I| _!_'
c, d; Cy | 3 dy ey dy 0y d, Cs dy .

= a,b, (catly — cyly) — ayby (cody — cyls) 1 ayb, (cady — cyds) —

= @, b0, — by ydy — abycad, - abueds -+ abegd, — abeydy + ..

-
b

e semelhantemente os determinantes de 5.%, 6.* ... ordem.

Exemplo III.— Por meio do desenvolvimento podemos calcular o valor d'um
determinante.

Assim
§ b
5.8

3 4
_ 5 6 i

—9(24 —25)—3 (18 —20) + 4 (15— 16) =—2 -+ 6 — 4 =0,




Exemplo IV.

: 5| 8, S B [ S
| 1|_[_8 "'3—3 1\'75[1 |

—{14+6443(3—40)+5(241+5)=1-464—111+ 145=99.

5 —8

Exemplo V.

—a b & «
b —a i { 1

c id —a b

o i =g
—a i -::I b c n‘i b e d b c dl 8

=—ua d —a bi—bld —a b ¢c|l—a d c|—dj—a d ¢

c b —a v bh —a c b —a d —a b )

&
i &
b —a b —a

G 0 ¢ ¢ d
—d 1o
b —r:\ b —0 et ,‘}I
I 1

fsilap

|

=a* (a'— V") + ad(— ad — be) — ac(bd + ac) — b*(a* — b*) +- bd (— ac — bd)

¢ d
d ¢

Gn’ .rr';

u'.c

¢
b—a

¢ ad .
+a o
—a b

—F .’J

Tc,blb O

—be (‘bﬂ—l—afﬁ - b(:(— ad — I_F.'C:] - ' - ac [:_ e _bd} _1._ o? [:ce_d-!}
— bd (bd + ac) — ad (b -+ ad) — & (* — &)

=a' -+ b* 4 ¢' -+ d' — 8abed — 2% — 2a'c* — W — W' — WP — 2.




Exemplo VI

i 2 3 4
‘ o G RO e
{ o=l Sl - de i §
RS Ll
b I - T 2 i 2. 8. 4 | g4 4
o S AR SR 7 K S s R TR A e R
SR [ 8 ABOENE r Sidoia] e 0
-5 R ) -6 | 7T —6 1°5
== ] - 6 2.2
—5 g IR g
3 4 3 4| 7 —6 3 4
2.9 | +2.6 ) ol
=5 1] —5 —5 1
J 3 i T —b6 i 3 i
—~3.8 - 4.2] i | Y _
|7 —6 188 |1 5 17 =8
=1 +254+7(7—30)+6(35--6)...—23166
Exemplo VII.
a’ bsenA csenA l
- fsen A 1 cos A
sen® A i
lesend  cosA i
{ J 1 cosA | bsenA csenA | | bsen A csen A |
= ——:/a" | —bsenA | | +esenA| :
sen’Al [cosA | | | cosA  Aial I 4 cos A |

| .
e Eaf"{l —C08’A)—bsenA(hsenA—csenAcosA) + csenA (bsenAcosA — t'seuﬁ}%
Sen” ;

== 7y (a*sen* A — b* sen® A + besen® A cos A - be sen® A cos A — ¢ sen® A)
sen’

= — (1 L o= 9o o8 A).
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86. M. Samnus, sabio professor da universidade de Strasburgo, concebeu
um meio graphico simples de desenvolver o determinante de 3.* ordem.
Consiste em escrever por baixo das tres linhas do determinante

outra vez as duas primeiras linhas, ligando-as por meio de lragos, como o in-
dica o seguinte quadro

e formar depois com os tres elementos de cada diagonal seis productos, dando
o signal -+ aos productos cujas diagonaes descem da esquerda para a direila,
e o signal — aquelles cujas diagonaes descem da direita para a esquerda. D'este
modo obtem-se facilmente o determinante de 3.* ordem

absts -+ ashyey - ahey — ashye, — a bty — ashyey,
(0, batcy — @y bots —— by — tghiey - sbae, — azbeey .

+{.86. Da theoria exposta resulta o importante theorema: — se shultiplicar-
mos todos os elementos d'wma linha ou d'wma columna pelos determinanles
menores relativos aos elementos correspondentes de wma owtra linha ow co-
lumna, a somma algebrica dos productos obiidos, lomados alternadamente com
o0s signaes + ¢ —, ¢ equal a zero.

Consideremos com effeito um determinante qualquer, e desenvolvamol-o em
ordem aos elementos d'uma linha de ordem A.




Teremos [n.® 33, formula (3)]

l"tl all-] all
i 2 ]
al al a |
I 140 2 1 -+ e - ] a
B s | =(—1) ;,u"' G— 0+ 00— . ..
h A A
& a a; |
¢ 8 -
&, a, a, |

Substituamos em ambos os membros os elementos a}, af, ... a; pelos ele-

mentos a;, aj, ...a; da linha de ordem %; resultara

q

e A
| @} ai a;
pa J— AR T8 i___x 2] X §___
P e ==(—1) ijﬂ,'.a* 02 @i - Jpdi—...].
a. a al
1 ; | ™
| & day a,

E, sendo o primeiro membro nullo por ter duas linhas identicas (n.° 18),

lambem sera nullo o segundo, ou

2 DS, 21 % - oLy
J“lﬂ. 9 A 10 5 0, v =1,

&

=

como se pretendia provar.




CAPITULO IL
OPERAGOES SOBRE DETERMINANTES.

e T EEE——
§ L. — Addicde ¢ subiraccio dos determinantes.

+37. Se os elementos d'uma linha ou d'wma columna sdo eompostos cada
win de m termos, o determinante decompie-se na somma de m determinanies,
Seja, com effeito, dado o delerminante

RN R

| ol ... B At e

R A
e s

j,: 1
| @3 .. O3 [

no qual os elementos da columna i sdo polynomios

......................

I fa i i L @i e ] R - |
BBt e, =it ..y =g Bt ..., ...

Desenvolvendo este delerminante segundo os elementos polynomios, vem
[n.° 33, formula (5)]

A (/M (e B ) O (B A )

=(—I)'Htl:{:a: ﬂ:—aa;a;+au; 2:l!—' » -J + ’:aﬂ;' :E'll _ga; 2_.-_'-],‘!.‘3'3_' L -)_'!-' o '{

e ' 1'," h ___1 b ] — £ Ip HERT Nt S R Fl____\ 3 _ 5 A 2!
=(—1)*+ \'Jd,::z, aﬂ;a;—f—aﬂ;z}h o) HI—1) -Gu,”_'-, u.|4;4|—'ﬂj|$:,—... F.ooiy




expressido que mostra como o delerminante proposto equivale a4 somma de m
determinantes.
Assim o determinante

|a+a a, o |a a, ay | | & a; O

| |

| O+ b b by |=|b by s -+- | & by, by
e+¢ ¢ c & 0y ] \ oG

38. Se mais de uma linha de um determinante ¢ formada de elementos
polynomios, ¢ facil, applicando seguidamente ds differentes linhas polynomias
0 mesmo processo, reduzir o determinante proposto d somma de determinan-
tes de elementos monomios.

Considerando primeiro (@' -1- &) e (a', - b,) como monomios, serd, em vir-
tude do principio ha pouco demonstrado,

] a-lLb a4V

g al-l¥ b a -+ b |
ay+ b, a1+, 1

b, a\+¥V |
b V
by Bk

e assim o determinante se decompde na somma de quatro determinantes.

a a7

_L_lu v ‘ ._|L a'

a, ¥, | |.":‘: a’s

I
i, @, |

39. Reciprocamente, dous determinantes, que si differem n'uma linha ow
n'wma colwmna, podem redusir-se o wm sd.
Com effeilo a formula (1) do n.° 37 invertida

@ aF ... e (THIN B | ay daf ...+ 0 |
; | 4 i 4 fat 1 ‘

ay G3...a ‘ ‘ ay a; = | =| ay a3 ST T

............................ s, e ey

mostra como esles determinanles se sommam ou compdem n'um 0.




a, a, b 0 a b
A=| 0 a by | & A= | a, ay by
I 0 a; b lay ay by

sao eguaes e de signal contrario, porque, sendo a sua somma

| &, a; b

.} t ._‘!.':I H',_. ”‘- ff__, |:|]1

por ter duas columnas identicas, d’ahi resulta

7 pe——

40. Se nos propozessemos subtrahir os dous delerminantes

&, By 8 & [ I

dy by & - ly
A=| e &A= g

T T e A ] Ml et :

a. b ! a, b l}

r!'! IfrI IrI £y J.’q }|
J ay b ooy | ey I,
A—A= —
a, b s @, b {
ay h, . f. — & o ;r5| = }'I @, 2 I‘}I s :-;‘I LE "I b }1
a; b i | fa by LT - - b l
g [reediivareasniain s | T | s e e sintelinl i e ete
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logo: — para subtrahir dous determinantes que s6 differem n'uma linha ouw
n'uma colwmna, effectua-se a sublraccdo entre os elementos respectivos das li-
nhas ow columnas differentes.

41. Se os elementos d'wma linha ouw d'wina colwumna sdo eguaes d somma
dos elementos correspondentes de duas ou mais linhas ou columnas, mullipli-
cados respectivamente por factores constantes, o determinante ¢ nullo.

Com effeito é, em virtude dos n.” 37 e 18,

| ma,+nb,+pe, 4 ...a b ¢ ...
ma, 4+ nby+pes+ ... a5 by ¢ ...
‘ may+nby+pes+ ... aa by ¢ ... ‘
|
|mas @y b 6 - oy aoby oy ‘ poi @y by oy - |
My Oy Oy C3 --- | | nby aa by € .. .| pos as [ e g
= T = .o
MB; 03 by €3 40 | ‘ nh, o b 0 isn l pey Gy by oy ... ’
@ o by e ‘ by ay by By R T
iy oy by s ; by o3 by 04 By 1By O By s
==qm +— N | - }l | = IS =

—m>0 -f—-n){{'}—;—p)(ﬂ-!- B ]

‘~“42. Nao se altera o valor d'wmn determinante, quando a uma de suas li-
nhas, horisontaes ou verticaes, se junta ou tira wma ow mais d'oulras linhas
parallelas, mulliplicadas respectivamente por factores constantes.

Supponhamos dado o determinante

e RS |




T ) e B S
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e aos elementos da primeira columna juntem-se os da columna A mulliplicados
por p, os da columna [ multiplicados por g, ete., podendo p, g, ... ter os si-
gnaes + ou —,

Em virtude dos n.” 37 e 18 sera

"l'll']n"'f:_qu—l— a'il fl I
as+phyt+glat+ ... he .o b |

.............................

n‘...h,...f,...| ht...h,...i....l R, e
—t_‘,ﬂ hi"' h-l...llg-.-

que é o determinante proposto.

§ II.—Calculo dos determinantes.

43. Expozemos (Cap. I, § V) o methodo geral para desenvolver um deter-
minante. Este methodo, por meio do qual se pode calcular o delerminante, com
quanto seja theoricamente simples, torna-se muilas vezes na pralica summa-
mente laborioso.

Opera-se mais facilmenle o calculo d’'um delerminanle — reduzindo-o a outro
de menor graw, lransformando este n’outro de graw inferior, e assim por deante
até apparecer win determinante do sequndo grau, que se calcula directamente.

Para abaixar de uma unidade o grau d’'um determinante — transforma-se, em
geral, este em um determinante equivalente, no qual os elementos de uma
linha ou de uma columna sejam eguaes 4 unidade, para o que se procede con-
forme o exposto em o n.° 21, Em seguida subtrahe-se uma das linhas ou co-
lumnas cujo primeiro elemento é a unidade, de todas as outras cujo primeirg
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elemento é tambem a unidade, e assim se oblem um determinante, no qual
uma linha on uma columna tem um elemento egual & unidade, e o0s outros
eguaes a zero; este delerminanle equivale a um determinante menor, que tem
esta unidade por coefliciente.

Muitas vezes se obtem immediatamente, por addigdes ou subtracgbes conve-
nientes, este ullimo determinante, sem que se lenham, segundo o processo geral,
reduzido & unidade todos os elementos da mesma linha ou columna.

Elucidemos este processo, applicando-o a alguns exemplos, lanto numericos
como algebricos.

Exemplo I.
1Y% 8 i
B Bl ! % |e 3
2 4 9|=|2 —2 —3|=|.,. |=—2
s [l =g Srurt SRR
3 b5 “. |.3 — ==ty

Do primeiro determinante se passou para o segundo, subtrahindo da segunda
columna o triplo da primeira, e da terceira o dobro da primeira mais o dobro da
segunda (n.” 42); assim resulta o segundo determinante, que se reduz ao menor,

terceiro determinante, o qual, calculado directamente, dd 2.5 —3J3.4=—2,
Exemplo II.
{4 2 4 f) 0 |
| | A, | i
19 3 2|=| 1 —I ;"_ =—21
| 20 9
853 —20 —9 %

Do primeiro delerminante deduziu-se o segundo, sublrahinde da primeira
columna o quadruplo da terceira, e da segunda o dobro da terceira; d'este modo
ficon aquelle reduzido a um determinante menor, o lerceiro, que, sendo da se-
gunda ordem, se calcula directamente.

Exemplo III.

2 3 8| i (4,0 250
| | 0 —3

5 6 3 |=2.3.4]2 2 1|=24]|2 0 —3|=24 i :l:‘:;’.

|6 12 4 3 & § I shdghat’ @8 3TN
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Do primeiro determinante deduziu-se o segundo, dividindo successivamente
as tres columnas por 2, 3, 4; e d'este se passou para o terceiro, subtrahindo re-
speclivamente da segunda e da terceira columna a primeira e o dobro da pri-
meira; assim o determinante se reduziu ao quarto, de 2.* ordem.

Exemplo IV.

| —1 { 1 | Lo 200 S5 B o 5 2
i ¥ e i 00 2 2 ':‘ I ‘” 2;‘
| { i At TR WY S Bl L
: s . . 12 2 0] g . 8 {JI
J | | 1 —1 0220 7 l it
: 2]
-_;._.;zl |= -2.8=——16.
=% 2

Obtem-se o segundo determinante, sommando no primeiro a primeira linha
com cada uma das outras; assim se reduz o determinante dado ao terceiro, e
0 quarto deduz-se do terceiro, subtrahindo da segunda a terceira linha.

Exemplo V.
B 1 | { 4 0 0 0 0
, i BT
3 & 5§ B | a4 | | | A 4 6 '
15 9 14 20 27 [=|5 5os 7 | i X
| . o | - - 9 14 20 %
|2 i 25 45 12 2 B 14 0. 27 i
' ; Hregirny 11 25 45 792
|7 18 43 88 160 T 11 25 45 72|
= | i O 0
(RN T R TR S
| 4 | | el U i | i I 4
g . ; " —2 b 7 g L L S
9 ] 1] i | N | = b i
4 20 27 | 148 1
I
i 0
__i‘ | == 1
b |

N'este exemplo os elementos da primeira linha sdo equaes d unidade, e cada
elemento ¢ a somma dos dous que se acham immediatamente por cima e d esquerda,
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Subtrahindo cada columna da seguinte no primeiro determinante e nos me-
nores que successivamente resultam, acha-se o determinante proposto egual &
unidade. E todos os determinanles, que salisfazem aquellas condigbes, tém a
propriedade de serem eguaes d unidade.

Exemplo VI.
II 0 —b b 0 =11

= <+t 0 wi=] 1 0 a

=k B o). ]—x m @

I‘ 1]

== = b - :
i Bb—';l]‘ A +Bb--C

No primeiro d’estes delerminantes mudamos o signal 4 primeira columna, e
multiplicimos por b a segunda; assim se obleve o segundo determinante, o qual,
dividida a primeira linha por b, deu o terceiro; e este, juntando-se a lerceira
linha 4 segunda, tornou-se no quarlo, d'onde immedialamente resultaram o
quinto e o sexto.

Exemplo VII.

i 0 a B
? :] 2 f— =t
e
i
01 d :

| b
=0 ¢e—a oI—a'
0 d—-b d=—b

c—a &—a®
" b, b

4 = (¢c—a)(d— V") — (d—1D)(c*—a)

— (c—a)(d-+b)(d—b) — (d—b)(e+a)(e—a) = (c—a)(d—b)(d+b—c—a).

Subtrahindo a primeira da terceira linha, resunltou o segundo determinante,
que se reduziu ao terceiro, e d'esle se deduziu o quarto, diminuindo a primeira
linha da terceira.




.49_

Exemplo VIIL

|1 4t
,ubt:tfj 1

3

at ¥ & d'| abd| o /s (5 o

abed abed abed r:bcu'|

it b c i

| ”,!I b:t (.::1 d:l. | | N:' l'J:‘ C“ ”'.'1 i
bed acd abd abe | | | i :
| | { | bed acd abd abe |

—— | = — |

| a b ¢ d ‘ | a b [ d |

L L e | & 0 e rf"i

i 0 0 0 ]
ed(a—Db) bd{a—-¢c) be(a—d) ||
bed ed(a—Db) .Em'flﬁ'.—-c) befa —i) |

—_ | pa— a—b a4—C a—d

e L gl
¥ B ST Rt | | (a4-b){a—b) (a-+c)a—c) (a-+d)a—d)|
I

| a* bW—a*® c—a' dJd&—a

| ed bd be I 1 1 1
= — (a—b)(a—c)(a—d) | | | 1 |=(a—b)(a—c)(a—d)| ed bd bec
latb ate atd |at+d b-4d etd
1 0 0
{b—c) e(b—d
= (a—b)(a—c)(a—d)| cd d{b—c) c(b—d) :—(u—b}(a—c){a—d)l‘i :) i_ d)

]t!—'-_-b c—b d—b |

= — (a—-b)(a—rc)(a—d)(b—c)(b—d) | t: :‘ = (a—b)(a—c)(a—d)(b—¢)(b—d)(c—d).

Multiplicimos a primeira linha do primeiro determinante por abed, dividindo-0
ao mesmo tempo pela mesma quantidade; em cada columna do segundo deler-
minante supprimimos um dos factores communs @, b, ¢ e d; invertemos as duas
primeiras linhas do terceiro; no quarlo subtrahimos a primeira columna de cada
uma das outras; o quinto determinante reduz-se ao sexto; n'este tirimos para
fora o factor commum de cada columna; no seplimo inverlemos as duas primeiras
linhas; no oitavo sublrahimos da segunda e lerceira columnas a primeira, o que
reduz o nono ao decimo determinante; n'este (nalmente lirdmos para fora 08
factores communs, e d'abi resultou a ullima expressao.

1




Exemplo IX.
i A R | l 0 = iy g
ORI | | T 0 ays !“‘Jf: |
i I a0 j_'_(.-r_ﬂ,':-)’ y oy 0 oys
|1 ¢# 28 0} 3 oy 2ys 0
] @ iy 5 0  y = S |
i Zys. 04 oy oy x 0 3 y ] Jz 03
=J' 3 drg ! oK 5. — ¥ .|:—.(.J'l Y1 3)
(xys) | xy’s xys 0 &ys u s 0 % ¥y 5 0
oys* zy's 2ys 0 3 y H[ 2 ¥y a
i Sl ] 0 |
’ ' ‘ —x I—T y—a
T r I—T Yy—x ; : ;
= (a+y+3) —(@tyta)|s—y —y a—y
Y-y =g b=y ‘
Yy—3 T¥—3 —3
Z Yy—3 T—3 —3 J ¢
| —r —y —3 ‘ | ) Yy  —3 '
=(oty-+3)| 35—y —y o—y|=(@ty+3)|y—s ¥y o—y
‘y—: r—3% —3 | 2—y s3—x —s |
‘ g - o i z+y+s ¥
= (zt+y-+3)| xty—s y a—vy |=—(atyts)|zetyts w
—a—y+z z—ar —:z | ‘ z+y+s x—s3
—3
=—(zt+y+3aty—3)|1 v —=
i 22—z =2
| | i —3
=— (z-+y-}3)(ety—z)| O 0 r—y-+3
0 o—y—s 2z |
P I R o i P D a A .
=ttty o e i=(f Fy+3)@+y—s)@—y-3)

= =
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Multiplicimos por «, y e = respectivamente as (res ultimas linhas e as tres
ultimas columnas do primeiro determinante, e por zys os tres ullimos elemen-
tos da primeira columna do segundo determinante; dividimos por ays as (res
ultimas linhas do lerceiro determinante; e assim se obleve o quarlo determi=
nante, mais simples, que desenvolvemos.

Para isso juntimos & primeira linha a somma das outras tres, d'onde re-
sulton um factor commum na primeira linha que tirimos para fora, vindo assim
o quinto determinante, o qual, subtrahindo a primeira columna da segunda, ter-
ceira e quarla, se reduziu ao seplimo, de grau inferior; juntando & primeira a
segunda e a terceira linha, resullou o citavo determinante, que se transformou
em o nono pela mudanga dos signaes das duas primeiras columnas.

Addicionando depois & primeira as outras duas columnas, e mudando os si-
gnaes da uitima linha, formamos os dous seguintes determinantes, d’onde, ti-
rando o factor commum da primeira columna, resullou o decimo segundo; e
d’esle, subtrahindo da primeira a segunda e a terceira linha, se deduziu o de-
cimo quarto, menor de 2.* ordem, e d'ahi a ultima expressdo.

Assim foi o determinante proposto desenvolvido no producto de quatro fa-
ctores lineares.

§ 1. — Multiplicacio dos delerminantes.

44. 0 producto de dous determinantes da mesma ordem pode exprimir-se
por wn determinante da mesma ordem, cujos elementos sdo as sommas dos
productos dos elementos de cada linha de wm dos determinantes pelos elemen-
tos correspondentes de todas as linhas successivas do oulro.

Segundo este theorema, devido a Cavcny, o producto de dous determinan-
tes de 2.* ordem

A
T =

|y &y ]
\ o |’3A

ity by |

serd
yoy - agay by -+ by oty

a‘iﬁ’i‘]’”!ﬁi !{’t.ﬁl“f_hiﬁil'
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Com effeito o segundo membro d'esta expressio é egual ao primeiro, por ser
(n.** 38, 20 e 18)

aya - agey ba, by

F 1 G [ | [~
w5+ asPs b B+ by |42

| ayey By 1 | ey baay | agery b2 ‘ ; ‘ decy byay |
e A B | " i N f - S [ f
| &y 05 | afy bfy | as By by By | sy b3

|
%y % 2 ¢ ] | oy ay |

|4
=ﬂlbl

~+ ay by 2 | + as b,
B & 6 :

[ #]
2

&

oy | |
| 0= (a,by ashy) < f
3, | | P

Do mesmo modo se prova que, se 0s dous determinantes forem de 3.* or-
dem, é o seu producto

=2

72
7

= T T

iy by €4

oy 4 g -+ ayey by +byay by, 0,0 ot ey

[ i [ i [ [ ] fa (] e A i [ 1 a
= | o, 4 ayf4a,8; b Bt b B+ 0:fs o Pr o~ CapPa =T Cy [0y

| ayy + ¢y 71 -+ a1, o ptbaya-+by o % —+ ¢4 Y2 4 o s
E semelhantemente para os determinantes de 4.%, 5.* ... ordem.

Como, sem alterar o valor d'um determinante, podemos mudar as linhas ho-
risontaes em verlicaes e reciprocamente, ha quatro maneiras de effectuar o pro-
ducto de dous determinantes, conforme se mulliplicam: — 1.°, as linhas verli-
caes do primeiro pelas verticaes do segundo; — 2.° verticaes do primeiro por
horisontaes do segundo; — 3.°, horisontaes do primeiro por verlicaes do se-

4

gundo; — 4.° 'horisontaes do primeiro por horisontaes do segundo.
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Com effeito, pelo que acabamos de mostrar, o producto

| ay Oy |, %, ﬁ't l
| # |
| ag by l %y J?*: |
¢ egual: :
1.8
I ay by | a [ | | @yay 4 asoy by 1 byay |
|ty "‘:r a P ;_!’f;igz Fasfy b B+ ey ¥
2 a
| & b K){E ¢ ol | @yoy - agfhy, Bya, + 0 f; |
# i —_‘-" i L )
ay b | B jr:'i {ty %y = Oy |?*-_- by o3 - by By |
3.°a
ay '3(: | a, [ | @y 4+ byay asey by
by bs| | By | a B+ 0B asPi+ b i
4.° a
‘ @y Oy ¢ oy o ayo by aya b By
by by B P ayog 40 By @y by foy

E do mesmo modo para determinantes de ordens superiores.

Exemplo I
A -B.GC @'yl 1
AN B OOl ¥ 1
AH Hf.' cr' ‘rlf y” !

| Az +By +C Mz +By +C Az +B'y +0C"
—| Ac' +By +C Ao +BY +C A +BY 0|
| A" +-By"+C Az LBy 4+C A2 +B"y' 4+ 0"

Exemplo II.

1000 01 0 0] 0 1 1 1
001 d « 5 i1 0a = i.__ i a*+a* ab+aff ac+ ay
01db 8B 1 056 fF| [t abtaf B+P bc+Py
0 1oyl |1"0e 7y i ac+af bet+fy 47
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4b6. Seos dous determinantes a multiplicar sdo de ordem differente, trans-
forma-se o de menor grau em wm determinante da ordem do mais elevado
(n.° 30), e applica-se depois a regra geral.

Assim
& b ¢ I
.. o T B
fla b Cy | A5 o
%y Pa
it .Irj: {
| a [ 0 4 | @ byoy e ba+c fh
=la b o |x|0 2 Bl=|a botab bheatob
. “ e |
s 0 2 5| | @ 'rr.:JE| ,l—icrrj, by a2, - Cy iy |

408. Se o segundo determinante for egual ao primeiro, teremos o quadrado
d'este sob a forma d'wm determinante symetrico do mesmo grau.
Com efleito, pondo nas formulas do n.” 44

=0, =0, }?’!='!"11 lr:‘wzbn
resulta 0 quadrado do determinante de 2.* ordem sob tres formas differentes

| @y b,

| a0 b | |a, b “ a; - a3 f:|h,-3-a:h,|
| g by

| i (s
'as B o & | @b +asb, 03482 |
ai+ayb, a, b+ b b,

a, a3+ asby  ay by 4 b

a; -+ b i g b f;2|
I
I

@, as + by b, fls -+

0 quadrado do determinante do terceiro grau obtem-se do mesmo modo, in-
troduzindo na formula correspondente do n.° 44 as hypotheses

oy =y, Oog==ilg, oy =1y, {_‘]t=r'i” ek




ay by ¢ |=|aas+bby+eee a3 + b + G @Getbbtael

| @ by ¢ ad + B+ & aa-tbbteen aas+bbi4ee
|
| a5 by ¢ | a8y + by byt ¢ 6 Batyt+baby+ces a3 + b + c

E semelhantemente para determinantes de ordens superiores.

47. Se n'um determinante os elementos da primeira linha ou da primeira
columna sdo eguaes  unidade, simplifica-se a notagdo supprimindo esta linha
ou columna, e dobrando os tragns que limitam o delerminante. O numero das
linhas serd enldo differente do das columnas.

Assim a notagio

I O B

g By Ny

s by

-

iy by o4

equivale a

e representa (ordenando em ordem aos elementos da primeira linha) a somma
de tres determinantes, pelo que se denomina determinante multiplo.
Assim

I [ T |

: & b ool b & b,
“) a, bi o | = 1 1 :I=|1 1 +\rlt S||+|rr, A
ay by & | b & e boe T e K
ﬂj bg Gg ] N
E como (n.° 18) de
& by as by .t', |
=)

g b & |=0, e a, b ¢ ‘

ay by G ay by oy
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resulta, ordenando segundo os elementos da primeira linha (n.° 33),

|

b e ] : | T C ]
rﬂl;, g | R fJr:l sy Cq |
by o T | iy 0 |
by o I By Cy

a

FJQTZD

by

b, IZU’

estas duas relagdes ligam os tres determinantes simples de (1).
Do mesmo modo é o determinante multiplo

b,
— ||ll l',‘|

by

Cy
Cy
Gy

¢ estes determinantes

b,

ay by

a,

fly fﬁﬁ

se acham ligados enlre si por meio de

| y

d,
dy
dy

di| |ay b ¢ J
dy | + | dy by € 1;
dy ay by ey 1

formam, como acima, ordenando os determinantes

b,
v by
by

by

g

segundo os elementos

‘ bhoe di
ay| by ¢y d, | + b,
| by ¢ d; l

& d, oy by
¢ o @, b
1 | o ”, 1 1
0y dy ay by
Gy Oy iy by

3 G oy it
ay ¢ dy |40 | a
| ay €3 dy | ay

relaghes que se

| =0, ete.,
|

it

b,

! .
dy | g by

iy
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Em geral a somma de n -1 determinantes de ordem n, que entre si diffe-

rem s6 n'uma linha ou W'uma columna, pode ser representada pelo determi-
nante mulliplo

d: a af ... ar

! as a; ai aitt |l

: l.
............... |
”llu ”n ”:NI ”:+! |

48. Pode applicar-se aos determinantes multiplos o processo da mulli-
plicacdo dos determinantes simples.

Supponhamos dous determinantes multiplos

L]

& B &
dey by 0y

8]

a P o7

Entendendo por producto d'estes determinantes a somma dos productos dos
tres determinantes simples do primeiro pelos ires determinantes simples cor-
respondentes do segundo, isto &,

| @y b e ¢ | |51 7nll l
|
l‘ as by ¢ | % fu 7 I
a, b | o B | B G & N, ] b, ¢ ] i’3: T
= 1) P B > 5 > - X
a b | | Bl @ el e nl el (B on
- 5 i
vamos mostrar que & identicamente -
| @ [ A ><1 a B n l_ ma bt aga 1 bf +o bl 1
| ay by e loa B 7| a2+ b Bt en ae + b B} i ;
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Com effeito, é (n.”* 38 e 18)

ay o+ by }'31 - Gy gy +E’=B|+c:'j‘1
ay % 4 b, [5!'}-01;”3 iI,G\'-,—l-bgﬁg-I—G,?,

e Agoy Ay, ayz, by f5 M2y Cayy { B ase I b By by l
By oty gy a0y by r@t By Cafs by 13: tly oty by 53 b, 5‘3
2 i J bify e 7 N Cifh Oaoy | Gh b, Bl | | e Nt en
o 7 Bi Ca s Ci7s (gdy Ci7s by Ps ¥ 18 o s Fe "
& 3 . I8 A
S G [ + ay by A + a, ¢y ' | + ay by | i I -+ by by fl ‘:‘
o % o 1 [ I Pa %5 P P
+ by "]Hl s f:'E'II:(t gh"'l";’:'ﬂl n B [‘.1‘?1 ?I [
I & e i 2 *a 7e £y F O ¢
| - -
= &by x4 Igl I i, oy tjt 1y HJ(‘..,!. o T /| I S ”-:f-'wl & h [ L bcy rjl 7 o B ,,5. i [
o5 ﬁtl [ Py |% s l % 71 Bs P F:"-l 7T

= (a,by — azh,) ‘,‘:—(i : E' ! 4+ (a,eq —ug‘,}){ L + (byoy — baey) X

23 i

ﬁl }'l[
.5: P

____‘rr, FJl‘XIaJ ;’3,1_1“ it c,lxizl ;:,I_‘_[.-'l, ol B, ?,!
| @y by lo B| | '3=I | 2 7 by ¢ Bs 7
_:; a, b ¢ [I I o B nl
|| as by e || .: % B P §

E analogamente para determinantes de outra ordem.

49. Se o numero das columnas é inferior ao das linhas, como aconlece
nos delerminantes
la, by | | = |?‘| |
ay by ' ) i B
iy by ! Jaen Bs |

o producto ¢ nullo,
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Com effeito, decompondo o producto d'estes determinantes em determinantes

ha b

a b |X
it

3

{1y 2

Oq

0y o,

3

parciaes, serd (n.”* 48 e 38)

B
8, =

P
Ijl!

%

%y

as 2 |

gty |

1
s

g 95 |

b:igl |

[/ 5! !

by iE‘;&

b, J3I

+ | biBs

by |3;|

| [
ay o by B

1y oy +_ '!"1 i?’a

a4+ by i3;|

@y %y
a, o

ay %y

E"1 tr:‘l
by [!35

J"':| Jl'j;'.

a3 %y

Iy Oy

a3, |

s o
ag oty

g 3y

_|_

ay oy +
ay oy

L
Iy O =~

by 'au
‘DH |5= _L
b, B,

g &%

-}

(-8

gy

biPi bafo
‘bl {3, bﬂ(:"l
!-’l r'?h b! Isu

by 3y
by B

a
b: 3

| ay o
fhy oty

| ay oy

| by
b, s

by By

by ﬁ’l
b B
by :rj'.:

by By

f
by 3

by Bs

&y 0y
(g 0Ly

Ty %y

Oy oy +bnﬁl
a5 0ty + by ra'.*
'U:i‘x:l‘{“bu@u |

@y &y
Ty oy
@y 0y

baféy |

'{"3 [3:

b:j ir:‘u

e todos estes termos se annullam por conterem cada um duas columnas, que
86 differem n'uma constante (n.° 23).

0 producto reduz-se pois a zero; e do mesmo modo se prova o theorema
para outros delerminantes.







SEGUNDA PARTE.

APPLICACOES DOS DETERMINANTES.







CAPITULO L
RESOLUGAO DAS EQUAGOES ALGEBRICAS.

e —

50. .Se o primeiro membro d’'uma equagido algebrica apresentar a forma
de determinante, o desenvolvimento d'este nos dard as suas raizes, 4s quaes
muitas vezes poderemos tambem dar a forma de detcrminante.

Tratemos com effeito de resolver a equagdo

Pz4+Q M N
ms+p —1 0 |=0.
kg o —i

Desenvolvendo o seu primeiro membro, teremos

Bi:M NS e N
slm —1 0 o r p —1 0 |=0,
n 0 =i g 0 —i
d’onde
Q0 M N |
p —1 0
q 0 —1 ‘
e T o 3
|? N N
m- — ]

expressdo em determinantes da raiz da equagdo proposla.




0 —1 0 M & M N
o =1 | Plo =t il 8
3 —_—— T
—1 0 M N M N
RERIR T
! SR mlo Ly | n Lyl g
B1. Para achar as raizes @ da equagdo
@ a b e
a x 0 0
b 0 x 0
¢c 0 0
calcule-se o determinante do seguinte modo:
xr a b ¢ © ar br cx £ a b
g o0 0 I A O R o8 t8
_— — =
-!.-Da'[h| wlbd 0. .20 T
e 00 2| e 0 e 00

ou
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Desenvolvendo estes determinantes, o valor de s toma a férma

Mp+Ng+Q

[~ Mm-+NntP’

r ! .ri
|
2
0 =5 a
0 |®
| ¢
| @ —b—e?
il
[

i I |
=z R a® 1 0|=7

b 01 0

15 0 1
ot 0 o 1

.| == |
— . ‘ ot (e —a'— b — P*J = (),
' i ‘ )

rPr=0 =- at— =)

i

-

r=a"=0 "= lt-"r a4 b, ¢

que sio as raizes da cquagdo proposta.

AR — l.-"l

bt

]
3

= -




Subtrahindo a primeira columna de cada uma das outras, e dividindo depois
por # — & as lres ullimas, vem

F il [ i £ d—r a—Ir a—T
a & a o) a aT—da 0 ]
a o @2 i =3 i 0 ) il ] |
a a @ i it 1] il T r.r
TR s p-bo —f =3 018
; || i | 0 1] : it 1 0 0
= (r—a) = ( t—it)
o] 1] | 0 i 0 1 0
| a U ] | (1] 0 Diaqi]
Q 41'
Tt i —1{ r4-2a: 1" 04
- f.."—-f.r',"' ' @ { 0= :.r'—ra‘,-"' a i 0]
{ 0 | | @ 0 1]
.
i ‘
L] e3a 0
= [J' H)" :Ii.!'—r-’}1|:.l" -3a) = 0.
it | i
Logo ha (res raizes
B
'e"r:.r” = '.I'JH — @,
£ uma
¥ —= — 3a.

B63. Resolvamos a equagio

fiis ol ab—ax cos§ |

ety
!

| ab—x cos g P—z

771 BRI o O I

el 4.1.."‘.- {l'..«,__,,‘, A f=




Desenvolvendo, serd

a— ab—ax cos §
ab—a cos V¥—z |

at ab| |a® —acosf| | —a ab| |—& —xc0sf
" lab || ab —a " —gcesy Bl |—v. —o

a a a —Cos —1 a | —1 —C08

=ab + ax o -+ b + o .
b b b =14 —cosg b ot~
= ax (— a + bcos §) | bae (— b -+ acos ) 1 = (1 — cos® )
= (zsen®§ — a* — U* + 2ab cos §) = 0.

Logo seré

=0, esenf§—a*'— b4 2abcosh=0,
d’onde resultam para @ os dous valores

@t —2abcosy
.1,":." 1] .t'r = e .
gen f)

B64. Para calcular as raizes da equagdo

a b

<
~

x ¢ b

juntem-se & primeira columna as lres seguinles, tire-se para féra do determi-
nante o factor commum, e mudem-se successivamente os signaes da segunda e
terceira columnas, da primeira e terceira, e da primeira e segunda, repelindo
de cada vez aquellas operagdes.




67

Resultard, chamando, por simplificar, A,, A., A; e A; o0s determinantes co-
efficientes dos diversos factores,

La-+b-4-¢

a--bte

ba--b-1-¢
ta-b-+e
x-t+a—b—c

—xz—a-btc
— (z-+-a—b—0) . A,

—x—a--0+-c

ata—b—c¢

a-lb—a—c
—e—blale

: = (@-}-b—a—c) . 4,
z-+-b—a—c

_r__.n._b. :I..”_'. '

x--c—a—0b

x-+-c—a—b

o
g = (®{-c—a—1b) . A
—x—c-+a-t-b a

| —e—c-ta-b —e

A inspecgido d'esle calculo mosira que o delerminante proposto é divisivel
pelos factores

(@-+-atb+e), (@fa—b—c), (2ib—a—c), (2-t+e—a—d),

e por conseguinte divisivel pelo seu producto, que &, como elle, do quarto grav.
Logo o determinante dado reduz-se a esle produclo, e a equacdo proposla a

(x-+at-bt-¢) (2 a—b—c) (-} b—a—c) (x-}-e—a —b)=0,
cujas raizes sio

= —a—b—¢, &'=b-}c—a, @"=a-}c—b, a¥=atb—c




CAPITULO IL
RESOLUCAO DAS EQUACOES LINEARES.

— 5 W E——

B65. Na resolugio das equagoes lineares cumpre distinguir dous casos, se-
gundo o numero das equacdes é ou ndo egual ao das incognitas; e em cada
um d'estes as equagdes podem ser ow ndo ser homogeneas.

Consideremos estes differentes casos.

§ I. — Equacdes nio homogencas em numero egual ao das incognitas.

B56. Supponhamos, em geral, dado para resolver o systema de n equacdes
lineares nio homogeneas a n incognilas

mayaiet oy, + ... ol =1u,
\ aye, - Qe a3+ ... Jaie, =y,
\
(1.i' }
ale,+alx, -t alx, e aa e, = Uy

que primeiramente supporemos dilferente de zero.
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Multiplicando estas equagdes, a parlir da primeira, respectivamente pelos de-
lerminantes menores

=5

- a %
al? ==y gy (— 1y "d,

i
Ly L]

correspondentes aos coefficientes aj, ai, ¢}, ... a) de x,, teremos

o 1 1 ] @ A a B " b3
[+ +— By == i I R = i — C
01 01~ Oy iy -Gyt Fdai M, g1 th
- | % 3 5 1 - - 3
—d ale —d iy —0 oy — .. —0 0" ®,=—0 U,
al Ciis fem & . a
- (] b 3 -« 1 bl & i 1 - " -
g, L g, asxy ¢ B+ .. o= @
Jf-f‘li by Ty -7 Jﬂ:‘ EI}.I‘._ 1 JI'J'_I-' Oy 2y T T J”.|l 5 oy Jﬂ_‘| Uy,
=l o tm—i ¥ | S | f 2 y—i 3 - —1 %
l:_I ] Cpt On &y l:— 1) Oy =0 -+ 1 9 By =(—1) U1 Wy

de cuja somma resulta, ordenando segundo as incognitas x,, @y, ... @,,

,'ll :g‘ﬂ: al — a“ﬂ al - aﬂ:'. a— ... +(—1) 6“.’; allz,
L P“; al — '3{___.-' al -} ’3-!_'.”i — es (=1 aﬂ.'. -:r';[;-.r:,
b ia“: al— E:‘u;ag + '5.;.1"‘ — e (=1 Oyt a,lz,
(3) {
4= "JI1 Oy — ‘!-.” 9 ! By— <= I {_13“ 1 g':. alx,
| = '3';1 Uy — c'j‘_i, TR 5“._ Ug— ... + (— 1) '5“, th .

H | 2 ] ()

Vé-se que o coefficiente de @, n'esta expressio é o determinante dos coefli-
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cientes das equagdes propostas ordenado em relagdo aos elementos af, al, ... a!
(0.” 33), e que os coefficientes das outras incognitas ., x,, ... «, sio nullos
(n.° 36), porque se deduzem do coefficiente de @, isto é, do determinante A, pela
substituigdo da columna a} a} ... a} por uma das outras columnas ai i ... a,
aj a; . .. a,, elc., e consliluem assim outros tantos determinantes com duas co-
lumnas identicas, e por isso nullos.

Nola-se ainda que o segundo membro é o mesmo coefficiente de x, ou de-
terminante A, no qual se substituiram pelos elementos ai, ai, ... a! 0s termos
conhecidos w,, u, ... w, das equagdes propostas.

Aquella expressiio equivale pois & seguinte:

al af .. @

(4) RNy e L SRS

d'onde se deduz

% of ...a}|
|
saenrnam e |
%, af ... al
T, =
O (IR e
1 | N
i I e D
ou
= 2w a3al ... a
5) == —

Zatolal ...a

Para obter o valor de z,, multiplicariamos as n equagdes respectivamente
pelos delerminantes menores

g ]
ﬂ“

correspondentes aos coeflicientes de x,, e sommariamos os resultados como
acima; o valor de a,, @y, ... , obter-se-hia analogamente multiplicando as
equagdes pelos determinantes correspondentes aos coefficientes de x,, @, ... a,.




D’este modo resultaria

b LTI, L [ hil - T R | Zayasa;

_']“E == b —

>

-
T ol o v q .4
Zaios o o0 2atalal ...

zrf}u:ﬂ;

A inspecgdo d'este calculo mostra que — dadas n equacdes lineares ndo
homogeneas a 1 incognitas, cujos sequndos membros sdo grandezas conhe-
cidas, o valor de cada incognila é egual a wma fraccdo, que tem por deno-
minador o determinante das incognitas, e por numerador este mesmo de-
terminante depois de substituidos os coefficientes da incognita pelos termos co-
nhecidos.

Foi Lemnitz (#) quem pela primeira vez indicou esta solug@o, cuja im-
portancia e generalidade foram depois assignaladas pelos analystas CRAMER (=)
e BEzout (#s=).

B67. Suppozemos em o numero precedente que o determinante A dos co-
eflicientes das incognitas ndo era nullo.

Se este determinante se redusir a zero, as incognitas terdo valores infini-
tos ou indeterminados, segundo o polynomio numerador das formulas (5) e (6)
for ou nio differente de zero, pois que entdo os valores das incognitas tomardo

0

i A - i
a lorma ﬂ—i ik

A P B B B B I PP P PP P P i

(+) Lefire d L'Hospital du 28 avril 1639.
(+s) Analyse des courbes algébriques, 1750.
{s==) Histoire de I'Académie royale des sciences, 176%.
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No primeiro caso o systema (3) reduz-se a
D.oy=Zwa} ... a, ou O0.m=2Zaju ... al, elc.,

isto &, zero egual a uma grandeza finita, o que & impossivel.
0 systema proposto ndo tem pois solucdo.
Se tambem o numerador 2w, a; ... a} ou Sajwu, ...al, ... é nullo, 0 sys-
tema (3), equivalente ao systema (1) proposto, reduz-se a
=10,

uma identidade; e n'esle caso o systema das equagdes dadas serd satisfeito por
wma infinidade de valores.

68. Se apenas wma das equagdes propostas ndo ¢ homogenea, isto 6, se
0s segundos membros de (1) sdo todos nullos & excepgdo de um s6, por exem-
plo u,, as equagdes (4) e (6) tomam entdo a forma

| af ... a | al oy o..oiay |a} R

|n ”;...u:_-!‘ i B AR al at... 0 |

........... | e e e et e T

‘D aﬂ...a.‘ a0 .. et "@ i 0
ou

(7) ﬁr,::?alﬂ-,, é.a‘izé‘a.’_.u,, A;r;:éﬂ}.un ﬁ.ruzﬁu,;ul,

d'onde

(8) === L =

D’este resultado conclue-se que — se n'um systema de n equacdes a n in-
cognitas os sequndos membros sdo nullos d excepedo d’wm sd, os valores das
incognitas sdo proporeionaes aos delerminantes menores formados com relacdo
aos coefficientes das incognitas da equacdo ndo homogenea.




59. Para elucidagio d'esta theoria resolvamos o systema das tres equagdes

Calculemos as expressdes [n.°

73

Zu,aial Zalu,ad
pri o al H-:‘y /) -2”: A 3
Teremos
] —4 b 1 3 5
A=Zalalal= 4 —5 0 § b
0 3 —2 0 3
1 18 —4 6 I 2l D
|
Euwalad=|—~7 —5 0|=|—7 —5
TS —2 $.
|3 21 ‘ 3 g1 0
E”i“lﬂgz; i —1 — —7 0
0~ '=24 jo. .-y —2
Y =4 18 il e b
1 .8 X | =—v —Ii
Zalalu,=|4 —5 —71|=3| .
fohd 0y
0 ) |
Logo sera
140 210
e = I = —
il 5 70

o

Jr— Yy 1+ 6z =18,
dr—bHy=—1",
Jy —2z=1.

56, formulas (5) e (6)]

Zalalu,
e ) r.r: rI:,'-f:i ;
il
]. 13 8
(1] == -—'2 =T}
8 —5
2 | '
0]
21 5]
1] =—;}_ & :1-‘1“_
| — —o}
13 24
— 2 =210
fa-—1]
—4& 18] B
: |=~1H——?3?“?ﬁﬂ.
| s &
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§ 1. — Equacdes homegeneas em numero egual ao das incognitas.

680. Para que as equagdes (1) do n.° 56 se tornem homogeneas, & necessa-

rio que seja

Uy=10, =0, ...

e n'esse caso o systema tomara a forma

[ a} x, -} ai v, - '
T+ ag Ty 4+ ...
(1)
!
L A
no qual todas as equagdes sio homogeneas.
logar para », =0, e n'este caso tornar-se-hio
Ap=0, Am=—0 ... As—10,
0 que exige que seja
A=0,
ou
I }'I _ “‘ j': — “,‘ "
! 4 : )
[ ¢, ndo o0 sendo, que todas as raizes sejam eguaes a sero.
A expressdo (8) mostra ser n'este caso
i T, , r
g, P W R
-!II IJ" rl1

“aow

T E— Ih
ay = ”?
ar.=1

As egualdades (7) do n.® 58, subsistindo para qualquer valor de u,, lerdo

Logo: — para que n equacdes lineares homogeneas, a n incognitas, sejam
compaliveis, é necessario ¢ basta que o delerminante das incognilas seja nullo;




assim como

T, 1 Ty e,
—_— = — = —
04 o 9 r
iy i i al
o R R o e
T Ty Ty T,
— —_——— —— =
- L Y L Y L7 [
a a a, a.

onde se vé que —os valores das incognitas sdo proporcionaes aos delerminan-
tes menores, que se formam ordenando o determinante A em relagdo aos co-
efficientes d'wma qualquer das equacdes propostas.

Dos valores acima deduz-se que

L == I T CONPER . SRR . T T . B
N Sl R Ml SR SR PO e (RS
i il ay a L o

1 1 1 |

e B 5 % .
se 1o Dagallyg «0o L7 [

[/ a5 iy, i

...... s amE e s e s

o = B ',‘. P'l
. Jrﬂl - JJF s Uy v e Ju‘"‘

isto &, — quando wmn delerminante A se annulla, os determinanies menores
correspondentes a duas linhas de elementos parallelas formam duas series de
grandezas proporcionaes.

§ I — Equacdes lineares em numero differente do das incognilas.

61. Se nas equagdes (1) suppozermos x,==1, teremos n equagdes nio
homogeneas a #n — 1 incognitas

g antaltet+ ... f+at e, +ai=10

(1) i .......... v ug e e
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Para restabelecer a homogeneidade, substitnamos as incognitas pelas suas re-

“ Iy @y & r s i
lagoes —, =7+ e+ 3~ Com uma grandeza arbitraria 4; teremos, multiplicando
A \ A
por 2,
‘ ol +alzt .. a'xw,  +aldi=0,
() ) ...... s SRS T e S el
G tast ... +ats., +ak=0.

Para que estas equagdes assim homogeneas, e por tanto as equagdes (1)
que lhes equivalem, sejam compaliveis, é necessario e basta (n.” 60) que seja
0 delerminante

Logo: — a condicdo de compatibilidade de n equacdes lineares ndo homoge-
neas, @ n — | incognitas, consiste em que seja nullo o determinante das mes-
mas equacies tornadas homogeneas.

Os valores das incognitas serdo dados pelas proporg¢des do n.° 60.




CAPITULO IIL
RESULTANTES SOB A FORMA DE DETERMINANTES.

A P ——

§ L — Resultante de duas equacdes algebricas.

681. Quando n'um systema de n equagdes nio homogeneas, a n — 1 varia-
veis, se faz por qualquer methodo a eliminagio d’estas, resulta por fim uma
expressdo, funccdo apenas dos coeflicientes do systema dado, que egualada a
zero exprime a eondicdo necessaria e sufficiente para que aquellas equagdes
sejam salizfeilas por um mesmo systema de raizes.

Aquella expressio, que designaremos por R, chamou Bezout reswllante ou
eliminante; e tambem denominou resultante, equacdo final (equatio finalis
genua) a equagio

R=0.

Foi effectuando aquella eliminagdo entre n equagdes do primeiro grau a
n— 1 incognitas, e entre duas equagdes algebricas a uma incognita, que Lei-
BNITZ, nolando a symeltria dos resultados, descobriu 03 deferminantes.

Eliminando com elfeito = entre duas equagdes lineares a uma incognita,

. ezt b=, dzrd4¥V=0,
para o que basta multiplicar a primeira por o/, a segunda por @, e subirahir,
achou LEmsNiTZ
ab! — a'b=0,




ou

resultanie em forma de determinante.
Para obler a resulitanie das duas equacdes do segundo grau a uma incognita
ar’ 4+ br+c=0, a'v*tL Vet =0,
multiplique-se a primeira por @, a segunda por a, e subtraia-se: vird
(al! —a'b) & 4 (ad' —a'c)=0;

e multiplicando a primeira por ¢/, a segunda por ¢, subtrahindo, e dividindo
por &,
(ae' —d'c) @ + (be' — Ve)=0.

O problema acha-se reduzido a eliminar x entre estas duas equagdes linea-
res, e a resultante achada por Lemxirz foi :

(ac' —a'e)’ — (all —a'b) (be' — be)=0,
ou, em nolagao abreviada (p.” 9),

| (ac") (be")

| = [}
| (ab') (ac') |

3

que & um determinante.
E semelhantemente para as equacgdes do lerceiro, quarlo ... grau.

62. 0 methodo de eliminagdo que acabamos de applicar, e que primeiro
naturalmente lembra, identico na essencia ao do maior divisor commum, tem
o inconveniente de inlroduzir raizes estranhas.

Empregam-se por isso de preferencia outros methodos, que vamos succinta-
mente explr, e que, por meio d'um calculo notavelmente simples, nos dio a re-
sultante sob a forma de delerminanie.
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§ IL.—Methodos de eliminacio entre duas equacdes algebricas.

63. Methodo de Enler.
Sejam respectivamente
fl@)=0, g(z)=0

duas equagdes simultaneas dos graus m e n.
Se « ¢ raiz commum, ambas terdo por factor r — =, ¢ serd

flo)={x—a)(Ax™"+ Az™* 4 ... 1 A.),
g(@)=(r—a)(Ba"" +Bax"*+...+B,),

representando por estes polynomios os quocientes da divisio de f(z) e ¢(z)
por @ — a.

Dividindo membro a membro estas identidades, e desembaracando dos de-
nominadores, vem

flz) By +Bex "4 ... +-B)=¢ (@) (Aw™" + &2} ...+ A);

e esla identidade significa que, se mulliplicarmos f(x) por uma funcgdo arbitra-
ria de = do grau n— 1, o que introduz n constantes arbitrarias B,, B, ... B,;
depois ¢ (x) por uma funcgdo arbitraria do grau m— 1, o que introduz m arbi-
trarias A;, Ay, ... A,; leremos dous polynomios do grau m --n— 1, que, egua-
lados termo a termo, nos dardo m-}-n equagdes homogeneas do primeiro gran
com relagdo s m - n arbilrarias.

Para que eslas equagdes, e por tanto as propostas, de que ellas sio uma
combinagdo, sejam compaliveis, € necessario e basla que o seu delerminante
seja nullo (n.” 60). Teremos assim a resultante em forma de delerminante.

Achada a resullante, o methodo que adeante exporemos (§ llI) dar-nos-ha
as raizes.

Procuremos, para exemplo, a resultante das equagdes do 2.° grau

f@)=az’+ bzt c=0, ¢(r)=as"tbetc'=0,

L)
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Applicando o methodo de EULER, vem
(aaz® + bz + ¢) (A + Ay) = (a'a* - V& - ¢/) (Biz -+ By),

d’onde, effectuando a multiplicagdo, e egualando, conforme a theoria das funcgies
identicas, os coefficientes das mesmas polencias de &, resultam as quatro equagdes

Aa — B,a’ =),
"l"l'!J T “"_‘"f L lil‘r’I = ”g"!r —_ ”1-
A+ Adb — B¢/ — B = 0,

A — H_.i‘.'J =),

lineares em A,, As, B, e Bs.
Eliminando estas arbitrarias, a resultante das propostas serd o delerminante

d'estas quatro equagdes egualado a zero (n.” 60)

b oa bV &

== [}
[ /] o c'r' [ ‘
0 & 0 c
ou
(ee) (be)
ALl =,

laly  (ar'
'\”b / I\”{' Jl

64. Este mesmo methodo fornece as condigbes para que as equagoes te-

nham dous factores communs.
Sejam « e [ as raizes communs: serd n'este caso

[(@)=(z—a) (@—B) (Ax"+ ... +A.),
9 (@)=(z—a) (@—B) Ba* + ... +B,),

d’onde se deduz




i 00

Quer dizer: — se multiplicarmos /(z) por uma funcgdo do grau n—2 contendo
n— 1 arbitrarias, e ¢ («) por uma funcgdo do grau m — 2 encerrando m — 1
arbilrarias, teremos dous polynomios identicos do grau m -- n—2; egualando
entio os coeflicientes das mesmas potencias de # nos dous membros, resultario
m~+n—1 equagdes; e eliminando depois entre estas as m - n— 2 constan-
les introduzidas, obteremos a resultante procurada.

Busquemos as condigdes necessarias para que as duas equagdes do 3.° grau

ar' +br*+ex 4+ d=0, a4V tcxt-d=0

tenham duas raizes communs.
Sera identicamente

(aa® + ba® 4 ez +- d) (A + Ay) = (a'a” + V'a* + o'z 4 &) (Bw + By),
d’onde
Aa — B/ =0,
Ad + Aa—BY —Ba' =0,
Ac 4+ Ab —Bie' —BY =0,
Ad + Ase — Byd' — Bye! =0,
1 Ad —Budl'=0,

Eliminando A, A;, By, B, oblem-se para resultante o determinante multiplo

a 0 a 0

b oa o

8 b ¢ ¥ |=0.
d e d ¢ |

0 4 0 d

65. Methodo de M. Sylvester.
Este methodo desfaz em certo modo as relagies que existem entre as po-
tencias das variaveis, tratando-as como variaveis independentes, pelo que M. Syr-
6




VESTER 0 denominou methodo dialytico. E identico ao de EuLer quanto aos re-
sultados, porém mais simples nas applicagdes.
Se multiplicarmos successivamente as duas equagdes dadas

azg” + b+ ea™ 4 ... + ke +1 =0,

ar bttt ... + e U=,

a primeira, de grau m, por
T T S AL
e a segunda, de grau n, por
g BRI T
formaremos m -+ n equacdes entre as m -+ n— 1 potencias de x

a;ul-'—n—-l' -..,.|||+||-- 31 Fard &..‘!1 .T!.

Eliminando entdo d’estas m -} n equagdes, que podem considerar-se do pri-
meiro grau, aquellas m -+ n— 1 polencias, como se fossem outras tantas va-
riaveis, obler-se-ha a resultante das equagdes propostas.

Appliquemos este processo ao systema de equagdes

ar? +br 4 c=0, ar*+Vztd=0.

Multiplicando por @' e a°, resullam as qualro equacdes

ar’ 4 be* +cx =0,
ar’ +br 4+ ¢ =0,
az® + Vo 4z =0,

gz +lr4 =0,
do primeiro gran em 2°, 2° e a'.

Temos pois quatro equagdes lineares com as incognilas a”, &* e ', cuja con-
digdo de compatibilidade é (n.” 61) que o seu determinante seja nullo; a resul-




tante das equagdes propostas serd pois o determinante d’estas equagdes egua-
lado a zero

0 mesmo que nos deu o methodo de EuLER.

66. Se as equagdes dadas fossem de differente grau, laes como

ar' +b* Fex+d=0, dz*+Vrt+c=0,

multiplicariamos a primeira por «' e ”, e a segunda por «*, ' e 2, 0 que nos

daria cinco equagdes

ax' + ba' 4 ca? - de =}
ax® + ba* 4 cax +d =0,
az' -} e - e =0,
ae Fbe* 4w =0,

a2+ bzt =0,

do primeiro grau em o', &°, 2* e o'

A resultante das proposlas serd pois o determinante d’estas equagdes (n.” 61)

egualado a zero

la & e-d 0

B b s 8
ld ¥ ¢ 0 0|=0.
: a ¥ & 0

6%7. Querendo eliminar # das equagdes

ax’ +ba' +cx+d=0, da'+Vat 4+ et d=0

1
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multipliquem-se por 2% ' e 2". Teremos as seis equacdes

axr® -+ bat e 4 d =0

a'e’ 4 Va' | e - d'a? =1

a'e' + V2’ + ca® 4 d'z =1}

a'® + Ve + de+ d =0,
do primeiro grau em 2%, &%, o, @*, &', cuja condigio de compatibilidade, e por

conseguinte das propostas, é que seja o seu determinante egual a zero; a re-
gultante & pois

& th 8 d-6. B
0 ¢ b ¢ d 0
0 0 e 5 ¢ d
P e 3, S =il
a ¥ od o
0 ad d.-d d 0
0 0 & W ¢ d

68. Methodo de Bezout aperfeicoado por Cauchy.

Este methodo tem sobre os precedentes a vanlagem de dar a resultante sob
a forma d’'um determinante mais simples, e por isso mais facil de calcular.

Sejam

m—1_| |
s fy & iy ™ - s T Gu=10,

(1)

f by '+ ... +b.=0,

as duas equagdes dadas, suppostas por em quanto do mesmo graw.

Passemos em cada uma os termos para o segundo membro, deixando no pri-
meiro s6 o primeiro termo, depois os dois primeiros termos, depois os tres pri-
meiros, elc., alé 03 m primeiros termos; assim formaremos m pares de equagdes.

Dividindo membro a membro, uma pela outra, as duas equagdes de cada
par, e supprimindo as polencias communs

-

—i )
y O e Wy




teremos as n equagdes

tty a e -+ a,e™ - @, &+ d,
| — - —— — ——
”— 1 ’
by by @™ 4 bya™? 4 + b 24 b,
a, & -+ da, ™4 . R e

(2) f:r..,_;I'i - : - by by I'IJ‘ ' e - boox+ b -

o +a, 2+ ... }a,. . Oy TG
T 3 1 e T )
b"' z" | b '{-m -k SOS _%_ 'b"l—.' {:?ll i :_ JJIm
ha'+ba24+ ..+ b, 2+ b, b,

Desembaragando estas equagdes de seus denominadores, resulta, empregando
a notagdo abreviada dos determinantes,

(@b ) + (aghs)a* - (aghy )™ + oo (addy) ==,

i (ab) =0

(aghy)a" .!_E.in,,fr_,‘ .;..ju,f,;__:;,-'-- o Hah) .;ulr-,t-:.-a.--“ R

(ahz" Yo +(ad)fa? o) +(ob) 2> +...+(ad) =04
(3) { .

(s} H(atsba) 4 (0o () + (@b )@=+ . 4 (G sba) =0,

(b - (@b, )am" - (asha)e F o A (@ ib)=0.

4
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* Temos assim  equagdes do primeiro grau 4s m — 1 incognitas

getoger .o e

e todo o valor que satisfizer s propostas (1) satisfard tambem as equagdes (2)
e (3), que sao combinagdes legitimas d'aquellas; e por tanto, se as propostas
liverem uma raiz commum, esla raiz salisfard as equagdes (3), as quaes serio
entdo compaliveis, e o sew determinante nullo (n.° 61).

A resultante das propostas serd pois

(aubl:] (agbs) [:ﬂub_'i) Sikin (aed,, ,:] (2D,.)
(@obs)  (aoby) +(aiby)  (aoby) 4-(ardy) . ... (aob,,_s) + (aib,. ) (a,b,.)

aoby aob,) + (a,b, (etob) 4 (a, b, eon (yh,) - (ash,_, 14, |
(@4 0,,) ( (

({f"DM_T) (ﬂ“f.:_,‘:l (o ty) (0,0,) - (ash, B I (W ) B ) (G._sb,)

(a,b,) (ayb,) (agh,) R (a,_sb.) (@ iby) |

Obtida assim a resultante das equagies propostas, resta achar as raizes pelo
methodo adeante exposto (§ ).

69. Suppozémos em o numero precedente que as equagdes dadas eram
do mesmo grau.
Se as equagdes

@G+ a4 ... La, =0

(4)

oo f-bert L ... b w=0,

forem de graus differentes m e n, sendo por exemplo m > n, e se mulliplicar-
mos a segunda por 2™, ella se lornard na equagdo do grau m

by + b 4 ... L b =0,




...

Applicando a esta e & primeira das equagdes (4) o processo de Cavcuy, até
se separarem 0s n primeiros termos, resullario as n equagoes

on—3 1

ay g, '+ aa™ 4 ... TG,

b bortFhamtb e R

Oy T @, G & " a,,
bhe+b b4 ... b
ay ' +a, L - a, ar"+ ... +a,
by 2 4 b, @+ o b, o™ i
que multiplicadas pelos denominadores se tornarao
":Ir)q-!'I,)J""' Y (b ag)a™ = ftrs i -!- hya, ==l

(b ag) T !::r‘x,.u;.j + (b -:r._.,‘f' 1t ot bha, =0,

D'este modo teremos n equagoes.
Multiplicando agora a segunda das equagdes dadas pelas m —n primeiras
potencias de @
o™ g "-. o™ ", o '.', ses T, Ty, I,

I'._.-;?" 1 L '-ﬁl .i.m-2 L l'j: P _; E i ' b. P = ”'

b, o™ = I ;'.r.l, a4 ... 4 ';'-. am— "=,
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Assim, da combinagdo das propostas formamos m equagdes do grau m — 1
em x, mas do primeiro graw com relagio as m—1 potencias

__rm—-t' wxu—ﬂ} o ;’5;
€ para que estas m equagdes do primeiro grau a m — 1 incognitas sejam com-

paliveis, ¢ necessario e basta (n.° 61) que o seu delerminante seja nullo, isto é,
que seja

(hy 1)) r\h”r.-__.J (I ity) g by e,

(boay) (boets) -+ (byay) (bya)-+(hay) ... ba,
R e e R S S e Tt |

(b i) (ba,) (byee) JEFEIY . T I

(8) A= by b, b, il 0 =)

0 b b, 0 |
0 0 b, 0 |

AR ke e AR 4 R e et RS T T e T e |
1] 0 () 0 |

Este determinante é do grau m com relagdo aos coefficientes da primeira
das equagdes (4), e do grau n com relagdo aos coefficientes da segunda das
mesmas equagoes.

Constitue pois a resultante das equagdes propostas.

A raiz commum calcula-se pelo processo que adeante expimos (§ ).

70. Appliquemos o methodo de Bezout e Cavcuy a alguns exemplos.
Querendo eliminar « das equagdes do lerceiro grau
I

(6) ax’ +ba' e+ d=0, aa"+ b2tz d =0,

procuremos a resultante.
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Pelo processo de CavcHY teremos

a b +ex +d

a' Ve e L d
ar b cx - d
a'a 4O cla i
ax®-1-bx 1-¢ d
a'e® +be ¢ d

Desembaragando do denominador, vem as tres equagdes

‘ (ab') &* + (ac) = + (ad) =0,
. i (ac') @ + }(ad')+be') | - (bd') =0,
(ad) a* -+ (bd") = 4 (cd) =0,

do primeiro grau em z* e .
A resultante sera pois o determinante symetrico de 3.* ordem

{ab') {m:") (ad') |
(8) (ac)  (ad') 4 (be) (bd) |.
{”r'.-) '\'J'M'rl:- |:f'a_'ll; :

Em quanto o methodo de M. SyLvesTER nos deu, para resultante de duas
equagdes do terceiro grau, um determinante de 6.* ordem (n.” 67), o de

Bezour e Cavcay dé-nos, como se vé, para resullante um determinante de

3.* ordem.
0 mesmo methodo, applicado 4s equagdes do quarto grau

nx* +ba® - cx' +dx +e =0,

ax' - b+ e'a? +dx - ¢ =0,
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entre as quaes se pretende eliminar o, dd separando,

] b 4 cx® - dx e
WG " 0 7 3
a b'a* 4 c'e® + de 4 ¢

axe b cx' de e

dz b cr+dete’

ar® +bxr +-¢ dr - ¢
a'e® - bz 4 ¢ dz-t¢ "’
ar’ +bx* ‘ex d ¢
a'z’ 4+ ba + ce - d ¢’
e reduzindo a inteiros,
[ (ab) & 4 (ac) =® 4 (ad') e -+ (ae") =0,

L

\ (ac) @* :—;',(rm”j 4+ (b)) :.r .:.:.-m,-ﬁ. 3 (M'}_:z -+ (be') =0,
(9) ¢
fad’) " —:—}(r:e’j - (r‘;d'jia:"" - EH’M’) + (ed') e + (ce') =0,

(ae) @ - (be)) «* + (ce) @ + (de') =0,

quatro equacdes lineares s tres incognitas o, 2* e a'.
Para que estas equaghes, e por tanto as propostas, tenham uma raiz com-
mum, é preciso que o seu determinante seja nullo (n.° 61),

| (ab) (ac’) (ad’) (ae')

w | eare wien @],
: (ad') (ae) -+ (bd') (be') - (cd') (ce) '.
| () (be) ce)  (de) |

Assim obtivemos a resultante do syslema dado.
Analogamente se obteria a resultante das duas equagdes do quinto grau

az® + ba' + ca’ + do* +ex + [ =0,

a'x, - be' + c'a* 4 d'a* - dz - [ =0,
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que seria o determinante de 5.* ordem

(ab') (ac") (ad') (ae') (af*)
(ac) (ad)+(b¢)  (ae)+(d)  (af)+(be) (@f)
(1) | (ad) (a€)+ @) (af)+ (0¢) +(ed) @)+ (ce) (ef) [=0.
(@) (af)+@d)  (bf)+(ed)  (ef)+(de) (@)
| @) o (ef) @n (e

71. Exemplifiquemos o caso de serem as duas equagbes propostas de dif-
ferente graw.
Sejam
+ ba? }- ca* +dae +- 6 =0,

a'e® + x4 ¢/ =0,

as duas equagdes cuja resultante se procura.
Conforme o methodo geral (n.° 69), multipliquemos a segunda equagiao por
2*; leremos o systema

ax' +ba® 4+ ca* -+ de4-e=0

a'z' - b -+ ¢’ =),
de duas equagdes do mesmo grau, que pelo methodo de Bezout e Cavcuy dio

a ba'texttde-t-e

a' ba' 4 c'a? .

ua:-—b ra:"-{—n'\r:-{—{*‘

L

a;v'_, —l— v 'z
as quaes, desembaragadas dos denominadores, se tornam

(ba"x" + (ca’)z* -+ da'z -+ ea! =0,

(ca')a® -+ }(cb') + (da)! @* - (db' -+ ea'yx - b =0,
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Juntando a estas a segunda equagdio proposta, multiplicada seguidamente
por o' e 2,

a'z’ 4 bat - ¢z =,

a's* + Ve 4 ¢' =0,
leremos qualro equagOes lineares as tres incognilas @, @, e x,.

A resultante d'estas quatro equagdes, e por tanto das propostas, serd pois
o determinante do quarto grau

| (ba)  (ca) () (ed) |
(ca’) (cV)+ (da') (db') -+ (ea’) (eb) g
a' v v 0 ;
0 o' 7 ¢

§ IL— Galeulo das raizes communs,

72. Achada por qualquer dos methodos expostos a resultante de duas equa-
goes algebricas sob a forma de delerminante, segue-se calcular as suas raizes.
Consideremos ainda as duas equagdes geraes de grau m

G+ o +ar ) ... fa, 2+ a,=0,

';‘ul ™ = IJ.IJ', r™ i _}_ ||l‘._» ._!.:-u.‘: JI_ e ‘f’.” i T 1 hm — Ul

as quaes, como vimos (n.” 68), se 1ém uma raiz commum, terdo para resullante
o delerminante

A B, G .F 6 H
(1) N e e G R e TR R B Ao E =
R By Moy oo Py G Hass
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onde, por simplificar, represeniamos pelos symbolos A,, B;, C; ... 0s elementos
(agby), (aoby), (aybs) ... do delerminante A do n.” 68.

Admittamos por em quanto que um dos determinantes menores, correspon-
dentes aos elementos da ultima colomna H de (1), ndo seja nullo, por exem-
plo, 0 que corresponde a H,.

No systema de equagdes (3) do n.” 68 supprima-se a ullima, e tomem-se
as m—1 reslantes A

[ Ay 4B~ +C2*? + ... +Fe + Gz +H =0,

Ae +B@® 46 + ... iha' +62z +H =0,
(2)

I A 8 8 8 B B B B EE B E E & EEE A EE EEEEE EEE RS EEEEEVEEEEE

Ap 2™ B ™'+ Coyd™ 2+ oo +F @+ 62+ H =0

Teremos assim m —1 equagdes ndo homogeneas do primeiro grau a m—1
incognitas

—1 m—E
x | x ¥

que podemos resolver segundo os principios do n.” 56, nolando que ao deter-

minante Zalaial ... al d’aquelle numero corresponde aqui o determinante

ZA,B,C;...H, ; aos termos conhecidos w,, us, 4, ...u, correspondem aqui

H,, Hy, ... H,; e a3 incognitas z,, 2, ...z, correspondem z, &*, ... 2™,
Serd pois

.'"|| ]]1 S F| Hj f

E ."l| I]g W b F,., . ”m i Au. | "m-—! LR FM i “m—l

(3) == —— actlin e RS ; —,

L-."l ”J e Fm ] I'-".... 1 ""l-l B’ o F1 [}:
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e bem assim
| A: BF . “t Gq
Ay B, . H G,
(1) ? W P Y Aoy By oo Hoy Giny
S e Toe iy = :
l;"-I I-"'RJ. SR I“m--ﬂ Gm -1 .‘; AI ]Il Lo F' G!
A: B F. G,
Aﬂlr ] Hm—l - Fn._l {}m-—l
H, B -k G
H, B, B G
4 E HI B! T Fm 5 ﬁm i e ”M—I Bm—l L Fnl—l Gm—l
o ARBE Sy PRI s
A; B, F, Gy
Al| 1 B?I g Fm 1 Gm 1

Suppozemos que um, pelo menos, dos determinantes menores corresponden-
tes aos elementos da ullima columna de A ndo era nullo.

Se todos esses delerminantes fossem nullos, teriamos em (2) um syslema
de m—1 equagbes a m— 1 incognilas, cujo delerminante 2 A, B; ... G,
seria nullo.

Haveria n'este caso indeterminagdo, por isso que o valor (3), tendo o de-

3 : ; 0 M :
nominador nullo, leria a [Orma 7 U sendo M uma grandeza finila; e esta

ultima forma, que exprimiria a impossibilidade do problema, fica excluida pela
consideracio de que, sendo A= 0, tém effectivamente as duas equagdes propos-
tas uma raiz commum, que salisfaz ao sysiema (2), e nao ha por tanto im-
possibilidade.

Suppozémos ainda que as equagdes proposias eram do mesmo grau.
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Se fossem de graw differente, as formulas correspondentes a este caso (n.” 69)
conduziriam aos mesmos resullados, e operar-se-hia de um modo analogo.

73. Appliquemos este methodo a alguns exemplos.
Seja proposto para resolver o systema de equagdes

ar® +bx -t e=0, a2+ Ve =0

0 methodo de Cavcmy da as equagtes

a be—+ ¢
—_— -‘— 3
ad Voo
nxe - b I
dz+b ¢’

ou
(ab) x4 (ac’) =0,

l:rH"j x4 ::I'H";i = “1

cujo determinante é

| (ad') (ac)

(ac’) (be') ..

e, se este determinanle for nullo, as propostas terdo uma raiz commum, que
serd

(ac (be')
= — — == — -

(ab) i

®

--I‘l'l'l)

Para calcular a raiz commum s equagoes

| 1

ax® : be? = O ;— = “1 a'z® | b'r? - cr . d = ﬂ,

temos ja as equagdes (7) e o delerminante (8) do n.® 70, e verificado que este
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€ nullo, condigiio para que as proposlas tenham uma raiz commum, as duas pri-
meiras das equagoes (7)

(al)2* 4+ (ac')x + (ad') =0,
(ac)a® 4 )(ad") + (be")|x + (bd') =0,

¢ a formula (3)
e 2AB, ”_FT:E "_”_"_‘_
MRS s D VR W,

dio
(al) (ad") |
(ac') (bd') |
T=— -
@) .  (ach)
(ae) (ad) 4 (b) |
e a formula (%) daria
(ad') (ac))
:t‘:i-':— = —

i
(bd)  (ad)) + (be) |
| @) (@) |
I |
| 1

| (ae") (ad) - (bc")

L)

Para obter a raiz commum do systema de equagdes do quarlo grau
ax' -+ b’ - ca’ - de - e=0, a'z'} V&' de =0,

formam-se as equagdes (9) e o determinante (10) do n.° 70; e verificado que
este é nullo, haverd raiz commum, que podemos calcular,
Para isso tomem-se estas equagles menos a ullima

(ab"a® + (ac)e? + (ad\x + (ae) =0,
(ac)a® + ; (ad') + (be') !!r +(ae) + (hcf’}.i;r + (be) =0,

(@d)@? +{(ac) + @d)]a* + (b)) 4 (cd)}e + (c¢) =0;




e estas equacgdes e a formula (4

para #* o valor

(al')
|I.|'EJ_' ]
-k.'fg_f-'l
(r.'."JIJ
(ac’)

‘,.r.r';,

e analogamente o de %, subslituindo a

nos dao para

(be") 4 (cd)

primeira columna pelos termos conhe-




CAPITULO IV.

DISCRIMINANTES, TRANSFORMACOES LINEARES,
INVARIANTES E COVARIANTES.

§ I.— Discriminantes.

74. Entre as numerosas applicagdes dos determinantes 4 Analyse, & Geo-
metria ¢ 4 Trigonometria, é talvez a mais importante a que respeita a investigacio
das funcgdes que ndo sdo alleradas por wma transformacdo linear das variaveis.

Como esta transformagio corresponde a uma mudanga de coordenadas, aquel-
las funcgbes exprimem propriedades completamente independentes da escolha
dos eixos. Dahi se infere a importancia geometrica d'estas funcgdes, cujo estudo
nos vai occupar n'este capitulo.

756. Com M. SaLwon () daremos, em geral, 0 nome de fdrma a qualquer
funcgao homogenea; e pode esla ser do segundo grau ou quadratica, do ter-
ceiro ou cubica, do quarto, quinto ... grau; e pode além d'isso ser binaria,
ternaria, qualernaria, elc., segundo contém 2, 3, 4 ... variaveis.

Assim por forma cubica binaria entende-se uma funcgdo homogenea do
terceiro grau a duas variaveis, tal como

aax”® | .’:.1"1_.',1 1 f'.'}_'li,l"l :--fflﬁ,f.l:

(+) G. Sarmon, Lecons d'Algibre supérieure, pag. 74, 1868.
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por fdrma quadratica ternaria uma funcgdo homogenea do segundo grau a tres
variaveis, tal como

ax® -+ by -+ c3* -+ 2fys -+ 2sx -+ 2hxy.

Posto isto, se livermos uma férma de n variaveis, e a derivarmos com re-
lagio a cada uma d’ellas como independente, o resultante d'estas n derivadas
egualadas a zero é o discriminante d’aquella forma.

Se a forma € do segundo grau, as derivadas serdo do primeiro; e estas, egua-
ladas a zero, formardo n equagdes homogeneas lineares entre as quaes a elimi-
nagao das n variaveis d o seu determinante. D'ahi se conclue que — o discri-
minante d'wma fhrma quadratica o n variaveis ¢ o determinante das suas n
derivadas, tomadas com relacdo a essas n variaveis.

Designaremos por Dy, D;, ... o0s discriminantes das formas de 2, 3, ... va-
riaveis, e por D*, D’ ... os discriminantes do 2.° 3.°, ... grau.

Formemos os discriminantes d’algumas formas.

76. 1.° Férma quadratica binaric.
Para obter o discriminante da forma

(#,y) = ax® + 2bay + ey,
?

derivemos successivamente esta funcgdo em ordem a @ e v.
Designando por um indice a variavel independente em ordem & qual se faz
a derivagdo, leremos

o] =

¢ =ax - by=10,

¢ o discriminante da forma proposta serd o resuliante d’estas equagdes, que &
o determinante (n.” 60)

a
b

b |
DE_ |=rH‘ — I,
e

x o i o




2.° Forma quadralica ternario.
O discriminante da forma

? (w,y,2) = az' + cy’ + f3* + 2wy + 2wz + 2eys

¢ o0 resullante das tres equagdes derivadas

1

o — vl B B —
—¢.=ax+ by ds=0,
! o —=be L ¢ - 0
—= (& oy +—e3=10,

Di=|b ¢ e|=acf+ 2de—ac®—cd— [V’

3.° Forma quadratica qualernaria.
0 discriminante da forma

? f.wﬂ'h:,?.‘) =ax" ﬂ'lff 4 a's* 4

it

- a'l'v*

1 2bys -+ Wax 4+ ey + 2exv 4+ 2e'yv 4 230
¢ o resultante das equagdes derivadas

=ax by +




que é o determinante

| @ ' S T

M oa b &

i A fantall L QBB abt — T
D= Vol oy == d (ea't t 200 ab a'l a''b ]
I /] @ c I
¢ ¢ ¢! a"|
L (B — a'a) + ¢ (V* —aa") 1+ ¢!” (V' — ad')
b b 1 i Ny g 411
2¢'c! (ab — U'b") 1 2ec” (a'! — bl") + 2ce! (a'b'! — blY).

4.° Forma ecubica binarice.
Para obler o discriminante da forma
L (2,4)=az’ + Jbx’y + Jexy - dy’,
derivemos esta funcgdo, e mullipliquemos as derivadas por @ e por y; teremos
as quatro equacdes homogeneas

l i | [ § i i
— zo, =ax’ 1 2bx’y 4 cxy” =0,
J H
; b i ) ']
o ¥ '-:-‘i- A az'y -+ 2bxy® 4 ey’ =0,
1 _ 5 :
3 7 ¢/, =ba® 4 2c2’y | dxy’ =0,
1 | + .
B4 Linn baty + 2wy’ -+ dyf =0,

entre as incognitas o, ay’, oy’ e .
0 discriminante seri pois o resultante d'estas equagdes (n.” 60), isto €, 0
delerminante

| a 26 e 1]

|

|
| () (1 b e | e . 5 :
| | == (ad — .l',.,.-_'.' — 4 :J'J" — (!1‘} -:(_" —_ fJ!II‘J.

g | I TR R

0 b 2% 4|
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5." Forma binaria do quarte graw.
0 discriminante da forma

¢ (z,y) =az' 1 4ba’y -} bea®y® -} 4day® - et
obter-se-ha derivando-a, e multiplicando as duas derivadas successivamente por

a’, oy, .
Resultardo as seis equagdes a seis incognitas o, o'y, &y, o, ay' eyt

ax’ | 3bx'y 4 3cx’y® + dxty’ =0,

az'y -+ 3ba’y* + 3ox*y® + doy =0,

az’y® + 3ba'y’ + 3exy' + dyf =0,

b’ 4 3ex'y + 3dz"y* - ca’y’ ==}

ba'y 4 3ea’y* + 3da*y’ 4 exy =0,

:f bay* 4 3ea'y’ + 3dayt - ey =0,

cujo resultante sera o descriminante da forma proposta, isto é, o determinante
(n.” 60)

|a 36 8¢ 4 0 0|

0 a 3 3o d 0

0 & ¢ 35 3¢ d

b 3¢ 3d e 0 0

0 » 3¢ 3d e -0

0 0 P 3¢ 33 ¢ ‘

= (ae — 4bd - 3¢*)* -} 27 (ace - 2ed — ad® — eb* — .
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§ I —Transformacdes lineares,

77. Denomina-se transformacdo linear de uma forma de n variaveis o
resultado que se oblem, quando n’esta se substituem as variaveis por funegOes
lineares de oulras variaveis.

Sendo

QL Yy 8 ..}

uma forma de n variaveis @, ¥, 5 ..., produzir-se-ha uma transformagio linear,
se n'esta expressdo substituirmos por @, y, 5 ... 08 valores

TN _%_ I"i: ‘,fr i % :-_I_
S of [ / g
=&+ sy 7 5

e resullard uma forma transformada
b, v,5...)
Se, por exemplo, na forma quadratica binaria

(1) ¢ (@, y) =az® + by + e,

v

fizermos

r=, 24 fy

y=na' + by
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resultard, desenvolvendo os quadrados, effectuando as multiplicacdes e orde-

nando, a [orma transformada

(2) $ (@, y)=Aa"+ 2 B2’ y/+ G,

sendo
A=—aa; +2Woyoytcoy’

B=aof+ b+ afb)tcal

C=ac; +Wexay+tco

78. Calculemos o discriminante D', da transformada (2) em funcgio dos

coeflicientes da forma primitiva.
Serd o discriminante da transformada (n.” 76)

AC—PB=acoi 8+ acl i} — ez, a3, B, — VP o] B} — D 2 5}

I f e Ve
= ac (o fly — & )" — 0 (&, By — o 5,
L]
d’onde
" i Y Y S f A2
(3) AC—B'= (ac —0°) (2 o — 2 [3,)%,
ou
. o ol
D 2 b 3 n a ]
M1 e

d'onde se conclue que —o discriminante da transfarmada é equal ao diserimi-
nante da forma primiliva multiplicado pelo quadrado do determinante das
fermulas de transformagdo.

Este determinanle chama-se modulo de transformagdo.

§ IL —Invariantes e covariantes.

79. Di-se, em geral, o nome de invariante d'uma férma a uma funcgio dos
seus coeflicientes tal que, se effectuarmos na forma uma subslituigio linear, a
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funegio semelhante dos coefficientes da transformada seja egual a funcgdo primi-
tiva mulliplicada por uma polencia do modulo de transformagio.
Assim, sendo em o numero precedente

AC— B = (ac— &) (=, By — @ By);
quando pela subslitui¢do linear

z=ua, 2+ 0y, y=aa+py
a forma
ar® -+ 2bay -+ eyt
s¢ muda em
Az® - 2Bxy - Gy,

ac— 5

o invariante de
ax® -+ 2bay - i

Se a potencia do modulo é egual & unidade, o invariante diz-se absolulo.

Um covariante & uma funccdo que comprehende nio 80 o8 coeflicientes d'uma
forma, mas ainda as variaveis, e tal que, se effectuarmos na forma uma substi-
tuigio linear, a nova funcgdo dos coellicientes e variaveis da transformada é
egual 4 funcgdo primiliva multiplicada por uma potencia do modulo de transfor-
magio.

A theoria dos invariantes e covariantes tem uma importancia notavel pelas
suas applicagdes geomelricas.

Na geometria das curvas e das superficies as transformacdes das coordenadas
operam-se por substitui¢des lineares. Um invariante d'uma férma ternaria ou
quaternaria é uma funcgdo dos coefflicientes, cuja reducgdo a zero exprime alguma
propriedade da curva ou da superficie independente da escolha dos eixos, tal
como a existencia d'um ponto duplo ; um coveriente representa uma outra curva
ou uma outra superficie, cujos pontos tém com a curva ou com a superficie dada
alguma relagdo independente da escolha dos eixos. D'ahi resulta a importancia
geomeltrica da theoria dos invariantes e covariantes.

Demonstremos o theorema fundamental d’esta Lheoria.

TR v el

A ——————




80. Os discriminantes sdo invariantes.
Acabamos de vér comou o discriminante de uma forma quadralica binaria é
um invariante d'essa forma.

Mas esta proposigdo tem logar para qualquer numero de variaveis.

Vamos ainda demonstral-a para tres variaveis, mas, por sua natureza, 0
raciocinio é geral, e gerallpor lanto a proposicdo.
Consideremos a forma quadralica lernaria

o (@, ¥, 3) ==aa®+ by* + ¢3* + 2dys + 2ese 1 2fxy,

cujo discriminante (n.” 76) é o determinante

a [ e
Di=|f b . 4d].
e d ¢

Fagamos na forma as substituigGes

m=:’Etw’+l@= .’;"F+?: g,

S L A
Y=+

P _L e
¥ TV,
s =ax 4 ;’331;*' + 7 ¥;

resullaria a transformada

Y@y, #)=a(x e + B+ 73+ b(a® +Bos' -+ 18" (@' + Bay'+ 2)

1 2 (6 4 Bt +75) (@ + Bay + 75
420 (s @ + Bt/ + 723 (@ + Py + 1 5)

1 2f (o, ' 4 ;(:'| v+ 7 3') (a z' irji :"fr + 7 ::}-
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Busquemos o seu discriminante.
Derivando em 2/, sera

‘; "i‘,r =aax (x @'+ Gy _T_?I 3') - bay (o’ 4 oy + 72 3|,] - cay "oty - Py’ -+ ;‘15'1
Lda, 5:.12 d4 5yt nd)tdalnd By s
+ey'ad Py ) tea(md -Gy 4 1)
+fa(ma 46y +75) 4 fa(ae 4By + )

ou

%L'a’:.=(nf1, + fay o) (a2 + By 4 n)
+(fon+bay +da) (e + By + 72 5)

Fea + day+ ¢ o) (e + Bt/ + 32 7),

e do mesmo modo se acha o valor de ¢y, {f

Estas tres derivadas egualadas a zero formam o systema das tres equagdes
A (2 4By +72) B (2 + By + 723') + C (o2’ + By + 7:3) =
A(x@ + By + 7 7) + B + By + 77) + Ci(2 + Loy + 75) =0
As(2 @ + By 4 9 2) + Bl + Boyf' + 7)) + Ci(a’ + By + 755") =0,
nas quaes é
A=ae+fay+}eay, B=fa,+baytday, C=ea, +deytca

ﬂ..=ﬂf3. ‘:“ F’ﬁz‘i"ﬂﬁa, B|=f|31+'-;"|51‘|2‘d|;63~ l31-:3[31 —!—lfﬁa'rf-cﬁ,—;

M=ay+[p+tep, Bi=[pn+bptdyp CG=eyt+dyp-tcy
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Ordenando aquellas equagdes em ordem a @', ¥ e 7/, ellas se tornardo
(A, +BeaytCo'a AR FBB+CR)Y+FAntByptCpis'=0,
l:‘l\'lgl ":' IiI a I r‘lz.i,:' -"—J -+ I:“.\l ;Er _‘!_ lir::i I GHE'I:' !I' -+ {-'li-l:fl - Ijl’,”: -1 C|?’.|} -‘:j: U-,

Ay, 1+ Byay + Cyory) @' + (Aef: + By -+ Cofs) 3/ + (Asys + Bays 1 Cuyps) 3' =0
2 | Ehat 1) T . .‘J l'l .‘i 1

cujo determinante serd o discriminante da transformada. Designando-o por D',
serd (n.° 44)

| Aey--Boy-}-Cey APB LB

(]
(|
[n]

:'n '('1 'E'H ;": !'C :(J':

= i Az +Biay+Giay A i!EI -+ B, iEﬂ | Gy c! "J"t',“l -+ B i - C, ¥
Ajo, +Byoy+-Cozty AP+ Bofa+Cafts A+ B+ G |

I
_".'-'-l-
1=
o
S
A
o
™
)

e, substituindo por A, B, C ... os seus valores, resultara

| ey 4+ fos + 0oy [y +bay-t-dey eoy-day4-coy | o o
: SU M e - S T TR - f il g AL A
D= | afi 4 fPatefs [Bi+b0ETdE efi+dps el [X( B B B

ap+Inten fntbntdn entdptepnl o 2o

|
—
Lol
=
i
b
(s
(W)
N

L @ ix, - A
f b d -"I': (e '_-: ?

¢ .d ol ln 7 7
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ou
o oy 0y |*
D,,=D, X ;31 ir:':’ :E’I .
b

D'esta expressio conclue-se que, ainda no caso de uma forma quadralica
ternaria, o discriminante da transformada é eguoal ao discriminante da primiliva
multiplicada pelo quadrado do modulo de transformagio; e por conseguinte é
este ultimo discriminante um invariante da forma proposta.

Este systema de calculo é, como se vé, independente do numero de variaveis;
e, qualquer que fosse o numero d'estas, pelo mesmo teor se provaria a pro-
posigdo.

E pois geral aquella proposigio, fundamento da theoria fecunda dos in-
variantes e covariantes.

FIM.
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