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funegio semelhante dos coefficientes da transformada seja egual a funcgdo primi-
tiva mulliplicada por uma polencia do modulo de transformagio.
Assim, sendo em o numero precedente

AC— B = (ac— &) (=, By — @ By);
quando pela subslitui¢do linear

z=ua, 2+ 0y, y=aa+py
a forma
ar® -+ 2bay -+ eyt
s¢ muda em
Az® - 2Bxy - Gy,

ac— 5

o invariante de
ax® -+ 2bay - i

Se a potencia do modulo é egual & unidade, o invariante diz-se absolulo.

Um covariante & uma funccdo que comprehende nio 80 o8 coeflicientes d'uma
forma, mas ainda as variaveis, e tal que, se effectuarmos na forma uma substi-
tuigio linear, a nova funcgdo dos coellicientes e variaveis da transformada é
egual 4 funcgdo primiliva multiplicada por uma potencia do modulo de transfor-
magio.

A theoria dos invariantes e covariantes tem uma importancia notavel pelas
suas applicagdes geomelricas.

Na geometria das curvas e das superficies as transformacdes das coordenadas
operam-se por substitui¢des lineares. Um invariante d'uma férma ternaria ou
quaternaria é uma funcgdo dos coefflicientes, cuja reducgdo a zero exprime alguma
propriedade da curva ou da superficie independente da escolha dos eixos, tal
como a existencia d'um ponto duplo ; um coveriente representa uma outra curva
ou uma outra superficie, cujos pontos tém com a curva ou com a superficie dada
alguma relagdo independente da escolha dos eixos. D'ahi resulta a importancia
geomeltrica da theoria dos invariantes e covariantes.

Demonstremos o theorema fundamental d’esta Lheoria.

TR v el

A ——————




80. Os discriminantes sdo invariantes.
Acabamos de vér comou o discriminante de uma forma quadralica binaria é
um invariante d'essa forma.

Mas esta proposigdo tem logar para qualquer numero de variaveis.

Vamos ainda demonstral-a para tres variaveis, mas, por sua natureza, 0
raciocinio é geral, e gerallpor lanto a proposicdo.
Consideremos a forma quadralica lernaria

o (@, ¥, 3) ==aa®+ by* + ¢3* + 2dys + 2ese 1 2fxy,

cujo discriminante (n.” 76) é o determinante

a [ e
Di=|f b . 4d].
e d ¢

Fagamos na forma as substituigGes

m=:’Etw’+l@= .’;"F+?: g,

S L A
Y=+

P _L e
¥ TV,
s =ax 4 ;’331;*' + 7 ¥;

resullaria a transformada

Y@y, #)=a(x e + B+ 73+ b(a® +Bos' -+ 18" (@' + Bay'+ 2)

1 2 (6 4 Bt +75) (@ + Bay + 75
420 (s @ + Bt/ + 723 (@ + Py + 1 5)

1 2f (o, ' 4 ;(:'| v+ 7 3') (a z' irji :"fr + 7 ::}-
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Busquemos o seu discriminante.
Derivando em 2/, sera

‘; "i‘,r =aax (x @'+ Gy _T_?I 3') - bay (o’ 4 oy + 72 3|,] - cay "oty - Py’ -+ ;‘15'1
Lda, 5:.12 d4 5yt nd)tdalnd By s
+ey'ad Py ) tea(md -Gy 4 1)
+fa(ma 46y +75) 4 fa(ae 4By + )

ou

%L'a’:.=(nf1, + fay o) (a2 + By 4 n)
+(fon+bay +da) (e + By + 72 5)

Fea + day+ ¢ o) (e + Bt/ + 32 7),

e do mesmo modo se acha o valor de ¢y, {f

Estas tres derivadas egualadas a zero formam o systema das tres equagdes
A (2 4By +72) B (2 + By + 723') + C (o2’ + By + 7:3) =
A(x@ + By + 7 7) + B + By + 77) + Ci(2 + Loy + 75) =0
As(2 @ + By 4 9 2) + Bl + Boyf' + 7)) + Ci(a’ + By + 755") =0,
nas quaes é
A=ae+fay+}eay, B=fa,+baytday, C=ea, +deytca

ﬂ..=ﬂf3. ‘:“ F’ﬁz‘i"ﬂﬁa, B|=f|31+'-;"|51‘|2‘d|;63~ l31-:3[31 —!—lfﬁa'rf-cﬁ,—;

M=ay+[p+tep, Bi=[pn+bptdyp CG=eyt+dyp-tcy
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Ordenando aquellas equagdes em ordem a @', ¥ e 7/, ellas se tornardo
(A, +BeaytCo'a AR FBB+CR)Y+FAntByptCpis'=0,
l:‘l\'lgl ":' IiI a I r‘lz.i,:' -"—J -+ I:“.\l ;Er _‘!_ lir::i I GHE'I:' !I' -+ {-'li-l:fl - Ijl’,”: -1 C|?’.|} -‘:j: U-,

Ay, 1+ Byay + Cyory) @' + (Aef: + By -+ Cofs) 3/ + (Asys + Bays 1 Cuyps) 3' =0
2 | Ehat 1) T . .‘J l'l .‘i 1

cujo determinante serd o discriminante da transformada. Designando-o por D',
serd (n.° 44)

| Aey--Boy-}-Cey APB LB

(]
(|
[n]

:'n '('1 'E'H ;": !'C :(J':

= i Az +Biay+Giay A i!EI -+ B, iEﬂ | Gy c! "J"t',“l -+ B i - C, ¥
Ajo, +Byoy+-Cozty AP+ Bofa+Cafts A+ B+ G |

I
_".'-'-l-
1=
o
S
A
o
™
)

e, substituindo por A, B, C ... os seus valores, resultara

| ey 4+ fos + 0oy [y +bay-t-dey eoy-day4-coy | o o
: SU M e - S T TR - f il g AL A
D= | afi 4 fPatefs [Bi+b0ETdE efi+dps el [X( B B B

ap+Inten fntbntdn entdptepnl o 2o

|
—
Lol
=
i
b
(s
(W)
N

L @ ix, - A
f b d -"I': (e '_-: ?

¢ .d ol ln 7 7
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ou
o oy 0y |*
D,,=D, X ;31 ir:':’ :E’I .
b

D'esta expressio conclue-se que, ainda no caso de uma forma quadralica
ternaria, o discriminante da transformada é eguoal ao discriminante da primiliva
multiplicada pelo quadrado do modulo de transformagio; e por conseguinte é
este ultimo discriminante um invariante da forma proposta.

Este systema de calculo é, como se vé, independente do numero de variaveis;
e, qualquer que fosse o numero d'estas, pelo mesmo teor se provaria a pro-
posigdo.

E pois geral aquella proposigio, fundamento da theoria fecunda dos in-
variantes e covariantes.

FIM.
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