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Riemann, nas duas Memorias sobre a theoria geral das funccdes
e sobre as funcgies abelianas, intituladas — « Grundlagen fiir eine
allgemeine Theorie der Functionen einer veriinderlichen complexen

Grisses e «Theorie der Abel'schen Functionen», apresentou
como base de investigagies uma nova theoria de superficies pro-
prias para a representagio geometrica de funcedes ndo uniformes
e que foram designadas com o nome de superficies de Riemann.

As idéas do celebre analysta tem sido, com especialidade em
Allemanha, largamente desenvolvidas por notaveis geomelras em
memorias e tractados cujo estudo depende essencialmente do co-
nhecimento d'aquellas superficies.

Expdr, nos seus principios fundamentaes, o methodo de Rie-
mann, constilue o objecto da nossa dissertagdo inaugural, que
dividimos em quatro partes.

Na primeira estudamos, segundo o methodo de M. Puiseux, a
distribuigao das raizes das equacdes algebricas em systemas cir-
culares em volta dos pontos criticos, por isso que a solucio de
um tal problema corresponde ao conhecimento dos pontos de rami-
ficagio, base para a construccio das superficies de Riemann.

A segunda parte comprehende a Analysis situs de Riemann:
defini¢ao, classificagdo e transformacao das superficies,

A maneira como a concepcio de Riemann permitte reduzir,




Vil

por meio da transformaco anteriormente estudada, as funccdes
integraes 4 uniformidade, constitue o assumpto da terceira parte
d’este trabalho.

Na ultima apresentamos uma applicaglio do methodo ao estudo
dos integraes ellipticos, rapida e elementar, pois que outra cousa
ndio comportavam os limites a que naturalmente estavamos obri-

gados n'um trabalho d’esta natureza.

Coimbra, janeiro de 1887.




PERMUTACAO DOS VALORES DAS FUNCCOES ALGEBRICAS
EM VOLTA DOS PONTOS CRITICOS

1. Uma funcgiio algebrica
Yy=[(z)=fi+in)=u+iv
definida pela equacio irreductivel

FA m

F(y,

J=10

¢, para um determinado valor de z, susceptivel de adquirir os

n valores

=z, yp=fa(z), ... yu=fa (@)

Effectuando no plano X a representacio geometrica de Cauchy

para a variavel

x=F+in




¢ formando no plano Y a imagem de x, corresponderdo a cada
ponto @, n pontos em Y, que em geral sdo distinctos uns dos
outros. Comtudo, para os valores de z, que satisfazem simultanea-
mente as equagdes

dF

F{y. I_}.‘:U. EEU.

parte ou a totalidade dos valores de y tornam-se eguaes entre si.

stes ponlos x, aos quaes correspondem raizes eguaes na equaciio

que define a func¢lo y, denominam-se pontos criticos algebricos.
As raizes

Vi Y20 - - - Ya

siio em todo o plano funcgdes continuas de z, com excepgio de
alguns pontos em que uma ou mais d'entre ellas se tornam infi-
nitas, e que sio para a funcglio inversa da que se considera pontos
nullos, a partir dos quaes tem logar a continuidade.

Estes pontos infinitos, em numero limitado, correspondem &s
raizes da equagio que se obtem egualando a zero o coefficiente
da mais alta potencia de y, na equagio F=0.

Quando é um s6 dos valores de y que se torna infinito para
um certo z, esse ponto & denomina-se um polo.

Siio estas as duas unicas especies de pontos singulares que ad-
mittem as funcgdes algebricas.

2. Consideremos uma por¢do limitada do plano X tal que,
movendo-se ahi o ponto x, correspondam a y valores funccionaes
differentes uns dos outros e finitos: n'esse caso a imagem do ca-
minho descripto por x ser constituida em Y por n curvas sepa-

radas por intervallos finitos, que formam n ramos perfeitamente




distinctos para a funcgdo, cada um dos quaes é uma func¢do uni-
forme n’aquelle espago limitado,

Resulta d"isto que, se suppozermos que a variavel vai de r=a
a z=~5 por differentes caminhos, o valor final para cada um dos
ramos da [uncglio serd independente do caminho seguido, com-
tanto que na deformacdo continua, pela qual esses caminhos po-
dem ser converlidos uns nos outros, ndo sejam encontrados pontos
singulares.

Se o caminho descripto pela variavel [ér uma curva fechada, o
valor final para cada ramo ser, pois, egual ao inicial, se na de-
formac@o continua em que o caminho percorrido pode ser redu-
zido ao ponto de partida ndo forem encontrados ponlos singu-

lares.

3. Supponhamos, porém, que o ponto x encontra no seu movi-
mento algum ponto singular.
Se x tem de passar por um ponto critico «, quando estiver

muito proximo d'elle, todas ou algumas das lunc¢des

Yo Y2 oo Y

adquirem valores deseguaes, mas muito approximados uns dos
outros e que se identificam em «: passado o ponto critico, aguellas
das funcgdes que ahi tinham adquirido um valor commum tornam
a adquirir valores distinctos, mas ficard completamente indeter-
minado qual das funcgdes agora separadas representa uma certa
das anteriores & passagem pelo ponto critico.

A passagem de x por um polo, conduzindo a pontos onde ndo
existe a continuidade, torna egualmente impossivel a sequencia

de um percurso ulterior determinado.




D’aqui concluimos que, tendo escolhido para um valor inicial
x=a entre as funccdes y definidas pela equagdo irreductivel

F(y, z)=0

uma determinada yj o ndo serd sempre possivel determinar para

o valor final z="> qual ¢ entre as raizes

Yibe Y20 5 <« Yhb « - - Yn b

aquella que representa o valor final de yj o supponho conhecido
o caminho seguido por z desde z=a até z=b.

4. Mas esta correspondencia pode determinar-se logo que o
caminho que segue a variavel ndo passe por pontos singulares, o
que & sempre possivel.

Com efleito, para x=a e x=10 a equaglo F =0 dari

Yi,a0 Y2, - -« Yhoa -« - Yn,a

YL, Y3,6 -+« Yob ¢ o - Yn b5

dando a x uma serie de valor approximados a partir de a até b,
por isso que a nenhum d’elles correspondem pontos singulares e
pela continuidade das raizes, poder-se-ho seguir os valores cor-
respondentes a uma determinada funccdo que tem o valor inicial
Yh,a de modo a poder-se indicar quando chegamos a z =10 qual
¢ dos valores

Yibe Y2,bs o« Wb oo o Yul

aquelle que representa o valor final de y ,.




Feito, porém, isto para um certo caminho seguido pela varia-
vel, niio é necessario proceder novamente a uma determinagio

analoga para obter a correspondencia dos valores quando a variavel
descreve um caminho differente do primeiro mas effectuado entre
0s mesmos limites.

Seja AMB (fig. 1) o caminho para o qual conhecemos em B

quaes sdo dos valores funccionaes y, os

s - X
que t'url‘t'e-'ilmuli'ln respeclivamente aos va- o= f'q = 3
lores y,: pertendemos determinar isto mes- // 5 e
tos \
i . * '] oF ! ' \ [ II
mo quando x segue o caminho ANB. b }ﬁ!
Consideremos uma rmz que tem em A \ oy

o valor yj q: 0 valor que corresponde em =1 ; /
A

B a yi, 4 quando z percorre ANB, ¢é, pelo
i » . qe Fig. 1
pelo que acima deixames indicado, 0 mes- .

mo ql.lf se o0 {'ilmil'lhll S{Egllilltl lnsse

ANBMA + AMB.

Supponhamos conhecido o valor que corresponde a yj, . depois
de « ter percorrido ANBMA, e designemol-o por yp o

Como sabemos qual ¢ o valor [unccional que em B, pelo ca-
minho AMB, cnrrespumlt: 4 Ypa €M A, teremos assim o valor

procuradu pura o l]i!l‘('ll['.'i(]

ANBMA + AMB,

ou, o que & o mesmo, para AND.
Reduz-se, pois, a questio a determinar os valores [inaes cor-

respondentes respectivamente aos iniciaes

Yia Y2a -+ Ynm




quando o caminho descripte pela variavel ¢ uma curva fechada
que comprehende no seu interior os pontos criticos que o novo
caminho deveria encontrar na sua deformacdo continua para se
reduzir ao primeiro. :

&. Seja (fig. 2) ABC a curva que comprehende os pontos cri-
Tracem-se curvas fechadas que, nao
%), se cortando, involvem (cada uma d’ella®
J :il'p.'rrad;lmt'llll" um ponto erilico.
@3_-____--- A Podemos figural-as pela por¢lio Ad,
LY

" . . %
- da recta Aay, e pela circumlerencia in-
{\_ __r//

Fig. ¢

ticos a;, ag ...

finitamente proxima de ay descripta de a,

. como centro. Estes conlornos f\.ﬂ',anl.‘fl A

denominam-se contornos elementares. Segundo sio percorridos pela

variavel no sentido directo ou retrogrado, assim se faz preceder
a lettra que os designa do signal 4+ ou —.

Posto isto ¢ evidente que, para o resultade final, seguir a va-
riavel o caminho ABC equivale a seguir successivamente os con-
tornos elementares, pois que o primeiro se transforma n'estes
ultimos sem que tenha, na sua deformacio, de atravessar ponto
critico algum: para cada caso ver-se-ha facilmente a ordem, o
numero de vezes e o sentido em que devem ser percorridos os
contornos. Estamos assim reduzidos a estudar o percurso effectuado
sobre o contorno elementar.

Sejam

Yi,0 ««» Yhoae+ooYia--sYna

o0s valores de y para z=a em A, e que em d se convertem res-
pectivamente em

Yid oo Yhod « o« Wid + « o Yn de

£l




Quando a variavel percorre a circumferencia de raio infinita-
mente pequeno, descripta em volta do ponto critico, uma d’estas
funccdes, a que tem, por exemplo, o valor inicial y, 4. depois de
effectuada uma circumvolugio completa, ou retoma o primitivo
valor ou muda-se n'um outro: supponhamos que se muda em y; 4-

Continuando & a caminhar de d até A, ao valor funccional y; 4
em d, corresponderd em A y; g, pois que se em logar d’este valor

se obtivesse outro, por exemplo y, 5 um movimento retrogrado

de z ndo reproduzia yi 4 em d, mas daria, pelo que suppozemos

acima, yu 4. Concluimos porlanto que as ralzes

Yi,a Y20 - - - Yn,a

se permutam, pelo percurso de & sobre o contorno elementar,

exactamente da mesma maneira que

Yi,dy Y2.,d v =« Yu,d

pela circumyolugdo de z em volta dos pontos eriticos.

As consideragdes que acabamos de apresentar conduzem, pois,
naturalmente a estudar o modo como as funce¢des algebricas per-
mutam os seus valores uns nos outros em volta dos pontos eri-
ticos; e d'este importante problema nos vamos eccupar nos nu-

meros seguintes.




6. Seja ay um ponto correspondente ao valor finito £ =a para
o qual um numero [ dos valores funccionaes

y]'ly!---yu

adquirem o valor finito commum y =3.

Descreva-se em volta de a; uma circumferencia de raio infinita-
mente pequeno, sobre que se moverd  partindo da posigio ini-
cial ¢.

As n—1 funcgdes que no ponto ay correspondem a raizes sim-

- b :
ples de F (y_ 3-) =0, retomam os seus primitivos valores depois

de a variavel x ter feito uma circumvolugio completa. Temos,
pois, a analysar sémente a maneira como as / raizes, que tem em
ay o valor commum y =3, se comportam para a circumvolugio
effectuada por 2.

No ponto inicial ¢ teremos, pela continuidade das raizes, as [
raizes distinctas

yi1=3+y1, ya=3+ys ... u=8+y

em que y'y, ¥'s, . .. y'; sido infinitamente pequenos. Pela circum-
volugdo de z em volta de a; estas quantidades y'y, y's, ... y's, e
portanto as / raizes de F =0, permutam-se entre si de uma certa
maneira, como passamos a mostrar.

%. Se introduzirmos em F {y _;:|=(} os valores
y=f+y, a=ata

obteremos
Ay'+ 2 By" e T TR R 1




N'esta equagdo r e s sio numeros inteiros e pnsili\'ﬂs: nos
termos do desenvolvimento de X ha, pelo menos, um independente
de y', alias ndio seria F=0 uma equagiio irreductivel, como se
suppoz: o grau menos elevado dos termos independentes de z'
que ahi se encontram, é claramente egual a I,

dF

Supponhamos primeiramente que = niio se annula para os va-
lores 2 =a, y=3; isto ¢, que nos termos independentes de '
ha um que contém z' na primeira potencia. N'este caso os dois
termos Ay" e Bz’ serio de uma ordem menos elevada do que
todos os outros; e teremos, designando por A um polynomio cujos

termos sdo infinitamente pequenos em relagio aquelles dois,

Ay"+ Bz’ + A =0, ...

que fazendo

1
"

¥ =2a", y =ha' = hx
se converle em

AV4+B+z'Ay=0.........

Suppondo &" =0 teremos

AN b Bl o s Pl na i (4

cujas [ raizes
f!], |'I-g P S .Jl'j
se podem suppdr dispostas de maneira que os seus argumentos

2 : 2n
diiram successivamente uns dos outros de T




Serdio, pois,

1
h1.1:'ﬂ. .'!gﬂ:”. s e .'!i.'ﬂ-'j

os valores approximados das raizes da equagdo (1), para a posigo
¢ do ponto z.

Supponha-se agora que a variavel faz, sobre a circumferencia
descripta em volta do ponto critico ay, uma circumvolugdio com-
pleta, voltando & posicio inicial ¢: o augmento do argumento de

I D

.

x'! serh de BT isto 6,

1 1
hyz'' tornar-se-ha em hg 2!

1 1
hg 2l » n h;].’.l':”

1 X
ﬁg x | L] ] hg .I” .

E isto tem egualmente logar quando, em vez dos valores ap-
proximados das raizes, se consideram os valores exaclos
Com effeito, designem ey, ea, ... ¢ quantidades muito peque-
nas que se annullam para z" =0; a equacdo (3) terd as [ raizes
simples
fi|+!|. fi.g"f'E! A ﬁ;‘i‘!_r:

o que dara para (1) as [ raizes exaclas

1 1
Vi=h+eo)z!, ... yi=W+egal.




i1

Quando o ponto movel x volta, depois de ter percorrido a cir-
cumferencia, ao ponto inicial ¢, o systema de valores de y' deve
no seu conjuncto conservar-se o mesmo; e assim o valor final de
y'1» por exemplo, ndo se convertendo no valor inicial de y'a, terd

de ser egual a um outro, ao de y's, por exemplo. Ora ji vimos que
1

se convertia em haz'!; portanto o

1
'l

o valor approximado Az
L8
valor exacto terd a forma (hg+¢') &'t devendo ao mesmo tempo

ser

ha—hy=e3—2¢';

isto é, seria uma quantidade finita egual a uma outra infinita-
mente pequena.

D’aqui se conclue, pois, que o valor rigoroso final de y'y serd
egual ao valor rigoroso inicial de y's; e 0 mesmo para as outras
raizes.

Portanto: quando no ponto ay, correspondente a x=a, [ raizes

Y1l o Wi

da equacio

i

F(y, z)=0

tomam o valor commum £, e quando além d'isso ¢, para x =a ¢

dl bt

y=B| E*}

0, essas raizes formam um systema cirenlar; isto é,

qunndn Z percorre uma circumferencia infinitamente proxima de




ay, de maneira a effectuar uma circumvolugdo completa, o valor

final de cada uma das raizes

Yis Y2 -2 Y1

serh egual ao valor inicial da seguinte, effectuando-se assim uma

serie de passagens cyclicas que se podem indicar por

(Y1 Y - oo Yo Yoy

Y2 Y3 .- Y M T

Se em logar de uma unica circumvolu¢io x fizesse tres, por

(f_r“. Y3y« oo Yis yr)

\Yir Y5 - - - Y20 Y3

exemplo, ter-se-hia

ete.

dF

8. Supponhamos agora que em (1) é E=" para & =g,
y =83 e que n ¢ a ililll'lll'iil a que esth elevado &' mo lnrimeiro
termo independente de y'.

Para conhecer como n'este caso se permutam as raizes vamos,
d’'um modo analogo ao anterior, determinar os valores infinita-
mente pequenos de y' que satislazem approximadamente a (1),
attendendo sé aos termos d'ordem menos elevada que ahi se en-
contram. Para isso servir-nos-hemos das seguintes consideracoes
geomelricas.

Tracem-se dois eixos rectangulares Or, Os, e, tomando para

coordenadas os expoentes de y' e de &' nos differentes termos




de (1), marquem-se, no plano rs, os pontos correspondentes que

L

devem existir todos no quadrante
positivo (fig. 3).

Os pontos marcados sobre Os
correspondem aos termos inde-
pendentes de y', e sobre Or aos
independentes de 2'. D'estes, o
mais proximo da origem tem por

abscissa /.

Fig. 3

Imagine-se uma recla coinci-
dindo com Or, e démos-lhe um movimento de rolacio em volta
do ponto I, de maneira que ella encontre a parte positiva de Os,
parando quando tivermos chegado a um dos pontos marcados no
plano dos eixos. Podera acontecer que sejam encontrados ao mes-
mo tempo mais do que um ponto.

Dé-se, em seguida & recta, um novo movimento em volta do ponto
que fica mais afastado do primitivo ponto de rotagdo, até que sejam
encontrados outros; e assim por deante até se chegar ao ponto do
eixo Os, que fica mais perto da origem e que tem a ordenada n.

Por meio d'esta construcgio ter-se-ha formado uma linha poly-
gonal, convexa para a origem, sobre a qual estdo situados os pontos
correspondentes aos termos de ordem menos elevada de (1).

Consideremos um dos termos d'esta equagio (1)
By'r .

Suppondo que h ¢ uma quantidade finita que ndo se annulla
para I =0, [agamos
y = hz'*.

O grau de By 2", relativamente a &', seri nr+s.




Ora se com o coefficiente angular — p tragarmos uma recta

que passe pelo ponto (r,s), corlard ella o eixo Os no ponto que
dista da origem wr+s; isto &, precisamente o grau do termo
correspondente ao ponto (r, s).

Vi-se, pois, claramente que todos os termos do mesmo grau
devem estar em linha recta,

Aos lados da linha polygonal corresponderdo, portanto, os gru-

pos de termos do mesmo grau
G, =Ay" + By ezt + ...+ By

ll'ﬂ = “r,g'l" ..I'.'L" T “. y' i . B,J ylr' plea

®. Consideremos o primeiro grupo: leremos

.’:J. = L1y o= .= pry + She
d'onde
g §q s £ Sh_ > q
:L_.‘—J'ﬂ_“"'fmr';, _.-r_

Fazendo &' = ''? e por isso
y =ha® =hz'"l....... AN
serlio, relativamente a x', do grau

,‘q: l‘gfj"]'frrf"_ s =00 + ‘QfJP

os termos do grupo que estamos considerando.




{5

Poder-se-ha, pois, escrever (1) da forma seguinte:

AWM+ ... +Bhn+2"'A=0, .....0up... (6)
ou
A (AR-" 4 ... +B)+a"A=0. ........ (1)

Ponhamos
AN+ A By=0... ... (8)

Esta equacio admitte [ —r, raizes; portanto a equagio (7)
terd, para =’ muito pequeno, [ — ry raizes muito proximas d’estas.

Consideremos o segundo grupo: serd

pry ts=ur.t+s=...=urg+ s,
d’onde

Se— 8 S0 — 8 T

i, == — ., = —

ro—re s T Py

E do mesmo modo que anteriormente se vé que a equagdo (1)
se reduz a

hre (Byhn—rit ... +Bg)+a' A =0, ....... (9)

que para ' muito pequeno admittird r,—ry raizes muilo pro-
ximas das que sdo dadas pela equagiio

Buht—re+ ... +Bi=0......00..... (10)

Assim o primeiro grupo Gy fornece [ —ry raizes de [1); o se-

gundo Gg fornece ry —ry raizes; e continuando a proceder como
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até aqui, chegar-se-hia ao ultimo lado da linha polygonal, que
dava para (1) ry— 0 raizes.
Serd portanto

l—ntr—rat ... —rgt+rg=l

o numero das raizes de (1) que sdo dados pelos diversos grupos;
isto @, tel-as-hemos todas.

Observaremos ainda que, como se vé pela propria construc¢do
feita para determinar os grupos, os coeflicientes angulares dos

lados da linha polygonal vio augmentando, e assim seré

i(::ﬂ{"?_i{--tn

A L B
= =
e como & y'=ha'? para Gy e y' =ha'P para Gg, etc., segue-se
que os valores dados pelo primeiro grupo sio d'uma ordem in-

ferior aos que sio dados pelo segundo, e assim por deante.

10. Vejamos agora como tem logar em cada grupo a passa-
gem cyclica dos valores das raizes.

Tomemos o primeiro: serd

§a 8h q

:1.'—-' - =, g g = —,

¥ r_, =n P

e sendo p e ¢ primos relativos, é
.'-—-r.u=|’t.rp, " owy f_'*h=fif,p

onde kg . .+ ks sdo numeros inteiros,




Pondo

Bk v s L s D)

a equacio (8) tornar-se-ha em

Azh 4 Bgh—t .., 4+ By=0,......... (12)

“que da ky valores de =, que, por agora, supporemos todos des-
eguaes.

A cada um delles corresponderao p raizes simples de (8) Ay,
B hp. dadas por kP =3z, e que podemos imaginar dispostas de
2¢gr

1‘}

A estes valores correspondem tambem, como acima vimos,

modo que os seus argumentos difiram successivamente de

P raizes approximadas de (1), dadas por (5),

7 9 :
hjz'?, haz'p, ..., h,a'?.

Supponhamos que a variavel x volta, depois d'uma cireumyo-
lucio em torno do ponto ay, ao ponto de partida ¢: o augmento

9 9,

] < 2%
do arzumento de ' P serd entio {‘;,'uni a 1 ; 1slo &, o valor
J
approximado
I|I' q

hyz'¥ converte-se em hyz'v

. 9
.’fg.l". P n » h:l xr

I'i' l!
h..,.t P » » hhz'P,
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O mesmo tem logar quando, em vez dos valores approximados
de (1) considerarmos os rigorosos.
De que
hh flg, . ag flp

sio raizes de (8), segue-se que (7) admitte como raizes rigorosas

hi+ep, ha+ag, <. h_u t &p,

onde ¢4, €3, ... ¢ designam, como anteriormente, quantidades
muite pequenas, que se annullam com z”. Serdo, portanto, em
virtude de (5)

7 ¥
Yi=th+8)27, ..., ¢p=(hpte)a?

p raizes rigorosas de (1).

O conjuncto d'estas raizes conserva-se o mesmo quando a va-
riavel & volta ao ponto de partida ¢, e assim o valor final de y'y,
por exemplo, devera ser egual ao valor inicial de qualquer outra

raiz.

g
Mas, como vimos, o valor approximado h;a'P converle-se em

q g
em hgx'? ; portanto o valor final de (hy +¢))&'? serd da férma

q
'::-'*i -+ a':| P,
Suppondo que era
4 {5
Uig Fea'r =(hg+eg) ' P

teriamos

jli— h:{ — !3 o EI'
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o que ndo deve ser, ¢ que subsistirh em quanto se suppozer que
o valor final de y'; ¢ differente do inicial de y's. E o mesmo se
. - ! f / !
couclue para todas as quantidades y'y, v's, '3, . .. ¥'p.
Ao grupo

Gy=A yJ'I + B, y'r_, x4+ ...+ B yea'ts,

relativo ao primeiro lado da linha polygonal correspondem, pois,
kyp=1—ry valores de y' do mesmo grau, que se repartem em k&
systemas circulares de p raizes cada um.

Por uma analyse semelhante, applicada aos outros grupos, se
chegaria 4 divisio total das raizes em systemas circulares.

. No que acabamos de ver admittiu-se que a equaciio (12)
tinha unicamente raizes simples. A distribuicdo das raizes em
systemas circulares tem ainda logar quando isto se nao da.

Supponhamos assim que (12) tem !’ raizes eguaes entre si: a
cada uma das raizes

fl|. hg. weoaeg hﬁ

de (11) correspondem I raizes eguaes em (8); portanto, por (5),
terd (1) I raizes cujo valor approximado 6

.q.
y'| =fl|~l"p.

outras I' que tem o valor approximado
7

ya=hya'?,
efe.
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Para cada raiz h de (11) havera, pois, em (1) I' raizes que tem
o mesmo valor approximado; mas a esse valor approximado cor-
respondem valores rigorosos differentes, que é necessario distin-
guir.

Para isso, observando que os valores rigorosos sio represen-

tados por
4
y=(h+h)x'?,

onde h' & infinitamente pequeno, substituiremos em (1) A por
h+h' e obter-se-ha assim uma equacdo

ARV 4 3B N e =0, ...coesverin ()

analoga a (1), que daré os valores de i’ que distinguem uns dos

oulros os pl’ valores representados respectivamente

7

I' por yy=(hy+h)z'r

9

I' » ya=(hath)a'?r

q
Ve Yp= “_lfi;, + frll' P,

Fazendo applicacio 4 equagio (1') do methodo anteriormente

exposto para a equagio (1), separar-se-hiio grupos de termos




analogos a Gy, Gg, ..., que devem ser considerados separada-
mente. Fazendo

gl
£ =zP=g"PP", K =p2"1" =",

onde ¢ ¢ uma quantidade que ndo se annulla com 2'', chega-se a

equacdes analogas a (11) e (12}, que designaremos por (I1)
- ‘l.'u

e (12).

Se as equacdes (12') admittem sémente raizes simples, as raizes

de (I’J pmltrrao :lisfu‘:r—:al' em systemas circulares, r|-||rf'5f.'ntiulns

em geral por

Tomemos o primeiro grupo. As equacdes (117 e (12') devem
dar K'yp' raizes de (1'), que se distribuem em k'y systemas circu-
lares de p' raizes. Cada raiz simples de (12) dd um systema cir-
cular

'

LA )
hf| = 0 v = P o

L I i R S T S

rFJ ‘J,.'

Ilrp.l = pp’ 'y = oy om %

em que 8y, p3, ... gy sho 0s valores de g para 2" =0.




A uma raiz simples de ::I‘:!'] correspondem portanto, das p!' raizes
de (1) que indicimos, as pp' seguintes, em que ¢ Q=gqp'+¢':

kL v
Y1 =ha'? +p 2P
]

i
Yi,e =ha? +p ' A
I Y
correspondentes a y'y = (hy + ') z'?

q

Q
Yip=ha'? +ppar
r; '1

=

P +py PV

q
. R
correspondentes a y'a=(hg + h')x'?

Q

Yap=haa'? +pya'tt

[} g Iod |
Yo p=ha'P + py 'tV |




Estas pp' raizes podem dispér-se da maneira seguinte:

q 0
r "o Yop
y|_1=ﬁ|;;|:f +ppxh
. 4 2
Y1 =hga! P 4y PP

s A
Yp1 =hpa' P +gy 2PV

yr!. 2 . F"I' .Cr-u; + Fi .r- Ml_l.

iq Q)

q L]
yes =hax' P + g Z'PP
q 0

ylpl g = hp ‘[:I P +§-! ;rlpp.

Yip=h 2P+ 2

4 2
Y3 pl = ha P + Fﬁr,r'}’.”'r

q 1]




e ==

24

D)’estas [érmulas concluimos, sem insistir mais, que as pp' raizes
formam um systema cireular.

Depois de pp' circumvolugdes em volta do ponto ay tornar-se-ha
a achar o primeiro valor, e em seguida reproduzir-se-hio os se-
guintes pela mesma ordem. Para os outros grupos procede-se
d'um modo analogo.

Se a equagdo (12, em logar de ter s6 raizes simples, as ti-
vesse tambem I‘|I|||lipi1'|:i, formariamos |:+‘|'n MESMO Processo uma
nova equacio (1) e outra (12"); se esta admitlisse ainda raizes
eguaes, continuar-se-hia a mesma analyse, até que finalmente se
haveria de chegar a uma equacio com uma s6 raiz infinitamente
pequena.

Com effeito, ¢ facil de ver que o numero ' de raizes de (1)
¢ inferior on, quando muito, egual a /; assim se a equagio (12)
tiver ainda raizes eguaes, deverd chegar-se a uma equacio (17)
cujo numero de raizes I & inferior ou, quando muito, egual a I,
¢ assim por deante até que, se for IS, I'>1", ..., se chegari
a uma ultima equaciio que contém sémente uma raiz.

Para que isto assim ndo fosse seria necessario que, em vez
de terem logar aquellas desegualdades, o numero das raizes das
equagdes a que successivamente se chega fosse sempre o mesmo:
mas 1ss0 levaria a valores de (1), que differiriam uns des outros
d'um infinitamente pequeno d'uma ordem tdo elevada como se
quizesse; isto ¢, haveria valores de y' eguaes entre si para qual-
quer valor de &', ou valores eguaes de y para qualquer x, o que
¢ manifestamente impossivel, pois se suppoz irreductivel a equa-

fan my

¢io F (y, z)=0.

Concluimos, portanto, que ainda n’este caso as raizes formam

systemas circulares.




25

12. No que deixamos dicto suppozemos que ao valor finito
x =2 correspondiam [ valores funccionaes que tomavam um valor
commum 3, tambem finito: mas se x =a & raiz da equacio que
s¢ obtem egualando a zero o coefiiciente da mais alta potencia
de y em F{:&' _‘;\ =0, o valor commum é y=o00.

A consideragio d’estes pontos @, para os quaes alguns valores
de y se tornam infinitamente grandes, ¢ facilmente redunda ao
caso das raizes eguaes finitas.

Com effeito se pozermos na equacio algebrica proposta

2=at+2, y=
y
formaremos uma equacdo que para ' =0 tem uma raiz y' =0
de ordem [. Esta nova equacdo poderd tractar-se pelo methodo
anteriormente exposto, o que da a distribuicio das raizes em
systemas cipculares.
Quando a equacdo a que se chega pela substituigio anterior

80 tiver, para @' =0, wma raiz nulla, o ponto 2 ¢ entdo um polo.
3. Se o valor x=a se torna infinito, a consideracio da

funcgio na vizinhanga do ponto infinitamente distante reduz-se,
lazendo

& analyse d'uma funccio algebrica entre &' ¢ y va proximidade
do ponto nullo &' = 0.

4. Sllllpl)llhr'll'llli:-i agora descripta uma circumflerencia R que




contenha todos os pontos criticos existentes no finito cujo numero,
como sabemos, ¢ limitado; e que a variavel

T="=:+1in=pe®

se move n'ella. Facamos ainda

a variavel ', que representaremos n'um outro plano, descreve,
a0 mesmo tempo que z percorre R, uma outra circumferencia R,

cujos pontos correspondem a

r=—e 9,

=1

A todos os pontos situados dentro de R no primeiro plano cor-
responderdo pontos situados fora de R’ no segundo; e, mversa-
mente, todos aquelles que estdo [ora de R terdio por correspon-
dentes pontos situados dentro de R'.

Portanto ao espago indefinido fora de R corresponderd o es-
pago limitado por R', no qual se deve lilE]lhl.'ﬂl achar o ponto nullo
correspondente a x = ¢ onde nio deve estar nenhum dos que
sio relativos aos outros pontos criticos,

Depois de uma circumvolugdo completa da variavel podera, ou
ndo, variar o valor funccional correspondente a &', conforme
x' =10 for, ou nao, um ponto critico; ||n'1,~i que -_'_, 'I.r:'} dentro d'a-
quelle circulo, abstrahindo do ponto nullo, ndo péde ter outro
ponto critico: isto &, variard o valor funccional conforme for, ou

ndo, &=29c um ponto critico de y.




Portanto: o Percurso de uma curva (que encerra todos os ,nrmm.ﬁ

criticos d'uma funcedo algebrica

existentes no finito s6 podera produsir uma muwdanga no valor

,'}un'."fum[f d esta rlruumfu X =0 for um ponto critico de y= fk.\;;.
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SUPERFICIES DE RIEMANN

I. Deflnigo das superficies de Riemann

15. Consideremos a funcgio algebrica y definida pela equagio
Fly, ) =y* — A (z— a)) (t—ag) (x— a3) (x— ag) =0,

onde ay, aa, ag, ag sio quantidades reaes ou complexas que no
plano X, onde se move x, sio representadas pelos pontos ay, as,
ag, aj.

A funccio y ndo é uma funcedo uniforme; a cada valor de x
correspondem dois valores

y=+ VAx—ay)(z—as) (x—ag) (x— ay),

y=— VAz—a)) (x—ay) (x—a3) ([x—ay),

que, sendo em aeral distinelos, formam dois ramos da funcgio,
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pmhrndu comtudo tomar o valor commum y=0 {Iuamln x se lorna

egual a algum dos valores
ay, ay, ag, dy.

Para determinar como os dois ramos da funccdo y se com-
portam para a circumvolu¢do dos pontos criticos, podemos appli-
car o que deixamos dicto na primeira parte.

Para = a, os valores de y sio nullos, e como para z =ay e

i
y=10 a derivada s¢ torna em
[{

— A (ay —ay) (a) — ay) (a) — ay)

segue-se que estamos no caso que ji foi considerado no n.° 7;
portanto os dois valores +y, —y formam em volta de ay um sys-

tema circular
i
i y- R y

Aoy

E o mesmo tem logar com relagdo aos outros pontos as, ay, ay.

Se a variavel x percorre uma circumferencia em cujo interior
estdo situados os quatro pontos ay, ag, ag, ag, ndo se produzird,
por uma circumvolugdo completa della, nenhuma alteragao no
valor funccional de y, isto é, £=32c ndo ¢ um ponto critico para

a funcgdo y.

6. Vamos agora ver como uma representacio especial do

valor da variavel complexa nos permitte obter que x sémente cor-




responda & sua primitiva posi¢do, quando y retomar tambem o
seu primitivo valor.

Como a cada valor de x podem, em geral, corresponder dois
valores de y, supporemos representada a variavel = sobre dois
planos ou folhas sobrepostas.

A cada valor de z corresponderdo assim dois pontos: um z'
no plmm superior; outro " no plano inferior.

Seja a9 um valor differente de ay, as, ag, a;, ao qual corres-
pondem os dois valores +yg, —yo. Ao ponto &'y, no plano supe-
rior, corresponde o valor + yg: e a &'y, no plano inferior, o valor
— o

Supponhamos agora que &'y estd cercado por uma curva fe-
chada L, no interior da qual se ndo encontra ponto critico algum;
e que ' se move sémente dentro desse espaco limitado: z" tam-
bem, na folha inferior, s6 se deslocard na proximidade de =".

N'este caso aos pontos do plano superior corresponde sempre
+y, em quanto que aos do plano inferior corresponde —y.

Se & fizer uma circumvolucio em volta d'um ponto z'y que
esteja dentro de L, ao valor primitivo de x corresponde tambem
o primitivo valor de y: e o mesmo succede para a outra folha.
D'este modo correspondem sempre aos dois pontos ' e z”, nos
planos superior e inferior e que representam o mesmo valor de x,
os valores funccionaes +y e —y.

Vejamos, porém, como havemos de proceder quando con-

siderarmos os valores
=y, M, a3, aj,

para os quaes dois ramos da funccio se tornam identicos, e cujos

pontos correspondentes se denominam pontos de ramificagao.
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Considere-se o ponto ay: porisso que ahi os dois valores de y
se tornam eguaes, junctemos n'esse ponto os dois planos primitiva-
mente separados.

Designemos por 2y um valor de x Lal que o modulo de (xj—ay)
seja menor que o raio d'uma circumferencia L descripta de a
como centro, e que ndo contém nenhum dos outros pontos as,
ag. az: sejam, além d'isso, z'; e 2" os pontos que, nos dois pla-
nos, representam aquelle valor, e +yy, —y; os valores de y que
respectivamente lhes pertencem.

Facamos com &' (fig. %', partindo de 'y, uma circumvolugcdo
em volta de a;, sem sahir para fora
de L; quando 2’ retoma a primitiva
posicio x'f, y nao readquire o valor
primitivo + y;, mas é egual a —y3
isto ¢, toma aquelle valor que suppo-
zemos corresponder ao ponto x"y.

Tracta-se de obter que, depois de

uma circumvolucio em volta de ay, o
Fig. 4 ponto z nio coincida com z'y, mas
com o que lhe esti inferior z';.

Para isso supponhamos (fig. 5) tracada a partir de a;, em qual-
quer direccio, uma recta in-
definida ayq; ao longo d'ella
imaginemos corlados os dois

planos. Effectuar-se-hio assim

7 duas seccoes que deixam quatro
bordos: junctemos cada bordo
da folha superior com o que

lhe fica fronteiro na folha in-

fertor, como se vé indicado em




o
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corte transversal na fig. 6. Feita esta ligagio das duas folhas

ao longo da linha a;¢, quando
Fﬁt’/; el .l:‘t}.’)ﬁf‘.‘ e .
se alravessar esta linha passar-

X se-ha, d'um modo continuo, da

Folta Lrtfertor

folba superior para a inferior
Fig. 6 e inversamente.

Desloquemos agora 2’ em volta do ponto a; partinde da po-
sigho 2'y. Logo que chegarmos & linha a;q passamos & segunda
folha e continuaremos ahi, seguindo a linha pontuada, até z";
onde se encontrard o valor — y;.

Cerquemos ainda ay, caminhando na folha inferior do pooto
de partida £”;: logo que chegarmos a ay¢ passamos novamente
da folha inferior para a superior, e continuando a caminhar n’esta
até &'y encontraremos ahi o valor + y3: o que concorda com o
facto de duas circumvolucdes em volta de a; darem a y o valor
SR
“D'esta maneira, e fazendo o mesmo para os pontos ag, ag, ag,
obtemos que a cada ponto que representa z corresponda sémente
um valor de y.

Podemos ainda, em vez de lazer cortes indeflinidos como m,
ligar @y com a3 e ag com a; e considerar ajaz, aga; como
cortes de ramificagdo, ao longo dos quaes se ligam, como ante-
riormente, as folhas superior e inferior.

A superficie, cuja construccdo acabamos de indicar, denomina-se
superficie de Riemann da funccio y.

Poder-se-ha, pois, dizer que y ¢ uma funccio uniforme do
logar da variavel x sobre a superficie de Riemann assim construida:
quando @ tiver deseripto sobre esta um caminho fechado, y re-
tomard o seu primitivo valor inicial.

Em volta dos pontos ay, as, ag, ag, a superficie de Riemann,
3
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formada pelas duas [olhas, enrosca-se semelhando uma superficie
helicoide, e por esse motivo ¢ tambem designada por alguns
mathematicos allemaes com o nome de Windungsfliche; e os
pondos de ramificacao por Windungspunkte.

17. Consideremos azora o caso geral: seja
= g )

a funcgdo definida por

F(y, 2)=0,

Y

e cujos polos e pontos criticos suppomos determinados.
Marquem-se no plano os pontos criticos e facamos descrever
a variavel, partindo d'um ponto ordinario, um contorno fechado
em cujo interior exisla unicamente o ponto critico =gz, a que
correspondem [ raizes eguaes a 3 na equacio F=0.

Os [ valores
foo fos - [ir
que f(x) tem no ponto de partida e que em « se tornam eguaes

a 3, distribuem-se em geral, para a circumvolucdo do ponto cri-

tico, em varios systemas circulares
(ﬂn ,fuf.\) ( 5 fp....._ﬁ-)
b o darhid il e

Para um segundo ponto critico correspondente a ==, em que
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I' raizes de F =0 se tornam eguaes a B, formar-se-hiio os sys-
temas circulares

/f.]-, ﬁ;-’, ne f,r fyr, ﬁ,:, T ﬁ;

\ﬁ,-’, s r,.r, 'fm. f,ll.'. - w e ﬂf, fsr'

e do mesmo modo para todos os pontos criticos restantes.

Tomem-se n espheras de raio infinitamente grande e sobre-
postas. Em cada uma d'estas superficies marque-se um ponto,
correspondente ao mesmo valor arithmetico de z, que ndo seja
um ponto critico. Como a um valor de x correspondem n valores
de y differentes, pode dizer-se que as n espheras formam uma
superficie de n folhas tal que a cada um dos seus pontos corres-
ponde um unico valor funccional de y; e assim se podem designar
as folhas pelos indices dos valores correspondentes de y.

Consideremos os pontos criticos.

No ponto a imaginar-se-hio reunidas as folhas que correspon-
dem ao primeiro systema circular; executa-se depois um corte
n'estas folhas que se extende indefinidamente, mas de maneira
que ndo encontre nenhum outro ponto critico.

Une-se em seguida o lado direito do corte existente na folha (a)
com o esquerdo do cérle existente na folha (b), o lado direito de (b)
com o esquerdo de (¢), ete.; até que finalmente se unird o lado
f

(e) com o esquerdo do cérte da folha (a.

Para o segundo systema circular, relativo a 2, procede-se d'um

direito do cérte da folha

modo analogo: executa-se um corte nas folhas correspondentes s
raizes que formam o segundo systema, e liga-se o lado direito do
corte de (g) com o esquerdo do cérte em (h), etc., e finalmente
o lado direito do cérte em (I) com o esquerdo do de (g). Ete,




Estabelecida analogamente a ligacdo correspondente a todas
as folhas e a todos os pontos criticos, a superficie assim formada,
de n folhas, denomina-se superficie de Riemann da funccio y
( Windungsfliche).

Esta construcciio mostra-nos immediatamente que a cada ponto
critico da funcgiio currcsllundum, na superﬁuie formada, um certo
numero de pontos, cada um dos quaes ¢ commum aos cortes feitos
nas folhas relativas a cada systema circular.

Taes pontos chamam-se ponlos de ramificacao (Windungspunkte),
e as seccoes que d'elles partem os cdrtes de ramificagio.

Diz-se que um ponto de ramificacio é da ordem 0 quando o
systema circular a que elle se refere ¢ composto de 6+ 1 raizes.

A fig. 7 representa um corte transversal feito n'uma das folhas

de uma superficie de Riemann, que
% correspondem a um ponto de rami-

ficacio de ordem 2.

Fig. 7

18. A superficie de Riemann da funcciio y, tal como a acaba-
mos de indicar, ¢ pois o logar geometrico dos pontos de que y
depende d'um modo uniforme; isto é, quaesquer caminhos per-
corridos pela variavel, entre dois pontos situados na mesma su-
perficie, conduzem aos mesmos valores [unccionaes; a funccio
proposta ¢ entdo uma funccio uniforme do logar da sua variavel.

Se Ry, ) for uma qualquer funccdo racional de z e de y
sera egualmente uma funccio uniforme do logar da variavel sobre
a superficie de Riemann da funccio y, pois que a cada ponlo
d'esta corresponderd um determinado z e um determinado y.

19. Em vez de executar o corte de ramificaciio como anterior-
mente, isto é, partindo do ponto de ramificacio até ao infinito,




pode tambem, em casos especiaes, fazer-se a seccio entre dois

pontos de ramificaclio, para o que facilmente se apresentario as
condicdes necessarias e sufficientes.

Seja f(x) uma funccio para a qual a;y e ag correspondam a
dois pontos de ramificacio, e a ay o corte de ramificaciio ao longo
do qual se ligam k folhas, de modo que a funccao dependa uni-
formemente do logar da sua variavel. Uma circumvolucio, effe-
ctuada sobre uma curva fechada que comprehende a; e ag e exis-
tente n'uma das k folhas da superficie, ndo deve produzir alteracio
funccional alguma; mas a circumvolucio feita em volta de ay e aa
pode ser substituida por duas outras circumvolucdes em volta de
ay e ay, effectuadas no mesmo sentido. Se for, por exemplo, xy
o ponto de partida, e a primeira circumvolugio transformar [j (x)
em [3 (@), a segunda deverd transformar f3 (xp) em f(xg); e 0
mesmo tem logar para os outros valores funccionaes

f1(x0)s falzo)y « .. filxo):

portanto, nos dois pontos de ramificacio, ¢ identica a successio
dos valores funccionaes quando é differente o sentido do movi-
mento da variavel em volta de a; e de ag; deve entio ter-se reali-
sado a unidio das folhas (fig. 8), de maneira que ao longo de a, ag
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o lado inferior da folha 1 se ligue ao superior de 2, o inferior
de 2 ao superior de 3, e assim por deante até que o inflerior de
k se liga ao superior de 1: o que realisa a identidade dos dois
cyclos de raizes para as direccdes oppostas de movimento.

A construccio effectuada satisfaz a condiciio necessaria, de que
0 percurso de qual(iuur caminho fechado, que nio encerra os dois
pontos em questio, nio deve produzir nenhuma alteraciio funceio-
nal. Com effeito, se a curva fechada ndo passa pelo cérte de rami=
ficaciio & isto evidente, pois que enldo existe ella, na sua totali-

dade, na mesma folha; se, pelo contrario, ella atravessar aq as,

passando, por exemplo, da parte superior de a;ag na primeira
folha para a quarta, na sua reversio da parte de baixo de ayas,
volta, passando pelo do cérte de ramificagio, para a primeira folha.

20. A mutua dependencia das folhas no ponto infinitamente
distante, imposta pelas propriedades analyticas particulares de
cada [uncciio, realisa-a de [acto a construcciio executada com re-
ferencia aos pontos de ramificacio existentes no finito.

Ja anteriormente vimos que uma circumvolucio de todos os
pontos criticos, existentes no finito, se deve considerar como iden-
tica & circumvolugio do ponto infinitamente distante, suppondo
que os pontos criticos, & excepgio de =0, nio se estendem
indefinidamente. E como para o nosso caso isto tem logar, segue-se
que a ligacio das folhas da superficie de Riemann se realisa no
infinito pela construccao effectuada no finito.
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Il. Limites das superficies de Riemann

21. Definida a superficie de Riemann de n folhas como o
logar geometrico dos pontos de que depende d’'um modo uniforme
a funcgdo f(x), e indicado o methodo geral da sua construcgiio,
vamos apresentar as consideragdes geometricas que formam uma

outra parte fundamental do methodo de Riemann.
Curvas limites

22. Imaginemos, descripta em volta d'um ponto qualquer
n'uma folha da superficie de Riemann, uma circumferencia de
pequeno raio, que, no caso especial de ser o ponto considerado
um de ramificagdo ay, seri substituida pela curva fechada abed
(fig. 9) ou por outra analoga. A superficie de Riemann fica assim
dividida em duas partes, limitadas pela
curva agora tragada, de modo que nao é
possivel passar por um trago continuo d’uma
para a oulra sem atravessar o limite.

Uma superficie, ou parte de superficie,

diz-se connexa quando n'um trago continuo

Fig. 9

se pdde passar d'um qualquer dos seus
pontos a um outro sem atravessar os limites da superficie ou
por¢iio de superficie considerada.

Quando se divide o espago indefinido em duas partes ndo con-
nexas, as superficies assim limitadas denominam-se superficies
fechadas.
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Suppomos, salvo indicagdo em contrario, que as curvas fechadas
que empregamos aqui € no que se segue nem se corlam a si mes-
mas nem tem pontos singulares.

23. Supponhamos agora que a curva fechada, que foi tragada
em volta d'um ponto n'uma das folhas da superficie de Riemann,
se reduz até que fique infinitamente proxima delle; poder-se-ha
considerar a superficie de Riemann como uma superficie fechada,
cujo limite ¢ constituido por aquella curva infinitamente pequena.
O ponto que ella encerra denomina-se entdo o ponto limite da
superficie.

Se se isolarem outros pontos da superficie por curvas fechadas
A, B, C, elc., o ponto limite e estas curvas determinariio o [li-
mile total da parte connexa da superficie resultante.

24. Tragadas sobre uma superficie de Riemann ou sobre uma
parte d’ella, com o limite total A, B, C, ..., diversas curvas que
nio passam por ponto algum de ramificacdo, vamos ver como se
caracterisam estas superficies relativamente ao numero e especie
d’aquellas linhas.

Uma curva L limita completamente sobre uma superficie S
uma parte d'esta, quando ndo é possivel ir d’ahi até ao limite
total, ou a qualquer ponto d'uma outra parte, sem atravessar a
livha L, que entio se chama uma curva limite completo.

Assim uma curva fechada a'b'e’d’, que se trace dentro d'uma
por¢io de superficie completamente limitada abed existente em
uma s6 folha da superficie de Riemann, limita de novo uma por-
¢do d'ella (fig. 10): o mesmo tem logar (fig. 11) para a curva
a'l'e'd’, que circumda o ponto de ramificagio a;.

Tanto n'um caso como no outro nio se pode passar de pontos
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do interior de a'l'¢'d’ para abed sem cortar o limite d’aquella
parte separada: a'b'c’d’ é, pois, uma curva limite completo.

Fig. 10
;i Fig. 11

Se na superficie de Riemann de duas folhas, com os pontos de

ramificagio ay e a3 ligados pelo corte de ramificacdo a, ag (fig. 12),

for tragada a curva C na folha su- ¢
perior, ficard a superlicie dividida /
em duas partes: a primeira ¢ for-

| |
mada por toda a folha superior ex- | %
ceptuando a parte d'ella compre-
hendida por C; a segunda por esta

parte da folha superior comprehen-

dida por C e por toda a folha inferior.

E evidente que, neste caso, dois pontos infinitamente proxi-
mos, tomados d’'uma parte e d'outra de C, e por isso existentes
na folha superior, ndo podem ser unidas por um trago continuo
sem atravessar o limite C, que por isso serd uma curva limite

completo.

25. Designemos agora por p e p' dois pontos infinitamente
proximos d'uma curva L, e situados respectivamente d'um e outro

lado de L; se, por meio de um trago continuo, se podér ir egual-
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mente de p e de p' até ao limite total sem cortar L, ou se se
podér chegar de p a p' por um trago conlinuo que niio encontre
L nem o limite total 8, a linha L ndo limita, por si, completa-
mente parte alguma da superficie considerada; ¢ uma curva limite
nio completo.

Seja, por exemplo, abeda'b'e'd’ uma superficie annular exis-
tente n'uma folha d'uma superficie de Riemann; a curva a"b' ¢'d"
(fig. 13) serd um limite nao completo, por isso que de dois pon-
tos fronteiros d'um e d’outro lado d’ella se pode chegar ao limite
total sem a cortar.

Consideremos ainda (fig. 14) uma superficie de Riemann de

Fig. 14

duas folhas com os quatro pontos de ramificagdo ay, aq, ag, ay,
e com os cortes de ramificacio a, ag, aga;. Se tracarmos a curva
A na folba superior, comprehendendo os pontos ay e ag, podere-
mos chegar d'um ponto p, situado n'um dos lados de A, ao ponto
fronteiro sem cortar A, ao longo do trago prsp’ que em r passa
para a folha inferior e em s outra vez para a superior, A é, por-
tanto, uma curva limite ndo completo.

Do que n'este numero e no antecedente deixamos dicto se con-
clue que ndo ¢ possivel estabelecer uma distincglo absoluta entre
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eslas especies de limites e que, pelo contrario, a especificagao
depende do limite total adoptado.

Systemas de curvas limites

26. Se sobre uma superficie de Riemann se tragar um numero
qualquer de curvas fechadas A, B, ..., limites completos, separar-
se-hdo alli dois continua de pontos: para o primeiro (pontos in-
teriores), um trago conlinuo que reuna qualquer dos pontos d'elle
ao limite total encontrard aquellas curvas n'um numero impar de
pontos; para o segundo (pontas exteriores), o traco de ligaciio com
o limite total encontra aquellas curvas sémente n’um numero par
de pontos ou nio as encontra,

A, B, ... determinam assim, pelo seu agrupamento, o limite
completo d'um continuum de pontos (interiores), que é formado
pela somma arithmetica das partes connexas comprehendidas por
uqm_rllels curvas. Formam um systema .".-'mr'n_- completo.

Desde que as curvas se cortem deixa, porém, isto de ter logar
para a somma arithmetica de todos os pontos. Assim, na fig. 15,
0 continuum de pontos interiores ¢ formado s6 pela parte cheia.

2%. Diz-se que n curvas fechadas li-
mites ndo completos formam, pelo seu
agrupamento, um systema limite nio com-
pleto, quando se podem unir ao limite
total por um trago continuo, dois pontos
infinitamente proximos d'uma qualquer

d’essas curvas, tomados d'um e d'outro
lado d’ella, sem encontrar nenhuma das n curvas tracadas.
Na superficie de Riemann, com duas folhas e com os tres pontos

ok by,

3"l
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de ramificagdo ay, as, ag (fig. 16), os agrupamentos de curvas
2 (A,B), (A,C), (B,C), formam sys-
A4 2 temas de curvas limites nio completos.

28. Supponham-se tracadas na
' ;\;.\ superficie de Riemann n curvas limi-
tes nio completos; e supponha-se mais
que n— 1 d'essas curvas formam um

Fig. 18 systema limite nio completo.

Se todas as n reunidas separam sobre a superficie dois continua
de pontos taes que para o primeiro é sempre possivel reunir por
traco continuo qualquer d’estes ao limite total sem encontrar ne-
nhuma das n curvas (pontos exteriores), e para o segundo s6 é
possivel essa reunidio atravessando uma das n curvas, diz-se entiio
que as n curvas formam um systema limite completo irreductivel.

Na fig. 16 (A, B,C) é um systema limite completo irreductivel.

2. Imaginemos agora diversos systemas irreductiveis (A),
(B), ..., sem curva commum. Reunidos, separam estes systemas
dois continua distinctos de pontos.

Com effeito, considere-se (fig. 17) uma parte de superficie cujo
limite total é (L, L;), e onde (A) f6rma
um systema limite completo irreducti-
vel e (B) um outro,

A reunido de (A) e (B) distingue
dois continua de pontos, Um composto
de todos os pontos exteriores que po-
dem ser reunidos ao limite total (Ly Ly}
por tragos conlinuos, que, ou nio en-

contram curva alguma (A) ou (B}, ou
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as encoutram n'um numero par de ponlos; outro composto de
ponlos interiores, que as alravessam em um numero impar de pontos
(os cheios da figura).

30. Do que deixamos dicto claramente se manifesta a ana-
logia que existe entre um systema limite completo irreductivel e
uma curva fechada limite completo.

E assim diz-se que n curvas limites ndo completos formam,
pelo seu agrupamento, wm systema limite completo, quando, sendo
possivel reunir por um trago continuo um ponto infinitamente pro-
ximo d'uma das curvas ao limite total sem cortar qualquer das
n curvas, ou, cortando-as n'um numero par de pontos, sémente &
possivel effectuar essa reunido para o ponto fronteiro ao primeiro
e tambem infinitamente proximo da curva cortando aquellas n'um
numero impar de pontos. As n curvas separam em todo o seu
contorno dois continua de pontos— exteriores e interiores. Do pri-
meiro passa-se ao limite total ou ndo atravessando nenhuma das
curvas ou fazendo=o um numero par de vezes; do segundo s6 se
passa ao limite total cortando as curvas um numero impar de

VEZEes.

314. Sejam, sobre uma superficie de Riemann, (A), (B), (C)
tres systemas de curvas fechadas, que ndo passam por ponto al-
gum de ramificagiio; supponha-se ainda que (A), (B), (C) formam
o0s systemas limites completos (A, B) e (A, C).

Vamos considerar as posi¢des que pode ter um ponto p da
superficie relativamente a estes systemas,

Supponhamos primeiramente que p pertence a algum dos con-
tinua inleriores, respectivamente limitados por (A, B) ou (A, C),
mas que ndo é commum aos dois.




Podera entdo ser: ou p interior a (A, B) e exterior a (A, C),
ou p exterior a (A, B) e interior a (A, C).

Vejamos successivamente as duas hypotheses.

No primeiro caso, se ligarmos por um trago continuo o ponto
considerado ao limite total, como o p & interior a (A, B), (A) e
(B) podem ser atravessadas dos seguintes modos: as curvas (A)
ndo serem cortadas, e as curvas (B) serem-n'o um numero impar
de vezes; — as curvas (A) serem cortadas um numero par de ve-
zes, e as curvas (B) um numero impar; — as curvas (A) serem
cortadas um numero impar de vezes, e nlio serem vez alguma
cortadas as curvas (B); — as curvas (A) serem cortadas um nu-
mero impar de vezes, e as curvas (B) um numero par.

Como, ao mesmo tempo, o ponto p & exterior a (A, C) pode-
rio as curvas (A) e (C) ser cortadas das seguintes maneiras: as
curvas (A) um numero par de vezes, e as curvas (C) tambem um
numero par; — as curvas (A) nio serem cortadas, e as curvas (C)
um numero par de vezes; — as curvas (A) serem cortadas um
numero par, e ndo o serem ves alguma as curvas (C); — as
curvas -:A:] serem cortadas um numero impar, e egualmente as
curvas (C) um impar de vezes; — (A) e (C) ndo serem cortadas.

Podemos concentrar isto da seguinte férma:

p interior a (A, B)

(A), par ou £er0 ......s.<. (B), smpar }
3 " o (R -
(A), impar s ssssesss (B), par ou zero)

p exterior a (A, C)

(A), par ou zero ......... (C), par ou ':.Pr'ul
(A),  impar .........(C), impar |
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No segundo caso, isto &, se for p exterior a (A, B) e interior
a (A, C) analogamente se tera:

p exterior a (A, B)

(A), par ou zero ......... (B), par ou zero |
(A)y wmpar .........(B), impar |

i
p interior a (A, C)

(A), parou zero ......... (C), impar |
(A, é@mpar .........(C), par ou zero|

D'isto se conclue immediatamente que todos os pontos limi-
tados por (A, B) e por (A, C), que nao lhes sio communs, s6 po-
derdo ser ligados por trago continuo ao limite total cortando um
numero impar de vezes as curvas (B) e (C); isto &, que taes pontos
formam um continuum de que o systema (B, C) é um limite com-
pleto.

No que deixamos dicto suppoz-se que o ponto p niio era com-
mum aos dois continua de pontos limitados pelos systemas (A, B)
e (A, C). Supponhamos agora que p é commum aos dois continua.
N'esse caso vird:

p interior a (A, B)

(A), par ou zero ......... (B), impar |
(A), impar ......... (B), par ou zero)\

p interior a (A, C)

(A), par ou zero ......... (C), impar |

(A dmpar ......... (C), par ou zero\




Por onde se vé que, ligando por um traco continuo p com o

limite total, as curvas (B) e (C) serdo corladas um numero par
de vezes; isto &, para os pontos que sio comprehendidos nos con-
tinua, respectivamente limitados por (A, B) e por (A, C) e que
sdo communs a0s dois systemas, nao ¢ o systema (B, C) um limite
completo.

Considerados os pontos interiores supponhamos, em segundo
logar, que o ponto p é exterior a (A,B) e a (A, C); entdo ter-
se-ha:

p exterior a (A, B)

(A), par ou zero ......... (B), par ou :erui

(A), impar .........(B), impar
p exterior a (A, ()

(A), par ou zero ......... {C), par ou zero
(A), impar .........(C), empar

Portanto os pontos que pertencem aos conlinua exteriores a
(A, B) e a (A, C) ndo podem ser completamente limitados por
(B, C); isto &, pode sempre passar-se de qualquer d’elles ao li-
mite total cortando (B) e (C) um numero par de vezes.

Vejamos, finalmente, como as curvas (B) ou (C) separam, no
systema (B, C), em todo o seu contorno, os dois continua de pon-
tos — exleriores e interiores.

Se isto, com effeito, tiver logar, dois pontos infinitamente pro-
ximos de qualquer das curvas e situados d’'um e outro lado d'ella,
devem poder ser ligados ao limite total por dois tragos que cortem,
um d'elles, as curvas (B) e (C) um numero par de vezes e, ao

mesmo lll'l’l"lll(),. o oulro um numero l'Hi‘l'h‘i‘i'" de vezes,
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Supponhamos, porém, que n'uma certa parte do contorno d'uma
das curvas (B) nio se realisa isto, e que do ponto p, perten-
cente a (B, C) e situado d’'um dos lados d'uma curva (B), é pos-
sivel, como do ponto fronteiro p', chegar ao limite total, tendo
cortado um numero par de vezes (B) e (C).

Isto podera effectuar-se: cortando (B) um numero par de vezes
e (C) um numero par; — (B) um numero par de vezes, e nio
cortando (C); — ndo cortando (B), e cortando (C) um numero par
de vezes; — (B) um numero impar de vezes, e (C) tambem um
numero impar.

Consideremos o primeiro d'estes quatro casos: as curvas (B)
cortadas um numero par de vezes e as curvas (C) egualmente
um numero par de vezes.

O ponto p pide, relativamente ao systema (A, B), ser interior
ou exterior. Supponhamol-o interior.

Como p ¢, ao mesmo lempo, interior ao systema (B, C), sera
exterior a (A, C); mas o numero de vezes que se atravessam as
curvas (C) é par: logo serd egualmente par o numero de vezes
que sdo cortadas as curvas (A), pois o systema (A, C) é limite
completo. .

Portanto, ao passar de p para o limite total, ¢ par o numero
de vezes que se atravessam (A) e (B), o que ndo pide ser por
1SS0 que o systema (A, B) é limite completo e, por hypothese,
p € um ponto interior do systema (A, B).

Supponhamos agora p exterior relativamente a (A, B). Sera
entdo interior em relagdo ao systema (A, C); mas o numero de
vezes que sdo cortadas as curvas (C) é par, portanto impar o nu-
mero de vezes que sio cortadas (A).

Logo serd tambem impar o numero de vezes que sdo cortadas

(A) e (B), o que ndo é possivel ter logar, attendendo a que p é
&




exterior relativamente a (A, R), e (A, B) um systema limite com-
pleto.

A consideraglio dos outros casos possiveis, que indichmos acima,
conduz egualmente a resultados absurdos; d’onde concluimos que
ndo péde ser verdadeira a hypothese de que se partiu, e que por-
tanto as curvas (B) e (C) limitam com effeito em todo o sew con-
torno os dois continua de pontos interiores e exteriores.

De tudo o que n’este numero deixamos dicto concluimos que
é verdadeiro o seguinte theorema:

Tueorkma: Se um systema de curvas fechadas (A), que ndo
passam ponto algum de ramificacdo, férma, com owtro systema de
curvas analogas (B), o limite completo d'um continuum de pontos
d'uma superficie de Riemann; e se ao mesma tempo o primeiro sys-
tema de curvas (A) ¢ com um terceiro systema analogo (C) o li-
mite completo d'um outro continuum de pontos da mesma super-
ficie, o systema (B), juntamente com (C), formardn um systema
(B, C) que ¢ o limite completo d'um terceiro continuum de pontos
composto dos dois primeiros com exclusio dos pontos que lhes sdo
COMMUNS,

Exemplificamos em dois casos simples.

1. Na superficie de Riemann de duas folhas, e com os tres
pontos de ramificacio ay, as, ag
(fig. 18), em que as curvas (p) e
() formam um systema limite com-
pleto (p, ¢) e em que egualment:
as curvas q e r formam (q, 1), é
tambem (p,r) um systema limite
completo.

2.° Na superficie de Riemann

de duas folhas, com os pontos de




ramificacio ay e ay ligados pelo cérte de ramificacio ayaq (fig. 19),
as curvas (q) e (r) formario um systema
limite completo (g, ), pois (p,q) e (p,r)
sdio systemas limites completos: o espaco
limitado por (p, q) estd, como é claro, na
folha superior, em quanto que os espacos
limitados por (p,r) e (¢,r) se compdem
dos espagos correspondentes da folha su-

perior e de toda a folha inferior,
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III. Connexfo das superficies de Riemann

Definigdo da ordem de connexio

32. Uma superficie de Riemann connexa, em que cada linha
fechada férma o limite completo d'uma parte d'ella, denomina-se
simplesmente connexa.

Quando isto ndo tem logar, a superficie diz-se de connexdo
multipla.

33. Seja k uma qualquer linha fechada limite ndio completo
I‘JE. fjg. . !J,,

n curvas fechadas, que separadamente slio limites ndo completos
e reunidas ndo limitam completamente parte alguma da superficie
de Riemann em que estdo tracadas; mas supponhamos que k f6rma,
com parte ou com a totalidade das curvas by, by, . .. by, um sys-
tema limite completo.

Se designarmos por ¢y, €3, €3, . . « ¢ Oulras n curvas quaesquer
da natureza das primeiras, serd entio egualmente ¢; com as linhas
by, ba, ... b,, tomadas em parte ou na totalidade, um systema
limite completo.

Se b, ¢ um elemento commum aos dois systemas, serdo

by com k, by, ba, ... by—1), f.:|-,_|_|j,. S By




by com eg, by, by, -« . bp—1) brg1ys oo o by
o limite completo d'uma parte da superficie: logo (n.” 31)
k com (' fl|. bg. - I‘hr.—.ﬂ. h(‘,-_H:,. )

formaré tambem um limite completo.

Se entre aquellas curvas que estdo ligadas com & para formar
systema limite completo, e aquellas que com ¢y formam egual-
mente um systema analogo, nio ha elemento commum, é claro
que péde sempre ter logar a substituicdo effectuada.

Por isso que k limita completamente, com parte ou a totalidade
das curvas

€1 i"tl. & s !r.'.;'r_r,, l'}.:,-+.|1. s s hm

uma parte de superficie, o mesmo terd logar para a curva cy:
observando, comtudo, que entre as linhas que com ¢z devem formar
systema limite completo se hao de achar algumas das curvas b,
pois que ¢1 e cs ndo podem formar um tal systema: continuamos
entdio uma substitui¢ho analoga & anterior, e assim por deante.

Concluimos, pois, sem insistir mais que ¢ possivel a substitui-
¢io das curvas by, b, ... by por eq, €3, ... ¢y, € que tem entio
logar o theorema seguinte:

TuroREMA: Se designarmos por

h1. hg. “we bn

n linhas fechadas, que nem separadamente sdo curvas limiles com-
pletos, nem junctas formam um systema limite completo d’uma parte
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da superficie de Riemann; e por k uma linha qualquer limite nio
completo, pode dizer-se que n outras curvas quaesquer da naturesa
das primeiras

€1y Cay -+ . Cy

formam com a linha k um systema limite complelo.

3 4. Mostra-nos o theorema antecedente que o facto de uma
curva fechada limite ndo completo poder formar um systema li-
mite completo com n curvas, que nem separndﬂmentc nem juncl‘.as
limitam completamente parte alguma da superficie, é indepen-
dente da escolha das n curvas; por isso se definem as superficies
cuja connexdo ¢ de ordem n+ 1, da maneire seguinte:

Uma superficie denomina-se connexa da ordem n+ 1 quando
w'ella se podem tragar n curvas fechadas que, separadamente, sio
limites ndo completos e juntas ndo formam um systema limite com=
pleto, com as quaes, porém (em parle ou na .'urrrh'd.-ufr), cada uma
outra curva fechada constitue wm systema limite completo.

Esta defini¢do, que se baseia essencialmente na escolha arbi-
traria das n curvas fechadas, ¢ perfeitamente geral e precisa.

Com effeito, se a propriedade caracteristica que ella enuncia
tiver logar para um certo systema de n curvas, subsistird ainda
para outro qualquer systema do mesmo genero; além d'isso ficardo,
por ella, perfeitamente separadas as superficies que apresentam
uma connexdo de multiplicidade differente. Uma superficie con-
nexa, que a defini¢io precedente indicar ser da ordem n+1,
nunca se podera confundir com outra de ordem n ou de ordem
n-+2: com effeito, sobre uma superficie de connexdio multipla
de ordem n, n curvas fechadas limitam sempre completamente

uma parte da superficie, o que nio tem logar na superﬁcie con=-
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nexa de ordem n+1; e na de ordem n+ 2 ndo podem sempre
n+1 curvas fechadas formar um systema limite completo, o que
tem logar para a superficie de connexdo multipla de ordem n + 1.

Transformagao das superficies de Riemann de connexdo multipla
em superficies simplesmente connexas

85. Classificadas as superficies de Riemann pela sua ordem

de connexdo, vamos occupar-nos da operaglo, essencial nas theo-

rias de Riemann, da transformacio das superficies de connexio

de ordem elevada em connexas simples; operagio que, como vere-
mos, ¢ executada pela introducgio de linhas especiaes e que pas-
samos a definir.

36. Sobre uma superficie de Riemann de connexao elevada,
partindo d'um ponto do limite total, trace-se, n'um movimento
continuo, uma linha até qualquer outro ponto do mesmo limite
sem que no seu percurso ella o tenha tocado ou atravessado: e
execule-se isto de maneira que as partes da superficie que estio
sitnadas d'um e outro lado d’aquelle trago continuo, nio deixem
de ficar reciprocamente connexas.

Considerem-se os dois lados da linha em questio como novos
limites da superficie.

Se observarmos, porém, que esses novos limités devem ser con-
siderados como taes niio s6 depois de effectuado o trago mas
mesmo durante a sua execugiio, poder-se-ha accrescentar que a
linha tragada péde terminar n'um ponto do seu percurso anterior
€ nunca cortar-se a si propria.

Uma linha descripta n’estas condigdes, e assim definida, consti-
tue o que Riemann denomina um querschnit.
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Partindo de casos definidos simples, com toda a facilidade se
vé immediatamente a possibilidade da transformacao.

Tomemos, por exemplo, a superficie annular (fig. 20), de li-
mite total L e Ly.

Uma linha a2 que liga dois pontos « e B
do limite total, e cujos lados m e n se con-
sideram como novos limites, ndio alterando a
connexiio reciproca das partes da superficie

situadas d'um e d'outro lado d’ella, serd um

querschnitt d’essa superficie que, sendo de
Ty % connexio mu!!ipla.de ordem 2, se transforma
n'uma simples connexa.

Na fig. 21 os querschnitte «3 e y3 transformam semelhante-
mente a superficie cujo limite total & LLj La
e que é de connexdo multipla de ordem 3

n'uma simplesmente connexa.

89. N'uma superficie de connexio ele~
vada pode sempre, por definicio, ser tragada

uma curva fechada limite niio completoj isto é,

Fig. 1

partindo de dois pontos infinitamente pro-
ximos, situados d'um e outro lado d'ella, poderd chegar-se por
dois tragos continuos que nio se cortam a si proprios, ao limite
total da superficie sem tocar aquella curva. A connexiio reciproca
das partes adjacentes s linhas tragadas nio é destruida, pois que
a curva limite nio completo conduz d'um ponto n’'um lado d’ellas
ao ponto opposto do outro lado.

D'isto concluimos que a linha resultante da reunido dos dois
tracos péde ser considerada como um querschnitt, e portanto o
seguinte theorema:
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TueoneMA: Numa superficie de connexiio multipla ¢ sempre
possivel tracar pelo menos um querschnitt.

88. Supponhamos dada uma superficie de connexio multipla
de ordem n+ 1.

Sobre uma tal superficie ¢ sempre possivel tragar n curvas li-
mites ndo completos, e que junctas formam egualmente um sys-
tema limite ndo completo. Tracemos na superficie um querschnitt,
que ndo encontre nenhuma d'estas n linhas: por i880 que o quer-
schnitt ndo destroe a connexdo reciproca das duas partes da su-
perficie que lhe sio adjacentes, poder-se-ha ligar por um trago
continuo um ponto do lado d'elle ao fronteiro do lado opposto, e
este trago formari uma nova linha limite nio completo, que, com
as n linhas fechadas existentes na superficie, deverd formar um
systema limite completo: mas isto ndo pade ter logar, pois o quer-
schnitt liga dois pontos oppostos da ultima linha tracada com o
limite total da superficie sem cortar nem esta curva nem, por
hypothese, qualquer das outras n.

Nio ¢ possivel, portanto, a supposicdo d’onde partimos, e assim
conclue-se que ¢ verdadeiro o theorema seguinte:

Turonema: Numa superficie de connexdo multipla de ordem
n+ 1 wm querschnitt qualquer encontra pelo menos uma das n
curvas limites ndo completos, que definem a ordem de connexio

d’aquella superficie.

39, Estabelecidos os dois theoremas antecedentes passamos
a0 theorema fundamental da transformacio.

Supponhamos que a superficie S, de que se tracta, é de con-
nexiio multipla de ordem n+ 1 e completamente fechada: isto ¢,
que um dado ponto d’ella foi cercado por uma linha infinitamente
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proxima d'elle, que deve ser considerada como limite total da
superficie.

Em S imaginemos tracado um querschnitt, e designemos por S'
a superficie que tem por limites os de S e, além d'isso, os dois
lados do querschnitt.

Pertendemos demonstrar que S’ é uma superficie de connexao
de ordem inferior a n+ 1.

Com effeito, supponha-se que a introduccdo do querschnitt ndo
abaixou a ordem de connexdo da superficie; poder-se-hao entdio
tracar em 8’ n curvas fechadas, que separadamente siio limites
ndo completos, e que junctas devem tambem formar um systema
limite ndo completo.

Ora o querschnitt nio corta nenhuma das n curvas existentes
em 8', ¢ como os limites de S’ siio 0s mesmos de S mais os lados
do querschnitt, segue-se que elle tambem nlio corta as n curvas
consideradas em 8.

Por outro lado é possivel, sem cortar as proprias n linhas,
chegar de pontos do continuum interior ao limite total de §/,
isto &, ao limite de S ou ao querschnitt: mas n'este ultimo caso,
caminhando ao longo do querschnitt, chega-se tambem ao limite
de S, e por isso péde dizer-se que ¢ sempre possivel chegar ao
limite total de S.

Na superficie S connexa de ordem n+1 existem, pois, n curvas
que formam um systema limite ndo completo, e das quaes ne-
nhuma & cortada pelo querschnitt: mas, pelo theorema do nu-
mero anterior, ndo pode isto ter logar. Havera, pois, em §/,
quando muito, (n — 1) curvas fechadas, taes que separadas sejam
limites ndo completos e junctos formem um systema limite ndo
completo.

Daqui concluimos que n'uma superficie de connexdio multipla




a introduccdo d'um querschnitt abaiza a ordem de connexdo da
superficie.

Consideremos, por exemplo, a superficie de Riemann S fe-
chada, de duas folhas com os tres pontos de ramificacdo (fig. 22),
ay, ag, ag, ¢ de connexdo multipla
de ordem 3. A é o ponto limite.

Sejam by e by curvas fechadas
que isoladamente sdo limites nio
completos e junctas formam um

systema limite ndo completo. , .

Podemos, partindo de pontos op- 0 NS
postos da curva by, tragar duas li- e g
nhas continuas q; e g3 para o limite Fig. 22
total A da superficie: esta linha gy gy serd um querschnitt de S,
e os seus dois lados formardo novos limites para a superficie que
agora designamos por §'.

A nova superficie S’ é connexa de ordem inferior a 3.

Com effeito a linha &y, que suppozemos existente em S, per-
tence totalmente & nova superficie 8, por isso que ndo foi cor=-
tada em ponto algum pelo querschnitt; e se ella formava em §
uma linha limite ndo completo, ¢ claro que em 8’ o formaré egual-
mente, pois na verdade para passar de S para §' ndo se fez mais
do que introduzir um novo limite. Portanto se uma qualquer linha
fechada em $' formar com by o limite completo d'uma porglo da
superficie, teremos assim visto que a connexdo de §' & da or-
dem 2.

Ora se k for uma linha fechada existente em S que nio &
cortada pelo querschnitt, essa linha devera formar com ambas ou
s6 com uma das curvas by, by um systema limite completo; mas,

por isso que de qq € ga se péde chegar ao limite total sem tocar
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as outras linhas by e k, segue-se que by se deve excluir, e por-
tanto k e by formam o limite completo d'uma parte da superficie
S: o que bem se vé¢ na figura 22,

Mas, como ja dissemos, os limites de S' sdo os de S mais os
lados do quersehnitt, e a estes tambem ndo se pode chegar sem
cortar k ou by partindo d'um ponto do continuum interior do sys-
tema (k, by}, pois n'este caso, ao longo do querschnitt, se poderia
ir até A o que pelo que acabamos de ver nio pide ter logar.

E, pois, manilesto que k e by formam na superficie S um sys-

tema limite completo; logo 8" ¢ uma superficie de connexiio mul-

tipla de ordem 2.

40. Vejamos agora como a introducglio de um querschnitt
reduz a superficie connexa de ordem n+ 1 exaclamente a uma
de ordem n; isto ¢, que a superficie de connexdo n+ 1 ndo pode,
pela introducgdo de um querschnitt, ser transformada n'outra de
connexiio de ordem inferior a n.

Supponhamos que a introducgio de um querschnitt transformou
S em §', cuja connexdo é de ordem n—h.

Se em §' se tracarem n—h— 1 curvas lechadas

f-‘l. b'i',- e bl‘uv—h—i-

que formam um systema limite ndo completo, uma outra curva
que tambem ndo limite completamente parte alguma da super-
ficie §' serd ahi, e por isso tambem em S com parte ou a tota-
lidade das curvas

fl:, fig. e e fiﬂ_h_l

o limite completo d'uma parte de superficie.
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Junctemos 6s m—h—1 curvas uma outra b que ligue dois

pontos fronteiros, situados d'um e outro lado do querschnitt.
Pertendemos demonstrar que uma qualquer linha fechada k,

situada em S, férma, com todas ou com parte das curvas

P Rt VSR Y

um systema limite completo.

Temos dois casos a considerar:

1.° A linha k nlo encontra o querschnilt.

N'este caso existe k totalmente em S/, e por isso devera for-
mar com as n— h— 1 linhas ahi tragadas

b]' bﬂl LR b{n—h—i}

um systema limite completo; e o mesmo tem logar para S. Isto &,
k forma com parte das linhas

byy bgy o o o Du—ij—1 b

em S um systema limite completo.

2.° A linha k encontra o querschnitt.

Sejam (fig. 23) a e 3 os dois pontes do 33—
limite total que sdo ligados pelo querschnits, ‘.;'_",J Y
e k' uma linha que encerra b e ndo corta o K;f/
querschnitt, e que com k ¢ b [érma um sys- I
tema limite completo em §'. Por isso que K’ I,r:'l“\jL

| .

Y

ndo corta o querschnilt deve

k' com fl[, fig, ‘e !"J,‘_h_q Fig. 23




formar um systema limite completo em S’ e portante em S.
E como
k' com k,b

f6rma tambem um systema limite completo, segue-se (n.” 31)
que, como no 1.° caso,

k com by, by, ... by_j—1), b

em parte ou na totalidade [6rma um systema limite completo.

Ora, como é facil de ver, as linhas
"J‘Il ."!l L f-'n—ji—'l '.:"

constituem em 5 um systema limite ndo completo: junctamente
com uma linha fechada & limite ndo completo, formam (como
acabamos de ver) um systema limite completo em S, portanto a
superficie S serd connexa da ordem n —h+ 1.

Mas, por hypothese, S ¢ de connexao multipla de ordem n—+-1,
logo deve ser h=0; isto &, a superficie §' é connexa de ordem
n, como pertendiamos demonstrar.

Do que deixamos dicto se conclue o theorema seguinte:

Tueorema: Uma superficie de Riemann S de connexiao mul-
tipla de ordem n+ 1 ¢ transformada por um querschnitt n'uma

xrr}wr'.ﬁrir S’ connexa de ordem n,

41. Conovrrario . Uma superficic de connexao simples ¢ di-
vidida por um querschnilt em duas partes desconneras.
Com efteito a superficie simplesmente connexa é de ordem de

connexiio 1, e como a introducciio do querschnitt abaixa a ordem
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de connexdo de uma unidade, serd a_superficie resultante de con-
nexdo 0; isto é, ficard dividida em duas partes desconnexas.

42. Conorranio Il. Se, por meio de n querschnitte, se trans-
formar uma superficie S connexa de ordem n+ 1 n'uma simples
connexa 8, o nove limite total serd constituido todo por um trago
conlinuo,

Supponhamos que isto nio tem logar, e que, percorrendo o li-
mite total de S, se tenha de passar do ponto « ao ponto 3 (fig. 2-1).
Se ligarmos a com § por um trago continuo p
¢ claro, pelo que fica dicto, que a superficie -~

o @
¢ assim dividida em duas partes desconnexas; d
n g P
mas, por outro lado, se se consideram dois
pontos y e § situados d'um e outro lado de -
Fig. 2§

p, ¢ tambem manifesto que ao longo de p e
das linhas que formam o limite total se poderd, sem cortar os
limites, passar n'um trago continuo de ¥ para &

Chegamos, pois, a dois resultados contradictorios: que y e ¢
estdo situados em partes da superficie que sdo reciprocamente
desconnexas, e que se pode sem passar os limites chegar de yas
em trago continuo. Concluimos, portanto, que nio pode ter logar
a hypothese de que partimos e que ¢ verdadeira a proposigio
enunciada.

Methodo de transformagao

43. Na transformacio das superficies de Riemann de con-
nexiio elevada em superficies simples connexas, emprega-se muilas
vezes, para tracar os querschnitte, o methodo que vamos indicar.

Consideremos em primeiro logar uma superficie de Riemann
S fechada e de connexdo multipla de ordem (n+1).
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Trace-se n'ella uma linha fechada by que seja limite ndo com-
pleto: por isso que o limite total da superficie em questio con-
siste n'um ponto A, escolhido arbitrariamente, segue-se que by
pode considerar-se como ligando pelas suas extremidades dois
pontos do limite total A (fig. 25); e como, além d'isso, se podem
unir dois pontos infinita-

o ]

mente proximos de by e
fronteiros por um traco
continuo ¢; que nio toca
o limite total, poder-se-
‘ ha considerar a linha by
como um querschnitt de
Fig. 25 S. Mas a linha ¢; tam-
bem se deve considerar como um segundo querschnitt, pois nio
s6 sdo ligados por ella dois pontos [ronteiros do primeiro quer-
schnitt, agora ja considerado como limite, mas uma qualquer linha
infinitamente proxima de by unird dois pontos [ronteiros infinita-
mente proximos de ¢; sem tocar os limites.

A superficie S ficara, pois, transformada por by e ¢; n'uma
superficie de connexio de ordem (n— 1), cujo limite total ¢ for-
mado pelos dois lados das linhas by e ¢y que, como indica a fig. 26,
poderlio ser percorridos
n'um movimento conti-
nuo.

Trace-se em seguida
(fig. 27), uma linha fe-
chada bg na superficie de
connexio d'ordem (n—1),

que seja limite nio com-

pleto, e una-se um ponlo




o
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de by com um de ¢; por um trago continuo dy. As linhas by e d,

formam um novo querschnitt, por isso que partindo d'um ponto do
limite total a linha by d; termina n'um ponto de si mesma e divide
a superficie em partes que conservam a sua mulua connexio.

Se ligarmos agora dois pontos infinitamente proximos e fron-
teiros de by por uma linha continua es, sera esta um novo quer-
schnitt; com effeito ey liga os dois pontos [ronteiros de by, que
sio dois pontos do limite total; além d'isso pelo lado interior
de by pode chegar-se, por um trago continuo infinitamente pro-
ximo d'esta linha, d’'um ponto de ¢ ao que lhe fica fronteiro.

A connexdo da superficie tem-se assim reduzido 4 ordem (n—3).

Descrevendo uma oulra linha fechada limite ndo completo by,
liga-se com ey por uma linha continua dg; esta, juncta com bg,
serd ainda um querschnilt,

Continnando assim ir-se-ha abaixando a ordem de connexdo,
até que, depois de tracado um numero sufficiente de querschnitte,

se obterd uma superficie de connexiio simples.

44. Este processo de transformagio mostra-nos immediata-
mente uma propriedade notavel das superficies de Riemann,

9
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Com effeito, & evidente que a existencia de um querschnitt dy
traz como necessariamente possivel a existencia d'um outro ey 44,
e portanto concluimos d’aqui que ¢ par o numero dos querschnitte
que se podem tragar ma superficie; isto &, que o numero que in-
dica a ordem de connexdo d'wma superficie de Riemann fechada
¢ sempre impar.

45. Se o limite total da superficie, em logar de se reduzir
como no caso antecedente ao ponto limite, ¢ formado d’este ponto
e d'outras curvas, o processo de transformacio da superficie de
Riemann de connexio multipla n’outra de connexio simples é o
seguinte.

Primeiramente, abstrahindo de todas as partes do limite total,
i excepciio do ponto limite, transforma-se a superficie pelo pro-
cesso acima indicado n'outra de connexdo simples S’ Feito isto,
consideram-se como limites as linhas a que nio se attendeu, o
que converte a superficie 8' n'uma de connexiio multipla 5.

Ligando em seguida, por tracos continuos, um ponto de cada
uma das curvas agora introduzidas respectivamente com um ponto
do limite total, esses tracos sio novos querschnitte, que transformam
S n'uma outra simplesmente connexa S'y:+ com efleito, os novos
querschnitte impedem que em volta das curvas que ultimamente
se consideraram sejam tracadas outras curvas fechadas (o que po-
deria dar limites nio completos), e os primeiros fazem com que
quaesquer outras curvas fechadas limitem completamente uma
parte da superficie: quer dizer, qualquer curva fechada, tracada
em S'y, serd uma curva limite completo; portanto é §'; uma su-
perficie simplesmente connexa.
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INTEGRAES SOBRE AS SUPERFICIES DE RIEMANN

4@, Na theoria dos integraes de func¢des de variaveis com-
plexas o caminho da integragdo é um elemento dos mais impor-
tantes na definicho d'estes integraes: no que se segue vamos ana-
lysar a influencia que um tal caminho exerce sobre os resultados
da integraciio effectuada sobre as superficies de Riemann.

Integraes tomados sobre nma superficie simplesmente connexa

47%. Para estudar a maneira como caminhos diversos de inte-
gracho, entre os mesmos dois pontos inicial e final, podem con-
duzir a resultados differentes, e ver como isto tem logar para as
superficies que na segunda parte apresentamos, tomou Riemann
para ponto de partida o theorema seguinte da reduccdo de um
dado integral duplo a outro integral simples:

TueorEMA : Sejam

U(Z.2), V(&)

-

duas funegies das variaveis reaes % e n que tém valores delermi-

o
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nados para cada ponto d'uma parte complelamente limitada d wma
dada superficie de Riemann, e que sdo para os ponlos d’esta parte
da superficie, finitas e continuas, podendo as derivadas parciaes

d'ellas tornar-se infinitas para cerlos pontos isolados: n'este caso

wrdVo o dU “
i'l (E_ d'.f_)dq'h

(e

o integral

estendido a todos os elementos da porcio de superficie completamente
limitada, pide redusir-se ao integral

| (UdE+ Vi)

L

tomado sobre o limile da supw‘ﬁr‘d'e no sentido directo,

A demonstragio d'esta proposicdo, que é um caso especial do
theorema de Green, é para as superficies de Riemann inteiramente
analoga & demonstraciio ordinaria, em que niio insistiremos.

Observamos somenle que, como a superficie de Riemann ¢, em
geral, composta de varias folhas, as linhas parallelas aos eixos
coordenados se devem tragar (fig. 28) em todas as folhas, pas-
sando tambem pelos pontos de rami-
ficacio que existam no espago que se
considera. Poderio assim perlencer na
avaliagdo do integral

(| ‘I;‘ dEdv
b

v -

a um determinado » muitas fitas sobre-
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postas, infinitamente estreitas, em que a porgio de superficie con-

siderada se suppde decomposta, parallelamente ao eixo dos £, E

o mesmo relativamente a Z, quando se avalia o integral

"'(‘{13 dEdn.

E i

fE+in)=u+tiv

uma func¢io tal que uma parte que se considere da superficie

de Riemann que lhe pertence seja identica com a por¢iio de super-

ficie proposta; e supponhamos ainda que n'nqucll:s parte completa-

mente limitada da superficie a funccio € finita ¢ continua.
Teremos

| [(@)de= ] (u+iv) (dE+idn) = | (ud%— vdn)+

- i] (vdE + ud-);
mas, pel::— theorema anterior, &

o g de du)
J {udf — vdy) = ” (— dE = n"-r,) dzdx

> /du de
I (vdZ + udr) = ” { :;H _;‘r;,)

L™ L b




e e T

¢ como devem ser

serd

du dv du v

dE. dv’. dn: dE

'l f ) dx=0.

Portanto: o integral |‘ [(x)dx, tomado no sentido directo sobre

as linhas que formam o limite completo d'uma parte da superficie

de Riemann, ¢ nullo, suppondo que a funccio f(x) € finita e con-

tinua dentro d aquelle espago limitado.

49. Supponhamos que no espaco completamente limitado que

se considera existem pontos de discontinuidade: para reduzir esse

caso ao antecedente encerramos os pontos de discontinuidade por

linbas fechadas infinitamente proximas d’elles, e que serdo con-

sideradas como limites na porgdo de superficie ja anteriormente

limitada.

0O integral estendido a todo o novo limite tera um valor nullo:

com effeito, o espago que resta
depois de effectuada a separagio
dos pontos de discontinuidade é
completamente limitado, e além
— d'isso f(x) satislaz agora s con-
digoes necessarias para que tenha
logar a proposiciio mencionada
acima. Na superficie de Riemann

de duas folhas (fig. 29), em que a
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¢ um ponto de discontinuidade e em que a funcglo ¢ finita e con-
tinua no resto do espaco limitado por ¢¢/, leremos

[ fla)ydet [ f@)de—| fla)da=o0.

L n

Podemos por consequencia formular, em geral, o theorema
seguinte:

Tueorema: O integral de {(x), tomado sobre o limite completo
d'uma porcio de superficie de Riemann, dentro da qual existem
pontos de discontinuidade, é equal @ somma dos integraes tomados
sobre curvas infinitamente pequenas que encerrem aquelles pontos,
no sentido directo, relativamente @ area que ellas envolvem.

50. Cororrario I. Cada integral curvilineo, fechado, tomado
sobre wuma superficie simples connexa pertencente a [(x) é nullo,
quando dentro do espago limitado aquella funceao € finita e con-
linuda.

Isto ¢ evidente logo que se observe que, n'uma parte simples-
mente connexa da superficie de Riemann da funccio [(z), qual-
quer curva fechada f6rma o limite completo d'um continuum de

pontos.

54. Cororranrio Il. Diversos caminhos de integragao, tomados
entre os mesmos pontos limiles n'uma poredo simplesmente connexa
d'uma superficie de Riemann, condusem ao mesmo resultado se a
funceio ¢ finita e continua dentro do espago completamente limitacdo
por aquelles caminhos.

Com effeito, n'uma parte simples connexa da superficie, dois

caminhos de integracio entre xy e 2y formardo o limite completo




d’'um certo espaco no qual se a funccdo f(z) é ahi continua e finita

serd, pelo theorema demonstrado,

& ATy
o fla)dz+ J o f(2)dz=0;
L :I. Jl

logo

o

[ [@)de= [ f(2) da.

o
J @
52. Corortanio Ill. Numa porgdao simplesmente connexra
d'uma superficie de Riemann o integral de [(x), sobre um cami-
”h” 1"' Ilh.'_T'_ :{” 3 !‘l n".f'”{!ff a0 ;flh'll',l'f.f!f Il'i”rl'ﬂfflfi :\'ll;ﬂr” i f'fﬂf,“flﬁhfj [
mais a somma dos integraes tomados
em volta dos pontos de discontinuidade

comprehendidos entre e e .

Com elleito, sendo
@y, g, & » -

os pontos de discontinuidade ¢, pelo theorema,

f-.x-lrf".r: dz + ’T{ x) drx— ] [(x)dz - " [(x) de—

VB ooy

(%

= n

Ty Ty
o [(x) de = [ e [(@)dz+ 3 |

E A o 7y g v

w

[ (x) da.

53. Sulljmnhnuum dada uma parte P ['l'lﬂlllll't-'l"'il.'ll'ﬂ limitada

da superficie de Riemann da funcgdo [ (x), de connexiio multipla,
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e que contém pontos de discontinuidade. Tracem-se em volta
d’estes pontos de discontinuidade curvas fechadas, infinitamente
proximas d'elles, que consideraremos como novos limites da su-
perficie.

Fazendo, pelos methodos expostos na segunda parte, a trans-
formacgdo da superficie assim novamente limitada, por meio de
querschnitte, obtem-se uma porcio de superficie P’ de connexao
simples.

Em P', portanto, qualquer curva fechada constituira, por si s6,
um limite completo, e nio poderd encerrar ponto de discontinui-
dade algum, pois que se isso podesse ter logar a curva fechada
seria, por si s6, um limite ndo completo, e sémente com outras
que encerrassem o ponto de discontinuidade poderia formar um
systema limite completo.

Segue-se, pois, d'isto e do que deixamos diclo no numero ante-
rior, que na porgio de superficie P’ o integral de f(z), tomado
sobre uma curva fechada, terd constantemente o valor zero, e
que o resultado da integragio executada, seguindo caminhos
differentes entre os mesmos pontos inicial e final, & sempre o
mesmo.

Como a superficie total § se péde sempre considerar como uma
superficie fechada, podemos tambem generalisar o anterior a toda
a superficie de Riemann da func¢do [(x), e assim vemos que o
integral da funcgdo que em S pode, para os differentes caminhos
de integraclo, ter no mesmo ponto x diversos valores, sobre a
superficie 8 ter, pelo contrario, sempre o mesmo valor.

Podemos, por conseguinte, enunciar a seguinte importante pro-
posiciio:

A superficie de Riemann S d'uma funceao {(x), depois que, pela
exclusio dos pontos de discontinuidade e por meio de querschnitte,




[oi transformada n’uma superficie 8' de connexdo simples, € o logar
L

geomelrico dos pontos dos quaes o integral J f(x)dx ¢ uma
&y

[unced@o uniforme.

Periodos elementares

54. Resta-nos agora ver como é possivel exprimir o valor
d'um integral qualquer, tomado sobre uma superficie de Riemann
de connexdo multipla, n'outro cujo caminho de integracio se es-
tenda entre os mesmos pontos, inicial e final, mas considerado
na superficie 8' de connexiio simples.

E assim, resolvida uma tal questio, poderemos determinar como
estio uns para os outros os valores dos integraes tomados sobre
caminhos arbitrarios entre os mesmos pontos d'uma superficie de
Riemann de connexdo multipla, tendo reduzido o problema a

funcgdes uniformes.

55. Designemos por | um querschnitt da superficie S sobre

que se estende o caminho m da integragio de xy a xy (fig. 31);

I e seja p uma linha que na superficie sim-
L - P - *
o plesmente connexa S’ liga os dois pontos
o o L = N . .
|  a e situados sobre m e infinitamente
1]
13 < %
[/ W sy proximos do querschnitt 1.
. | [,
| \ ,‘/ \ ! " i (TE|
\ T e O integral I [(x) dz, tomado na su-
L C e, 1 v I,
\, | perficie §', tera, pelo que acima deixa-

mos dicto, um valor egual & somma dos
AL tres integraes estendidos respectivamente

Fg. 31 ao longo das linhas xg a, p. 32y por-




tanto, cada integral tomado em S de xp a x; que atravessa uma

vez o querschnitt | tem o mesmo valor que o integral tomado sobre
S' entre os mesmos limites menos o integral tomado ao longo de p
em S' na direcgdo indicada na figura 51.

Quando o caminho de integragiio corta o querscknit! n'um outro
ponto tem isto ainda logar.

Com effeito, supponhamos cortado o querschnitt I n’um outro
ponto e seja, para esse ponto, ¢ uma linha analoga & linha ja con-
siderada p (fig. 31): r e s sdo duas linhas infinitamente approxi-
madas de [ e que levam a « e 3.

As linhas p, s, ¢, r formam em §' um caminho fechado, e por
1850 serd

". [(@)dx =0
J psgr

f@)de+ | f@)de+ | [(z)de+ | [(z)dz=0;
o8 v g iy

(R
mas, como ¢ manifesto,

»

3

e, além d'isso, como p e ¢ sdo percorridas em sentidos differen-

[(x)dx + ’ [ (x)dz =0,
o T

[®

les, serd

I [(z)dr= I [ (x)dx
) 4

(%

quando a integragdo sobre p e ¢ for effectuada no mesmo sentido.

Tem portanto logar o que acima dissemos sobre toda a por¢io
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do querschnitt comprehendida entre dois pontos de encontro suc-
cessivos quer com um outro querschnitt quer com o limite total.
Isto que deixamos dicto applica-se evidentemente a qualquer
outro querschniit tracado na superficie.
Vamos em seguida considerar os valores d’estes diversos inte-
graes que em S’ levam d'um ponto situado d’um lado do quer-

schnitte infinitamente proximo d'elle, ao ponto fronteiro.

56. Dada a superficie de Riemann de connexdo multipla de
ordem n+ 1 suppomos que ella foi transformada n’outra de con-
nexio simples pelo methodo que apresentamos no final da segunda
parte. Consideraremos, como ahi, successivamente dois casos, -

1.° A superficie é completamente fechada e tem por ponto li-
mite A. .

As linhas que n’este caso operam a transformacdo da superficie

S em 8’ shio as designadas na figura 27 por
by, Ogi v oy By O o a5 00y B8 s 7o 'sa

Supponhamos primeiramente que o caminho da integragio atra-
vessa uma das linhas d: vejamos qual ¢ o valor que tem o inte-
gral tomado em §' pelo caminho que conduz d'um ponto infinita-
mente proximo de dy ao ponto que the (ica fronteiro. Para effectuar
um tal percurso pode-se caminhar ao longo de by e ¢y percorrendo
successivamente os seus dois lados (fig. 26) em sentidos oppos-
tos: e como [(x) tem dos dois lados do querschnitt valores infi-
nitamente proximos, os elementos do integral tomado por aquelle
caminho destruir-se-hio.

Vemos, pois, que a passagem dos quersehnitte d nao introduz

nenhuma mudanga brusca no valor integral.




Temos assim de attender unicamente a passagem das linhas da
natureza de b e e.

Quando o caminho de integragio atravessar by para passar,
em 8/, do ponto proximo de by ao que lhe fica defronte, poder-
se-ha seguir a curva ¢;, o que dard um integral que designamos
por Iy, e isto em loda a extensdo de by. Da mesma mancira a
passagem de ¢; dard um integral Iy tomado ao longo de by.

Analogamente na passagem de by obter-se-ha um integral Iy
tomado ao longo de ca; e quando [or ey o querschnitt cortado vird
um integral 1’y ao longo de hy; ete.

(e
Concluimos que o integral I [(x)dx tomado na superficie S,
J-II

i
em que [ ;:\:; ¢ uniforme, entre dois pontos por um caminho qual-
quer tem no ponlto final um valor w que sé differe do valor uni-
forme w' do mesma integral tomado entre os mesmos pontos em S/,
de multiplos inteiros dos integraes velativos ds passagens dos quer-
schnitte

| e Pl i o T

e que € porlanlo

w=w4+mly+mi i +mla+mly +...,

em que my, m'y, my, ... s@0 numeros inleiros, que indicam as vezes
que 0 caminho de integragdao alravessa cada l[ut'rﬁt'hllil!. e o sentido
da passagem.

2.° Supponhamos, porém, que o limite total da superficie em
questao, ndo se reduzindo ao ponto limite, ¢ composto d’outras
curvas além d'este ponto. Entdo o processo de transformagio da
superficie S na simples connexa §' faz com que tenhamos a at-
tender, além das linhas b, ¢, d, tambem ds linhas e,




Consideremos o querschnilt ¢; como o unico da natureza de e
que foi necessario executar.

Se o caminho da integracio atravessa e; ter-se-ha, como é
claro, a ajunctar ao integral tomado em §' o integral tomado ao
longo da curva agora tambem considerada como fazendo parte do
limite total, integral que designamos por E;.

No caso anterior vimos que a passagem das linhas d ndo pro-
duzia mudanca brusca no valor do integral; no caso presente,
porém, ja ndo podemos dizer o mesmo, e torna-se necessario
precisar a alteraclo que uma tal passagem pode produzir.

Quando o caminho da integracio corta dy, como indica a fi-
gura 27, o integral que temos a ajunctar &, como dissemos, o
que obtem pela dupla circumvolucio de by e ¢y: ora este integral,
que era anteriormente nullo, jd nio o &, pois que n'aquelle per-
curso foi cortado o querschnitt ey, resultando assim para a passa-
gem de dy um augmento E; no valor integral.

A passagem de by n'uma das partes comprehendida entre B
e y dard, como facilmente se vé, Iy — Eq, e na parte restante que
fica entre § e y simplesmente Iy,

Se for ¢y o querschnitt cortado obter-se-hio da mesma [6rma
resultados expressos em 1’y e Ey. Das passagens pelos querschnitte
by, ¢a resultario integraes expressos em Ig, I's e Eq: ete.

Se em logar de existir na superficie um unico querschnitt ey da
natureza de ¢ houver outros es, ¢3, ..., chegar-se-ha a resul-
tados inteiramente analogos.

Podemos, portanto, concluir que wm integral

W r

’ f(x)dx

(= 1]

tomado sobre a superficie de Riemann 8 de connexao multipla,




b |
"

sobre a qual [(x) é uma funccao uniforme, se péde deduzir do in-
tegral tomado entre os mesmos limites sobre a superficie resullante
da primeira §' e de connexdo simples, pela addicgdo de multiplos
inteiros de quantidades constantes independentes do caminho de inle-
gracao

e dsy i I| Vg, By, Bgyovio s

Sera, pois,

L5 W
5 [(x)de= S‘f{a:} de+ m 1y + mala+...+m' 'y + m'sl'a+
£y Iy

'i“II|E|+IIiEg+ s

em que sio
My, M3, =00 Mg, M, 0. N, NGy o ouy
numeros inteiros positivos ou negalivos.

As quantidades Iy, 1y, ... E; ... denominam-se periodos ele-
mentares ou modulos de ‘;n‘riwﬁt‘hfu(h’ do inlegrul

T

J [ () de.







IV

INTEGRAES ELLIPTICOS SOBRE AS SUPERFICIES DE RIEMANN

5%. Consideremos a expressio
=1 flz. VR
w= f f(x, VR) dx
em que [ designa uma funccio racional de z ¢ VR e em que &
R=(z—a)(x—ay) ... (x— azp).

Para fazer o estudo d'este integral construiremos em primeiro
logar a superficie de Riemann da funccio VR, que, em geral,
serd de connexdo multipla e, por meio de querschnitte, transfor-
mal-a-hemos em seguida n’'uma simples connexa.

A superficie em questdo é claramente de duas folhas e tem

por pontos de ramificaciio

ai, Ay . - » n‘JgI..
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Poder-se-hio, pois, executar os cortes de ramificagdo (fig. 32)
ligando a; com ay, ag

-\ com aj, elc., e obter-

R ,(f'\\\ se-ha assim uma super-

o b S ¥ ficie que é o logar geo-
SRS A {2

“_.._L\ fod Yo _.'._\ 11 | metrico da variavel da
& Lo Ny ey st T “ra! . ity -4 ¥ 5
Sin ELu funceio VR tornada uni-
b, peh By St T £i's
S RO forme e egualmente (n.
Gy a Ry, 18) da funccao
Fig. 92 [(z, VR).

Para executar a transformacio relativa & ordem de connexiio
procedemos segundo o methodo acima indicado. Traca-se na
folha superior uma linha fechada by que envolve os dois pontos
de ramificacdo ay, az; de um ponto infinitamente proximo de by
descreve~se uma outra linha fechada ¢; para o ponto [ronteiro do
outro lado de b;: em seguida traca-se uma linha fechada by que
envolve os dois pontos de ramifica¢do ag, ag, e que com a linha dy
forma um novo gquerschnitt da superficie; etc. Continuando assim
transformar-se-ha, depois de tracados 2p — 2 querschnitte, a su-
perficie n'uma simplesmente connexa.

Feito isto, encerrem-se os pontos para os quaes f(a, VR) se
torna infinita dentro de curvas infinitamente proximas d’elles; des-
crevam-se, partindo d'um ponto de cada uma d’aquellas linhas,
tragos continuos para os novos limites da superficie, que serdio os
querschnitte que reduzem de novo a uma superficie de connexdo
simples a superficie tornada de connexiio maultipla pela exclusiio
dos pontos de infinidade.

Teremos d’esta [orma obtido a superficie de Riemann, que &
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o logar geometrico dos pontos de que depende d'uma maneira

f f(z, VR) dz.

Todos os valores d’elle para os differentes caminhos de inte-

uniforme o integral

grachio, tomados entre os mesmos limites, se exprimirio pc]o valor
uniforme tomado entre aquelles pontos, e pelos periodos elemen-

tares do integral resultantes das passagens dos querschnitte.

58. Seja

T dx

W= o
Jr Y

em que [0

y=VR=y ;{_,:_.r“—_n,j_{_.-r— ag) (x — ag) f,_x—-:tg"

o integral que vamos considerar.

A construccio da superficie de Riemann da funccio y ja foi
estudada no n.” 15. E uma superficie S de duas folhas com quatro
pontos de ramificacio ay, as, ag, ag, ligados pelos cortes de rami-
ficagio ajaq, aga;.

Tracemos uma linha (fig. 33) que comprehenda os dois pontos
de ramificacdo ay, a3; esta linha pode
considerar-se um primeiro quer-
schnitt da superficie e portanto sera

nos seus dois lades um limite d'ella:

uma outra linha que passa pelo se-
gundo corte de ramificagdo agay, for- -
mard um novo querschnitt. Fig. 33

Na superficie assim limitada, que designaremos por §/, qual-
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quer linha fechada férma, como é claro, o limite completo d'uma
parte d'ella.

S é uma superficie de Riemann de connexdo multipla de or-
dem 3, pois que ella se reduz por meio de dois querschnitte a §'

que é de connexdo sirnph-s.

59. Tomemos o integral

dzx

y

&
w|x) = "

o Iy

na superficie S, estendido sobre um caminho qualquer de g a a.
O valor do mesmo integral sobre um outro caminho de integracio,
entre os mesmos pontos inicial e final, s6 poderd differir de w ()
de quantidades dependentes do caminho percorrido e que se ex-
primem pelos multiplos inteiros de duas determinadas constantes.

Considerado na superficie §', é o integral

_ = dr

wx) = ]‘ e
.oy Y

uma funcgdo uniforme do logar da variavel. Sejam, pois, w (m")

; e w (m) os valores de w () nos dois pontos m” e m' de §' (fig. 34),

ados d'um e outro lado de

Como o valor w (m") & inde-
Ill’ll[ii'[I[l' liil l'i'l.'[lli“ll{l igil i“1l.';.:|'i|-
¢ido na r‘-llln'rlh"u‘ N |+m]t.'|‘enmﬁ
estender o integral w (z) de xy
até m' e d’ahi até m". Se o ca-

minho nt‘guidu for

m' nyngngngm’




85

ter-se-ha
w (m") =w (m') + w (m' ny) + w(nyngngnyg) +w (ngm”).

dw (x)

as — " tem o mesmo valor em m’ e m”, portanto &

dx

w (m'ny) =10 (m" ng) =—w (nym"),

d'onde se segue

. l' i LS f Ill a A\
w(m') =w (m'] + w(ng na ng ng,

para todos os pontos situados d'um e d'outro lado de By.

Ponhamos
: *dx
w (ny na ng n,1j=I — =1
. @ |‘.-_ y

em que o integral ao longo de C; ¢ tomado no sentido nynangny.

Se agora imaginarmos que a variavel z se desloca em S de m'
para m' passando sobre By soffrerd o integral w (&) um angmento
brusco de valor egual a I, N'uma direc¢io de movimento con-
traria & indicada pela setta sera este augmento — .

Da mesma maneira a passagem de Cy de p’ para p", pondo

f toy T dr r
wym'n)=| —=1Iy,
v Y
dara
w(p”)=w(p)+ 1)

Caminhando em S de p' para p” pela passagem de Cy terd o

integral o augmento brusco de valor I'y.




Portanto: o valor do integral

x

gl
T = N7 = - _

v oA &—ay) @—ag)(x—ag)lx—ay) Ju Y

dx 'z dr

tomado ao longo d'um caminho qualquer entre xq ¢ x, na superficie
de Riemann S de y, compée-se do integral uniforme tomado entre
estes dois pontos, relativo d superficie connexa simples S’ e de mul-
tiplos inteiros de duas determinadas constantes que representam os
\

integraes w (x) tomados respectivamente ao longo dos dois quer-
4 & ;

schnitte executados para a transformagao de S em S/

@0. Consideremos aquellas constantes mais detidamente.
Para isso vejamos, em primeiro logar, os valores que toma o inte-

gral considerado nos pontos ay, aa, ag, ay, para os quaes é y=0.
Fazendo

T — ay=pe'?

em que o ¢ uma constante, serd, se ti['.-cignarmus por F {.r) uma
func¢idio que para z=a; tem um valor finito,

1 ; ¥
yz,Fa s 2 F.'\-T :
¢ portanto
Wy im . P
1 3 —
,“ dx = idee 2
— — J - _1 —_
ooy *_f L = ! J"J

isto &, o integral tornar-se-ha infinitamente pequeno com p.
Analogamente pira as, ag, aj.




* dx
| —=o.
L E" y
Tomando agora o integral w(x) 5,
ao longo de Cy no sentido da setta a/ N
(fig. 35), ter-se-ha P ]
| & T 1 -
\ ' ¥
* dx K'.t_ e A
Iy =— S 8 T
JOY Tt
ou manifestamente Fig. 35
a9 ) -
Rdx * dx bde [ dx
1y Jay JuYy 561 Y

Ora os integraes tomados ao longo dos circulos 234 e 561
sio nullos com o raio d'este circulo: além d'isse nos pontos sobre-
postos das linhas 12 e &5 tem y os mesmos valores absolutos,
que s differirio quanto ao signal, e assim, designando por y o
valor correspondente a z sobre a folha superior e por y' o valor

relativo & lolha inferior, serd

il dx
y I
d'onde
"dx ide




em que o primeiro integral ¢ tomado na folha superior € o se-

gundo na inferior, Serd portanto

2dx hdr

l

J1 LT

Fazendo coincidir 1 e 5 com a3, ¢ do mesmo modo 2 e 4§ com

az, teremos a seguinte expressio, onde o integral se deve tomar

sobre a folha superior
19 dx
) ,’ s

TR .
L !J'l

Da mesma [6rma I'y é o integral tomado ao longo de 1234561,

em que 5 e 4 estdo respectivamente sobre 1 ¢ 2 (fiz. 36). N'esse

caso ¢

/ -‘V 2 . .
/ \ A7) "H'J: w 'fI.I "(L."j
[} % ey [0 [P A
| *2 [ ] \ J1 Y Jeiy Jioy
1-\\_ I- / ) e
~ ‘R.P_ iy s a2 “;.r I..'r; dx
“ s ¢ T e
Fig. 36

fazendo coincidir 1 e 2 com ay e as serd

' dx " de
| =0, e -0,
o WY o 061 Y
d’onde
Iy =2 i"’-..-f.r.
oy y

sendo o integral tomado na folha superior,

* dx
.+_ i
“:'.cl ¥
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@1. Em vez de fazermos ‘a transformacio de S em §' por
meio das linhas B, e Cy poderiamos ter transformado § na super-
ficie tambem simples connexa 8y por meio d'outros querschnitte

B'y, €'y e teriamos entdo como periodos elementares

) :"-.-, Ge I :t,u; g

-

A curva C'y (fig. 37) conduz d'um lado de By ao fronteiro sem

cortar By exaclamente como a curva Gy,

- /-*‘""“H B,
serd portanto segundo o sentido em que il \
C'y for percorrida (Ij)' = =1 e egual- |- 2 ~i— | L
mente com referencia a B; e B’y sera \\ : \ /.:-' :
() ==T. £ TN
Podera, pois, ser : [\ ™) s
f dx >
| = | , Fig. 37

JBY JB Y

ou, pelo que vimos acima,

we dy [0 dx
[ -

Jag ¥ Je ¥
tomados na folha superior e em sentidos oppostos relativamente
a0s corles de ramificacio.
Do mesmo modo se substituird Cy por C', e suppondo esta
percorrida no sentido opposto ao indicado pela setta na figura 37
vem

"’“‘."y"lly

"';“' dx ’ 14 dz
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em que os integraes se devem tomar na folha superior em sen-
tidos oppostos com relagdo aos cortes.
Vemos, pois, que se para construir a superficie de Riemann

tomarmos (fig. 38) para cortes de ramificacio em vez de ajay e

agag as rectas ayaj, azds, 0S periodos ele-

//ﬂl_‘\\l:' /™ menlares para as curvas B’y e C'; terdo os
( L —./ valores

g A ==k, ([I')=-I4.

Concluimos d'isto que os periodos ele-
mentares sio so essencialmente dependentes

dos valores ay, as, ag, aj.

@2. Por isso que o integral w (z) é uma funcglo da varnavel
complexa &, podera formar-se sobre um plano W, onde se re-
presente w, a imagem da superficie de Riemann, cujos pontos cor-
respondem aos valores de .

Supponhamos limitada a superficie de Riemann S de que tra-
ctamos pelos dois querschnitte ji anteriormente usados e cujos
dois lados sdo considerados como limites de §'. Designemol-os
respectivamente por By By e Cy Cq (fig. 39).

Supponhamos que w tem em my o valor w;; terd entdo em my

o valor wy+1y. Se z percorrer a linha By, descreverd w (fig. 40),

— = : oy
e S X B, -7
5 Y ] [ L
/ i \ ", —F f
¥ \ 7
" v
w4, )] ) [~ oG
| | i c:l -
\, " Cal -
B, C 4 | T \
: ’ |I-' Jlr'
: ‘I H
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no plano W e partindo de wy, 'uma curva B'y que ird até wq se x
chegar até ma.

Se suppozermos que, a0 mesmo tempo que x caminha sobre
By, um ponto ' se desloca tambem svbre By, descreverd w ()
uma outra curva By que esti ligada com a primeira, de modo
que w (x) e w (2) distam constantemente um do outro de Iy.

Quando x chegar a mg chegarh &' a my e w adquire os valo-
res s, 1wy,

Facamos agora caminhar & de mg até mg pela linha mqngmg;
descreverd w (x) ao mesmo tempo, em W, uma curva C'y entre
ws e wy. Se o ponto ' percorre Cg por myngmy, tambem w (z)
descreve uma curva C'y que dista de C'y sempre de I'y.

O limite

My 1y Mg Ng Mg Ny My ng my
de §' sera portanto representado, no plano W, por
W) Wwa g gy,

que forma um parallelogrammo curvilineo que constitue a imagem
da superficie transformada S'. Aos pontos ay, as, ag, ay, de §'
cormspm]dem 08 pontos Wy, W0, Wa, Wa, cumplutamcnlc deter-
minados sobre o plano W.

Como a imagem dus proximidades do ponto m onde se reunem
my ma mg my ¢ isogonal segue-se que os angulos do parallelo-
grammo curvilineo devem, junctos, valer quatro rectos.

Porém, se a variavel = atravessa By no estaré w no parallelo-
gramo 1w wg wgwy, mas por isso que x em S caminharia por By
e agora a alravessa, passard tambem 1w () a linha B’y na direcgiio
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indicada pela setta (fig. %1), e assim se quizermos de novo re-

wr Presentar §' deveremos, partindo de

f/ my e por isso, no plano W, de wy, for-

mar o parallelogrammo wgwgw'sw'y.
Da mesma maneira a passagem de Cy

em S, dad como imagem de §' o pa-
rallelozrammo ws wy w"; w"y. Ete.
Serd, pois, formada no plano W a

imagem da superficie de Riemann S

por um numero infinito de parallelo-

grammaos lllll‘ S0 l‘l_lll[i{.’,lllls uns aos

outros e cobrem (otalmente o pl.‘i—

: Fig. i1 no “-.

63. Os limites dos parallelogrammos sdo, como acabamos de
ver, em geral curvilineos. Isto porém nio ¢ essencial e o parnlln-lo—
grammo curvilineo péde transformar-se n'um rectilineo.

Com effeito, sejam (fig. 42) wywawywy os vertices do paral-
lelogrammo cujos lados B'y, B', C'y, C's, correspondem respectiva-
mente aos lados By, By, Cy, Cg dos querschnitte By ¢ C; (fig. 43).

1
b - £
(B, - \ e -
e s - \ o« [} — “J B
T B \ I3
& \ b
le \
1 C.) 1
A1 | ,
e |
d L= | | SR r -
\ y f
- /
1
B') /r, ] %,
Pt ey £ w e S
[T H;
Fig. 42
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Liguemos w; e ws por uma recta (B'y): a um ponto w d'esta
linha corresponde um determinado ponto da superficie de Riemann.

Quando w percorre partindo de w; a recta wy Wy correspon-
dera a este caminho, sobre a superficie de Riemann, uma curva
(By) que partindo de m voltara ahi se o integral chegar a ws.

A linha (B}, assim como By, conduz d'um ponto infinitamente
proximo de Cy ao fronteiro do lado opposto, e poder-se-ha assim
suppor que a superficie se tornou simples connexa por meio de
(By) e Cy, e teré entdo sobre o plano W uma imagem tal que os
lados de (By) sdo representados por duas rectas. Analogamente
podemos fazer uma substituigio semelhante de Gy pela linha (Cy)
que tem por imagem wy wg, wa wy.

Suppondo, pois, que a superficie de Riemann foi transformada
pelos querschnitte (By), (Cy), a imagem da superficie simplesmente
connexa serd formada por um parallelogrammo rectilineo (B'y)
(B'y) (C'y) (C's) cujos lados representam os periodos elementares do

integral 1.
G 4. Consideremos agora no integral

; T dr
o T T

w como variavel independente; x e y serdo funcedes de w.
Ponhamos entio

z=gw). y=}(w).
Pelo que temos dicto se v& que aos valores

w, w+mly+m 1y,
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onde my e m'y sdo numeros inteiros, correspondem o mesmo z e
0 mesmo y e portanto &

=g (w)=¢ (w+mIj+my 1)
y =4 (w) =14 (wtm I+ m'y T4).

D’aqui concluimos, pois, que @ e y sdo funcgdes duplamente
periodicas de w.

Como além d'isso a cada valor de w n'um dos parallelogrammos
corresponde um unico ponto de S, ao qual pertence um deter-
minado valor de z e y, segue-se tambem que sdo x e y funcpies
duplamente periodicas uniformes de w.

@5. Consideremos ainda o integral elliptico de primeira es-
pecie reduzido & férma canonica

L dz *dz

f

Y= (1—25% J Y

A superficie de Riemann S da funcgiio y tem como pontos de
ramificaciio

i I

- =1, 4+, +—.

x x
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Liguem-se (fig. 4%) por cortes de ramificagio os pontos — X
)
| :
com —1, +1 com +T; e ¢ .J‘L"{-\ 2
tracem-se os querschnitte By e . ;/_\a
Cy que reduzem a superficie a -',_,_ r_L : S

uma simples connexa S$'. Sup-

| ponhamos ainda que na folha = i ! :
superior é, paras=0,y=+1 '

em quanto que na folha inferior !

é, para z=0, y=—1. -
Consideremos os pontos de ramificagio — 1, + 1 ligados por
uma recta existente na folha superior; o integral tomado entre
estes dois pontos, em S, serd egual ao integral tomado entre os
mesmos pontos em S, diminuido do periodo elementar corres-

pondente & passagem do querschnitt By e teremos a expressio

'1'*.10': I 'Ids ﬂ_1n’:

1 o o 0

Liguemos agora os pontos de ramificagho +1, —1 por uma

recta existente na folha inferior. Ter-se-ha

]+|rh /‘Id: /l“'d‘:
i L 5 AR Gl

em que ¢ integral do primeiro membro é tomado sobre a linha

L=

recta situada na folha infenor.

dz I
Ora o elemento -— do integral tem, em pontos sobrepostos
y




da superficie de Riemann, valores eguaes e de signaes contrarios,

pois que, para as duas folhas, ¢ z=3'; mas na superior y tem o

valor +y em quanto que na inferior é y' = y; portanto
dz iz’
— =
¥ y

Sommando as duas expressdes anteriores vem

—1

S|
_1]:2/__.'.":-_;3/_ ﬁ vosesa (A)
t ;y L8 ;: y

em que os integraes do segundo membro sio funcgdes uniformes.
Além d'isso ¢

9| F»
iz iz
/w_'. =/|*__||
R SR SV
e
/,, n‘f:_/} /11."4
L ] :"‘ll .‘l‘ L8 L]
onde
I_ rf' ".?“‘I 11'3
0 _," 0 Yy

sdo integraes rectilineos tomados em S sobre a folha superior de
DOat+iedeOa—1.
De (A)

) resulta entiio

Tz Lz
phins L Ml
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Suppouhamos agora tracado na folha superior, & esquerda do

, | : .
corte de ramificacio + 1, + —, um caminho de integragio recti-
%

: v
lineo entre +1 e + —: vird

w
1 1
/”.r!: [ /'*u’: l'!n’:
: el Free s S ewe il
DLty A i ol

o caminho semelhante tomado na folha inferior déa

1 1

x al

** dz / dz dz
/:"- y s y _ /h y ;

e porlanto ler-se-ha

-3
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0 que dara

1
t_p”': . +{ d:
|1——:.’. '——)|| 2]]-"" —--r')]|
J0 Y sy
ol
1
Rl - " dz
TR i [ S e b
Jooy ey

l‘:x|ll'ill1i!‘-—.~=r'—h."|n assim por ‘a) e (b) os periodos elementares

do integral considerado, em integraes rectilineos tomados entre

o ponto 0 e os dois pontos de ramificacio 1 e —.

®
Se fizermos
1 -h‘: . I\
JO0OYy
o
!
ez
|-
g
leremos

Ly=dK,  Ij=2K'

Sio, pois, s e y funcedes duplamente periodicas uniformes de

com os periodos 4K e 2K’ e enlio
=g (u)=¢ (u+4mK+ 2m'K’)
y = i [u:, =d¢(ut+imK-+2mK")

em que sido m e m' numeros inteiros,




86G. Tomemos o integral

{de z=0, y+ 1) ao longo de 0zz (he. %), que no ponto z
. ) 1\ | |
tera o valor

iJr.'

u=|

Jozs dy

Se designarmos por z e y os valores d'estas quantidades na
folha superior e por =’ e y' os valores d'ellas na folha inferior,

sera

E lacilmente se vé fjue ¢

iz, ¥ g i
*dz *dz’
(S--]%
o Y v Y
0 1) 0, —1

em que o primeiro integral é tomado de (=0, y=1) a (3, y),

&0 ,;pnr(uullu de .::;' =), y' = I = : =1, y=— 1) ate (z, —y).
Fazendo
sy N - i |
“dz "dz
0= , — == " -
. | o N
0,1 0,1

e se forem s =g (u), y=14 (u) as funcedes duplamente periodicas
de u, serh

oy

s=plt) y=—94();

isto &, = tem para w e v 0s Mesmos valores, y valores up|:-u:-'.lﬂr'-.
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Mas supponhamos que o integral ¢ tomado de modo que o ca-
minho de integracio seja (fig. &5), (0, 1) 1(0,— 1); vird

| PE (| J—
"z *1 dz! 3
e ek
PN PO =1 U ' J U Y
s e s 0,1
; :, e como lemos
Fig. &%
I, —N 0, —1 #, —1 Ly
*dz! "dz’ "3’ ds

o y 1 .r.f o rf 'y .l" w y
(1] 0,1 0,—1) 0, 1 0, 1

SCra

z=(3)(u) ¢ puhi. (e Jr'-m.-r'-:'ﬁu :fuplrr!mr‘im' ‘frr‘ri'ﬁrfi'rfr, unfﬁu‘mr,

que para u ¢ 2K — u temn os mesmos valores.

697. Yamos ainda lormar, n‘'um caso especial, a8 mmagem da
superficie de Riemann sobre um plano U por meio do inte-
gral u.

Consideremos xz real e menor que a umdade.

Em quanto for z* << | e z tiver valores reaes terd egualmente
o integral

a2 ds
"= ’( — e
OVl —zY (1 —xts

valores reaes.
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1
Mas se, conservando-se s real, for o z2 1, ficard constante
%

a parte real de u, e teremos

.ds " iz
"= ] = - — =
vo ¥ Jry(at— 1) (1 —xts?
¢ "" iz
=K +i — ————
v 1zt —1) (1 —x23Y
K ¢ real e
1 |
K' = 1% ds 2 o _"n":_
1 Yy P Vi(s*—1) (1 —x23Y

imaginario.

Os pontos de ramificagio da superficie de Riemann acham-se,
n'este caso, sobre o eixo das quantidades reaes. Tragaremos os
querschnitte By, Cy (fig. 46), sobre esse eixo. Em m tem u o

valor real K correspondendo-

. ALY e
lhe, no plano U, o ponto a. Se ~ B R
z, pnrhmiu de m, percorrer a d G
linha €y, quando chegar de novo ,
am terd u p:n-'-.un:i_n de a para lg Ca [
b, sendo Fig. 6

b—a=4K:

b forma a imagem de m considerado do outro lade de B,.
Se z, partindo de m, percorre um lado de B;, mudar-se-ha
s6 0 valor da parte imaginaria de u e portanto a imagem d’este

lado serd uma recta ad ou be parallela ao eixo das quantidades
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imaginarias, recla cuja grandeza ¢ 2K'. A recla que une b e ¢
constitue a imagem do segundo lado de C;.

Concluimos, portanto, que no nosso caso a ,ﬁu'u,'l'tirit' de Rie=

mann tem para mmagem, por meio do integral u, abed: e que o
| ) | =

parallelogramme  dos periodos da funcedo 1 ?iu'p ¢ entdo um

reclanqgulo.
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