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As equações geraes do movimento dos líquidos estabeleccm-se 

com a maior facilidade na hypotbese da fluidez perfeita. Outro 

tanto não succede, porém, quando se at tende ás forças produzidas 

pela viscosidade, a fim de obter fórmulas mais de accordo com 

os phenomenos naturaes e portanto de mais util applicação na 

pratica, onde estas fórmulas são reclamadas para a resolução de 

problemas importantes como são os da canalisação e distribuição 

das aguas. 

As primeiras tentativas n'este sentido são devidas a Navier, 

que partindo da hypothese de Newton, segundo a qual as acções 

desenvolvidas entre as moléculas do liquido em movimento são 

proporcionaes á velocidade com a qual ellas se afastam ou appro-

ximam umas das outras, obtém as expressões: 

Pxx — P + 2 e -r—t dx Pwj--P + 2 i -ir-dy' 

dz ' 
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/ dv dw\ (dw , du 

*** ' { d , • d,, 

/ da dv \ 

P = -í~{Pxx + Pyy + Pzz), 

com as quaes se estabelecem facilmente as equações do mo\i-

mento. Estas são também as fórmulas de Cauchy e Poisson. 

Pxx< Pyij etc. são, segundo a notação conhecida de Coriolis, 

as seis componentes normaes e tangenciaes das pressões referi-

das á unidade de superfície, exercidas no interior do Iluido a t ra -

vez de tres pequenas faces, cujas normaes tem a direcção dos 

primeiros Índices, indicando os segundos o sentido da decompo-

sição; u, v, w são as componentes, segundo os tres eixos coor-

denados, da velocidade d'uma molécula do fluido; e e é o cha-

mado «coeíriciente do attrito interior» do liquido, a que Navier 

attribue um valor constante para cada lluido. 

As experiencias de Darcy mostraram porém que os attritos 

desenvolvidos entre os filetes Iiquidos dependem também das 

secções IIuidas; e Bazin, que foi o collaborador e o continuador 

de Darcy, emittiu pela primeira vez a opinião de que aquelles 

attritos dependem não só das velocidades relativas dos filetes 

contíguos, mas também das suas velocidades absolutas. Bazin 

não expõe os motivos da sua asserção, que á primeira vista 

parece paradoxal, pois que não influindo estas velocidades sobre 

a distancia das moléculas entre si, nem sobre o seu estado phy-
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sico, não se vè que influencia ellas possam ter sobre as suas 

acções reciprocas. 

N'urna memoria publicada no Journal de Liouville (t. 13, 

Boussinesq, sem recorrer á hvpothese de Newton, mas suppondo 
que as velocidades das moléculas liquidas variam, n'uin mesmo 

instante, continuamente de um ponto a outro do fluido, chega 

ás fórmulas de Navier e compara-as com as experiencias muito 

precisas de Poiseuille sobre o escoamento permanente dos líqui-

dos em tubos circulares de secção muito pequena. Estas expe-

riencias foram feitas com liquidos que molhavam as paredes dos 

tubos e Boussinesq, bem como E. Mathieu (Comples Rendtis, 
t. 57 , p. 320) , entendem que n'este caso se deve suppòr nulla 

a velocidade juncto das paredes. Para justificar esta hvpothese 

diz Boussinesq: «visto que uma differença extremamente pequena 

de velocidades entre moléculas muito próximas desenvolve uma 

força sensível, uma diíTerença finita de velocidades, entre as molé-

culas da parede e as do fluido, desenvolveria um attrito incom-

paravelmente mais considerável e portanto, para que este attrito 

faça equilíbrio á acção tangencial exercida pelo fluido sobre a 

sua superfície, deve elle corresponder a uma velocidade muito 

pequena e analyticamente nulla.» Esta hvpothese é também con-

firmada por experiencias. 

Da comparação das fórmulas de Navier com as experiencias 

de Poiseuille, conclue Boussinesq que estas fórmulas são applica-

veis ao movimento em espaços capillares, suppondo porém nulla 

a velocidade juncto das paredes. N'este caso os movimentos 

moleculares são com effeito contínuos e regulares. 

O mesmo não succede, porém, quando os liquidos se movem 

em tubos tendo secções comparaveis ás dos tubos de conducção 

das aguas ou em canaes descobertos. N e s t e caso as velocidades 
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não variam gradualmente, em cada instante, d'um ponto do Iluido 

para os pontos visinhos, porque, se assim fosse, os coeflicienles 

de at tr i to seriam muito pequenos e os filetes Iluidos muito pro-

ximos deveriam adquirir differenças de velocidade enormes. 

Considerando, por exemplo, um canal descoberto, cheio de 

agua, cuja secção normal é um semi-circulo com Im de raio e 

com a inclinação apenas egual a 0 , 0 0 0 1 , Boussinesq acha para 

velocidade permanente do filete central 187m por segundo, sup-

pondo mesmo nulla a velocidade juncto das paredes. Seriam pois 

precisas variações muito rapidas de velocidade n u m sentido trans-

versal aos filetes contíguos para que o attrito fizesse equilíbrio 

á componente do peso parallela ao eixo do canal, se as veloci-

dades variassem continuamente de um ponto para os pontos visi-

nhos, como as fórmulas suppõem. 

Esta continuidade de movimentos não tem logar, com effeito, 

quando as secções são sullicientemente grandes, para tornarem 

inevitável a producção de movimentos oscillatorios que juncta-

mente com o escorregamento dos filetes uns sobre os outros 

produzem uma grande quantidade de rupturas no seio da massa 

liquida. Das paredes, onde ha choques continuos, quer em vir-

tude das suas rugosidades, quer d'aquellas oscillações, desta-

cam-se porções de liquido que, sob a acção da parede e da 

translação geral, adquirem um moximento rotatorio formando 

redomoinhos, que, girando no seio do liquido, perturbam a regu-

laridade do seu movimento. É claro que estes movimentos tumul-

tuosos devem desenvolver resistências muito mais consideráveis 

do que os attritos devidos a mo\imentos continuos, tornando 

menores as velocidades de translação. 

A agitação, assim produzida nos liquidos em movimento, deve 

diminuir com a secção do tubo e as resistências que ella produz 
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devem tender para zero qnando a secção decrescer indefinida-

mente, porque os afas tamentos das moléculas para fóra das suas 

trajectórias medias não podem deixar de ser cada vez mais restri-

ctos. É assim que estas resistências desapparecem nos tubos 

capillares, deixando a descoberto as forças regulares de attri to. 

Então o coefficiente de attrito interior é constante. Nos tubos de 

maiores dimensões e nos canaes descobertos este coelliciente 

depende, em cada ponto, da intensidade da agitação do liquido 

e das perdas de força viva, que ella produz, e portanto das cau-

sas que fazem variar aquella intensidade, isto é: das dimensões 

das secções transversaes, que permittem aos redomoinhos um 

maior ou menor desenvolvimento; das velocidades contra as pare-

des, onde elles se fórmam; da forma do contorno das secções; 

e das distancias do ponto, que se considera, a este contorno, a 

partir do qual os redomoinhos vão, ora convergir, ora divergir, 

propagando-se 110 interior do lluido. Assim explica-se bem o 

resultado das experiencias de Darcy e a aílirmação de Bazin, a 

que já nos referimos. 

Vè-se pois que os líquidos se movem de duas maneiras diffe-

rentes, segundo se escoam em tubos de calibre muito pequeno 

ou em espaços de secções comparaveis ás dos tubos de canalisa-

ção. No primeiro caso as velocidades variam gradualmente, em 

cada instante, d'um ponto do fluido para os pontos visinhos e o 

movimento é representado com suficiente approximação pelas 

fórmulas de Navier, suppondo nulla a velocidade juncto das pare-

des ; no segundo caso o movimento é caracterisado por mudanças 

frequentes e rapidas. A observação mostra, porém, que estas 

variações de velocidade estão sujeitas a uma especie de periodi-

cidade irregular, em \ir tude da qual, se se toma a media dos 

valores que, 11'um espaço de tempo suficientemente curto, toma 
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a velocidade n'um ponto fixo, esta media, a que pode cliamar-se 

velocidade media local, é uma funeção continua das coordenadas 

do ponto. 

É em virtude das velocidades medias locaes, que são medidas 

pelos Iluctuadores e outros instrumentos hydrometricos, que se 

opera a translação dos elementos lluidos, abstrahindo das suas 

rotações e oscillações. 

Devem pois escolher-se, segundo Boussinesq, para estabele-

cer as equações do movimento, não as relações que exprimem, 

n'um momento dado, o equilíbrio dynamico dos diversos volumes 

elementares do lluido, mas sim as medias d'estas relações 

durante um tempo suficientemente curto, ou o que se pode cha-

mar as equações do equilíbrio dynamico médio das particulas 

iluidas, que passam successivamente n u m mesmo ponto. 

Seguindo este caminho, Boussinesq procura exprimir os valo-

res médios das pressões, exercidas no interior do liquido, atravez 

d um elemento plano, ein funcçào das velocidades medias locaes 

e chega ás expressões de Na\ ier , que atraz expômos, conside-

rando porém variavel o cocfficienle de attrito interior e. 

E das pressões desenvolvidas no interior dos liquidos em movi-

mento que nos occupamos na nossa dissertação, que dividimos 

em duas partes. Na primeira fazemos o estudo estático das pres-

sões, vendo como a pressão exercida n um ponto, atravez d'um 

elemento plano, varia com a orientação do elemento e expomos 

algumas propriedades muito interessantes d'estas pressões, desco-

bertas por Kleitz e que elle aproveita para a escolha d'um 

systema de coordenadas curvilíneas que permitte integrar com 

muita approximação as equações do movimento dos liquidos n u m 

certo numero de casos. Na segunda parte estudamos as relações 

entre as pressões e as velocidades, socorrendo-nos dos trabalhos 
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de Boussinesq, que tanto elucidaram o problema do movimento 

dos liquidos, cetle desesperante enigme contre laquelle des esprils 

distingues se sont heurlés en vain, no dizer de Saint-Venant. 

('Comptes Rendus, t. 74 , p. 774) . 





I 

1. Consideremos, no interior d'um liquido em movimento, uma 

porção de Iluido limitada por uma superfície. Sobre cada molé-

cula do liquido exercem-se as acções das moléculas, situadas em 

torno d'ella dentro da espliera de actividade molecular. Chama-

remos resultante molecular á resultante d'aquellas acções e, desi-

gnando por [>. a massa da molécula sobre que eila actúa, r epre -

sentaremos por 

[/.£, [AVI, 

as suas componentes segundo tres eixos coordenados. 

Projectemos as resultantes moleculares, que sollicitam as molé-

culas contidas no interior da superfície, sobre uma linha fixa, o 

eixo dos x por exemplo. A somma das projecções terá por 

expressão 

2 ( ^ . 

Designemos por fe as acções desenvolvidas entre as moléculas 
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exteriores e as interiores á superfície e por fi as acções que as 

moléculas interiores exercem umas sobre as outras. Teremos 

2 [X l = 2 fi cos [fi x) + 2 fe cos ( f e x), 

sendo cos (fix) e cos ( f e x ) os cosenos dos ângulos formados pelas 

forças fi e fe com o eixo dos x. Ora a somma 2 fi cos ( f i x ) é 

nulla, porque se compõe de termos [fi cos (fix) — fi cos ( f i &)] 

que se annullam dois a dois. Temos pois 

2 V - I = I f e COS (fex). 

Esta equação exprime que a somma das componentes das for-

ças moleculares segundo uma direcção qualquer, para uma por-

ção limitada de liquido, é egual â somma das componentes, 

segundo a mesma direcção, das acções exercidas sobre ella pelas 

moléculas exteriores à superfície limite. 

Considerando, por exemplo, uma porção de liquido contida 

n u m a parede solida, vê-se que a somma das componentes, 

segundo uma dada direcção, das forças, que sollicitam as molé-

culas liquidas, é egual à somma das componentes das acções 

exercidas pela parede sobre o liquido. 

2. O theorema, que acabamos de demonstrar, é importante, 

porque tem como resultado considerarem-se as forças molecula-

res exercendo-se sobre superfícies, e referirem-se estas forças â 

unidade superficial e não á unidade de massa. Consideremos a 

superfície limite de uma porção de liquido dividida em elemen-

tos extremamente pequenos w, J, to",. . . ., e chamemos R, R ' , 
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I l " , . . . . ás resultantes de todas as acções que se exercem entre 

as moléculas interiores e as exteriores á superfície, atravez dos 

elementos w, w', w", . . . ., e sejam m, m', m",.... os pontos em 

que as resultantes 11, R', R" , . . . . encontram a superfície. Cha-

maremos pressões, referidas á unidade de superfície, nos pontos 

m, m1, m" ás relações 

R R' R" 

I)ecompondo-as parallelamente aos x, y, z, e designando as 

componentes por px, py, pz, teremos para uma porção de liquido 

de dimensões finitas: 

= 2(0/½, 2 U vi = 2 o> Py, 2^ = 2<<> pz-

Os signaes £ dos primeiros membros extendem-se a todas as 

moléculas contidas na porção de liquido limitada pela superfície 

e os dos segundos membros a toda a extensão da superfície. 

3. Consideremos agora um elemento de volume sobre cujas 

faces infinitamente pequenas, que designaremos por u>, iú\ &>",.. 

se exercem as pressões p, p', p",. .. ., referidas á unidade de 

superfície. A pressão p sobre a face w, ab, (fig. 1) é a resul-

tante de todas as acções que se exercem entre as moléculas do 

liquido, atravez d'ella. A esquerda de ab temos a considerar duas 

especies de moléculas: as que são contidas no polyedro elemen-

tar e as que lhe são exteriores, como m'. Consideremos a acção 

que sobre esta molécula exerce a molécula m, tomada á direita 
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de w. A direcção mm', além da face co, atravessará uma outra 

face to', fc. Na pressão pu> entra a acção de m sobre m' e na 

pressão p'io' a acção egual e contraria de m' sobre m. Proje-

ctando pois todas as pressões sobre o eixo dos x, por exemplo, 

as acções provenientes das moléculas exteriores sobre outras 

também exteriores annullar-se-hão duas a duas e ficarão apenas 

as projecções das acções das moléculas exteriores sobre as inte-

riores. Ora a somma d'estas acções é egual á somma das proje-

cções das resultantes moleculares que se exercem no interior do 

polyedro elementar. Temos pois 

= iptàCOS (p, X) 

OU 

= Icapx, 

relação que já tinhainos demonstrado para o caso d'um volume 

finito e que, como vemos, subsiste para 11111 volume infinitamente 

pequeno. N'esta equação devemos notar que a pressão p, appli-

cada ao elemento w, não compreliende só as acções que as molé-

culas exteriores ao elemento de volume exercem sobre as molé-

culas interiores atravez de w, mas sim todas as acções molecula-

res que se exercem atravez d'este elemento plano. 

4. As pressões que se exercem sobre um elemento plano, 

no interior d'um liquido em movimento, são em geral obliquas a 

esse elemento. 

Nós decomporemos as pressões segundo duas direcções: paral-

lelamente ao elemento plano, e na direcção da normal ao ele-

mento. Teremos assim duas componentes: a componente normal 

e a componente tangencial. São estas componentes tangenciaes 
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que constituem o chamado attrito interior ou communicação 

lateral do movimento nos fluidos. 

As pressões variam em intensidade e direcção com a orienta-

ção do elemento plano sobre que actuam e a lei d'esta variação 

deduz-se da consideração do tetraedro de Cauchy. 

Tomemos um ponto o (fig. 2) no interior do liquido e consi-

deremos um elemento plano qualquer passando n'este ponto. A 

orientação do plano é determinada completamente pelos cosenos 

/, w, n dos ângulos que a sua normal, tirada do lado onde se 

considera actuando a pressão, faz com a parte positiva dos eixos 

coordenados. É claro que as componentes da pressão px, P11, p~, 
mudam apenas de signal, quando os cosenos l, m, n, se tornam 

em —I, —rn, —n, isto é, quando a pressão se exerce no outro 

lado do plano, visto que a nova pressão resulta de acções ele-

mentares eguaes e contrarias ás que constituíam a primeira. 

Vamos vôr como varia em geral a pressão com a orientação dos 

planos, isto é, vamos tratar de exprimir px, py, pz, em funeção 

dos cosenos Z, m, n. 

Imaginemos uma recta, passando pelo ponto o e fazendo, com 

os eixos, ângulos cujos cosenos são /, w, n, e um plano perpen-

dicular a esta recta n'um ponto cuja distancia a a o é muito 

pequena. Tiremos além d'isso por o tres planos parallelos aos 

planos coordenados. Teremos assim um tetraedro oabc, cuja 

base abe é parallela ao elemento plano que se considera em o 
e no qual ha tres arestas oa, ob, oc respectivamente parallelas 

aos eixos dos x, dos y e dos z. Os comprimentos d'estas arestas 

são —, —, ' e as areas das faces obc, oac, oab são eguaes 
l m n 

a oj/, iofli, cou, por serem estas faces as projecções, sobre os tres 

planos coordenados, da face abe, cuja area designamos por w. 



A pressão exercida sobre a face abe differe, n u m momento 

dado, muito pouco da pressão sobre o elemento plano parallelo 

que consideramos no ponto o e estas duas pressões tendem a ser 

eguaes quando diminuem as dimensões do tetraedro. As compo-

nentes, segundo os eixos, da acção exercida sobre o tetraedro 

atravez da face to differem pois infinitamente pouco de iapx, 

b>py, iopz. 
Chamemos: X j , Yi , Zj, às componentes da pressão, referida 

á unidade de superfície, que se exerce 110 lado interior da face 

obc, isto é, aos valores particulares de px, py, p~, para um ele-

mento plano, cuja normal tem a direcção dos x positivos; X j , 

Yg, Zj>, às componentes da pressão exercida interiormente sobre 

a face oac, isto é, aos valores de px, py p., para I = o, m = 1, 

n = o; e X3, Y3, Z3 ás componentes analogas da pressão sobre 

a face oab, normal aos z. 

As componentes das pressões, exercidas exteriormente sobre 

o tetraedro, são pois: 

— Xi/to, — Yi^to, — Zj /w, sobre a face obc 

— w, — Y^rnu), — Zjmco, sobre oac 

— X 3 T K 0 , — Y^nto, — Z371W, sobre oab 

o>px, <opy, (opz, sobre abe. 

Estas pressões têm por pontos de applicação os centros de 

gravidade das faces respectivas, pois que as acções que se exer-

cem na extensão d'uma Iace diíTerem infinitamente pouco umas 

das outras e podem considerar-se sensivelmente parallelas. T i re-
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mos pelo centro de gravidade g da face abe tres eixos gx\, gy\, 
gzi, parallelos aos eixos dos x, dos y e dos z, e no mesmo sentido. 

Attendendo a que os centros de gravidade g1, g", g'" das faces 

obc, oac, oab são as projecções sobre cilas do centro de gravi-

dade da face abe, teremos para coordenadas dos centros de 

gravidade das quatro faces em relação aos eixos dos x\, y\, 
1 a 

Z f i — P a r a 0 C p n I r o ^ e gravidade g ' d a face obc; 
O I 

1 a 
O, , O para o centro de gravidade da face oac; 

3 m 
1 a 

O, O, — para a face oab; O, O, O para a face abe. 
j n 

O tetraedro deve estar em equilíbrio sob a acção das pressões 

que se exercem sobre as suas faces, das forças exteriores que 

sollicitam a sua massa e das forças de inércia; são pois nullas 

as sommas das componentes e as dos momentos d'estas forças 

em relação aos tres eixos gx\, gyj, gz\. As forças exteriores e 

as forças de inércia são da ordem das massas e são portanto 

infinitamente pequenos de terceira o rdem; as pressões, propor-

cionaes âs arcas das faces, são de segunda ordem. Introduzindo 

pois todas estas forças nas equações de equilíbrio, as forças exte-

riores e as forças de inércia desapparecem comparativamente ás 

pressões. Teremos portanto de considerar apenas estas ultimas 

forças que, como vemos, devem ter entre si as mesmas relações 

de grandeza e direcção que teriam se, ellas só, tivessem em 

equilíbrio o tetraedro. 

As projecções das pressões sobre o eixo gx\, por exemplo, 

são, como já vimos: 

— Xi/to, — X.2»l<i>, — X3>lto, <>>px 
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e os momentos em relação ao mesmo eixo sào: 

l a l a 
0, — Zamtux — , V j i i w x - , 0. 

o m o n 

Temos pois relativamente ao eixo gx\: 

— X^/w — Xgwi u — X3nto + <»px = O 

— Z2toa + Y3Coa = O 

ou 

PX = Z X 1 + m X 2 + nX 3 , Z2 = Y 3 , 

e do mesmo modo se acha para os outros dois eixos gyj, gz\ 

Py = l Y1 + m Y 2 + Ji Y 3 , X 3 = Z1 , 

P - = / Z ] + m Z 2 + / ( Z 3 , Y j = X 2 . 

Z2 é (fig. 3) a componente parallela ao eixo dos z da pressão 

que se exerce sobre a face perpendicular ao eixo dos y, e Y3 a 

componente parallela aos y da pressão sobre a face perpendi-

cular ao eixo dos 3. A relação Z2 = Y 3 , bem como as egualdades 

X3 = Z], Y j = X 2 mostram que as componentes tangenciaes das 

pressões sobre dois elementos planos, perpendiculares entre si, 

têm projecções eguaes no sentido perpendicular á sua intersecção 

commum. 

As forças tangenciaes reduzem-se pois a tres, que designare-

mos por T 1 , T 2 , T 3 , reservando o indice 1 para as forças per-
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pendiculares ao eixo dos x, o indice 2 para as forças perpendi-

culares ao eixo dos y e o indice 3 para as que são perpendicula-

res aos z. As componentes X j , Y j , Z3 , são normaes ás faces que 

sollicitam. Designaremos por N i , N j , N:!, estas tres forças respe-

ctivamente parallelas aos eixos dos x, dos y e dos z. Teremos 

assim 

!

P x = I f i l + HiT3 + n T 2 

A, = JT 3 + H i N i + n T, 

\ Pz = ZT2 + m T j + n N 3 

Estas relações exprimem a chamada lei da reciprocidade que 

consiste em que, se considerarmos dois elementos planos passando 

n u m mesmo ponto e projectarmos a pressão, referida á unidade 

de superfície, exercida em cada um d'elles, sobre a normal ao 

outro, as duas projecções são eguaes. Assim a primeira equação 

mostra que a projecção px, sobre os x positivos, da pressão exer -

cida sobre o elemento plano normal á direcção ( l , m , n ) é egual 

á projecção ZNi + m T 3 + n T 2 , ou ZXj + m Y j + / J Z 1 , sobre esta 

direcção ( í ,m ,n ) da pressão (Xj , Y i , Z\) exercida sobre o ele-

mento plano normal aos x positivos. As tres relações Z2 = Y 3 , 

X3 = Z], Yj = X», são casos particulares d'esta lei. 

As expressões (1) dão as pressões exercidas sobre todos os 

elementos planos que passam n'um ponto, em funcção das com-

ponentes, em numero de seis distinctas, das que se exercem 

sobre os tres elementos planos perpendiculares aos eixos coorde-

nados. 
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5. O theorema da reciprocidade é o mesmo que se demons-

tra para os solidos na theoria da elasticidade d'estes corpos e, 

do mesmo modo que ahi se faz, deduz-se d'elle o theorema do 

ellipsoide das pressões, em virtude do qual, as pressões exerci-

das em volta d'um ponto podem ser representadas pelos semi-

diametros d'um ellipsoide, o ellipsoide das pressões, e a orienta-

ção dos elementos planos correspondentes é dada pelos planos 

tangentes a outro ellipsoide, o ellipsoide director, nos pontos em 

que elle é encontrado por aquelles semi-diametros. 

A equação do ellipsoide das pressões é 

^ - + J/!. + — _ i 
A - B2 C2 

e a do ellipsoide director é 

X l i u'2 

Ã + l f + c = ± K 

sendo K um numero arbitrario. 

N'um ponto qualquer do liquido ha portanto tres planos ortho-

gonaes, aos quaes as pressões são normaes. Estas pressões, que 

correspondem aos tres eixos principaes do ellipsoide, são as 

pressões principaes. Os semi-eixos A, B, C do primeiro ellipsoide 

representam estas pressões. Nós supporemos A > B > C . 

As pressões sobre um elemento qualquer podem exprimir-se 

em funeção das pressões principaes. Supponhamos que as tres 

arestas orthogonaes do tetraedro, que atraz consideramos, são 
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dirigidas segundo os eixos do ellipsoide das pressões. Teremos 

então N1 = A, N2 = B, N3 = C, T1 = T2 = T3 = O e as expres-

sões (1) darão: 

px = l \ , /Jy = WiB, p2 = nC. 

A pressão, que se exerce sobre o elemento plano, tem pois o 

valor que dá a expressão 

P2 = P x s + p i + p * = /2 A* + m2 B2 + n 2 C2 . 

Obtem-se a componente normal d'esta pressão projectando as 

forças px, p,j, pz, sobre a normal (l, m, n). Esta componente, 

que designaremos por N, é pois egual a 

N = /2A + m 2 B + H2C (2) 

A componente tangencial, que designaremos por T, é dada 

por 

T2 = P2 — N2 = /2 A2 + Wi2B2 + n 2 C 2 — 

— (Z2A + Wi2B + n 2 C) 2 . 

Desenvolvendo e attendendo á relação /2 + wi2 + n 2 = 1, vem 

T2 = Ii Wi2 (A - B)2 + /2 H2 (A - C)2 + Wi2 n2 (B - C ) 2 . . . (3) 

Esta expressão é notável, porque mostra, visto serem nos 
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líquidos A, B e C do mesmo signal, que a componente tangen-
cial da pressão sobre um plano qualquer depende, não dos valores 
totaes das pressões principaes, mas sim das suas diferenças, não 
variando portanto quando estas pressões augmentam ou diminuem 
da mesma quantidade. 

6. Obtida a expressão (3) da componente tangencial da pres-
são, procuremos a orientação do elemento plano a que corres-
ponde o valor máximo d'aque!la componente. 

Temos para isso de diferenciar e egualar a zero a expressão 

(3), o que dá: 

O 4 ( A - B ) 2 + n 2 ( A - C ) s ] Idl + [Ii ( A - B)4 + n4(B - C ) 4 ] m i m + 

+ [/4 (A - C)4 + m4 (B - C)4] ndn = O (4) 

As variaveis l, m, n não são independentes, porque têm de 

satisfazer á equação I2 + m4 + ti2 = 1, que dá entre as differen-

ciaes dl, dm, dn a relação 

Idl + mdm + ndn = O (5) 

Os máximos e minimos de T obtêm-se eliminando uma das 
variaveis entre estas equações e egualando a zero os coeficien-
tes das differenciaes das outras duas, que se consideram inde-
pendentes. 

Fazendo em (4) Idl= — (mdm +ndn) c / 4 = í — m4 — n4 , e 
egualando separadamente a zero os coeficientes de dm e dn, 
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vem, substituindo (B — C)2 — (A — C)'2 — (A — B)2 por - 2 x 

x ( A - C ) ( A - B ) : 

[(1 - 2m2) (A - B) - 2 /t2 (A - C)] m = 0 ) 

(6) 
[ ( 1 - 2 N4) (A - C) - 2»n2 (A - B)] n = 0 ) 

Se, em vez de Z, eliminarmos m, vem 

L(1 - 2Z2) (A - B) + 2 n 2 (B - C)] Z = 0 

[(1 - 2n2) (B - C) + 2Z 2 (A - B)] n = 0 

e a eliminaçào de n dá 

[(1 — 2 Z2) (A — C) — 2/n2 (B — C)] Z = O 

[ ( l - 2 m 2 ) ( B - C ) - 2 Z 2 ( A - C ) J m = O 

O systema (7) deduz-se de (6), mudando H I 1 A e B em /, B 

e A, e as equações (8) obtêm-se de (7) mudando n, B e C em 

m, C e B. Assim devia ser, com eííeito, como mostra a inspe-

cção das equações (4) e (5). 

Os valores de m e n, que resolvem o systema (6) , pondo por 

ora de par te os valores nullos, s3o os que satisfazem ás equações 

(1 - 2Hi i) (A - B) - 2 /i2 (A - C) = O 

(1 — 2 n 2 ) (A — C) — 2 m 2 ( A - B ) = O. 
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Subtrahindo estas duas expressões uma da outra, vem 

B = C 

e portanto 

1 — 2 m 2 — 2 n 2 = 0 ou Zi = ^ " -
jL 

(A —C)2 

A substituição d'estes valores em (3) dá T2 = -— . 

4 

A componente tangencial da pressão tem pois o valor máximo 

para todos os planos, cujas normaes formam em volta do eixo A 

um cóne com uma abertura de 90°, quando o ellipsoide das 

pressões é de revolução em volta d'aquelle eixo. 

Analogamente as equações (7) dão A = C1 e como nós sup-

pomos A > B > C , o ellipsoide das pressões deve ser uma esphera. 

N'este caso a componente tangencial da pressão é constante-

mente nulla. 

O svstema (8) dá : A = B , i - 2 / 2 - 2 m 2 = 0 ou = 

/ A — C \ 2 

e T 2 = l — - — ) . O ellipsoide das pressões é pois de revolução 

em volta do eixo C. 

Conclue-se do que temos dito, que o máximo de T2 cor-

responde a systemas de valores de l, m, n, não sendo nenhum 

d'elles nullo, unicamente no caso particular de ser de revolução 

o ellipsoide das pressões. Em geral deve pois ser nullo um 

d'aquelles valores pelo menos. 

Se são nullos dois dos cosenos 1, m, n, o terceiro é egual á 

unidade e o elemento plano seria perpendicular a um dos eixos 
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principaes. A componente tangencial é nulla sobre estes planos 

e esta hypothese corresponderia portanto a um minimo de T. 

Os valores máximos de T correspondem pois a systemas de 

valores de l, m, n, dos quaes só um é egual a zero. 

Supponhamos Z = 0. As expressões (4) e (5) dão: 

e como temos também 

n 2 — m2 = O 

m2 + n2 = 1 

Ttli = Hi = 

em virtude de (3). 

Do mesmo modo, suppondo m = O, vem 

/2 _ n í _ JL t 2 ( A ~ C ) * 
' - n - 2 ' 1 "" 4 

e suppondo n= O 

Z2 = 2 1 ( A - B ) 2 

: m T 
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l) 'estes tres valores de T2 o maior é ——, visto ser 

4 

A > B > C. 

A componente tangencial tem pois em geral um único máximo, 

A - C 

cujo valor absoluto 6 — - — e que se exerce sobre dois planos 

cujas normaes são determinadas pelos cosenos 

m = 0, l -=n = ± 

Estes dois planos passam pelo eixo B e cortam o plano dos 

outros dois eixos segundo duas rectas que formam com elles 

ângulos de 45°. A componente normal da pressão sobre estes 

planos é, em virtude de (2), 

N = - ^ - ( A + C) 

e a pressão total tem por valor 

( A - C ) 2 ( A + C)2 / A 2 + C 2 

4 4 "V 2 ' 

5. Vejamos agora quaes as posições que toma em volta de 

um ponto um elemento plano para que a componente normal 

da pressão, que se exerce atravez d'elle, conserve um valor 

constante. 

P " V 
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As equações do ellipsoide das pressões e do ellipsoide dire-
ctor são: 

Xi W 2 Z 2 

b - — H = 1 
A 2 B 2 C2 .(9) 

a; 2 , y'2 z '2 

b H = ± K 
A B C 

. (10 ) 

e os cosenos dos ângulos que a normal a este ultimo ellipsoide 

n u m ponto x\ y', z' faz com os eixos são: 

x 
T 

V / : 
r ' 2 Jt J 2 — + + — 
A 2 B 2 C2 

y 
B 

m --
-v.'2 „'2 z '2 

A 2 B 2 C2 

"V íc'2 j/'2 z '4 

F — + — 
A 2 B 2 C2 

. (11) 

A componente normal da pressão sobre um elemento paral-
3 



leio ao plano tangente ao ellipsoide no ponto x', y', z' é pois, 

em virtude de (2), 

N = /4A + m 2 B + H i C 

X'Z J 2 Jl 

x"2 V l i Z'í 
- + — + — 

A 2 B2 C2 

e esta equação pode escrever-se assim: 

Os valores de x', y', z\ que satisfazem a esta equação e a (10), 

dão a orientação dos elementos planos para os quaes a compo-

nente normal da pressão é egual a N. 

A equação (12) é a equação d'um cóne, cujo vertice está no 

centro dos ellipsoides, e o systema das equações (12) e (10) 

representa a curva de intersecção d'este cóne com o ellipsoide 

director. Os planos tangentes a este ellipsoide, nos pontos d'esta 

curva, são parallelos aos elementos planos para os quaes a com-

ponente normal tem o valor constante N, e as generatrizes do 

cóne representam em direcção as pressões totaes. O cóne (12) 

é pois o logar geometrico das direcções das pressões, cuja com-

ponente normal é egual a N. 

Se N é egual a A, a equação (12) dá y' = O e z = O; se é N 

egual a C, devem ser a / = O e y' = 0. Efect ivamente a compo-

nente normal só pode ter estes valores para planos perpendicula-
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os quaes é N = B. A equação (12) dá n'este caso: 

Esta equação representa dois planos que se córtam no eixo B, 

interceptando o plano principal AC segundo duas rectas s i m e -

tricamente inclinadas relativamente aos eixos. Cada um d'estes 

planos córta o ellipsoide director segundo uma ellipse, cujo cen-

tro é o centro do ellipsoide. Os planos tangentes ao longo de 

cada uma d'estas intersecções têm por envolvente um cjiindro e 

os elementos planos para os quaes a componente normal é egual 

a B são todos os que passam por qualquer dos eixos dos cvlindros. 

Sejam (fig. 4) DD' e D] D j as intersecções dos planos (13) 

com o plano principal AC. Os diâmetros DD' e D1 D' j repre-

sentam as projecções, sobre este plano, das ellipses de contacto 

dos cvlindros tangentes ao ellipsoide director. As generatrizes 

d'estes cvlindros são parallelas ás tangentes DT e D1 T1 e os 

seus eixos são as rectas GG' e G1G r
1 , parallelas também a DT 

Vamos determinar os ângulos que os eixos dos cvlindros for-

mam com as direcções das pressões principaes A e C. 

A recta ON, tirada por O perpendicularmente a DT, é nor-

mal ao plano tangente em I). / é o coseno do angulo que ON 

ou 

(13) 

e D 1 T 1 . 
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faz com o eixo OA ou o seno do angulo da tangente DT com o 

mesmo eixo; n é o coseno correspondente; o coseno m é egual 

a zero. A tangente do angulo DTA é pois, em virtude de (11), 

l A 

n z' 
TT 

ou, em virtude de (13), 

J ^ B - C 

n 2 A —B 

Designando por Z1 e nj os cosenos dos ângulos que a tan-

gente DT faz com os eixos A e C, teremos 

_ A - B / 2 _ a - b
 s B - C 

n , 2 ~ Z2 " B ^ C 6 1 

Estes valores de Zj2 e « i 2 determinam a posição dos eixos 

dos cylindros. Designaremos estes eixos pelo nome de eixos de 
egual pressão normal. 

Os cylindros de egual pressão normal são de secção recta cir-

cular. Consideremos com effeito o cylindro tangente ao ellipsoide 

director, ao longo daellipse que se projecta no plano principal AC 

segundo a recta DD'. 

A secção recta d'este cylindro é determinada pelo plano que 
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passa por ON e é perpendicular ao plano da figura. Procuremos 

o valor da projecção OX do diâmetro OD sobre este plano. As 

coordenadas x' e z do ponto de contacto D satisfazem, em 

virtude da equação do ellipsoide director, á equação 

Esta é a equação d'uma ellipse e como A e C tem o mesmo 

signal, K deve ter também o signal de A e C. 

Em virtude da equação (13) do diâmetro OD, temos também 

Estas duas equações dão: 

Temos portanto 

OT = OE + ET = od+z' cotang D T E = x' + z' -- = 
n , 

e 

ON = OT sen OTN = O T x n i = V7KB. 
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A projecção ON do diâmetro 013 sobre a secção recta do 

cylindro 6 pois egual ao semi-eixo VxKB do ellipsoide director, 

segundo o qual se interceptam as duas secções ON e OD do 

cylindro. O cylindro de egual pressão normal 6 portanto de secção 

recta circular. 

8. Consideremos agora o ellipsoide das pressões e designe-

mos por x" e z" as coordenadas do ponto D" onde o plano OD 

encontra a ellipse principal AC des t e segundo ellipsoide (fig. 5). 

É n'este plano que são dirigidas as pressões, cujas componentes 

normaes são eguaes a B. Em virtude da equação d'este ellipsoide, 

teremos 

Ai + T? = 1 < l5> 

Designando por D' e D" os semi-diametros cujas ext remi-

dades tem as coordenadas [x', z') e (x", z"), e por N' e N" as 

suas projecções sobre o plano ON, teremos, pela simples consi-

deração de triângulos semelhantes, 

x 
x 

Z1 D' N' 

D" N 

ou 

N " 
H / X =^r r i X 1 

N' 
Ji. iV' 

: N' 

Substituindo estes valores na expressão (15) e attendendo a 
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que, cm virtude dos valores (14) de x' e z' , 6 

x'* , K 
A 1 G2 ~ ~ B 

e á relação N ' = V7 K B , temos 

N" 2 = B2 ou N ' ' = B. 

É pois um circulo a projecção, sobre um plano perpendicular 

ao eixo de egual pressão normal, da ellipse cujos semi-diame-

tros representam as pressões de componente normal egual a B. 

Construindo pois dois cylindros de arestas parallelas a um ou 

a outro dos eixos de egual pressão normal, dos quaes um é t an-

gente ao ellipsoide director, passando o outro pelos pontos do 

ellipsoide das pressões, determinados pelos diâmetros que repre-

sentam as pressões de componente normal egual a B, estes dois 

cylindros são de secção recta circular. O segundo não é em geral 

tangente ao ellipsoide das pressões. 

f>. Da proposição que acabamos de demonstrar deduz-se uma 

propriedade notável dos eixos de egual pressão normal, relativa-

mente às componentes tangenciaes das pressões, que se exercem 

sobre os elementos que passam por estes eixos. 

Tomemos para plano da figura o plano que se projecta em ON 

na fig. 4, isto 6, o plano das secções rectas dos dois cylindros 

que atraz definimos. Estes cylindros projectam-se então segundo 

duas circumferencias (fig. (i). Consideremos um elemento qual-

quer OM passando pelo eixo de egual pressão normal. 
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A direcção da pressão, que actúa atravéz d'este plano, encon-

tra o ellipsoide director n u m ponto onde o seu plano tangente 6 

parallelo ao elemento OM, e esse plano é também tangente ao 

cylindro de egual pressão normal. 

A direcção da pressão projecta-se pois sobre a secção normal 

segundo a perpendicular OL' ao elemento OM, e a sua projecção 

sobre o proprio elemento OM tem portanto a direcção do eixo O. 

Por conseguinte, sobre todos os planos que passam pelos eixos 

de egual pressão normal, as componentes tangenciaes da pressão 

têm a direcção d'estes eixos. 

1 ® . A maior das componentes tangenciaes, que se exercem 

segundo um eixo de egual pressão normal, differe, em geral, da 

componente tangencial maxima para todas as orientações pos-

síveis de um elemento plano passando n u m mesmo ponto d'um 

liquido. Podem porém coincidir estas duas forças em casos espe-

ciaes. Vejamos em que circumstancias isso tem logar. 

O máximo valor da componente tangencial é, como vimos no 

n.° 6, T = —-(A — C) e esta força actúa sobre um plano pas-

sando pelo eixo B e inclinado de 45° em relação aos eixos A 

e C. Para que ella tenha a direcção do eixo de egual pressão 

normal devem ser 

o que dá 
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Vè-se pois que quando a pressão principal B é a semi-somma 

das outras duas, os eixos de egual pressão normal fazem um 

angulo de 45° com os eixos A e C e a maxima componente tan-

gencial exerce-se sobre dois planos passando por estes eixos per -

pendicularmente ao plano principal AC. 

I f i . Resumindo o que temos dito nos números anteriores, 

vemos: que pôde dar-se do quadrado da componente tangencial 

sobre um plano qualquer uma expressão em que não entram 

senão as tres diferenças duas a duas das pressões principaes; 

que o plano, sobre o qual a componente tangencial 6 maxima, 

é bissector do angulo dos planos em que se exercem a maior A 

e a menor C das pressões principaes A, B, C e que esta compo-

A - C 
nente tem por valor a sua semi-differença — ; que h a duas 

rectas no plano principal AC, a (pie chamamos eixos de egual pressão 

normal, taes que, para todos os planos que passam por qualquer 

d'ellas, as componentes normaes são todas eguaes entre si e á 

pressão principal intermedia B, e as componentes tangenciaes 

são dirigidas no sentido do eixo, segundo o qual se cortam aquel-

Ies planos; que os eixos d'egual pressão normal formam, com as 

direcções A e C, ângulos cujos cosenos são a raiz quadrada das 

A - B B - C . , 
relações ——— e ; e finalmente para que a maxima com-

A — LI A — ' -

ponente tangencial se exerça segundo um d'aquelles eixos 6 pre-

ciso que B seja a semi-somma de A e C. 

Estas propriedades das pressões, que representam as acções 

mutuas desenvolvidas entre as moléculas d'um liquido em movi-

mento e que são baseadas sobre as condições necessarias do equi-

librio d'um tetraedro extremamente pequeno, contendo um grande 
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numero de moléculas, suppõem sómente que as moléculas exer-

cem as suas acções mutuas em toda a extensão da massa liquida, 

isto é, que não ha solução de continuidade. Elias têm logar não 

só nos liquidos em movimento, mas, em geral, n u m meio que 

se deforma quer seja um fluido, quer um solido elástico. 

Expostas estas noções estaticas sobre as pressões, vamos agora 

t ra tar de as exprimir em funcção das velocidades relativas das 

moléculas liquidas. 
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13. Tomemos no interior do liquido um ponto fixo de coor-

denadas x, y, z, em relação a tres eixos coordenados, e proje-

ctemos sobre uma recta fixa as velocidades que adquirem as 

moléculas que passam successivamente n'este ponto. Se tomar-

mos a media d'estas projecções, durante um espaço de tempo 

suficientemente curto T, esta media é uma ("micção continua das 

coordenadas do ponto. Representando por u, v, w, os valores 

médios das tres componentes, segundo os eixos coordenados, 

das velocidades no ponto x, y, z, chamaremos velocidade media 
local á resultante de u, v, w. Esta velocidade 6 independente do 

tempo no caso do movimento chamado permanente. 

A velocidade media local, assim definida, é independente da 

escolha dos eixos coordenados. Consideremos, com effeito, um 

systema de eixos e tomemos uma recta fixa, que seja a direcção 

da velocidade media local no intervalio de tempo T. A proje-

cção sobre esta recta da velocidade eífeetiva, n u m momento 

dado, é egual á somma das projecções sobre a mesma recta 

das componentes d'esta velocidade segundo os x, y, z, e é 

portanto uma funcção linear d'estas componentes. Podem pois 
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substituir-se n'aquella egualdade as tres componentes pelos seus 

valores médios u, v, w, e também a componente segundo a recta 

fixa pela sua media, que é a projecção sobre a sua própria dire-

cção da velocidade medin local. Considerando a mesma direcção 

fixa e um novo systema de eixos coordenados, e operando da 

mesma fórma, a media das projecções sobre aquella recta terá 

o mesmo valor e representará também a velocidade media local. 

13. As superfícies segundo as quaes se operam, n u m momento 

dado, as rupturas 110 seio dos liquidos, isto é, em que lia varia-

ções bruscas de velocidade, são talvez em numero muito grande, 

mas em todo o caso finito. Pôde pois considerar-se continuo o 

movimento nas proximidades d'um ponto fixo, a não ser em 

momentos infinitamente curtos e d'uma duração total desprezível 

em relação ao resto do tempo. Exceptuando estes momentos e 

chamando u\ , « j , toi, ás componentes da velocidade real no ponto 

x, y, z, e 11a epocha t, teremos a fórmula da conservação dos 

volumes 

du 1 ^ dv\ diOi Q 
dx dy dz 

que se estabelece na hydrodynamica na hypothese da incompres-

sibilidade, hypothese que pôde admitlir-se sem erro sensivel, 

attento o pequeno coefficiente de compressibilidade dos liquidos. 

dt 

Multiplicando aquella equação por — e integrando-a entre 

os limites í e í + T, exceptuando os intervallos infinitamente cur-
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tos, em que ha discontinuidade, vem 

S ( v / " ' * ) + | ( T / " * ) + S ( í / - * ) " 0 

^ f * í 

OU 

^ + ^ + ^ = 0 (1) 
dx dy dz 

visto que as quantidades entre parenthesis são as componentes 

da velocidade media local, no calculo da qual se pôde desprezar 

um numero finito de instantes infinitamente curtos. 

A fórmula (1) mostra que, se concebermos um fluido ficticio 

cujas velocidades reaes são, em cada ponto e em cada instante, 

as velocidades medias do liquido real, este íluido ficticio será 

incompressível. 

14. Mais adiante temos de considerar as seis expressões 

du dv dw dv-^dw dw du du dv 

dx' dy' dz' dz dy' dx dz' dy dx 

Abstrahindo dos instantes em que ha discontinuidade no 

ponto x, y, z, as tres primeiras expressões representam a rela-

ção media para dl das dilatações que experimentam, no tempo 

dl, tres linhas materiaes infinitamente pequenas, tiradas na 

epocha í, a partir d'aquelle ponto parallelamente aos x, aos y e 
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aos z; as tres ultimas representam do mesmo modo as relações 

medias para dl das variações que soffrem, durante o mesmo 

tempo, os cosenos dos ângulos que aquellas tres linhas formam 

duas a duas. É o que vamos ver. 

Não attendendo aos momentos infinitamente curtos, de que 

falíamos, as componentes, segundo os eixos, da velocidade real 

nos pontos (x + dx, y, z), (x, y + dy, z), (x, y, z + dz) são respe-

ctivamente: 

, dui , , dvi dw\ 
u\ + —— dx, + —— dx, + —— dx, 

dx dx dx 

dux dvx dw\ 

dui dvt d w | 
«1 + —— dz, v)i+——ds, W\-\—— dz 

dz dz dz 

As segundas extremidades das pequenas linhas dx, dy, dz, 
affastam-se pois, durante o tempo dl, da sua primeira extremi-

dade, situada primitivamente em (x, y, z), com velocidades cujas 

componentes segundo os eixos são: 

du 
- dx, —-— dx. 

dx dx 

dv\ 

dw\ 
dx 

dx, 

du\ 1 dv\ dw i , 
I y d y ' 

du dv i «vi dw i 
- dz, —— dz, —— dz, 

dz dz 
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e as projecções d'estas linhas sobre os eixos são, no fim do 

tempo dt, respectivamente eguaes a 

du\ \ dv i dw i 
1 + —— dt dx, —— dl dx, —— dt dx, 

dx j dx dx 

du\ , , / . dvi \ , dwi 1 'l+—Ldt)dy, ~ , dtdy, (1 +——dt)dy, ——dtdy, 
dy y' V % / 

~ dt dz, dtdz, ( í + ~ dt) dz. 
dz dz \ dz J 

Fazendo a somma dos quadrados d'estas quantidades tres a 

tres e extrahindo a raiz quadrada, acha-se que os comprimen-

tos das tres pequenas linhas se tornaram, salvo infinitamente 

pequenos da ordem de dí2 , em 

e os cosenos dos ângulos que ellas formam com os eixos, têm 
por valores 
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Os cosenos dos ângulos, que ellas formam entre si, são por-

tanto 

\ dz dy ) \dx dz J \dy dx J 

e as variações experimentadas pela unidade de comprimento das 
tres linhas dx, dy, dz são: 

duI n dv* >, dwI n — dt, — dl> T~ dt. dx dy dz 

As relações d'estas seis quantidades para dt têm por expres-

sões 

du\ dv\ dw\ dv\ ^ dw\ dw\ du\ du\ dv\ 
dx' dy ' dz ' dz dy ' dx dz dy dx 

Para obter os seus valores médios basta substituir n'estas 

expressões u\, v\, iO\ por u, v, w, pois que é este o resultado 

a que se chega, multiplicando-as por — e integrando entre os 
T 

limites t e Í + T, com excepção dos instantes em que ha discon-

tinuidade no ponto x, y, 5, 

1 5. Vamos ainda deduzir as fórmulas de transformação, de 

que havemos de precisar, para passar do systema de coordena-

das rectangulares x, y, z para um novo systema x', y1, z\ que 
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se obtém fazendo girar o primeiro d 'nm angulo infinitamente 

pequeno 0 em volta dos z. Os cosenos dos ângulos que os novos 

eixos fazem com os primitivos são, desprezando os termos da 

ordem de ()2: 1, O, O, para o eixo dos x'; —9, 1, O, para o 

dos y ' ; O, O, 1, para o dos z'. 

As fórmulas geraes da transformação de coordenadas dão por -
tanto: 

X1 = X+Hy, y' = y—hx, z' = z, j 

X=X1-Qy1, y-y' + Qx', z=z',\ (3) 

U=U1-Qv', v=v' + Qu', W = W1J 

sendo u', v', W1, as componentes da velocidade segundo os novos 

eixos. 

A primeira linha de (3) permit te exprimir em x, y, z, uma 

funcção qualquer de x', y', z', e as derivadas d'esta funcção em 

ordem a x, y, z, serão dadas pelas fórmulas symbolicas. 

d d d d ^ 
= dy'' ~dy^dy' <W' T z ^ dz' ^ ' 

Vejamos também como se exprimem as seis componentes C \ j , 

^nO' TU T 3 , das pressões exercidas sobre os ele-

mentos planos perpendiculares aos novos eixos x', y', z em fun-

cção das componentes N j , N 2 , N;j, T i , T 2 , T 3 , relativas aos 

eixos primitivos. As fórmulas (1) do n.° 4 dão para componen-

tes da pressão sobre a face perpendicular aos x, fazendo n'ellas 

; = i , m = Ô, n = 0 

px = N, + 6T 3 , p,j = T3 + 6 N2 , ^ = T i + 6 T l t 

4 
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Fazendo a somma das projecções d'estas componentes sobre 

o eixo dos x\ isto é, multiplicando-as respectivamente por 1 , 0 , 0 

e sommando, vem 

SMi = N1 + 2 0 T3 

desprezando o termo da ordem de 6S. 

Operando da mesma fórma em relação ao eixo dos y', isto é, 

raultiplicando-as respectivamente por - ¾ , 1, 0 e sommando, vem 

T 3 = T 3 - H N i - N 2 ) 

e projectando-as sobre o eixo dos z\ isto é, multiplicando-as 

por 0 , 0 , 1, vem 

T 2 = T 2 + O T 1 . 

Operando analogamente em relação ás componentes das pres-

sões sobre as faces perpendiculares aos y' e aos z\ para as 

quaes l, m, n são eguaes a —6, 1, 0 e 0, 0, 1, obtem-se afinal 

as expressões: 

S M , - N 1 + 2 6 T 8 t ^ C i = N 2 - 2 6 T 3 , SnC3 = N 3 , j 

T 1 = T 1 - S T 2 , T 2 = T 2 + 6 T 1 , T 3 = T 3 - 6 ( N 1 - N 2 ) ) 

I O . A fim de distinguir as velocidades effectivas das velocida-

des medias locaes designamos as componentes das primeiras por M1, 

t)j, w\ e as das segundas por u, v, w. Analogamente designare-
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mos por N' i , N ' 2 , N'3, T ' j , T ' 2 , T'3 as componentes das pressões, 

exercidas na epocha t e no ponto x, y, z atravez dos tres ele-

mentos planos perpendiculares aos eixos e por N j , N 2 , N3, T j 1 

T 2 , T3 os valores médios d'estas componentes no intervallo de 

tempo muito pequeno t . Estas medias são funcções continuas 

de x, y, z, t. Em virtude das fórmulas (1) do n.° 4, teremos 

p ' . - Z N ' i + m T ' 3 + n T ' i 

p'y = Z T'3 + m N ' j + n T ' j 

P1
s-ITi +mTi+nH'a 

sendo p'x, p'y, p'z as componentes da pressão, na epocha t, sobre 

o elemento normal á recta de inclinação Z, m, n. 

Estas fórmulas são lineares em relação aos N', T' e a p'x, p'y, p't. 
Podem pois substituir-se estas quantidades pelas suas medias 

N, T, px, py, pz, o que dá 

px = l Ni + m T 3 + n T 2 , 

í y = ZT3 + m N j + n T i , 

p. = ZT2 + m T i + nN3. 

15. Os liquidos são corpos fáceis de deformar e o seu movi-

mento não é mais que uma serie ininterrompida de deformações, 

uma passagem rapida por uma serie de estados moleculares 
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distinctos em cada um dos quaes o liquido podia ficar em equi-

líbrio, mas que o movimento destroe successivamente á medida 

que elles se formam, para os substituir por outros. A resistencia 

que o liquido oppôe a estas deformações deve depender portanto 

do numero de estados moleculares distinctos pelos quaes elle 

passa na unidade de tempo. As forças N', T' devem pois ser uma 

funcçâo das velocidades relativas de que se acham animadas, na 

epocha t, as moléculas visinhas do ponto que se considera. Os 

seus valores médios N, T devem porém depender das deforma-

ções medias operadas em volta do ponto (x, y, z) e portanto 

das seis quantidades (2) que caracterisam aquellas deformações. 

É o que vamos vêr. 

Consideremos dois pontos fixos de coordenadas + y+ 

2 + e x + 8'x, y + 8'y, z + muito proximos do ponto 

x, y, z, e sejam: u\ + + Wj + ^Wj, as tres compo-

nentes da velocidade effectiva da molécula que passa no primeiro 

ponto, na epocha t; u\ + $ 'ui , + w + %'iv|, as compo-

nentes da velocidade da molécula que passa no segundo ponto; 

e finalmente representemos por m + t) + £ t \ tc + e 

u + S'm, t) + á't>, w + <i'ic, os valores médios d'estas componen-

tes. A velocidade com a qual a segunda d'estas moléculas se 

affasta da primeira tem por componentes segundo os eixos: 

e, pondo 

— ^x = r cos a, %'y — Sy = r cos — S s = r cosy, 

em que ré a distancia actual das duas moléculas, aquella velo-
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cidade relativa terá por valor 

- < $ « 0 COS Ct + ( r f t > l — cos|J + ( í ' t c i — í t c i ) c o s y . . ( 6 ) 

O seu valor médio obtem-se substituindo n'esta expressão 

^ u 1 - S t i 1 , S f V j - S v i , S'tci — Stci , por S ' u — S u , S'v — Sv, 

S'w — Sw. Ora os valores de Su, Sv, Sw, S'u, S'v, Sw s3o, 

visto serem u, t\ w funcções continuas das coordenadas: 

du . du , du , 
^ u = - S x + - S y + -j- Sz, 

dx dy dz 

dt> , dv ^ , dv . 
Sv = -J-Sx + --Sy + - S z , 

dx dy dz 

dw . . dw . , dw ^ 
Sw=-j-Sx + —-Sy +^-Sz, 

dx dy dz 

du _ du _ , du 
S1U= — S'x + — S'y + -J-S1Z, 

dx dy dz 

dv . , dv , dv , 
yv= s ' x + — Sy + — S'z, 

dx dy dz 

. dw .. dw , dw 
S1W=—Sx+ — S'y + 3- Vz. 

dx dy dz 

Temos pois, em virtude dos valores de S'x — Sx, S'y — fiy, 
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/du du du N 
S u — S u = r — cos a + — cos fi + — cos v 

\dx dy dz / 

. /dv dv dv 
S v — Sv — r — cos a + — cos 6 + — cos v 

\dx dy dz 

., . /dw . dw 0 , div \ 
Sw — Sw = r ( -r- cos a + — cos 3 + — cos v 

\aa; dy dz / 

O valor médio £ da velocidade relativa (6) das duas moléculas 
consideradas é portanto 

fdu dv dw , , 
T = r — cos2 a + —- cos* 3 + —- cos2 v + 

L dx dy dz 

+ dv , dw\ „ , , í /w \ 
cosa + 

, / d w , d v \ 1 
+ W + W c o s a c o s ^ J •(7) 

A mesma velocidade relativa (6) pôde ser representada por ^+ 

sendo uma quantidade cujo valor médio é nullo, mas cujo 

valor absoluto é em geral muito maior que em virtude da rapi-

dez com que variam as velocidades effectivas de um ponto para 

os pontos visinhos. Esta quantidade exprimiria evidentemente 

a velocidade relativa de afíastamento de duas moléculas, se as 
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velocidades eíTectivas U1, t)j, iv\ nos differentes pontos fossem 

todas diminuídas a cada instante dos seus valores médios locaes 

u, v, w, ou, em outros termos, se todo o movimento geral de 

translação cessasse, ficando apenas a agitação, representada em 

cada ponto pelas di ferenças u| — u, t)j — v, io\ — tv. Este estado 

de agitação sem movimento progressivo podia realizar-se, com 

efe i to , sob a acção de forças convenientemente escolhidas; elle 

não é incompatível com a incompressibilidade supposta do iluido, 

porque U1 — u, «j — v, iv\ — tv satisfazem á condição linear (1) 

de continuidade, que é verificada por u\, dj, iv, bem como 

por u, u, to. 

As componentes N', T' dependem, como já dissemos, das 

velocidades relativas das moléculas que cercam o ponto (x , y, z), 
e s3o portanto funcçôes d'um grande numero de variaveis analo-

gas a + £ . Como ^ é muito pequeno em relação a podem 

desenvolver-se estas funcções pela serie de Taylor segundo as 

potencias ascendentes das quantidades levando o desenvolvi-

mento só até aos termos de primeira ordem. Substituindo depois 

estas quantidades pelos seus valores (7), poderão reunir-se n'um 

só todos os termos afec tados de cada uma das seis expressões (2), 

de que as forças N', T' ficarão sendo funcções lineares. Tomando 

emfim as medias dos valores d'estas forças durante um intervallo 

de tempo suflicientemente curto, ver-se-ha que «as acções medias 

exercidas atravez dos elementos planos fixos, tomados no interior 

d'um liquido em m o i m e n t o , são funcções lineares das seis expres-

sões (2), a fec tadas de coefficientes variaveis com a agitação media 

no ponto que se considera». 

18. Imaginemos no ponto [x, y, z) um elemento plano nor-

mal aos xx e supponhamos que a distribuição das velocidades 
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medias locaes em volta d'este ponto é tal que as expres-

dw . du du dv . . 
soes -7- + 1 - , -7- + — sejam nullas. Lm virtude da sigmhca-

dx dz dy dx 
ção das expressões (2), equivale isto a suppòr que as pequenas 

linhas materiaes perpendiculares ao elemento plano tomam sobre 

elle inclinações, durante o tempo dt, de modo a ficarem-lhe em 

media normaes, exceptuando comtudo os instantes infinitamente 

curtos em que ha brusca discontinuidade das volocidades no 

ponto x, y, z. As componentes das velocidades relativas das 

moléculas próximas d'este ponto, avaliadas parallelamente ao 

elemento plano, componentes a que podemos chamar velocidades 

de escorregamento, devem pois ser em media nullas e portanto 

deve também ser nulla a acção tangencial media exercida sobre 

o elemento plano considerado. 

São pois nullas as componentes T3, T2 da acção tangencial 

media, exercida sobre um elemento normal aos xx, quando se 

annullam as duas ultimas expressões (2). As fórmulas lineares 

de T2 e T 3 reduzem-se portanto aos dois termos affectados d'estas 

duas expressões. Raciocinando do mesmo modo sobre um plano 

normal aos zz, conclúe-se que Ta deve reduzir-se unicamente 

1 • <r 1 1 dv dw dw , du . _ 
aos dois termos attectados de — + —, -7- + -7-. Deve pois I2 dz dy dx dz 

conter u m s ó termo affectado d e ^ + e analogamente s e 
dx dz 

vê que T3, Tj contêm um único termo, respectivamente aífe-

, . du dv . è , dw 
ctado de -7- + -7- e de — + —. 

dy dx dz dy 

I O . Consideremos um novo systema de eixos, obtido fazendo 

girar o primeiro d'um angulo muito pequeno 0 em volta do eixo 
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dos zz, como no n.° 15. A propriedade das componentes tan-

genciaes, que acabamos de demonstrar, tem Iogar qualquer que 

seja o systema de eixos rectangulares e portanto as novas com-

ponentes Ti , T 2 , T3 não contém senão um termo respectiva-

mente affectado de 

dv' dw' dw' du' du' dv' 

lã dj/' tá d7' Ihf tá' 

As fórmulas de transformação (4) dão, desprezando os ter-

mos da ordem de Ô2: 

dv dw dv' dw' {dw' du'\ ] 

\ t á dãj' 

dw du dw' dw' . /^v' + 

t á J l ^ t á d y 7 / ' 

du dv du' dv' dv'\ 

dy dx dy' dx' \dx' dy'/\ 

Substituindo na quarta das expressões (5) os valores de Tj e T2 

que são da fórma 

T 1 = + T 2 = t ' ( — + — ^ 
\dz dy/' \dx dz/' 
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- /ON J ( l v , d w d w I d u 

e as expressões (o de — + — e - 7 - + - 7 - ' v e m 

dz dy dx dz 

/dv' dw'\ , , , /dw , du'\ 

_ , . . . , dw' du1 . , 
T1 e independente de — + —-7 e portanto deve ser e = « . 

ClX az 
Os tres coefficientes de attr i to que entram nas expressões de 

T j 1 T 2 , T3 são portanto eguaes e teremos, qualquer que seja 

o systema de eixos coordenados, 

T 1 = e ( — + — ) T 4 = e ( — + — \ J 
\dz dy/' \dx dz/'l 

(9) 

A ultima expressão de T1 mostra além d'isso que o coefficiente 

e não varia quando os eixos soffrem uma pequena rotação em 

volta de um d'elles e portanto quando tomam uma direcção qual-

quer no espaço. 

Substituindo os valores (9) de T 1 , T 2 , T3 nas duas ultimas 

expressões (5) e os valores (8) de 

dv ^ dw dw du du dv 

dz dy' dx dz' dy dx' 
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deve obter-se para T2 e T3 as expressões 

dw' du'\ /du' dv' 
dx' dz' Jy a \dy' dx 

Operando assim, acha-se a condição 

_ du „ dv 
Ni — 2 e — - = N 2 - 2 s — - , 

dx dy 

e analogamente, por uma rotação dos eixos coordenados em volta 

do eixo dos xx, achar-se-hia 

dv dw 
N2 — 2e — = N3 — 2e - - - . 

dy dz 

Podemos pois pôr 

n , . . . n o 

Como o coefficiente s é em geral muito pequeno, a quantidade 

p differe geralmente pouco da pressão que se exerceria no ponto 

(ar, y, z), se o liquido estivesse em repouso. Esta quantidade p não 

depende da escolha dos eixos coordenados, como é fácil de vêr 

por meio das relações (4), (9), (10) e das tres primeiras (5). 



60 

Das relações (10) dcduz-se 

1 m I H 2 /du dv dw\ 

ou, em virtude de (1), 

P = —(N1+Na+ N3). 

A pressão p é pois, com diferença de signal, a media arithme-

tica das forças normaes N j , N2 , N 3 . 

Das fórmulas (9) e (10) deduz-se portanto para expressões 

definitivas das forças N, T: 

dx dy 

T1 = e ( d - + T 2 = t (— + 
\dz dy/' \dx dz/' 

' - • ( ç + í ) -

3 0 . As expressões (11) são analogas ás de Navier. N e s t a s 

porém considera-se s constante, u, v, w são as componentes da 
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velocidade effectiva, e suppòe-se que estas velocidades variam 

continuamente de um a outro ponto do liquido. As fórmulas de 

Navier applicam-se, por isso, só a movimentos extremamente 

lentos ou ao movimento em espaços capillares. Nas expres-

sões (11) u, v, iv são as componentes das velocidades medias 
locaes e e é variavel d'um ponto para outro. 

A noção da velocidade media local 'resulta da periodicidade 
que se observa na velocidade das moléculas em cada ponto d'uma 

massa lluida em movimento Esta periodicidade tinha sido notada 

em 1833 por Savart nas suas experiencias sobre o escoamento 

por orifícios, e nas experiencias de Boileau1 feitas em 1845 , 

notava-se que a alavanca do hydrodvnamometro, transmissora dos 

impulsos du corrente, executava um duplo systema de oscillações 

tanto mais rapidas quanto maior era a velocidade do lluido. A 

periodicidade do movimento observa-se também nos cursos de 

agua naturaes e é designada pelos engenheiros americanos com 

o nome de pulso dos rios; ella foi perfeitamente observada nas 

experiencias hydraulicas feitas no Mississipi por uma commissào 

de engenheiros militares e professores dos Estados Unidos. A obser-

vação conduz pois á consideração das velocidades medias locaes 

para o estudo do movimento dos liquidos. E a constancia d'estas 

velocidades em cada ponto e não a da velocidade effectiva, que 

caracterisa a permanencia do movimento, assim como o regimen 
uniforme deve ser definido, como faz Boileau, pela egualdade 

das velocidades medias locaes sobre uma mesma trajectória paral-

lela ás paredes. As fórmulas de Navier foram deduzidas na hypo-

these da continuidade das velocidades effectivas. Esta hypothese 

só se realisa em casos particulares. As fórmulas (11) foram dedu-

zidas suppondo a continuidade das velocidades medias locaes e 

por isso se applicam a todo o movimento em geral. 
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Resta-nos, para completar as expressões (11), determinar os 

differentes valores a dar ao coeficiente £ em cada ponto do 

liquido. Kleitz (Comptes Rendus, t. 74 , p. 430) e Levy (Comptes 
Rendus, t. 68 , p. 588) tentaram resolver o problema. Porém 

um e outro suppõem, na deducção da expressão de t, os movi-

mentos fluidos contínuos e regulares. Ambos partem da hvpo-

these de Navier em virtude da qual as acções entre as molé-

culas, no estado de movimento, dependem das suas velocidades 

relativas, e at tr ibuem a discordância entre as fórmulas de Navier 

e os dados da observação á insuficiente approximação d'estas fór-

mulas. 

É assim que Kleitz entende que a acção dynamica entre duas 

moléculas em vez de ser, como pensava Navier, simplesmente o 

producto d'uma funcção da sua distancia pela sua velocidade 

relativa, deve ser expressa por uma somma de termos afectados 

das potencias 1, 3, 5, 7. . . d'esta velocidade. Levy ju lga suf i -

ciente attender-se só á primeira potencia das velocidades relati-

vas, mas na avaliação d'estas velocidades diz que se deve at ten-

der ás potencias superiores e aos productos das tres projecções 

das pequenas distancias moleculares de que dependem aquellas 

velocidades; potencias e productos que vem afectados, nos desen-

volvimentos que exprimem as velocidades relativas, das derivadas 

de ordem superior das velocidades absolutas u, v, w, em relação 

ás coordenadas x, y, z. 

As fórmulas porém a que chegam Kleitz e Levy, ainda que 

sabiamente deduzidas, têm o defeito de suppòrem os movimen-

tos fluidos contínuos e regulares. Estas fórmulas não poderiam 

portanto applicar-se quando os movimentos são tumultuosos e u, 
v, w designam as velocidades medias locaes, porque as expressões 

que elles tomam para representar as forças em funcção de u, 
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v, VD não formariam então senão uma parte muito diminuta das 

acções resistentes desenvolvidas pelo movimento, pois que a parte 

mais considerável d'estas acções é sem duvida a que é devida 

aos movimentos relativos visíveis constituídos pelos redomoinhos 

que sulcam a massa liquida em todas as direcções. Nem mesmo 

para os movimentos regulares e continuos têm as fórmulas de 

Kleitz e Levy vantagem sobre as de Navier, porque a experiencia 

mostra que as fórmulas de Navier, com s constante, têm a approxi-

mação suficiente para este caso. 

É n u m a direcção diflerente da que seguiram Kleitz e Levy, 

que se devem procurar os valores diversos a attribuir ao coef i -

ciente de attrito c para os differentes pontos do liquido. Com 

effeito, sendo s variavel com a agitação media em cada ponto, 

como vimos no n.° 17, devem examinar-se as causas de que 

depende esta agitação e assim poderemos concluir a lei de varia-

ção do coeficiente e. 

21. A observação das correntes liquidas mostra que a regula-

ridade do escoamento é perturbada por volumes fluidos, de dimen-

sões muito pequenas mas finitas, que se destacam das paredes, 

formando redomoinhos que se propagam no interior do liquido. 

Se observarmos, por exemplo, a superfície livre da agua correndo 

n u m canal, vêem-se pequenas porções do liquido, um instante 

adherentes ás paredes, destacarem-se d'ella, formando redo-

moinhos de eixo vertical que caminham para o interior da massa 

fluida; assim como se observam também, principalmente no meio 

do canal, redomoinhos de eixo horisontal, que, partindo do fundo, 

immergem um instante acima da superfície livre para mergulhar 

em seguida. São pois estes redomoinhos que produzem no seio 

do liquido os movimentos de sentidos alternadamente oppostos, 
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que se sobrepõem á translação geral, constituindo a agitação do 

escoamento. 

Esta agitação dependerá pois de muitas causas. Assim a que 

se produz n'um ponto d'uma parede deve variar: com a veloci-

dade media local 11'este ponto, porque esta velocidade mede o 

impulso médio que origina os redomoinhos e lhes communica a 

sua força viva; com o raio médio, isto é, com a grandeza da 

to 

relação — da secção normal fluida co para o seu contorno 
X 

molhado -/, relação que mede a extensão de secção correspon-

dente á unidade de contorno molhado, porque esta grandeza 

favorece os movimentos oscillatorios perpendiculares á parede, 

que tendem a destacar d'ella os pequenos volumes fluidos que 

vão formar os redomoinhos; finalmente com o grau de polido da 

parede considerada. 

A partir das paredes os redomoinhos propagam-se para o 

interior e é impossível avaliar a agitação total que elles vão pro-

duzir n'um ponto dado, sem conhecer as leis da sua propagação 

e da sua extincção ou translormação em energia interna, bem 

como as da sua reflexão sobre as superfícies limites do fluido. 

É todavia natural admittir que a agitação augmenta a partir das 

paredes quando os redomoinhos, d'ellas emanados ou reflectidos 

por ellas, se propagam sobre superfícies cuja área é cada \ez 

mais pequena, o que succede quando o contorno molhado da 

secção é concavo; que ella diminue no caso contrario, e que fica 

sensivelmente constante quando, sendo a secção normal um 

rectângulo de base indefinida, o contorno molhado é recti-

líneo. É também natural suppôr que a agitação é a mesma n um 

tubo de secção rectangular muito larga ou circular e n u m canal 

descoberto tendo por secção a metade inferior d'aquella. Com 
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dos do fundo e das paredes, no caso do canal descoberto, deve 

produzir uma agitação sensivelmente egual á que causariam no 

tubo, sobre a metade inferior das secções, os redomoinhos vin-

dos da parte superior das paredes. 

Não podendo obter-se uma expressão geral de ê, que abranja 

todos os casos do movimento, vamos considerar os movimentos 

mais simples e que são também os mais importantes. Suppore-

mos que o liquido se move em tubos ou canaes descobertos de 

eixo sensivelmente recto, tendo secções normaes pouco variáveis 

de uma para outra emquanto á forma e à grandeza. Os filetes 

Iluidos são então proximamente normaes ás secções e a agitação 
não é augmentada pela sua divergencia ou pela pequena convexi-

dade que possam apresentar as paredes no sentido longitudinal, 

nem pela sua convergência ou pela pequena concavidade longi-

tudinal das paredes. Poderemos pois admittir que o coefliciente = 

differe pouco, nos diversos pontos d uma secção, do que elle 

seria se todos os filetes fluidos fossem parallelos e que este coef-

ficiente não depende portanto senão do estado do liquido n'essa 

secção. A sua expressão mais simples e mais natural obter-se-ha 

suppondo-o proporcional ás causas que pela sua maior ou menor 

intensidade fazem crescer ou diminuir a agitação do liquido. 

8 ¾ . Procuremos primeiramente esta expressão nos quatro 

casos simples seguintes: o de um tubo tendo por secção um 

rectângulo de base muito grande, que possa suppôr-se indefinida, 

e de altura 2 h ; o de um canal descoberto com egual secção, 

em que a profundidade do liquido é h; d'um tubo circular de 

raio R; e d'um canal descoberto semi-circular, cheio de liquido, 

e também de raio H. Pelo que deixamos dito, e será sensivel-
o 
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mente proporcional á velocidade na parede, que designaremos 

por uq e que tem n'estes quatro casos um valor constante em 

é egual a h nos dois primeiros casos e a nos dois últimos. 

Além d'isso e será, nos dois primeiros casos, sensivelmente con-

stante nos diversos pontos da mesma secção, porque as superfí-

cies, tiradas parallelamente ás paredes no interior d'um tubo ou 

canal de secção rectangular de base indefinida, são todas da 

mesma grandeza e a agitação lluida propagando-se n'ellas não 

se concentra nem se dispersa. Outro tanto não succede nos dois 

casos últimos porque a agitação se propaga a partir das pare-

des sobre cylindros ou semi-cylindros de raios r cada vez meno-

res ; a agitação concentra-se na relação — e é natural suppôr 

que o coeficiente e varia a partir das paredes na mesma rela-

ção. Portanto, chamando p</ o peso constante da unidade de 

volume do liquido e sendo A um coefficiente tanto maior quanto 

maior é o gráu de rugosidade das paredes, teremos 

lodo o contorno moihado da secção, e ao raio médio —, que 

« = f</A/iu0 , (12) 

quando a secção é rectangular muito larga, e 

(13) 

quando a secção é circular ou semi-circular. 
Como e só approximadamente é proporcional a Mo e ao raio 
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medio Ii ou —, não deve considerar-se A absolutamente con-
2 

stante, mas sim lentamente variavel com UQ e h. \ observação 

mostra que este coeficiente depende pouco de i/o e que elle 

R 
diminue quando augmentam Ii ou —. 

% ^ 

Estas expressões de t são de Boussinesq. A sua deducção 

funda-se em hypothese plausíveis e rarionaes e ellas são confir-

madas pelos resultados a que chega Boussinesq quando as apro-

veita no estudo do movimento uniforme ou por filetes parallelos. 

Com effeito d'estas fórmulas resultam para as velocidades, a 

diversas distancias da superfície livre nos dois primeiros casos e 

do centro nos dois últimos, leis representadas por parabolas do 

segundo e do terceiro gráu respectivamente, e este resultado é 

conforme ás experiencias hyilrometricas, convenientemente dis-

cutidas, de Darcy, Bazin, Boileau, etc. 

2 3 . Quando a secção tem uma fórma qualquer, a expressão 

de ; é sem duvida complicada e talvez impossível de obter . 

Porém em secções semelhantes a agitação deve propagar-se 

semelhantemente nos pontos homologos, se as velocidades UQ 
sobre o contorno molhado conservarem entre si as mesmas rela-

ções, e o estudo do movimento uniforme mostra que assim deve 

succeder. Se pois referirmos a dois eixos rectangulares dos y e 

dos s os diversos pontos d'uma secção, sendo estes eixos toma-

dos no plano da secção e egualmente dispostos para todas as 

secções semelhantes, será t proporcional: ao raio medio —; á 
1 

media UQ dos valores que toma a velocidade UQ ao longo do con-

torno molhado y ; a uma funcçâoF, a mesma para todas as secções 
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V ti V -Z 
semelhantes, das relações —, —, que são eguaes nos pontos 

homologos de duas secções; e ao coefficiente A, que augmenta 

com as rugosidades da parede, que varia lentamente com o raio 

médio e é pouco dependente de UQ. Teremos pois 

«4 . Com as fórmulas (14) (13) e (12) e com as (11) esta-

belecem-se facilmente as equações indefinidas do movimento. 

Consideremos um parallelipipedo rectângulo elementar tendo, 

a partir do ponto fixo [x, y, z\ tres arestas parallelas aos eixos 

coordenados e eguaes a dx, dy, dz. Se designarmos por p a den-

sidade do fluido, por X, Y, Z as componentes da gravidade 

segundo os eixos e por U\", V1", w\" o valor médio, na epocha t, 
das tres acceleraçôes, segundo os eixos, da matéria que occupa o 

parallelipipedo, estabelecer-se-hão facilmente, á maneira ordina-

ria, as equações do equilíbrio dynamico: 

(14) 

d N'! 

dx 

Multiplicando estas equações por — e integrando-as entre 
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os !imites í e Í + T, poderão substituir-se os N', T' pelos seus 

valores médios N, T, e u",, v"j, w"\ pelas accelerações medias 

locaes ii', v', w'. Teremos assim as tres equações do equilíbrio 

dynamico médio 

dx dy dz ^ 

d T 3 , (ZN2 , rfT, 

dx dy ^ dz 
• p Y - p ® / , . .(15) 

<7T2 ^ r/T, + d N 3 + z_ , | 

dx dy dz ^ ' L 1 

Substituindo n'estas fórmulas por N, T as suas expressões (11) 

e depois por e as expressões (12), (13) ou (14), e por u', ¢', w' 
os seus valores 

du du du du 
, + u -~- + v — + w—, 

dt dx dy dz 

dv dv dv dv 
v = — T u — r v — r W —r~, 

dt dx dy dz 

dw dvo dw dw 
t o •= - — + u—•- +1>—-- +w —, 

dt dx dy dz 

obter-se-hão as tres equações indefinidas que junctamente com 

a condição (1) de continuidade determinam as quatro variaveis 

desconhecidas p, u, v, 



70 

Nos casos era que se pôde suppôr desprezível a influencia dos 

attritos, isto é, em que se pôde suppôr Nj = Na = N3 = - / ) 

e T j = T 2 = T3 = O, as expressões (15) reduzem-se a 

l + p z - f » ' . 

Estas expressões têm exactamente a fórma das da hydro-

dynamica racional. Vê-se pois que, nos casos em que se pôde 

desprezar a acção das forças de attr i to, as equações da hydro-

dvnamica racional regem os movimentos agitados e discontinuos 

dos fluidos, substituindo n'ellas ás velocidades e pressões e f e c t i -

vas os seus valores médios locaes. 

As consequências que nos tratados de mechanica racional se 

deduzem da fórma d'estas equações subsistem portanto, nas 

mesmas condições, quando os movimentos são discontinuos. Cita-

remos por exemplo o principio de Daniel Bernoulli, em virtude 

do qual, quando a acção da gravidade se pôde suppôr de gran-

V2 p 
deza e direcção constantes, a quantidade —•-H em que 

2 S P 9 
V designa a velocidade total n'um ponto e £ uma ordenada ver-

tical d'este ponto contada de cima para baixo a partir d'um 

plano horisontal fixo, é invariavel ao longo d'um mesmo filete 

fluido quando o movimento é permanente. 

FIM. 
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