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As equagdes geraes do movimento dos liquidos estabelecem-se
com a maior facilidade na hypothese da lluidez perfeita. Outro
tanto nlio succede, porém, quando se attende as forcas produzidas
pela viscosidade, a fim de obter formulas mais de accordo com
os phenomenos naturaes e portanto de mais util applicagio na
pratica, onde estas férmulas sdo reclamadas para a resolugio de
problemas importantes como sio os da canalisacio e distribuiciio
das aguas.

As primeiras tentativas n’este sentido sfio devidas a Navier,
que partindo da hypothese de Newton, segundo a qual as accdes
desenvolvidas entre as moleculas do liquido em movimento sio
proporcionaes & velocidade com a qual ellas se afastam ou appro-
ximam umas das outras, obtem as expressdes:
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com as quaes se estabelecem facilmente as equagdes do movi-
mento. Estas sio tambem as [6rmulas de Cauchy e Poisson.

Prar Pyy ete. sho, segundo a notacdo conhecida de Coriolis,
as seis componentes normaes e tangenciaes das pressdes releri-
das & unidade de superficie, exercidas no interior do fluido atra-
vez de tres pequenas faces, cujas normaes tém a direcclo dos
primeiros indices, indicando os segundos o sentido da decompo-
si¢ho; u, v, w slio as componentes, segundo os lres eixos coor-
denados, da velocidade d'uma molecula do fluido: e ¢ é o cha-
mado «coefliciente do attrito interiors do liquido, a que Navier
attribue um valor constante para cada fluido.

As experiencias de Darcy mostraram porém que os attritos
desenvolvidos entre os filetes liquidos dependem tambem das
seccoes fluidas; e Bazin, que foi o collaborador e o continuador
de Darcy, emittiu pela primeira vez a opiniio de que aquelles
attritos dependem ndio s6 das velocidades relativas dos filetes
contiguos, mas tambem das suas velocidades absolutas. Bazin
nio expde os moltivos da sua assercio, que & primeirﬂ vista
parece paradoxal, pois que ndo influindo estas velocidades sobre
a distancia das moleculas entre si, nem sobre o seu estado phy-
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sico, nio se v& que influencia ellas possam ter sobre as suas
acgdes reciprocas.

N'uma memoria publicada no Journal de Liouville (t. 13)
Boussinesq, sem recorrer # hypothese de Newton, mas suppondo
que as velocidades das moleculas liquidas variam, n'um mesmo
instante, continuamente de um ponto a outro do fluido, chega
as formulas de Navier e compara-as com as experiencias muilo
precisas de Poiseuille sobre o escoamento permanente dos liqui-
dos em tubos circulares de secclio muito pequena. Estas expe-
riencias foram feitas com liquidos que molhavam as paredes dos
tubos e Boussinesq, bem como E. Mathieu (Comptes Rendus,
t. 57, p. 320), entendem que n’este caso se deve suppdr nulla
a velocidade juncto das paredes. Para justificar esta hypothese
diz Boussinesq: «visto que uma differenca extremamente pequena

~de velocidades entre moleculas muito proximas desenvolve uma
for¢a sensivel, uma differenca finita de velocidades, entre as mole-
culas da parede e as do fluido, desenvolveria um attrito incom-
paravelmente mais consideravel e portanto, para que este attrito
faga equilibrio & ac¢ho tangencial exercida pelo [luido sobre a
sua superficie, deve elle corresponder a uma velocidade muito
pequena e analylicamente nulla.» Esta hypothese é tambem con-
firmada por experiencias.

Da comparacio das férmulas de Navier com as experiencias
de Poiseuille, conclue Boussinesq que estas férmulas sio applica-
veis a0 movimento em espacos capillares, suppondo porém nulla
a velocidade juncto das paredes. N'este caso os movimentos
moleculares sio com effeito continuos e regulares.

O mesmo ndo succede, porém, quando os liquides se movem
em tubos tendo secgdes comparaveis 4s dos tubos de conducglo
das aguas ou em canaes descobertos. N'este caso as velocidades




ndo variam gradualmente, em cada instante, d’'um ponto do fluido
para os pontos visinhos, porque, se assim [0sse, os coefficientes
de attrito seriam muito pequenos e os filetes lluidos muito pro-
ximos deveriam adquirir differencas de velocidade enormes.
Considerando, por exemplo, um canal descoberto, cheio de
agua, cuja secgho normal é um semi-circulo com 1™ de raio e
com a inclinagdo apenas egual a 0,0001, Boussinesq acha para
velocidade permanente do filete central 187™ por segundo, sup-
pondo mesmo nulla a velocidade juncto das paredes. Seriam pois
precisas variagdes muilo rapidas de velocidade n'um sentido trans-
versal aos filetes contiguos para que o attrito fizesse equilibrio
& componente do peso parallela ao eixo do canal, se as veloci-
dades variassem continuamente de um ponlo para os pontos visi-
nhos, como as férmulas suppdem.

Esta continuidade de movimentos niio tem logar, com effeito,
quando as seccdes sdo sufficientemente grandes, para tornarem
inevitavel a producgio de movimentos oscillatorios que juncta-
mente com o escorregamento dos filetes uns sobre os outros
produzem uma grande quantidade de rupturas no seio da massa
liquida. Das paredes, onde ha choques continuos, quer em vir-
tude das suas rugosidades, quer d'aquellas oscillagdes, desta-
cam-se por¢des de liquido que, sob a accio da parede e da
translacio geral, adquirem um movimento rotatorio formando
redomoinhos, que, girando no seio do liquido, perturbam a regu-
laridade do seu movimento. E claro que estes movimentos tumul-
tuosos devem desenvolver resistencias muito mais consideraveis
do que os attritos devidos a movimentos continuos, tornando
menores as velocidades de translaciio.

A agitaco, assim produzida nos liquidos em movimento, deve
diminuir com a sec¢lio do tubo e as resistencias que ella produz
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devem tender para zero quando a secdo decrescer indefinida-
mente, porque os affastamentos das moleculas para féra das suas
trajectorias medias niio podem deixar de ser cada vez mais restri-
ctos. E assim que eslas resistencias desapparecem nos tubos
capillares, deixando a descoberto as forgas regulares de attrito.
Entao o coefficiente de attrito interior é constante. Nos tubos de
maiores dimensdes e nos canaes descobertos este coefliciente
depende, em cada ponto, da intensidade da agitagio do liquido
e das perdas de forga viva, que ella produz, e portanto das cau-
sas que fazem variar aquella intensidade, isto é: das dimensdes
das seccdes transversaes, que permittem aos redomoinhos um
maior ou menor desenvolvimento; das velocidades contra as pare-
des, onde elles se formam; da [orma do contorno das seccdes;
e das distancias do ponlo, que se considera, a este contorno, a
partir do qual os redomoinhos vlo, ora convergir, ora divergir,
propagando-se no interior do fluido. Assim explica-se bem o
resultado das expericncius de Darcy e a affirmacio de Bazin, a
que ji nos relerimos.

Vé-se pois que os liquidos se movem de duas maneiras diffe-
rentes, segundo se escoam em tubos de calibre muito pequeno
ou em espagos de seccoes comparaveis s dos tubos de canalisa-
¢dio. No primeiro caso as velocidades variam gradualmente, em
cada instante, d'um ponto do fluido para os pontos visinhos e o
movimento é representado com sufficiente approximaciio pelas
formulas de Navier, suppondo nulla a velocidade juncto das pare-
des; no segundo caso o movimento ¢ caracterisado por mudangas
frequentes e rapidas. A observagio mostra, porém, que estas
variagdes de velocidade estdo sujeitas a uma especie de periodi-
cidade irregular, em virtude da qual, se se toma a media dos
valores que, n'um espago de tempo suflicientemente curto, toma
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a velocidade n'um ponto fixo, esta media, a que pode chamar-se
velocidade media local, ¢ uma funecdo continua das coordenadas
do ponto.

E em virtude das velocidades medias locaes, que sdo medidas
pelos fluctuadores e outros instrumentos hydrometricos, que se
opera a translagiao dos elementos (luidos, abstrahindo das suas
rotagdes e oscillaghes.

Devem pois escolher-se, segundo Boussinesq, para estabele-
cer as equagdes do movimento, ndo as relagdes que exprimem,
n'um momento dado, o equilibrio dynamico dos diversos volumes
elementares do fluido, mas sim as medias d'estas relacdes
durante um tempo sufficientemente curto, ou o que se pode cha-
mar as equagdes do equilibrio dynamico medio das particulas
fluidas, que passam successivamente n'um mesmo ponto.

Seguindo este caminho, Boussinesq procura exprimir os valo-
res medios das pressdes, exercidas no interior do liquido, atravez
d’'um elemento plano, em funcgio das velocidades medias locaes
e chega &s expressdes de Navier, que atraz expdmos, conside-
rando porém variavel o coefficiente de attrito interior e.

E das pressdes desenvolvidas no interior dos liquidos em movi-
mento que nos occupamos na nossa dissertacdo, que dividimos
em duas partes. Na primeira fazemos o estudo estatico das pres-
soes, vendo como a pressio exercida n'um ponto, atravez d'um
elemento plano, varia com a orientacio do elemento e expimos
algumas propriedades muilo interessantes d’estas pressoes, desco-
bertas por Kleitz e que elle aproveita para a escolha d’um
systema de coordenadas curvilineas que permitte integrar com
muita approximacdo as equacdes do movimento dos liquidos n'um
certo numero de casos. Na segunda parte estudamos as relacoes
entre as pressdes e as velocidades, socorrendo-nos dos trabalhos
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de Boussinesq, que tanto elucidaram o problema do movimento
dos liquidos, cette désespérante énigme contre laquelle des esprits
distingués se sont heurtés en vain, no dizer de Saint-Venant.
(Comptes Rendus, t. T4, p. T74).







1. Consideremos, no interior d'um liquido em movimento, uma
por¢do de fluido limitada por uma superficie. Sobre cada mole-
cula do liquido exercem-se as accdes das moleculas, situadas em
torno d’ella dentro da esphera de actividade molecular, Chama-
remos resultante molecular & resultante d'aquellas acgdes e, desi-
gnando por p a massa da molecula sobre que ella actia, repre-
senlaremos por

kg pn, nl,

as suas componentes segundo tres eixos coordenados.

Projectemos as resultantes moleculares, que sollicitam as mole-
culas contidas no interior da superficie, sobre uma linha fixa, o
eixo dos @ por exemplo. A somma das projeccdes ters por
expressio

p 718

Designemos por f, as ac¢des desenvolvidas entre as moleculas
2




exteriores e as interiores & superficie e por f; as acgdes que as
moleculas interiores exercem umas sobre as outras. Teremos

SpE=3ficos (fiz)+ 2, cos (fo2),

sendo cos (fiz) e cos (f, x) os cosenos dos angulos formados pelas
forcas f; e f, com o eixo dos #. Ora a somma 2 ficos(fix) &
nulla, porque se compde de termos [f;cos (fiz)— ficos(fiz)]
que se annullam dois a dois. Temos pois

Zuk =3, cos (f, x).

Esta equaclio exprime que a somma das componentes das for-
gas moleculares segundo uma direcglio qualquer, para uma por-
¢ho limitada de liquido, & egual 4 somma das componentes,
segundo a mesma direcglo, das accdes exercidas sobre ella pelas
moleculas exteriores & superficie limite.

Considerando, por exemplo, uma porgio de liquido contida
n'uma parede solida, vé-se que a somma das componentes,

segundo uma dada direc¢lo, das forcas, que sollicitam as mole-

culas liquidas, é egual 4 somma das componentes das acgdes
exercidas pela parede sobre o liquido.

2. O theorema, que acabamos de demonstrar, é importante,
porque tem como resultado considerarem-se as forcas molecula-
res exercendo-se sobre superficies, e relerirem-se estas forgas 4
unidade superficial e nlio & unidade de massa. Consideremos a
superficie limite de uma por¢do de liquido dividida em elemen-
tos extremamente pequenos v, w', w’,. . . ., e chamemos R, R’,
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R”,.... &s resultantes de todas as ac¢oes que se exercem entre
as moleculas interiores e as exteriores 4 superficie, atravez dos
elementos w, o', w’,. ..., e sejam m, m', m",. . .. os pontos em
que as resultantes R, R, R”,. ... encontram a superficie. Cha-
maremos pressoes, releridas & unidade de superficie, nos pontos

m, m', m",. ..., &s relacdes

’ Ty Tgres s e

Decompondo-as parallelamente aos , y, 3, e designando as
componentes por pz, Py, Pe» teremos para uma porclio de liquido
de dimensies finitas: s

E:"‘E=zm,"‘rv ):y-nm'ﬁmpy. EE&\‘:EMP?

Os signaes X dos primeiros membros extendem-se a todas as
moleculas contidas na por¢lio de liquido limitada pela superficie
e 0s dos segundos membros a toda a extensdo da superficie.

8. Consideremos agora um elemento de volume sobre cujas
faces infinitamente pequenas, que designaremos por o, v, o, . ...,
se exercem as pressoes p, p/, p’,. ..., referidas & unidade de
superficie. A pressio p sobre a face w, ab, (fig. 1) é a resul-
tante de todas as acgdes que se exercem entre as moleculas do
liquido, atravez d'ella. A esquerda de ab temos a considerar duas
especies de moleculas: as que sdo contidas no polyedro elemen-
tar e as que lhe sdo exteriores, como m'. Consideremos a acglo
que sobre esta molecula exerce a molecula m, tomada 4 direita

o
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de w. A direcgdo mm', além da face w, atravessard uma outra
face o', fe. Na pressio pw entra a acgdo de m sobre m’ e na
pressio p'e’ a acclo egual e contraria de m' sobre m. Proje-
ctando pois todas as pressdes sobre o eixo dos z, por exemplo,
as acgdes provenientes das moleculas exleriores sobre outras
tambem exteriores annullar-se-hiio duas a duas e ficardo apenas
as projecgdes das acgdes das moleculas exteriores sobre as inte-
riores. Ora a somma d'estas ac¢des é egual 4 somma das proje-
cgoes das resultantes moleculares que se exercem no interior do
polyedro elementar. Temos pois

ZpE=xpwcos(p, x)
ou

2p=2wp,

relagho que ja tinhamos demonstrado para o caso d’um volume
finito e que, como vyemos, subsiste para um volume infinitamente
pequeno. N'esta equaciio devemos notar que a pressdo p, appli-
cada ao elemento «, nio comprehende s6 as acgies que as mole-
culas exteriores ao elemento de volume exercem sobre as mole-
culas interiores alravez de w, mas sim lodas as acgdes molecula-
res que se exercem atravez d'este elemento plano.

4. As pressdes que se exercem sobre um elemento plano,
no interior d'um liquido em movimento, sio em geral obliquas a
esse elemento.

Nés decomporemos as pressdes segundo duas direcgdes: paral-
lelamente ao elemento plano, e na direcgdo da normal ao ele-
mento. Teremos assim duas componentes: a componente normal
e a componente tangencial. Sio estas componentes tangenciaes




que constituem o chamado attrito interior ou communicacdo
lateral do movimento nos fluidos.

As pressdes variam em intensidade e direcclio com a orienta-
¢io do elemento plano sobre que actuam e a lei d'esta variago
deduz-se da consideracdo do tetraedro de Cauchy.

Tomemos um ponto o (fig. 2) no interior do liquido e consi-
deremos um elemento plano qualquer passando n’este ponto. A
orientacho do plano ¢ determinada completamente pelos cosenos
l, m, n dos angulos que a sua normal, tirada do lado onde se
considera actuando a pressio, faz com a parte positiva dos eixos
coordenados. E claro que as componentes da pressdo pg, py. ps,
mudam apenas de signal, quando os cosenos I, m, n, se tornam
em — [, —m, —n, isto é, quando a pressio se exerce no outro
lado do plano, visto que a nova pressio resulta de accoes ele-
mentares eguaes e conlrarias s que constiluiam a primeira.
Vamos vér como varia em geral a pressio com a orientaclo dos
planos, isto é, vamos (ratar de exprimir p;, py, p:, em fluncglo
dos cosenos I, m, n.

Imaginemos uma recta, passando pelo ponto o e fazendo, com
os eixos, angulos cujos cosenos sio I, m, n, e um plano perpen-
dicular a esta recta n'um ponto cuja distancia « a o é muito
pequena. Tiremos além d'isso por o tres planos parallelos aos
planos coordenados. Teremos assim um tetraedro oabe, cuja
base abe ¢ parallela ao elemento plano que se considera em o
e no qual ha tres arestas oa, ob, oc respectivamente parallelas
aos eixos dos 2, dos y e dos z. Os comprimentos d’estas arestas

o k-3

[ 3
slo T o ° 0 e das faces obec, oac, oab sdo eguaes
m n

a wl, wm, wn, por serem estas faces as projeccdes, sobre os tres
planos coordenados, da lace abe, cuja area designamos por w.
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A pressiio exercida sobre a face abe differe, n'um momento
dado, muito pouco da pressho sobre o elemento plano parallelo
que consideramos no ponto o e estas duas pressdes tendem a ser
eguaes quando diminuem as dimensoes do tetraedro. As compo-
nentes, segundo os eixos, da ac¢lio exercida sobre o tetraedro
atravez da face w differem pois infinitamente pouco de wp;,
WPy, wp;.

Chamemos: X;, Yy, Z;, 4s componentes da pressio, referida
4 unidade de superficie, que se exerce no lado interior da face
obe, isto &, aos valores particulares de pg, py, p:, para um ele-
mento plano, cuja normal tem a direcgdo dos x positives; Xg,
Ya, Za, &s componentes da pressdo exercida interiormente sobre
a face oac, isto é, aos valores de p;, py p., para l=0, m=1,
n=o0; e X3, Y3, Z3 &s componentes analogas da pressio sobre
a face oab, normal aos s.

As componentes das pressdes, exercidas exteriormente sobre
o tetraedro, sdo pois:

—Xylo, —Yyle, —Z;lw, sobre a face obe
—Xymw, —Yamw, — Zgma, sobre oac
—Xgnw, —Ygnoe, —Zzne, sobre oab
@z, WPy, wp: sobre abe.
Estas pressdes tém por pontos de applicaclio os centros de
gravidade das faces respectivas, pois que as ac¢des que se exer-

cem na extensio d’'uma face differem infinitamente pouco umas
das outras e podem considerar-se sensivelmente parallelas. Tire-
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mos pelo centro de gravidade g da face abe tres eixos gzy, gy
g31, pnralluln)s aos eixos dos x, dos y e dos 3, e no mesmo sentido.

" das faces

Attendendo a que os centros de gravidade g¢', ¢, ¢
obe, oac, oab sdu as projecgdes sobre ellas do centro de gravi-
dade da face abe, teremos para coordenadas dos centros de
gravidade das quatro faces em relacdo aos eixos dos =y, y1,

i
z‘:'_?%'ﬂ'ﬁ para o centro de gravidade ¢' da face obe;
[l.-—? -a—,ﬂ para o centro de gravidade da face oac;
m

1
0,0,— T 2 para a face oab; 0,0,0 para a face abe.
n

0 tetraedro deve estar em equilibrio sob a acgdo das pressies
que se exercem sobre as suas faces, das forgas extleriores que
sollicitam a sua massa e das forgas de inercia; sdo pois nullas
as sommas das componentes e as dos momentos d’estas [orcas
em relaglio aos tres eixos gzy, gyi, g5. As forcas exteriores e
as forcas de inercia sio da ordem das massas e siio portanto
infinitamente pequenos de terceira ordem; as pressdes, propor-
cionaes As areas das faces, sdo de segunda ordem. Introduzindo
pois todas estas forgas nas equagdes de equilibrio, as forgas exte-
riores e as forgas de inercia desapparecem comparativamente s
pressdes, Teremos portanto de considerar apenas estas ultimas
forcas que, como vemos, devem ter entre si as mesmas relacdes
de grandeza e direcgiio que teriam se, ellas s6, tivessem em
equilibrio o tetraedro.

As projecgdes das pressdes sobre o eixo gz;, por exemplo,
slio, como Ja vimos:

—Xilw, —Xgmo, —Xgnw, op,
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e 08 momentos em relagio ao mesmo eixo sio:

| 1
0,— Zamw = 5 %, Yanw > T %-. 0.

Temos pois relativamente ao eixo gzy:
—Xilo—Xgmoe —Xgnw+ep, =0

—Dwa+t+ Yawa=0
ou

Pr=1X1+mXs+nX; Zs=1Yj,

e do mesmo modo se acha para os outros dois eixos gy;, g3
py=1Y1+mYg+nYy, Xg=17,,
p:=1L+mZy+nZy, Y;=Xa.

Zy ¢ (fig. 3) a componente parallela ao eixo dos = da pressao
que se exerce sobre a face perpendicular ao eixo dos y, e Yy a
componente parallela aos y da pressio sobre a face perpendi-
cular ao eixo dos z. A relacio Zs =Yy, bem como as egualdades
X3=12;, Yy=X;3 mostram que as componentes langenciaes das
pressdes sobre dois elementos planos, perpendiculares entre si,
tém projecgdes eguaes no sentido perpendicular 4 sua interseccao
commum.

As forgas tangenciaes reduzem-se pois a tres, que designare-
mos por Ty, Ty, Ty, reservando o indice 1 para as forcas per-
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pendiculares ao eixo dos z, o indice 2 para as forgas perpendi-
culares ao eixo dos y e o indice 3 para as que sdo perpendicula-
res aos 5. As componentes Xy, Ya, Z3, sdo normaes as faces que
sollicitam. Designaremos por Ny, N3, Ny, estas tres forgas respe-
ctivamente parallelas aos eixos dos x, dos y e dos 5. Teremos
assim

pe=IN;+mT3+nTs
U} Py =|'.'T_'; -’r'mNi or IIT|

| pe=1Ta+mTy +nN3

Estas relagdes exprimem a chamada lei da reciprocidade que
consiste em que, se considerarmos dois elementos planos passando
n'um mesmo ponto e projectarmos a pressio, referida & unidade
de superficie, exercida em cada um d’elles, sobre a normal ao
outro, as duas projec¢des sio eguaes. Assim a primeira equagio
mosira que a projec¢do py, sobre os x positivos, da pressdo exer-
cida sobre o elemento plano normal & direccio (I, m, n) é egual
& projecclo INy +mTy+nTa, ou [Xy +mY+nZ;, sobre esta
direccdo (I, m,n) da pressio (X4, Yy, Z;) exercida sobre o ele-
mento plano normal aos @ posilivos. As tres relagdes Zy=1Yjy,
Xg=1Z2;, Yy =Xy, slio casos particulares d'esta lei,

As expressdes (1) dio as pressdes exercidas sobre todos os
elementos planos que passam n’um ponto, em func¢io das com-

ponentes, em numero de seis distinctas, das que se exercem

sobre os tres elementos planos perpendiculares aos eixos coorde-
nados.
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5. O theorema da reciprocidade ¢ o mesmo que se demons-
tra para os solidos na theoria da elasticidade d'estes corpos e,
do mesmo modo que ahi se faz, deduz-se d’elle o theorema do
ellipsoide das pressdes, em virtude do qual, as pressdes exerci-
das em volta d'um ponto podem ser representadas pelos semi-
diametros d'um ellipsoide, o ellipsoide das pressies, e a orienta-
¢lio dos elementos planos correspondentes ¢ dada pelos planos
tangentes a outro ellipsoide, o ellipsoide director, nos pontos em
que elle é encontrado por aquelles semi-diametros.

A equagio do ellipsoide das pressdes ¢

A' B? C*

e a do ellipsoide director é

A i 180
A+B+ =K

sendo K um numero arbitrario.

N'um ponto qualquer do liquido ha portanto tres planos ortho-
gonaes, aos quaes as pressdes sio normaes. Estas pressdes, que
correspondem aos tres eixos principaes do ellipsoide, sdo as
pressdes principaes. Os semi-eixos A, B, C do primeiro ellipsoide
representam estas pressdes. Nos supporemos A > B > C.

As pressdes sobre um elemento qualquer podem exprimir-se
em funcglio das pressdes principaes. Supponhamos que as tres
arestas orthogonaes do tetraedro, que atraz consideramos, sio
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dirigidas segundo os eixos do ellipsoide das pressdes. Teremos
entio Ny=A, Ng=B, N3=C, Ty=Ty=Ty=0 e as expres-
sdes (1) dardo:

p==IA, py=mB, p. =nC.

A pressho, que se exerce sobre o elemento plano, tem pois o
valor que da a expressio

Obtem-se a componente normal d’esta pressdo projectando as
forgas ps, py. Ps» sobre a mormal (I, m, n). Esta componente,
que designaremos por N, ¢é pois egual a

N=BA+mB+n2C......0ounnnnn 2)

A componente tangencial, que designaremos por T, & dada
por

T2 — P — N® — [PA% -+ m®B? + n?C? —

—(BA+m*B+ntC)L
Desenvolvendo e attendendo & relagho B+ m®+n?=1, vem
T —m?(A—B)2+ Pn? (A—C)2+m2n? (B—C)..(3)

Esta uxpress?m ¢ notavel, porque moslra, vislo serem nos
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liquidos A, B e C do mesmo signal, que a componente tangen-
cial da pressao sobre um plano qualquer depende, niio dos valores
totaes das pressdes principaes, mas sim das suas differencas, nao
variando portanto quando estas pressdes augmentam ou diminuem
da mesma quantidade.

6. Obtida a expressdo (3) da componente tangencial da pres-
sho, procuremos a orientagdo do elemento plano a que corres-
ponde o valor maximo d’aquella componente.

Temos para isso de differenciar e egualar a zero a gxpressiio

(3), o que da:
m2(A—B)2+n2(A—C)®] Idl+ [I*(A— B)*+n? (B —C)2| mdm +
\ )l L / (

+ [ (A—C+m®(B—C)* ndn=0........(4)

As variaveis I, m, n nldo sbo independentes, porque tém de
satisfazer & equacdo 12+ m?+n2=1, que da entre as differen-
ciaes dl, dm, dn a relagio

ldl+mdm+ndn=0............ . +(5)

Os maximos e minimos de T obtém-se eliminando uma das
variaveis entre estas equacdes e egualando a zero os coefficien~
tes das differenciaes das outras duas, que se consideram inde-
pendentes.,

Fazendo em (4) ldl=— (mdm+ ndn) ¢ P=1—m®—n?, e

egualando separadamente a zero os coefficientes de dm e dn,
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vem, substituindo (B—C2—(A—C)*—(A—B)®* por —2x
< (A—C) (A —B):

(1 —2m®) (A—B)—2n*(A—C)|m=0
....... (6)
[(1—2nY)(A—C)—2m2(A—B)| n=0 i
Se, em vez de [, eliminarmos m, vem
[(1 —21%) (A—B)+ 202 (B—C)] I=0{ G
[(1—2n%) (B—C)+22A—B)Jn=0)
e a eliminagio de n da
[(1—21)(A—C)—2m2(B—C)] I =0
....... (8)
[(1 —2m?) (B —C)—21* (A—C)]m=ﬂt

O systema (7) deduz-se de (6), mudando m, A e B em I, B
e A, e as equagdes (8) obtém-se de (7) mudando n, B e C em
m, C e B. Assim devia ser, com effeito, como mostra a inspe-
cgdo das equagdes (4) e (5).

Os valores de m e n, que resolvem o systema (6), pondo por
ora de parte os valores nullos, slo os que satisfazem s equagdes

(1—2m*) (A—B)—2n2(A—-C)=0

(1—2n% (A —C)—2m? (A —B) =0.




Subtrahindo estas duas expressdes uma da outra, vem

B=C

e portanto

1 —2m2—2n2=0 ou P=—,

iy L (A—C)?
A substituicio d’estes valores em (3) da T’=T.

A componente tangencial da pressio tem pois o valor maximo
para todos os planos, cujas normaes formam em volta do eixo A
um céme com uma abertura de 90° quando o ellipsoide das
pressdes ¢ de revolugiio em volta d’aquelle eixo.

Analogamente as equagdes (7) dio A=C, e como nés sup-
pomos A>B>C, o ellipsoide das pressdes deve ser uma esphera.
N'este caso a componente langum'ial da pressio é constante-
mente nulla.

O systema (8) da: A=B, 1 —22—2m?*=0 ou n‘:-—-—;—,

2
e TV= (AE;C) . O ellipsoide das pressdes ¢ pois de revolugdo
em volta do eixo C.

Conclue-se do que temos dito, que o maximo de T? cor-
responde a systemas de valores de I/, m, n, ndo sendo nenhum
d’elles nullo, unicamente no caso particular de ser de revolugio
o ellipsoide das pressdes. Em geral deve pois ser nullo um
d’aquelles valores pelo menos.

Se sido nullos dois dos cosenos I, m, n, o terceiro é egual &
unidade e o elemento plano seria perpendicular a um dos eixos
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principaes. A componente tangencial é nulla sobre estes planos

e esta hypothese corresponderia portanto a um minimo de T.
Os valores maximos de T correspondem pois a systemas de

valores de I, m, n, dos quaes s6 um ¢ egual a zero.
Supponhamos I =0. As expressoes (4) e (5) dao:

nt—mt=10
e como temos tambem
mi+nt=1
é
mt—n= =
y
e
B—C)*
T = ( }
4

em virtude de (3).
Do mesmo modo, suppondo m =0, vem

i (A—-C)?
B=n 3 T ;
e suppondo n=0
1 fA-—B)"
2= i—_ AT !:.-.
B=m X T g




¥ A-C? |
D'estes tres valores de T? o maior é (_-t—)" visto ser

A>B>C.
A componente tangencial tem pois em geral um unico maximo,

. A-C }
cujo valor absoluto é g © que se exerce sobre dois planos

cujas normaes sio determinadas pelos cosenos

Estes dois planos passam pelo eixo B e cortam o plano dos
outros dois eixos segundo duas rectas que formam com elles
angulos de 45°. A componente normal da pressio sobre estes
planos é, em virtude de (2),

gk
N=-(A+0)

e a pressio total tem por valor

p_»/m—ﬂﬁ+jA+CF“ /AT + C2
f 4 N B B

9. Vejamos agora quaes as posicdes que toma em volta de

um ponto um elemento plano para que a componente normal
da pressdo, que se exerce atravez d'elle, conserve um valor
constante.
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As equagdes do ellipsoide das pressdes e
clor sio:

x? y! 72
nimta=t-
.mf& yr! zi! 2
A +'B b5 e =K

do ellipsoide dire-

e os cosenos dos angulos que a normal a este ultimo ellipsoide

n'um ponto &, ¥, =’ faz com os eixos sdo:

z

A

e

RN iy e
\/M l'ﬁ+ Ct

y

B
m:-—. - _I T,
Tl SN .
At B  (?

C
n= S e P S
\/_Er‘ y'! z'l
atpta

A componenle normal da pressio sobre
3

um elemento paral-
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lelo ao plano tangente ao ellipsoide no ponto z', y', ' & pois,
em virtude de (2),

/2 2 =2
AT REBHGC
N=PFA+mB+ntCm———y
el
At Rt

e esta equaglio pode escrever-se assim:

/N—A N—B\ , . /N—C
.Ei \_ _Az-)—'—y’, (-- BE-_).}-ZF(T) "—'ﬂ- e -(IEJ

Os valores de &/, y', 2/, que satisfazem a esta equagdo e a (10},

dio a orientagho dos elementos planos para os quaes a compo-
nente normal da pressio é egual a N.

A equacio (12) é a equacio d'um cone, cujo vertice estd no
centro dos ellipsoides, e o systema das equacdes (12) e (10)

representa a curva de intersecgdo d'este céne com o ellipsoide

director. Os planos tangenles a este ellipsoide, nos pontos d’esta

curva, sio parallelos aos elementos planos para os quaes a com-
ponente normal tem o valor constante N, e as generatrizes do
cone representam em direccio as pressdes lotaes. O céne (12)

é pois o logar geomelrico das direc¢des das pressdes, cuja com-

ponente normal é egual a N.
Se N & egual a A, a equacho (12) dd y'=0 ez’ =0;se é N
egual a C, devem ser ' =0 e y' = 0. Effectivamente a compo-

nente normal s pode ter estes valores para planos perpendicula-




res aos eixos A e C. Ha porem uma infinidade de pontos para
0s quaes é N=B. A equagio (12} da n'este caso:

ou

Esta equacio representa dois planos que se cértam no eixo B,
interceptando o plano principal AC segundo duas rectas syme-
tricamente inclinadas relativamente aos eixos. Cada um d'estes
planos corta o ellipsoide director segundo uma ellipse, cujo cen-
tro ¢ o centro do ellipsoide. Os planos tangentes ao longo de
cada uma d’estas inlersecgdes tém por envolvente um cylindro e
os elementos planos para os quaes a componente normal é egual
a B sio todos os que passam por qualquer dos eixos dos cylindros.

Sejam (fig. 4) DD’ e Dy D’y as intersecgdes dos planos (13)
com o plano principal AC. Os diametros DD’ e Dy D'y repre-
sentam as projeccdes, sobre este plano, das ellipses de contacto
dos cylindros tangentes ao ellipsoide director. As generatrizes
d’estes cylindros sfo parallelas 4s tangentes DT e Dy Ty e os
seus eixos slo as rectas GG' e GyG'y, parallelas tambem a DT
e ]}1T1.

Vamos determinar os angulos que os eixos dos cylindros for-
mam com as direccdes das pressdes principaes A e C.

A recta ON, tirada por O perpendicularmente a DT, é nor-

mal ao plano tangente em D. [ & o coseno do angulo que ON
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faz com o eixo OA ou o seno do angulo da tangente DT com o
mesmo eixo; n & o coseno correspondente; o coseno m é egual
a zero. A tangente do angulo DTA ¢ pois, em virtude de (11),

z
[
Y 3
C
ou, em virtude de (13),
B2 B-C
n? A—F

Designando por l; e ny os cosenos dos angulos que a lan-
gente DT faz com os eixos A e C, teremos

o

Uil e e ;ie_._f"_—._g, A e

:I'l:|i i'! "B— Ji— A

o
n—

Estes valores de l42 e ny? determinam a posicio dos eixos
dos cylindros. Designaremos estes eixos pelo nome de eizos de
equal pressio normal.

Os cylindros de egual pressio normal sdo de seccdo recta cir-
cular. Consideremos com effeito o eylindro tangente ao ellipsoide
director, ao longo da ellipse que se projecta no plano principal AC
segundo a recta DD,

A seccio recta d'este cylindro é determinada pelo plano que




passa por ON e ¢ perpendicular ao plano da figura. Procuremos
o valor da projeccio ON do diametro OD sobre este plano. As
coordenadas x' e z' do ponto de contacto D satisfazem, em

virtude da equacio do ellipsoide director, & equagio

A I
P

Esta ¢ a equacio d’'uma ellipse e como A e C tem o mesmo
signal, K deve ter tambem o signal de A e C.
Em virtude da equagiio (13) do diametro OD, temos tambem

%i_i’(ﬂ—ﬂ
C: Al i;_c)‘

Estas duas equagdes dao:

AghiB=0 , C(A-8)

" BRASG" T B@A=C)

...(1%)

Temos portanto

OT =OE + ET = /+ % cotang DTE = &/ + # : &
1

VE[AVB—C VA—B — JA—C
AL e e R =
VBl YA—Cs V(A—C)(B—C) B—C

ON = OT sen OTN = OT xn =V KB.




38

A projeccio ON do diametro OD sobre a secciio recta do

eylindro & pois egual ao semi-eixo VKB do ellipsoide director,
segundo o qual se interceptam as duas secgdes ON e OD do
cylindro. O cylindro de egual pressio normal é portanto de secgiio
recla circular,

8. Consideremos agora o ellipsoide das pressdes e designe-
mos por &' e 3" as coordenadas do ponto D" onde o plano OD
encontra a ellipse principal AC d'este segundo ellipsoide (fig. 5).
E n'este plano que sdo dirigidas as pressdes, cujas componentes
normaes sio eguaes a B. Em virtude da equaglio d’este ellipsoide,

teremos
'3 a
xT T o
-Hi-_{_W:I ...............{:1:))

Designando por D' e D" os semi-diamelros cujas extremi-
dades tem as coordenadas (&, 2') e ;.r”. z”}, e por N e N as
suas projecgdes sobre o plano ON, teremos, pela simples consi-

deracio de triangulos semelhantes,

ou

T
i ' T N !
L === e z ——i:.

Substituindo estes valores na expressio (15) e attendendo a
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que, em virtude dos valores (14) de a’ e 7, ¢

| B
wl
e
Q%
I
=| =

e & relagdo N'= V' K B, temos
N2 =B%? ou N"=B.

E pois um circulo a projecglo, sobre um plano perpendicular
ao eixo de egual pressdo normal, da ellipse cujos semi-diame-
tros representam as pressdes de componente normal egual a B.

Construindo pois dois cylindros de arestas parallelas a um ou
a outro dos eixos de egual pressio normal, dos quaes um ¢ tan-
gente ao ellipsoide director, passando o outro pelos pontos do
ellipsoide das pressdes, determinados pelos diametros que repre-
sentam as pressdes de componente normal egual a B, estes dois
cylindros sdo de secgdo recta circular. O segundo ndo ¢ em geral
tangente ao ellipsoide das presses.

®. Da proposigio que acabamos de demonstrar deduz-se uma
propriedade notavel dos eixos de egual pressio normal, relativa-
mente s componentes tangenciaes das pressdes, que se exercem
sobre os elementos que passam por estes eixos.

Tomemos para plano da figura o plano que se projecta em ON
na fig. &, isto é, o plano das secedes rectas dos dois cylindros
que atraz definimos. Estes cylindros projectam-se entdo segundo
duas circumferencias (fig. 6). Consideremos um elemento qual-

quer OM passando pelo eixo de egual pressio normal.
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A direcgdo da pressio, que actia atravéz d'este plano, encon-
tra o ellipsoide director n'um ponto onde o seu plano tangente &
parallelo ao elemento OM, e esse plano é tambem tangente ao
cylindro de egual pressio normal.

A direccio da pressdo projecta-se pois sobre a seccho normal
segundo a perpendicular OL’ ao elemento OM, e a sua projeccdo
sobre o proprio elemento OM tem portanto a direccio do eixo O.

Por conseguinte, sobre todos os planos que passam pelos eixos
de egual pressio normal, as componentes tangenciaes da pressao
tém a direccio d'estes eixos.

8. A maior das componentes tangenciaes, que se exercem
segundo um eixo de egual pressio normal, differe, em geral, da
componente tangencial maxima para todas as orientagdes pos-
siveis de um elemento plano passando n'um mesmo ponto d'um
liquido. Podem porém coincidir estas duas forgas em casos espe-
ciaes. Vejamos em que circumstancias isso tem logar.

0O maximo valor da componente tangencial é, como vimos no
n 6, T= = (A—C) e esta forca actia sobre um plano pas-

sando pelo eixo B e inclinado de 45° em relagdo aos eixos A
e C. Para que ella tenha a direcgdo do eixo de egual pressio
normal devem ser

I_\/A—B_\/I_ ’_\/Bvc \/T
PRI RNV RN TR

0 que da
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Vé-se pois que quando a pressdo principal B é a semi-somma
das outras duas, os eixos de egual pressio normal fazem um
angulo de 45° com os eixos A e C e a maxima componente tan-
gencial exerce-se sobre dois planos passando por estes eixos per-
pendicularmente ao plano principal AC. :

18. Resumindo o que temos dito nos numeros anteriores,
vemos: que pode dar-se do quadrado da componente tangencial
sobre um plano qualquer uma expressio em que ndo entram
sendio as tres differencas duas a duas das pressdes principaes;
que o plano, sobre o qual a componente tangencial ¢ maxima,
é bissector do angulo dos planos em que se exercem a maior A

e a menor C das pressdes principaes A, B, C e que esta compo-

.3 -G
nente tem por valor a sua semi-differenca ; que ha duas

rectas no plano prinri[ml AC, a que chamamos eixos de equal pressio
normal, taes que, para todos os planos que passam por qualquer
d'ellas, as componentes normaes sio todas eguaes entre si e &
pressdo principal intermedia B, e as componentes tangenciaes
sio dirigidas no sentido do eixo, segundo o qual se cortam aquel-
les planos; que os eixos d'egual pressio normal formam, com as
direccdes A e C, angulos cujos cosenos sio a raiz quadrada das
A—B B-

1-C°A-C
ponente tangencial se exer¢a segundo um d’aquelles eixos ¢é pre-

relagbes ; e finalmente para que a maxima com-

ciso que B seja a semi-somma de A e C.

Estas propriedades das pressdes, que representam as accdes
mutuas desenvolvidas entre as moleculas d'um liquido em movi-
mento e que sio baseadas sobre as condicdes necessarias do equi-

librio d'um tetraedro extremamente pequeno, contendo um grande
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numero de moleculas, suppdem sémente que as moleculas exer-
cem as suas acgbes mutuas em toda a extensdo da massa liquida,
islo é, que ndo ha solugdo de continuidade. Ellas tém logar nao
6 nos liquidos em movimento, mas, em geral, n'um meio que
se deforma quer seja um fluido, quer um solido elastico.

Expostas estas nogdes estalicas sobre as pressdes, vamos agora
tratar de as exprimir em funccio das velocidades relativas das
moleculas liquidas.
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2. Tomemos no interior do liquido um ponto fixe de coor-
denadas x, y, z, em relagdo a tres eixos coordenados, e proje-
ctemos sobre uma recta fixa as velocidades que adquirem as
moleculas que passam successivamente n'este ponto. Se tomar-
mos a media d'estas projeccdes, durante wm espago de tempo
sufficientemente curto +, esta media é uma funcciio continua das
coordenadas do ponto. l{eprﬂsent.'ir](]u por u, v, w, os valores
medios das tres componentes, segundo os eixos coordenados,
das velocidades no ponto z, y, 3, chamaremos velocidade media
local & resultante de u, v, w. Esta velocidade é independente do
tempo no caso do movimento chamado permanente.

A velocidade media local, assim definida, ¢ independente da
escolha dos eixos coordenados. Consideremos, com effeito, um
systema de eixos e lomemos uma recta fixa, que seja a direcciio
da velocidade media local no intervallo de tempo =. A proje-
cgho sobre esta recta da velocidade effectiva, n'um momento
dado, ¢ egual & somma das projeccdes sobre a mesma recta
das componentes d'esta velocidade segundo ovs z, y, 3, e &

portanto uma funcgio linear d'estas componentes, Podem pois
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substituir-se n'aquella egualdade as tres componentes pelos seus
valores medios u, v, w0, e tambem a componente segundo a recla
fixa pela sua media, que & a projeccho sobre a sua propria dire-
ccdo da velocidade media local. Considerando a mesma direccio
fixa e um novo systema de eixos coordenados, e operando da
mesma forma, a media das projeccies sobre aquella recta tera
o mesmo valor e representara tambem a velocidade media local.

3. Assuperficies segundo as quaes se operam, n'um momento
dado, as rupturas no seio dos liquidos, isto é, em que ha varia-
¢des bruscas de velocidade, siio talvez em numero muito grande,
mas em todo o caso finito. Pode pois considerar-se continuo o
movimento nas proximidades d'um ponto fixo, a ndo ser em
momentos infinitamente curtos e d'uma duracdo total desprezivel
em relacdo ao resto do tempo. Exceptuando estes momentos e
chamando uy, vy, wy, is componentes da velocidade real no ponto
x, Y, 5, ¢ na epocha ¢, teremos a formula da conservacio dos
volumes

duy  dvy dw,_u
de  dy ds

que se estabelece na hydrodynamica na hypothese da incompres-
sibilidade, hypothese que péde admittir-se sem erro sensivel,
attento o pequeno coefficiente de compressibilidade dos liquidos.

e dt )
Multiplicando aquella equaglo por — e integrando-a entre

os limites ¢ e { + 7, exceptuando os intervallos infinitamente cur-
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tos, em que ha discontinuidade, vem

2 /4 T p : i+ d 71 I+x
vy 1 i

ou

visto que as quantidades entre parenthesis sdo as componentes
da velocidade media local, no calculo da qual se pide desprezar
um numero finito de instantes infinitamente curlos.

A formula (1) mostra que, se concebermos um fluido ficticio
cujas velocidades reaes sio, em cada ponto e em cada instante,
as velocidades medias do liquido real, este fluido ficticio serd
incompressivel.

44. Mais adiante temos de considerar as seis expressdes

du dv dw dvi dw dw du du dv
dz’ .@' ds' dz cf-y' dr = dsz’ ;1'_5; dz

Abstrahindo dos instantes em que ha discontinuidade no
ponto x, y, 5, as tres primeiras expressdes representam a rela-
¢do media para dt das dilatagdes que experimentam, no tempo
dt, tres linhas maleriaes infinitamente pequenas, tiradas na
epocha ¢, a partir d'aquelle ponto parallelamente aos x, aos y e
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a0s z; as lres ullimas representam do mesmo modo as relacoes
medias para d¢ das variacdes que soffrem, durante o mesmo
tempo, os cosenos dos angulos que aquellas tres linhas formam
duas a duas. E o que vamos ver.

Nao attendendo aos momentos infinitamente curtos, de que
fallamos, as componentes, segundo os eixos, da velocidade real
nos pontos (z + dw, y, z), (x,y +dy, z), (2, y, 2+ ds) sdo respe-
ctivamente:

duy dv, diy
H1+d$ da:, 'I.1+ i !L'l:, W1‘+’ Le dz,
duy duy dwy
+—dy, v —dy, wyt+——dy.
uy d gy, o+ > Y., wy+ dy dy
du dvy duw
uy + —{ﬁ dz, v+ v dz, w;+ e dz

As segundas exiremidades das pequenas linhas dx, dy, ds,
affastam-se pois, durante o tempo dt, da sua primeira extremi-
dade, situada primitivamente em (z, y, z), com velocidades cujas
componentes segundo os eixos sio:

duy dvy dw,
S —L 3z, i,
dx i dx o dz *"
duy dvy dw
"'"_""'-Ef ¥ 0 o f "
dy y dy dy dy od
duy dvy dw

i = d.
dz dz dz :




e as projecgdes d'estas linhas sobre os eixos sio, no fim do
tempo dt, respectivamente eguaes a

sy doy dwy
(l+ T dr)ff.r, ; di dzx, 7 dt dzx,

a.xr a.r

duy dv dw
—dtd —dt|dy, — didy,
dy S0y, (l i dy ) “ dy 4
duy

dvy dw
dids, lduds, (1 it d.!) dz.

Fazendo a somma dos quadrados d'estas quantidades tres a
tres e extrahindo a raiz quadrada, acha-se que os comprimen-
tos das tres pequenas linhas se tornaram, salvo infinitamente
pequenos da ordem de dt?, em

duy dv; dw 4
—Ldt) da, g WL 3 el .
(l'!‘ = rf)rr (I t+ i d!‘) dy (l-l— 5 d.‘)d

e 0s cosenos dos angulos que ellas formam com os eixos, tém
por valores

L. Y
5 i

d

dw|

dt,
dx

diy P d—w'—!df,
dy dy

duy duy
—— r e -
e dt, 2z de, 1
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Os cosenos dos angulos, que ellas formam entre si, sdo por-
tanto

dl.‘[ dw1 dw1 dlﬂ du, {fl.‘|
_— — tl —— —_— ¢ — —— 5
(dz+dy>d (dx+dz)d' (dy+dx>d'

e as variacdes experimentadas pela unidade de comprimento das
tres linhas de, dy, dz sio:

duj t‘h‘[ dﬂ'.‘j
—La, La, Ha.
dx o dy dz o

As relagdes d’estas seis quantidades para dt tém por expres-
shes

e U B o Vs W U S

do’ dy’ ds' dz  dy’ dz  ds' dy  dz’

Para obter os seus valores medios basta substituir n'estas
expressdes uq, vy, Wy por u, v, w, pois que ¢ este o resultado

i ak
a que se chega, multiplicando-as por — e integrando entre os
T
limites ¢ e {+ =, com excepciio dos instantes em que ha discon-

tinuidade no ponto z, v, z.

15. Vamos ainda deduzir as férmulas de transformacio, de
que havemos de precisar, para passar do systema de coordena-
das reclangulares @, y, s para um novo systema ', y', 3, que
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se obtem fazendo girar o primeiro d’'um angulo infinitamente
pequeno  em volta dos z. Os cosenos dos angulos que os novos
eixos (azem com os primilivos sio, desprezando os termos da
ordem de 6%: 1, 0, 0, para o eixo dos z'; —8, 1, 0, para o
dos y'; 0, 0, 1, para o dos 2.

As formulas geraes da transformacio de coordenadas dio por-
tanto:

=z 40y, y=y—bz, =3,
z=x—0y, y=y+0z, s=5,}....... (3)

u=u—0v, v=v+bu, w=w,

sendo u', v', w', as componentes da velocidade segundo os novos
e1X0s.

A primeira linha de (3) permitte exprimir em z, y, 2z, uma
funcgio qualquer de o/, ', =/, e as derivadas d'esta funcgdo em
ordem a @, y, z, serdo dadas pelas [6rmulas symbolicas.

d - i ﬁd d d d d d 4
dz dr dy' dy dy do ds P gadhn

Vejamos lambem como se exprimem as seis componentes I\ q,
N N Ti, Tas T3, das pressdes exercidas sobre os ele-
mentos planos perpendiculares aos novos eixos &/, y', 5’ em fun-
ccio das componentes Ny, N3, N3, Ty, Ta, Ty, relativas aos
eixos primitivos. As formulas (1) do n.” 4 dao para componen-
tes da pressdo sobre a face perpendicular aos &', fazendo n'ellas
I=1, m=6, n=0

pr=Ny+6Ty, py=Ts+0Ng, p.=Tq+0Ty,
4
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Fazendo a somma das projeccgdes d’estas componentes sobre
o eixo dos &, isto ¢, multiplicando-as respectivamente por 1, 6, 0
¢ sommando, vem

Ni=N+20T,

desprezando o termo da ordem de 62,
Operando da mesma férma em relacio ao eixo dos y', isto &,
multiplicando-as respectivamente por — §, 1, 0 e sommando, vem

T3=T3—06(Ny—Ny)

e projectando-as sobre o eixo dos z', isto &, multiplicando-as
por 0, 0, 1, vem

Ty==Tq + 6 T;.

Operando analogamente em relagdo &s componentes das pres-
soes sobre as faces perpendiculares aos y' e aos 2/, para as
quaes [, m, n sdo eguaes a —0, 1,0 e 0, 0, 1, obtem-se afinal
as expressoes:

Ni=Ni+20T;, Na=Ng—20T3, N3=N;, |
Ty=T\—tTy, Te=Te+0T,, T:;-—T:t—aiﬁ'l—N&]i

)

16. A fim de distinguir as velocidades effectivas das velocida-
des medias locaes designamos as componentes das primeiras por ugy,
vy, wy e as das segundas por w, v, w. Analogamente designare-
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mos por N'y, N's, N'g, T'y, T's, T'3 as componentes das pressoes,
exercidas na epocha t e no ponto z, y, 5 atravez dos tres ele-
mentos planos perpendiculares aos eixos e por Ny, Ng, N3, Ty,
Ty, Ty os valores medios d'estas componentes no intervallo de
tempo muito pequeno . Estas medias sio func¢des continuas
de z, y, z, t. Em virtude das formulas (1) do n.° &, teremos

przl=fN'r[ -+-mT'3 + ﬂ.T;g
py=I1T3+mNs+nT,

pe=ITs+mT+naN

sendo p'z, p'y, p's as componentes da pressio, na epocha ¢, sobre
o elemento normal & recta de inclinaciio [, m, n.

Estas [6rmulas sio lineares em relago aos N', T' e a p's, p'y. ple.
Podem pois substituir-se estas quantidades pelas suas medias
N. T, pzy pys P> © que da

p=INi +mT3+nT,,
py=1Tg+mNg+nTy,

pe=1Tg+mTy +nNy.

13. Os liquidos sdo corpos faceis de deformar e o seu movi-
mento nlio ¢ mais que uma serie ininterrompida de deformagdes,
uma passagem rapida por uma serie de estados moleculares

we
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distinctos em cada um dos quaes o liquido podia ficar em equi-
librio, mas que o movimento destroe successivamente &4 medida
que elles se formam, para os substituir por outros. A resistencia
que o liquido oppde a estas deformacoes deve depender portanto
do numero de estados moleculares distinctos pelos quaes elle
passa na unidade de tempo. As forgas N', T' devem pois ser uma
funcgdo das velocidades relativas de que se acham animadas, na
epocha ¢, as moleculas visinhas do ponto que se considera. Os
seus valores medios N, T devem porém depender das deforma-
¢does medias operadas em volta do ponto (z, y, z) e portanto
das seis quantidades (2) que caracterisam aquellas deformacdes.
E o que vamos vér.

Consideremos dois pontos fixos de coordenadas =+ 3z, y+ 3y.
z+3sz e z+ 8= y+d&y, s+ muite proximos do ponto
z, y, 5, e sejam: wy+ Juy, vy + dog, wy+ Jwy, #s tres compo-
nentes da velocidade effectiva da molecula que passa no primeiro
ponto, na epocha ¢; uy+§'uy, vi+4§'vy, w+ 3wy, as compo-
nentes da velocidade da molecula que passa no segundo ponto;
e finalmente representemos por w+3u, v+3v, w+ 3w, e
u+ d'u, v+ 4'v, w+ 3w, os valores medios d’estas componen-
tes. A velocidade com a qual a segunda d'estas moleculas se
affasta da primeira tem por componentes segundo os eixos:

8wy —duy, dvg—3dvy, dwi—dwy;
e, pondo
dx—3x=rcosa, Jy—3Jdy=rcosB, 3z—8z=rcosy,

em que r é a distancia actual das duas moleculas, aquella velo-
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cidade relativa terd por valor
(8'uy — Suy)cosa+ (3'vy — dvy) cos B+ (§'wy — Jwy)cosy..(6)

O seu valor medio obtem-se substituindo n’esta expressio
Yuy—BJuy, ¥vy—3vy, 3'wy—3dwy, por Ju—3Ju, 3v—dv,
Yw—3w. Ora os valores de Ju, 3v, 3w, &'u, 3'v, §'w sdo,
visto serem u, v, w funcgdes continuas das coordenadas:

du du du
311———5m+—yay+d 33,

h—~—31+ ﬁy+—*h.

d
EH—CE-!- Sz + fi—”—.-!y-i—-i.%z.

d d d
d'u= Hu ¥z + ES d'y+ -&;a'z,

d
3 =-—3 + 3‘y+ - 5,

1 d
aw=——a +'”a - ﬂy.

Temos pois, em virtude dos valores de 3'z— g3z, }'y—3dy,
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3s—3s,

au~3u=r(gcosz+%coqﬁ+ j—zcusy)

dv dv
3L—3u—r(a—cosu+dycusﬂ+ cns-r)

dw dw dw
! A S finsieo ol s et _
8'w—du r(dxw“-!-dy e053+dzcus~;)

O valor medio  da velocidade relativa (6) das duas moleculas
consideradas é portanto

3

du dv dw
wrl— i et — 28 4 cos?
_r[ cos* o o cos* B e ; o o

dv  du dw du
+ (E_+ y) c033c0ﬂ7+(d—5+a)c057cosu+

d dv
+(E+Iv)msucosﬁ:,...... ............ opasld)

A mesma velocidade relativa(6) péde ser representada por 4+,
sendo {y uma quantidade cujo valor medio é nullo, mas cujo
valor absoluto é em geral muito maior que , em virtude da rapi-
dez com que variam as velocidades effectivas de um ponto para
o0s pontos visinhos. Esta quantidade J; exprimiria evidentemente
a velocidade relativa de affastamento de duas moleculas, se s
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velocidades effectivas wuy, vy, wy nos differentes pontos fossem
todas diminuidas a cada instante dos seus valores medios locaes
W, v, w, ou, em outros termos, se todo o movimento geral de
translacio cessasse, ficando apenas a agitacdo, representada em
cada ponto pelas differencas uy —u, vy —v, wy— w. Este estado
de agitagho sem movimento progressivo podia realizar-se, com
effeito, sob a accdo de forgas convenientemente escolhidas; elle
ndo ¢ incompativel com a incompressibilidade supposta do fluido,
porque 4y — u, vy—7v, wy— W satisfazem 4 condiglo linear (1)
de continuidade, que & verificada por wy, vy, w, bem como
por u, v, w.

As componentes N', T/ dependem, como ja dissemos, das
velocidades relativas das moleculas que cercam o ponto (2, y, 3),
e sdo portanto funccdes d’'um grande numero de variaveis analo-
gas a ) +7. Como 7 é muito pequeno em relago a ¢y, podem
desenvolver-se estas func¢des pela serie de Taylor segundo as
potencias ascendentes das quantidades 7, levando o desenvolvi-
mento s6 até aos termos de primeira ordem. Substituindo depois
estas quantidades pelos seus valores (7), poderdo reunir-se n’'um
s6 lodos os termos affectados de cada uma das seis ex pressdes (2),
de que as forgas N', T’ ficardo sendo funcgdes lineares. Tomando
emfim as medias dos valores d'estas forgas durante um intervallo
de tempo sufficientemente curto, ver-se-ha que «as acgdes medias
exercidas atravez dos elementos planos fixos, tomados no interior
d’um liqudo em movimento, sio funcgdes lineares das seis expres-
sdes (2), affectadas de coeflicientes variaveis com a agitaclio media

no ponto que se consideras,

18. Imaginemos no ponto (z, y, ) um elemento plano nor-
mal aos ax e supponhamos que a distribuigho das velocidades
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medias locaes em volta d'este ponto & tal que as expres-

dw du du dv
sdes E-&-a—. d_y+u£
¢lio das expressdes (2), equivale isto a suppdr que as pequenas
linhas materiaes perpendiculares ao elemento plano tomam sobre
elle inclinagdes, durante o tempo dt, de modo a ficarem-lhe em
media normaes, exceptuando comtudo os instantes infinitamente
curtos em que ha brusca discontinuidade das volocidades no
ponto z, y, z. As componentes das velocidades relativas das
moleculas proximas d'este ponto, avaliadas parallelamente ao
elemento plano, componentes a que podemos chamar velocidades
de escorregamento, devem pois ser em media nullas e portanto

sejam nullas. Em virtude da significa-

deve tambem ser nulla a ac¢do tangencial media exercida sobre

o elemento plano considerado.

Sdo pois nullas as componentes Ty, Ty da ac¢do tangencial

media, exercida sobre um elemento normal aos zz, quando se

annullam as duas ultimas expressdes (2). As formulas lineares

de T e Ty reduzem-se portanto aos dois termos affectados d'estas

duas expressdes. Raciocinando do mesmo modo sobre um plano

normal aos sz, conclie-se que Ty deve reduzir-se unicamente

dvo  dw dw  d :
aos dois termos affectados de El% + E;,i" E% + %. Deve pois Ty

dw d
conter um s$6 termo affectado de —ﬂ%-}-é, e analogamente se

vé que T3, Ty contém um unico termo, respectivamente affe-

du dv dv  dw
ctado de :Ty+a e dae E'{'d—y‘.

19. Consideremos um novo systema de eixos, obtido fazendo
girar o primeiro d'um angulo muito pequeno 6 em volta do eixo
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dos zz, como no n.” 15. A propriedade das componentes tan-
genciaes, que acabamos de demonstrar, tem logar qualquer que
seja o systema de eixos rectangulares e portanto as novas com-
ponentes Ty, Ta, T3 ndo contém sendo um termo respectiva-
mente affectado de

dv' dw' dw'  du dv  dY
i Ry T e
' dy’ de ds dy df

As formulas de transformacio (4) ddo, desprezando os ter-
mos da ordem de 9%:

e,

dv dw dv dw dw'  du’\ |
E;--i- = ok o Ey—,-f- ] (——-1--—).

d’ * ds'
de du dw'  dw dv' | du \
e (E+@),}......(SJ

du dv du  dv du' dv
3t et (@ w)

Substituindo na quarta das expressdes (5) os valores de Ty e Tq
que sio da [6rma

dv  dw dw . du
= — S T — e — 1,
Wit (dz T d'y)' el (dﬂ’ dz)




e as expressdes (8) de —+ — e —+ —, vem
3 3

dv'  dw' . fdw'  du
Tl=|(d=,+d—y)+ﬁ[=—lj(&?+-ﬂ).

' ]

: d
T; ¢ independente de Ei-J,-i-E

Os tres coefficientes de attrito que entram nas expressdes de

e portanto deve ser e=¢’

Ty, Te, T3 slio portanto eguaes e teremos, qualquer que seja
o systema de eixos coordenados,

dv dw dw du\ )
ot <5 ghpd

! OSGu |;
du dv
T3=!(~&-§+E‘;). |,

A ultima expressdo de 7y mostra além d'isso que o coefficiente
¢ ndo varia quando os eixos soffrem uma pequena rota¢do em
volta de um d’elles e portanto quando tomam uma direcglo qual-
quer no espaco.

Substituindo os valores (9) de Ty, Ts, T3 nas duas ultimas
expressdes (5) e os valores (8) de

dv dic d.l.*' du du dv
r—i_z— + EE’ E + Eo @ + Er
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deve obter-se para Ty e T3 as expressdes

FRE & . o
ir,==(i+“ ng;(—“+_").

dd * d7 )’ dy'  dx
Operando assim, acha-se a condiglo
du dv
—2s—=Ng—2:—,
Nj—2¢ . Na P

e analogamente, por uma rotagdo dos eixos coordenados em volta
do eixo dos zx, achar-se-hia

dv dw
N!—-Q!E:Nu-—it}?‘;.
Podemos pois por
du dv dw
N]-—El&—r=Ng—25—d;=N3—2lH:==—Pu . .{lﬂ}

Como o coefficiente ¢ ¢ em geral muito pequeno, a quantidade
p differe geralmente pouco da pressio que se exerceria no ponto
(z, y, 5), se o liquido estivesse em repouso. Esta quantidade p ndo
depende da escolha dos eixos coordenados, como é facil de vér
por meio das relagdes (&), (9), (10) e das tres primeiras (5).
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Das relagoes (10) deduz-se

? 2 fdu dv  dw

o -

ou, em virtude de (1),
| [ .
P=_"3—(NI +hg+N3';.

A pressdo p ¢ pois, com differenca de signal, a media arithme-
tica das forgas normaes Ny, N3, Nj.

Das férmulas (9) e (10) deduz-se portanto para expressdes
definitivas das forgas N, T: :

du do |\
= — 2 — = — 2 —_—
Ny p+ 5 - Ns p+ Idy

dw
N3=—p+23 E.

dv dw dw du
P Ty [ RN i )
Ty *(dz-‘-ﬂ'y) > '<da:+dz)

20. As expressies (11) sdo analogas 4s de Navier. N'estas
porém considera-se ¢ constante, u, v, w slo as componentes da
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velocidade effectiva, e suppde-se que estas velocidades variam
continuamente de um a outro ponto do liquido. As férmulas de
Navier applicam-se, por isso, s6 a movimentos extremamente
lentos ou ao movimento em espacos capillares. Nas expres-
sdes (11) u, v, w sho as componentes das velocidades medias
locaes e ¢ é variavel d'um ponto para outro.

A nocio da velocidade media local “resulta da periodicidade
que se observa na velocidade das moleculas em cada ponto d’uma
massa fluida em movimento Esta periodicidade tinha sido notada
em 1833 por Savarl nas suas experiencias sobre o escoamento
por orificios, e nas experiencias de Boileau, feitas em 1845,
notava-se que a alavanca do hydrodynamometro, transmissora dos
impulsos da corrente, executava um duplo systema de oscillagbes
tanto mais rapidas quanto maior era a velocidade do fluido. A
periodicidade do movimento observa-se tambem nos cursos de
agua naturaes e é designada pelos engenheiros americanos com
o nome de pulso dos rios; ella foi perfeitamente observada nas
experiencias hydraulicas feitas no Mississipi por uma commissdo
de engenheiros militares e professores dos Estados Unidos. A obser-
vagdo conduz pois & consideracdo das velocidades medias locaes
para o estudo do movimento dos liquidos. E a constancia d'estas
velocidades em cada ponto e ndo a da velocidade effectiva, que
caracterisa a permanencia do movimento, assim como o regimen
uniforme deve ser definido, como faz Boileau, pela egualdade
das velocidades medias locaes sobre uma mesma trajectoria paral-
lela 4s paredes. As formulas de Navier foram deduzidas na hypo-
these da continuidade das velocidades effectivas. Esta hypothese
56 se realisa em casos particulores. As formulas (11) foram dedu-
zidas suppondo a conlinuidade das velocidades medias locaes e

por isso se applicam a todo o movimento em geral.
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Resta-nos, para completar as expressdes (11), determinar os
differentes valores a dar ao coefliciente ¢ em cada ponto do
liquido. Kleitz (Comptes Rendus, t. 74, p. 430) e Levy (Comptes
Rendus, t. 68, p. 588) tentaram resolver o problema. Porém
um e outro suppdem, na deducgdo da expressio de ¢, 0s movi-
mentos fluidos continuos e regulares. Ambos partem da hypo-
these de Navier em virtude da qual as acgdes entre as mole-
culas, no estado de movimento, dependem das suas velocidades
relativas, e attribuem a discordancia entre as formulas de Navier
e os dados da observaglio & insuficiente approximagdo d'estas f6r-
mulas.

E assim que Kleitz entende que a acco dynamica entre duas
moleculas em vez de ser, como pensava Navier, simplesmente o
producto d’'uma funcgio da sua distancia pela sua velocidade
relativa, deve ser expressa por uma somma de termos affectados
das potencias 1, 3, 5, 7... d’esta velocidade. Levy Julga suffi-
ciente attender-se s6 & primeira potencia das velocidades relati-
vas, mas na avaliacio d'estas velocidades diz que se deve atten-
der s potencias superiores e aos productos das tres projeccdes
das pequenas distancias moleculares de que dependem aquellas
velocidades; potencias e productos que vem affectados, nos desen-
volvimentos que exprimem as velocidades relativas, das derivadas
de ordem superior das velocidades absolutas u, v, w, em relagio
&s coordenadas z, y, z.

As [6rmulas porém a que chegam Kleitz e Levy, ainda que
sabiamente deduzidas, tém o defeito de supporem os movimen-
tos fluides continuos e regulares. Estas férmulas nao poderiam
portanto applicar-se quando os movimentos sdo tumultuosos e u,
v, w designam as velocidades medias locaes, porque as expressoes
que elles tomam para representar as forgas em funclio de u,
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v, w nio formariam entdo sendo uma parte muito diminuta das
accies resistentes desenvolvidas pelo movimento, pois que a parte
mais consideravel d'estas ac¢des é sem duvida a que é devida
aos movimentos relativos visiveis constituidos pelos redomoinhos
que sulcam a massa liquida em todas as direccoes. Nem mesmo
para os movimentos regulares e continuos tém as formulas de
Kleitz e Levy vantagem sobre as de Navier, porque a experiencia
mostra que as [érmulas de Navier, com ¢ constante, tém a approxi-
macdo sufficiente para este caso.

E n'uma direcgio differente da que seguiram Kleitz e Levy,
que se devem procurar os valores diversos a attribuir ao coeffi-
ciente de attrito ¢ para os differentes pontos do liquido. Com
effeito, sendo ¢ variavel com a agitagdo media em cada ponto,
como vimos no n.° 17, devem examinar-se as causas de que
depende esta agitagio e assim poderemos concluir a lei de varia-
¢do do coefliciente &.

214. A observacdo das correntes liquidas mostra que a regula-
ridade do escoamento é perturbada por volumes (luidos, de dimen-
sdes muito pequenas mas finitas, que se destacam das paredes,
formando redomoinhos que se propagam no interior do liquido.
Se observarmos, por exemplo, a superficie livre da agua correndo
n'um canal, véem-se pequenas por¢des do liquido, um instante
adherentes 4s paredes, destacarem-se d'ella, formando redo-
moinhos de eixo vertical que caminham para o interior da massa

fluida; assim como se observam tambem, principalmente no meio
do canal, redomoinhos de eixo horisontal, que, partindo do fundo,
immergem um instante acima da superficie livre para mergulhar
em seguida. Sdo pois estes redomoinhos que produzem no seio
do liquido os movimentos de senlidos alternadamente oppostos,
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que se sobrepdem & translacdo geral, constituindo a agitagio do
escoamento.

Esta agitagdo dependerd pois de muilas causas. Assim a que
se produz n'um ponto d'uma parede deve variar: com a veloci-
dade media local n’este ponto, porque esta velocidade mede o
impulso medio que origina os redomoinhos e lhes communica a
sua forca viva; com o raio medio, islo é, com a grandeza da

[ ] »
relagio — da seccio normal fluida @ para o seu contorno

molhado y, relagdo que mede a extensdo de secgdo correspon-
dente & unidade de contorno molhado, porque esta grandeza
favorece os movimentos oscillatorios perpendiculares 4 parede,
que tendem a destacar d'ella os pequenos volumes fluidos que
vdo formar os redomoinhos; finalmente com o grau de polido da
parede considerada.

A parlir das paredes os redomoinhos propagam-se para o
interior e & impossivel avaliar a agitacdo total que elles vdo pro-
duzir n’'um ponto dado, sem conhecer as leis da sua propagacio
e da sua extincgdo ou translormacio em energia interna, bem
como as da sua reflexdo sobre as superficies limites do fluido.
E todavia natural admittir que a agitagdo augmenta a partir das
paredes quando os redomoinhos, d'ellas emanados ou reflectidos
por ellas, se propagam sobre superficies cuja area é cada vex
mais pequena, o que succede quando o contorno molhado da
sec¢do € concavo; que ella diminue no caso contrario, e que fica
sensivelmente constante quando, sendo a sec¢do normal um
rectangulo de base indefimda, o conlorno molhado é recti-
lineo. E tambem natural suppér que a agitacio é a mesma n'um
tubo de secglio rectangular muito larga ou circular e n'um canal
descoberto tendo por seccio a metade inferior d'aquella. Com
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effeito a rellexdo, sobre a superficie livre, dos redomoinhos parti-
dos do fundo e das paredes, no caso do canal descoberto, deve
produzir uma agitagdo sensivelmente egual & que causariam no
tubo, sobre a metade inferior das secgdes, os redomoinhos vin-
dos da parte superior das paredes.

Niao podendo obter-se uma expressdo geral de ¢, que abranja
todos os casos do movimento, vamos considerar os movimentos
mais simples e que sdo tambem os mais importantes. Suppore-
mos que o liquido se move em tubos ou canaes descobertos de
eixo sensivelmente recto, tendo sec¢des normaes pouco variaveis
de uma para outra emquanto & [érma e & grandeza. Os filetes
{luidos sdo entdio proximamente normaes is seccdes e a agilagio
niio é augmentada pela sua divergencia ou pela pequena convexi-
dade que possam apresentar as paredes no sentido longitudinal,
nem pela sua convergencia ou pela pequena concavidade longi-
tudinal das paredes. Poderemos pois admittir que o coefficiente «
differe pouco, nos diversos pontos d'uma secgio, do que elle
seria se todos os filetes fluidos fossem parallelos e que este coef-
ficiente ndo depende portanio sendio do estado do liquido n'essa
seccdo. A sua expressio mais simples e mais natural obter-se-ha
suppondo-o proporcional és causas que pela sua maior ou menor
intensidade fazem crescer ou diminuir a agitagdo do liquido.

22. Procuremos primeiramente esta expressio nos quatro
casos simples seguintes: o de um tubo tendo por seccio um
rectangulo de base muito grande, que possa suppdr-se indefinida,
e de altura 2k; o de um canal descoberto com egual sec¢io,
em que a profundidade do liquido & h; d’'um tubo circular de
raio R; e d'um canal descoberto semi-circular, cheio de liquido,

e tambem de raio R. Pelo que deixamos dito, ¢ serd sensivel=
§
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mente proporcional & velocidade ma parede, que designaremos

por wy e que tem n'estes quatro casos um valor constante em

todo o contorno moihado da sec¢lio, e ao raio medio = que
e R Sk
¢ egual a h nos dois primeiros casos e a 5 nos dois ultimos.
Além d'isso & serd, nos dois primeiros casos, sensivelmente con-
stante nos diversos pontos da mesma secgdo, porque as superfi-
cies, tiradas parallelamente s paredes no interior d'um tubo ou
canal de secglio rectangular de base indefinida, sdo todas da
mesma grandeza e a agitagdo fluida propagando-se n'ellas ndo
se concentra nem se dispersa. Outro tanto nio succede nos dois
casos ultimos porque a agitacdo se propaga a parlir das pare-
des sobre cylindros ou semi-cylindros de raios r cada vez meno-

; R
res; a agitaglio concentra-se na relagho — e & natural suppor
T

que o coefficiente ¢ varia a partir das paredes na mesma rela-
¢do. Portanto, chamando gg o peso constante da vnidode de
volume do liquido e sendo A um coefliciente tanto maior quanto
maior ¢ o grau de rugosidade das paredes, teremos

t—pgAhug, ccvevierieeeaso(12)

quando a secglo é rectangular muito larga, e

R R
‘:Pg;‘_z Hn—r ,.4¢+....¢--.-.-{13)

quando a secclio é circular ou semi-circular.
Como ¢ 86 approximadamente ¢ proporcional a uy e ao raio
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: R :
medio h ou —, ndo deve considerar-se A absolutamente con-

stante, mas sim lentamente variavel com ug e h. A observacio

mostra que este coefficiente depende pouco de ug e que elle
R

diminue quando augmentam h ou 5

»

Estas expressdes de ¢ sho de Boussinesq. A sua deduccho
funda-se em hypothese plausiveis e racionaes e ellas sdo confir-
madas pelos resultados a que chega Boussinesq quando as apro-
veita no estudo do movimento uniforme ou por filetes parallelos.
Com effeito d’estas [6rmulas resultam para as velocidades, a
diversas distancias da superficie livre nos dois primeiros casos e
do centro nos dois ultimos, leis representadas por parabolas do
segundo e do terceiro grau respectivamente, e este resullado ¢
conforme #és experiencias hydrometricas, convenientemente dis-
cutidas, de Darcy, Bazin, Boileau, ete.

23. Quando a seccho tem uma [orma qualquer, a expressio
de : & sem duvida complicada e talvez impossivel de obter.
Porém em seccies semelhantes a agitacio deve propagar-se
semelhantemente nos pontos homologoes, se as velocidades ug
sobre o contorno molhado conservarem entre si as mesmas rela-
gdes, e o estudo do movimento uniforme mostra que assim deve
succeder. Se pois referirmos a dois eixos rectangulares dos y e
“dos z os diversos pontos d'uma seccdo, sendo estes eixos toma-
dos no plano da seccio e egualmente dispostos para todas as

secehes semelhantes, serd ¢ proporcional: ao raio medio —; &
L
media vy dos valores que toma a velocidade ug ao longo do con-

torno molhado y; a uma funccdo F, a mesma para todas as secges




68

semelhantes, das relacdes -g. -J-"'—-. que sho eguaes nos pontos
w' W ’

homologos de duas seccdes; e ao coefficiente A, que augmenta
com as rugosidades da parede. que varia lentamente com o raio
medio e é pouco dependente de vy. Teremos pois

|=pgﬁn‘—;—vol:(ry L) ........... (1%)

= L]
[ [

24. Com as [ormulas (14) (13) e (12) e com as (11) esta-
belecem-se facilmente as equagdes indefinidas do movimento.

Consideremos um parallelipipedo rectangulo elementar tendo,
a partir do ponto fixo (w, y, 3\, tres areslas pnrallelas 408 eiX08
coordenados e eguaes a dx, dy, dz, Se designarmos por : a den-
sidade do fluido, por X, Y, Z as componentes da gravidade
segundo os eixos e por wy”, v4”, wy" o valor medio, na epocha ¢,
das tres accelera¢des, segundo os eixos, da materia que occupa o
paralle]ipipedo, estabelecer-se-hao facilmente, 4 maneira ordina-
ria, as equacdes do equilibrio dynamico:

INy | dT'; , dT’
e ot ll LAY

dx dy dz FEXSIny

] \l4 1 ]
LY + Ll + - 2 +pY=pv'y,
dx dy dz

dTrg IIT]

dN'y
dx n’y_ -

dz

+ +eZ=pw'y.

P (el
Multiplicando estas equagdes por — e integrando-as entre
T



69
os limites ¢ e t+ 7, poderio substituir-se os N, T' pelos seus
valores medios N, T, e u'y, v"y, w"; pelas acceleragdes medias
locaes w/, v/, w/. Teremos assim as lres equagdes do equilibrio

dynamico medio

d N1 l‘qu l‘ng

d';; +—dy—-+d-z-+Fx'——pu.

dTg ng ffT| i w
A + dy + _rz_+FY=F1’"” el ..{li}}

dTq dT, dNg :
e e =
% dy + = tel=pu
Substituindo n'estas [6rmulas por N, T as suas expressdes (11)
e depois por ¢ as expressdes (12), (13) ou (14), e por /, v/, v’
os seus valores

obter-se-hdio as tres equagdes indefinidas que junctamente com
a condi¢iio (1) de continvidade determinam as quatro variaveis

desconhecidas p, u, v, w.




e

sy

e iy . g = e ——
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Nos casos em que se pode suppdr desprezivel a influencia dos
allritos, isto é, em que se pode suppor Ny=Ng=Nz=—p
e Ty=Ty=Ty=0, as expressies (15) reduzem-se a

dp ; dp ’
—— x= _—— — \"
+p pu, dy+PY pv

d
-— '= J‘
dz+P£ e

Estas expressies tém exaclamente a [6rma das da hydro-
dynamica racional. Vé-se pois que, nos casos em que se pode
desprezar a acgio das forcas de attrito, as equacdes da hydro-
dynamica racional regem os movimentos agitados e discontinuos
dos fluidos, substituindo n’ellas 4s velocidades e pressdes effecti-
vas os seus valores medios locaes.

As consequencias que nos tratados de mechanica racional se
deduzem da férma d'estas equacdes subsistem portanto, nas
mesmas condigdes, quando os movimentos slio discontinuos. Cita-
remos por exemplo o principio de Daniel Bernoulli, em virtude

do qual, quando a acgdo da gravidade se pode suppdr de gran-
ri

- deza e direcclio constantes, a quantidade & + -‘%—{‘ em que

29
V designa a velocidade total n’um ponto e ¥ uma ordenada ver-
tical d’este ponto contada de cima para baixo a partir d'um
plano horisontal fixo, ¢ invariavel ao longo d'um mesmo filete
fluido quando o movimento ¢ permanente.

FIM.




Lovmbra, .i-y!ﬁ KM Ribefro- M ds Beira 4.
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