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SERIES DE NÚMEROS 

I 

Generalidades preliminares 

1 . D E F I N I Ç Ã O D E SERIE.—Seja (C) um conjuncto de quan-
tidades (funcções ou números), infinito, numerável, a i di-
mensões. Sirva o symbolo 

Uml, OT2,...,rrn 

para representar cada elemento de (C), conservando a lettra 
u constante e fazendo variar d 'um para outro elemento as 
coordenadas inteiras do ponto (mi, m%, . . . , m). 

Á expressão 

' ( D 

chamaremos serie, a cada elemento do conjuncto termo da 
serie e ao symbolo Um^mi,...,mit d 'onde se derivam todos, 
termo geral da serie. < 

M m l l J n 2 l . . . , m i 

m . , m - 2 , . . . , m i 
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2 . S E R I E S D E NÚMEROS E SERIES D E FUNCÇÕES.— C o n -

forme os termos das series são números ou funcções de va-
riaveis x, y, z,..., as series dizem-se de números ou de 
funcções. 

Suppondo estas funcções definidas, a cada ponto (xi, y\, 
2 i , . . . ) corresponde um valor numérico para cada termo, e 
portanto á serie de funcções uma serie de números. 

As propriedades que vamos estudar referem-se ás series 
de números ou ás series de funcções para cada ponto. 

Se uma propriedade tem logar não só para um ponto mas 
para um campo dado, diz-se que a serie gosa nesse campo 
da propriedade considerada. 

3 . DIVISÃO DAS SERIES SCB O PONTO DE VISTA DA SUA COM-

PLEXIDADE. — Quando o conjuncto (C) é a uma dimensão, e 
não existem elementos do conjuncto com Índices negativos, 
cada indice é ao mesmo tempo a ordem do termo a que per-
tence e a serie será 

OO 
?<„ = W0-rWi + W-2 + - . . +U n

j T . . . 
n = O 

Neste caso particular a serie chama-se simples. 
Se o indice pôde tomar valores positivos e negativos a 

serie diz-se simples e de duplo sentido e será a expressão 

21 Un = . ..+«_„+... + . + Mb+". • 
n - — oe 

No caso geral a serie é múltipla ou de múltipla entrada, 
podendo também ser de duplo sentido ou d'um só sentido 
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conforme ha a considerar valores positivos e negativos dos 
Índices ou somente d'um signal. Em particular chama-se 
dupla ou de dupla entrada, a serie cujos termos dependem 
de dois Índices, tripla ou de tripla entrada se dependem de 
tres, e assim por diante. 

4 . VALOR DA SERIE. — Considere-se a parte limitada de 
(C) que contém todos e somente os elementos um,, m2,...mi, 
cujos Índices positivos satisfazem ás condições 

nu x, m-i ̂  ,5, . . ., OTj 

e os negativos ás 

OTi^-a', —|3', . . . , T O i ^ - / ' , 

onde a, (i,. . . , /, a', [E',. . . , '/! são números inteiros positivos 
quaesquer. 

Forme-se a somma d'estes elementos, que designaremos 

Sa, P,...,). 
- a ' , - p ' , . . . , - X ' ' 

Valor ou somma da serie (1) é o limite, caso exista, para 

Sa, [3,. . . , X 
, quando as variaveis — a',—P',...,—X' 

a, (3, . . . , 1, a!, f5', .. ., V crescem alem de todo o limite se-
gundo leis arbitrarias. 

£ > . CARACTER DA SERIE. — Quando .a serie tem valor, isto 
é, quando existe o limite considerado, diz-se que é conver-
gente. 
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Se, porém, esse limite não existe pôde esta circumstancia 
provi r : 

o limite para toda e qualquer lei de variação dos Índices; 
a serie chama-se neste caso divergente e diz-se que tem um 
valor infinito ; 

2) de que a mesma funcção oscille indefinidamente entre 
certos valores finitos; 

3) de que essa funcção tenda para um limite determinado 
para certas leis de variação dos índices, mas não tenda para 
nenhum limite determinado para as outras, ou mesmo ten-
dendo para limites determinados sempre, todavia esses limites 
não sejam eguaes para todas as leis. 

Nos casos 2) e 3) a serie chama-se indeterminada e diz-se 
que o seu valor é indeterminado. 

Dá-se o nome de caracter da serie á propriedade que ella 
possue de ser convergente, divergente ou indeterminada. 

6 . NOTA RELATIVA ÁS SERIES SIMPLES. — Como dissemos 
no n.° anterior, uma serie em geral pôde ser indeterminada 
da maneira 2) ou 3). Nas series simples, por haver só um 
indice, ordem do termo, é evidente que só poderá dar-se a 
indeterminação da primeira maneira. 

7 . PRINCÍPIOS GERAES D E CONVERGÊNCIA E DIVERGENCIA. 

— A condição necessaria e sufficiente para a convergência 
d'uma serie é, por definição, a mesma que para a existencia 

Sa , p , . . . , X , 

, quando as variaveis 
tendem por valores inteiros positivos para oc. 

Essa condição será, pois, que a cada valor da quantidade 

cresça alem de todo 



5 

positiva i, por mais pequeno que seja, corresponda um nu-
mero inteiro positivo A tal que a desigualdade 

| S " - S ' | < £ 

tenha logar para todos os pares de valores S' e S" d'aquella 
funcção, correspondentes a valores das variaveis maiores 
do que A. 

OC 

Em particular, tractando-se d'uma serie simples 2 u„ cujo 
i 

valor é evidentemente o limite da successão 

SL = ML, Si = U\ -f Ui, . . . , sn = Ul -J- m + . . . — u„, ... 

ou da funcção s„ da variavel inteira n, a condição pôde enun-
ciar-se assim: que a todo o valor da quantidade positiva e, 
arbitrariamente pequeno, corresponda um numero v tal que 
a desigualdade 

\s,+p-sn\<e (2) 

seja satisfeita para todos os valores de n>v, qualquer que 
seja p. 

8 . CONDIÇÃO SUFFICIENTE PARA A CONVERGÊNCIA D'UMA 

SERIE SIMPLES. — D'aqui se conclue, visto ser 

. | S„+I) — Sn | = | Un+X + M11-I-J + • • • + Un+P | 

< | Un+I | + | Un^ | + . . . + | MLFF, | , 

uma condição sufficiente muito importante para a conver-
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gencia d'uma serie simples, a saber: que a serie formada 
com os modulos dos seus termos possua o mesmo caracter. 

9 . CONDIÇÃO NECESSARIA PARA A MESMA CONVERGÊNCIA. — 

Deduz-se immediatamente de (2), fazendo j9=l , que é neces-
sário, para a convergência d'uma serie simples, que seja 

lim. un = 0. 



III 

As series e os polynomios 

I . I n v e r s ã o dos t e r m o s d a s s e r i e s s imples 

1 O . NOTA P R E L I M I N A R . — Se o conjuncto (C) fosse finito 
a serie reduzir-se-hia a uma somma indicada e o resultado 
da operação gosaria em relação aos termos das propriedades 
conhecidas seguintes: 

1) A somma é commutativa, isto é, independente da ordem 
dos termos. 

2) É associativa, isto é: obtem-se o mesmo resultado re-
duzindo por meio de sommas parciaes o numero dos seus 
termos a um numero menor. 

Se porém (C) é, como suppozemos, infinito, nada nos diz 
a priori que a somma da serie, embora haja identidade de 
designação, tenha as mesmas propriedades das sommas ver-
dadeiras. 

Creou-se uma entidade iv&ya, que é como que uma exten-
são aos conjunctos infinitos da somma propriamente dieta. 
Mas o sentido da nova entidade é differente e torna-se ne-
cessário procurar se as px*opriedades 1) e 2) acima enun-
ciadas subsistem ou não. 
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0 sentido d'estas propriedades mesmo, por se tractar agora 
d'um numero infinito de termos, precisa de ser esclarecido. 

1 1 . DEFINIÇÃO. — Diz-se que duas series simples 

Ml + M j + . . . + Mn + . . . (1) 
Ui' + « j ' + . . . + « ' „ + . . . (2) 

differem somente pela ordem dos termos, quando existe uma 
correspondência univoca e reciproca entre os Índices dos 
termos d'uma das series e os dos termos da outra tal que, 
se n e m são dois números correspo?identes, 

un = u'm. 

Pôde também dizer-se que se passa d'uma das series para 
a outra por uma inversão de termos; e é dada a inversão 
quando é dada a correspondência entre os Índices. 

1 3 . PROPRIEDADE COMMUTATIVA. — Diremos que uma 
serie gosa d'esta propriedade quando conserva o caracter 
qualquer que seja a inversão, e distinguil-a-hemos pela pa-
lavra «absolutamente» anteposta á que indica esse caracter. 

Quando ao contrario se quizer dar a entender que uma 
serie não gosa d'esta propriedade empregaremos a palavra 
«simplesmente», em vez de «absolutamente». 

1 3 . 1) S E R I E S ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES. — Seja 
(1) uma serie simples de termos complexos, convergente e 
de somma s. 

Produza-se uma inversão qualquer dos seus termos e seja 
(2) a serie assim formada. 
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Tomemos nesta somente o numero de termos precisos para 
que entre elles se achem os n primeiros da serie (1) e seja 
m esse numero. Façamos 

S,t = Ul + Ui + . . . + « „ 

s'm = u'i + u'i +. • • + u'm. 

Será 

S1
m = Ul + Ui + . . . + M n + ttn, + M n t + . . . + Mn j , 

ni, m,..., M1 sendo inteiros positivos determinados maiores 
que n, os quaes supporemos escriptos por ordem crescente; e 

i S1
m-S = ! s „ — S + M n 1 + Mn , + . . . + M n . I I ' i 1 2 I I 

^ | s „ - s | + jMni | + | MMj j +. . . + I Un( j 

| « | + | « n + l | + | M n + í j + - • . + | Un. |. 

Fazendo tender n para oo, por ser s a somma da serie (1), 
será 

lim. [ sH — s | = 0 ; 
n = o o 

e a somma 

j Mn + 1 | + j Un+i | + . . . + | Un. | 

tenderá ou não para zero conforme fôr ou não convergente 
a serie formada com os modulos dos termos de (1). 

No primeiro caso será, visto ser 

lim. | s'm — s | = O 
m = oc 
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e portanto a serie (2) será convergente e terá a mesma 
somma que (1). 

No segundo caso nada se pôde concluir da desegualdade 
e é necessário seguir outro caminho. 

Antes d'isso faremos notar que ficou demonstrado neste 
numero, tendo presente o n.° 8: que para uma serie ser 
absolutamente convergente é sufficiente que seja convergente 
a serie dos modulos dos seus termos. 

1 4 . NOTA. — É importante observar que toda a serie 
parcial, formada com os termos d'uma serie absohitamente 
convergente sem repetição, é também absolutamente conver-
gente. 

Sej a (1) a serie primitiva e (2) a serie parcial assim for-
mada. 

Tomando m bastante grande para que entre os m pri-
meiros termos de (2) se encontrem todos os termos de (1) 
de ordem menor do que n, que entrem na formação da serie 
parcial (2), os termos d'esta de ordem superior a m serão 
em (1) de ordem maior do que n. 

Ter-se-ha evidentemente 

| w ' „ + i j - r | m ' b + s | + . . . + ] u!m+p I ^ I m h . , j + |m» + 2 | + . . . + j w , + í | , 

designando por u„u aquelle dos termos u'„+,, u'm+1, ..., u'm+p 

que tem na serie (1) ordem mais elevada. 
Ora por virtude da convergência absoluta de (1) o segundo 

membro da desegualdade tende para zero, qualquer que 
seja q, logo também o primeiro, qualquer que seja p, o que 
demonstra o theorema. 

1 5 . 2) S E R I E S SIMPLESMENTE CONVERGENTES. — Suppo-
nhamos agora que a serie dos modulos dos termos de (1) 
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é divergente, persistindo todavia na hypothese da conver-
gência da proposta. 

Façamos 

uH = a„ + bn i , s = A -J- B i, 

X 
onde a„, b„, são quantidades reaes, A é a somma de 2a,, e 

1 
B a de ^bn. 

i 
Como 

I u H | = + / õ T + K ! a„\ + ; ! 

e é por hypothese 2 j u„ | divergente, a serie 

2 ( 1 ^ 1 + 16,,1) 

será a fortiori divergente, para o que é necessário que pelo 
00 OO 

menos uma das series 2 | an | e 2 Ib„ I o seja também. 
1 i 

Consideremos então uma serie de termos reaes tal como 
OO OC 
2 a„ e supponhamos divergente 2 | a„ I. 
i i 

Designemos por Pp e —N9 respectivamente as sommas 
00 

dos p primeiros termos positivos e q negativos de 2 a„; 
1 

se p + q = n, ter-se-ha 

Pp — N, = ai + ai + . . . -J- a„ 

Pp + Ni = | a 11 +1 a-21 +'.. . +1 a„ |. 

OO 
Em virtude da convergência de 2a„ de valor A, é 

i 

lim. | P p - N J = A; 
ti =OC 
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e, pela divergencia de 2 | a„ |, é 

lim. |P , + N, | = « . 
M = OO 

Logo 

lim. Pp = w , lim. N, = » , n—x j!=oc 

isto é, são divergentes as series formadas com os termos po-
sitivos e com os termos negativos, tomados pela sua ordem 
numa serie convergente de termos reaes, quando a serie dos 
modulos é divergente. 

Notemos, além d'isso, que os termos de ambas as series, a 
dos termos positivos e a dos termos negativos, tendem para 

X 

zero quando n augmenta, por ser 2a„ convergente (n.° 9). 1 
Com estás duas observações é agora fácil de ver que o 

OO 
valor de la, depende da ordem por que se succedem os 

i 
termos d'um signal aos de outro signal. 

Consideremos um numero cr qualquer e forme-se a somma 

N, +<7. 

Na successão crescente 

P i , Pa , • • •, Pp-i) Pp» Pp-H > • • • 

haverá dois termos P p e P p entre os quaes ficará compre-
hendida aquella quantidade, isto é, taes que 

P p > N , + <7^Pp_1 . ( 3 ) 

OU 

P , - N f > « r > P , _ , - N , 
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Fazendo tender q e portanto p para oo, a differença entre 
os dois membros extremos 

P, - N, - ( P , _ t - N5) = P , - P,_, 

tende para zero, por ser egual a um termo da serie pro-
posta. Logo cada um d'elles tende para a e teremos 

lim. (P, — N?) = lim. (ai -[- a-2 + . . . + a„) — a , 
q — oo ii — oo 

suppondo, é claro, os termos da proposta dispostos por uma 
ordem tal que se verifique sempre a desegualdade (3). 

É fácil além d'isso de vêr que o raciocínio feito é appli-
cavel ainda quando se suppõe a- uma quantidade, que tende 
para oo ao mesmo tempo que n, ou ainda uma quantidade 
indeterminada. 

Portanto numa serie de termos complexos nas condições 

da proposta pôde dar-se um valor arbitrario á parte 
i 

OOt 

real, ou á parte imaginaria ou a ambas, conforme é 2 ] a„ | 
OC 1 

divergente ou 1 x b„ ou ambas. 

A serie em qualquer dos casos é simplesmente convergente. 

1 ©. INVERSÕES QUE NÃO ALTERAM O VALOR DAS SERIES 

SIMPLESMENTE CONVERGENTES. — O que acabamos de de-
monstrar mostra-nos o cuidado que é preciso ter no calculo 
sobre estas series, visto que o seu valor e caracter pôde 
ser alterado por uma mudança na ordem dos termos. 

Nem sempre, porém, esta alteração tem logar e conviria 
determinar as condições necessarias e sufficientes para que 
as inversões sejam permittidas. 
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Conhece-se já a seguinte condição sufficiente, mas não 
necessaria: 

Se o jiroducto do deslocamento máximo dos primeiros 
termos até á ordem n pelo máximo do modulo dos termos 
de ordem mais elevada tender para zero quando n tende 
para oc , a inversão não muda o valor da serie. 

00 
Para a verificar seja 2 u„ a serie proposta de somma s 

i OO 
e i f . a serie que resulta d'uma inversão na primeira, sendo 

números correspondentes n e m. 
O deslocamento do termo da ordem n é, por definição, 

| n — m |. Designemos por ô„ o maior dos deslocamentos dos 
primeiros n termos e formemos a successão de números in-
teiros : 

1 - f S 1 = p , , 2 + S i = p i , . . . , U j
r S , , = p n , . . . , 

onde p„ tende para co , quando n tender também. 
Cada numero p„ dá a ordem maxima que podem occupar 

na segunda serie os n primeiros termos da proposta. 
Consideremos na segunda serie a somma S', dos p pri-

meiros termos e escolhamos n tal que 

Pu^P <P,.+x -

Podemos escrever 

S V = S y , + *, 

onde cr é a somma de termos da proposta de ordem supe-
rior a n em numero egual a 

P -P., - P - - 1 < • 
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Por outro lado S c o n t é m um numero de termos da pro-
posta egual a » + entre os quaes os n primeiros. 

Designando por S„ a somma cl'estes últimos, por a„ o mo-
dulo dos termos da proposta que seguem o da ordem n, 
e por 0, 0' quantidades comprehendidas entre — 1 e +1 , 
ter-se-ha evidentemente 

S', = S„ + 0d„*„ + 0'd„+1*„. 

Fazendo tender n para oo e portanto p, os dois últimos 
termos do segundo membro tenderão para zero, pela hypo-
these feita, e S„ para s. Logo 

lim. S'p = s . 

1 T . THEOREMA DE D I R I C H L E T . — Na hypothese da pro-
posta ser convergente, estudamos os dois casos de ser a serie 
dos modulos convergente ou divergente. Estes casos são os 
únicos a considerar, porque é evidente que uma serie de 
termos positivos não pode ser indeterminada. 

Ora no primeiro caso a serie é absolutamente convergente, 
no segundo simplesmente convergente. Resulta portanto que 
a condição, que no numero anterior demonstramos ser suffi-
ciente para a convergência absoluta, é também necessaria. 

É esta dupla proposição que constitue o theorema de 
Dirichlet. 

1 8 . 3) S E R I E S ABSOLUTAMENTE DIVERGENTES. — Seja 
00 

agora 2 « , divergente. Pelo menos uma das series 
1 

0 0 OO 

2 a„ e 2 bn 1 i 
sel-o ha também. 
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Estudemos uma serie de termos reaes divergente e seja 
30 

2 a „ . Usando das mesmas notações que acima, teremos as 
i 
duas condições 

lim. | P p - N , | =oo 

M=» 

e 

lim. | Pp + N, | = co , 

OO 

a primeira das quaes significa que a serie 2 a„ é divergente i 00 
e a segunda que o é também a serie 11 a„ |, o que é evi-1 
dente. 

Uma das series parciaes será divergente, a outra conver-
gente, e, como os termos são positivos, a serie convergente 
sel-o-ha absolutamente. 

Resta considerar uma serie divergente de termos posi-
tivos e seja 

Pl+Pi- - -+Pn+- • • 

Produza-se uma inversão qualquer e seja a nova serie 

p'l+p'i + • • ,P'n,+ ' • • • 

Tome-se nesta um numero de termos m, bastante para que 
se achem entre elles os n primeiros da serie primitiva. 

Será 

m ^ n e S'm S„, 

onde S'„ designa a somma d'aquelles m termos e S„ a dos n. 
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E, como 

lim. Sn = , 

também 

lim. S'm = oo. 
m=oc 

D'onde se conclue: 1.° que toda a serie divergente de termos 
positivos é absolutamente divergente; 2 . ° que uma serie di-
vergente de termos positivos e negativos é absolutamente di-
vergente, quando uma das duas series, formadas com os ter-
mos positivos e com os valores absolutos dos termos negativos, 
é convergente e a outra divergente. 

OC 
Voltemos agora á serie 1 u„ de termos complexos. 

i 
Esta serie será absolutamente divergente, sempre que 

OC OO 
uma das series I a l l ou 2b„ o seja. 

i i 

1 0 . 4) SERIES INDETERMINADAS.—Notando que uma serie 
de termos positivos não pôde ser indeterminada, reconhece-se 
immediatamente que não pôde haver series absolutamente 
indeterminadas. Com effeito, na discussão precedente exami-
maram-se todos os casos que se podiam dar em relação ás 
series de termos positivos e negativos, a saber : 

1) As duas series formadas com os termos positivos e 
os valores absolutos dos termos negativos da proposta são 
ambas convergentes: a serie é absolutamente convergente. 

2) Ambas as series são divergentes: a proposta é simples-
mente convergente ou simplesmente divergente ou ainda 
simplesmente indeterminada. 

3) Uma das duas series é convergente, a outra diver-
gente: a proposta é absolutamente divergente. 

2 
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Logo toda a serie indeterminada é reductivel por inversão 
a uma serie convergente com uma somma dada ou a uma 
serie divergente ou ainda a uma serie indeterminada com 
uma indeterminação arbitraria. 

S O. ALTERAÇÃO DA ORDEM D'UM NUMERO FINITO DE 

TERMOS. — É quasi ocioso notar que uma inversão, que 
altere a ordem somente d'um numero finito de termos, não 
pôde mudar o caracter nem o valor d'uma serie, porque 
existiria um termo a partir do qual a serie proposta e a 
transformada não differiriam uma da outra. 

I I . Associação dos t e rmos das series simples 

2 1 . P R O P R I E D A D E ASSOCIATIVA. — Procuraremos agora 
estudar a influencia que pôde ter sobre o caracter e o valor 
d'uma serie, o agrupamento dos seus termos em numero 
finitf) ou infinito, ou mais precisamente a substituição d'um 
numero finito de termos pela sua somma ou de uma classe 
e ainda d'uma infinidade de classes, contendo cada uma uma 
infinidade de termos da proposta, pelos seus valores. 

Quando essa influencia é nulla diz-se que a serie gosa da 
propriedade associativa. 

2 2 . AGRUPAMENTOS QUE INTERESSAM U M NUMERO FINITO 

DE TERMOS. — Estes agrupamentos deixam invariavel o ca-
racter e o valor da serie, analogamente ao que foi obser-
vado no n.° 20. 

Teremos, pois, somente de occupar-nos dos agrupamentos 
em numero infinito d'um numero finito de termos e dos 
agrupamentos d'uin numero infinito de termos. 
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3 3 . AGRUPAMENTO D E TERMOS CONSECUTIVOS. T H E O -

REMA. — N u m a serie convergente ou divergente pôde substi-
tuir-se qualquer numero de termos consecutivos pela sua 
somma. 

1) Se 

Ul +UtjT • • • U„-\- • • • 

é uma serie convergente de somma s, é possível determinai ' 
um numero v tal que para todos os valores de 

| s„ — s | <£, 

i 
sendo s uma quantidade dada antecipadamente e tão pe-
quena quanto se quizer. 

Forme-se a serie 

Si + Si + . . . Sm + . . . , 

onde Si representa a somma d 'um certo numero de termos 
consecutivos da proposta a pa r t i r do primeiro, Si uma somma 
analoga, cujo primeiro termo é consecutivo ao ultimo de Sj l 

e assim por diante. 
Supponliamos que o ultimo termo de Sm é u„. Será, qual-

quer que seja m, 

Si + Si + . . . + S,„ = Ui +Ui + . . . + u, 

E como para todos os valores de « > » será tam-
bém 

| ( S i + Si + . . . + S K ) —S I < £ . 
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2) Seja agora a serie dada divergente. Então, por maior 
que seja o numero positivo A, pôde determinar-se um nu-
mero v tal que, para todos os valores de w ^ v , se tenha 

| s„ | - A > 0 . 

E, como n ^ m , será também 

| (SI + S Í + . . . S J | - A > 0 [ m ^ v ] . 
c. s. p. d. 

3 4 . NOTA L.A — S E R I E S INDETERMINADAS. — O theorema 
do n.° anterior não tem logar para as series indeterminadas. 
É fácil de demonstrar, ao contrario, que por agrupamentos 
de termos consecutivos d'uma serie indeterminada convenien-
temente escolhidos é sempre possível reduzil-a a uma serie 
convergente ou divergente. 

A demonstração funda-se no seguinte theorema da Theoria 
dos limites: Toda a successão é decomponivel em um nu-
mero finito ou infinito de successões, cada uma das quaes 
tem um limite finito ou infinito; os termos d'estas seguem-se 
pela ordem da successão primitiva. 

Logo, se 

Ul + íí-2 + • • • un -f- .. . 

é a serie proposta, da successão 

Sl=Ul , Si = Ul jTUi , . . . , S11 = Ml •+«->+ . . . +M11 , . . . 

pôde destacar-se uma outra, tendo um limite finito ou in-
finito, 
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em que p, q, r,. .. são números inteiros crescentes alem de 
todo o limite. E portanto a sorie 

Sp +(Sq-Sp)+ (sr —s,)-1- . . . 

O U 

(ui + Ui + . . . +jUp) + + Up+i + ... + Uq) + . . . , 

cujos termos se obtêem por agrupamentos satisfazendo a 
determinadas condições, é convergente ou divergente. 

3 5 . NOTA 2 . " — É claro que nas series simplesmente 
convergentes ou divergentes os agrupamentos da especie 
até aqui considerada serão os únicos sempre permittidos, 
porque são esses os únicos que não envolvem inversão dos 
termos da proposta. 

3 6 . TRANSFORMAÇÃO DAS SERIES SIMPLESMENTE CONVER-
OC 

GENTES EM ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES. — Seja 2 « , U m a 
1 

serie simplesmente convergente. 
É possivel escolher inteiros m, m > n i + l , m > m + í . , . . . 

taes que a serie 

»1 »2 "3 
Iun+ ^ UnjT- 1 Un+.-. (4) 
1 »,+1 n.2+l 

seja absolutamente convergente. 
Consideremos uma serie convergente de termos positivos 

00 
qualquer 2v„. 

1 
Pela convergência da proposta corresponderão aos termos 
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d'esta serie números inteiros v„ v . , , . . t a e s que as desegual-
dades 

»2 «3 
1 Un < VI, 2 Un < Vi 

«,+1 "2+1 

tenham logar : a primeira para todos os valores de n\ > vi 
e m> n 1 + 1 ; a segunda para todos os valores de m > -h e 
«3>W2 + 1; e assim por diante. 

Todas ellas serão, pois, satisfeitas tomando m maior do 
que vi, m maior do que m- \ -1 e v*, nz maior do que m- \ - \ 
e m, etc. 

Resulta que a serie dos modulos dos termos de (4) tem, 
a part ir do segundo, os seus termos inferiores aos da serie 

2 v„. Ambas estas series tem os termos positivos e a segunda 
i 
é, por hj-pothese, convergente. Nestas condições, é fácil de 
demonstrar que a primeira também é convergente (vide 
cap. III), e que são portanto absolutamente convergentes 
as series da forma (4), que derivam da proposta por agru-
pamentos de termos consecutivos realisados da maneira in-
dicada. 

2 7 . AGRUPAMENTOS QUAESQUER. S E R I E S ABSOLUTAMENTE 

CONVERGENTES. T H E O R E M A . — Sejam convergentes as series 

U l j
r Ui+ . . . jTUu

jsT • ( 5 ) , 

C 

| Ui I + I Ui I + ... + I Un I + . . . (6): 

e convergente e tem a mesma somma que (5) a serie 

VljTVijT ...jTVtn
jT • 
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cujos termos são as sommas de series parciaes, formadas com 
termos de (5) de maneira que exista um numero m assaz 
grande para que as m primeiras d'estas series contenham 
tantos termos de (5), quantos se queira, e nenhum d'estes 
termos, por maior que seja m, se encontre repetido. 

Com effeito : Se uma serie de termos positivos é conver-
gente, qualquer serie parcial formada com termos d'ella 
sem repetição é também convergente. Resulta d'ahi que as 
series parciaes, formadas com termos da proposta sem re-
petição, são absolutamente convergentes. Existirão pois os 
números v\, v-i,.. ., sem o que o theorema não teria sentido. 

Consideremos as sommas 

S11 = Ul --U-Ij- .. . -f Um 

e 

s„ = viq + viq -f .. . +vM, 

onde viq representa a somma dos q primeiros termos da serie 
parcial cuja somma é v„ ep e q são números bastante grandes 
para que spq contenha todos os termos de s„. Então desi-
gnando por Mn,, Uni, ..., un. os termos restantes de srq, será 

| Spq — Sn I = ! Unl + Un3 + • • • + Un. | 

^ I Uni I + j Mns I + • • • + I Uni | 

^ 1 M„+1 I + I Un^ I + . . . 4 - I M„+ , I , [n{ = n + k}. 

Pela convergência de (6), o 2.° membro tende para zero, 
quando n tende para co . E como, tendendo n para ao e por-
tanto p e q, é por uma parte 

lim. sn = s 
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e por outra 

lim. sp,, = vi -f Vi + . .. + vm 4- • • •, 
( p , q = «) 

será também s a somma d'esta ultima serie. 

2 8 . NOTA.—Vê-se que as series absolutamente conver-
gentes gosam da propriedade associativa. O caracter e a 
somma d'estas series é independente não só da ordem dos 
termos, mas também da maneira de os agrupar. 

Elias podem portanto ser transformadas de muitas ma-
neiras sem perderem nada da sua essencia, isto é, sem dei-
xarem de representar o mesmo numero, ao contrario do que 
succede com as series simplesmente convergentes, que não 
possuem esta plasticidade. D'aqui resulta a grande impor-
tância das series absolutamente convergentes em Analyse. 

I I I . Decomposição dos termos das series s imples 

2 9 . OBSERVAÇÕES DIVERSAS.— Pôde também propôr-se, 
conhecidas as propriedades d'uma serie, descobrir as da 
transformada obtida pela substituição de cada termo da pri-
meira por parcellas de que elle seja a somma; e extender 
ainda mais o problema se considerarmos os termos da pri-
meira como sommas de series parciaes, cujos termos elemen-
tares, dispostos por certa ordem, formam a segunda. O que 
ha de mais importante sobre este assumpto é o theorema 
que demonstraremos no numero immediato. 

Antes d'isso faremos algumas observações que o estudo 
anterior do problema inverso — a associação — nos suggeriu. 
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Pôde, em primeiro logar, notar-se que as reciprocas do 
theorema do n.° 23 não são verdadeiras. Assim, usando das 
notações lá empregadas, não podemos, da convergência da 

00 OO 
serie 2 S01, concluir a da serie 2 un ou, da condição 

1 i 

| 2 S „ , - S | ^ E L > > V ] > 

deprehender a existencia da condição 
n 

| 2 M , - S I ^ E | > A L -

coni effeito, se a primeira tem logar para todos os valores 
m n de m c v , não se deve, embora seja sempre 2S,„ = 2M„, por 

^ i i 
maior que seja m, aff irmar que a segunda tenha logar para 
todos os valores de w ^ v , mas somente para os valores de 
n correspondentes aos de m; porque fazendo percorrer a 
m a serie natural dos números, n salta em geral d 'um nu-
mero inteiro a outro differindo do primeiro por mais d'uma 
unidade. 

A mesma nota se applica ao caso da serie proposta ser 
divergente. 

Por outro lado vimos no n.° 24 que, por um conveniente 
agrupamento dos termos d'uma serie indeterminada, se podia 
transformal-a numa serie convergente ou divergente, o que 
mostra evidentemente que a decomposição dos termos d'uma 
serie convergente ou divergente pôde, em muitos casos, 
transformal-a numa serie indeterminada. 

OC 

3 O . THEOREMA.—Seja Ivm uma serie convergente. E 
i 

absolutamente convergente e tem a mesma somma que a pro-
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posta toda a serie 2 us, cujos termos são sem omissão nem re-
i 

OC OC 0 0 

petição oi termos de series parciaes2u^*\2u^"\ ..., 2 uj"',..., 
i i i 

tendo respectivamente por sommas vi, ih, ..., vm,..., comtanto 
que se verifiquem as seguintes condições: 1) serem absolu-
tamente convergentes as series parciaes; 2) ser convergente 

OC OO 

a serie 1 pm, cujos termos são os valores das series 2 j Miw I, 
i 1 

2\u^\, ... 2\u"\, ... . 
i i OO 

Basta demonstrar que a serie 1 ux é absolutamente con-
vergente. D'ahi se concluirá immediatamente a identidade 
da sua somma e da da proposta em virtude do theorema 
do n.° 27. 

OO 

Consideremos então a serie dos modulos 2 | «n | e nella 

um numero N sufficientemente grande para que a somma 
OC 

Sn = 2! ux | abranja todos os n primeiros termos de cada 
i 

uma das m series 

I | t t i w | , 2 | t « w | , . . - , S K w I - - - - (7)-i i i 

Chamemos Sra, a somma d'estes mn termos; será 

S N — SMN = | Ua [ -1-1 u{i | + . .., 

onde Ma j, | mJ5 , . . . são termos das series (7) de ordem mais 
elevada que n. Seja nJ

{- p a ordem mais elevada d'estes 
termos, como pertencendo ás series (7). Em virtude da con-
vergência d'estas series, n poderá ser escolhido previamente 
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de forma que, dado um numero e, se verifiquem as desegual-
dades 

«4-P ff «4-p p n+p g 
„+i 1 1 m »+i ' t o ,+i1 ' t o 

qualquer que seja p, e portanto com mais forte razão a 
desegualdade 

>i+p »+p '+p 
| SN — S„„ | < 2 |«í-> | + 2 |<> I + . . . + i | « « | ii + l n + ) n+1 

Fazendo tender n para oo , S,„„ tende para pi + p-2 + .. . + 
+ pm, e esta somma, quando m tende para oo , tem por limite 

OC 

o valor da serie 2 p„, por hypothese, convergente. E como a 
i 

tendencia de m e n para o infinito arrasta a de N, Sn tem 
por limite o valor d'esta ultima serie. Logo é absolutamente 

OC 

convergente a serie 2w„, como se pretendia demonstrar. 

1Y. Operações sobre series 

3 1 . NOTA INICIAL. — Continuando a comparar as series 
com os polynomios, e tendo já estudado a influencia, que 
a alteração de ordem, o agrupamento e a decomposição dos 
termos d'uma serie exerce sobre o valor e o caracter d'ella, 
vamos agora tractar de certas combinações de duas ou mais 
series, que apresentam analogia com as operações dos poly-
nomios e que se chamam também operações sobre series. 
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Definiremos a addição e multiplicação de duas series e 
ainda a multiplicação d'uma serie por um numero, que pôde 
também considerar-se uma operação semelhante á multipli-
cação dos polynomios pelos monomios. 

O interesse d'estas combinações está principalmente em 
obter uma serie que muitas vezes tem por valor a somma 
ou o producto e em geral uma funeção inteira dos valores 
das series propostas. 

Tracta-se precisamente de determinar em que casos se 
obtêm taes resultados, e, sob este ponto de vista, é evidente 
que não teremos a occupar-nos senão das series conver-
gentes. 

3 3. DEFINIÇÕES.—Addicionar duas series 2 u„ e Ivn 

é dar a serie 

2 (u„ -f v„). 

Multiplicar por um numero « uma serie 2 un é dar a serie 

2 « u„. 

Multiplicar duas series 2 u, e 2 v„ é dar a serie 

2 (ui v„ + u-i vu_{ + .:. -T v-i + un vi). 

3 3 . ADDIÇÃO E MULTIPLICAÇÃO POR UM NUMERO. — 1 . ° 

Series convergentes em geral. 
As propriedades das duas primeiras operações são dadas 

com toda a generalidade pelo seguinte: 
Theorema.—Da addição de muitas series convergentes 

multiplicadas préviamente por números resulta uma serie, 
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cujo valor se obtém sommando os valores das propostas 
multiplicados respectivamente pelos mesmos números. 

Sejam s', s",..., s"' as sommas das series propostas, s'„, 
s"„,. ., s,',° as sommas dos n primeiros termos d'essas series 
e a', a!', ..., a!", os números por que se multiplicam respe-
ctivamente as mesmas. 

Seja, além d'isso, S o valor da serie resultante das opera-
ções indicadas e S11 a somma dos seus n primeiros termos. 

Será, por definição, 

S11 = a' s,! + a" s„" -J-. • • + a(i) si" 

e portanto 

lim. Sn = S = a' s' -I- a" s" + ... -)- ái> s(i>. 

c. s. p. d. 

3 4 . 2.° Series absolutamente convergentes. — 1) A serie 
resultante das operações enunciadas no theorema anterior é 
absolutamente convergente, se as propostas o forem. Basta 
notar que toda a inversão dos termos d'aquella serie pôde 
sempre suppôr-se proveniente de determinadas inversões 
nestas. 

Ora estas inversões em nada podem influir no valor S da 
serie resultante, pois que este depende somente das sommas 
s'. s", . .., s"', invariaveis pela hypothese da absoluta con-
vergência, e dos números a, a",. . . , a<0, sempre constantes. 

2) Segundo a definição dada, o termo da ordem n da serie, 
formada pela addição de duas ou mais series, obtem-se som-
mando os termos da mesma ordem n das series propostas. 
É evidente que, se estas ultimas são absolutamente conver-
gentes, estabelecida uma correspondência univoca e reci-
proca entre ellas, a serie, cujos termos sejam a somma dos 
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termos correspondentes das propostas, terá ainda a mesma 
somma que a serie que resulta da addição. 

3 5 . MULTIPLICAÇÃO DE SERIES. — 1 . ° Series convergentes 
em geral. Theorema. Da multiplicação de duas series conver-
gentes não pôde provir uma serie divergente; e, se a serie 
resultante for convergente, o seu valor será egual ao producto 
dos valores das propostas. 

X X 

Sejam ^u„ e Iva duas series convergentes de sommas s e s 1 ; i i 
X X 

2 F F , = I (MI v„ + ui vn_, -f ... + u„ V[) a serie, que resulta da 
i i 
multiplicação das duas primeiras. 

Supponhamos que esta ultima é convergente, e designemos 
por S o seu valor e por S„ a somma dos seus n primeiros 
termos, por sn e s'n as sommas analogas para as propostas. 

Admittamos a seguinte proposição da Theoria dos limites: 
A media arithmetica dos n primeiros termos d'uma suc-

cessão convergente tende para o limite da successão, quando 
n tende para oo . 

Em virtude d'isto, podemos escrever 

1 s n 
lim. - — = s , lim. 

m 

2 s'„ 1 
M — III =GC ^ 

i S „ 
• s', lim. - — = S . n (8) 

71 
Por outro lado, se m for o maior inteiro contido em — , será 

£ 

.. m .. n—m 1 l i m . — = lim. = —. (9) 
Ji OO U íi = 00 M " 

Combinando as egualdades (8) e (9), vem immediatamente 
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a seguinte : 

[ n m u—Ni —| 

2 S11 s'2S'H s2s'„ , ( m , n n—m I - • I — n m n n— m n J 

S-ss' (10) . 

Procuremos o valor numérico d'este limite. 
A expressão, encerrada entre parenthesis, pôde escrever-se 

como segue: 

1 /« m rt—m \ 
— iS„ — s'2s„—s 1 s'„, 
n \ i i i / 

que, por ser 

n 

SS1 = S1 s'n + Si s'„_, + . . . + «„ s'„_m+1 + s„+1 s'„_m + . . . + su S i
1 , 

se transforma em 
1 fS1 (s'„ — s') + Si («'„_, — s) + ... + sm (s',_m+t — s') + n 

s'n-m (sm+, — s) + . . . + S1
1 (S11 — S) . 

Mas, por virtude da convergência das propostas, existirão 
duas successões de números si, a , . . . , £ „ , . . . , e t'i, ,. .., 
z '„ , . . . , positivos, não crescentes, e tendo por limite zero, taes 
que as desegualdades 

K— S l <£» e | S ' „ - S ' | ^ £ ' „ (11) 

tenham logar para todos os valores inteiros de n. D'aqui 
resulta que o modulo da expressão considerada, que, para 
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abreviar, representaremos por | E | satisfará á condição 

E I < ~ ( M + H + - - - | s « | K — + 1 + 

O U 

„ . — I S i I + I « i I + . . . + j i m , 

I < ™ XT£ "-""t-' i m 

Isi
1 | + |s '2 | + 

n 

r\sn-m\n—m _ 
N̂I-J-I n — m n 

cujo limite para w=oo é, pelas proposições citadas da Theoria 
dos limites, zero. 

Logo também 

S - s s ' = 0 , 

como queríamos provar. 
Resta, para completar a demonstração do theorema, ver 

se é possível da multiplicação de duas series convergentes 
provir uma serie divergente. 

Neste caso não teria logar a ultima das egualdades (8), 
por ser divergente a successão Si, Sa, . . . , S 1 1 , . . . ; e não 
teria sentido a egualdade (10). 

Mas, como é sempre 

lim. E = O, 

ter-se-hia também 

. f s ' Is,, s 2 s'„ 1 1 " - , m , , n — m ..... lim. - 2 S„ = Iiro. — | - — ' (12) 
n t L m n n — m n J 
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egualdade impossível, na hypothese supposta da divergencia 
ao 

de lw„, pois que, tendo o segundo membro o valor ss', a 
1 1 n 

funcção — 2 S„ não poderia crescer alem de todo o limite. n t 

3 6. Pôde, porém, a serie v w„ ser indeterminada sem que 
i 

deixe de subsistir (11), comtantg que a successão 

Si, i s » , , . - , ^ S j i , . . . . (13) —i n 

tenda para um limite determinado. 
É o que se dá com a multiplicação das duas series 

2 — = 2 u„ e 2 ~ . , ., = 2v„ , 
i n , i Iog (n+1) i 

as quaes, como seria fácil de vêr pelos critérios demonstrados 
adiante, são simplesmente convergentes. 

O termo geral do producto é 

W" ( ^ l t f ' ( l og ( r a+ l ) ' 2 Iogra^ ' ' ' w Iog 2) 

e o seu valor absoluto satisfaz á desegualdade 

1 + I + J + . - . . + Í 
wn > -

Iog (» + l ) 
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E, como é 

I o g ( » + i ) . . M 1 + * ) lim. f - - — = lim. — -f r 
14---4- -L- 1 + 4 - . . . + -1 1 2 1 " n n \ ' 2 1 ' n 

lim. n Iog (1 + - i j = Iog c , 

resulta que w, não tende para zero, quando n tende para oo, 
OO 

prova da não convergência da serie 1 w„. 

Todavia a successão (13) tem um limite. Para o demon-
strar, notemos que, incidentemente, ficou estabelecida no 
numero antecedente a seguinte proposição muito notável: 

Se fôr 

lim. a,, = a e lim. b„ = b, 
M=OO M=X 

será 
• > »í;*i l < í í * » H l 4 í ' 1 • ' 4 J I . - V i i ; , 

lim. — (ai b„ + cu b„_,-\-... + a„ bi) = ab. 
n 

Ora, applicando este theorema á egualdade, fácil de achar, 

S11 = UL s'„ + Ul i + . . . - ; u„sf| , 

vem immediatamente 

lim. — S11 = s' lim. M11 = 0. 
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3 7 . 2." Multiplicação d'uma serie absolutamente con-
vergente por uma simplesmente convergente. Theorema. — O 
resultado d'esta operação é sempre uma serie convergente. 

Com effeito, se assim fôr, já sabemos, pelo theorema an-
terior, que o seu valor é ss'. Procuremos então verificar a 
egualdade 

lim ! S„ —ss ' i -=0 , 
n =OO 

na hypothese da absoluta convergência, por exemplo, da serie 
00 
2 un. 1 

Pôde dar-se a S„ a forma 

S» = U1 S„-|- U1 S „_| "I" . . . ~TU,n S „—»-{-1 1 U n^iS „—m -J- • . .-f~ Un S 

onde suppomos ser m o maior inteiro contido em ou 
a 

s„ = U1 (s'„ — s') + U2 (s'„_i — s') + . . . +Um («'„.,„+, — s') 

+ Wm-M O*'»-» — s') -T- • • • + Un (s', — s') + (M1 + M1 + • . • + Un) S1. 
OI(I) . I 

E, em vir tude da segunda das condições (11), será 

I S . — s s ' j ^ ( | M , | + |M2 1+ +|M,„J)£'„_m+1 

+ ( | Um+, I + | Mmf 2 | +...+! Un | ) s'l 
+ | ( M1 + M1 + . . . + Un) s'—ss' | . 

Cada uma das linhas do segundo membro tende para zero, 
quando n tende para oo; a l . a porque 

M 
lim. E ^ i r f l = O e lim. 21 M„ | = cr, 
M= ac n— ac 4 * 
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designando <r uma quantidade finita; a 2." por ser e'i finito e 

K . 
l i m . 2 i u n | = 0 ; 
N= OC M-F-1 

e finalmente a 3." por ser 

M 

lim. s' Iun = SS1. 
H= OC 1 

c. s. p. d. 

3 8 . 3.° Multiplicação de duas series absolutamente con-
vergentes. 1) Theorema. Neste caso a serie resultante é sem-
pre absolutamente conveniente. 

X X 

Por hypotliese são convergentes as series i \ un | e 2 vn\, i i 
logo é também convergente a que resulta da sua multiplica-
ção, isto é 

| ui | I®. | + . . . + K | |vi j). (14) 

E, como 

| W h ] = I « , » . + «! + M i l V 1 | 

^ | M1 | | V. | + | UI | | V„_, | + . . . + | UN | ] VL | , 

x 
deduz-se a convergência de ^ u>„ |. 

i 
c. s. p. d. 

2) Cabe aqui uma nota semelhante á que fizemos para a 
addição de duas series absolutamente convergentes. A serie, 
cujos termos sejam osproductos dois a dois dos das propostas, 
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tomados de todas as maneiras possíveis e dispostos por qual-
quer ordem, será ainda absolutamente convergente e terá a 
mesma somma ss'. Basta observar que, por ser convergente 
a serie (14), é também convergente (n.° 30) a serie 

! Ui I i Vi I +1 Ui 11V11+ I Ut Il Vi I + . . . +1 Ui 11 vn I + . . . (15), 

que resulta da decomposição de cada uma das sommas de 
termos positivos 

! ui I) vn | -f . .. -f | un | | Vi |. 

E, como (15) é absolutamente convergente, por todos os 
seus termos serem positivos, sel-o-ha também toda a serie 
OO OC 

2 | ua Vo | e ainda a serie 2 WaV-. ,cujos termos satisfaçam ás 

condições enunciadas. 

3 9 . GENERALISAÇÃO. — É evidente que o theorema, que 
acabamos de demonstrar, se extende ao caso geral da mul-
tiplicação de n series. 

Se estas series são eguaes, a operação chama-se elevação 
a potencia d'uma serie. 

Tendo em attenção o theorema relativo á addição de series 
e multiplicação d'uma serie por um numero (n.° 33), reco-
nhece-se também que para formar uma serie, cujo valor 
seja uma funcção inteira qualquer dos valores de series 
absolutamente convergentes dadas, se deve operar sobre 
estas como se fossem verdadeiros polynomios, e que a serie 
assim formada é ainda absolutamente convergente. 

O mesmo não succede relativamente ás series, que não 
gosam da absoluta convergência, as quaes, como temos visto, 
se afastam muito dos polynomios. 
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Y. Series múl t ip las e suas relações com as series s imples 

4 0 . S E R I E S DE SERIES. — Assim como a somma d'um 
numero finito de termos podo levar á concepção das series 
simples, assim também a addição d'estas series conduz á 
noção das series de series; e se as propriedades dos polyno-
mios não subsistem senão em casos particulares, embora ex-
tensos, das series simples, também as propriedades da addi-
ção das series não se verificam em geral nas series de series. 

Estas, como o nome o indica, são series, cujos termos, em 
vez de simples números, são também series. Os termos d'estas 
podem, por sua vez, ser novas series e assim por diante até 
chegar aos termos elementares da proposta. 

4 1 . RELAÇÃO ENTRE A NOÇÃO PRECEDENTE E A DE SERIES 

MÚLTIPLAS. — É fácil de vêr que as series de series fazem 
parte integrante da noção de series múltiplas, represen-
tando, quando estas são convergentes, uma maneira parti-
cular de effectuar a sua somma. Com effeito, voltando á con-
sideração do conjuncto a i dimensões (C), definido no n.° 1, 
é sabido que um tal conjuncto pôde transformar-se numa 
successão simplesmente infinita de conjunctos a i—1 dimen-
sões, cada um d'estes numa successão simplesmente infinita 
de conjunctos a i—2 dimensões e assim successivamente até 
transformar o primitivo conjuncto numa successão multi-
plamente infinita. 

Assim, suppondo, para simplificar, que em (C) ha só Ín-
dices positivos, consideremos a somma Sstj ^ 5 dos ele-
mentos cujos índices satisfazem ás condições 

mi vi-x ^ p , . . . , Wil ^ /.. 
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Se a serie múltipla 

2 1 W m l l W j , . . . , m i ( 1 6 ) 
I i i i 1I i i 2 , . . . , m i 

é convergente, qualquer que seja a lei por que se façam 
crescer os Índices a, (3, . . . , 5, X para o infinito, deve obter-se 
para a fmicção Sa, p,. . . 3, X o mesmo limite, que, por definição, 
é o valor da serie. 

Fazendo então crescer para o infinito successivamente 
a, 1¾, . . . , ò, 1 e designando por S aquelle valor, será 

S = lim. ! lim. [ (l im. S a p 3 x ) ] j , 
X=X à—X a=x 

que é também o valor da serie de series 

X X X 

1 2 . . . > Uml , Mi , IIij • (17) 
» í i - - 0 »i,—i = 0 I r 1 - - O 

4 3 . INVERSÃO DOS LIMITES. —Se a serie múltipla ( 1 6 ) 

é convergente, a ordem, por que se tomam os differentes 
limites, não influe no valor do S, e todas as series de series 
correspondentes terão em consequência sommas eguaes. 

A reciproca não é verdadeira. Não se pôde concluir da 
egualdade d'estas sommas a convergência da serie múltipla, 
pois que, por definição, é indispensável que o mesmo valor 
se obtenha, tomando o limite da funcção S5tj p para 
qualquer outra lei de crescimento dos Índices. 

4 3 . S E R I E S MÚLTIPLAS ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES. 

— Uma noção importante resulta de que o conjuncto (C) é 
equivalente a uma successão linear, o que quer dizer que 
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é possível estabelecer entre as coordenadas inteiras do 
ponto (mi ,mi,... ,m) e a successão dos números inteiros 
positivos 1 , 2 , . . . n ,... uma correspondência unívoca e re-
ciproca. É o que também se exprime dizendo que o con-
juncto é numerável. 

Seja, pois, 

U\ , Ui , . . . , u n , . . . 

uma successão linear equivalente a (C) e 

Ui + tis + . . . [ - « „ + . . . (18) 

a serie simples que lhe corresponde. 
Ha uma infinidade de successões lineares equivalentes a 

(C), que são todas as que se podem derivar d'uma qualquer 
d'ellas por inversões dos termos, e portanto uma infinidade 
de series simples, taes como (18). 

Se todas estas series têem o mesmo valor, por outras 
palavras, se qualquer d'ellas é absolutamente convergente, 
diremos que é também absolutamente convergente a serie 
múltipla, que deriva de (C). 

4 4 . T H E O R E M A . — Toda a serie múltipla absolutamente 
convergente é convergente, mas nem todas as series múltiplas 
convergentes o são absolutamente. 

Consideremos de novo a funcção S„ D ^e uma lei de 1 a
 > tj

 > • • • > '* 

crescimento determinada para os Índices, que supporemos, 
em primeiro logar, variando conjunctamente. 

A cada valor dado a um d'estes índices corresponderão 
valores determinados para os outros e a cada ponto (x, fs, 
. . . , / . ) um valor também determinado para a funcção. 
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Seja Si , S j , . . ., S 1 1 , . . . a successão formada com estes 
valores. 

O limite d'esta é o valor da serie múltipla proposta e 
também o da serie simples 

S I + ( S Á - S 1 ) + ( S 3 - S 2 ) + . . . , ( 1 9 ) 

cujos termos se podem considerar como agrupamentos de 
termos consecutivos d'uma das series (18). Ora, sendo todas 
estas series convergentes, o mesmo succederá ás series (19), 
cujo valor será, além d'isso, o valor commum das series (18). 

Consideremos agora o crescimento successivo dos Índices 
de Sa ^ n j ^ ^ P a r a 1=0 , por uma ordem qualquer, por exemplo 
aquella por que se acham escriptos. Formamos assim a 
serie de series (17). 

Ora, fazendo crescer m\ , vem a serie simples 

OO 
2 Um1 , »i.2, . . • . m,- (20) 

Wi1 = O 

absolutamente convergente, por ser composta de termos da 
serie (18) sem repetição, embora com omissão. 

Fazendo em seguida tender m-i para oo , vem 

0© 00 
2 2 Uml, m-t) • • • i mi , (^1) 

rn.j = 0 m | = 0 

que é também absolutamente convergente, visto provir de 
agrupamentos de termos de (18) sem repetição, mas ainda 
com omissão. Formando com estes termos uma serie simples, 
que é absolutamente convergente, e cuja somma é egual á 
de (21), podemos agora fazer variar o indice m-s e raciocinar 
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como para dois Índices. Vè-se bem d'este modo que a somma 
da serie de series (17) será egual á da serie simples (18), 
como pretendíamos demonstrar. 

Resta somente provar que nem todas as series múltiplas 
convergentes o são absolutamente. Bastará citar o seguinte 
exemplo: 

A serie dupla 

ui — Ui + 0 -f 0 -

-J-O -[- Hi -UijT 0 -j-

+ 0 + 0 + U 3 - U i j T . . . ( 2 2 ) , 

+ 0 + 0 -f 0 +ui-

em que supporemos simplesmente convergente a serie sim-
ples 

Ul — XLi  jT Ui — V/i - u:i — Ui - Ui (23), 

formada com os termos de (22), dispostos por uma certa or-
dem, é, apesar d'isso, convergente. 

Formando com o quadro (22) a somma S p vè-se facil-
mente, suppondo o primeiro indice crescendo na direcção 
horisontal e o segundo na vertical, que para a [i e para 
« > , 5 se tem respectivamente 

lim. S a (p = Ui e lim. Sa> p = Mi — Mp _j_ ̂  . 

Mas, pela convergência de (2í>), 

lim. un = 0 ; 
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logo será, em todos os casos, 

lim. S-O = ui . x >i j 

4 5 . S E R I E S DUPLAS. — Seja uma serie dupla 

2 Mm1. m2 = M l l + M i H - « 1 3 + . • • 
m i , m.> 

+ ííil +M2á + Ui3 + • • • (24) 

+ M 3 1 + M 3 2 + Í Í 3 3 + • • • 

Se esta serie fôr convergente, sabemos já que poderá 
obter-se a sua somma, determinando o valor de qualquer 
das series de series 

2 2 UmltVU, ou 2 2 Urnl , in.,, 
n i | m.) n i j m.> 

cada uma das quaes pôde considerar-se como uma serie sim-
ples, tendo respectivamente por termos as sommas das linhas 
ou das columnas de (24). 

Chama-se sommar horizontalmente a serie dupla dada, 
obter a primeira d'estas series simples, e sommar vertical-
mente, obter a segunda. 

As sommas de taes series simples são eguaes, quando a 
proposta é convergente, e o seu valor commum é também 
o d'esta ultima. A reciproca não é verdadeira, como vimos 

Se, porém, tomando os modulos dos termos da serie dupla 
dada, e sommando horisontalmente ou verticalmente se obti-
ver uma serie convergente, a proposta será absolutamente; 
convergente. 
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Esta proposição não é difforente do theorema do n.° 30. 

Basta notar que, designando por HMn uma qualquer das i 
series simples, que se obtêm ordenando arbitrariamente os 
termos da proposta, essa serie pôde considerar-se como 

X 

resultante da decomposição de 2v,„, cujos termos são as 

sommas das linhas da serie dada; e que se realisam aqui 
as duas condições exigidas no theorema citado. 

30 
Será, pois, absolutamente convergente 1 u s , e, por defi-

i 
nição, sel-o-ha também a serie dupla proposta. 

4 6 . TRANSFORMAÇÃO DAS S E R I E S SIMPLES E M S E R I E S 

DUPLAS E RECIPROCAMENTE. — Diz-se que uma serie simples 
é equivalente a uma serie dupla convergente, quando tem 
o mesmo valor que esta. 

OO 

1) Dada uma serie simples I u l l , ser-lhe-ha equivalente a 
serie dupla 

( M l - M 2 ) + (Ui —U-i) + . . . + ( M „ — w,,+f) - K • • 
+ ( M á - M 3 ) + ( M 3 — UL) + . . . + ( M „ + , — M , 1 + , ) - f . . . 

+ ( 2 5 ) 
- f ( M 0 1 - M l l l f l ) + O W t — M , „ + 5 ) + . . . + (um+n_,)—um+J + . . . 

Com effeito, designando por s„ a somma dos n primeiros 
termos da serie simples, por s o valor da mesma serie e 
por S,„„ a somma dos termos communs ás m primeiras linhas 
e n primeiras columnas de (25), será, evidentemente, 

S , „ . = M l — M l l f 1 + M á — M l l f . , + . . . + « , „ — M l l l f „ 

= Sm ~r s„ Sm^,, 
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e 
l i m . S„„ =SjTS — S = S. 

2) Vimos já uma maneira da t ransformar as series duplas 
nas series simples, sommando horisontalmente ou vertical-
mente. 

Conhece-se outro processo, devido a Clausen, que vamos 
agora expôr. 

Em vez de sommarmos separadamente as linhas ou as 
columnas, sommemos a linha da ordem n com a columna 
da mesma ordem a par t i r do seu ponto de cruzamento, de 
maneira a formar a serie 

Um + (U,I , .1+1 + M»+l ,„) + {U„ . n + í + M11 (-•>,„) - . . . . 

Esta serie será convergente, visto resultar da addição de 
duas series convergentes. 

X 

Seja t„ a sua somma; a serie 2 t„ será equivalente á pro-
i 

posta. 
Com effeito, designando S11 a somma das primeiras n li-

nhas, S',, a das primeiras n columnas, S a da serie dupla, 
será 

lim. (S11+ S', ,-SJ = S. 

Mas 

S11 + S , , ' — S„„ = WN + (W 12 jTUiI) + ( Í / 1 3 + M 2 3 ) + . . . 

+ Uii  jT (Ui3 + Uii) + (Ui4 + u\i) + . . . 

+ Um + (U„, „+, + Ua F I , „ ) + (M„, „+2 + M„+S , „ ) + • • • 
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Logo 

lim. I t n = S . 
n—x> 1 

4 7 . EXEMPLOS DE SERIES DUPLAS. — No n.° 5 enuncia-
mos os casos a que dava logar, a priori, a consideração do 

Sa , p, . . . , X 

. E fácil de formar 
- a ' , - p ' , . . . , - X ' 

exemplos de series duplas, que estejam nesses diversos 
casos. S 

Já vimos, no numero anterior 1), como se podiam formar 
series duplas convergentes equivalentes a series simples 
dadas. 

Mas, para construir á vontade series duplas convergentes, 
divergentes ou indeterminadas pode ainda notar-se que, 
por ser 

S 1 1 1 1 1 -S 1 „ , „ _ ! = M l l l - f - M . , „ - f . • .+Unm 

S,„„—S111^n = M l l l l + Umi+ . . . + Umn 

e 

Slim—Sm_1„_, = (uín+umX) -J- (uln+um.2)+.. • + (um_ | „-|- Um u_t) -'- umn 

= 2 S11111 (Sm Tj—j -j- S m_ ],„) -;- Mmn , 

será 

M11111 = S11111 (S111, n_] S„_f, „) — S111—] „_| . 

É possivel então escolher a funcção S11111 e calcular por 
esta formula os termos de series duplas, convergentes, di-
vergentes ou indeterminadas. 



47 

Assim, fazendo S,„,, = ——— , obtem-se uma serie conver-
m-n 

gente, porque é sempre lim. S11111 = O, qualquer que seja a lei 
de variação dos Índices. 

Aserie será divergente, se Siril = Wi+^, porque lim. S l im= oo. 
m Se agora fizermos S,„„ = — r— , é 

lim. (lim. S11,„) = 0 , lim. (lim. S11111) = 1 
Jii = Gc H = co li = x m = x 

e para outras leis obtêin-se os valores compr.ehendidos entre 
O e 1; logo a serie é indeterminada [caso 3), n.° 5]. 

No mesmo caso está a serie em que fôr S11111 = ^1 + ^J , que 

dá, sommando horisontalmente, oo, verticalmente, 1, etc. 
É muito notável pela sua simplicidade o seguinte exemplo 

de serie indeterminada: 

0 + 1 4 - 0 + 0 + 0 + . . . 

— 1 + 0 4 - 1 4 - 0 + 0 + . . . 

+ 0 — 1 + 0 + 1 + 0 + . . . 

+ 0 + 0 - 1 4 - 0 + 1 + . . . 

a qual dá os valores 1, 0, —1, para o lim. Sm„, conforme 
fôr m menor, egual, ou maior do que n. Esta serie está ainda 
comprehendida no caso 3) do n.° 5. 

Yamos finalmente apresentar um exemplo de indetermi-
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nação egualmente simples e correspondente ao caso 2) do 
mesmo numero. Na serie 

1 + 0 + 0 + 0 + 0 + . . . 

+ 0 — 1 + 0 + 0 + 0 + . . . 

+ 0 + 0 + 1 + 0 + 0 + . . . 

+ 0 + 0 + 0 - 1 + 0 + . . . 

a funcção S,„„ oscilla indefinidamente entre O e 1, qualquer 
que seja a lei de crescimento dos Índices, como é fácil de 
verificar. 
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Determinação do caracter d'uma serie simples 

4 8 . P R I N C I P I O GERAL D E CONVERGÊNCIA E DIVERGÊN-

CIA. — A condição necessaria e sufficiente para a conver-
gência d'uma serie simples, enunciada no n.° 7, não constitue 
uma regra pratica geral para a determinação do caracter 
da serie, porque, envolvendo uma infinidade de condições, 
será imposivel verifical-a directamente. 

Não bastaria reconhecer a existencia da egualdade 

lim. | sn+r—s„ | = 0 (1) 
n = Q O 

para um ou muitos valores particulares de p, pois que a 
convergência exige que ella subsista, qualquer que seja o 
valor de p, constante ou variavel com n. 

Se, porém, se verificar que a egualdade não tem logar 
para um valor determinado de p, ou para uma determinada 
lei de variação de p com n, pode affirmar-se que a serie 
não é convergente, podendo ainda ser divergente ou inde-
terminada. 

Assim a condição deduzida no n.° 9 é simplesmente neces-
saria, como se pôde provar por exemplos de series diver-

4 
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gentes e até indeterminadas em que essa condição se veri-
fica. 

D'entre as primeiras citaremos as comprehendidas na 
expressão 

% OO 1 

i a n 

onde a é uma constante positiva ou nulla, correspondendo 
00 i 

a este ultimo valor a serie chamada harmónica 2 — . Na 1 n 
verdade é 

s» 1 1 
I Si, — Sn = 2 > n . r-jr- ; 1 1 »+1 a+n a — 2n 

e, como 

« 1 
lim. 
n = oc a 2n 2 . ' 

vê-se que a egualdade (1) não é satisfeita quando se sup-
p õ e j 9 = « . A serie, por ser de termos positivos, não pôde 
ser indeterminada; logo será divergente. 

É exemplo das segundas a serie 

2 (sen - \'n -j-1 — sen r. s/n) 
\ 
% „ r. \/n I--T i/n 77 \ 'n +1 + r: Vu 

= 2 2 sen - — — cos \ A 1 

cujo termo geral tem por limite zero, por ser 

ir \/n-\-1 -Tt \Jn .. 7r lim. sen — — = hm. sen —— — = O 
2 «=•» 2 ( | / B t 1 + ^ j i ) 



e o factor 

ficar sempre finito. 
Ora a somma dos n primeiros termos é sen ~ \/n, que não 

tende para um limite finito, nem para co . A serie é, pois, 
indeterminada. 

4 9 . Os dois exemplos, que acabamos de estudar, mos-
tram a insufficiencia da condição lim. u„ = O, ao mesmo tempo 
que nos indicam dois processos para a resolução do problema, 
de que nos estamos occupando. O primeiro, a que já nos 
tínhamos referido, consiste na verificação da não existencia 
da egualdade (1) para valores particulares d e p ; o segundo 
na formação da funcção s„ da variavel n e no estudo do seu 
limite para 71 = az. 

Notemos, porém, que o primeiro somente nos levou á ne-
gação da convergência da proposta, e foi a circumstancia 
casual d'esta ser de termos positivos que nos permittiu dis-
tinguir a divergencia da indeterminação. 

O segundo deriva immediatamente da definição de cara-
cter e conduzirá, quando applicavel, á determinação sem 
ambiguidade não só do caracter da serie, mas até do seu 
valor. 

É o que succede, em particular, com as progressões geo-
métricas. 

Seja a serie 

ao 
2 aaf = a -f- ax -f- ax- -f . . . -f ar" + . . . . 
o 
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Sabe-se calcular s„, que será 

l—nf+1 a tf+' 
S11 = a — = i a -l—x 1—x l—x 

Para I x I < 1 é 

T a lim. sn l—x 

Para | x | > 1 e x = 1, 

lim. sn = oo . 

Jj = OC 

Finalmente para £ = — 1, a serie torna-se 

a — a + a— a + - • • , 
evidentemente indeterminada. 

D'este conhecimento lançaremos mão, mais tarde, para a 
determinação do caracter d 'outras series. 

Sejam ainda as ,series muito notáveis 

(ai —aí) H- («2 — «3) -f • . . + (*„.,, — ««) + • • •, 

« 1 + ( « 2 — « l ) + ( « 3 — « 2 ) + • • • + ( « „ — « , _ , ) + • • • . 

Na primeira é 

S11 = «I — AA 

e na segunda 

sn = «„. 
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Quando a„ tender para um limite determinado estas series 
serão convergentes, e se lim. c„ = 0, a primeira terá por 

ti = 00 
somma ai e a segunda zero. 

O processo de que estamos tractando é, porém, d'uma 
applicação muito restricta, porque a maior parte das vezes 
não será conhecida a forma de s„. 

í 3 0 . C R I T É R I O S DE ABSOLUTA CONVERGÊNCIA. — A c o n -

dição dada no n.° 8, se fosse necessaria para a convergência, 
restringiria o problema ás series de termos positivos. Ella é, 
porém, segundo o theorema de Dirichlet, necessaria e suffi-
ciente para a absoluta convergência e as series que gosam 
d'esta propriedade são, pelo que vimos no capitulo ante-
cedente, as mais importantes em Analyse. 

Haverá, pois, o maior interesse em procurar critérios de 
convergência para as series de termos positivos. 

I. Resolução do problema pela comparação de series 

5 1 . PROCESSOS DE COMPARAÇÃO DAS SERIES . — O estudo 
comparativo d'uma serie com outra de caracter conhecido, 
pôde levar á determinação do caracter da primeira. Esta 
comparação faz-se por dois processos: um d'elles consiste 
em estudar a relação de dois termos correspondentes das 
duas series; o outro em comparar a relação d'um termo 
para o precedente, tomada numa serie, com a relação cor-
respondente na outra. 

Os theoremas que seguem servem de fundamento a estes 
processos. 
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5 2 . THEOREMA I . — Sejam duas series de termos positi-
00 QO 

vos 2 un = (U) e Ivn= (V): é sufficiente, para a convergência 
1 i 

(ou divergencia) da serie (V), que a serie (U) convirja (ou 
divirja) e que seja, além d'isso, 

a partir d'um certo valor de n . 
Se a serie (V) é convergente, existe um numero m > v, tal 

que a desegualdade 

»+i> 

2 w „ > ; , 
H-H 

por menor que seja e, tenha logar para todos os valores de 
seja qual fôr o valor de p . 

E, como V l l ^u n , será também 

2 v„<t; 
«-H 

o que demonstra a convergência da serie (V). 
Se, ao contrario, (U) é divergente, por maiores que sejam 

os números Aen, haverá um numero p tal que tenha logar 
a desegualdade 

n+fi 

2 un> A. 
«+i 
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E, para os valores de n V v, a fortiori terá logar a desegual-
dade 

2 vn>A, 
»4-1 

o que prova a divergencia de (V). 

5 3 . COROLLARIOS. — 1) Se, a part ir d'uni certo valor v 
v 

de n, a relação " fica comprehendida entre dois números 

positivos a e P, a serie (V) será convergente ou divergente 
ao mesmo tempo que a serie (U). Porque, sendo 

« u, < V11 < (S u. 

os termos da serie (V) estarão comprehendidos, a part ir da 
3C OO 

ordem v, entre os das series Ztxun e 2(3un, que (n.° 33) são i t 
convergentes ou divergentes ao mesmo tempo que (U). 

_ D 
Isto succederá, em particular, quando a relação — tiver 

UN 
um limite differente de zero, para n = oo. 

v 
2) Se a relação '• fica, a part i r d 'um certo valor v d e » , U i l 

inferior (ou superior) a um numero positivo, e se (U) é 
convergente (ou divergente), será também (V) convergente 
(ou divergente). 

É o que se dá, em particular, quando aquella relação 
tende para zero (ou oo), quande n tende para oo. 

5 4 . THEOREMA I I . — Sejam as mesmas duas series de 
termos positivos (U) e (V): é suffieiente, para a convergência 
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(ou divergencia) de (V), que convirja (ou divirja) (U) e seja 

vn _, U1 

W ~ W G->1 (ou 9 , ^ 1 ) , 

a partir d'um certo valor v de n. 
Com effeito, é 

1 v„ • . 1 
' Un ' 

1 p.+l 

D'onde 

"+P Vn i Un 1
 = — U i 

,.+1 u„ \0„ 
«•m u "4-p 

o,,+.. 0,,+2 . . . O1 n-f-p/ 

< - 2 un, I 
»+-t \ U, 

— Vn ou s . — u. 
» + p \ 
2 U „ ; 
n+l / 

que, por ser 

V. =Tf11-I=: =Wv / Vn — V„_, — _ Vv \ 
— < < • • • < , ( O U N > • • • > , 

demonstra a convergeneia (ou divergencia) da serie (V). 
As ultimas desegualdades mostram também que este theo-

rema pôde considerar-se como incluído no corollario 2) do 
theorema I. 

5 5 . COMPARAÇÃO COM A S PROGRESSÕES G E O M E T R I C A S . — 

O conhecimento do caracter e a simplicidade d'estas series 
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fazem-nos prever quanto será util tomal-as para termo de 
comparação. 

Pela applicação dos theoremas anteriores, ou do primeiro 
somente, se assim o quizermos, deduzem-se effectivamente 
duas regras simples e abrangendo um grande numero de 
casos, para determinar o caracter d'uma serie de termos 
positivos. São os critérios de Cauchy e de Dalembert. 

1) Critério de Cauchy.—Vimos que uma progressão geo-
OO 

métrica é convergente ou divergente, conforme fôr a 

menor ou maior do que a unidade. 
Portanto, fazendo uH = a" e notando que de vn ^ a" resulta 

Vvn 5; a: se fôr a < 1 (ou a > 1) e '\Jvn <a (ou, > a), será 2 v„ 
conveniente (ou divergente). 

2) Critério de Dalembert. — Resulta immediatamente do 
theorema II, tomando u" = a", que: se fôr a> 1 (ou < 1) e 
vn 1 / 1 \ °° — <— (ou > —1, será 2v„ convergente (ou divergente). 

v u 

5 6 . CONVERGÊNCIA RELATIVA DAS SERIES. — O caso em 
v que ~ tende para zero é particularmente interessante. 

Tem-se 
,. vH S'„ — S'„_, hm. — = hm. ——Q-— = O, W11 b„ — b„_. 

onde S„, S'„ são respectivamente as sommas dos n primeiros 
termos das series (U) e (V). 

Mas demonstra-se que 

C</ q ' Q ' 
T 1 • ^ l l k M - I lim. - - = Iim. Q -- , 

o» — í>„—i 

quando existe o segundo membro e é l im.S„=oo. 
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Logo será 

quando fôr 

lim. I= = O1 (2) 

lim. - = 0 
Un 

e divergente a serie (U). 
v Semelhantemente, se lim. — = 0, será 
U11 

lim. — = lim. — —-31 = O, 
Un K11 — KLLFL 

onde se fez 

R n = 2 u„ e R',,= 2 vn . ii-t-1 n-H 

Se, além d'isso, fôr convergente (V), será 

.. R'„ .. R'„ —R'n+1 
,U11- K „ h m - R „ • R M 

e portanto 

lim. ^ = 0 . (3) 
K11 

Quando se verifica (2), diz-se que (V) é menos divergente 
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do que (U), e quando se verifica (3) diz-se que (V) é mais 
convergente do que (U). 

No primeiro caso a serie (V) poderá ser divergente ou 
convergente, no segundo somente convergente (n.° 53). 

Notemos agora que o theorema I é decisivo quando (U) 
v 

é convergente e lim. " = 0, ou quando (U) é divergente e Un U lim. — = O, por outras palavras, quando (U) é menos con-

vergente ou divergente do que (V). 
Convirá, portanto, procurar series menos convergentes 

ou divergentes do que (U) para servirem de termo de com-
paração, no caso em que, com a serie (U), nada se possa con-
cluir da applicação do theorema. 

Comprehende-se então a vantagem da construcção d'uma 
escalla de series convergentes ou divergentes, cada uma das 
quaes o seja em menor grau do que todas os precedentes. 
A esta escalla corresponderá uma successão de critérios, 
cada um comprehendendo o precedente e applicando-se além 
d'isso em outros casos. 

Antes do passarmos a este estudo, preparar-nos-hemos com 
as seguintes proposições. 

5 7 . THEOREJIAS AUXILIARES. — A) Designando por z 
um numero positivo e por l o logaritmo natural, será 

T 

Com effeito, por ser 
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è > 1 + z 

ou 

e'>l + z , ei+:<l +z 

B) Seja 

IkCt = Llk-I* , Lee = » , « , > « „ _ , , / , _ , « „ _ , > 1 

ter-se-ha 
% 

< 1 . « » - / . « . - , < ( 4 ) -Lis-I n -Ij
5-I «„_I 

onde é Lk« = Ix. I i * . . . lka. 
A proposição A), fazendo 

i 0Vl ^ I - I o t I i - I 
7 > Is-1 

e portanto 

dá immediatamente L-I n l —1 «„-1 , . I n - I i - 1 «,-I i < I i C c n - 1 1 « „ _ , < — 
i S - I a * h - I a H - I 

Mudando s e m s - 1 , s—2, . 1 , obtèem-se desegualdades 
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analogas que transformam as precedentes em (4), como se 
queria demonstrar. 

C) Seja 

a, — ccn j a»>«»-i , lim. «„= oo , lim. = 0; 
11= OO 0 1 I i - I 

para um valor de n suffieientemente grande a differença 

L, i L2 a„_, 
oc L oc 

« i i - i L , « „ _ , 
1 + ^ ^ - ( 1 

1 
L 1 «„- , / . 

será sempre positiva e infinitamente pequena de 2ordem 

em relaçao a . 

Com effeito, a part ir d 'um valor de n bastante grande 
será real lsocn_, e ter-se-lia pelo theorema B) 

l«„— l, «„-) > - " a„ L j a„ 

d'onde 

CLn. Ls OC11 > ocn L . _ ,« . . Z5 a„_, a„ — «„_, 

Mudando s em s —1, s —2, . . ., 1, resultam relações seme-
lhantes, que transformam a precedente em 

«.Ls «„ > a„_, Ls«„_, («, — «„_,). (Lj «„_, 4 Ls a"_1 

L i « „ _ , 

L jK,-, ' " ' L,_,«„_, ' 
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Dividindo por «„_, Lj «„_, e transpondo todos os termos 
para o primeiro membro, resulta 

i > 0 , 

que é a primeira parte do theorema. 
Para demonstrar a segunda, notemos que é ainda pela 

proposição B) 

ou 

«,,_! L J - I TXIL-I 

e também 

a„_, L j a„_, 

I - ! « „ - 1 1 « „ - 1 L i - I a , , - ! 

1 + 

Multiplicando membro a membro, vem 

a, Lt «„ < L . «„—Z1 «„ — «.-i \ «.-
«„_, Lj \ ' «„_, /V «„_, L1 <%„_,/' \ '<*„_, Lj «„._,/ ' 

D'onde se tira, designando por e uma quantidade que 
tende para 1, quando n tende para oo, 

ô < <*„ — «„. 
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D) Demonstremos ainda que é 

lim. — — = » 
í = o o ( l o g s ) 

sendo m um numero positivo dado e Iog designando Ioga-
rithmos de base maior do que 1. 

Com effeito é sempre possivel determinar um inteiro n 
tal que sejam satisfeitas as relações 

n " ^ z < ( n - f 1 ) 
..-t-i 

d'onde 

z n" 
> r T -(log z)'" [log (K^l ) - f l J" 

O U 

n" 
(log 2)'" ^ (n + 1)" [log (n +1)]' . n" 

que fazendo tender z para oo e portanto n, tende também 
para oo . 

5 8 . ESCALA DE SERIES. — Vejamos agora como se 
podem construir series menos divergentes ou menos con-
vergentes do que uma serie divergente ou convergente 
dada. 

Seja 

« i + « i + . . . + « , + • • . 

uma serie divergente de termos positivos. 



U 

Designando por s„ a somma dos n primeiros termos, a 
esta serie pôde dar-se a fórma 

si + (s2 —si) + + («„ — s—i) + . . •, 

onde 

lim. sn — oo . 

A serie 

Zsi + (Isi — l s i ) . . . + (Zs„—Zs„_j) + . . . 

será menos divergente do que a proposta, visto que pela 
proposição D) é 

l i m . j - = oo . 
S„ = OC Z s„ 

Se, ao contrario, a serie proposta é uma serie conver-
gente, de somma s, poderemos substituir-lhe a serie 

( - - - ) + ( - - - ) + ... + ( - - — ) + • 

Vi V i ) \<T2 <73/ ' \ f f „ 0 -»_ , / ' ' 

onde é 

c i = — , S s — s , 

e portanto 

, . 1 « lim. — = 0 . o-., 
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Será menos convergente, em virtude da mesma proposi-
ção D), a seguinte serie: 

( L 
W f f i --)+(-— -)+...+(--—w. Zffa/ W<x2 Zcr 3/ \Zff, Zff„+1/ 

THEOREMA. — ,SE/A 

«»>«—), lim. a. = co, p > 0 : 
n = » 

e divergente a serie 

e convergente a serie 

1 ^ = L ( 5 ) 

(6) «=j> «„L*_,a„. (Zka,,)1+?' 

tomando p assaz grande para que seja 

Zk_,«P> 1. 

Com effeito, a serie 

2 (Zi «„ — Z, «„_,) 

é divergente, visto ser a somma dos w — p r i m e i r o s termos 

SN p = Zs Z, 
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lim. It xn = oo . 
n=ao 

Será a fortiori divergente a serie 

3 0 a i j — x 2 >! . 1 Il 

OTH L ( XN 

que tem os seus termos maiores do que os termos correspon-
dentes da anterior [Theorema B)], e portanto também a 
serie (5), que se deduz d'esta fazendo 

« = * + 1 . 

Consideremos agora a serie 

1 ( J L U 
n = » \ Is l. « » / ' 

evidentemente convergente por ser 

1 
S»-í>+l = IsCip-I l,«n 

lim. ~ = 0 . 

Será a fortiori convergente a serie 

- «.„ — 

n—P « „ ! < , _ , a . . ( l s _ , « „ ) ' + ? ' 
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por virtude dos theoremas A) e D), e portanto também a 
serie (6), que d'esta se deduz, fazendo 

S = A ; + 1 . 

c. s. p. d. 

6 O . C O R O L L A R I O S . — D'este theorema são corollarios, os 
seguintes critérios de convergência e divergencia: 

1) Seja 

<x„ > «„_, , lim. an = x 

u 
U n — a „ — «„ 
,1-)-1 tSi-H n 

*n — « , - 1 A , 1 1 + - • f l - L1 «„_, ' ' ' L1 

para todos os valores de será divergente a serie de 
30 

termos positivos 2 un. 
2) Seja ' 

a„ > <x„-i i lim. Ctn = oo 

e, sendo e um numero fixo, 

Un - CCn-I — <Xn-S K , Ctn-CCn-1 Z1 1 L 

Un-J ccn — ccn_{ L 1 a„_i \ ' Li «„_! 

• + i — ) 1 Jk-I Cn -I Ij/. *«-) / J 

para todos os valores de n > v: será convergente a serie de 
OO 

termos positivos 2 un. 
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3) Seja 
un = , a, a, L 

UnJrI n nbtn n L5 n 

onde a i , m, a s . . . , são números determinados: conforme fôr 
maior ou menor do que a unidade o primeiro d'estes nu-

OC 

meros que differe da unidade, assim a serie será con-i 
vergente ou divergente. 

I I . Resolução do problema pelo estudo da serie em si 

6 1 . THEOREMA DE KUMMER. — 1 . ° Para que seja conver-
ge 

gente uma serie de termos positivos 2 un énecessário e suffi-

ciente que exista uma funeção sempre positiva 9,,, tal que seja, 
para todos os valores de n, 

?» — ?»+i 5:«»+. • (?) 

2.° Para que seja divergente a serie de termos positivos 
OO 
2 un é necessário e sufficiente que exista uma funeçao çp,„ sempre 
t 

positiva e tal que seja 

lim. ?„ = O ^ «„+, . (8) 
n = 00 9" 

I.0 Se a condição (7) é satisfeita, ter-se-ha 

9„ — ?.-H > M.,+I , 
?n+l — r»+2 > »«+» , 

? , . + , - ! , 
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d'onde 

? » — ? » f P > + u > + t + • • • + UnJrp . 

E, como ®„]> 9„+1 + Mllfl, vê-se que, fazendo tender n para 
oo , ©„ decrescerá sempre e tenderá, portanto, para um limite 
positivo ou nullo, que designaremos por l. Logo 

"+p — -
lim. 2 M„<<F„ — Z<<p„ , 
P=OO H+1 

o que demonstra a convergência da proposta, e a sufficien-
cia da condição. 

Esta é também necessaria, porque, se a serie dada é con-
vergente, será 

l i m . ( M L 4 . , + M „ + , + . . . ) = O 
n = X 

e poder-se-ha fazer 

~ ^N * > 

onde r„ designa a serie que se deduz da proposta suppri-
mindo os primeiros n termos, isto é o resto da ordem n da 
serie, e 

K > A, , - f - , > 1 . 

D'onde 

?» — ?»+! > ^M-I ( r « — r » f l ) > tt»-H » 

que é a condição do enunciado. 
2.° Se existe uma funcção çp„, que satisfaça ás condições 
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da segunda parte do theorema, a serie é divergente. Com 
effeito, por ser 

lim. çp„ = 0 e q>„ > 0 

é sempre possivel, qualquer que seja n, fixar um numero 
m>n, tal que 

?«>?»+» • 2, 3, 4 , . . . ] 

Por virtude d'esta relação e pela restante condição im-
posta a <p„ será 

?«.—?»+, < • Um.H - f . . . + ?m+p_i U„+P < cp,„. (Mmfl + . . . H- um+r) 

OU 

m+j) 

2 M „ > 1 - ^ 
H-I 

Ora, como é lim. çpra+.,, = 0, será 

m + p 

lim. 2 U n >1. 
P = a m-)-l 

Poder-se-ha, pois, tomar p sufficientemente grande para 
que seja 

2 M„>1 
01-1-1 

e portanto, visto que n < m, 

m+p 
2 un > 1, 
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que, por ser n arbitrario, demonstra a divergencia da pro-
posta. 

Reciprocamente, se a proposta é divergente, a funcção 

\ 

onde é 

e .<?„ tem a significação usual, satisfaz ás condições citadas; 
porque, além de ser fn positiva, e, visto que lim. s„ = oo , 
lim. ®„ = O , é também 

P n ^ f 1 = U n + í < — 1 
?„ ^ Sn 

6 3 . NOTAS. — 1) É claro que, se existe uma funcção <?„ 
nas condições do enunciado da primeira ou da segunda 
parte do theorema, existirão infinitas funcções nas mesmas 
condições. 

2) Sendo evidente que o caracter d'uma serie não é alte-
rado pela suppressão arbi traria d'um numero finito de 
termos, poder-se-lia ficar certo da convergência ou da diver-
gencia da proposta se fôr conhecida uma funcção <p„, que 
satisfaça ás primeiras ou ás segundas condições, somente 
para valores de n superiores a um certo numero. 

A existencia de cada funcção <p„, que verifica um dos 
grupos de condições para todos os valores de n, arrasta a 
d'uma funcção '\i„, que somente o verifica para os valores 
de n maiores do que um numero determinado m, e reci-
procamente. Basta notar que de g>„ pode formar-se to-
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mando = ç„ para n > m e ^ll arbi traria para n ^ m; e de 
deriva-se uma funcção ç„, tomando ainda <p„ = para n>m 
e escolhendo <pi, 92, . . . , de fórma a satisfazer ás condi-
ções respectivas. 

6 3 . COROLLARIOS. 1 ) C R I T É R I O D E D A L E M B E R T . — D o 

critério geral de Kummer deduzem-se, attribuindo a q>„ for-
mas particulares, critérios especiaes de convergência e 
divergencia, alguns dos quaes muito importantes pela sua 
fácil e larga applicação. Assim, designando por k uma 
constante positiva, e fazendo 

resulta que é sufficiente para a convergência que seja 

u„ W'„4-1 k U„_I 

O U 

!í"±' < 1 

u,, 1 -f k ( 9 ) 

a part i r d'um certo valor de n. 
Se, em vez d'isso, fôr 

(10) 

para todos os valores de n superiores a um determinado 
numero, a serie será divergente, porque não se verificará 
a condição lim. «„ = 0, necessaria para a convergência. 
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É este o critério de Dalembert, que já tinha sido demons-
trado no n.° 55 por outro processo. 

Para o applicar procura-se, em geral, o limite de 

para n = oo e pôde succeder: a) que esse limite seja menor 
do que a unidade; b) que seja maior do que a unidade 
ou oo ; c) que seja egual á unidade; d) que a relação não 
tenda para nenhum limite finito ou infinito. 

a) Neste caso existirá, em virtude da definição de limite, 

um numero v, tal que para n > v a relação seja sempre 

inferior a um numero menor do que a unidade, compre-
hendido entre esta e o limite. Será satisfeita a desegual-
dade (9) e a serie será convergente. 

b) Poder-se-ha determinar um numero v tal que para 
a mesma relação seja sempre maior do que a unidade 

e a serie será divergente. 
c) e d) São duvidosos estes casos porque não se pôde 

deduzir d'elles nenhuma das desegualdades (9) ou (10). No 

caso d) a relação U— oscilla, quando se faz tender n para 
UN 

infinito entre certos valores, podendo mesmo tornar-se, para 
uma successão de valores de n, destacada da successão dos 
números inteiros e positivos, superior a toda a grandeza, 
sem que a duvida deixe de subsistir, porque o critério só 
é applicavel quando as desegualdades (9) ou (10) tiverem 
logar para todos os valores de n superiores a um certo 
numero. 

6 4 . 2 ) CRITÉRIO DE DUIIAMEL E RAABE. — Fazendo 
agora 

<j), = » i « „ 
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onde Ic designa um inteiro positivo qualquer, virá a seguinte 
condição sufficiente para a convergência 

n/cu„— (n T 1 ) A ?<„+, > un+,, 

ou 

Em segundo logar, será uma condição sufficiente de 
divergencia que seja 

ou n un crescente com n. 
A regra pôde, pois, enunciar-se assim: 
Uma serie cie termos positivos será convergente ou diver-

j ^ 
gente, conforme a expressão n ( —-"— 1 j tende para um limite 

\ Ml-H / 

superior ou inferior á unidade, quando n tende para oo . 
Subsistem dois casos duvidosos: aquelle em que a expres-

são considerada tende para a unidade e aquelle em que ella 
não tende para um limite finito, nem para oo. 

Applica-se este critério quando a relação tem por 
Un 

limite a unidade, caso em que o anterior é fallivel. 
' Se, porém, fôr ao mesmo tempo 

lim. = 1 e lim. n i ~ - l ) = l 
Uu \un+1 1 

é necessário recorrer a outras regras. 

[ n > v ] , 

[n > v]. 
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Collocando 

vamos estudar a funcção 

que permittirá levantar em muitos casos a difficuldade. 

6 0 . 3) REGRA DE C A H E N . — S e no theorema de Kummer 
B 1 (1.°) fizermos ç„=a„ 2 — ou, para mais simplicidade, o„=a„ <y„, 
i a,, 

vê-se facilmente que será a serie proposta convergente, se a 
desegualdade 

un / un \ . 
a» <*n «„+i o"„+i + 1 = an «„+, o-,, > 1 

"n+l \ Un+i / 

tiver logar para todos os valores de n maiores que um certo 
numero. 

Se, ao contrario, a funcção 

Ian O11+,) o-„ 

fica, a par t i r d 'um certo valor de n, inferior á unidade, a 
serie será divergente. 

Esta proposição tem como caso particular a regra de 
Cahen, cujo enunciado é o seguinte: 
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Se uma serie de termos positivos é convergente a funcção 
« cresce indefinidamente com n. 

Com effeito, fazendo a„ = n, a serie proposta será diver-
gente se fôr 

H e - 1 H H 1 

O U 

« — < 1 . n 

E, como a serie 1 é menos divergente do que a serie 
i n OC (y 

2n'\ a relação — entre as sommas dos seus n primeiros 
i n 
termos tenderá para zero, quando n augmenta. Logo a des-
egualdade só poderá deixar de subsistir, se « crescer inde-
finidamente com n. 

6 6 . 4 ) CRITÉRIOS DE BERTRAND. — Fazendo 

a„ = n Iog n , a,, = n Iog Iog n, ..., 

obtêem-se regras devidas a Bertrand. 

6 7 . ESTUDO DA FUNCÇÃO nu„.— Um outro critério im-
portante resulta da consideração do limite de nu„ para «= oo. 
É o seguinte: É condição sufficiente para a divergencia 
d'uma serie, quaesquer que sejam os signaes dos termos, 
que seja 

lim. nua = / , O]. 
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Por um theorema já citado da theoria dos limites sabe-se 
que, se an tende para um limite quando u tende para oo, é 
satisfeita a seguinte egualdade 

lim. — (ai + an + . . . + a„) = lim. a„. TZ 

Se, pois, nu,, tende para um limite X, ter-se-ha evidente-
mente 

lim. (MI + 2 m + . . . + n u„) = lim. nu„ = X. 

ou 

lim. [si + 2 (S2 - S1) + . . . + n (s„ - s„_,) J 

= lim. [ (1 + 1 ) s . ( s , + s â + . . . + s „ ) l= X. (11) 
[ /Z To _J 

Ora, se a proposta fôr convergente, a applicação do mesmo 
theorema á successão si, Si,..., s„ dá também 

lim. ~ (si + Sá + . . . + s„) = lim. s„, 

que reduz (11) a 

lim. (1 + —) s„ — lim. Sn = O = /. . 
n 

Portanto se a serie é convergente e nun tende pára um 
limite finito, esse limite será zero. 

Se, ao contrario, este limite fôr differente de zero a serie 
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não poderá ser convergente e, como, a part i r d'uma ordem 
sufficientemente elevada, os termos serão todos do signal do 
limite, ella será divergente, e o theorema está demonstrado. 
A condição não é porém necessaria para a divergencia, como 

o demonstra o exemplo da serie 2 ——^—, que é divergente 
n Iog n 

apesar de ser 

lim. — = 0. Iog n 

Este mesmo exemplo prova também que a condição 
lim. n u n = O é insufficiente para a convergência. E deve-se 
notar que esta condição nem mesmo é necessaria, porque a 
a serie pôde convergir sem que o producto n un tenda para 
nenhum limite. É o que succede numa serie de termos po-
sitivos, cujos valores são 

i 1 ! . 1 

' 2 2 ' 3 2 m 2 ' ' 

quando as ordens respectivas fôrem 

1 , 2 3 , 3 3 , . . . , M 3 , . . . , ( 1 2 ) 

e formam para as outras ordens uma outra serie conver-
gente. 

A serie total é também convergente e todavia o producto 
n un pôde exceder todo o limite, se se faz percorrer a n a 
successão (12), pois que para 

n — m3 vem nun = m= ^ n , 
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6 8 . Cesaro poz em evidencia a importancia do critério 
de divergencia achado no numero precedente, demonstrando 
que elle é util precisamente quando as regras de Dalembert 
e de Raabe se tornam inúteis. 

Com effeito, se 

lim. nu, = l e X^O, 

ter-se-ha 

lim. - j ^ = lim. —y— -—1—-—— = lim. . y = l 
K = Q O U „ Il=CC M 1 I T l I l n n== O C 1-1 

e da regra de Dalembert nada se poderá concluir. 
Devemos então applicar a de Duhamel e Raabe, procurando 

determinar o limite da funcção 

un n (— 1 
Un+.\ 

Mas é fácil de verificar a effualdade 

lim. n (^:-1) = 

OU 

l im. ( W + 1 ) ^ 1 ^ - = 0 . ( I 3 ) 
M „ + , V ' 

Bastará considerar a serie de termo geral 

(¾+ 1)«,+ 1— HUn = Vnjrl , 
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que é convergente por ser evidentemente 

Ivn = n un 1 

e tender mi„, por hypothese, para o limite finito /,. 
O primeiro membro de (13) torna-se, depois de multipli-

cado por À = lim. (re + 1) (u„±,), em 

lim. (n + 1) u,,+l lim. ^ ^ = lim. n v„, 
Wn-f-1 

ao 
que é egual a 0, por virtude da convergência de 2 vn. Na i 
verdade a funcção nv„ não pode oscillar, porque a relação 
de dois termos consecutivos da mesma serie oscillaria tam-
bém e não tenderia para a unidade, como é fácil de vêr, 
que acontece neste caso. 

Está, pois, verificada a egualdade e portanto a improfi-
cuidade do critério de Duhamel e Raabe no caso consi-
derado. 

6 9 . S E R I E S D E TERMOS POSITIVOS E N E G A T I V O S . — Q u a s i 

todos os critérios precedentes se referem a series de termos 
positivos, podendo, portanto, servir apenas para determinar 
o caracter das series absolutamente convergentes ou diver-
gentes. 

Somente o ultimo critério, que deduzimos da consideração 
da funcção n un, diz respeito a series de termos positivos e 
negativos. 

No caso particular d'uma serie de termos alternadamente 
positivos e negativos, que abreviadamenee se chama serie 
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alternada, conhece-se a seguinte proposição muito impor» 
tante: 

É convergente a serie alternada 

2 ( - 1 VflWlll i 

em que fôr, a partir d'um certo valor de n 

u„ > M„_i e lim. un = 0 . 
N = » 

Podemos suppôr, para a demonstração, que estas condi-
ções se verificam desde o primeiro termo, porque a suppres-
são d'um numero limitado de termos não altera o caracter 
d'uma serie, e ainda, pela mesma razão, que o primeiro 
termo é positivo. 

A somma s2k dos 2 k primeiros termos será evidentemente 
positiva, e crescerá com k, por ser 

f l ) = U j i . j _ I U l k ^ i . 

E, como é 

Sik = Ul — (m — ?í;t) — . . . — (U3k-2 — u.lk_{) — Uik , 

será ainda a mesma somma inferior a ui. 
Logo, designando por s um numero determinado inferior 

a uy , será 

lim. Slk = s < « i . 

Se n é impar e egual a 2 4 4 - 1 , é evidentemente 

Sit^-I S j j = M j j f i 
G 
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e, como 

lim. = 0 , 
l = c e " 

lim. Ssa+, = lim. Sg,, = s, 

o que demonstra o theorema. 

T O . NOTA. — As condições enunciadas no theorema an-
terior para a convergência das series alternadas são suffi-
cientes, mas não necessarias. Assim uma serie alternada 
pôde ser convergente sem que os termos decresçam sempre. 

Existem, com effeito, series de termos positivos, em que 

a relação pôde tomar valores tão grandes quanto se 

quizer. 
Exemplo : Na serie 

« + |B2 + «3 + (31 + *3 + ,36 + . . . , 

onde (3 < a < 1, a relação tende para zero ou para oo , 

U n 

conforme n é impar ou par. 
A serie alternada, que d'esta se deriva mudando os signaes 

aos termos da ordem par, será ainda convergente, e os ter-
mos não irão sempre decrescendo. 

FIM. 
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