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Nous avons 
<P I£Z XJT/JSL — XIIJIZI. 

La relation 
<P = 0 , 

est donc évidente: elle marque simplesment que nous devons 
prendre Ies rayons concourants. 

Il en resulte que Ies rayons des trois faisceaux qui, par Ieurs 
intersections, engentrent la cubique salislont aux deux relations 

/ •= 0, <p = 0. 

Nous pouvons donc énoncer ce théorème: 
Toutc cubique peut être engendrée par Ies intersections des rayons 

homologues d'une H J . 
Ce théorème va nous être utile. 
Supposons que l'on ait une seconde cubique ayant trois points 

communs avec une cubique donnée. Nous prendrons Ie triangle 
formé par ces trois points comme triangle de rélérence, et alors, 
Ies formes trilinéaires correspondant aux deux cubiques seront 

f + i f = o, A + = 

Or nous avons vu que 

/ • = o , ^ 0 , 

ont six ternes communs. 
Donc 
Deux cubiques se coupent en neuf points. 
Si l'on se donne huit points d'une cubique, I on peut déter-

miner Ies coefficients de f à 1'exception d'un seul. 
La forme trilinéaire correspondante sera donc 

F + [/.F1 + Xf = O. 

Or1 il existe un sixième terne commun à 

F = O, F 1 = O, <p = 0. 
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En conséquence 
Toules Ies cubiques qui passent par Iuiit points passenl par un 

même neuvième. 
L'équation 

f+ ><p = 0, 

nous conduit encore à d'autres résullals. 
Pour chaque valeur de X, nous pourrons déterminer Ie discri-

minant 

Dx = X4 + 6> 2D" + 4XV + A (*) 

et Ies covariants (S,-}x. 

A 1'aide de ceux-ci, et tant que D^ sera diflérent de zéro, on 
pourra mettre /*+ X<p sons Ia forme 

icj + Au2 t-j vc 2 = 0. 

Ceci revient à mettre 1'équation de la courbe sous Ia forme 

«3y + k . t l Y f = 0. 
i 

Nous rapportons ainsi Ia courbe à deux trilatères conjugués. 
En choisissaut convenablement X, on peut faire on sorte que 

Ies covariants (S,)x, égalés à zéro, aient des racines réelles. 
De cette manière, on aura des trilatères réels. 
Si Da = 0, on n'a plus, comme il est facile de Ie voir, des tri-

latères conjugués, mais un triangle inscrit à Ia cubique. 
l)onc 
Par trois points pris sur une cubique, on peut faire passer Ies 

côtés de quatre Iriangles inscrits à la courbe. 
Ilappelons encore quelques résultats relatifs à une II1 . 

Cette homographie possède trois groupes de points de rami-
fications représentés par 

Zi = O, m4 = 0, n «•= 0. x y ' z 

(#) V. p. 40 et ss. 
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Ces éléments de ramification correspondent aux tangentes 
menées des sommets du triangle a|}y. 

En conséquence 
Par un point situe sur Ia courbe, on peut, en général, mcner a 

celle-ci quatre tangentes. 
Les trois covariants ayant mémcs invariants (v. p. 40), on en 

déduit: 
Le rapporí anharmonique des tangentes issues d'un point de la 

courbe est constant. 
Les éléments doubles forment six groupes dont Ies formes bi-

quadratiques correspondantes ont Ies inémes invariants. 
On en conclut: Si A et B sont des points d'une cubique, Ies 

rayons menés par A aux points de contact des tangentes issues de 
B ont même rapport anharmonique que Ies rayons menés par B 
aux points de contact des tangentes issues de A. 

F.nfin, si l'on se rappelle la forme de ces covariants (p. 41), 
en peut énoncer ce théorème (*): 

Les faisceaux de rayons menés d'un point de la cubique aux 
points de contact des tangentes issues de tous Ies autres points de la 
courbe apparliennent à une involution biquadratique du premier 
rang. De plus, Ies tangentes issues du point donné font partie de 
celle involution. 

L'équation d'invoIution étant de la forme 

f+ kh = 0, 

on a en réalité trois involutions quadratiques. 
Nous allons déduire de tout ceci quelques théorèmes connus. 

Soit A Ie point donné et P sou point tangentiel. Toute droite 
passant par A rencontre la cubique en des couples de points B, C 
dont Ies points tangentiels Q1 Il sont en ligne droite avec P. 

Tandisque PQR tourne autour de P, BC passe par A. Si Q 
et R eolneident, PQR est une tangente issue de P. 

Soient A], A2, A3 Ies trois autres points de contact des tan-
gentes menées par P. 

Si par Aj, nous menons Ies tangentes A[M, AiM], AjM2 , A]M3, 

(*) Sitzungsberiehte der kõn. bõhn. Gesells. der Wissenschaften , 9 ju ia 
1882. 
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Ie théorème précédent fait voir que Ies droites MMt, M2M3 se 
couperont au point A. Pour la même raison MM2, MjM3 se cou-
peront en A2 , MM3, M1M2 en A3 . 

Les tangentes menées par Aj , A2, A3 donnent lieu, par suite, 
à six rayons menés par A et représentant Ie covariant T de Ia 
forme biquadratique qui est elle même représentée par Ies tan-
gentes issues de A. 

Nous avons ce théorème, connu s'ail!eurs: 
Les couples de rayons qui joignent deux à deux Ies points de 

contact des tangentes issues de Aj , A2, A3 , au point A, sont Ies 
rayons doubles des trois involutions quadratiques formées par Ies 
quatre tangentes menées par A. 

Ce même théorème permet d arriver à une notion plus im-
portante. Par A, on peut mener une infinité de groupes de qua-

tre rayons, en I , corrcspondant à tous Ies points B de Ia courbe. 

Cherchons combien de fois AB pourra faire partie de ces grou-
pes. Si nous considérons un rayon ABuB o, ce rayon détermine 

í un groupe unique de I' . Mais nous aurons deux points tangen-

tiels Pq1 P'0 , PoP'o rencontre Ia cubique en un point 0, en général 
diíférent de A. Donc APo, AP'o sont deux rayons distincts. 

Si nous menons par A une droite ABB', B et B déterminent, 
cbacun un groupe de Tinvolulion. 

En conséquence, à Iout rayon ABo, correspondent deux rayons 
AB1 et, a cliaque rayon AB1 Iiuit raijons ABo-

Entre ces deux rayons, il existe une correspondance (2,8). 
Nous aurons donc dix coíncidences. 

Si O est Ie point tangentiel de A, il est visible que O donne 
une de ces coíncidences. 

Pour Ies neuf autres, il faut que B coincide avec son point tan-
gentiel, c 'est-à-dire que nous avons en B une tangente oscula-
trice ou un point d'inllexion. 

Donc, en général, une cubique possède neuf points d'inflexion. 
Nous ne nous étendrons pas davantage sur ce sujet: nous avons 

fait voir ailleurs (*) comment on en peul déduire Ies propriétés 
conriues sur Tarrangement des points d'inflexion, Tinfluence des 
points singuliers sur Ie nombre de ces points, sur la classe de la 
courbe, etc. 

(#) Bulletins de 1'Acad. roy. de Belg., 3me série, t iv, octobre, 1882. 
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Nous avons aussi monlré, dans un autre endroit, coininont la 
tliéorie des homographies conduit á déterminer Ies conditions 
dexistence des points singuiiers, de la décomposition de Ia courbe, 
du genre de celle-ci, etc. (*). 

Nous ne pourrions exposer tous ces points sans dépasser Ies 
bornes que nous devons forcément nous imposer: ce que nous 
avons dit suffira pour permettre au lecteur de refaire toute la 
théorie des cubiques planes. 

Une aulre théorie que Ies involutions perinettent d'aborder 
aisément est celle des courbes rationrielles. 

Nous en citerons un exemple particulier emprunté aux cubi-
ques planes à point double. 

Toutes Ies droites du plan renconlrent la courbe en des ternes 
de points dont chacun est déterminé par deux de ces points. 
Nous avons donc une if. 

3 2 
L'involution Iij possède trois points triples: donc Ia cubique íl 

point double possède trois tangentes dinflexion; Ies trois points 
triples d'une Ij forment un groupe de 1'involution. 

Par suite Ies points d'inllexion sont en Iigne droite. 
Nous pourrions multiplier ces applications et nous occuper, 

[tar exemple, des quartiques à trois points doubles. Les droites 
í du plan marquent, sur celles-ci, une involution I . 

Nous pomons, de même, étudier Ies courbes rationnelles 
gaúches. 

Nous avons déjà fait observer que Ia théorie des cubiques gaú-
ches peut se déduire, toul entière, de celle des involutions du 
troisième ordre. 

Ainsi, tous Ies plans d'une gerbe G marquent sur la cubique 
íí gaúche R3 des ternes en Ij. L'existence des points neutres nous 

Iait voir que par Ie point G, on ne peut inener qu'une sécante à 
la courbe. 

Les éléments triples nous donnent Ies trois plans osculatenrs 
issus de G et nous apprennent que Ies points de contact sont si-
tués dans un plan passant par G. 

(-*) C. R. do l'Acad. dos Sciences de Paris, 1 aoút et 20 septembre, 1881. 
Mém. de 1'Aead. roy . de Belg. , t . x l v , 1882. 
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De là nous tirons toute la théorie du système polaire (null-
system). 

Les plans d'un faisceau / donnent, sur R3 , une I3. L'involution 
eonjuguée conduit à Ia détermination de Ia droite l'. 

Nous en tirons aussi qu'une droite qui s'appuie sur l et I1 

détermine une involution qui est sa propre eonjuguée. La droite 
l] se eorrespond donc à elle-même dans Ie système polaire. 

De là découlent aisément Ies propriétés du complexe linéaire 
formé par Ies droites l\. 

Si, au Iieu d'une l j . nous considérons une i' représentée sur 
une R3 , nous aurons un système de tétraèdres inscrits à R3 et 
circonscrits à une surface du second ordre. (Surface d'invo!ution, 
V. plus haut.) 

Nous poinons donc dire que Ies douze faces de trois tétraèdres 
inscrits à une R3 sont douze plans tangents d'une surface de la 
seeonde classe 2j et qu'il existe une infínité d'autres tétraèdres 
inscrits à R3 et circonscrits à 2¾. 

L'existence des couples neutres nous apprend que 2a a trois 
génératrices qui sont bisécantes de R3 . 

On voit avec quelle facilité on arrive par ces considérations à 
exposer Ies propriétés des cubiques gaúches. 

Les courbes gaúches rationnelles du quatrième ordre pourront 
être étudiées de la même manière. 

Il est un autre point qui peut être étudié de la même ma-
nière: c'est la representation conforme des courbes rationnelles 
Ies unes sur Ies autres: nous renverrons, pour cela, aux nom-
breux mémoires que notre savant ami Mr. Emile Weyr a publiés 
sur ces questions (*). 

Nous allons maintenant reprendre quelques considérations déjà 
exposés précédernment (voir plus haut p. 4o et ss.) pour Ies 
coinpléter. 

3 

Le problème fondamental qui se présente dans une II2 est Ie 
suivant: 

Etant donnés sept ternes d'éléments, compléter un huitième terne 
dont on se donne deux éléments. 

(#) Sitzb. der K. Akadsmie in Wien, aonées 1875 et suiv. 
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Nous pouvons supposer que Ies sept ternes soient représentés, 
sur trois droites x, y, z, par sept points XoXi...Xg, YoYj...Yfr, 
ZoZj.. .Zi;. 

Meuons Ie plan XoYoZo dans Iequel nous traçons trois droites 
x, y', z' formant un triangle ABC. Les jonctions de x', y', z' 
respectivement aux points X{, Yj, Zj (»«= 2 , . . . 6) donnent six 
groupes de trois plans et, par suite, six points AjA2...AG. 

Si par Ies neuf' points ABCAtA2...A<j n o u s faisons passer une 
surface du second ordre, tout point de cette surface, joint à 
x', y', z\ donnera un terne de plans qui marquera, sur x, y, z, 
un iiouveau groupe de 1'liomograpliie. 

Si donc on se donne deux éléments Xs, Y», il suffira de mener 
Ies plans xXg, y'Yg dont Cintersection rencontrera la surface en 
un point I. Le plan coupe z au point cherché Zg. 

Tout ceci résulte de ce qui a été dit plus haut. 
Mais pour achever Ies constructioris, il est avantageux de tirer 

parti d'une remarque que nous avons faite et qui nous permet 
de rernplacer Ies trois séries en M0' par trois séries situées sur 

- t 3 un même support et symétriques, c/est-à-dire en I^. 
Pour cela, il suffit de construire la droite que nous avons dé-

signée par I (p. 46). 
Nous y arriverons en construisant Ie pòle P du plan ABC par 

rapport à Ia surface du second ordre; puis Ia section faite dans 
cette surface par Ie plan ABC. 

Les tangentes, à cette section, menées par A, B, C, forment 
un nouveau triangle A'B C', homologique avec Ie premier. Soit 
P' Ie centre d'homologie — qu'on appelle aussi Ie pòle du trian-
gle AB C—, la droite PP' est Ia droite chercliée l. 

Nous ne développerons pas ces constructions que nous avons 
exposées ailleurs (*). 

Maintenant, sur la droite /, Ies plans qui joignent x', y', z' íi 
• 3 tous Ies points de la surface marquent des séries en I ,̂. 

De nouveaux ternes de cette se déterminent aisément et 
permettent de construire de nouveaux points de la surface. 

Si l'on a, sur I, un terne XiiYkZii de 1'involution, on peut join-

(#) Essais de Géom. Sup., etc., p. Í20. 
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dre ces points à x', y', z' de six manières distinctes et Ion ob-
tient ainsi six points de Ia surface. 

Nous avons fait voir que ces six points sont situés dans un 
plan et sur une conique {*); par conséquent chaque terne de 
1'involution conduit à une section plane de la surface. 

La détermination des éléments neutres de 1'homographie dé-
pend évidemment de celle du couple neutre de 1'involution; il 
suffit, pour s'en convaincre de se rappeler ce que nous avons dit 
plus haut. 

Le problême que nous nous élions posé est donc entièrement 
résolu et nous a permis, en outre, de résoudre cette autre question: 

Construire une surface du second ordre dont on connait neuf 
points. 

Nous pouvons faire observer, en passant, que Ia question traitée 
donne une solution nouvelle de ce problême, déjà traité par M.M. 
de Jonquières et Kortuin (**): 

Etant donnés neuf points p, q, 1, 2, ... 7 et une série de sept 
éléments atj as ... «7, Irouver deux points x, y, leis que Ies sepl 
coniques 

(pqyy) 1 . 2 . 3 . . . 7 

soient projeclives avec aj a2 ... a-. 
Cette question importante se présente dans Ia détermination 

des courbes du quatrième ordre. 
Nous pouvons considérer en même temps comme résolu Ie pro-

blême suivant: 
Construire une surface du troisième ordre dont on connait trois 

droites et sept points. 
Cela ressort de ce que nous avons dit précédemment. (V. p. 45). 
Le théorème énoncé à cet endroit peut prendre Ia forme sui-

vante qui nous paralt assez élégante: 
Si un télraèdre se déforme de trile façon que trois de ses faces 

lournenl aulour de trois droites fixes x, y, z, ne se coupanl pas 
deux à deux landis que la quatrième reste tangente à une surface 
de la seconde classe S2, cl que Ies Irois arètes, apparlenant à celle 

(*) Biilliitins de l'Acad. de Belgique, 3.e série, t v, mai 1883. 
i # # ) De Júnquiòres, Mém. des savants etrangers, t. xvi. — Kortum, Ueher 

geomelrische aufgaben dritten und vierten Grades, p. 50. 
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face, sappuient sur Ies trois areies d'un trièdre P langent à 2I , 
Ie sommet opposê du tétraèdre décrit une surface du troisième or-
dre, qui passe par x, y, z et par P. 

Il rappelle, comme l'on voit, Ie théorème de Maclaurin sur Ies 
coniques. 

Considérons, pour un instant, un plan langent à 2¾; ce plan, 
en tournant autour d'une génóratrice de la surface ne cesse pas 
d'être tangent à celle-ci. Mais, dans ce mouvement, Ie sommet 
du tétraèdre décrira, d'après un théorème connu, une cubique 
gaúche. Cette cubique est d'ailleurs tout entière sur Ia surface 
et passe par Ie sommet P. 

Nous voyons qu'à chaque génératrice de 2« correspond, sur la 
surface S3 une cubique gaúche. 

Les génératrices de 2a se divisent en deux svstèmes auxquels 
correspondent également, sur S3, deux svstèmes de cubiques gaú-
ches. Deux cubiques gaúches d'un même système se coupent au 
point P; deux cubiques gaúches de svstèmes différents ont, en 
outre, un seeond point commun; c'est celui que correspond, sur 
S3 au plan tangent de 2o donné par Ies deux génératrices de cette 
surface qui sont Ies homologues de deux cubiques gaúches. 

Nous étudierons donc, fort aisément, à 1'aide de cette méthode, 
Ies cubiques tracées sur S3 . 

On en déduit de même 1'existence des vingt-sept droites de la 
surface, étude faite d'ailleurs par M. August dans Ie mémoire 
que nous avons eu 1'occasion de citer. 

Le trièdre P étant tangent à 2a< Ies trois faces coupent 2a 
suivant trois coniques décomposables formant un hexagone gaúche 
X 1 Y 2 Z 1 X 2 Y 1 Z 2 X I . 

Or, tous Ies plans menés par X 1 Y 2 par exemple, étant tan-
gents à 2a, Ie plan correspondant dans Ia serie des 2 est in-
déterminé. 

Par suite la droite d'intersection des plans ^X 1 , J/Y2 appar-
tient tout enlière à la surface S3 . Il en sera de même de Ia droite 
donnés par Ie deux plans ÍCX 2 , yY\. 

Nous aurons ainsi six droites de Ia surface différentes de x, y, z. 
Ces droites forment, avec x, y, z, Ies neuf intersections de 

deux trièdres conjugués à la surface, et nous voyons que nous 
obtenous ainsi six plans tritangents à S3 . Ces plans représentent 
Ies covariants s de la forme trilinéaire. 

Mais nous pouvons aller plus loin, 
8 
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A chaque plan du faisceau x correspondent des couples de 
plans de y et z, formant une H et se coupant, par suite, suivant 
un hyperboloíde. La section de cet hyperboloíde par Ie plan choisi 
du faisceau x appartient à S3; or, si cette section est composée 
de deux droites, Ies deux droites seront sur la surface. 

Mais à chaque plan de x eorrespond un hyperboloíde et par 
suite deux plans tangents, menés par x. 

A chaque plan tangent, correspondent trois surfaces passant 
par y, z, puisque toutes ces surfaces forment un faisceau. 

Entre Ies plans tangents menés par x et Ies plans du faisceau 
x existe donc une correspondance (2,3). Nous aurons donc cinq 
coincidences. 

Mais nous devons observer que parmi Ies cinq plans du fais-
ceau x qui coupent Ieur surface (yz) suivant deux droites, il n'y 
en a que trois qui touchent Ia surface. 

En elíet, appelons x', y', z' Ies arètes de P. 
Un plan quelconque de x marque, sur cê, un point X, sommet 

d'un cône circonscrit à 22 et qui donne naissance à une surface 
(yz) non décomposable. Mais si nous prenons Ie plan Xja-, on ne 
peut, par X j , mener qu'un plan tangent à 22- qui est X 2 YjZ 2 . 

La surface correspondante est donc formée des deux plans 
(!/Y2), ( ,Z2). 

De mème, au plan X2x, eorrespond la surface décomposable 
(j/Yj, zZj). 

Ces deux surfaces comptent parmi Ies cinq qui sont coupées 
par Ie plan correspondant suivant deux droites. 

II en résulte que, entre Ies plans singuliers des faisceaux x, 
y, z, il y a, pour chaque faisceau, trois plans qui coupent la sur-
face S3 suivant un triangle. 

Chaque droite x, y, z est rencontrée par dix de ces droites. 
Cela est évident pour x. 
Pour y, nous avons Ies quatre droites (A?XJ, J/Y2), ( ÍCX 2 , J/Yj), 

(I/YJ, ZZ2), (T/Y2, -ZJ); ensuite Ies trois plans tangents menés 
par x aux surfaces correspondantes donnent six génératrices des 
modes différents; trois de ces génératrices rencontrent y; il y en 
aura trois également provenant de z. 

Il est visible qu'il y a trois droites qui rencontrent à Ia fois x, y, z. 
Mais ces trois droites appartiennent à 1'hyperbololde qui a 

pour directrices x, y, z. 
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On retrouve ainsi ce théorème de Steiner: 
Lorsquune surface du seeond ordre renconíre une surface du 

troisième ordre suivant trois droites d'un mode, elle la coupe encore 
suivant trois droites de Vautre système. 

Ce théorème peut encore se démontrer autrement et Ia dé-
monstration donne Ie moyen de construire Ies plans de faisceaux 
x, y, z tangents à leurs surfaces correspondantes. 

Nons verrons plus Ioin comment on peut construire la section 
de S3 par un plan. 

Or considérons Thyperboloide (x, y, z) et S3. Un plan coupe 
ces deux surfaces respectivement suivant une conique et une cubi-
que, qui ont, en commun, Ies traces sur Ie plan de x, y, z. Les 
deux courbes se coupent en trois autres points, faciles à cons-
truire comme nous Tavons vu. Par ces trois points passent trois 
génératrices du seeond mode qui, ayant chacune quatre points 
communs avec S3, y sont contenues toute entières. 

Nous arrivons ainsi à la construction des vingt sept droites de 
la surface. 

En effet, nous pouvons disposer Ies trois axes x, y, z et Ies 
six droites données par Ies plans singuliers de la manière suivante: 

x y Z 

012 201 120 

021 102 210, 

de telle façon que trois droites situées dans une même colonne 
ou une même ligne horizontale ne se rencontrent pas deux à deux. 

Alors chacune de ces lignes donne naissance à un hyperboloide 
et, par suite, á trois nouvelles droites de la surface. 

Nous avons ainsi Ie système: 

X y Z O1 a2 «3 

012 201 120 bx h 

021 102 210 Cl C2 
c3 

a'i 

«'í b\ C1Z 

V 3 c'3 
* 
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Nous avons en toul vingt-sept droites. 
Nous ne poursuirons pas plus Ioin cette étude; il nous suffit 

d'avoir montré coniment à 1'aide des trois droites x, y, z connues 
à priori, on peut construire Ies vingt-quatre autres. 

Le lecteur pourra d'ailleurs aisément déduire de ce qui pré-
cède tout ce qui est relatií' à la disposition des vingt-sept droites 
d'une surface du troisième ordre. 

Les constructions précèdentes exigeaient, on l'a vu, que l'on 
sut déterminer la section faite par un plan dans une surface S3 
dont on connatt trois droites et sept points. 

Or, Ies droites x, y, z, marquent, sur ce plan, trois points 
X, Y, Z qui appartiennent à la section. 

Un plan du faisceau x donnc une droite XM. A ce plan cor-
S} 

respondent deux faisceaux y, et z en Hj", dont on sait construire 
aulant de couples que l'on veut, puis que nous savons résoudre 
Ie problème fondamental des homographies H3 . Ces faisceaux 
donnent, dans Ie plan, deux faisceaux homographiques dont Ies 
intersections déterminent une conique. Cette conique coupe XM 
en deux points réels ou imaginaires. Nous avons donc la méthode 
de Chasles pour la génération de la cubique, à moins que nous 
ne préférions employer Ie procédé que nous avons exposé plus haut. 

Nous pouvons, à 1'aide de ce qui précède, résoudre cette ques-
tion intéressante: 

Construire une surface du troisième ordre dont on se donne dix-
neuf points. 

Nous exposerons pour cela une des deux méthodes que nous 
avons fait connaltre ailleurs (*). 

En effet, nous savons construire la section, par un plan quel-
conque, d'une surface définie par trois droites et sept points. Or, 
nous avons montré ci-dessus comment on peut construire Ie plan a 
qui coupe une cubique gaúche R3 aux trois points correspondant 
à ceux ou une droite quelconque l rencontre Ia cubique. 

Par suite, se l'on veut construire Ies intersections d'une droite l 
avec la surface du troisième ordre, il suffira, par cette droite, de 
mener un plan S et d'appliquer Ie problème qui vient d'être 
mentionné. 

(*) Comptes-Rendus, 2 et IGjuillet 1883. Acta Mathematica, 1.111, p. 181 -
200. 
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Snpposons maintenant que la surface 23 soil définie par une 
droite, trois groupes de trois points situes en ligne droite et six au-
tres points. 

Soit Zj la droite donnée, 

P P ' P " , trois points situés sur une droite /2 

QQ f Q' ' , » » » » » » I3 

R R' R", » » » » » » / | 

et ABCDEF Ies six points donnés. 
Nous pourrons considérer Ies surfaces S3 , S 3 , S"3 définies res-

pectivement par Ies éléments 

I l I i I 9 ; R R R " ABCD; 

I1I3I1; P P P 7 A B C D ; 

h h k ; Q Q 'Q" ABCD. 

Les trois surfaces S3, S'3, S v
3 marquent, sur une droite arbi-q 

traire, une I',, à la quelle eorrespond une gerbe G dont Ies plans 
coupent Ia cubique gaúche R3 , correspondant à Z, suivant 1'invo-
lution I, correspondante. 

En employant, au Iieu de ABCD, Ies éléments ABCE, ABCF, 
nous obtenons deux autres gerbes Gi, G2 et Ie plan GGiG2 , ren-
contre R3 aux points, images de ceux ou Z rencontre 2 3 . 

Il est facile de voir comment cette solution doit être modifié 
quand 011 connait, à priori, une ou deux des intersections de l 
avec 23-

La détermination du plan G Gi G2 = a suífit pour aborder Ie 
problêine suivant: 

Construire une surface du troisième ordre dont on connait une 
droite, trois points en ligne droite et douze autres points. 

Soit Zj Ia droite donnée, P P 'P ' ' situés sur une droite Z2, et 
A B C I) E F G II I K L M Ies douze points donnés. 

Les droites l\, Z2, AB Z3, CD = Zj et Ies six points E F G H I K 
déterminent, par Ie problème précédent, une surface S3 . 

En employant Ies autres couples de côtés opposés du tétraèdre 
ABCD, on obtient deux autres surfaces S 3 , S'3. 
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3 
Ces trois surfaces curactérisent, sur une droite l, une I4, et, 

par suite, une gerbe G. 
La substitution des points L et M à K, nous donne deux au-

tres gerbes Gj, G2, et Ie plan G Gj G2 dounera Ies intersections 
de l avec la surface à construire 23 . 

Si Ies éléments caractéristiques de la surface étaient composés 
de trois points R R ' R " situés sur une droite íj et de seize points 
A B C D E F G H I K L M N O P Q R , nous considérerions J1 comme 
un droite de la surface, AR = Z2 comme une seconde droite, et 
C D E F G H I L M N O comme douze points. 

Nous obtiendrons ainsi une surface S3 déterminée par ces 
éléments. 

D'autres combinaisons des mêmes éléments nous conduiraient 
i 3 

à des surfaces S 3 , S"3, qui marqueraient une L sur une droite 
quelconque l. 

En remplaçant successivement O par P et Q, on obtiendrait, 
sur /, deux autres Ij et Fapplication des raisonnements dejà em-
ployés, nous donnerait 1'intersection de l avec la surface 23 à 
construire. 

Le problême général n'offre plus maintenant de difficulté, car 
nous venons en réalité de résoudre cette question: 

Par dix-huit poinls donnés faire passer une surface du troisième 
ordre. 

On plutôt cette autre, équivalente: 
Déterminer Ies intersections d'une droite 1 avec une des surfaces, 

en nombre infini, qui passent par dix-huit poinls. 
Si donc par un dix-neuvième points P nous menons, dans un 

plan (õ, des droites l, nous pourrons, sur chacune d'elles, déter-
3 miner Ies groupes de trois points en I1 oú elle est rencontrée par 

Ies surfaces passant par Ies dix-huit autres. 
3 • Si, dans cette 1 , nous achevons Ie groupe qui correspond à 

P, nous avons Ies trois points ou 1 est rencontrée par Ia surface 
cherchée 23-

La répétition de ce même procédé nous conduit à déterminer 
tous Ies éléments nécessaires pour la construction de la section 
de 2 3 par <õ. 

En faisant varier w, nous obtenons toute la surface. 
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On reconnaitra d'ailleurs, avec un peu d'attention, que toutes 
Ies constructions employées sont linéaires. Le Iecleur qui vou-
drait s'en convaincre pourrait recourir aux travaux que nous avons 
mentionnés ci-dessus. 

Nous terminerons ici cet exposé de quelques applications des 
homographies et des involutions supérieures: nous avons dú lais— 
ser de côté bien des questions importantes. 

Nous n'aurions pu d'ailleurs, sans excéder Ies limites que nous 
nous étions assignées, aborder toutes ces théories en détail. Notre 
but était plus modeste: nous voulions faire connaltre aux lecteurs 
de ce Journal Ies principaux problèmes que ces móthodes permet-
tent de traiter; nous serions heureux si notre mémoire, malgré 
ses nombreuses imperfections, contribuait à répandre en Portu-
gal 1'empioi de ces procédés élégants et souvent féconds que four-
nissent Ies involutions d'ordres supérieurs. 

Nous ne finirons pas cette trop Iongue étude sans remercier 
notre savant ami, Mr. Gomes Teixeira, de la gracieuse obligeance 
avec laquelle il nous a permis de disposer de son Journal. 



120 JORNAL DE SCIENCIAS 

B I B L I O G R f l P H I f l 

A. F. da Costa Lima. — Estudo sobre a theoria mathematica da 
elasticidade. Membranas vibrantes. — Lisboa, 1885. 

Eis o assumpto dos diversos capítulos d'este trabalho, apre-
sentado pelo auctor ao professorado da Escola Polytechnica de 
Lisboa, para o concurso a um logar de professor: 

No capitulo 1 deduz as equações do equilíbrio de um corpo 
elástico qualquer, decompondo-o em parallelipipedes, e o re-
siduo que fica á superfície em tetraedros e procurando as equa-
ções d'equilibrio d'estes corpos. Depois procura a expressão das 
componentes da força elastica que actua sobre um elemento plano 
em funcção do deslocamento d'este elemento. Finalmente acha 
as equações que dão as deformações de um meio homogeneo e 
de elasticidade constante, e acha as equações do movimento vi-
bratório d'este meio. 

No capitulo II applica os princípios do capitulo anterior á mem-
brana vibrante. Como casos particulares considera a membrana 
rectangular e a membrana circular, determinando as equações 
difFerenciaes do movimento vibratorio, e integrando estas equa-
ções por meio das series periódicas. 

No capitulo III occupa-se das coordenadas curvilíneas, das 
quaes faz uso no capitulo IV para estudar a membrana elliptica. 

F. A. de Brito Limpo. — Instrucçôes para o exercido dos nivela-
mentos gcometricos de precisão. — Lisboa, 1885. 

Neste opusculo o sr. Brito Limpo dá instrucçôes sobre as li-
nhas, atravessando Portugal, ao longo das quaes se deve fazer um 
nivelamento; sobre o pessoal e material para esse nivelamento; 
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e sobre as marcas a usar. Descreve depois os instrumentos que 
se devem empregar e suas rectificações. Finalmente tracta dos 
meios de fazer o nivelamento, e das reducções a fazer aos resul-
tados. 

G. Paxton Young. — Principies of the Solulion of Equations of 
lhe Higher de degrees. — Ballimore, i 885. 

Rcsolution of Sohable Equations of lhe Fifth Degree. — 
Baltimore, 1885. 

Na primeira das precedentes memorias o sr. Young, professor 
em Toronto (Canadá), apresenta uma serie de propriedades das 
equações solúveis algebricamente e das expressões algébricas que 
são raizes d'essas equações. Limitamo'-nos a citar esta memoria, 
que é muito rica em resultados importantes, para que se possa 
resumir em curto espaço. 

Na segunda memoria faz o auctor applicação dos principios 
expostos na primeira h equação do quinto gráo, procurando o 
critério de solubilidade e tractando depois d'cssa resolução. 

Tanto uma como outra foram publicadas no American Journal 
of Malhematics. 

A. Marre. — Huit Ieltres inédiles du P. Claude Jaquemel.— Ro-
ma, 1885. 

No principio d'este opusculo vem uma noticia escripta pelo 
illustre sr. Marre, a respeito d'estas cartas, encontradas nos 
archivos do Oratorio de Paris, e a respeito de Reynou e de Prestot, 
que foram, como Jaquemet, Padres do Oratorio, e que Iloreceram 
no século XVII. 

Em seguida vêem as cartas, as quaes são relativas á theoria 
dos números, á geometria geral das curvas, etc. 

Este artigo foi publicado no BoHelino do príncipe Boncompagni. 
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H. Narducci. — Sur un manuscript du Vatican. — Paris, 1885. 

Contém este opusculo uma carta dirigida pelo sr. Narducci ao 
sr. A. Marre, em que aquelle auctor descreve um Tratado inti-
tulado: Inlroductorius liber qui et pulveris dicitur in mathemati-
cam disciplinam, encontrado entre os manuscriptos da bibliotheca 
do Vaticano. 

J. A. Serrasqueiro.— Tratado elementar de Arithmetica.— Coim-
bra, 1882, 2.' ed. 

Tratado de Geometria elementar.— Coimbra, 1882, 2" ed. 
Tratado de Álgebra elementar. — Coimbra, 1883, 2." ed. 
Tratado elementar de Trigonometria rectilínea. — Coimbra, 

1882, 5." ed. 

Votado com dedicação, ha muitos annos, ao ensino das mathe-
maticas elementares, poucas pessoas egualam o illustre professor 
do Lyceu de Coimbra em competencia para redigir os compên-
dios para o ensino d'estas sciencias. O modo como estes livros 
tem sido recebidos no paiz prova bem isto, pois tem sido ado-
ptados pela maior dos professores para texto das suas lições. 

Estão escriptas com muita clareza e as matérias dispostas em 
boa ordem. Na escolha das matérias de que se occupa seguiu os 
programmas officiaes; deixaremos por isso para um artigo, que 
sobre estes programmas publicaremos, algumas observações que 
teriamos a fazer a este respeito na parte que se refere aos ima-
ginários, ao desenvolvimento do binomio de Newton quando o 
expoente é negativo ou fraccionario, etc. 

Observações feitas no Observatório astronomico da Universidade 
de Coimbra. — Coimbra, 1882. 

Este volume contém as observações das passagens d'estrellas 
pelo primeiro vertical, feitas pelo empregado do Observatório o 
sr. José Lucas, desde julho de 1879 até julho 1882. Contém 
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em seguida os valores da colatitude do Observatório que resul-
tam d'estas observações. Finalmente contém as observações do 
grande cometa de setembro de 1882, e as observações da pas-
sagem de Vénus, que teve logar em 6 de dezembro de 1882. 

H. Barros. — Esboço da theoria thermo-dynamica.— Lisboa, 
1883. 

Contém este opusculo em primeiro logar uma Introducçào, 
onde o sr. Barros escreve um resumo da historia da doutrina que 
faz parte do opusculo. Na primeira parte occupa-se o auctor do 
calor nas suas relações com o trabalho mecânico, e ahi expõe as 
equações fundamentaes da thermo-dynamica, os princípios de 
Mayer e Clausius, etc. Na segunda parte considera o calor como 
um modo particular de movimento das moléculas do corpo e do 
ether, e procura as consequências que d esta hypothese vem para 
a theoria de que se occupa. Finalmente n uma nota faz applica-
ção da Thermo-dynamica a um problema d'Astronomia — con-
servação da energia solar, e a um problema de Mecanica — movi-
mento permanente d'um gaz perfeito que sae por um orifício. 

A. d'Arziila Fonseca. — Princípios elementares do calculo de qua-
terniões. — Coimbra, Í884-. 

O calculo dos quaterniões, cuja descoberta data de 1884, tem 
sido objecto de muitas memorias e mesmo livros especiaes publi-
cados nas differentes linguas da Europa. Em Portugal pessoa 
alguma se havia occupado d'elle, e por isso o sr. Arzilla fez um 
bom serviço lomando-o para assumpto de sua Dissertação inau-
gural. N'ella apresenta a parte elementar d'esta doutrina, isto 
é, a composição dos vectores, a multiplicação e divisão dos ve-
ctores, a resolução das equações do primeiro gráo de quaterniões, 
a differenciação de quarlerniões, etc. 
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J. Bruno de Cabedo.— Integração das equações canónicas do movi-
mento.— Coimbra, 1884. 

No primeiro rapitulo tracta o auctor de reduzir á fórma canó-
nica as equações differenciaes do movimento de um systema de 
pontos, considerando primeiro o movimento absoluto, e em se-
guida o movimento relativo, sem se limitar neste caso, como 
Bour, ao caso em que tem logar o principio de forças vivas. 

Nos capitulos segundo, terceiro e quarto expõe os theoremas 
de Lagrange, Liouville e Poisson, e os methodos de Jacobi, 
Bertrand e Bour para integrar as equações da Dynamica. 

Finalmente no capitulo quinto expõe os methodos de approxi-
mação de Hamilton e Poisson para fazer esta integração. 

H. Teixeira Bastos. — Unidades electricas. — Coimbra, 1884. 

A questão da escolha do systema de unidades electricas tem 
occupado nos últimos tempos a altenção dos phvsicos, e por isso 
o sr. Bastos a escolheu para assumpto de sua Dissertação inau-
gural. Expõe o systema de unidades adoptadas pelo Congresso 
de Paris e as considerações que levaram a adoptar este systema, 
a comparação d'estas unidades com uma unidade arbitraria, e 
finalmente a sua representação material. 
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D E T E R M I N A Ç Ã O G E O M E T R I C A DOS M O M E N T O S D E I N É R C I A 
DOS S O L I D O S D E R E V O L U Ç Ã O 

POK 

GUILHERME CARLOS LOPES BANHOS 

C a p i t ã o d . ' a r t i I i i e r i a 

I 

Considerações g e r a e s 

O momento de inércia de um solido em ordem a uma recta 
dada é egual ô somma dos productos que se obteem multipli-
cando a massa de cada um dos elementos materiaes pelo qua-
drado da sua distancia á referida recta. 

Sendo dm o elemento difFerencial da massa M do solido, r a 
a distancia do elemento dm ao eixo fixo, e K o raio de geração, 
o momento de inércia de um solido qualquer será expresso ana-
lyticamente pela fórmula geral 

Na generalidade dos casos os cálculos relativos á determinação 
dos momentos de inércia são bastante complexos, e os valores 
numéricos que d'elles resultam são apenas simples approximações. 

O gráo de exactidão e a facilidade da determinação dos re-
feridos valores dependem principalmente da fórma que affecta o 
solido, e do modo como se acha distribuída a sua massa. 

Sendo os solidos homogeneos e apresentando uma fórma geo-
métrica conhecida, ou suppondo-os formados pela reunião de di-
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versos corpos de modo que cada um d elles constitua um solido 
nas condições indicadas, o seu momento de inércia é susceptível 
de uma solução rigorosa. A fóra estes casos, a determinação do 
referido elemento só se obtém por meios mais ou menos appro-
ximados, e n'estas circumstancias, sempre que as expressões analy-
ticas envolverem integraes cujas funeções possam ser traduzidas 
geometricamente, convém traçar as curvas representativas das 
dietas funeções, e avaliar pelos methodos de quadratura conhe-
cidos em geometria, ou por meio dos planimetros, as areas que 
as figuras derivadas contornam. 

O processo geral para determinar o momento de inércia de 
qualquer solido, consiste em referil-o a tres eixos coordenados 
rectangulares, suppondo-o formado de parallelipipedos infinita-
mente pequenos de arestas parallelas aos eixos, e calcular por 
meio de integrações a somma dos momentos de inércia dos pa-
rallelipipedos elementares, entre os limites determinados pela 
superfície dos solidos. 

Uma das difficuldades que apresenta este processo consiste na 
determinação dos limites entre os quaes se devem effectuar as 
integrações, o que não 6 geralmente possivel senão quando a 
superfície do solido é susceptível de ser expressa por uma 
equação. 

As mesmas difficuldades se offerecem ainda no caso dos solidos 
serem de revolução, pela impossibilidade de se poder sempre tra-
duzir algebricamente as suas curvas meridianas; no emtanto, 
substituindo as dietas curvas por cordas que defiram dos arcos 
subtensos de quantidades pequenas, a superfície total do solido 
ficará dividida em superfícies cylindricas e cónicas, e n'estas 
condições o seu momento de inércia poderá ser expresso por 
approximação por uma fórmula algébrica em funeção dos raios 
das bases e alturas dos cvlindros e pyramides cónicas a que cor-
respondem os troncos de cone inscriptos no solido. 

Este processo, sendo excessivamente trabalhoso, quando se 
pretendesse obter o momento de inércia com muita approxima-
ção, seria pouco commodo para ser empregado practicamente. 

O processo geometrico que passamos a expor, applicavel aos 
solidos de revolução em geral, é preferível na practica ao pro-
cesso anterior, não só por ser de extrema facilidade na sua exe-
cução, como também por offerecer resultados suficientemente 
rigorosos. 
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Reduz-se principalmente ao traçado das curvas relativas ás 
funcções que encerram os integraes, e á quadratura das super-
fícies planas definidas pelas dietas curvas. 

O rigor dos resultados, como facilmente se reconhece, depende 
do traçado exacto das transformadas, da escala graphica adoptada 
e dos methodos practicos empregados na avaliação das areas. 

II 

E s t a b e l e c i m e n t o d a s f ó r m u l a s 

Sendo M a massa de um solido, K o seu raio de giração em 
ordem a um eixo qualquer passando pelo centro de gravidade, 
e l o seu momento de inércia relativamente â parallela tirada á 
distancia a do referido eixo, teremos segundo a theoria dos mo-
mentos de inércia 

I = MK2 + Ma 4 (1) 

Esta equação mostra que para uma certa posição do eixo dos 
momentos o valor de I está dependente de M, e de MK2, cujo 
valor também depende de M. O valor de MK2, dependendo além 
d'isso do conhecimento do ellipsoide central de inércia, obter-
se-ha procedendo-se á determinação previa do centro de gravi-
dade do solido e á dos momentos de inércia principaes em ordem 
áquelle ponto. 

Para se determinar o ellipsoide central, isto é, o ellipsoide de 
inércia relativamente ao centro de gravidade, torna-se necessário 
conhecer a grandeza dos tres eixos principaes. 

Como nos solidos de revolução dois dos eixos principaes de 
inércia relativamente a um ponto qualquer do eixo de figura são 
eguaes, e portanto eguaes todos os que passando pelo mesmo 
ponto existirem no plano dos dictos eixos, basta construir a el-
lipse meridiana do ellipsoide central, para se obterem os diversos 
momentos de inércia do solido em ordem a quaesquer rectas pas-
sando pelo centro de gravidade. 

Portanto, para se calcular o valor de I da equação (1), dever-
se-ha determinar positivamente; 
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1.° a massa do solido; 
2.° o centro de gravidade; 
3.° o momento de inércia em ordem ao eixo de revolução; e 
4.° o momento de inércia em ordem á perpendicular aquelle 

eixo, conduzida pelo centro de gravidade. 
Seja a'b'aba1 (fig. 1) a curva meridiana de um solido de re-

volução situada no plano dos xy, e ox e oy os dois eixos co-
ordenados aos quaes ella se acha referida. 

Tome-se para eixo de revolução o eixo das abscissas, e de-
terminem-se sobre este e o dos y as coordenadas limites oa^=x', 
ea\ = x", ob\ = y' e ob\ = y", conduzindo parallelamente a cada 
um d'elles as tangentes a\a, a\a', b\b e b\b' á curva dada. 

Representando por C uma constante equivalente ao producto 
da densidade especifica do solido por tc, por y = f(x) e x = F(y) 
as equações das curvas correspondentes aos arcos exteriores (a'b'a, 
b'ab ) e por y\ = f\ (x) e x\ = Fj (y) as que se referem aos arcos 
interiores (a'ba e bab'), teremos para os quatro elementos indi-
cados as seguintes expressões analyticas: 

Massa 

(2) 

Abscissa 
do centro d e / 
g rav idade . . . 

Xy 

. . ( 5 ) 
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ÍC fx" 

U — i J (2 / 4 -2 / 4 i ) d x ( 6 ) * yll I* = 2 C / y*(x-x*i)dy (7) J y' 
Momento de/ í px" 
inércia em or-Uy = "g" ^ +C / ^ (y2 - y^) dx (8) 
dem á recta] x' 
perpendicular] g „ 
ao eixo da fi-h = \x + C I y (x* - a;3,) (9) 
gura \ ^ d J yi 

As fórmulas analyticas fornecem pois duas soluções para cada 
elemento, e a questão, como das mesmas fórmulas se deprehende, 
acha-se apenas reduzida â determinação graphica do integral da 
fórma fynxmdx, visto que, pela mudança reciproca das duas va-
ria veis x e y, se obtém o integral geral correspondente As se-
gundas soluções. 

III 

C o n s t r u c ç ã o g r a p h i c a d o i n t e g r a l / j j n ; r m dx, s e n d o c o -
n h e c i d a g e o m e t r i c a m e n t e a c u r v a e x p r e s s a p e l a 
e q u a ç ã o y — f { x ) 

1.° P R O C E S S O . — Traçado das transformadas por meio das au-
xiliares parabólicas. — Seja (fig. 2.") AjBi a curva meridiana de 
um solido de revolução, expressa pela equação y = /'(cr), ox e oy 
os dois eixos coordenados orthogonaes aos quaes ella se acha re-
ferida, e M M i = y a ordenada de um ponto Mi da curva. 

Pretende-se representar geometricamente o integral f ynxmdx, 
isto é, traçar a curva expressa pela equação 

f(x)n xm = yn xm = Y , 

sendo dada a funcção y ^ f ( x ) . 
9 
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Por um ponto qualquer V do eixo dos xx conduza-se paral-
lelamente a oy a recta NVR, e, em relação a esta recta e a OÍC 
como eixos principaes, descrevam-se com o parametro V U = I 
as parabolas VCjS e VCnR, expressas pelas equações 

(10) 

( H ) 

Pela eliminação de x entre estas duas equações, resulta 

y'=T (12) 

D'onde se deduz que para determinar os pontos M2, M3, 
M4 . . . Mn das transformadas da curva proposta AjBi , para as 
diversas potencias de y = MM\, basta conduzir do ponto dado 
Mj uma parallela ao eixo dos xx até encontrar a primeira para-
bola; do ponto de intersecção Ci tirar as perpendiculares CiC2, 
C1C3, CiCi . . . CiCn até encontrarem a segunda parabola, e 
transportar depois por meio de parallelas ao eixo dos xx, sobre 
o prolongamento da ordenada do ponto dado, os segmentos CC2, 
CC3, CCi • • • CCn, comprehendidos enlre o referido eixo e as 
transformadas auxiliares VC2R, VC3R, VC4R . . . VCnR. 

Repetindo a construcção para diversos outros pontos da curva 
A1Bj, e unindo por um traço continuo os pontos assim determi-
nados, acharemos as transformadas A2B2, A 3 B 3 , AiB.{ . . . A,,Bn, 
as quaes, conjunclamente com as ordenadas extremas, definem 
as areas correspondentes ás expressões analyticas 

y* = x 

ABA2B2= P y i dx, 
J X0 

- f . xJ a 
A B A 3 B 3 = / " 'y^dx, 

X0 

A B A n B 
/

a1 

yn Xo 

dx. 
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Os limites dos integraes correspondem ás abscissas #i = 0A 
e ÍCO = O B . 

Convém observar que é muito util na practica executar as 
construcções no papel millimetrico, e adoptar para unidade gra-
phica quaesquer das unidades métricas n'elle já traçadas; isto 
com o fim de evitar a multiplicidade de linhas de construcção, e 
de simplificar o traçado das curvas auxiliares. 

Construídas as parabolas, os pontos das transformadas que se 
procuram, sendo determinados pelo simples cruzamento de re-
ctas dispostas em angulo recto, em direcção parallela aos eixos 
coordenados, obter-se-hão apenas com o auxilio das linhas já t ra-
çadas no papel quadriculado. 

A representação graphica do integral f yn dx ainda se pôde 
obter por meio da linha V s ' , e pela transformação auxiliar 
W n R ' , expressas pelas equações 

visto que pela eliminação de x, entre estas duas equações, se 
obtém a equação (12). 

A determinação das transformadas auxiliares parabólicas dadas 
pelas equações (11) e (14) é fácil de obter, marcando sobre um 
certo numero de ordenadas comprimentos eguaes ás potencias n 

e — das abscissas correspondentes; no emtanto vejamos como se 
Jt 

obteem geometricamente as grandezas das ordenadas expressas 
pelas dietas equações, para os valores particulares de n = 2, 
n = 3 e n = 4, 

A expressão (10), e a (11) depois de n'ella se substituírem 
os valores indicados, fornecem os tres systemas de equações 

y (13) 

y' = xn (14) 

y* = x, JZ2 = Z1 JZ2 = X. 

3 
y' =x, y' =Xi, y' = x2 
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A primeira equação em cada um dos systemas corresponde na 
figura á parabola ordinaria VCi S, e as restantes dizem respeito 
respectivamente á recta VC2U inclinada de 45°, e ás parabolas 
VC 3U e V C i R . 

As parabolas ordinarias VCjS e VC 4 R conslruem-se por qual-
quer dos processos conhecidos em geometria; comtudo, executan-
do-se o desenho no papel quadriculado, convém adoptar aquelle 
que permitta utilisar, das linhas já traçadas, as que mais con-
vierem á construcção. 

Depois de traçada a parabola V C j S e a recta VC2R, a con-
strucção da parabola VC3R não offerece difficuldade. Para este 
fim basta determinar os pontos de intersecção G e E da para-
bola e da recta com a parallela GE ao eixo dos YY, conduzida 
por um ponto qualquer Y do eixo dos XX; tomar sobre este eixo 
a distancia IF = IG; unir F com E e tirar do ponto G a paral-
lela GII a E F . Esta linha determinará sobre OX o segmento I I I , 
que, sendo transportado para IG por meio do arco de circulo III, 
dará um ponto l da parabola pedida. Esta construcção applicada 
a quaesquer outros pontos, tomados sobre o eixo dos XX, con-
duz-nos ao traçado da parabola VC 3 R, expressa pela equação 

3 

Para os valores de n = 2, n = 3 e n = 4 fornecem, similhante-
mente, as expressões (13) e (14) os tres grupos de equações 

y = x , y = x , y = x . 

y' = x 2 , y' = x 3 , y' = Xi. 

Na figura a equação y = x corresponde á linha V'S inclinada 
de 45°, e as equações y' = x j / ' = x3 e y' = Xi correspondem 
ás parabolas V'C'2R', Y C 3 R ' e V C 4 R ' , construidas com o 
parametro V U ' = i . 

Os pontos da parabola relativa á equação ?/' = x3 obteem-se 
por um processo analogo ao empregado para a parabola VC 3 R, 
como se observa pela construcção indicada na figura para o ponto 
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I '; a parabola VCjR ' , expressa pela equação y=xl, obtem-se 
determinando para cada ponto da recta V'R' o vertice Q do 
rectângulo formado sobre os segmentos PL e PT parailelos aos 
eixos coordenados, e comprehendidos entre a dieta recta e a 
parabola V C 2 R ' . 

Posto isto, represente-se por A'B' a transformada relativa á 
potencia n das ordenadas de uma curva qualquer, expressa pela 
equação y = f[x), e supponhamol-a referida aos eixos VX e VR. 
Determinando o ponto de intersecção e da parabola do 2.° grau 
VC4R com a ordenada do ponto dado M', ou com o seu prolon-
gamento, e o ponto de intersecção d do eixo das abscissas com 
a circumferencia de raio wiM', descripta do pé m da mesma or-
denada como centro, e, conduzindo parallelamente á linha que 
une a origem V com o ponto e a recta dm1, obteremos, sobre o 
prolongamento da referida ordenada, o segmento mm', cujo valor 
é equivalente ao producto das coordenadas do ponto dado. 

Portanto, teremos 

me x wtM' 
mm = — = xyn. 

Vm * 

Se substituirmos a parabola ordinaria VCjR pela parabola ex-
pressa pela equação y' = xm^1, e se repetirmos a construcção 
indicada para a mesma ordenada, acharemos a egualdade 

mm! = xm j/" = Y. 

Procedcndo-se semelhantemente com relação aos mais pontos 
da curva proposta A'B', comprehendidos entre A' e B', e unindo 
entre si os pontos da nova transformada a'b', ficará definida a 
arca plana aa'b'b representativa do integral que se pretendia 
construir, isto é, será, designando Va por #0 e \b por x\ , 

cta'b' a= ynxmdx. 
J X 0 
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2 . ° P R O C E S S O . — Traçado das transformadas por melo da Ioga-
rithmica. — O integral fynxmdx ainda pôde ser representado 
graphicamente, empregando para curva auxiliar a logarithmica. 

Esta curva, que tem por equação y = B®, corta o eixo dos YY 
a uma distancia da origem egual á unidade, e tem por assym-
ptota o eizo dos XX. 

Construe-se portanto fazendo variar as abscissas entre — oo 
e + oo. 

No traçado da referida curva segue-se geralmente o seguinte 
processo: 

Sobre uma recta indefinida X'X' (fig. 3.a) applique-se um certo 
numero de vezes o comprimento Oj Oi egual á unidade graphica, 
e pelos pontos de divisão Oi, O O j a . . . Oitn e O i , O \ . . . O i 

T F 
levantem-se perpendiculares á mesma recta. 

N'uma d'estas perpendiculares, por ex.: OiY' , tome-se o com-
primento OiO'i egual a uma divisão de X'X' e marque-se sobre 
as restantes, para a direita, grandezas eguaes a B, Bi .. . B", e 

p 0 ,a a eS ,ucrda grande,,S eguaes a 1 4 , ^ . . 4 . 

Suppondo a curva referida aos eixos Y'Y' e X'X', vô-se, pela 
construcção que acabamos de indicar, que os pontos extremos 
0 ' i , 0 'a . . . Ò'n e O' 1, O' 1 . . . O' 1 das perpendiculares levan-

T F 6» 
tadas a X'X', satisfazem á equação y = B1, e portanto pertence-
rão à logarithmica que se procura. 

Das ordenadas OiO'i = Ie 0/,0';, = B se deduzem graphica-
1 

mente os valores das diversas potencias de B e —, construindo 

para um e outro lado da origem terceiras proporcionaes ás gran-
dezas das referidas ordenadas, e às que se forem obtendo por 
meio de construcçôes successivos. 

Assim, achadas as grandezas Bn e B"+1 , ou as suas reciprocas 
1 1 1 

—- e =T-T-Ti deduzir-se-hao os valores de B"+9 e ,, , a> con-
Bn B"+1 B n + 2 

struindo terceiras proporcionaes a Bn e Bn+1 e a — e 

Os pontos intermedios da curva acham-se construindo, a meio 
do intervallo comprehendido entre quaesquer duas ordenadas co-
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nhecidas, meias proporcionaes ás grandezas das mesmas orde-
nadas. 

Assim, se na equação 

Jz = Ba= 
se faz 

obtem-se para y os seguintes valores: 

^ = BnV7B = V7BnB"+1 

e 

y ' = f s / r = \ / F x BM=I1• 

os quaes, como se vê, são efectivamente as medias geometricas 
entre os valores das ordenadas expressos por Bn e Bn+1 e por 

1 1 
B" G BH-I' 

Nem todas as logarithmicas podem vantajosamente servir para 
a determinação geometrica das transformadas, nem a construc-
ção indicada precedentemente convém adoptar no traçado da Io-
garitbmica, quando se desejar obter esta com alguma exactidão. 

A logarithmica decimal, expressa pela equação y = IOx, 6 uma 
das mais fáceis de construir, e obtem-se com sufficiente rigor, 
quando o seu traçado se executa no papel millimetrico; e n'estas 
condições convém então seguir na determinação das ordenadas 
um processo mais simples, e que ofierece maior garantia de ex-
actidão, como aquelle que passamos a expôr. 

Suppondo que se toma para unidade graphica o decimetro, 
determinem-se cm relação a dois eixos coordenados quaesquer 
y'y' e x'x' (fig. 3. ') os pontos relativos ás coordenadas seguintes, 
deduzidas da equação 

X = I g y 
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X = O J O J = O y = 0 , 0 ' J = F 

X = O J A = - O M y = aa = 0 , 7 9 4 4 

CC = O 1 6 = - O , 2 y = 6 6 ' = 0 , 6 3 1 0 

CC = O J C = - O , 3 R = CC1 = 0 , 5 0 1 2 

CT = O 1 d = - O , 4 y = dd' = 0 , 3 9 8 2 

CC = O 1 e = - 0 , 5 y = ee' = 0 , 3 1 6 3 

X = Oif = - 0 , 6 y - f f = 0 , 2 5 1 2 

x = 0 xg = - 0 , 7 y = 99' = 0 , 1 9 9 6 

X = O J H = - 0 , 8 y = hh' = 0 , 1 5 8 5 

CC = O J i = - 0 , 9 y = H' = 0 , 1 2 5 9 

X = Oi b Í = - 1 y = O J O 1 = 0 , 1 

b b b 

Unindo por um traço continuo os pontos 0 ' j , a', 6' . . . h', i' 
e O' i assim determinados, obteremos, entre as ordenadas y = 1 

T 
e 1/=0^,1, a Iogarithmica 0 ' j O' \ expressa pela equação y= 1(K 

T 
Como a razão geometrica entre as referidas ordenadas é 10, 

também todas as que guardarem entre si uma distancia egual á 
unidade devem variar egualmente na mesma razão, e portanto 
basta multiplicar ou dividir por 10, 100, 1000, ele., os valores 
de y a cima calculados, para se determinarem todas as mais or-
denadas da curva, correspondentes ás abscissas, deduzidas da fór-
mula geral i = ± i i x O i

1 I . 
Pretendendo-se traçar a curva com maior approximação, pro-

ceder-se-ha ao calculo das ordenadas entre Oj e O 1 , fazendo 
T 

variar as abscissas numa razão inferior a Oj6 — Oja = O i , ! . 
Vê-se, pois, como pelo processo que acabamos de indicar se 

obteem d'um modo rápido e simples os diversos pontos da Ioga-
rithmica decimal. 

Construída a logarithmica, vejamos agora como por meio d'ella 
se acham os productos das potencias m e n das coordenadas x 
e y dos diversos pontos de uma curva dada Aj B1, expressa pela 
equação y — f[x). 

Por um ponto qualquer de x' x1, conduza-se parallelamente a 
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yy a recta yy, e, em relação a esta linha e a ox como eixos 
coordenados, supponha-se referida a curva Aj B,. 

Sejam OM e MMj as coordenadas de um ponto qualquer Mj 
d'esta curva; OS, OjSi e O 1 Sj as bissectrizes dos ângulos I O B , 
I ' 0 , 0 e 1 ' O A , e O1R, O1K', O1T e O J ' rectas, partindo da 
origem O1 e formando com o eixo yy os ângulos 

R iOy ' = R ' O i y ' = a e T O i y ' = T O i y ' = P 

expressos trigonometricamente pelas relações 

tg a. = m e tg 3 = n. 

Posto isto, examinemos agora como por meio dos dados esta-
belecidos se representam graphicamente os valores de miga; e 
n l g y , e como d'estas grandezas se deduz o valor de ynxm. 

l)o ponto de intersecção m da bissetriz OS com a ordenada 
MM], e do ponto dado M1, conduzam-se ao eixo das abscissas 
as parallelas Him1 e M1Wi até encontrarem a logarithmica; dos 
pontos de encontro Hi1 e m\ levantem-se ás dietas rectas as per-
pendiculares Wjinj e m' |ffl ' j até á bissetriz O S i ; de Wi2 e m'2 

tirem-se parallelamente ao referido eixo as rectas Hi2Hi3 e m'2m'3 

até se obterem sobre as linhas OIi e OT os pontos Hi3 e m'3 ; 
e dos extremos »i3 e m'3 d'aquellas rectas levantem-se as per-
pendiculares m3m4 e m'3m(j. 

A primeira d'estas perpendiculares, encontrando a bissetriz 
OjSi no ponto Hii, determinará a parallela mjH13 a x'x', que in-
terceptará a segunda perpendicular 110 ponto m'5, para o qual, 
como evidentemente se reconhece pela simples inspecção da fi-
gura, se verificam as seguintes relações: 

x' = O] nic = n Ig y, 

y' = Hg mg = m Ig x. 

Se agora, a partir de my, marcarmos sobre x'x' a distancia 
m«m7 egual a mg mg e do extremo H17 tirarmos a ordenada »17 m§ 
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da logarithmica e a transportarmos para a ordenada do ponto 
dado por meio da paraliela mg M' ao eixo dos xx, obteremos o 
segmento MM' correspondente á seguinte expressão 

MM' == m8 m7 = 10 (n 'e y+m 'e 

Donde se deduz 

I g M M = J i l g y + miga; 
ou 

MM' = ynaim. 

Repetindo a mesma construcção para os mais pontos da curva 
comprehendidos entre Aj e Bj, teremos achada a area AA'B'B, 
relativa ao integral que se procura, entre os limites a?o = OA e 
X1 = OB 

stxl 
A A ' B ' B = / yn xm dx. 

J X0 

Quando as ordenadas MMi e Mm são superiores á unidade 
graphica, as parallelas ao eixo das abscissas, conduzidas pelos 
pontos Mi e m, encontram a logarithmica acima do ponto 0 ' i , 
e n'este caso a determinação dos pontos das transformadas é feita 
com o auxilio das linhas OjS' , O j R' e OiT' svmetricas de O1S1, 
OiR e OT. 

Com as mesmas linhas OjR, OiR', OjT e OiT' pôde egual-
JL JL 

mente obter-se o integral da fórma f y n xm dx. Para este fim 
deverá proceder-se como se segue: 

Dos pontos mi e m\ da logarithmica, determinados como se 
disse anteriormente, conduzem-se parallelamente ao eixo y'y' as 
rectas mim7 e m\m\ até encontrarem as Iiidias OiR e OiT, e 
dos pontos extremos m7 e m\ d'aquellas rectas levantem-se as 
perpendiculares m ^ m g e m \ m ' s . 

A primeira perpendicular, encontrando a bissetriz Oj Sj no 
ponto m'g, determinará a paraliela m'8m'5 a y'y', que interce-
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ptará a segunda perpendicular no ponto m'-;, para o qual se veri-
ficarão similhantemente as seguintes relações: 

m'8m'g = — Igt/, 
í 
n 

OJ m'g = — Ig 
í 

m 

Portanto, se marcarmos sobre Oa;' a distancia m'$m'9 egual a 
e se do ponto m'9 tirarmos a ordenada m^mç, da loga-

rithmica e a transportarmos para a ordenada do ponto dado, 
acharemos como precedentemente 

Determinado, pois, o valor numérico do integral da fórma 
/ ynxmdx para os valores particulares d e m en das fórmulas (2), 
(3), (4), (5), (6), (7), (8) e (9), pela quadratura da area plana 
que lhe corresponde, teremos também determinada numerica-
mente a massa, a abscissa do centro de gravidade, e os momen-
tos de inércia principaes de qualquer solido de revolução, sendo 
conhecida geometricamente a sua curva meridiana. 

Calculados aquelles elementos, fácil 6 traduzir graphicamente 
os diversos valores de MK4 , e portanto os de I da equação (1). 

1 i , 
MM" = y n xm 

e 

X0 
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IV 

D e t e r m i n a ç ã o g e o m e t r i c a d o m o m e n t o d e i n é r c i a d e 
u m s o l i d o q u a l q u e r e m o r d e m a u m a r e c t a d a d a , 
s e n d o c o n l i e c i d o s os v a l o r e s de M, Xy, Ix e Ii, 

Tracem-sc (fig. 4.a) dois eixos coordenados XX e YY, e, em 
relação a elles, descreva-se a hyperbole equilatera expressa pela 
equação 

Esla hyperbole terá por assymptotas os dois eixos coordena-
dos, e os seus eixos principaes achar-se-hão situados segundo as 
bissetrizes dos ângulos formados pelos referidos eixos. 

Tomando sobre a bissetriz OD, a partir da origem O, as duas 
duas distancias OC e OE, a primeira egual á diagonal do qua-
drado construído sobre a unidade linear oa, e a segunda egual 
ao dobro d'esta ullima grandeza, acharemos os pontos C e e, que 
corresponderão ao vertice e foco da hyperbole. 

Tome se sobre OX a distancia OG egual a 4M, quádruplo 
do valor da massa do solido, e no extremo g tire-se a ordenada 
g f ; marque-se sobre OY a distancia of\ egual a g f , e, em rela-
ção ao ponto /j como foco e ao ponto O como vertice, descreva-se 
a parabola OE. 

Representando por x' e y' as coordenadas da parabola, lere-
mos a equação 

Sendo a equação (15) satisfeita para x = k (raio de giração) 

e y = —, e a (16) para x'= X = Ic e y' = Mki, concluiremos 
K 

que, se as abscissas representarem os valores do raio de giração, 
as ordenadas da hyperbole darão os valores recíprocos d'esses 

xy=l (15) 

MaZ2 = V1 (16) 
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raios, e as ordenadas da parabola darão os dos momentos de 
inércia, e reciprocamente. 

Posto isto, designe-se por Iix e Iiy os raios de giração relativos 
aos momentos de inércia principaes \x e Ia, e sejam respectiva-
mente op e oq as grandezas lineares correspondentes aos valores 
d'estes momentos. 

Tirem-se dos pontos p e q, parallelamente a OX, as rectas pp\ 
e qq\, até ao seu encontro com a parabola, e, determinando por 
meio das parallelas a OY, conduzidas pelos extremos pi e q\, as 
ordenadas p%pa e q%qz da hyperbole, construa-se sobre estas duas 
grandezas, como semi-eixos, transportados para oqi e opí, a 
semi-ellipse rp ' tqi . 

Suppondo que o centro de gravidade do solido coincide com 
a origem das coordenadas, e que o eixo de revolução está situado 
segundo OX, teremos, segundo a theoria dos momentos de inér-
cia, que os raios que partem do centro do ellipsoide, gerado pela 
revolução da semi-ellipse p i q r j \ em volta de OX, não só deter-
minarão a posição dos eixos dos momentos passando pelo cen-
tro de gravidade, como também darão os diversos valores recí-
procos dos raios de giração para cada um dos referidos eixos. 

Do que deixamos expendido se conclue que, ailiando-se tra-
çadas as tres curvas do 2.° grau pela fórina prescripla, e preten-
dendo-se determinar por meio d'ellas o valor do momento de 
inércia de um solido em ordem a uma recta qualquer, conduzida 
pelo centio de gravidade, com uma determinada inclinação a, 
sobre o eixo de revolução, proceder-se-ha do modo seguinte: 

A 
Construa-se sobre ox o angulo hop4 egual a a, e com o cen-

tro em o e o raio egual ao semi-diametro oh descreva-se o arco 
de circulo /i/14; do ponto /14, onde este arco corta o eixo dos y, 
tire-se parallelamente a ox a recta /14/13 até encontrar a hyper-
bole, e do ponto de intersecção /14 conduza-se a parallela /13/11 
a oy até encontrar a parabola. 

A ordenada /ta/t] da parabola dará o momento de inércia do 
solido, e a abscissa o/i.> o raio de giração. 

Se a recta em ordem á qual se pretende determinar o mo-
mento de inércia não passa pelo centro de gravidade, mas está 
á distancia a d'este ponto, então, depois de se ter construído 
como precedentemente o raio de giração /14/13 = Aj e marcado 
sobre oy a distancia 0/4 = 0, conduzir-se-hao dos pontos /13 e /4 
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as parallelas A3/3 e /4/3 aos eixos coordenados até se obter o seu 
ponto de intersecção /3, descrever-se-ha do ponto o como centro 
e com o raio egual a 0/3 o arco de circulo /3/2 e tirar-se-ha pa-
rallelamente do ponto de intersecção /3, determinado sobre ox , 
a ordenada da parabola. 

Esta grandeza dará o momento de inércia que se procura, e 
a abscissa da parabola o raio de giração. 

Suppondo que pelo eixo de revolução passam dois planos ortho-
gonaes, e que o eixo dos momentos é dado pelas suas projecções 
sobre os referidos planos, o valor do angulo a e o da distancia a 
serão determinados pelos processos graphicos da geometria des-
criptiva. 

Da applicação das theorias expostas ás peças de bronze es-
triadas de praça de calibre 12 centimentros, suppondo a densi-
dade especifica do bronze = 8 , 7 , resultaram os seguintes valores 
numéricos: 

M = 167 massa. 
V = O m M 89. . . volume. 
P = 1 6 4 0 ^ . . peso. 
Xc = O m , 2 distancia do centro de gravidade ao plano, pas-

sando pela aresta do segundo reforço. 
Iil = 2,6 momento de inércia em ordem ao eixo da alma. 
Ia = 109,267 .. momento de inércia em ordem ao eixo perpen-

dicular, passando pelo centro de gravidade. 
K m = 0 ,813 . . . . raio de giração em ordem ao eixo dos munbôes. 
Im = 1 1 0 momento de inércia em ordem ao mesmo eixo. 
I = 9 7 momento de inércia em ordem á recta, incli-

nada de um angulo a = 37° e distanciada 
de a = Om,55. 



MATtlEMATICAS E ASTRONÓMICAS 143 

R E C H E R C H E S R E L A T I V E S A U C E R C L E V A R I A B L E 
QUI C O U P E D E U X C E R C L E S D O N N É S S O U S D E S A N G L E S D O N N É S ( * ) 

PAK 

A. SCIIIAPPA MONTEIRO 

(Professeur à 1'Ecole Polytechnique de Lisbonne) 

I n t r o d u c t i o n 

1. La publication de la suite de ces recherches ayant été re-
tardée par des causes morales et matérielles fort justifiables, nous 
nous sommes fait un devoir de présenter prémièrement un ré-
sumé ou récapitulation de la partie qui se trouve insérée dans Ie 
t. II (1879) de ce Journal (pp. 50, 150 et 174). 

Il est bon d'observer que ces recherches se basant sur des 
objets depuis si longtemps connus, nous ne pouvons naturellement 
prétendre au mérite de Tinvention. 

D'ailleurs ce n'est pas en soi un ouvrage achevé, ou l'on fait 
disparaitre toutes Ies aspérités; mais à peine un ensemble de 
principes qui nous serviront à la suite pour rédiger convenable-
ment un mémoire sur Ies propriétés des coniques sous Ie point de 
vue de Ieur génération cycloidale; ce qui entralne une manière 
analogue de faire l'étude des surfaces du second ordre, que nous 
présenterons plus tard. 

Nous avons aussi adopté des termes que nous jugeons propres 
á abréger Ie langage géométrique, et IesqueIs nous soumettons 
à 1'appréciation du IeCteur. 

(•) Voir Jornal de sciencias mathematicas e astronómicas, tome H. 
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2. Lorsque nous avons présenté, dans ce journal, la solulion 
générale puremenl synlhétique et élémentaire du problème qui a 
pour objet de Irouver une circonférence de cercle (x), qui coupe 
deux autres circonférences données (E) et (I) sous des angles égale-
ment donnés e et i (*): problème proposé par Tillustre mathéma-
ticien M. Pedro Amorim Vianna, dans ce même Journal (dans 
Ie cas tout particulier ou Ies circonférences données sont concen-
triques) (**), nous y avons dit, que, plus tard, nous étudierions 
Ies diverses propriétés remarquables, qui se déduisaient de la fi-
gure, soit dans Ie cas particulier, soit dans Ie cas général. 

Ce problème est la base de la présente étude tant synlhé-
tique que analytique, que nous pourrions naturellement faire en 
parlant du cas général pour en dériver ensuite tous Ies différents 
cas qui peuvent se présenter; mais comme 1'étude purement 
syntliétique est saiis doutc plus importante que I analytique, et 
elle devient plus simple et plus élémentaire en partant du cas ou 
Ies circonférences sont concentriques, noiis considérerons d'abord 
ce cas et ensuit Ie cas général. 

En tout cas nous jugeons aussi convenable de présenter ici Ia 
solution synthétique qu'aIors nous avons donné de ce problème. 

Soient donc (fig. 1) (E) et (1) Ies circonférences données, et 
(,x) la circonférence demandée. 

Supposons Ie problème résolul: soit b Tun des points ou la 
circonférence (x) coupe la circonférence (E); et b' celui ou elle 
coupe Ia circonférence (I). Si nous menons Ies tangentes tb et Ib1 

aux points b et b' de la circonférence (x), et désignons par a Ie 
second point ou tb coupe (E), et par d' Ie second point d'inter-
section de t'b' avec (I), il est clair que, étant tb = tb', la solution 
du problème proposé se trouve ramenée à la solution très-simple 
et générale du problème suivant: 

Etant donnée une circonférence (E) et tine de ses cordes ab, 
Irouver dans une autre circonférence également donnée (!) une 
corde b'd' de grandeur connue, telle que Ie point de concours t de 
ccs deux cordes determine sur Vune ab de celles-ci un segment tb 
égal à Vun des deux segments tb', td', quil forme sur Vautre corde 
b'd'. 

D'après cela, menons par d' une droite parallèle à bb'; repré-

(#) Voir p. 171 e suiv. du vol. I. 
( # # ) Voir p. 160 du vol. I. 
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sentons par d Ie point oii elle eoupe Ia corde ab; et par m et m' 
respectivement Ies points milienx du segment bd e de Ia corde 
b'd', qui forinent Ies côtés du trapèse isoscèle bddb'. 

La solution du problème auxiliaire se réduit alors á déter-
miner la circonférence (y), touchant ce segment et cette corde 
aux points milieux, ou touchant ce segment a;i point milieu et 
une circonférence (I'), enveloppe des diííérentes positions de la 
corde b'd' de la circonférence (I). 

Ainsi étant e et i Ies angles sons lesquels Ia circonférence (x) 
doit couper respectivement Ies circonférences données (E) et (I), 
nous tracerons dans la circonférence (E) une corde ab, qui la 
coupe sous 1'angle e, et dans Ia circonférence (I) la corde b'\d'\, 
qui la coupe sous 1'àngle i; et si, après cela, sur la corde ab, 
par exemple, nous marquons Ie segment bd égal á Ia corde b\d\, 
et à son point milieu m Iui élévons une perpendiculaire, sur Ia-
quelle nous prenons Ie segment mc égal au rayon de la circon-
férence (I'), et unissons son centre C0 au point c, Ia perpendi-
culaire élevée au point milieu n de C0c coupera mc en un point 
O, qui sera évidemment Ie centre de la circonférence (y), et cou-
pera ab au point t, par lequel doit passer Ia corde demandée b'd': 
par suite Ie centre o de Ia circonférence (x) sera 1'intersection 
de nt avec Ia perpendiculaire bo élevée à 1'extrémité b de Ia 
corde ab. 

3. Discussion. Puisque Ie segment mc peut ètre pris soit à la 
partie supérieure, soit à Ia partie inférieure de ab, il s'ensuit 
qiTil y a deux circonférences (x) et (x') correspondantes à cette 
position de la corde, lesquellcs, passant par Ie point 6 de (E), 
donnent la solution du problème proposé, tant pour Ie segment 
bd situé à droite que à gaúche de ce point, comme on reconnait 
tout de suite. 

Si nous considérons 1'autre corde ba\, qui, passant par Ie méme 
point b, coupe (E) sous 1'angle e, nous auront deux autres circon-
férences (xj) et (x'i) égales aux circonférences (x) et (x'), et 
symétriquement piacées par rapport à celies-ci. 

Quand nous prendrons arbitrairement un point b'\ de la cir-
conférence (I), nous trouveronsanaloguement quatre circonférences 
(z), (z') et (sj), (z'i) égales et symétriques deux à deux; mais 
qui, comme nous savons, ne seront point distinctes de celles 
des deux groupes, que nous avons trouvé pour chaque point 
de (E). 

10 
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Étant (E) la circonférence extérieure et (I) Ia circonférence 
iutérieure, Ies circonférences (x) et (x1) se trouveront de mêine 
còté et Ies circonférences (z) et (z1) de côtés ditlérents. 

On voit, donc, que à chaque point des circonférences données 
répondent en général quatre solutions égales et symétriques deux 
à deux. 

Si Ies angles e et i sont égaux, la solution devient très-simple: 
car, Ie segment bb', étant égal à Ia somine ou diflérence de deux 
rayons C0b et C0£> de deux circonférences données, Ie centre o 
du cercle demandé sera 1'intersection de bo avec la perpendi-
culaire élevée au point milieu de ce segment. 

Remarque. — Comme on vient de Ie voir Ia méthode suivie 
est générale et par conséquent également applicable au cas ou 
Ies circonférences (Ii) et (I) (fig. 2) ne sont pas concentriques. 

En ce cas, il est évident que Ies quatre cercles passant par 
chaque point des circonférences données ne seront toujours égales 
iii symétriques deux à deux, que pour des positions spéciales de 
ces points, comme on Ie verra. 

Lorsqu'on a e = i Ia corde bb' (fig. 2) coupant aussi Ies cercles 
donnés (E) et (I) sous même angle, passera toujours par un de 
Ieurs centres de similitude, ou d'homolhétie, ce qui donne Ie 
moyen facile de trouver alors Ie centre o du cercle demandé (a.1), 
analoguement au cas précédent ou Ies centres des circonférences 
et leurs centres de similitudes se confondent. 

En passant nous allons encore présenter une autre solu-
tion générale, également synthétique et élémentaire du même 
problême, attendu que nous reviendrons sur elle à la suite. 

Soient, donc, C et C0 Ies centres des circonférences données 
(E) et (I) (fig. 2 bis). Supposons de même Ie problême résolut; 
étant b, et b', Vi Ies couples de points ou la circonférence de-
mandée (a:) coupe respectivement chacune de ces circonférences. 

Representons par Es Ie rencontre des droites bb' et et 
o 

par d0 et d leurs seconds points d'intersection avec la circon-
férence (I). Désignons par V'' et d" Ies points d'intersection des 
prolongements des rayons ob' et ob'% de (a;) avec (1); et par d'\ 
et i1 1'extrémité du diametre d0C0d\ de ce cercle et du point de 
rencontre de ce diametre avec Ie prolongement du rayon ob. 

l)'après cela 1'angle C 0 W (égal à 1'angle donné i ou à son 
supplément) sera aussi égal à la somme des angles C0Vd0 et 
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d0b'V" ou bb'o; mais Ies tiiangles C0Ud0 et obb1 étant isosrèles, 
donuenl 

<3 C0b'd0 = bd0i\ 
et 

^d0Vb"' = Ubd0 

d'oíi 
<3 C0Vb'" — bd0i\ + i\bd0, 

donc, 1'angle CuVb"1 est égal à 1'angle extérieur bid\ du triangle 
i\bd0. 

De là cette construction: 
Comme Ie problème est indéterminé on prend sur la circon-

férence (E), par exemple, un point quelconque b, par Iequel on 
mène une droite bi\, formant 1'angle donné e avec Ie rayon Cò, 
et dans Ia circonférence (I) on tire un diamètre d0Ccd\, couparit 
la droite bi\ sous 1'angle donné i; alors Ia droite d0b, que unit 
l'une des extrémités d0 de ce diamètre au point 6, coupera (I) 
en un seeond point, appartenant au cercle demandé (x); et puis-
que Ie segment bV est corde de cette circonférence, son centre 
sera 1'intersection o de bi\ avec la perpendiculaire pxo élevée au 
point milieu px de ce segment. 

5. Discussiort. — Si on tire la droite bd'\, unissant Ie point b 
à Tautre extrémité d\ du diamètre d0d\ de Ia circonférence (I), et 
on désigne par b''\ Ie seeond point d'intersection de cette droite-là 
avec cette circonférence, Ia perpendiculaire p'xo' au point milieu 
du segment bV'\, coupera la droite biy au point o', qui sera Ie 
centre d'une autre circonférence (x'), satisfaisant au problème; 
étant b" et V\ respectivcment Ies seconds points d'intersection 
de cette circonférence avec eelle-là, et avec la circonférence (E): 
ce qu'on peut prouver directement. En effet, étant 6"j et ê''a 
respectivcment deux points du prolongement de O1V1

i et bb"\, 
pris vers Ie côté de Vh 1'angle C 0 ^ g ' ' , [égal ò (180—t) ou à í] 
sera aussi égal íi la somme des angles C,,// '^' ' .! et é''2'>''iê"i ou 
bb''\o', et par suite, Ies Iriangles C0b'\d\ et o'bb''\ étant isos-
cèles, on a 

<5 C06"i S w
s - W i i f 

et 
<3 ê"l = i\bd'\ 
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d'ou 
<) C0 6 ' j 6"i = bd'\ -f- i\ bd'\ 

ce qui montre que Tangle C0b"\ê"\ est égal à 1'angle extérieur 
bid0 du triangle i\bd'\. 

Si, dans la circonférence (I), on tire Ie second diamèlre d'0C0d\, 
coupant au point i\ la droite bo sous Tangle donné t, Ies segments 
66'¾ et 66" des droites bd!0 et bd\ seront encore cordes des cer-
cles (aj) et (x '), et par conséquent aux deux diamètres d0d\ et 
d'0d\ répondront mêmes deux solutions. 

i i 
En considérant la seconde droite 6oo', qui forme avec Ie ravon 

C6 Tangle donné e, on aura deux autres cercles (o) et (o') pas-
sant par 6. 

Ainsi par ce procédé nous obtiendrons aussi facilement Ies 
quatre solutions du problème relatives à chaque point de la cir-
conférence (E) ou (I). 

Remarque. — Dans Ie cas ou Ton considére seulement Tangle 
C0b'b"' égal à i, et non pas à son supplément, Tangle i pourra 
être égal à Tun angle extérieur ou intérieur du triangle ibd0. 

II en sera de mème de Tangle e, quand on prendra arbitraire-
ment un point de la circonférence (I). 

O. Il est inutilc d'observer que Ies deux solutions présentées 
(n.os 2 et 4-) sont également applicables aux cas ou quelqiTune 
des circonférences données a Ie rayon nul ou infini, c'est-à-dire 
quand cette circonférence se réduit à un point ou à deux droites 
parallèles, Vun à distance finie et Vaulre à Vinfini. 

Quand Ies circonférences données ont toutes deux Ies rayons 
infinis, ou se réduisent à quatre droites étant deux à distance 
finie et Ies autres parallèles à celles-ci à Tinfini, Ia solution du 
problème s'obtient à peu prés de même manière, puisque quel-
que difficulté, qui se présente, à cause des points et des lignes 
qui alors passent à Tinfini, sont à peine apparentes, comme on 
va Ie voir. 

Dans ce cas Ies circonférences enveloppes (E') et (I') (fig. 1) 
des différentes positions des cordes 6a et b'd' seront remplacées 
par ces mêmes cordes, que nous représentons par (Ei

ao) 
et (I1

00), 
et par deux autres droites à Tinfini parallèles à celles-ci, et Ie 
segment C0c passant aussi à Tinfini, il iTest pas possible d'élever 
directement à son point milieu la perpendiculaire lo, dont Tinter-
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section avec 6o donne Ie centre de Ia circonférence demandée (x); 
mais comme elle se confond évidemment avec la bissectrice de 
1'angle blb', nous avons ainsi un moyen très-facile de 1'obtenir. 

Soient donc (Ew) et (I») (fig. 2 lris) Ies deux droites, qui re-
présentent Ies circonférences données de rayons infinis. 

Par Ies points arbitraires b de la droite (Esc), et 6'j de la 
droite (I3e) menons respectivement Ies droites (Ef

30) et (1'¾), fai-
sant avec celles-ci Ies angles donnés e et i, et dont Ie point d'in-
tersection nous désignons par t\. 

Cela étant, tirons la droite bpxb', parallèle íi la bissectrice de 
1'angle supplémentaire de 1'angle bl\b'\, qui coupera (Ioc) au point 
b', par Ie quel passera Ie cercle demandé (x), et dont Ie centre 
sera évidemment Tintersection de la perpendiculaire bo au point 6 
de (E30) avec la perpendiculaire tpxo au point milieu px du seg-
ment 66'. 

Si au point t ou la perpendiculaire tpxo coupe la droite (E30) 
on mène la droite tb" coupant aussi (I30) sous 1'angle i au point 
6", ou répondant à Tune seeonde position de (V30), la perpendi-
culaire lpr'xo! au point milieu du segment 66", ou la bissectrice 
de 1'angle blb" coupera bo au point o', qui sera Ie centre d'une 
seeonde circonférence (x1) satisfaisant au problème. 

En prenant Tautre position de la droite (Ei
30) ou elle coupe 

encore (E30) au point 6 sous 1'angle e, nous aurons Ies deux autres 
circonférences passant par ce point; et, par suite, nous obticn-
drons ainsi Ies quatre solutions eorrespondantes. 

Observation. — La seeonde manière de résoudre Ie problème 
(n.° 4) est également applicoble à ce cas particulier en la modi-
fiant d'une manière analogue, et Ie chemin à suivre est tellemént 
simple qu'il serait inutile de s'en occuper. 

Nous résolvons aussi ensuite synthétiquement Ie problème, 
qui a pour objet de Iracer un cercle qui coupe sous des angles 
égaux ou inégaux trois cerclcs donnés (x), (xj), (x3) (*). 

Comme on Ie verra, il peut exister, en général, dans Ie pre-
mier cas liuil solutions, et dans Ie second quarante-huit. 

Dans ces bumbles recherches nous nous sommes spécialement 
servis des beaux travaux de géométrie de MM. Poncelet, Chas-
les, Serret, Clebsch, Salmon, Briot, Bouquet, Carnoy, etc. 

(*) Nous avons déjà annoncé la solution de ce problème dans Ie t. iv (1882) 
de ce Journal (p. 10G). 
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Nous avons aussi eu fréquemmcnt recours aux intéressants et 
supérieurs ouvrages de M. BelIavitis sur la méthode des équipol-
lences, dont, Ies principes remarquables et féconds, nous avons 
adoplé quelquefois. 

Nous nous sommes aussi livrés à 1'étude de ses divers travaux 
sous Ie point de vue de Ieur extension à 1'espace, en consultant 
spécialement Ies ouvrages notables de MM. Argant, ScheíTler, 
Hamilton, Grassman, Sibeck, Dillner, Tait, Briot, Bouquet, 
HoUel, etc. 

Enfin nous devons observer que, Ies présentes recherches, ayant 
été rédigées de manière à dispenser de se présenter Ies figures, 
Ie lecteur est prié de faire Ies figures respectivos. 

I 

C a s d e s c e r c l e s c o n c e n t r i q u e s 

§ 1 

ÉTCDE SYNTIIÉTIQITE (*) 

8. Soient R et r Ies grandeurs des rayons des cercles (E) et 
(I) (fig. 1); et traçons sur ces cercles respectivement Ies cordes 
ba et b'\d'\, qui Ies coupent sous Ies angles e et i, et dont Ies 
points milieux sont réprésentés par mi et m!\. 

Comme Ie problême est indéterminé, si nous prenons Ie point 
arbitraire b du cercle (E), et voulons obtenir l'un (a;) des cercles, 
qui, passant par ce point, coupe Ies deux cercles donnés, sous 
Ies angles également donnés, nous savons (**) que nous avons à 
prendre sur la corde ba un segment bm,j égal à la moitié de la 
corde b ' jd ' i , Iui élever au point m,; laperpendiculaire qm,/Ci, en 
marquant sur celle-ci Ie segment m,;c.s- égal au rayon r' du cercle (I'), 
enveloppe de la corde b'jd'i du cercle (1); puis unir Ie point cs avec 

(#) Ce paragraphe contient Ie resume des pag. 54 à 58 du tome ii. 
(##) Vuy. notre première solutiun pag. 147. 
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Ie centre C de ce même cercle (I), et alors la corde ba'j perpemli-
cidaire en b à la corde ba, sera coupée par la perpendiculaire onst, 
élevée sur Ie milieu ns de (Jc4., au point o, centre de I un (x) des 
cercles demandés. 

Quand nous considérons, sur la perpendiculaire Cira(jC4, Ie seg-
ment m,ic; = csm,i, la perpendiculaire o'íi;(, sur Ie milieu n» de 
C0Cj, coupera ba\ au point o', qui sera Ie centre d'un second cercle 
demandé (#'). 

Si nous marquons sur Ia corde ba Ie segment bme = m,ib, 
et en me Iui élevons Ia perpendiculaire c'smac'i, en prenant sur 
celles-ci Ies segments mec's et c'imc, égaux au rayon r1, nous 
trouverons mê mes cercles (x) et (x ' ) : car il est facile de recon-
naltre que Ies perpendiculaires on\t et o'n\t\ élevées aux points 
milieux n's et n\ de CllC 1

s et C0c'j coupent ba'j respectivement 
aux mêmes points o et o', ou cette droite est rencontrée par Ies 
perpendiculaires onst et o'iiit. 

Ã O. En considérant l'autre extrémité a'\ de la corde ba\, si 
on trace la corde a'\b%, parallèle à ba et on fait des constructions 
analogues aux précédentes, nous trouverons deux points o\ et o\, 
représentant Ies centres de deux cercles (X1) et (x'j) respective-
ment égaux à (x) et (x'), et symétriquement placés à 1'égard de 
ceux-ci. 

t f . Les centres t et t' des cercles (xc) et (x'c), qui coupent 
(E) et (I) sous Ies angles complémentaires des angles donnés sont 
déterminés respectivement par Ies droites nsot et n'sot\ ou n{o't 
et Ii1

iO1I'. 
1 3 . En considérant aussi la corde ab%, parallòle à ba'\, nous 

trouvons des cercles égaux aux cercles (x), (x'); (xj), (x'j); 
(xc), (x'r), et symétriques de ceux-ci. 

13. La seeonde corde baj, qui coupe Ie cercle (E) au point 
b, sous 1'angle e, donnera aussi deux cercles (xj), (x'a) égaux 
aux cercles (x), (x') et symétriquement placés par rapport à 
ceux-ci. 

fl 4» Êtant b1, b\ Ies points oíi Ie cercle (x) coupe Ie cercle (I), 
et b", b'1 ( ses points de rencontre a\ee Ie cercle (x')t Ies tan-
gentes b't et b'%t, au cercle (x), aux points b' et coupent 
évidemment ba sur Ies points t eí t'; et Ies tangentes b''t et b'\t 
au cercle [x) aux points b" et b'\, passeront respectivement par 
ces points-là: toutes ces droites étant également tangentes au 
cercle (l'). Semblablement Ies tangentes b'o et b"o' au cercle (Xc) 
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coupent òa'i, aux points o et o', par Iesquels passent respective-
ment aussi Ies tangentes b'%o et b]\o' aux points Vi et b'\ du 
cercle (a/c): toutes ces droites étant évidemment aussi tangentes 
au cercle (I"), enveloppe de Ia corde b'\d'% perpendiculaire à la 
corde b\d\; et dont Ie rayon est représente par r". 

Le cercle (xc) passera donc par Ies points b', b"; et Ie cercle 
(x'c) par Ies points ò'2, b"\. 

lã. Les Iieux géométriques des centre o, o\, ..., de la suite 
de cercles («), (®|), . . . ; et des centres o', o', . . . , de la suites 
[x'), (a/j), . . . , sont deux cercles (X) et (X') complètement dé-
terminés. 

16. Observation.— Ces deux cercles se transforment en deux 
autres coniques (2) et (2'), lorsque Ies cercles (E) et (I) Iaissent 
d'être concentriques. 

I1S. Les centres des cercles (X0) et (®'0), qui passeront par C0 

et par Ies extrémités des cotés csc's et cjc'j du rectangle auxi-
liaire cscíc'íc'„ auront pour lieux géométriques Ies cercles (X) et 
(X'). 

Il en sera de même des lieux géométriques des centres des cer-
cles (rc) et (®'c) et de ceux qui passeront par C0 et par Ies ex-
trémités des côtés cscí et cVi-

1 8 . Plusieurs autres propriétés dérivent immédiatement de 
la simple inspection de Ia figure; mais elles sont de peu de va-
Ieur pour être présentées. 

19. Discussion. — Étant (E'j et (E") Ies cercles enveloppes 
des cordes complémentaires 011 orlhogonales ba et ba'\ du cercle 
(E); et R' et II" leurs rayons; si on considère soit Ies cercles au-
xiliaires (y) et [y'), qui touchent (I') aux points m! et m", et la 
corde ba au point m^, soit Ie rectangle auxiliare CsCsCiCi, en sup-
posant toujours qu'on prend arbiIrairement Ies points de (E), par 
Iesquels passent Ies circonférences demandées, on a: 

1.° Étant R ' > r ' Ies cercles (x) et (x1) se trouvent de méme 
côté de ba. 

2.° Si on a R ' < r ' , il résulte que Ies cercles (x) et (x1) se 
trouvent de côtés différents de ba. 

3.° I)ans Ie cas ou R' = r' l'un (x1) des cercles demandés aura 
Ie rayon infini, et par suite Ie cercle correspondant (X') passera 
tout ã fait à 1'infini. 

4.° Étant R' = O, ou R" = II, ou bien e = 90° Ies cercles (®) 
et (a/) sont égaux et se trouvent de côtés diíTérents de ba; d'oii 
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il résulte que Ies cercles (X) et (X') se confondent en un cercle 
unique. 

5.° Quand on a r' = 0, ou r' ' = r, ou bien t = 90o ou encore 
r = 0, Ies cercles (x) et (x') se confondent, et il en sera de même 
des cercles (X) et (X'j. 

6.° Étant en même temps R' = 0 et r' = 0, ou R" = R et 
r' ' = r, Ies cercles (x) et (#'), se confondant, auront des rayons 
infinis ou se réduiront à l'un des diamètres des cercles donnés, 
et à 1'une droite parallèle à celui-ci située à 1'iníini. 

Il en sera de même pour R' = 0 et r = 0 ou 11" = R et r = 0. 
Le cercle (X) et (X'j passeront donc à 1'infini. 

Ainsi, dans Ies trois premiers cas, pour chaque point arbi-
traire b, . . . , du cercle (E), il y aura toujours quatre solutions 
égalés et symétriques deux à deux. 

Dans Ie quatrième et cinquième cas il y aura seulement deux 
solutions égalés et symétriques. 

Pour Ie sixième cas nous n'aurons qu'une solution. 
Quand on aura e — i, il vient 

JR _ _ R" 
r r' r" 

Enfin, on pourrait considérer d'autres cas qu'il serait inutile 
de s'en occuper, en égard à Ieur simplicité. 

30. Si Ies centres des cercles demandés devaient se trouver 
sur une ligne donnée (L) Ie problème Iaisserait d'être indéterminé, 
et Ies centres des cercles demandés seraient Ies points d'inter-
section (réels ou imaginaires) de (X) et (X') avec (L). 

§ 2 

ETlDE ANALYTIQtE (*) 

8 1 . Voyons maintenant comment nous pourrons trouver 1'ex-
pression du rayon d'un quelconque des cercles demandés. 

(#) Co § contient Ic réíuiné des pag. 59 à 6i du tome u. 
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En considérant Ie cercle (x) (fig. 1), soit tn ' j Ie point milieii 
de la corde b'b"' du cercle (I), menée par o et tangente à (I''); 
et soit Ie point milieu de ba'\, qui contient ce même point o. 

Les tr iangles rectangles C0MI2O et C0MIRJO donnent 

C 0 O 2 - C o M J 2 2 = W 2 O 2 (1) 
et 

2 2 2 
C 0 O — C O m ' 2 = m'2o (2) 

d'ou 
2 2 2 

C0Ml 2 — C0m' 2 = MLR
2O — ML2O (3) 

et si nous faisons lourner la droite m r
2o autour de o, jusqu'à ce 

que Ie point b' coincide avec b, et prenons ce point pour origine 
des segments, que nous considérons positifs, quand ils seront com-
ptés de b vers m», cette formule donnera 

-2 
6 C0 — b'C0 

0 0 = 2 ( 6 M , 2 - 6 W 2 ) ( 6 ) 

En tenant compte du signe du segment b'm\, et en représen-
tant par rx Ies rayons bo et bo' des cercles (x) et (x'), Iexpres-
sion générale, qui donne ces rayons en grandeur et en direction, 
sera 

l i 4 - / - 2 

r ^ 2 ( l í ' ± r ' ) ( 8 ) 

Observalion. — Nous pouvons aussi déduire 1'expression de rx, 
en considérant dans Ie cercle (E) Ia corde ba'j, et Ia corde R B'", 
déterminée par Ie prolongement de corde b'b"' du cercle (I). 

8 8 . Elant évidemment 

R = R . cos. e, et r' = r. cos. i 
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Ia formule (8) devient 

R2 — r 2 

r x = = 1 (14 
2 (R . cos. e =t r . cos. t) 

Nous pouvons de mème arriver à cette formule qui donne rx 

en fonction de R, r et e, i, d'une manière directe en considérant 
Ies trianfiles obC0 et ob'C0. 

En représcntant par rXc Ies rayons bt, hl' des cercles 
([xc), (x'c), complémenlaires de (x), (x1), ou qui Ics coupent orlho-
gonalement, nous trouverons analoguement Ies expressions 

R 2 - r 2 

Txc = 2 ( R " ± r") ( , 5 ) 

et 

R 2 - r s 

2 (R. sen. e ± r. sen. i) 
(16) 

8J=. Considéront Ies formules (8) et (14-), dont la construction 
peut se réduire à la détermination d'une troisième ou quatrième 
proportionelle. 

Si nous considérons rx comme une troisième proportionelle, 
nous menons par b une tangente b$ au cercle (I), et marquons 
sur ba Ie segment b$' égal au Iongueur 6|3 de cette tangente; 
puis il ne s'agira plus que de prendre sur ba\ Ies segments bx 
et ba! égaux au double de R' + r' et de R' — r' , ou au double de 
R .cos . e + r . c o s . i et de R .cos .e — r . c o s . i (pris dans la dire-
ction due), joindre Ie point [i' à a et a', et éiever Ies perpendi-
culares 3'o et ^'o ' à et ^'a ' au point lesquelles détermine-
ront sur ba\ Ies ccnlres o et 6' des cercles demandés (x) et (a/). 

IVune manière analogue on construirá Ies expressions (15) 
et (16). 

8 5 . La discussion de ces formules est tellement facile qu'il 
serait iriutile de s'en occuper. 

En variant 1'angle e autour du point ò, Ie Iieu géométri-
que décrit par Ie point o, centre du cercle (x) sera une conique (*), 

(#) Voy. Ia seconde partie. 
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dont Ie point fixe b est un des foyers: car, la formule (14) peut 
prendre la forme générale 

" ( « ) 1 + f. cos.e 

èquation polaire d'une conique, rapportée aux foyers. 
Il en sera de môme pour Ies points ( et t', centres des cer-

cles (xc) et (x'c). 
La relation entre Ies rayons des cercles complémentaires 

considérés, sera évidemment 

R" ± r" 
T ( , 8 ) 

ou 
R — r' 

R . sen. e ± r . sen. t 

'Xc R . cos .e±r. cos. t 
(19) 

8 8 . Pour déterminer 1'équation polaire des lieux géométri-
ques (X) et (X') des centres o, oj, ...; et o', o'\, ...; des cercles 
(#) et (x) , nous pouvons, ou recourir directement aux formules 
(1) et (2), ou substituer, dans une quelconque de celles-ci, la va-
Ieur du rayon des cercles (x) et (x'). 

Ainsi, en faisant C0O = fo, nous aurons 

r R W S - r " 4 1 1« 

f ' - R " S + [ 2 ( R ^ Í Õ - 2 - ( R ' ± r ' > ] < 2 3 ' 
OU 

r R'/2 _ r'n i -|2 

L a ( K ^ ) + T C r i r ^ ] < 2 4 i 

OU 

(Rw«_r"í)« 2(R"2 + r"») + ( R ' ± r ' ) « 
P o = 4 ( R ' ± r ' ) * + 4 ( 2 5 ) 
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Si nous voulons tenir p0 en fonction de R, r et de e, i, ces 
expressions deviennent 

[R 2 — r 2 H2 

— R.cos . e . . . (29) 
2 (R. cos. e ± r. cos. i) J 

r Ri _ r
2 "I2 

P9
0 = r2 . sen 2 . i + —— ± r. cos. i\ . . . (30) 

L2(R.cos .e ± r . cos . i ) J 

2 [~R 2 . sen 2 .e — r 2 . s e n 2 . i ~ j 2 

^ 0 L 2 (R. cos. e ± r. cos. i) J 

+ [2 (R2 + r2) — (R. cos. e ip r . cos. t)2] . . . . (31) 

2 ® . Il en sera de même pour Ies lieux géométriques des cen-
tres des cercles (xc) et (x'c). 

S O . Quant aux constructions de : 0 , elles sont une conséquence 
de celles de rx; d'ailleurs elles peuvent dériver directement des 
expressions respectives en considérant p0 comme 1'hypoténuse de 
triangles dont la grandeur des cathètes sera la racine carrée de 
chacun des deux termes du second membre de ces mêmes ex-
pressions. 

31. Observation. — Nous jougeons inutile d'ajouter rien de 
plus, en vue de l'étude générale, dont nous passons à nous oc-
cuper. 

II 

C a s d e c e r c l e s n o n c o n c e n t r i q u e s 

ÉTUDE SYNTHÉTIQUE 

39. En considérant, dans Ie cas précédent (fig. 1), Ies con-
structions relatives à chaque point b, bi, ..., du cercle (E), il est 
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évident que, quand nous donnerons à 1'autre cercle (!) un mouve-
ment de Iranslalion quelconque, Ie premiei1 cercle restant fixe, tous 
Ies points et tous Ies Iignes de la figure prendront leurs positions 
relatives correspondanles à la solution du problème dans Ie cas gé-
néral, que nous allons étudier. 

Désignons, donc, par C0 la posilion finale du centre du cer-
cle (I) (fig. 2), et par C Ie centre du cercle (E), dans lequel nous 
considérons Ies deux points b et a\ correspondants à sa corde 
ba'\. 

Pendant Ie mouvement du cercle (I) Ies rayons C0C s et C0c's 

tourneront aulour des sommets cs et c's du rectangle auxiliaire 
CsCsCiCi, et Ies perpendiculares nso et n'so élevées sur Ies points 
milieux ns et n's de ces rayons se coupant constamment sur la 
corde ba'\, Ieur point d'intersection o sera Ie centre du cercle (ÍC), 
qui passe par b; et il en sera de rnèine quand nous considérerons 
Ie déplacement des rayons, qui déterminent Ie centre O1 du cer-
cle (#]), lequel passe par l'autre extrémilé a\ de la corde con-
sidérée. 

Il en résulte que Ie cercle (X) (fig. 1) se transformera en une 
courbe ( i) (fig. 2), que continuera à couper la droite ba'\ en deux 
points o ri 0(, et par conséquent cette courbe sera une conique. 
La transformée du cercle (X') sera de mème une autre conique (}•'). 

Lorsque Ie cercle (I) se réduit au centre C0 Ies coniques (2) 
et (2') se confondront en une seule et même conique (<?). 

De là ce théorème: 
THÉORÈME I . — (Jne section conique quelconque ( 2 ) peut 6Ire 

considérée comme la courbe parcourue par Ie centre o d'un cercle (x) 
variable de grandeur, assujelli à couper continuellement sous des 
angles donnés e et i, deux cercles également donnés (E) et (I); ou 
à passer par un point donné C0 cl à couper, sous un amjle donné e, 
1111 cerçle également donné (E). 

En faisant (90o — e) = e' et (90— i ) = i', ce théorème se tran-
formera dans Ie suivant 

THHOKKME II. — Une section conique quelconque (1) peut être 
considérée comme la courbe parcourue par Ie point d interseclion o 
de deux cordes ba' l f et b'b ", appartenant respeclivement à deux 
cercles donnés (E) et (I), et Ies coupant continuellement sous des 
angles également donnés e' et i', de manière que Ie point dinter-
seclion considéré se Irouve équidistant de deux extrémilés b et b' 
de ces cordes; ou celle conique peut être considérée comme la courbe 
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parcourue par Ie point o de la corde ba'j d'un cercle donné (E), 
coupé par celle-ci sous un angle également donné e' de manière que 
ce point se trouve équidistant d'un point donné C0, et d'une des ex-
trémités b de cette corde. 

33. En consididérant Ies tangentes om2 et om'2 aux circon-
férences enveloppes (E") et (I'') de ces cordes, la somme algé-
brique de ces tangentes soa constante, ou égale à la somme 011 à 
la différence des segments Iim2 et b'm'2, ou des demi-cordes des cer-
cles (E) et (I), égalés aux rayons K' et r' des cercles enveloppes (E') 
et (I') des cordes ba et b'd' (perp. à ces demi-cordes), en tenant 
toujours compte du signe des segments respetils. 

Si nous reprósentons par M1 et Mf
1 Ies points milieux des 

cotes CsC1
s et CjCi du rectangle auxiliaire, Ie segment ò W 2 étant 

égal à 6Mj ou à ZiMr
1, sera constamment positif ou constamment 

negatif, selon que Ie point o décrira 1'une ou Tautre des coniques 
(2), (2'). Ainsi, en représentant par - et t' Ies segments varia-
bles orna et o»n'2, on aura pour l'une (2) des coniques: 

T ± T' = R' + r' (35) 

et pour l'autre conique (2') 

T ± T' = R' — r' (36) 

Donc: 
TIIÉOIIÈME I I I . — Étant donnés deux cercles (E") et ( I " ) , si 

deux tangentes à eeux-ci se déplacent de manière que la somme al-
gébrique des distances T cl T' des points de contact au point d inter-
seclion o de ces langentes soit une grandeur constante, Ie Iien géo-
mélrique décrit par ce point d interseclion sera une conique (2) 
donnée de forme et de posilion. 

Dans Ie cas ou Ie cercle directeur (!) se réduit à son centre 
C0, on a r' = o, et la tangente respectivo se confondra avec Ie 
vecteur C0O = P', il vient 

t ± P ' = R' (38) 

Ainsi Ies deux coniques se confondront en une seule conique (o), 
et Ie point C0 sera Iun des foyers. 
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Donc: 
THÉORÈME I V . — Etant donné un cercle (E'') et un point C 0 , 

si l'une tangente à ce cercle et un rayon vecleur, partant de ce point, 
se déplacent de manière que la somme algébrique des distances T 
et p', du point de conlact et du point donné a celui de Vintersection o 
de ces droites variables, soit une grandeur constante, Ie Iieu géo-
métrique décrit par ce point d'intersection sera une conique M 
donnée de forme et de position. 

34. D'après cela, nous pouvons donner aux cercles envelop-
pes (E'') et (I'') Ie nom de cercles focaux ou foyers tangentiels, et 
à Ieurs tangentes T et T' Ie nom de vecteurs tangentiels ou rou-
lants. 

Dans Ie cas ou ces cercles se réduisent à Ieurs centres, ils peu-
vent recevoir Ie nom de points focaux ou foyers rayonnants et 
Ies vecteurs correspondants Ie nom de vecteurs pivatants ou rayon-
nants'. en réservant la dénomination ordinaire de foyers et de ve-
cteurs pour exprimer Ies foyers et Ies vecteurs, quels qu'ils soient. 

Si plusieurs coniques ont un même cercle focal, nous Ies ap-
pelons monocyclomofocales ou monocycioconfocales. 

Quand Ies coniques auront un même point focal, elles seront 
nommées monostigmoconfocales. 

Les coniques ayant Ies deux mêmes cercles focaux nous Ies 
appellerons cyclomofocaks ou cycloconfocales; el nous donnerons 
aux coniques Ie nom de stigmoconfocales, quand elles auront Ies 
deux mêmes points focaux. 

Enfin, ces courbes seront dites monomofocales et homofocales 
ou confocales suivant qu'elles aieut un ou deux mêmes foyers, 
quels qu'ils soient. 

35. Tracé de la tangente en un point quelconque. — Il résulte 
de 1'application de la méthode de Roberval que, si, sur Ies deux 
couples de vecteurs tangentiels m2o, Hiiv2O et m'2o, m'''2o, nous 
marquons respectivement Ies deux couples de segments égaux ob, 
ob\ et ob', oò'2, Ies segments bb\€hbo—b\o (*) et b'b!$ií±b'o—í»'2o, 
se coupant en f, nous donneront la tangente of. 

Comme on Ie voit, Ie point f est Ie centre radical des cercles 
(E), (I) et (o). 

(«) Cette notation de la somme géomrtrique des segments est eelle que 
M. Bellavitis adopte dans sa méthode des équipollenees, dont Ies príncipes 
seront quelquefois eniployés dans cette étude. 
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Nous pouvons aussi ar r i \er directement à cette construc-
tion en regardant Ie point o comine appartenant successivement 
à chacun des vecteurs tangentiels TtiiO, Tniy^o et m 2o, Tii11

iO. 
3 3 . Le point Mt, situê sur Ie vecteur TtiiO, étant symétrique 

des ex t r émi t é s Ttii et Ttiv
i des vecteurs Tn1

iO el Inlll
iO, par r a p -

port aux bissectrizes des angles « i joMi .et W11
iOMi, décrit évi-

demment un cercle (CMi) ayaní !e centre en C et Ie rayon égal 
au segment CMi ^ Cw2 — Mj Wi. 

De mème si nous marquons sur Ie vecteur IiiiO Ie segment 
i i 

m'2M égal à m2Mi, ou à la somme Otni — om'iy Ie point M sera 
Ie symétrique de Tni et Tniy

i, par rapport aux bissectrices des 

angles m2oM et OTiv
2OM, et décrira un cercle dont Ie centre sera 

i 
C0 et Ie rayon C0M. 

En considérant 1'autre conique (2'), nous arrivons à des résul-
tats tout à fait analogues. 

Nous pouvons donner au cercle (CMi) 'e nom de cercle direc-
Ieur relatif au foyer (I' '). 

La conique (2) a deux cercles directeurs relatifs à ses deux 
foyers; et il en sera de même de sa confocule (2'j. 

3 8 . Lorsque (fig. 2) Ies rayons C0C4 et C0e's tournent autour 
de C0, leurs points milieux ns et n's décrivent deux cercles (n0ns) 
et (<J0n's), dont Ie centre cr0 sera Ie point milieu du seginent CC0; 
et Ies perpendiculaires nso et n'so envelopperont deux coniques 
stigmoconfocales (e) et (e'), ayant pour points focaux Ies points 
C et C0. 

Les points Ns et N's ou Ies rayons Ccs et Cc's des cercles (Ccj) 
et (Cc1

s) rencontrent Ies perpendiculaires nso et n'so sont Ies 
points de contact de celles-ci avec leurs enveloppes (e) et (e'). 

D'après cela nous pouvons énoncer Ie théorème suivant: 
T H É O R È M E V . — Une seclion conique quelconque (!) peut être 

considérée comine la courbe parcourue par Ie point de rencontre o 
de deux tangentes NSO et N'so à deux coniques stigmoconfocales (g) 
et (&'), dont Ics points de contact Ns el N's soienl cus de I un C des 
poinls focaux sous un anyle vecteur conslant NSCN'S: Ies poinls 
focaux C et C0 des coniques directrices étant Ies centres de cercles 
focaux de la conique engendrée. 

325. Le point o se trouvunt, par construction, équidistant des 
points C0, cs et c's, on a ce théorème: 

T H É O K È M E V I . — Une conique quelconque ( 2 ) peut vire considérée 
11 



162 JOHNAL DE SCIENCIAS 

comme la courbe parcourue par Ie centre o d un cercle (oC0) as~ 
sujetti à passer continuellement par un point donné C0 et par deux 
autres points Cs et c's de deux cercles concentriques (Ccj) et (Cc',) 
igalement donnés, la distance csc's entre ces derniers points étant 
constante. 

4IO. Quand, sans la distance csc's = 2r ' ' être nulle, Ies cer-
cles (Ccs) et (Cc's) se confondront, il en sera de même des co-
niques (2) et (2'), et nous aurons Ies deux théorèmes suivants, 
comme cas particuliers des théorèmes V et VI: 

THÉORÈME V I I . — Si, autour de Yun des points focaux d'une 
conique (e0), on fait tourner un angle vecteur de grandeur con-
stante, et que par Ies points ou ses cótés rencontrent la conique on 
mène deux tangentes á la courbe, Ie point d! intersection o de ces 
deux tangentes aura pour Iieu géométrique une seconde conique (<7), 
donnée de forme et de position (*). 

TIIÉOHÈME V I I I . — Une conique quelconque (a) peut être con-
sidérée comme la courbe parcourue par Ie centre o d'un cercle (oC0) 
assujetti à passer continuellement par un point donné C0 et à cou-
per un cercle également donné suivant une corde csc's de grandeur 
constante. 

4 f l . Les cercles (x) et (x'), et leurs cercles complémentaires 
(xc) et (X1

c), passant par un même point b du cercle (E), se cou-
pent deux à deux sur Ie cercle (I) aux points b', b1', b"\, 6'¾ (comme 
dans la fig. 1), étant maintenant de même applicable au cas gé-
néral, ou à la figure transformée (fig. 2), ce que nous avons dit 
au n.° 9 sur Ies tangentes à ces cercles dans leurs points d'inter-
section. 

U est clair que, analoguement à ce que l'on a noté au n.° 6, 
Ies droites ons et o'ns dans la figure transformée concourent en-
core en un mème point í de la corde ba et Ies droites on's et o'n\ 
au point t'; ces points étant Ies intersections des tangentes b't, b"l 
et b'\t', b'^t' aux cercles (x) et (x') aux points b', b" et b''i, 6'¾, 
ou Ies centres des cercles (xc) et (x'c), qui décrivent deux autres 
coniques (2C) et (i'c), en général, distinguées des coniques (2) 
et (2') décrites par Ies centres des deux premiers cercles. 

Nous pouvons donner aux coniques (2c) et (I1
c) Ie nom de com-

(#) Voy. Traiti des propriêtés projectives des figures, par M. Poncelet, 
2.» édition, t. I, n.° 480. 
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plémentaires des coniques (2) et (2'), attendu la denomination 
adoptée pour Ieurs cercles générateurs. 

Ã58. Considérons (fig. 3) Ies deux cercles générateurs (JJJ) et 
(x'3) des coniques (2) et (2'), Iesquels touchent à 1'extrémité a 
la corde ba du cercle (E)1 et désignons par 03 et 0*3 leurs cen-
tres évidemment situés sur la corde ab3 de ce même cercle, équi-
pollente à la corde ba\, sur Iaquelle se trouvent Ies centres o 
et o' des cercles générateurs (as) et (a?'). 

Les droites 003 et 0V3 se couperont évidemment en un même 
point T de Ia corde ba, et Ies perpendiculaires Jn1PE et Tn1PrE', 
abaissées du point milieu WJ1 de cette corde sur ces droites, qui 
Ies rencontrent en P et P', étant E et E' leurs points de rencon-
tre sur CC0, seront Ies secantes (réelles ou idéales) communes aux 
deux couples de cercles générateurs (x), (X3) et (x'), (x'3), ou leurs 
axes radicaux; et à ces cercles, de chaque couple ainsi dé-
terminés, nous donnerons Ie nom de cercles générateurs correspon-
dants. 

13. Les cordes In1PE et Hi1P7E' communes aux deux couples 
de cercles générateurs correspondants (x), (X3) et (x'), (x'3) passent 
par Ies extrémités ns„ et n,„ du diamêtre nSoC0n<c du cercle (1'), per-
pendiculaire à la corde ba du cercle (E) (tangente commune á ces 
cercl es-là). 

Quand la corde ba du cercle (E) tournera autour de C simul-
tanément avec Ies lignes qui Iui sont invariablement reliées, Ies droites 
Hi1En1-,, et Injn iuE' tourneront aussi autour des points E et E', qui, 
comme on sait, divisent harmoniquement la distance CC0, entre Ies 
centres des cercles donnés, et représentent Ies points de concours des 
tangentes (réelles ou imaginaires) communes aux cercles enveloppes 
(EM et (I'), ou leurs centres dhomothétie. 

En considérant deux quelconques des couples de cercles (x), (a^) 
et (arj), (as.í), appartenant à la première suite de eercles, qui cou-
pent Ies cercles fixes (E) et (I) sous Ies angles constants e et t, 
on reeonnaltra que Ies axes radicaux de ces quatre cercles, pris 
deux à deux, se coupent aussi au point fixe E, et, par suite, ce 
point sera Ie centre radical de trois cercles quelconques de la série 
considérée. 

De même Ies axes radicaux de la seconde série de cercles géné-
rateurs (x'), (Xi

1), (x'3), (x'.j), . . . , pris deux à deux, passent par 
Ie point fixe E', qui sera donc Ie centre radical de trois cercles quel-
conques de cette série. 
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Cela étant on a ce théorème: 
THÉORÈME I X . — Elanl donnés deux cercles ( E ) et ( I ) , chacune 

des deux séries de cercles (x), (xj), (X3), (xj), ..., et (x'), (x'j) , (x'3), 
(x'j), qui Ies coupent sous Ies angles constanls e et i, étant pris 
trois par trois, ont respectivement pour centres radicaux Ies centres 
d'homothétie E et E' des cercles enveloppes (E') et (I') des cordes, 
qui coupent Ies cercles donnés sous ces mêmes angles. 

4L-Í. En faisant varier Ies rectanglcs auxiliaires, ou Ies cer-
cles (I) et (I') de manière que Ies rayons II" et r" des cercles (E") 
et (T') deviennent égaux (fig. 3), Ies coniques cvclomofocales (2), 
(2'), et Ies stigmoconfocales (e^), (e'j), engendrées par Ies points 
o, o', et par Ies points d'intersection N's, N', des vecteurs Cc,, 
Ce» avec Ies droites on's, O1H1I, perpendiculaires aux points milieux 
» '„ n'i des vecteurs C0c's, C0c'i, seront respectivement rempla-
cées par Ies cyclomofocales (LI), (Í2'), et Ies stigmoconfocales 
(O0), (il'0)< décrites par Ies centres des deux cercles générateurs 
(w), (w') (fig. 3 a), qui remplacent (x), (x1), et des deux cercles 
(ti"), (jx1") qui touchent Ies cercles enveloppes (E') et (I'). 

Ainsi (fig. 3 a et -i) Ies droites OWĜ  et flwVs, qui unissent 
Ies centres des deux couples de cercles générateurs correspon-
dants (co), (¢03) et («'), (w'3) des coniques (il), (Li') toucheront Ies 
coniques (Í20), (H1

0) aux points (/.", p"' , Iesquelles seront aussi 
Ies transformées des premières, quand on aura U = R' et r = r', 
et par suite ces transformées auront pour cercles générateurs Ies 
cercles doubles ([/'), (u.'"), tangents au cercle (E') au point mj et 
au cercle (I') aux points 11'4, et u"So, évidemment silués sur Ies axes 
radicaux m j E et m jE ' , ou sécantes communes à ces deux couples 
de cercles générateurs. 

Les points de contact n'i0 et n"Sa entre ces cercles doubles et 
Ie cercle enveloppe (I') étant Ies points de ce cercle anti-homo-
logues du point m\ du cercle (E'), par rapport aux centres d'ho-
mothétie E et E' , Ie point 9 sera Ie centre d'un cercle (ôwij), qui 
coupera orlhogonalement Ies cercles (E') et (I'); et par suite ce 
point, pendant la rotalion de la corde ab, décrira l'axe radical 
0i2m„ de ces cercles, ou Ieur sécante commune, située ú dislance finie. 

Considérons Ie rectangle auxiliaire MM'M'0M0 (fig. i) dans Ie 
quel se transforme Ie rectangle auxiliaire csc'icics (fig. 3), quand 
Ie còté considéré constant c'sc't- vient coincider avec Ie segment 
MAI' du rayon Cwj , ou quand Ies rayons R" et r'1 des cercles 
(E") et (I") sont égaux; et soit MuMi

0 (fig. 4) la position cor-
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respondante de 1'autre côté constant parallèle cscj; étant Mj 
et M'i Ies intersections de ba\ avec Ies autres côtés MMrt et 
M'M'0. 

Cela étant, nous devons observer que Ies coniques (H) et (í2'), 
peuvent avoir pour cercles directeurs Ies cercles (CMj) et (I"), 
et pour cercles générateurs Ies cercles (wMj) et (&>'M'j), dont Ies 
cercles enveloppes respectifs sont Ie cercle (CM) et Ie cercle li-
mite C0, ayant pour axe radical TÍ},.„. 

De même nous pouvons prendre pour cercles directeurs Ies 
cercles (CM'j) et (I") et pour cercles générateurs Ies cercles (wM'j) 
et (w'M'j), Ies cercles enveloppes respectifs étant Ie cercle (CM') 
et Ie cercle limite C f, qui ont pour axe radical T 'L i 1

co-

Les cercles enveloppes (E';) et (Te) des cercles directeurs (Ej) 
et (L), symétriquement égaux aux cercles directeurs (I) et (E), 
par rapport au point inilieu cr0 de C01 ont pour axe radical QjilmOi; 
et Ies cercles enveloppes des deux autres couples de cercles di-
recteurs symétriquement égaux aux deux couples de cercles di-
recteurs (CMj), (I") et (CM'j), (I"), ont pour axes radicaux 0cí2f 

et 6'çíl'c 
D'ailleurs il est facile de voir que Ie point d'intersection T des 

droites XMjMM2 et TRJWU.''O>:jQ0 décrira l ' a x e radical TÍ20„ du cercle 
CM et du cercle limite C0 ; et que de même Ie point d ' inter-
section r' des droites TiMi

1MiMi
2 et QT'IiwOi

fV3O2 décrira 1'axe 
radical t ' í 2 ' 0 i 1 du cercle (CM') et de ce même cercle limite (*). 

- 4 5 . Si nous considérons Ies tangentes MsoOiJ et Mi0Oi
2 du cer-

cle (I'), aux extrémités de son diamètre %,C0n;0, coupant la droite 
QilmijS0 aux points 0'j et Oi

2; et Ie rayon C0Qco perpendiculaire à 
ce diamètre, coupant Ies droites TIICIL et T'Í2'0o aux points 0Co et 
tí'c„, nous aurons Ie quadrilatère ScilQiJOi

0nQi
2.Q Q 0 inversement égal 

au quadrilatère OcOJOVJ2,OO0, par rapport au point milieu <r0 du 
segment CC0. 

Ou voit donc que 1'axe radical 00'j UmoV2Q0 des cercles (E') et 
(I'); et 1'axe radical OiQ1UmO2Oi

0 des cercles (Er
i) et (Ii

e) sont dé-
crits en même temps par Ies sommets Oj1O2; Oi

1Oi
0 et 0,9o; 0'i,0'2 

de ces quadrilatères, et sont conjugués harmoniques des axes ra -
dicaux O0QC et Q'0Í20 relatifs au cercle limite C et à chacun des 
cercles (C0Mc) et (C0Mi

c); ainsi qu'ils seront conjugués harmo-

(#) Le résumé de la partie de ce publiée dans Ie t. iu de ce Journal, 
de pag. 130 à 137 et de pag. 174 à 182, termine ici. 
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niques des axes radicaux OcoOco et 9'foíífo. relatifs au cercle li-
mite Co et à chacun des cercles (CM) et (CM'). 

Ainsi étant Llcf Í2m, í i 'c , H1
cc, Llmot et i>fo Ies points d'inter-

sections de la droite C0C avec Ies axes radicaux considérés Ôcí}c, 
m» 6 T1Ll1

cct ÔiJmo e^ Tilco, nous aurons 

LlmHc ílm,:ílc 

et 

et par suite 

LlmLl1
c timone 

íim^-ro O m o O c . 

LlmLlcc L IC0 

-—j fO^tft = ao . I0Ll1
c = G0Llcc . Ggil . . . 

(40) 

(41) 

4 G . Les deux tangentes G$0a0 et Ô^'0a'0 (fig. 4) communes 
aux deux couples de cercles générateurs correspondants (w), (103) 
et (w'), (« '3) , qui concourent dans Ie point Qt déterminant dans Ie 
cercle (I) Ies cordes (J0«o et $'0a!0 évidemment égales entre elles 
et à la corde ba du cercle directeur (E), on a 

6 p o . 8 a o = 9 ? ' o . 0 x ' o = Ôò.Ôa ( 4 3 ) 

* 

d o u il résulte que 1'axe radical ÔOm„ des deux cercles envelop-
pes (E') et (I') sera en même temps 1'axe radical des cercles di-
recteurs donnés (E) et (I) (*). 

On reconnaítra aussi que la droite O Llm sera en même temps 
1'axe radical des deux couples de cercles (E'Í), (ÍE) et (Ej), (Ic). 

Les deux cercles (CMj) et (I") considérés comme cercles direc-
ta Il est inutile d'observer que, au contraire, Ies points d'interseetion des 

couples de cercles (E), (I) et (E'), (I') sout distinets, et que, par suite, il en 

est de môme des cordes communes à ces couples de cercles, pouvant être 
toutes deux réelles ou idéales, ou l'une réelle et 1 autre idéale. 
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teurs, Ies cercles générateurs correspondants (wMj) et (w3M2), 
ou qui touchent Ia corde MjMa du premier cercle directeur à ces 
extrémités, auront pour points de contact avec Ieur tangente 
commune TmVmv

2 Ies extrémités du diamètre MivJ0Wiv2 du seeond 
cercle directeur. et nar consénuent étant ce diamètre consfam-

et alors la droite TÍÍ c„ étant 1'axe radical du cercle limite C0 et 
du cercle (CM), enveloppe de la corde MiM2 du cercle CMj, sera 
aussi 1'axe radical de ce cercle et du cercle focal (I"). 

De même on reconnaitra que la droite Qcílc étant 1'axe radical 
du cercle limite C et du cercle enveloppe (C0Mc) de la corde 
MciMc1 du cercle (C0Mc,) séra aussi l axe radical de ce cercle et 
du cercle focal (E"). 

D'une manière analogue on verra que 1'axe radical T'ô'Cí1 du 
cercle limite C 0 et du cercle enveloppe ( C M ' ) de la corde M ' J M ' 2 

du cercle ( C M ' J ) sera de même 1'axe radical de ce cercle et du 
cercle focal (I"). 

FinaIement nous avons de même que Ia droite (J'CÍ2'C étant 1'axe 
radical du cercle limite C et du cercle enveloppe (C0Mi

c) de Ia 
corde M'C)M'Cl du cercle (C0M'Cl), sera aussi 1'axe radical de ce 
cercle et du cercle focal (E"). 

4L1. Considérons maintenant deux cercles générateurs cor-
respondants quelconques (w) et (w3) (fig. 4 et o), qui coupent Ie 
cercle directeur (E) respectivcment aux deux couples de points 
ô,(J et a ,a ; et Ie cercle directeur (I) aux deux couples de points 
|S',(i0 et a',*0. Alors Ies points de concours et des deux 
couples de cordes S0 et aa,a0a' (fig. 5), lesquelles se trou-
vent sur la sécante Gí}m„60, commune aux deux cercles directeurs, 
détermineront Ies tangentes w<pi et W3̂ pr

1 aux points tu et u)3 de 
Ia conique engendrée (íl) n.° 35. 

Dans Ies cercles (w) et (<o3) Ies cordes et aa seront évidem-
ment anli-homologues par rapport au centre de similitude ô de 
ces cercles, ainsi que Ies cordes et a0a'. 

Si Ies cercles générateurs (o») et (w3) sont cencés fixes ainsi 
que Ies points çi et <p'j, lorsque Ies deux couples de cordes anti-
homologues aa,b$ et a„a',30^' tourneront autour de ces points, 
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leurs points de eoncours ee et e; se trouveront continuellement sur 
Taxe radical Emj de ces cercles, et on aura toujours 

(la.93 = Oa'. Op' = ba. 96 = 9*0 .03o = const (45) 

d'ou il résulte que Ies cercles directeurs (E) et (I) varieront, 
étant remplacés par d'autres cercles (E1), (E2), ..., (Ij), (I2), ..., 
ayant même corde commune que Ies deux cercles directeurs don-
nés, et, par suite, seront coupés par Ies cercles générateurs (to), 
(toj), de la conique il sous des angles constants. U en sera 
de même par rapport aux cercles générateurs (&>'), (to'i), ..., de 
la seeonde conique (Í2'). 

En prenant pour cercles directeurs Ies cercles (E) et (In) de 
la suile (E), (E]), . . . , (I), (I1), ..., (I„), ..., Ie cercle (10) de la 
première suite de cercles générateurs, et Ie cercle (to') de la se-
eonde suite de cercles générateurs seront coupés par Ie dernier 
cercle directeur sous deux angles inégaux. Alors, si nous faisons 
varier Ie cercle générateur (to') jusqu'à ce que ces angles devien-
nent égaux, nous aurons un nouveau cercle générateur (to''), en-
gendrant nne autre conique (íi"), et jouissant aussi des mêmes 
propriétés que Ie cercle (to); et Ia figure respective étant analogue 
au cas général de Ia fig. 3, nous pouvons énoncer ce théorème: 

T H É O R È M E X . — Les deux séries de cercles (x), (X 1 ) , (x3), . . . , 
et (x'), (x'j), (x 3), ..., qui coupent deux cercles fixes (E) et (I) sous 
des angles constants e et í, couperont aussi sous des angles con-
stants tous Ies cercles (Ej), (E2), . . . , (I1), (I2), . . . , ayant même 
corde commune que Ies deux cercles fixes. 

4 8 . Toutes Ies fois que des points d'intersection <plt <p'i, ,.., 
(fig. 5) de la corde commune aux cercles (E) et (I) avec Ies tan-
gentes t o^ , to39'i, à la conique (£2), on peut tirer des tan-
gentes IfllIj/; çVta» ç ' i f ' 3 ; . . . ; aux cercles générateurs (to), 
(w3)> •••» de cette conique, nous aurons dans la suite de cercles 
directeurs (E), (E1) (I), (I1)1 ..., deux cercles qui toucheront 
tous ces cercles générateurs. De même il y aura deux autres 
cercles directeurs, qui toucheront Ies cercles générateurs ( to ' ) , 

(to'3), ..., de Ia seeonde conique (O'). 
En menant dans Ie cercle (to) Ies rayons wj/ et w^', qui vont 

aux points de contact A et <j/ des tangentes et «pn}/' à ce cer-
cle, ils couperont Ia droite CC0 [qui unit Ies centres C et C0 des 
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cercles (E) et (I)] aux points f\ et f \ , lesquels seront Ies centres 
des cercles ( l / j ) et [tyf j) tangents à tous Ies cercles générateurs 
de la conique (f l ) : D'ailleurs ces points f\ el f\ seront évidem-
ment Ies points íaucaux de cette conique, et la droite CC0 re -
présentera la direction de son axe focal ou principal. 

Les cercles générateurs (w'), (w'3), ..., de la seconde conique 
(íi'), étant de même tangents à deux autres cercles de la série 
(E), (E1), ..., (I), (I1), ..., Ies centres de ces deux cercles seront 
donc Ies points focaux de cette conique. 

Quand on ne saura tirer Ies tangentes considérées aux cercles 
générateurs, ou Ies points focaux de (D) et {il') sur CC0 sont 
imaginaires, la détermination des points focaux réels situés alors 
sur 1'autre axe est très-facile, comme nous Ie verrons à la suite. 

En prenant, comme précédemment, Ies cercles (E) et (In) pour 
cercles directeurs et en faisant varier Ie cercle (<o') jusqu'à ce 
qu'il coupe ce second cercle directeur sous Ie même angle que 
Ie cercle (m), la figure-respective deviendra tout à fait analogue 
au cas général de Ia fig. 3. Donc: 

THÉORÈME X I . — - E t a n t donnés deux cercles (E) et (I), chacune 
des deux séries de cercles (x), (X1), . . . , et (x'), (Xi

1), . . . , qui Ies 
coupent sous des angles constantes a et i, toucliera deux autres cer-
cles (réels ou imaginaires) ayant même corde commune que Ies 
cercles donnés. 

4 » . Tirons (fig. 3) dans Ies cercles générateurs (&>) et (013) 
Ies deux couples de cordes anti-homologues bbe, aae et jí -e , aae, 
par rapport au centre de similitude O, et qui concourent au point E. 
D'après cela Ies cordes be3e et aeae des cercles (cu) et (<03), étant 
aussi anti-homologues se couperont au point e'j sur la corde Em1 

commune à ces cercles, et Ies droites aebe et ae$e passeront par 
Ieur centre de similitude O, ou seront leurs vecteurs de similitude. 

Or, étant 

E a x Ea e = Ea x Eye = E6 x F A = E^ x E p i 

Ies points ae, ae, be, % se trouveront sur un cercle (In), ce cercle 
et Ie cercle (E) ayant pour un des centres d'homothétie Ie point 
E; et, puisque Ie centre du premier cercle se trouve évidemment 
sur la droite CE, la sécante commune à ce couple de cercles, 
passant par O, sera encore la sécante commune Oiim, de Ia série 
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de cercles directeurs considérés (E), (E1) (I), (L), .... Donc, 
dans Ies deux cercles (In) et (E) Ies couples de cordes anti-homolo-
gues a«, a««e et b|à, be

rie, par rapport au centre dhomothétie E, 
se couperont encore aux points çj et <p'i; et Ie premier cercle ap-
partiendra à cette même série de cercles directeurs. 

Considérons encore dans Ies cercles (w) et (03) Ies deux cou-
ples de cordes anti-homologues 3$0> <*iao et a'ia', s'entre-
coupant en E. Alors nous reconnaitrons analoguement que Ies 
cordes anti-homologues [5ij3'j et «;«'(, se coupant en t'e sur la corde 
Emi commune à ces cercles, passeront de môme par Ies points 
9i et <p'i de la corde <piGç'i commune à la série de cercles direc-
teurs, et que par conséquent elles seront en même temps cordes 
d'un cercle (Em) de cette série. Le point E sera donc l'un des 
centres de similitude du couple de cercles (I) et (Em); et Ies 
droites a'3' et ',• passant par fJ seront deux cordes anti-homo-
logues de ce couple de cercles directeurs par rapport à ce centre 
de similitude. 

On voit donc que si Ies cordes anti-homologues 63 et %a des 
cercles (w) et (<<>3) tournent autour des points «pi et <p'i décrivant, 
par suite, la corde Emi commune à ces cercles Ies deux couples 
de cordes anti-homologues bbe, aae et J5[}e, aae tourneront autour 
du point fixe E; Ies cordes anti-homologues be$e et aeae décri-
vant la corde commune Emj, tourneront aussi autour des points 
91 et <p'i; et Ie couple de cercles directeurs (j36a*...) et ($ebeyeae...) 
auront Ie point fixe E pour centre d'liomolhétie ou de simili-
tude. 

Il résulte de là que il y a une série de couples de cercles direc-
teurs qui ont Ie point fixe E pour centre d'homothétie ayant pour 
cordes anti-homologues deux couples de vecteurs de similitude des 
cercles générateurs (a>) et (103) et qui, par suite, passeront par Ieur 
centre de similitude G. 

En considérant Ies cercles générateurs (m1) et (w'3) de la se-
conde série de cercles générateurs, ainsi qne Ieur centre radical 
E', nous arriverons évidemment à des conséquences analogues. 

Ainsi deux cercles générateurs quelconques d'une des séries 
auront toujours un de leurs centres de similitude sur la sécante 
commune aux cercles directeurs donnés (E) et (I), laquelle sera 
alors un des quatre axes de similitude de trois quelconques des 
cercles générateurs de la serie considérée. D'après cela, ces pro-
priétés seront égalemenl applicables au cas de la fig. 3, et donc: 
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T H É O R È M E X I I . — Les séries de cercles qui coupent trois cercles 
fixes (x), (xj), (X4), ..., soux des angles égaux ont pour sécantes 
(réelles ou idéales) communes, ou pour axes radicaux Ies axes de 
similitude de ces trois cercles. 

Comme corollaire on a ce théorème: 
T H É O R È M E X I I I . — Quand un cercle (IN) variable de grandeur 

coupe trois cercles fixes (x), (X1), (xj), sous des angles égaux, Ie 
centre de ce cercle variable se trouvera sur quelquune des droites 
passant par Ie centre radical E de ces trois cercles, et coupant ortho-
gonalement leurs axes de similitude. 

50. Comme on sait, lorsqu'on fait varier dans Ie cercle (w) 
(fig. 5) Ies cordes [J&, JJ0JJ', <iebe, ..., qui passent par Ie point <pj, 
Ies points d'intersection des cordes bi' et JJJJ0, ÒJJ0 et [JJJ', bbe 

et [JJJc, ..., se trouveront sur la polaire de ce point 91, laquelle, 
par suite, passera par Ie point fixe E, et on reconnaltra de même 
que la polaire du point <p'j, par rapport au cercle (<03), passera 
aussi par E. Il en résulte que pour Ia série de cercles générateurs 
(<i>), (W 1 ) , (013), . . . , Ies polaires des centres radicaux ^1, ç ' j , . . . , 
de ces cercles directeurs (E) et (I) et de chaque cercle générateur 
passera par Ie centre radical E de cette série de cercles générateurs. 
Nous serons évidemment entrainés aux mêmes résultats pour la 
seconde série de cercles générateurs (co'), (w'i), (w'3), 

Or cette propriété étant également applicable à Ia fig. 3, ou 
au cas général, nous pouvons énoncer cette proposition: 

THÉORÈME X I V . — Etant donnés deux cercles ( E ) et ( I ) , la po-
laire du centre radical de ces cercles et d'un cercle quelconque d'une 
des deux séries de cercles, qui Ies coupent sous des angles constants 
e et i, relative à ce dernier cercle, passera par Ie centre radical de 
la série considérée. 

51. Prenons encore Ie couple de cercles directeurs (JJbaa.) et 
(JJAacOre) ou (E) et (IN), ayant Ie point E pour centre de simili-
tude. Or, comme on sait, Ie vecteur de similitude Ebeb coupant 
ces cercles sous un même angle, et Ie cercle (w) passant par Ies 
points anti-homolopues b et 6C, Ies angles sous lesquels ce cercle 
coupe Ies deux autres seront égaux, et par conséquent Ies cer-
cles de la série de cercles directeurs (E), (E1), ..., (I), (I1), ..., 
seront coupés deux à deux, ou par couples, sous un angle con-
stant par Ia série de cercles générateurs (w), (W1), (<03), ..., dont 
Ie centre radical sera en même temps Ie centre d'homothétie ou 
de similitude de chacun de ces couplesjde cercles directeurs. Il 
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en sera de même par rapport à Tautre série de cercles généra-
teurs (bi 1), ((O 1

i), (w'3) 
D'ailleurs si Ies centres radicaux E et E' des deux séries de 

cercles générateurs, ou centres de similitude des couples de cer-
cles directeurs sont extérieurs aux cercles générateurs, ces deux 
centres seront donc Ies seuls points du plan dou Ton puisse me-
ner respectivement à chacune de ces deux séries de cercles gé-
nérateurs des tangentes égales, d'ou il résulte que ces points 
seront aussi Ies centres des seuls cercles qui puissent couper 
orthogonalement chacune de ces mêmes séries de cercles. 

Ces cercles orthogonaux, répondant á deux couples de cercles 
directeurs cóincidents, seront vraiment cercles directeurs doubles; 
et Ies cercles enveloppes de chaque série de cercles générateurs 
seront donc deux couples de cercles directeurs tangentiels. 

Cela étant on peut évidemment passer, comme précédemment, 
au cas général de la fig. 3; donc: 

T H É O R È M E X V . — Les cercles d'une quelconque des deux séries 
de cercles, qui coupent un couple de cercles fixes (E) et (IN) sous un 
angle constant, couperont aussi sous un angle constant d'autres 
couples de cercles ayant même corde commune, que Ie couple de 
cercles fixes; et Ie centre radical de la série de cercles sécants coin-
cidera avec un des centres de similitude du couple de cercles fixes et 
de chacun des autres couples de cercles, entre lesquels il y aura un 
couple de cercles tangentiels (réels ou imaginaires), ainsi que un 
cercle double orthogonal (réel ou imaginaire). 

Comme on voit ce théorème enveloppe Ies théorèmes X et XI. 
Nous pouvons aussi énoncer Ie théorème suivant: 
THÉORÈME X V I . — Quand trois cercles fixes (x), (xj), (x3), 

sont coupés en même temps par deux cercles variables (E) et (IN) 
sous Ies mêmes angles, 1'axe radical et un des centres de similitude 
de ce couple de cercles variables coincideront respectivement avec un 
quelconque des axes de similitude et avec Ie centre radical des trois 
cercles fixes; ce couple pouvant se composer de cercles tangentiels 
(réels ou imaginaires), ou se réduire à Vun cercle double ortho-
gonal (réel ou imaginaire). 

Ce théorème enveloppera donc celui-ci: 
T H É O R È M E X V I I . — Si deux cercles ( E ) , (IN) sont coupés sous 

des angles égaux par deux autres cercles (x), (X3), Vaxe radical de 
chacun de ces deux couples de cercles passe par un centre de simi-
litude de 1'autre couple. • 
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& 8 . Comme une conséquence immédinte des principes expo-
sés plus haut on a ce théorème: 

T H É O R È M E XVIII. — Les six centres de similitude de trois cer-
cles donnés (x), (X1)1 (X3), considérés deux à deux, forment Ies 
sommets d'un quadrilatère complet, dont Ies poinls de concours des 
trois diagonalcs sont Ies centres de ces cercles. 

õ3. Considérons actuellement (fig. 6 et 7) trois cercles quel-
conques (w), (wj), ((O3)1 et un de leurs axes de similitude W. 

Soient pu, pUi, Pa0 respectivement Ies polés de cet axe, par 
rapport à ces cercles, lequel coupe aux points Ies 
diamètres v'o>puv, IZ1OjipmiV1, ^30)3/)3^3 passant par ces póles. 

Si 1'axe de similitude nes t pas coupé par Ies cercles (fig. 6), 
leurs demi-cordes idéales SJiu, Sa,,A»,, (U3Aw3l ou Ies demi-cordes 
réelles de leurs coniques supplementaires Vhu,...; V 1ZIM , . . . ; Vjhar..; 
par rapport aux diamètres w', V 1 IZ 1 , V 3 V I

3 , seront, comme on 
sait, égales aux tangentes SuI)', £Mla"1( SU3a' à ces cercles, dont 
Ies points de contact nous désignons par b', a"\, a'. Ainsi Ies 
droites puhu, puJiM|, pUjhU3 représenteront Ies tangentes aux 
points /i,„, Aw,, /1«, de ces coniques supplémentaires ou hyperboles 
équilatères. En considérant Ies couples de triangles semblables 
Õ O J , L , Ô « J 3 < L 3 ; FAV, QOJ3V3; et Q I O J 1 ^ U , , Ô'w3í„3; O W1V1 , ( I I

3V 3 , 011 a 

d'oíi 

<úV 

OiSw 

0)31'3 

OJlitl 
OJ 1 V 1 

OJ3̂ M3 _ o>lSMl 

co3a' OJ1Oii
1 

(46) 

(47) 

D'après cela Ies triangles rectangles uSJ)1, Co1^1Oii, w3£M3a', 
seront semblales et il en sera de même des triangles rectangles 
b'Supu, a"\SvtPul, a Hu3Pu3 et par suite Ies triangles rectangles 
puhu%u , pU lha ,SU i , pU3hU3SU3 seront aussi semblales. 

Donc1 Ies angles p,chuSu, pu,hUiSur pU3hU3HU3, sans Iesquels Ies 
hyperboles équilatères vAu...; V 1 A M 1 . . . ; V 3 / I ( i ) 3 . . . ; rencontrent 1'axe 
de similitude considéré, seront égaux. Ces angles pourront ôtre 
només idéaux, et représenteront alors Ies angles sous Iesquels Ies 
cercles donnés coupent idéalemerU 1'axe de similitude choisi. 
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Considérons mainlenant Ie cas ou 1'axe de similitude W coupe 
réellement Ies cercles donnés (fig. 7); et représentons par hu, 

^es P 0 ' n t s de contact des tangentes puhu, PlatIitii, PJt 613* 
Les points /iM et A1113 des cercles (to) et (1.)3) étant homologues par 
rapport au centre d'homothétie ou de similitude 6, Ies rayons 
Oihbi et u3/iU3 seront parallèles. De même dans Ies cercles (w) et 
(wi) Ies points Zi01 et Jiul étant homologues par rapport au centre 
de similitude 9' des rayons wha et Mihlijl seront également paral-
lèles. Donc, ces trois rayons seront parallèles entre eux, ainsi que 
Ies tangentes considérées, et par suite Ies angles p a h ^ a , pu|/»M1i t t l, 
PaJ1^vr s o u s Iesquels Ies cercles coupent réellement 1'axe de si-
militude choisi, seront égaux. 

Nous pourrions aussi arriver au même résullat d'une manière 
analogue à la précédente, en prouvant la similitude des triangles 
rectangles hjmpu, h ^ p ^ , h,J„.jPa.y 

D'ailleurs nous pouvons encore considérer ce résultat comme 
un cas particulier du théorème XII. 

Donc: 
T H É O R È M E X I X . — Trois cercles quelconques coupent (réelle-

ment ou idéalement) chacun de leurs axes de similitude sous des 
angles égaux. 

Et réciproquemenl: 
T H É O R È M E XX. — Les droites qui coupent (réellement ou idéale-

ment) sous des angles égaux trois cercles donnés, sont des axes de 
similitude de ces cercles. 

D'ailleurs, si nous faisons varier Ie cercle («3) (fig. 6 e 7), Ies 
deux couples d'axes de similitude (j"(), 9''¾'" et 9lv0, 6,v9'" tourne-
ront respectivement autour des centres de similitude 6" et 9,T, 
continuant à couper sous des angles égaux Ies cercles (w) et (wi) 
cencés fixes, et donc: 

T H É O R È M E X X I . — Les droites menées par l'un ou Vautre des 
centres de similitude de deux cercles sont coupées (réellement 011 
idéalement) sous des angles égaux par ces cercles. 

Et réciproquement: 
T H É O R È M E X X I I . — Toutes droites coupant (réellement ou 

idéalement) deux cercles sous des angles égaux, passent par Vun 
ou Vautre des centres de similitude de ces cercles. 

5 4 . Tirons (fig. 3) aux deux couples de cercles générateurs 
(x), (¢3) et (x'), (0/3) Ies tangentes communes T60a0 et T6'oa'0, 
dont Ies points de contact nous désignons respectivement par 
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«01 a0 et b'0, a!0, et soient v,-u et v"ío Ies poinls milieux des segments 
b0a0 et b'0a'0, ou Ies points d'intersection des cordes E m j et E 'mi, 
communes à chacun de ces couples de cercles, avec Ies tangentes 
considérées. Tirons encore Ies droites M" »o-;0 et v"íoM'"y'0, per-
pendiculaires à ces tangentes; étant y0 et y'0 Ies points de ren-
contre de ces perpendiculaires avec Ia droite CC0, et M' et M'" 
Ies points de rencontre de celles-ci avec Ia droite Cmi; et me-
nons par ces points Ies perpendiculaires ;0p<J- et -j'oP1"-' aux droi-
tes Toog et To'o'3, qui Ies coupent aux points p et p\ Iesquels 
seront Ies points milieux des segments y0[A et déterminés 
sur ces perpendiculaires par leurs points d'intersection p, et u/ 
avec Ie diamètre m\m0 du cercle (E'). 

Cela étant, faisont coíncider (fig. 3 et 3 a) Ies séries de cer-
cles (u>), (013), ..., et (cu') (w'3), avec Ies séries de cercles (x), 
(X3), ..., et (x'), (x'3), . . . . D'après cela, quand Ies cercles corre-
spondants (w) et (<03) coíncideront avec Ies cercles correspondants 
(x) et (X3), Ies droites 60)103, M0, C0M, Ô,30a0, ..., et Ies cercles 
(I'), (C0|i0) se confondront respectivement avec Ies droites T003, 
TT0, y0p., T60a0, ..., et avec Ies cercles (-Jr0Vj0), ( y A ) ; et alors Ie 
côté MM0 du rectangle auxiliaire M0MM'M'0 se deplacera paral-
lèlement à lui-môme jusqu'à prendre Ia position (xâ, ou il est 
coupé au point milieu par la corde ba'\ du cercle (E), étant, 
comme nous savons, 

n j I f i = 
et 

P - I U - = V i A -

Les cercles correspondants (w ' ) , (w'3) coíncidant avec Ies cer-
cles (Xf), (x'3), Ies droites õw'w'3, Ó60, C0M', Õ|i'0a'0, ..., et Ies cer-
cles (!'), (C03'0) se confondront respectivement avec Ies droites 
To'o'3, TT0, y'0y.', T6'0a'0, ..., et avec Ies cercles (y'0 "So), (y'06'0), 
d'ou il résnlte que Ie côté M1

0M' se deplacera parallélement à 
lui-même de manière à prendre la position p/p.' ou il est coupé 
au point milieu p.'j par la corde ba\, étant 

et 
mi[jJ = y'0v",0 

(M|a = V",06'o. 
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On voit, donc, que lorsque la corde ab du cercle directeur (E) 
tournera aulour de C, simultanément avec Ies lignes qui Iui sont 
invariablement reliées, Ies côtés MwVij et M"'vío des triangles isoscèles 
m]M"vi, et mjM'"v"So tourneront aulour des deux points y0 et Yo> 
et Ies sommets Vf0 et v\ décrironl deux cercles (f^i,) et (Yov11

so), 
enveloppes des tangentes Tb0a0 et Ta'0b'0 communes aux couples de 
cercles générateurs correspondants (x), (X3); . . . ; et (x'), (x'3); . . . ; 
ou enveloppes des cordes b0a0 et b'0a'0 des deux cercles (y0b0) et 

(YoK)-
Ces cercles enveloppes, et Ie cercle enveloppe (E') auront évi-

demment mèine axe radical que Ies cercles directeurs (n.° 46 
note). Chacun des points fixes E et E' sera encore respective-
ment un des centres d'homothétie de chacun des cercles (y0v'i0) 
el (y'ov"Í„), par rapport au cercle (E'). 

Ainsi (fig. 3), Ies droites y0p. et Yo1,'- tournant autour des centres 
y0 et Yo étant toujours coupées orthogonalement aux points milieux 
p et p par Ies droites Too3 et ToV 3 , Ies points milieux M" et M"' 
des cordes correspondantes oo3 et o'o'3 des coniques (2) eí (2') dé~ 
criront deux coniques (M") et (M'"), enveloppes de ces cordes ayant 
pour point focal commun Ie centre du cercle directeur donné (E) et 
pour scconds points focaux respectivement Ies centres y0 et y'0 de 
ces nouveaux cercles directeurs (y0b0) et (y'0b'0). 

Lcs points p et p' décriront évidemment deux cercles (s0p) et (s'0p'), 
dont Ies centres sont Ies points mtheux S0 et St

0 des distances foca-
Ies Cy0 et Cy'0, ou Ies centres de ces coniques enveloppes (M") et (M'"), 
dont Ies axes focaux sont évidemment égaux aux segments C(A et 
C[x', de gratuleur double des rayons s0p et s'0p'. 

Si du point focal commun C nous abaissons Ies perpendiculai-
res sur Ies droites 003 et 00 3, tangentes à ces coniques, leurs 
points d'intersection se trouveront de môrne respectivement sur 
Ies deux cercles engendrés {s0p) et (s'0p'). 

Daprès cela nous avons démontré incidemment que Ie Iieu geo-
tnélrique des projections des points focaux d une conique sur ses 
tangentes, 011 la podaire de ces points focaux est un cercle décrit 
sur laxe focal comme diamètre. Telle est la propriélé très-connue 
à laquelle nous avons recouru au n.° 33. 

Les coniques (M") et (M''') seront, donc, monostigmoconfocales 
et auront. Ies axes focaux communs en direction. 

Pour abréger nous dirons que Ies coniques sont monosyna-
xonienncs, lorsqu'elles ont un de leurs axes commun en direction; 
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et qu'elles sont disynaxonicnnes s'elles ont Ies deux axes com-
muns en direction. Nous pouvons aussi adopter seulement Ie nom 
de synaxoniennes, pour exprimer indifféremment l'un ou 1'autre cas. 

55. Des points y0 et y'0 (fig. 3) abaissons Ies perpendiculaires 
y0niy et y'0tn'y s u r ^es rayons ob0 et o'b'0 des cercles (x) et (x) 
ou (o) et (o') et soient respectivement m7 et m'^ Ies points d'in-
tersection de ces droites, étant évidemment 

Cmj = y0m7 = y'0m'1. 

D'après cela Ies coniques (S) et (2') auront Ie cercle (E") pour 
cercle focal commun et Ies cercles (y0»i7) et (y'0m'7), égaux au 
premier, pour seconds cercles focaux. 

Ainsi ces coniques, qui étaient cycloconfocales relalivement 
aux cercles directeurs donnés (E) et (I), ou par rapport aux cer-
cles focaux (E") et (I"), deviendront monocycloconfocales relalive-
ment au cercle directeur (E) et à chacun des deux nouveaux cer-
cles directeurs (y0b0) et (y'0b'0) que viennent remplacer Ie cercle 
directeur (I), ou par rapport au cercle focal (E") et à chacun des 
nouveaux cercles focaux (y0m^) et (y'0»*'T) égaux au premier et 
qui viennent remplacer Ie cercle focal (I"j. 

Les cercles (o) et (o') coupant évidemment sous des angles in-
égaux Ies nouveaux cercles directeurs (y0b0) et (y'0b'0), si nous 
considérons la seconde suite de cercles qui rencontrent Ies cer-
cles (E) et (y0b0) sous Ies mèmes angles constants que Ie cercle 
(o), Ies centres des cercles de cette suite se trouveront sur une 
conique (2o) qui» par rapport à ces cercles directeurs, sera cyclo-
confocale à la conique (2), Ies cercles focaux respectifs étant 
égaux entre-eux. En considérant de mème Ia seconde suite de 
cercles qui coupent Ies cercles (E) et (y'„b'0) sous Ies mèmes an-
gles constants que Ie cercle (o'), Ies centres de ces nouveaux cer-
cles seront sur une conique (2'0) cycloconfocale à la conique (2'). 
par rapport à ces cercles directeurs, Ies cercles focaux respectifs 
étant égaux entre-eux. 

Les deux couples de coniques (2), (2o) et (2'), (2'0) se trouve-
ront donc aux mèmes conditions que Ies conique (Ll) et (Ll') des 
figures 4 et 5. Cela étant, nous pouvons continuer très-facilement 
à déduire des cas particuliers relatifs à ces figures toutes pro-
priétés qui ont Iieu pour la figure 3. 

12 
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5 ® . Tirons (fig. 3) la corde òjò" du cercle donné (I), laquelle 
touche Ie cercle générateur (o) au point b 'a oíi ces cercles s'entre-
coupent; Ie cercle générateur correspondant, ou qui touche la 
corde à 1'autre extrémité b"1, sera, en général, distinct du cer-
cle (03); et cette corde, tangente en m\ au cercle enveloppe (I'), 
deviendra 1'une tangente commune à ces cercles générateurs. La 
seeonde tangente commune correspondante (extérieure ou inté-
rieure ainsi que la première) touchera ces cercles aux points qui 
représentent de même Ies extrémités de la corde d'un nouveau 
cercle directeur, Ie cercle enveloppe de cette corde et Ie cercle 
enveloppe (I') ayant aussi même axe radical TT0, que Ies trois 
cercles enveloppes (E') (y0v',-0) et (/'0v"So). 

Pour Ie cercle générateur (o') nous trouverons par rapport au 
cercle (I) un autre cercle correspondant, en général, distinct de 
(0¾; et trouverons de même un nouveau cercle directeur et un 
nouveau cercle enveloppe. Ces deux nouveaux cercles envelop-
pes et Ie cercle enveloppe (I') auront de même TT0 pour axe 
radical. 

On voit donc que , deux cercles générateurs correspondanls (o) 
et (03), par rapport à l'un cercle directeur (E) seuls seront en même 
temps des cercles correspondants par rapport à 1'autre cercle direc-
teur (•}0bg), quand Ies cordes correspondantes ba et b 0 a 0 seront 
égales, lesquelles représenteront alors Ies grandeurs des diamèlres 
de cercles focaux égaux des coniques engendrées, qui par rapport 
à ces cercles focaux pourront être nommées isocycloconfocales. 

Deux cercles directeurs par rapport auxquels deux cercles 
générateurs sont en même temps correspondants nous Ies appe-
ions cercles directeurs correspondants. 

De même, pour abréger, deux cercles directeurs seront dits 
isogoniques, par rapport aux deux suites de cercles générateurs; 
et, réciproquement, ces cercles générateurs isogoniques par rap-
port aux cercles directeurs, toutes Ies fois que Ies angles e et i 
sur Iesquels ils s'entrecoupent, sont égaux. 

Dans Ie cas général, 011 d'inégalité des angles e et i, Ies cer-
cles directeurs et générateurs pourront aussi être nommés aniso-
goniques, Ies uns par rapport aux autres. 

Si nous cousidérons (fig. 5) un cercle générateur quel-
o o 

ronque (») Ies tangentes £0 et £'0 aux points £ et 3' de ce cer-
cle seront aussi tangentes à son cercle correspondant (3(0), et par 
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suite 1'intersection 8 de ces tanpentes se trouvera sur 1'axe ra-
dical Ô90 des cercles directeurs (Cft) et (C03'). 

Donc, Ies couples de tangentes 6b, 6.30 et 603, 0Oi3' au cercle gé-
nérateur considere (M) aux sommets opposés b, [30 eí [3' du qua-
drilatère complet ^b;3'[i0,<pj92 inscrit dans ce cercle se coupant sur 
l axe radical OO0 des cercles directeurs correspondants (Cb) et (C0(3), 
ce quadrilatère aura deux sommets Ip1 et 92 sur cet axe-

O O O 

Soit 9' Ie point de concours du couple de tangentes a6', a'9' 
au cercle générateur («3) aux sommets a et a' du quadrilatère 
complet a a ' a a 0 , 9 ^ 9 2 inscrit dans ce cercle et 9^ et 9'¾ deux 
sommets de ces quadrilatères situés avec Ie point 6 sur 1'axe ra-
dical 660 des cercles directeurs correspondants; et représentons 
par 9u et 9^ Ies points de rencontre des deux couples de diaao-
nales a<x0, aa' et Ò30, [33' de ce quadrilatère et du quadrilatère 

3', 9i9i-
Les points et cpu3 seront évidemment Ies pólcs de 1'axe ra-

dical MlntoO0 relatifs aux cercles générateurs correspondants (w) 
et (103), et, par suite, Ies droiies o>9M et 0)39^3 couperont cet 
axe orthogonalement aux points et yW3. 

Par Ie point p." tirons, parallèlement aux droites o>9M6M et 
^390,3^6)3, la droite p / ^ ^ u . , ^tant 9^ et ^u. Ies points ou cette 
droite coupe Ies droites Emj et 09o. Les triangles o>&3o» lJ-'mínio 
et w3aa0 étant évidemment homothétiques, Ies points homologues 
9«> 9p. et 90)3 seront en ligne droite avec Ie point 9, ou se trou-
veront sur un des vecteurs d'homothésie 69019^96,3; et puisque p.'' 
est Ie point milieu du segment 010)3, '1 en s e r a de même de 9^ 
relativement au segment 910903-

Représentons par 0 Ie rencontre des tangentes 910) et 9^0)3 
à la conique engendrée ( 1 2 ) , et par Mip et a Ies rencontres des 
couples de droites 919«, 919^3 et 930), 9^0) issues des couples 
de points 91, 9'^ et V2, í '2; et enfin soit ^9 Ie point ou s'entre-
coupent Ies droites WWtp et 66o- Alors Ies triangles 0)0)3-7 et 9 , . 9 0 ^ 
étant tels, que leurs còtés se coupent deux à deux (0K03 et 9u9<,>3, 
o)<r et 9UE, 0)35 et 9m3E) sur la droite 990 aux points 6, 9-2 et 9 ^ , 
leurs sommets seront situés deux à deux sur trois droites WOtu^w, 
0)390,3^3 et cE congruentes, ou concourant en un même point; 
mais, comme nous avons \u plus haut, Ies deux premières droites 
étant parallèles, Ies points de concours de ces trois droites se 
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trouvera á Tinfini dans Ia direction de la droite CC0; et, par suite, 
Ie sommet <R du triangle WGMS se trouvera sur cette droite. 

Comme on sait, Ies deux triangles Cow3Cr et Pm^m3E sont homo-
logiques, la droite GO0 étant l'axe de concours ou dhomologie et 
Ie centre étant à Tinfini dans la direction CCc; et par conséquent 
on a 

Ç-3+-3 9(*+" 

d'oú il résulte que Ie point E étant fixe il en sera de môme du 
point o, et par suite 

c^mu — = const. 
Efim,, 

Donc, quand Ia corde ba du cercle directeur (E) tournera au-
Iour de C simullanémenl avec Ies lignes qui Iui sont invariablement 
reliées Ies triangles CO<JCO3 et (PiuEip103 tournant autour des sommets a 
et E, Ies sommets libres to, <o3 et <pW3 décriront un couple de 
coniques (12) et (<.>/,); et Ies côtés <oco3 et 9w<p,„3 envelopperont un 
autre couple de coniques (Ii0) et (Llh0) í chacun de ces couples de 
coniques ayant Vaxe radical OiimuO0 des cercles directeurs (E) et (I) 
pour sécante (réelle ou idéale) commune, ou pour axe dhomologie 
par rapport auxquel un des centres d homologie se trouvent à Iin-
fini; et ainsi Ies droites <pi<pu et <p'i<p'W3 seront deux tangentes à la 
conique (íi/,) homologues ou homologiques aux tangentes <p]Co et 
<p'jto3 de la conique (íi), Ies points fu et çW3 étant Ies poinls de con-
tact respectifs. 

Dans ce cas Ies coniques (H), (1¾) pourront être dites homo-
logosyngènes, par rapport à Taxe d'homologie OiimuO, qui alors 
sera dit de syngénie. Il en sera de mème des coniques en\e!oppes 
(íi0), (Í2A„), par rapport à ce môme axe. 

5 8 . Considérons maintenant (fig. 5) Ies quadrilatères homo-
logiques j3&jj'p0. 91 <p2 et a a a ' « 0 , 9 ^ 9 2 , dont Taxe et Ie centre 
d'homologie sont la droite Emj et Ie point 0. 

D'après cela Ies droites <p!<pu et étant homologiques se 
couperont en un même point (-),,, de cet axe E»ij; et puisque Ies 
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quadrilatères (simples) Wfiw3E et <pw(-)®<p<,,.,ff sont de même homo-
logiques, ayant pour axe et pour centre d'homologie la droite 90o 

et un point à 1'infini, la droite au.1' passera par Ie point de ren-
contre 0 des tangentes oiw et <p'w3, comme diagonale du pre-
mier quadrilatère, et, par conséquent, coupera Ia diagonale homo-
Iogique E;-)ç de 1'autre quadrilatère en un point <p9 de Taxe Ô'J0, 
Iequel sera ainsi coupé orthogonalement par la droite (-X-)?<}/8. 

Quand Ies droites Emj et ffp." seront parallèles entre elles et 
par suite parallèles à 660 ou perpendiculaires à CC0, la seeonde 
droite <T[A" deviendra alors la eonjuguée harmonique de la tan-
gente a"0 de la conique (Q0), par rapport à ses vecteurs Cij." et 
C0[x''; et Ie point a étant toujours fixe, comme nous venons de 
Ie voir, représentera Ie point conjuguê harmonique de 1'infini, par 
rapport aux points conjugués C et C0; et, donc, il ne sera que Ie 
point T0 lui-même, c'est-à-dire il se confondra avec Ie point mi-
lieu de la distance focale CC0, ou avec Ie centre de cette co-
nique. 

Cela étant la droite CC0 qui joint Ies centres des deux cercles 
directeurs correspondants (C3) et (C0S0) étant l'un des axes com-
muns en direction aux deux coniques (Q0) et (Q); et la droite 
ff0("), coupant alors orthogonalement Ia corde ww3 de la conique 
(Q) au point milieu p.", deviendra la direction du second axe de 
cette courbe. 

D'après Ie n.° 44, nous sommes arrivés au même résultat. 
En eíTet, Ies coniques (Q) et (Q') (fig. 4) pouvant encore être 

engendrées par Ies centres des cercles des deux suites de cercles 
générateurs, qui coupent sous Ies angles constants e et i Ies cer-
cles directeurs correspondants (Ie) et (Ej), symétriquement égaux 
aux cercles directeurs donnés (E) et (1), par rapport au point c0, 
la perpendiculaire G0Gi, en ce point, sur 1'axe de symétrie CC0 de 
cette figure, sera un autre axe de symétrie de ces coniques, ainsi 
que des coniques enveloppes (Q0) et (Q'0). 

Donc1 la conique (Q) (fig. 5) et la conique enveloppe (Q0) sont 
concentriques ou homocentriques et synaxoniennes; et Ie point E est 
Ie centre de la conique (Llh). 

Comme on voit, dans Ies coniques (Q) et (0¾) Ies droites Qff0 et 
0 Ç E sont Ies directions de leurs diamèlres respectivement conjugues 
aux cordes ww3 et 9«„<p»3, et dont Ies points W et sont Ies pules; 
et comme on sait aussi, Ies intersections de ces diamèlres avec Ia 
droite CC0 seront Ies centres an et E de ces mêmes coniques. 
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D'ai!leurs, nous pouvons encore obtenir Ie centre de la conique 
(íí) [quels que soient Ies cercles directeurs (E) et (I)] en déter-
minant Ie pôle <p„ de la secante HQmJiO (commune ò ces cercles) par 
rapport à I un cercle générateur quelconque (w); puis tirer la droite 
E<p,„<p2. passant par ce pôle et par Ie centre radical E de la série 
de cercles générateurs (to), (103), . . . ; et par Ie point d'intersection 
de cette droite avec cette sécante mener la droite ç2w,Jo» passant par 
Ie centre to du cercle générateur considere, laquelle coupera la droite 
CC0 au point demandé. 

Puisque Ie centre de (í2) ou (Ll0) est aussi Ie point milieu de 
la distance entre ces centres de deux cercles directeurs corre-
spondanls, il en résulte que, étant donnés deux cercles directeurs 
quelconques (E) et (In), si par Ies points d'intersection b et fi d'un 
(E) de ces cercles directeurs avec un cercle générateur (to), et par 
Ie pôle <ptó de la sécante &í2m„0o (commune aux cercles directeurs) 
par rapport à ce cercle générateur nous tirons ses cordes 6J30 et 
la perpendiculaire to ̂ ,,C abaissée du centre to sur la corde (30[3' 
coupera CC0 au point C0, centre du cercle directeur (C0^0) ou (I) 
correspondant du cercle (E); et par conséquent en prenant Ie point 
milieu cn de la distance CC0 entre Ies centres de ce couple de cercles 
correspondants, on a Ie centre de la conique engendrée (LI), ou de 
la conique enveloppe (Ll0). 

Lorsque Ies cordes 630 et coíncident avec la polaire <pi<pM 

du point 92 (fig- 5), Ie point o„ sera !'intersection de la droite 
tCC0 avec Ie rayon de (to) perpendiculaire à cette droite; et alors 
•nous n'aurons qu'un cercle directeur correspondant, qui représen-
tera deux cercles coincidents, et par suite il sera vraiment un 
cercle double, ayant Ie môme centre que la conique (£2). 

Si no»is considérons Ia conique (Llt) nous aurons un autre cer-
cle djijréctcur correspondant double. 

] H | | Ie cas ou Ie point 92 e s l intérieur à (to) (fig. o a) sa 
p o l B T étant extérieure Ie cercle directeur double deviendra 
imajmaire. 

A%:haque série de cercles générateurs répond un cercle directeur 
correspondant double (réel ou imaginaire) dont Ie centre T0 est Vin-
terscrtion de la droite CC0, quijoint Ies centres des cercles directeurs 
donnés (E) et (I) avec, Ie r ayon toin d un quelconque (to) de ces 
cercles générateurs, perpendiculaire à la droite 9i<pm menée par Ie 
pôle <pw de l axe radical des cercles directeurs, relatif au cercle gé-
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nérateur considéré, et par Ie centre radical 91 de ces trois cercles 
( - ) . (E). (1)-

On reconnait de mème que la tangente çiipu à la conique (Llh) 
au point <pM coupe orthogonalement en p9 Ie diamètre Wff0 de sa 
conique homologique (Ll) leqael passe par lepoint w homologue à ce 
point Iptb; et, réciproquement, la tangente çjo) à cette conique en to 
coupe orthogonalement en ptú Ie diametre I'- de cette conique-la. 

Enfin, dans Ies coniques enveloppes et homologosyngènes (Ll0), 
( ¾ ) ' étant respectivement Ies droites <sp." et Eylil deux diamètres 
homologiques, nous aurons analoguement que, la tangente (Jipft en 
Çp. à (Llh0) coupe orthogonalement en Ie premier diamètre; et, 
réciproquement, la tangente 0|a" en a7 à (Ll0) coupe orthogonale-
ment en Tt Ie second diamètre. 

De tout ce qui précède il résulte ce théorème: 
T H É O R È M E X X I I I . — Étant donnés deux cercles ( E ) et ( I ) Ie Iieu 

géométrique des pôles de Ieur axe radical relatifs aux cercles d,'une 
quelconque des deux séries de cercles qui Ies coupent sous des an-
gles constants e et i est une conique (2a), ayant pour centre Ie cen-
tre radical de cette série de cercles. De plus, l'axe radical des cer-
cles donnés, la tangente en un point quelconque de cette conique, 
et la droite passant par ce point el par Ie centre de cette courbe 
déterminent un triangle autopolaire par rapport au cercle sécant 
respectif, cest-à-dire un triangle tel, que chaque sommet est Ie pôle 
du côlé apposé; enfin cet axe radical coincidera avec une sécante 
(réelle ou idéale) commune à cette même conique et à la conique (2) 
engendrée par Ies centres des cercles sécants et sera Vun axe de con-
cours ou d'homologie de ces courbes, qui, par rapport a cet axe, 
sont homologosyngènes. D'ailleurs la tangente à Vune de ces co-
nique coupera orthogonalement dans Vautre conique Ie diamètre 
passant par Ie point homologue du point de contact de cette tan-
gente. 

5 0 . En représentant (fig. 5) par s^, et e I e s deux o O 

couples de points d'intersection des tangentes 0$ et Op' au cer-
cle (<a) aux points 3 et (i' avec Ies deux tangentes 96 et 9.30 aux 

o 
points b et 3o nOu s auront Ie quadrilatère 09 circonscrit 
ò ce cercle, ayant pour diagonale Ies côtés 9JP2, <pi?w et OO0 du 
triangle autopolaire <pi<p,„<p2. 

D'après cela Ie théorème mentionné en dernier Iieu peut prcn-
dre l'énoncé suivant: 
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T H É O R È M E X X I V . — Etant donnée une série de cercles ayant 
même axe radical, tout cercle appartenant à l'une des deux séries 
de cercles qui Ies coupent sous des angles constants, coupera chaque 
couple de cercles correspondants de la série de cercles donnée en des 
points tels, que Ie quadrilatère complet circonscrit à ce cercle et Ie 
touchant à ces points aura cet axe radical pour diagonale, et Ies 
deux autres diagonales se couperont sur une conique, ayant Vune 
de ces diagonales pour tangente, Vautre diagonale passant par Ie 
centre de cette conique, ou par Ie centre radical de la série de cer-
cles sécants. 

En outre, Ie quadrilatère complet, inscrit dans Ie cercle sécant, 
et ayant Ies points d'intersection considérés pour sommets, aura Ies 
deux autres sommets sur Vaxe radical de la série de cercles donnés, 
ou coincidant avec Ies points de concours des trois diagonales du 
quadrilatère circonscrit considéré; et des deux droites qui joignent 
ces sommets au centre du cercle sécant Vune sera tangente à la co-
nique, Iieu géométrique de ce centre, et Vautre passera par Ie centre 
de cette conique, ou par Ie centre du cercle directeur correspondant 
double (réel ou imaginaire). 

(à suivrej. 
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SOLUÇÃO OA QUESTÃO PROPOSTA N.° 23 

Sommar a serie 

onde é k = 2*. 
Temos primeiramente, decompondo a fracção 

2x 2r 
í « * - l ) (e* + I)' 

identidade seguinte: 

X a; 2x 
Cx-I e * + l e2®— 1 " 

Do mesmo modo será: 

2* 2x 2¾ 
e 2 * _ l = e4®+ 1 + e i x - l ' 

2 ¾ _ 2*x 2 ¾ 
elx — 1 e^+ 1 «8*_| ' 

2 ' a s _ 2 ½ 2 ½ 

e*x— 1 _ es*+ 1 T^ZT' 
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Das fórmulas precedentes deduz-se pois 

x x 2x \x 
= e*+í H^+1 «to+l 

R - S V W I V M I W H I W J U Y « U 

kx 
+ > + T + R' ^ ' 1 , I . : ..'-

pondo k = 2* e 
2/cx ' ' 

R = 

1100(110 t< 
(2&B)« , (2fcr)3 

Mas, por ser 
« v O 

^ I W - U T W 

temos 
1 

R 
2kx (2Aro;)* ^ a l o i t f ^ M ' i l t f i h i i i nb i i> 

T 
loeo será, para » = oò , 

s 1 
IimR = O, 

e portanto «, ,..„ ,„ „<| 

x x 2a; Kx 
= e*+l e*1+1 
' I í 

F. GOMBS TEIXEIRA. 
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BIBLIOGRAPHIA 

M. d'Ocagne. — Sur un algorithme algébrique. (NouveUes Anna-
Ies de Malhémaliques, 3.e série, t. 11). 

Théorie élémentaire des séries récurrentes. (Item, t. m). 

No primeiro artigo o sr. d'Ocagne faz applicaçâo da theoria 
das funcções aleph ao desenvolvimento da fracção 

1 
(.z — ai) (z — a$ . . . (z — ap) 

em serie, mostrando que o coefliciente de z~P~~m é a funcção 
aleph (aj ... ap)M, d'onde deduz a funcção generatriz da func-
ção aleph (a\az...apym), e uma relação notável entre esta func-
ção e o denominador d'aquella fracção. 

No segundo artigo o distincto geometra francez faz applicaçâo 
das fórmulas obtidas no primeiro artigo ao calculo dos termos 
das series definidas pela lei de recurrencia 

Un = aU„_i + bU„_2 + . . . + IVn—p, 

e ao calculo da somma de um numero qualquer de termos d'estas 
series. 

L. Cordeiro. — De como navegavam os portuguezes no começo do 
século xvi . (Boletim da sociedade de geographia de Lisboa, 
vol. IV, 1883). 

Estudo bibliographico p Respeito de um livro encontrado na 
bibliotheca publica de "Emra. Mostra o illustre secretario da so-
ciedade de geographrà ae Lisboa que a primeira parte do livro 
intitulada Tratado d0Spera do mudo não é outra cousa senão a 
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primeira traducção portugueza do Tractado da esphera de Sacro-
bosto, de que Pedro Nunes deu a segunda. 

A segunda parle do livro considerado contem uma serie de 
regimentos astronomicos, que foram com certeza os usados pelos 
navegantes portuguezes do principio do século xvi , antes das des-
cobertas de Pedro Nunes. 

AIostra em seguida o sr. L. Cordeiro que o auctor do livro 
foi Gaspar Nicolas, natural de Guimarães, que floreceu no sé-
culo XVi; e mostra também que provavelmente foi impresso em 
1519 ou 1520. 

Em seguida vem a transcripção dos regimentos, que são do-
cumentos importantes para a historia das sciencias nauticas, e 
que provam que os navegantes portuguezes não iam á sciencia 
estrangeira procurar as regras para se dirigirem sobre os mares. 

L. Woodhouse. — Da integração das equações differenciaes da 
Dynamica.— Porto, 1883. 

N'este trabalho, o distincto professor da Escola polytechnica 
do Porto expõe os principaes pontos da doutrina da integração 
das equações da Dynamica. Deduz as equações de Lagrange e a 
transformação de Hamilton; os theoremas de Liouville, Dorifcin 
e Poisson; o methodo de Jacobi para achar os integraes das 
equações da Dynamica; finalmente o abaixamento das variaveis 
elíectuado por Bour, que o sr. Woodhouse expõe sem fazer, como 
este geometra, a restricção de que tem logar o principio das 
forças vivas. 

Roberto Mendes. — Resistência dos arcos metálicos. — Porto, 1883. 

O estudo da resistencia dos arcos metallicos é muito importante 
em engenheria pela applicação que tem na construcção das pontes 
metallicas, e por isso o sr. Roberto Mendes escolheu este assumpto 
para a sua dissertação de concurso a uma cadeira da Escola poly-
technica do Porto. 
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Na primeira parte do seu interessante opúsculo estuda o au-
ctor o problema da resistencia dos arcos metallicos com toda a 
generalidade, determinando as forças interiores desemolvidas pela 
acção das forças exteriores, e determinando a deformação pro-
duzida por estas forças. 

Na segunda parte considera especialmente os arcos circulares. 
Tanto na primeira como na segunda parte segue principal-

mente os trabalhos de Bresse e Albaret. 

J. Al. Rodrigues. — Memoria sobre a theoria da Ralistica (Me-
morias da academia real das sciencias de Lisboa, 1884). 

Tracta o sr. Rodrigues n'esta importante Memoria da inte-
gração das equações differenciaes do movimento da translação 
dos projecteis, suppondo a resistencia do meio uma funeção qual-
quer da velocidade. 

Nào podendo integrar estas equações differenciaes, Didion, 
Saint-Robert e Mayevski procuraram uma solução approximada 
do problema, substituindo as equações propostas por outras em 
que se pôde fazer a separação das varia\eis. O nosso illustre geo-
metra faz notar na Introducção que estes auctores não fizeram 
sentir a verdadeira natureza do erro coinmettido, e chega por 
vários processos ô conclusão importante de que este erro consiste 
no desprezo do peso do projéctil avaliado segundo a tangente á 
trajectória. 

Depois, na primeira parte da memoria, por uma analyse ele-
gante, reduz a quadraturas o problema da integração das equa-
ções differenciaes do movimento dos projecteis esphericos, e dos 
resultados a que chega deduz os resultados achados por Mayevski 
e os erros d'estes resultados expressos por integraes definidos. 

Na segunda parte da sua memoria faz o sr. Rodrigues appli-
cação das fórmulas achadas na primeira parte ás leis adoptadas 
para exprimir a resistencia do ar, considerando as leis de New-
ton, Euler, e J. Bernouilli. 

Na terceira parte estuda, por uma analyse semelhante, o movi-
mento de translação dos projecteis oblongos. 

Por esta curta noticia vô-se a importancia do trabalho do sr. 
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Rodrigues, pois que além de completar os trabalhos de Didion, 
Saint-Robert e Mayevski, dá uma solução completa do problema 
difficil da Balística. 

J. A. Albuquerque.— Primeiros princípios da theoria dos deter-
minantes.— Paris, 1884. 

É muito difficil escrever livros para o ensino. A escolha das 
matérias, a ordem pela qual se distribuem, a fórma porque se 
expõem exigem tal attenção, que taes livros não devem ter publi-
cidade sem serem maduramente pensados. 

O opusculo do sr. Albuquerque satisfaz a todos os requisitos 
que se exigem em taes livros, e faz-nos desejar vivamente a publi-
cação da Álgebra, que promette no prefacio, e da qual o opus-
culo actual constitue um capitulo. 

O seu auctor destina-o ao ensino dos lyceus, entendendo com 
razão que nos programmas da instrucção secundaria se deveria 
introduzir os princípios da theoria dos determinantes para se poder 
estudar completamente a resolução das equações do primeiro gráo 
com um numero qualquer d'incognitas. 

Eis o assumpto de cada paragrapho: 

§ I. Preliminares. 
§ II. Definição de determinantes, sua notação e lei de for-

mação. 
§ III. Propriedades fundamentaes dos determinantes. 
§ IV. Determinantes menores; suas propriedades. 
§ V. Propriedades dos determinantes relativos á addiçâo de 

linhas ou columnas. Decomposição dos determinantes de elemen-
tos polynomicos. 

§ VI. Applicaçâo á resolução das equações lineares. 

No fim de cada paragrapho vem uma bem escolhida collecção 
de exercícios, correspondendo quasi todos a theoremas impor-
tantes na theoria dos determinantes. 

Em quanto o estudo dos determinantes se não introduz nos 
lyceus, o livro do sr. Albuquerque é um excellente texto para se 
principiar o estudo dos determinantes nas nossas escolas supe-
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riores, supprindo o professor verbalmente alguns pontos impor-
tantes de que o auctor se não occupou por ter só em vista a parte 
necessaria na Álgebra elementar. 

M. A. Gonçalves.—Equilibrio electrico nos conductores.—Porto, 
1884. 

Foi escripto o presente opusculo para dissertação de concurso 
a uma cadeira da Escola polytechnica do Porto. 

Principia o sr. Gonçalves por expôr a theoria geral do equi-
líbrio electrico. Considera depois o equilíbrio electrico no caso 
de duas espheras concêntricas, de dois cylindros circulares com 
o mesmo eixo, de dois planos parallelos e das superfícies de se-
gunda ordem com centro. 

Expõe depois o methodo das imagens electricas, do qual faz 
applicação á distribuição da electricidade sobre duas espheras 
que se cortam segundo um angulo submultiplo de dois rectos, ao 
caso de duas espheras que se não cortam, ao caso de duas es-
pheras tangentes e ao caso de dois cylindros que não tem o mes-
mo eixo, mas cujas generatrizes são parallelas. 

Termina pelo estudo do equilíbrio electrico, no caso particular 
em que o potencial é funcção só de duas variaveis. 

L. F. Marrecas Ferreira.— Nota sobre uma questão de hydrau-
Iica (Revista de obras publicas, tomo xv, 1884). 

N'este artigo o nosso distincto engenheiro expõe um processo 
geometrico para determinar o ponto de escoamento nas rodas de 
cubos, mais simples e mais rigoroso do que o processo graphico 
habitualmente empregado. Do resultado a que chega deduz as 
condições para a roda dar um bom rendimento, e chega assim 
theoricamente ás regras que a practica tem aconselhado. 

G. T. 
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