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SUR QUELQUES FORMULES NOUVELLES
RELATIVES AUX RACINES DES EQUATIONS ALGEBRIQUES

FAR

J. A. MArTINS DA SiLvaA

La résolution des équations algébrique dont le degré est supé-
rieur au quatriéme a toujours appelée I'attention des géométres
i cause de sa grande importance dans les questions de I"Analyse
mathématique.

«Le probléme de la résolution des équations des degrés supé-
rieurs au quatriéme, dit Lagrange (#), est un de ceux dont on
a pas encore pu venir 4 bout, quoique dailleurs rien n'en démontre
I'impossibilité. Je ne connais jusqu'a présent que deux méthodes

ui paraissent donner quelque espérance de suceds. Ce sont,
Fune celle de M. Tschirnaus, publiée dans les Actes de Leipzig
de 1683, et l'autre celle que MM. Euler et Bezont ont proposée
presque en méme temps, le premier dans les Nouveaux Commen-
taires de Peterbourg, tome IX, el le second dans les Mémoires
de I Académie des Sciences de Paris pour I'année 1765. Ces mé-
thodes ont I'avantage de donner la résolution des équations du
troisitme et du quatridme degré d'une maniére générale et uni-
forme, avantage que leur est particulier, et qui peut par consé-
quent &tre un préjugé pour leur succes dans les degrés plus élevés;
mais les caleuls qu'elles demandent dans les équations du cin-
quitme degré et des degrés ultérieurs sont si longs et si compli-
qués, que le plus intrépide calculateur peut en étre rebutén.

Quoique la fonction résolvante de Lagrange donne seulement
la résolution des équations du troisitme et du quatriéme degré,

D e

=) Réflewions sur la résolution algébrigue des équations. — Nouveauz
Mémoires de PAcadémie Royale des Sciences el Delles-leltres de Berlin,
anneées 1770 et 1771.

#*




4 JORNAL DE SCIENCIAS

on est arrivé plus tard par cette considération i la résolution algé-
brique d'une classe considérable d'équations de degré quelconque.

En méme temps que ce grand géométre publiait & Berlin le
Mémoire ci-dessus rapporté, Vandermonde s'occupait de la méme
question, et présentait & I'Académie des Sciences de Paris un
Mémoire o il arrivait & les conséquences de Lagrange par des
considérations différentes.

Ensuite on a eu l'idée de laire I'inverse, ¢'esl-id-dire de dé-
montrer 'impossibilité de la résolution algébrique des équations,
et alors Abel a eu la bonheur de généraliser les résultats obtenus
par Gauss sur la résolution des équations bindmes; il a aussi fait
voir que si deux racimes d'une équation irréductible sont liées
de maniére que I'une est fonction rationnelle de V'autre, I'équa-
tion est résoluble algébriquement si son degré est un nombre
premier, et que dans le cas contraire on peut toujours ramener
la résolution de I'équation a celle d'équations de degrés moindres.

Ce résultat e¢lébre obtenu par Abel, qui serait suflisant ruur
rendre immortel le nom de ce grand géomeire, méne & une classe
assez ¢tendue d'équations résolubles par radicaux. Wantzel a
présenté une démonstration simples de ce théoréme.

Ensuite E. Galois, ancien éléve de I'Ecole normale, a fait voir,
dans un Mémoire présenté i I'Académie des Sciences de Paris
que, pour qu'une équation irréductible de degré premier soit
résoluble par radicaus, il est nécessaire et suflisant que les racines
soient toutes exprimables en fonclion rationnelle de deux quel-
conques d’entre elles. Celle question importante en faisant savoir
quand une équation est résoluble algébriguement, sert de base
aux recherches de quelques géométres de ndtre temps.

Steiner dit qu'une équation du troisiéme degré renfermant en
générale vint sept points daus lesquels elle peut avoir un contact
dela cinquiéme ordre avec une conique, I'équation du vint sept degré
qui, detérmine ces points esl toujours résoluble algébriquement.

Hesse fait voir qu'une équation X (x) =0 du peuviéme degré
élant donnée et une fonction ® de deux variables, si I'équation
proposée a deux racines x,, xg capables de donner une troisiéme x4
de maniére que soil au méme Lemps

Ty =0 (Za) Xp), Ta= O (xp, Zy), X3 =0 (Za, @),

cette équation sera résoluble algébriquement.
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Kronecker a fait aussi des recherches notables sur la guestion
considérée, et M. Hermite est arrivé i la résolution de I'équation
du cinquidme degré au moyen des fonctions elliptiques.

Nous devons aussi & Newton, W aring, - Jacobi, etc. des ex-
pressions notables pour la detérmination de la somme des puis-
sances semblables des racines ; mais, bien que un si grand nombre
de savants se soient occupés de la résolution des équations algé-
hriques. nons ne sayvons c|u'i|.~: aient donné qnelque formule pour
exprimer les racines imaginaires en fonetion des coefficients, ce
que nous avons fait, pour une équation d'un degré quelconque,
en donnant cette expression en fonction des coeflicients, du nom-
bre =, et du module de la racine qu'elle detérmine.

Dans ce travail nous obtenons premi¢rement une formule qui
donne la racine imaginaire exprimée au moyen d'une intégrale.

Ensuite nous donnons quelques formules relatives i la somme
des mémes puissances des racines, et l'expression du logarithme
d'une racine imaginaire.

Ensuite vient la déduction d’upe formule algébrique qui donne
une racine imaginaire d'une équation quelconque.

Enfin nous faisons voir comme on delérmine les autres Tﬂﬂl[lﬂﬂ
imaginaires de I'équation proposée.

Formule intégrale
relative & une des racines imaginaires
des équations algébriques
Soit
¢[$}=x“—1\]£m—l+1\gﬂ-‘2-—. i ,i;\.,,z’“—l’$ iy TR
FAn—12EAp=0
une éqmllinn algébrique du t]cgré m, donl nous représenterons
les racines par zy, 73, 23, . . . @y, €l VOYODNS comme nous pouvons

trouver l'expression d'une de ces racines, que nous supposons
imaginaire, au moyen d’une intégrale définie.
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La théorie des équations donne

Ag—Ap_t2HAy qat—. .. A a0 . . A g =

=(x—a;).(x—2s).(x—ag)...(x—ap). . .(x—an),

e comme

ﬁ,=i¢|-ﬂg.ﬂa. -lﬁpr --%—1.“’“
nous avons

p=m
P=| - ap -

en faisant maintenant

A

o) =24 A 1.4 @
et
A..._i.x—ﬂ,._;;.r‘+...
1) =
) o=
il vient
B A, o @
e e 2 ]
A Py
F s gl o Pl o .u‘lui
Ap—1.¢qy L X ) gl ap
qui donne
Aﬂl An bt |
1m1Md¢¢@ym&;1%mD—ﬂ+

p=m x
+wn1_—]
= ag)
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et, en devéloppant les logarithmes en série,

()

et T ¥ B Am p=1 P \Z
T [ -
p=1 P afy  aly a’m

D'un autre cdlé, nous avons aussi

e P

—1.zJ
(. 4@
+lug[ i An ]
Ap_1.2

)
p=x{ ro(x)\r P=*1/ Ay [ _ Aa ’]:
E ) ,31; ..m|.a:) T 2 Amly.

par conséquent, en égualant les deux seconds membres, nous
avons

PR |
Jm?.i_( An ' )F—iog[ i— A.J.’:.:r] =Iog(A"_1)+

5 Ap—1.7 Ap.a
p=1 P \im—1 m % [:ﬂ)
+p_2aﬂi ( ) ’—“ l _+ 3. +_'J
p=1 P p—i P afy al'y
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Soit maintenant la racine que nous cherchops de la forme
z=a+by/—1, et, comme par la théorie des imaginaires est
x =ke=*v—1, appelant k le module et w I'argument, nous allons
substituer z pag ces deux valeurs en (a), d'oi il viept

| » , L q,[;k,‘cﬂ!/—l}
i ot . .r"lf'"—’-—-lng[ i A .e--v—l]=

pet P Am—1.k B Sy

Ay p=oe ’
-=log( Ll-ﬂ)‘l’ El—;—.::.e—“v—’ +
: p=
b £ 1 i
+ 3 — e[t J;
p=1 P | l-h’g afy aPy,
et
L b leer)
N LA A, 4 I: An :lr_
— e V=1 _log g wy/—1
P—‘ P A._‘.k . ﬁﬂ—]' ‘e
e p=2= W
a:-lng(-J——l lt)+ z‘l._'_c-v—l +
m p=
Gt L 1
+'3 — ke S TR B I
p=1 P aPy  aly -
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En additionnant et diminuant memhbre & membre, on a

. % b (kenv—1) &
\ ] [ T +’
I ¥
p=q /1 An \P
2. 2 —’.'-1--— — | coS Py — =
p=t P Am—1.k g v B ¥ \
+log (o Am Bk
- J\m__’-k =
Ay g P
—2.] (“ 2, —-(—‘)
og 5 Y, r=—21 g cospw +
-4 :
+2. 2 — .*.J"r_-nqpm.! ! -l-l-l-...-FL
p=1p afy alp
et
| blkev=y
log Am b
N e et |
‘ A o i
p={
2 2 -—(I—]:‘L‘II“U‘{‘ j=
p=1 P Am—y.k —1 oty )k e=ov—1)
-_Il'jg {ecil A" e“'-”_t
3 I\M—l T /
e (
= pE —_— L).seupm—
p=w= { | J
—2. ¥ —.krsenpo. l-f— i ’—I'.
p=1 P als afy 2l
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Nous multiplions ensuite les deux membres de I'avant-derniére
équation par cospw.d e, et ceux de la derniére par senpw.dw,
nous intégrons ensuite depuis 0 jusqu’a =, avant égard au méme
temps aux intégrales définies

'f'cospu.cos qoudo=0
0

f senpw.senqodo =0
0

,f senpe.cos qudo =10
1o

qui ont lieu toutes les fois que est p = ¢, et aux intégrales définies

'rj; cos‘p:.:dm:%

il =
{ node=—
,j; sen*podo B)
pa

2.8en—
sen 3

.J“ Cos puw m:-_-_P._

qui a lieu toutes les fois que est p—q.
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Nous avons donc

i1

i(. . )"'_lx
4 ﬁm_i,k T
R0 O 1 Lty
[log _41_ An .e_-V_;l('ospudu+
V4 E X L :
PP ¥
SO ¢ (ke—=v—1)
+f log _1_ An S ]cospmdm
\ ¢ - Ap—1.k
5 p= Ak
=p—“.sen-§-.|0g(—‘&—'—-.ﬂl)+
1 /fq\P, 17 1 1 nel
+F(T) +F.u1’g ;E:; '”+:?:— i
et
1 Ag VP 1
_:;_(A,_t.k) +1= v’—lx
plpng, . bkev=n -
log & An senpwde—
L Je—wy—1
/; B e b e
x =
= B b (ke—wv—1) -
,,/‘ log —l-— An Pt senpodo
o0 - Ap—1.k
Ly ALy Ly 1
7 P -i'" &= P ﬁ'-"% ':Pa_ A n'.Pm |‘
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En additionnant membre & membre ces deux équations, on a

{

1
Flﬂnhlvkr

Anm )F—gl;x

\

[ iT ] [ t]}r:.{ffuv’_l‘: \
/ log [ Gi Am —.e—"'r"—l:l cospudw-t
o &

|

¢ (k e—wv'—1)

T gl

+/ ]ug [ An —‘mr.p wdw
1— =1

Lt 0 J‘m -ﬂ-k g

| = { ¢y (ke v—1) -
/;!ﬂg[ {— An k_lg_.V_HJsenpmdm—_
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Si est

on a

+y—1

' Anm \2' p' 2V
Ty — s
3 (A,_l) = 2
If ¥ 5 { 'l}(.l;f‘“";_‘)
/ log [ | ___;’:_m &'l """H:l cos2p'wdw+
18 Ap—1.k
ol O IR, & L R
‘f'/ |ug.:" '___..*'!.m L :ll'(l:i 2pwdw
T 0 A,,.,].f.‘
|r i | v U‘ e "f—i.}
| j '-rg[ pl e .e—w-i—lf“*"ﬂp’udm—-
0 Aw—1.K -
f« (g (kesy)
- Ingl: % Am ]sunﬂprmdm
b —Le=v—1
lL 0 Ap—1.k

13

-+
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Si nous posons

. i b (kew v—1) \ 1
/U lng[ i A _ ?—u,f—i—lm’ﬂ""h" + 52

[ T
|
MY ke |
+f Ing[ - Ag ]r.nﬁﬂmdm
g 1— ooy —1
l 0 l‘m_i-k
A A5 B
o X Ve
(Aﬂ—-l) ' 1 |
el bkev
j iugI: & Am .?__V_|]scn‘.’.mdm—
0 Am_1k \l
/K ) |
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Pour simplifier, nous pouvons faire

%

g(keev—)

nz./“ p: [tki

Ay .e_w,_‘]cos 2udw

§(ke—ev—1)

ol

Am

An—_1.k
]tﬂi Qwdw
Am—1-k o

ooy =1

kv

An
SRt N0k

]wnﬂudm
T

@y —1

b (kemsv =

et

done.

A

u eV —1
Au.-.] ”f.- 5

]senimdm

p=n+0

ye={ti—Xx

e =\/('AJ::)E"“$ el
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Formules intégrales
relatives 4 la somme des puissances semblables
des racines et au logarithme de la racine imaginaire
d’'une équation algebrique

Supposions maintenant que les racines ey, 23, . . . o de I'équa-
tion proposée sont disposées suivant la grandeur de leur module.

Nous allons faire voir comme Jacobi est arrivé i lexpression
des sommes

i afy+afy+aPy+.. .+

1 1 |
+ ""_+oo|+_" 1
afiry oy alm

i étant un nombre quelconque moindre que m et p un exposant
entier arbitraire, et comparer les formules de ce grand géométre
avec lesquelles que nous déduirons ensuite.

En échangeant ¢ par i + 1, nous aurons une autre expression
dmg I'exces sur la premidre sera a; 4 .

itant

F@)=(z—ai)(z—a3) ... (x—am)

est
log F (z) = log (x — a;) + log (x — ag) +. . .+ (x—am).

Soit ky un nombre compris parmi le module de «; et celui
de LIS
Les i premiers termes du deuxiéme membre sont développables

: : 1 ¢ s
suivanl les puissances de o et les autres suivaut les puissances
de k|. 1
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Nous aurons, par exemple,

X
log (& — ») = log 8 =Sensg

It

X
log (x — a; 1) = log (2 41) — a1 Z2a%pq

Si nous développons de cette maniére tous les termes du deu-
xiéme membre, nous substituons dans cette expression successive-
ment z par kye* vV —1 et par kye—*v—1, et nous faisons I'addition
et la différence des résultats obtenus, il vient

logF (ky e v—1)+log F (kye—»v—1) =ilog k¥ —

=i ay ﬁln %;
mﬂuii[-k—t-cosm-[-i-f‘—lcosiw-!-. 7 .J+

HE=R | j'“
+2. 3 [—Iagu‘,-—tusw—-...]
n=itil 2 ay

2; i [logF (kye»v—1)—logF (kye—ov—1)| =i+

==

T3

n=1

! .
ﬂ‘ [ 2
— e g i a4, . .Ju
% sen w 308, sen2w

w=mrk -’:‘"1
h'=§+l[:lenﬂ+e—'-!—‘ﬂ3ﬂ2u+o ' -]l
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Multlp]mns les deux membres de ces équi}l]mus rupﬂ‘inemenl

par cospwde et par senpwdw, et intégrions parmi les limites
o=—mzet u=-1m.

Il vient

., pkPy
aly+afy+aPg+. .. Fali= kPi+——x

< ,f+ .[lug]?,(e"r oy =N+ logF (e=hov—=1)]cospodu—

—;/—f ﬂugF (rov—1) —logF (e—fev—1)senpude

1 i P
—_— e T e =
O:P.;+1 :tp;'+g 2 qu Fu'?1+4fi?1.'l‘x

xif‘)- [log F (et v’ —1) 4 log F (e—kovV—)] cospudw +

w
—I--,Mif‘- [log F (etvov=1) —log F (e—fiov—1)]senpo dw.
-

Les formules precédentes, données par Jacobi dans un de ses
remiers Mémoires, sont déduites de la maniéres precédente dans
le Traité de Caleul différentiel et de Calcul intégral de M. Bertrand

Cella posé, nous allons donner des autres expressions qu'on
déduit des formules

‘ Am \P ‘i P (A‘m 1 \
(ﬁn—l kJ PT‘ sen—la ™ nr1)+
1 fag\? kP 1 1 1
+_(,_) et . S 2 T TR - A0
q p Nk L P —l-"e+¢i’s+ t

ol )l )
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puisque, en soustraiant la. deuxiéme de la premiére; on a

i i
T T R v et L B

Cette expression notable peut donner la somme des racines,
moins une, élevées au méme exposant paire, résultat qu'on ne
peut pas tirer de la formule de Jacobi.

Comme nous connaissons déja la formale

[ty y—1]

iy PRy
ullp‘m(:_.) _Pk

Nous avons aussi

m—1 ™

1 1 1.

o i ek

1

Aa \2¥ p.120V 7 Y .x
(i) =B v
m—1

ks

=

® [P Ap—y . 5P At (4— /1) ]+ A 2P . p'2. 2P (1Y)
3P (R AR —p R Anet®? (v /1) '
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Cette expression étant connue, on obtient Tacilement la somme
Sap des puissances paires des racines, en échangeant celles de
I'équations proposée par leurs réciproques parceque alors I'équa-
tion transformée doune

S!p' - ﬁt! P <+ ﬂieil' + M .—]‘ Em!p'l =

r[A KR — —p'| H_,,,',’_j‘] AP R (u2 42
e P"IT:—-—p!. P ALY (o vy/—1)] :

Bien que cette expression soil plus compliquée et moins géné-
rale que celle de Jacobi, est toutelois plus convenable pour donner
la somme des puissances paires de tous les racines,

Quand est

'l.u A.=.“m__1
e ey Yy

Li." Am #:\m_i, p'= k=1
il viendra

1.0 S ilgia e, TS s

ﬁtip HQ-P ﬁm!}}"’

_ [l m—p (s —v/—1)]+pt R (2 +Y)
w2 [ —p k2P (n—vy/—1)]

2. L1 4n.+-m=

&1 a “ﬂ'l

[&‘n—p--l— 1.-"—!]-{-.". (+24+9)
7kt & .—L""'ltp.+ v—1)]

3.7 s e I

mm—p v/ —1] k(24
W (%= y=1]




_I.,
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Pour trouver I'expression du logarithme d’une racine imaginaire
de I'équation proposée nous employons la formule

| Wig o o
D \An—1.k/ 2

[ vy/=1] =%senp¥“.!ug (é!—_—‘ a|)+

i
terl )

A
log ay = log B 4+
ey

[]llj donne

1
mm APa (\/ (4 #,) ’;u,—m_n) J—."-'PAP,A.;J[;L%*»V’—‘.I]

A, 02 APy y.sen §%

En posant
l." {\.m = I‘m—]

)':.. Apn=An_1 p=.'|
(3% ggenig b ieng Iy 21g

s/ ) |l

.. Iﬂ'g'-”: — i

on obtient

5.kp, smlp -

-

== "_'_'-&7_
2r E—\/I—'l'l (. y/—1) l—.-'.‘{‘u.-l-w’—l]
x

Ak

NPy Ty A

3.° loga;= SIISCN XY 8 ;

e
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Sur la formule qui donne une des racines imaginaires

I

de 'équation algébrique

En posant
M==AY i M ==2AL
ﬂtlzﬂ!i kt hr"EA.] ki
Me=x?i? Mg=x2it
M;;:l.rfl ﬂ‘l M':;z?ﬂfinﬁll
on aura

g R Mk 0N Wk Myt
E Mg — M3p— Mgy, y/—1

S M—nptrvy/—1+M;u2+M 2

= g olhd

My Wya—MWyv.y—1
el par conséquent

u+Np+v2+Nyy—1.v+Ne=0
p+Np+v24 N /—1.v+N3=0

en pnsnnl
N SaMs—= o SiMj—=
M, My
N SMts o SiMyte
M, M,
M-S NSO
b ¥ R
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on
(N—N) .+ (Ny—Ny)y/—1.v+ (Na—N'g) =0

| 2
(ut+ —é— (N+N') p+v2+ 3 (Ny+N)y—1 v+ -;— (Na+N'g) =0

par conséquent
(Ng—Ng) —(N—N)p
i S |
(Ny—NYy) v

Y o=—

..,_Pl :‘:V:Pg]— i-—P_Pi
i 2p

on est

P =2[(N)—N')?—(N-N?]

Py (N-+N') (Ny—N'y) 14 (N's—Ng) (N N)—(N%—N"%) (N—N)
[Py = (N2,—N"%) (N'y—Ng) + (Na—N's) (N—N'y)2—2 (N's—Ng)*.

Mais comme nous pouvons obtenir les sommes des puissances
semblables des racines d'une équation ou moyen des formules
de Newlon, on aura

Sy = Ay

Se =AY —2A,

Sy=A3; —3A1As+3 A

Sy=Al—EAY A+ 4A A +2A% — 44

Ss—AS — 5 A% Aa+ 5 A Ag+5(A%—A)A—5 (AsAg—Ay)
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et par cnnséquent

A% —2Aq) KA1

2
oz A% L2

(A%—2Ag) VAR +1
A%, 2

N =

2524,
iy

2[AY+2 12 (Ag (Ag—AgAg)—A()+A21] 8AY—1 5

N =
AL /A

’ =2[A‘1+2 FE(."“ [:;\3- A!ﬁlg?}—-‘h:]"'A!i:] ksﬁ'rl'f =

Ny

A'1 .f.-i

i 1 2x?, [2 :Al {Aiﬁq—ﬂgj'f'z\l I-—A!ﬂ

*f !
Ny AL

s

= 2 (AH‘!‘Q 12 (A4 [:A;;--—J\!igl—;lﬂ‘h\‘!{] kSAY+1 !-_

((A!r——ﬂ As) k"A‘t—l 3
AR ALY

2[AYH2 12 (A (Ag—ArAe)—A ) FARI KAY—1\2y
_ Al K ) J i
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(A%—2A) KA1
ke }[ A%

-1

2 {ﬁ'g*“? 12 (J’q (Ag— Aﬂg} -—-1'\53]‘5‘1‘!2:] ksﬂ'r l]
ALy i

x[(Aii—ui KA+
A‘!i k2

2 [Alrl‘g 12 [:\1 (As-—ﬁq:\ﬂ —A;)'l‘ﬂ’g:] fiﬂ'ﬂli‘Fl '-r
= A{I A“‘ -

[ {(A%—2 Ai:lji‘."tg]‘l"[ I!—
el Ab it

_{2{3‘14"2 12 (Aq (A3—AAg)—Ay) +A%1 ] KBAL+H1 li.J
APy k8 e

Wil Ay EAYL
A% 2

‘_2 iA"H‘ﬂ 2 (A| (ﬂg-—ﬁqﬁtﬂ —."q‘} ‘f‘a"l!ii] fﬂsﬂlt—- 1 ] i
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+8|—2151 (A1ﬂg—ﬂ.3)+ﬁ;l—t\!g As ]

Al Al A%

x[(ﬁh—ﬂ AD A1
AR R

2 [A'r}‘ﬂ 2 (A4 I::\:]—ﬁpig:} —A;}"FA'I!!] KA —1- l 5
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A4 AY,
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ou en posant

Ayl 12
o-( A_"‘_l) 12P(N'g—Na)+HP[(N-N)—(Ns—N')]i
m—

~2:P(N—N)

k‘ g /Y T
Qf=— 3=P(N;—N) [(N+—N'1)—(N—N')]
Qs =P —4PPy

0 =YQ=Q:. /05 =

Par conséquent, quand Q > 0, sera

0=0Q.yQ=—2<0

donc

ag=yx.y/—1

ag=—1/n.y/—I1

parceque, si ce cas n'a pas lieu, alors scrait Qa<0, afin que =

ne soit pas nulle ou imaginaire,

—d
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Quand est k=1, il vient

N = I:A"j—ﬁﬁlg—ﬂ|_i} k3
Ny = {A’]—Qﬁfh‘\:“ﬂ T

Np =

oy 2211 A Ay) A1 AY]

2 Ay

2
y =
Ay

= |2 [A‘I'f“ﬂ fﬂ{ﬁq (Aa-ﬁp‘\i} —-J"Li} +ﬁ!g!]-—ﬁi_‘! 13
\'f =12 [.f'l"]'f'? i2 [:;’n {A:;—A]Agj -—-Ag?. "]-Aig:] + .-'q_"'i 1

=2

AY

P=2[(A%—2A3+A 2 —

—2[A4+2 12(A (Ag—AgAg) —A) A% ]-Ay—b)2—
— (A% —2A4—AY —

—2 (AY+212(Ag (Ag—AjAg)—Ay) FA% I ]H+A,4)2] n2

Pi—I[A%—2A—A—2+
+2[A4+2 12 (Aq (Ag—AsAs) —Ag) +A%1]—A— ] <
> [A%—2Ag+A—2 —
—2[AY 42 i(Ag (Ag—AsAg)—Ag)+A%1] —A—i]2 —
— [(A%—249+A;—22—
— (2 [AYH2 (2 (A (Ag—A1Ag) —Ag) +A%]] +A—11Y) =
< [A%—2As—Ai—2 —
—2[AY+2 12 (Aq (Ag—A1Ag) —Ag) +A%1] +A—1]) +

! 2 [Aq (."41Ag—-ﬁ:i} +i\{|——ﬁgg As-
+si Al s Agj.]x

> [Agj-- 2,\2 1'\1_2 -
~2[A4+212 (Ag (Ag—A1Ag) —Ag) +A%1] A=) =3
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Po=)[(A%—2As+A—2—

—12[A 212 (A (Ag—ArAs)—Ag) FA%I]HA 112 x

2 1Ay [ﬂ]t’tg—ﬂgj +ﬁ[2‘ —Ag .‘ig_‘
<3| AL, A

—_ - -

z_tg , 2 1A i:.-\p\g—-:\g} +A4! —v.‘\g;] X
A% A¥y

+2[
w [A—24g+A—2—

S {_,.\iri_g 12 (A (Ag—A1Ag) —Aj) +A%]] —Al—'i]!_

8 "2 A1 (A1Aa—Ag) +AI —As _Ag_g
A Al A%

— ——————12P(N's—=Np)
(Am—1) ﬂul‘(N_Nfl)f (N'e=Ns)

i

« BEims

P [(N-N')=(N1=N') [ (N1=N'1)—(N—N")] V P —5PPy |

1V

Detérmination des autres racines imaginaires
de l'équations algébrique

L'expression de la racine imaginaire d’une équation aigébritjlue
que nous avons déduit précédemment, est applicable dans la de-
términation des autres racines imaginaires, comme nous allons voir.
La méme chose n'arrive pas pour les racines réelles, et il faut
que tous les racines de I'équation proposée soient imaginaires
afin que soit possible sa résolution complete, ou que le nombre
des racines imaginaires soit suffisant pour abaisser le degré de

' I'équation & moins que 5.
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Nous savons déja detérminer ay et par conséquent la racine
conjuguée ag, et nous pouvons abaisser le degré de F (x) jusqu'a
m—1, m—2, parceque

Fi (<) =::(a:3| —am =1t (g — Ay) 2m =24

+ (@1 —Ar) 2 +Ag)am—3+...=0

Fy (x]

=% =24 (a3 + a; —Ap)am—34
T—og

+ﬂ{’i_ﬂl)ﬂl+A'I]“|"[ﬂi'f'(ut—ﬂi)mi]la:‘"'i'...=0.

En appliquant, & cette équation la nétre formule nous pou-
vons obtemir ag, @y si ces racines sont imaginaires, et ainsi
successivement.

Pour cella, il faut que nous cherchions le nombre des racines
réelles des équations, ce qu'on obtient au moyen des méthodes
connues de séparation des racines,

La méthode attribuée a Lagrange, et premiérement trouvée
par Waring, fait connaitre le nombre des racines réelles, en
opérant au méme temps leurs séparation; mais il est trés diffi-
cile de I'appliquer & cause de le grand nombre des substituitions
d faire en général, et 4 cause de I'étendue du calcul qu'on doit
faire pour trouver I'équation aux carrés des différences. Par con-
séquent les géométres ont cherché le moyen d'éviter I'usage de
cette équation. Toutefois nous allons rappeler un principe notable,
a cause de son usage pour former les conditions pour que tous
les racines d’une équation donnée soient réelles, et qui peut dans
nitre question servir trés bien pour connaitre le cas dans lequel
I'emploi de la formule n’est pas possible.

Pour que tous les racines de I'équation proposée soient réelles
il est nécessaire et suffisant que I'équation aux carrés des diffé-
rences soit complete et n'aie que des variations.

Ensuite. Budan a présenté un théoréme notable au.moyen
duquel on peut faire facilement la séparation des racines, mais
il ne donne pas une solution complete de la question, En 1829,
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un, grand géomélre, Sturm, a présenté al'Académie des Sciences
de Paris la demonstration de son théoréme, qui est un des plus
beaux résultats obtenus dans I'Algébre. Au moyen de ce théo-
réme on obtient la séparation des racines, toutefois le caleul des
fonctions qu’il faut employer est compliqué, et par conséquent
il faut recurrir au théoréme de Budan.

On peut aussi employer en beaucoup de cas le théoréme de
Fourier.

Nous faisons usage de cette méthode pour chercher les racines
de I'équation ()

ot -+t —a4+1=0.

Nous avons done

F (#)=a%+a2’—al—a?+at—2z+1

1:1'
l(z)=6:n5——:‘ix‘—xims—3:c‘+2x—i
wl
y 2(‘”)= 1820+102%— 62— 32+ 1
P—{Fﬂzﬂﬂxs-{*iﬂzﬂ—iz—l
j
F”(d:]_ 25 !
3k —{6a2+bax—1
Fv (z)
m—ﬁx—l—l
Fi(z)
e

Amanp

(%) Nous tirons cet exemple du Cours d’Algébre Supérieure de M. Serret,,
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Par conséquent —1 et 41 seront les limites des racines réelles de
I'équation proposée. Donc, en substituant dans I'équation proposée

1 |
el dans ses dérivées z par les nombres —1, —g 0, + Py +1,
on obtient

x F F Phod afiscoigims Teges liagm
s 20| voipeills oy b Al ob panen ameinl o
|
e + — F + - — +
SRR it Lol € S L SR
1
+ 2 + - + : 2 - +
+ 4 + |- + a7 o 8

B e !
Depuis —1 jusqu’a i il-y-a deux variations, depuis 0

: : 53 Bt el y-
Jusqua = il-y-a deux autres, et depuis o Jusqu a1 il-y-a encore

deux ; et comme

F()=1 F(1)=58
I'inégalité
o
F (1) I.(':l) A
L e L
FigDy "3
2

. : i o
sert pour nous faire voir que parmi les nombres — et 1 n'existent
pas des racines réelles, 2
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De la méme maniére, pour I'intervalle compris parmi % el —,
comme est o

F(5)-ms  P(5)--F
& (%)“% P (%): 12
e ),

e
1 1 2
i 1
¥ (‘2) ¢ (Ji-)

; : 1
Pour l'intervalle depuis —1 jusqu’a —gyona

il vient

1
e

F'(—1)=6 P/ (1) =—42
1 31 |

N BN ) W WL e

P (P-g)=e

") men

TE R,

et

Les inégalités precédentes font voir que dans ces intervalles
n'existent pas des racines de I'équation proposée.
Done toutes les racines de I'équation F (@) = 0 sont imaginaires

et nous pouvons par conséquent lui appliquer les formules obtenus
précédemment. Soit donc

m =0, A|=-~1, ﬁg=-—1. Aa=—-1, A;l, A5=l, ﬂg—I,

. ﬂAu_iﬂﬁ-_|=A‘=0-
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Nous aurons

k-1
N o
, A1
I\'i= f.‘% ™
Ng =—2nxt?
..
N =— -
. — 208+
1\1——“ -7
Ny=25?
3it+1 —21.“-1-1 Bit—1 —2i8—1\2
o[ O Y
3 —1. —2/8—1r3kt41 —2484+1
e e i i el
{m +1® (— 2k 1) 3R 2k8~|]+
L i i ”_ . RN
S eadny— SRPwud
16| |

e H.{a A 1)2

it I8

__(:‘2"““}‘]—32‘1:4
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I

§. . *
m={  TRH_ ST [(3KHL_ —2IH\T 3kt 21! =
i el sl e & R Y 7 g, Ty | pakel Y

M- (e

+l[if:;‘_—i_+—2:-f—l] [3k'+im—2k3+i] &

+

h[(3k‘+l)’ (—2k8+1)l][ 3l — t_g,,s ]

oAkt oAb

[Sk:“i —Eks i)_(3k‘+lh-—ﬂ.&3+l)]ﬂ

[(3.’:‘ l_—QLB-I-I)_(BkL.—-i_—Qf:—i)]

3.&:‘*1 _21'.3 l]x[3k:‘;i-i_—2£:+1]i_

|

[
|:3k‘+ﬂ’_ 253-{-1}‘] Ek‘—i_—ﬂ.:f l]

+16

Ir.l 1 —213 “

__8[(31.' +l_-—2kﬂ+8) _(3 k;:l_—ﬂ::—i)*]x

s H{E "::’}l—{_ . ':;"’ ”‘] _32”}‘ E:
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Et comme la racine «; est déji detérminé et aussi la racine
conjuguée ag, NOus aurons

2+ (ag+ag + 1) a® + ([(my + 1) 2y — 1] +
+ [eg+ay + 1] 2} 22+ fi[(ay +1) ay—1]+
+[ae+ oy + 1] 29 @g + ([ (g +1) 2y — 1] @y — 11} 2+
+ (o + 1) g — 1] + [y + 2y + 1] mg) 23 +
+1[(@+ 1) ag—1]ag— 111 ag+

+ile+t)ay—1jaa—1jag+111=0
ou, en [aisant

A =ayg+ay+1

Ay=(ay+ 1) ay— 1+ [ag+ ay+ 1] ay

Ag = [{ey + 1) g — 1] + [aa+ &y + 1] agl ag +
+ o+ 1) &y — 11 a— 1

Ag={{[(ay + 1) 2y — 1] + [@a +ay + 1] ag) ag +
+i[(eg 1) ag—1)ay—1}) ag+

Fii(m+t ey —1tag—11a;+1

il vient
2+ Azt A a4+ Aax+ Ag=0.
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Nous pouvions employer la méme formule pour obtenir les
autres racines, mais comme maintenant I'équation est du quatriéme
degré on peut les trouver au moyen des formules connues.

Par conséquent

3
pP=14 3
e — AMT
q-a M T Ag
A1.|!_." 3

1 Pt
P g e \ _—
o 7AYo A R
TOLY /o SAT TR o
= 113758 1056 P ¥ &3

[ 2]

[ 1
,, .s+\/ r!-|_5=+_
W <y Z BT
llw-—it- \/_i_ I!+-2_753




38 JORNAL DE SCIENCIAS

il vient enfin

Nous laissons maintenant aux calculateurs le travail de la
recherche du module k afin que «4 satisfasse a I'équation proposée.
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SOBRE A DIVISAD EM PARTES IGUAES
DA DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS E DA CIRCUMFERENCIA
EMPREGANDO 0 COMPASSO ORDINARIO

POR

A. Scurarpa MONTEIRO

Advertencia

Os principios que servem de base para se resolver a questlio
n.° 12, proposta pelo illustre mathematico e academico, o sr.
Marrecas Ferreira, no n.° 4 do vol. Il d’este Jornal, dio com
extrema facilidade a solugio de grande numero de questdes de
geometria, em que podemos considerar sé as combinagdes de
circulos, das quaes se derivam tambem propriedades muito inte-
ressantes, e algumas construccdes mais simples e rigorosas, do
que as resultantes da_combinagdo do circulo e da linha recta.

D’entre estas questies so tractaremos das que dizem respeito
a divisio da recta e da circumferencia de circulo em partes iguaes,
por terem intima relagio com a questdo proposta, cujos limites
ndo devemos ultrapassar, attendendo aos trabalhos do illustre
geometra L. Mascheroni (x).

Devemos notar que Graham e Bird para dividirem o quarto
do ecirculo, mural, para o observatorio de Greenwich, tambem
tentaram empregar exclusivamente o compasso, erdinario, cuja
noticia concorreu para que Mascheroni se animasse a recomegar
as suas anteriores investigagdes sobre o emprego exclusivo do
circulo na solugio de questdes de geometria elementar, que
abandonara por até aquella epoca julgar o seu trabalho perdido
em tdo ardua empreza.

0 P L

(#) Vide La geometria del compasso publicada por este geometra em Pavia
em 1797, S6 conseguimos obler esta interessante obra depois de ji termos
feito o nosso estudo sobre a questio proposta, por desejarmos apresentar a
sua solugiio o mais breve possivel.
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Em vista do que acabamos de dizer, tornar-se-ia inutil apre-
sentar as nossas solugdes, se nlio nos parecessem novas algumas
d'ellas, e se o imminente mathematico ilaliano, Bellavitis, nao
nos animasse, apresentando a sua solucdo similhante & primeira
solugio dada por Mascheroni.

O sr. Martins da Silva, um does nossos primeiros genios mathe-
malicos, para quem lemos a esperar um brilhante futuro, obteve
tambem duas solugdes novas da questao proposta, que sdo extrema-
mente elegantes.

Dados dois pontos a e b, determinar com o compasso ordinario
o ponto medio m da distancia que os separa.

PRIMEIRA SOLUGAO

Facamos centro nos pontos @ ¢ b, e com o raio ab descre-
vamos os circulos bwaay e aw? by (fig. 1), sobre os quaes
determinaremos os extremos ay e by dos diametros ayb e by a,
pela inseripgiio dos semi-hexagonos bwwuay e aw zby. Assim os
pontos ay, a, b, by estardio em linha recta, e ser aja=ab==5bby.
Entdio se dos pontos a ¢ b como centros descrevermos os arcos
de circulo by bywy e ajagicq, estes cortar-se-hio no ponto w;,
que unido com a e b, determina o triangulo isosceles aw b,
cujos lados awy e buwy terdio para pontos medios os pontos de
interseccho « e 3 dos arcos ja descriptos bwaa; e awf by com
os arcos de circulo b@myag e axm;bg, descriptos de ay e by
como cenlros e com os raios agh e bya: porquanto o ponto ¥
achando-se sobre o arco aw @, e distando tanto de ay como a
dista de wy, o referido ponto 3 estard em linha recta com b e wy,
como a o esth com ay e by; e do mesmo modo se reconhece que
o ponto « estd em linha recta com a e wy. :

Logo, fazendo centro em « e 2, e com os raios aa e 3 b des-
crevendo os arcos de circulo am e bm, a sua intersecciio m serd
o ponto pedido.

Ainda podemos achar este ponto pela intersecciio d'um d’estes
arcos com o que for descriptu de a ou de b como centros e raio
igual ao segmento a 3.
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SEGUNDA SOLUCAO

Como anteriormente, determinemos os pontos ay e by em linha
recta com a e b, bem como o ponto m;, intersecgdo dos arcos
de circulo am; e bm;. Depois fazendo centro em ay e by com os
raios @y a e by b, descrevamos os arcos de circulo aaju e bb;s
(fig. 2), que serdo enconirados em a; e b; pelos arcos de circulo
m; a; e myb; descriptos de b e a como centros e raios bm; e am;.
Finalmente com o centro em a; e b; e raios a; ay e biby descre-
vendo as semi-circumferencias aymm; e bymm; symetricas a
respeito da recta w m;, estas cortar-se-hiio no ponto pedido m.

claro que acharemos tambem este ponto pela intersecglo
da semi-circumferencia @y m m; com a sua symetrica aymm, a
respeito da recta aqby.

Com effeito, os pontos ay, a, b, by estando em linha recta,
sendo aya=ab=">0by, ¢ o ponto b; achando-se sobre o arco bb;,
distando tanto de a como b dista de m;, estard em linha recta
com os pontos by e m;; ora se dos pontos m; e b; baixarmos as
perpendiculares m;m e b;my sobre o lado aby do triangulo isos-
celes abym;, o ponto m serd o meio do segmento ab, e my o
ponto medio do segmento bym : logo, a circumferencia bymm; de
raio bym; = b;by com o centro em b;, passard por m, onde serd
encontrada pelas circumferencias symetricas a respeilo das rectas
wm; e ayby.

TERCEIRA SOLUGAO

Com o raio ab e os centros a e b descrevamos os circulos
bwyuw e awgzw (fig. 3), que se cortam em wy € w; e com
0 mesmo raio e o centro em w descrevamos o circulo uasbhs,
que corta os dois primeiros nos pontos u e z, situados em linha
recta com o ponto w, por serem vertices do semi-hexagono ins-
cripto wa bz n'este circulo. Depois faremos centro em u ¢ z, €
com os raios ua, ub e sa, zb descreveremos os arcos axw,
bRw e thy, tah, que se cortam em ( e (y; e tomando nova-
menle 08 pontos u e z para cenlros ¢ com 08 raios us e s,
iguaes ao segmento w {, desereveremos os arcos de circulo s3 5 g
e say f, que cortario os arcos de circulo D 3 w e @ 2 w nos pnnws
& e «. Finalmente fazendo centro n'estes pontes ¢ com os raios
aa e Bb descrevendo os circulos ammyy e bmmgd, um dos
seus pontos de intersecgho m serd o ponto medio da distancia a b
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Com effeito, dos pontos b e B baixando as perpendiculares b p
e = sobre o diametro uh fw = gpj s do circulo (w), e conside-
rando o triangulo rectangulo wwt, teremos, em primeiro logar,

_i .....!
wi=Yul —uw

liz b!ﬂ EJ!“!‘ ;b‘l.

mas ¢

ora fazendo ab=r, serd

3
up=5-.re pb:%.wa

-

d’onde
wl=3
e portanto
wi=r, /2=us=3s,

logo wt ¢ igual ao lado do quadrado uszs' inscripto no circnlo
uasbzs' de raio r, e o ponto de intersecgdo s dos arcos sayf
e s38g serh o meio do arco ab, ou um dos extremos do dia-
metro sws' perpendicular ao diametro u s.

Em segundo logar, se representarmos por x e y 0s segmentos

1 . :
we=—- «P e =, os triangulos rectangulos uzf e z =3 dao
V=2.r—(r+a)i=r2_2 rz—a*

P=r—(r—2)=2.r.2—2*
d'onde

|
f =2- =— b._—""_'u -
af x a r

Logo o0s pontos a ¢ & siio centros dos circulos ammgy e bmmg§,
que, passando por a e b, se cortam no ponto medio pedido m.
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QUARTA SOLUCAO

Facamos centro em a e com o raio ab descrevamos o circulo
by agw (fig. 4), no qual determinaremos o hexagono inscripto
bwgvaguw. Sendo vwy um dos lados d'este hexagono parallelo
ao diametro ajab, faremos centro em a; e b, e com os raios
iguaes ajwy e bv descreveremos os arcos de circulo &y wow 'y
e tytgvulyly, que se cortario em ¢ e ¢y, sendo (como vimos
na solugdo anterior) aty igual ao lado do quadrado bsy aq 'y ins-
cripto no circulo (a) ou de raio ab=r. Assim fazendo centro
em @y e com um raio igual a aty descreveremos o arco lg5;8'1t's,
que, sobre o circulo anterior (a), determinara dois dos vertices
sy e 8’y do referido quadrado ou os extremos do diametro s; as'y,
perpendicular ao diametro ajab; e corlard o arco lyla® ut'yt'y
nos pontos f3 e '3, taes que, se fizermos centro n'estes pontos
e com 0s raios faay e f'say descrevermos arcos de circulo, estes
cortar-se-ho no ponto medio pedido m: porquanto, representando
por my o ponto de intersecgdo do diametro aq b com a recta tgl's,
teremos

g —8 — —
myt =ayly —aymy =blyg —bmy
ou, lazendo aym;=xy e myla =y,

Py y’l=2.r’—x‘1=3.r‘~[2-"'31)'
onae

3
Xy =— T = 4y My =My m.
A= { My ="M
Logo, etc.
Observagdes. — Nas figg. 1 e 2 os lados am; e bm; do tri-
angulo isosceles @ m; b sio iguaes a r. /2 ou ao lado do quadradoe

inseripto no circulo (w) de raio r=ab; e a altura mm; d'este
; P r
triangulo seré igual a -E-V’T.

Na fig. 3 os arcos bdw e ayw deseriplos de a e b como
centros e raio r=ab serdo divididos em duas partes iguaes pelos
pontos § e y, em que sdo corlados pelos arcos s33g e sayf,
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sendo por isso equilatero o triangulo y5 3 a recta a % prolongada

corta o circulo u sz nos pontos 2’ e 3/, laes que serb o . =—a'B’;

3

finalmente a perpendicular § = & igual a :’ /7, e portanto igual

a metade da altura mm; do triangulo am; b das figg. 1 e 2.

Muitas outras propriedades e mais algumas solucdes do pro-
blema proposto se derivam das figuras relativas a estas quatro
solugdes, mas de que ndo nos occuparemos agora.

I

Sendo dados dois pontos a e b, dividir em qualquer numero de
parles iguaes a distancia que os separa, empregando o compasso
ordinario.

SOLUCAO

Consideremos em primeiro logar o caso simples da divisio em
tres partes iguaes.

N'este caso determinaremos os pontos ay e by (fig. 5) em linha
recta com a e b (como fizemos na fig. 1, para determinar o ponto
medio m d'esta distancia); e pelo mesmo processo acharemos os
pontos as e by, tambem em linha recta com os primeiros, sendo
portanto asay =aya=ab=>bby = by by. Depois fazendo centro
ema e b e com os raios ab, aby, aby e ba, bay, bas descre-
veremos os arcos de circulo bw  ay, by wy 2qas, byws e awp by,
aywy 84 ba, as wy, cortando-se os dois ultimos arcos d'estas series
no ponto ws, que serh o vertice d'um triangulo isosceles awg b,
cujos lados aws e by serdo cortados respectivamente pelos outros
arcos nos pontos a, =y e §, 84, que os dividem em tres partes iguaes.

Tractemos agora de obter estes pontos.

Considerando primeiramente o lado bws, temos que o ponto
1, devendo distar tanto de ag como a; dista de ws, serd de-
terminade pela interseccdo do arco de circulo aywy 2y by com o
arco descripto de as com o raio as by ignal a wyay; e similhante-
mente o ponto 3, distando tanto de as como a dista de wy, ou
distando tanto de ay como a dista de 34, serd a interseccio do
arco aw 2 by com o arco descripto de ag com o raio a3 igual
a wga, ou com o arco deseripto de @y com o raio ay 3 igual a 2 a.
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Emgquanto aos pontos z e %y que dividlem aws em tres partes
iguaes, obtém-se por uma construcclio perfeitamente symetrica.
Assim o referido triangulo isosceles awy b dé

- — 2 o8 E|B|=-l—.ﬁb=i.r.

3 3

Logo, fazendo centro em 3 e B¢, € com os raios Bb e By b
descrevendo arcos de circulo bn e bny, e com o centro em a e
08 raios iguaes a =3 e ay@ descrevendo arcos de circulo, estes
cortarlio respectivamente os dois primeiros nos pontos n e ny,
taes que ndo so6 estdo em linha recta com a e b, mas dividem
em tres partes iguaes a distancia entre estes pontos.

Se tomarmos para centros os ponlos =z, aj € b, leremos uma
construcgdo symetrica da anlerior.

Ainda podemos determinar n e ny pela intersecgio dos arcos
bn e bny, com os arcos an e any descriptos de « e a; como
centros e com 0s raios e @ e ay a; elc.

Agora, como vamos ver, ser-nos-ha facil deduzir o processo
para dividir em n partes iguaes a distancia dada a b.

Determinemos, nas direcgdes ba e ab, (n—1) pontos ay, as, ag,
wns One9y Gu—1 .8 by, b, bg, ... by—s, bs—1, sendo entdo
iguaes o8 segmentos Gy Gy—32, Gg—20n—3y « + « g @y, dq @, a b,
bby, bybg, ... by—gby_s, by_aby_y; e fazendo centro em a e b
com os raios ab, aby, aby, ...aby_s, aby_yeba, bay, bas,
vo.bag_s, ba,_q, descrevendo as duas series de arcos de cir-
culo bw e ay, by wyaq as, bywaasag, ... b _swy_ga,_aa,_1,
by—1wa— 1 € awBby, ajwy31by, agwePaeby, . . . ay a0y 9%y —sby_1,
Gy—yWy—1, 0 ponto de intersecgdo w,_q dos ultimos arcos
Oy —q Wy —1 € by_gwy—y de cada uma d'estas series seri o ver-
tice d'um triangulo isosceles aw,— 1b, cujos lados aw,—q e bw,—q
serdo cortados respectivamente pelos outros arcos nos pontos
@, a1, @3, . . 2a—3, a—2 € B, By, Py . .. Ba—3, B2, que 08
dividem em n parles iguaes.

Determinemos primeiramente os pontos de divisdo do lado
bwy—1; para o que fazemos centro em @,—q, € com o8 raios
Gn—18) Gn—151, Gu—1B2¢ -+ Gne1Ba—3, Gn—q1Ba—2, iguaes
respeclivamente a wy_— 1@, Ws—1af, Ws—103, . +. Wn—q dn—3)
Wy —1Ga—2, descreveremos arcos de circulo, que cortario os arcos
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da segunda serie awBby, aywy 21 by, ... awy—yq, nos pontos
pedidos B, 81, ... Bu—s.

Para delerminarmos os potitos =, a1, ... a,—3, seguiremos
um caminho perfeilamente symelrico.

Em virtude das construccdes indicadas, o triangulo isosceles
considerado dar-nos-ha

1 == —2 —3
=" ,ﬂb=ﬂ" oy uls[‘:" o ¢]':3E=n

P

.f',--.
n

2
a3 Ph—g=—"r, 9By =—.r.
1] n

Logo, fazendo centro em 3, 31, Bg, .. Fa—3, Ba—s, € com
os raios B b, 810, Bab, ... 3%,—3b, By_eb, descrevendo arcos’
de circulo bn, bny, ... bny,_s, e com o centro em a e 08 raios
iguaes a « 3, @B, ... an—2 B,—3, descrevendo arcos de circulo,
estes cortardo os primeiros respectivamente nos pontos n, ny, ng,
v oo Ny —9, taes que ndio sé estarlo em linha recta com a e b,
mas dividirdo em n partes iguaes a distancia entre estes pontos,

Observagiao.—Das outras tres solugdes, que nos ddo a divisdo
da recta ab em duas partes iguaes, tambem se derivam solugdes
para a divisdo d’esta recta em n partes iguaes, mas sio 'menos
simples do que a que acabamos de indicar; entretanto podemos
deduzir dellas propriedades interessantes, de que n’outra occasido
Nos oCCUparemos.

I

Sendo dada wma civcumferencia de cireulo, dividil-a em quatro,
cineo, oilo, dez, doze, elc. parles iguaes, empregando simplesmente
o compasso ordinario,

SOLUCAO

Seja bsyagsy (fig. 4) a circumferencia dada, tendo o centro
em a e descripta com o raio ab=r.

Para dividirmos esta circumferencia em qualtro parles iguaes,
ou para lhe inscrevermos o quadrado, inscrever-lhe-hemos primei-
ramente o hexagono regular bwyvajuw, e fazendo centro nos
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vertices ay e b, ou exitremos do diametro ayab, com os raios
ay wo=ajw e bv=>bu descreveremos os arcos de circulo tywgw'y
e tyvut'y, que cortando-se em e 'y dardo, como j& vimos, o
segmento aty=al'y, que representa a grandeza do lado do qua-
drado pedido.

Sendo o diametro aj b uma das diagonaes d'este quadrado, @
outra serd o diametro s;s'y, determinado pelos pontos de inter-
secclio sy e §'y da circumferencia dada (a) com o arco de circulo
t3 518’y t's, deseripto de ay com um raio igual ao referido segmento.
aty: d'onde resulta que estes pontos de intersecgio dividem os
arcos wyv e wu de 60° em duas partes iguaes, e que por con-

—
seguinte o arco vsy serd 1/y da circumferencia (a); e a corda vs,
o lado do dodecagono regular inscriplo n'esta circumferencia.

Fazendo centro em ay e s; ¢ com os raios aja e s; a descre-
vendo os arcos de circulo avity e avyty, o seu ponto de inter-
secglo ty estard evidentemente sobre a circumferencia ¢y ¢y 'y de
raio. a ty e centro a, por conscquetlcia. se fizermos centro em 4
e com o raio igual a lgay=1tys; descrcvermos o arco ag sy, este
cortando a cireumferencia dada (a) nos pontos medios ag e sy dos
arcos ay as sy e sysab, o arco syss serd Vg d'esta circumferencia,
e a corda sq sy o lado do oclogano regular inscripto.

Os pontos de intersecgio v e vy dos arcos avily e avyly com
o arco ays dividem-n'o evidentemente em tres parles iguaes

o S e ol F o

agvy, vy € vsy, que representam arcos de !/ja da circumferen-
cia (a); e o ponto as sendo o ponto medio do arco vy v, o arco
agv serd /gy d'esta circumferencia; e a corda agv o lado do poly-
gono regular de vinte ¢ quatro lados inseriplo.

Se fizermos centro em wy ¢ w e com o8 Taios iguaes ao segmento
aty, ou lado do quadrado bs a; 'y, descrevermos arcos de cir-
culo, .0s seus pontos de intersecgio i e ¢y dividirdo o raio aj a
em media e exirema rasio. ‘

Com effeito, o triangulo rectangulo wqm iy, cujo verlice m &,
como sabemos, o meio de ab ou de wyw, da

-1 =4 9 b ¢
miy = Wyly ——wum=—i—-r

donde /s

mig=ipm=——— ;

2 k]
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e tomando o ponto a para origem, e atlendendo aos signaes,

Yem

ma+taig= %

ma+ai'u=uig——

aig=" —(V5—1)

ay s (/81 1),

(83

Assim o segmento positive aiy serd igual a grandeza do lado

do decagono regular convexo inscripto na circumferencia (a) de
\ raio r; e o segmento negativo ai'y serd o lado do decagono regular
estrellado.

Os segmentos sy iy e §'y 1y serdo respectivamente as grandezas dos
lados do pentagono regular convexo inscripto e o do pentagono
reqular estrellado: porquanto o triangulo i sy g sendo rectangulo,
por ter o vertice $; sobre a circumferencia descripta de m com
0 raio msy—mig=iym, se fizermos aiy—=d, fga=d" e syiy=p,
sii'p=p', deduz-se immediatamente da figura

d +d =rys
d —d =r
d.d =r

e logo

pz_;_ VI0—2./5 e p'= %v’ 10+2. /5.
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Sendo s;§'; o diametro que passa por dois vertices oppostos s
e 't do.decagono convexo mscripto (fig. 8), ¢ claro que os arcos .
prds e p;d; correspondentes aos dois lados d'este polygono
par.zl]-.]m ao reflerido diametro, ficarao divididos ao meio pelos
vertices b e a; do quadrado inscripto ays;bs';, e por conseguinte
o arco prh sera '/3 da circumferencia (a), e a corda pyb o lado
do icosagono reqular inscriplo.

Em vista do estudo que acabamos de fazer, ficard, pois, tam-
bem determinado o lade do pentedecagono inscriplo,

Como vamos ver, o processo que seguimos para dividir em
duas partes iguaes o arco de 60° e o de 90°, & um caso particular
do-processo para dividir tambem qualquer arco de circulo em
duas partes iguaes; d'onde resulta que, tomando por base os
polygonos de ires, quatro, cinco e quinze lados, poderemos dividir
a circumferencia em parles iguaes, representadas pelos numeros
3.20 5.2% 5,20 e 15,90,

Seja, pois, ab (fig. 3) um arco qualquer, cujo ponto medio s
tractamos de determinar, sendo w o centro d'esle arco.

Fagamos centro nos extremos a e b do arco, e com o raio
aw=>"w descrevamos os arcos wu ¢ w3. Depois fazendo centro
em w e raio ab, lracemos um arco (ue corte esles arcos em
dois pontos que designaremos por u e z, taes que as cordas uw
e Wz sejam l'qulpulii_nle% a4 corda ab. Tomando estes pontos
para centros, e com o0s raios za ¢ zb descreveremos os arcos at
e bt, que se cortam em ¢, determinando o segmento {w. Tomando-o
para raio e com 0s mesmos centros descreveremos os arcos [s
e g3, que se cortario no ponto medio s do arco dado ab.

Com effeito, o trapezio uab s sendo isosceles, da

az =au + 2.ab.us=-=aw’+2.wz‘

e o triangulo ¢z w sendo rectangulo, teremos

—3 —4 —3
Iz =tw+ws
e por ser [3=a3
ey Ty Ty
tw=aw +ws
ou

—gq —g -—j
8 =aw +tws,
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Por serem iguaes os triangulos rectangulos szw e swu, vem

;;'E;U!+E;‘!
logo
ws=aw=>=bw,

0 que prova estar o ponto s sobre a circumferencia asbhs'.
Agora pela comparacio dos angulos dos triangulos considerados
¢ facil de concluir que este ponto tambem divide o arco ab
d'esta circumferencia em duas partes iguaes.

Passemos agora a tractar succintamente do processo para
circumscrever pentagonos, hexagonos, oclogonos e decagonos requ-
lares no circulo (a).

Consideremos (fig. 6) o quadrado inscripto assys'sa's, tendo
para vertices os pontos medios ag, s3, 's e a's dos arcos aysy,
s1b, bs'y e 5'yay; e representemos por i e i os pontos de inter-
sec¢do do lado agsy d'este quadrado com os lados s; a; e ;b
do quadrado inseripto aysybsy.

E facil de ver que o ponto i serd dado pela intersecgdo dos
arcos de circulo aiviy e aify descriptos de a; e s3 com os raios
aja e sza; e similhantemente o ponto 4y sera dado pela inter-
secgiio dos arcos aiywyfy e aiyly, descriptos de b e ag com os
raios ba e aga.

O segmento iiy serd, como sabemos, o lado do octogono regu-
lar iiydy ... 7, que se determina pela intersecgiio dos lados dos
dois quadrﬂdns que considerdmos inscriptos.

Representemos agora por 11; Iy . .. I; o octogono circumscri-
pto, cujos lados Iy, Ijls, . . . I;1 tenham para pontos de contacto
os vertices do octogono inscripto s;s3bs'ss'y a'y ay ag, ou sejam
parallelos aos lados “do octogono idyig ... iy.

Assim pela consideragio dos triangulos em que se acha divi-
dido o trapezio isosceles ag tg Oy s;. se reconhece immediatamente
ser 1 I ignal a iag ou a s;41; e i equipollente a t4 1.

Logo, os vertices do oclogono cireumseripto serdo determinados
por arcos de circulo, tendo o centro nos vertices do octogono inseripto,
e descriptos com um raio igual ao segmento conhecido i ag ou sq iy.

Os pontos ¢ e ¢y, que nos deram a grandeza a¢; ou at'y do
lado do quadrado nscripto, sdo vertices do quadrado circums-
cripto Ay t; By 'y, que se obtem pelo prolongamento dos lados
L1, il Izl e Izlg do octogono circumseripto Iy .., Iy;
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de modo que fazendo centro nos vertices Ay, to, ty, 89, By, 8o, U1 €
dos dois quadrados circumseriptos ao circulo dado (a) ou vertices
do octogono inseripto no cireulo Ay ty Byt'y, e com o0s raios iguaes
aAja, tya, tya, ...t a descrevermos circulos, estes cortar-se-hio
nos vertices do oclogono circumseripto 11, . . . I5.

Os arcos tyToulyt'y e g 1ywyw gty descriptos de b e a; com
0s raios bv e ajwy que se cortam em ¢y e [y, passam pelos ver-
tices I, Iy e Iy, I e os arcos descriptos de s; e s’y com os mesmos
raios passardo por Ig, I e Iy, I

Por conseguinte, inscrevendo e circumscrevendo dois quadra-
dos, sendo as diagonaes de um parallelas aos lados do outro,
os vertices do oclogono circumscripto serdo dados pelas intersecgies
dos arcos de circulo descriptos dos vertices do quadrado inseripto,
sendo o seu raio igual ao lado do triangulo equilatero inscripto,
com os arcos descriptos dos vertices do quadrado circumseripto, com
o raio igual ds suas diagonaes ou ao lado do quadrado inscripto.

Designemos por PPy . .. Py 0 pentagono circumscripto pedido
(fig. 8). e por sy, p1, pa, ps e ps 0s pontos de contacto dos seus
lados PPy, Py Py, ... P;P com a circumferencia dada.

Consideremos agora o lado P s; Py do pentagono circumseripto,
e sejam = e =y 0s pontos de intersecgdo dos dois lados sy pg e s ps
do pentagono estrellado sy ps pgp1ps com o terceiro lado P1Pi-
Os triangulos =y pys; e =1 pap; sendo isosceles, os circulos des-
criptos de ps e py com os raios pys; e pgs; cortar-se-hio em =
e p3, e sendo P sy equipollente a =y py, segue-se que os vertices
do pentagono circumscripto serdo determinados pela interseceao de
arcos de circulo descriptos dos vertices do pentagono inscripto como
centros e com o raio wgual ao segmento conhecido = p1-

Representando por =3 a interseccio dos lados pyps e papg
do pentagono estrellado, e por =3 e =g as inlersecgdes d’estes
lados respectivamente com os lados s pg e s;pg, ¢ facil de yver
que os lados do pentagono estrellado = =3 =y =y %3 sdo iguaes aos
semi-lados do pentagono circumseripto PPy ... Py, e que sio
regulares os cinco pentagonos convexos P pymy =81, Py sy % %3 py,
Papi=imgpa Papanamips e Pypymympy.

Representando por '3 e &'y as intersecgdes da r'cta py py com
as rectas sydg e sydy que passam pelos meios dos arcos pypa € pypy,
teren;us Pimy=m1dg0up1dg=4api=PP

Sejam (lig. 8) sy, dy, p1, da, ps, §1, p3, dg, py e dg os pontos
de contacto dos lados D Dy, Dy Dy, ... DgD do decagono cir-
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cumscripto @ circumferencia (a) ; Ag a intersecclo das cordas s;p;
e dydy; e A's a intersecclio das cordas sy ps e dydj.

Teremos, pois, que o semi-lado pj Dy do decagono circums-
eripto serd evidentemente igual a a A's, por ser isosceles o fri-
angulo a =3 A's. Pelo ponto p'y, em que o circulo py p'y 72 74 Py
descripto de sy com o raio sy py encontra a corda s; ds, condu~
zamos as'rectas p'y A P’y e p'y A's &'y, passando por g e A's, que
com as rectas sy a e s dy P’y determinardo o losango s, P’y p'y %'y,
que, como ¢é facil de ver, serd igual ao losango s, Py p =y.

Ora o trapezio s Py A3y sendo evidenlemente isosceles,
segue-se que serd a sua diagonal s; Ag igual 4 diagonal =Py do
primeiro losango, e portanto os pontos Ag e A'y serdo determi-
nados pela intersecglio de arcos de circulo descriptos de s; e dy
com o raio conhecido = Py.

Logo, os vertices do decagono cireumscripto serdo inlersecoes
de arcos de circulo descriptos dos vertices do decagono inscripto
como centros e com wm raio igual ao segmento dado a A's.

O segmento =1 Py representa o lado do penlagono nscripto
no circulo Py P’y 5y = P descripto de sy com o raio s; P igual ao
semi-lado do pentagono eircumseripto ao circulo dado (a).

Inscrevamos na circumferencia (a) os dois triangulos equila-
teros vhu e woa;w (fig. 7) e sejam &) e o5 as inlersecgdes dos
lados vb e vu do primeiro triangulo com o lado wya; do segundo.

Entio se suppozermos o problema resolvido, tendo o hexagono
pedido para pontos de contacto dos seus lados Hz H, H H,, H; Hs,
... HyHy os vertices a;, v, wy, b, w e u dos releridos triangulos,
e se considerarmos os lados HIH, e a; wy, reconhece-se imme-
diatamente que sdo equilateros os triangulos a,Ilgg, o5 Hv, vegay,
syvHy, Hygywy, em que se acha dividido o trapezio isosceles
HaywyHj, d'onde resulta ser HH equipollente a a;5 ou a 651wy ;
e os pontos ¢ e ¢y dividirdo ajwy em tres partes iguaes a ag,
G 61 € gy .

Logo, se (pelo processo ja indicado) tomarmos um segmento

igual a 3 do lado do triangulo equilatero inscripto, e com este

segmenlo como raio fizermos centro nos vertices do hexagono inseriplto,
e descrevermos circulos, os seus ponltos de interseccao H, Hy, . . . Hy,
situados féra da circumferencia dada, serao os vertices do hexagono
Gircumiscripto.
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GENERALISATION DE LA FONCTION X. DE LEGENDRE

PAR
M. Birger IlaNsTED
Nous allons étudier les fonctions Py, et {),, qui sont intégrales
particuliéres de I'équation
z—a)z—bly'+2z—(a tb]y—nh+1)y=0.

La fonction X, de Legendre est connue comme une intégrale
particuliére de I'équation différentielle

(Z—1)y'+2zy' —a(n +1)y=0 (1).

MM. Legendre, Serret et Laurent se sont particuliérement
servis de cette équation pour étudier les propriéiés de la fonction.

Ordinairement elle est définie comme le coeflicient de * dans
le développement de I'expression

1
(I—-2zt+6)" 2
ordonnée suivant les puissances ascendantes et entiéres de . Pour

trouver ce développement je me servirai de la serie de Lagrange
pour transformer la fonction

en serie, savoir:

t z*—1 e d. /a2—1\2
"_”T'"ﬂ_ﬂ_.iaé( 3 ) i

LA N7 T A T W B % W I )
+1.2.3E£( 2 )+1.2.3.4dx=( 2 )+
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en ne considérant que la racine de = qui pour (=0, donne z =,
¢'est=i-dire

A—Vi—2zi e
- t :

z

En différentiant (2) par rapport 4 z, on obtient

dz a3 | t-d. fat—1
ﬁ=(l—2a’:f+£‘) 2=1+—i—d—x( --12---)"'

@ @ 21\ B8 B, /)3
+ﬁﬁ('2 )+1.2.3 B’E("e")"’"

qui donne

(3)

1 1 v,

St Al .
=mimam® N

dsz
dx

Maintenant il faut supposer que la fonction P, analogue i la
fonction X, de Legendre, dont la fonction génératrice est

et — est appelée la fonction génératrice de X,.

j—;w:,[uumb— —biat2ethIE @

en déterminant z par la racine de I'équation

t(z—a)(z—b)
==m+—-——b—a

pour laquelle t =0 donne z =2, soil une inlégrale particuliére
de I'équation différentielle

(@—a)(y—=b)y"+2a—(a+b)]y—n(n+1)y=0 (5).
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On démontre directement que cette supposition est vrai par
I'introduction dans I'équation (5) de

y=Py
qui la rend identique en bornant n a des valeurs positives et
entidres.
Maintenant je pose
i MZ,dsz
| Qg e
oil
1 L
- L] — h\n A
Ly= [ﬂ] h— \g d,,, .(z 'a:] (z b}]
L'intégration par partie n fois répétée de I
v Z.d s

changerait I'expression de Q, en

(z—brdx
cfa S
Car on a
b Z.dz Z,—1) \#=b " Z(~1d 3
_f; —2 (.z-—a:_);:n_ J,, (s—ax)?

nt;r:fudz =% \#=b Efb 7 ~%d =
J,, R"_ ] “(';’*—3’}’)==n a (3—a)

i

(6)

J"*an"*'!dz (Z..f—"l)==b b Z(—nd 3
o —n ettt

a (3—a) &
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d'oir il suit que

b Zad Zf=Y 70— 7.~ .
f zz( =i 5 +[2], - it 0
u{z—xj Z—x) (_3—.‘.!')1‘ 1\2__3.‘;}].
b Z—nd 3

Z,‘f—"l s=b ] A
— ) [n+1jf~———) (AP e
\&— a

LT - a (3= +1

La quantité sous parentheses doubles étant égal a 0, Q, de-
vient d'aprés la substitution dans (7) de

().

Zol=" = (s — a)* (s — b

1 Yz —a)" (z—b)*d s

i) Goapr

(8).

Le second membre de (8) élant intégrale particuliere de (5)
je sais maintenant intégrer (5) (:umIIILILanl ayant l'intégrale

y=CyP,+ Cs0Q, (9).
D’ailleurs (8) donne
1 1 dz—a)d(s—b)"d =
Q= [ﬂ] bh— a""+‘ da:" J I—x (10).
De () on tire
ds - —— , ;!
rraCal GUDIGDRSERSICRR0) pe s 9
=Po+Pit+Pe2+.,.+P,"+...
En différentiant (11) ou obtient
Vb—a[2a—(b—a)t—(a+b)]
(®+1) (b—a)- btz+2 (a+b) T3 (12).

'—‘-P1+2ng+3[’3£i+“'-]-Hlintu—]_l__ 5
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En multipliant maintenant les deux membres de (12) par
(+1)(b—a)—4tz+2(at+b)t
on aura aprés quelques reductions faciles I'équation suivante:
[2z—t(b—a)—(a+1D)]
[Po+Pyt4+Pgit+.. P "+...]=

) (13).
=[@+1)(b—a)—&12+2(a+D)(]

[P1+2Pg+3l’3+.. L l‘tpn+. . .]

En igualant les coeflicients des mémes puissances de f, on aura

Po=1
p, 22— (a+Y)

b—a

3 Rax—(at+b)\2 |
=g T s
P 5 2:::-—(a+b}) 3 2x—(a+b)
3=E( =0 . " b—a

oit généralement la rélation

(n+1)Pp 1 (b—a)=(2n+1) Py [22—(a+b)]—nPy—1 (b—a) (15)

laquelle pour b=1, a=—1 se reduit  la rélation
m+1)Xpp1=2n+1)zXs—nX,

formule bien connue rélativement a la fonction X, de Legendre.
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L’analogie entre les fonctions P, et X, se voit donc en tout lieu.
Formant les équations

(2n+H1)Pa[22—(a-+b)] = (n+1)Py 4.1 (b—a)+nP,_q (b—a)

(2n+1) Zy[22—(a+8)] = (n+1) Zy 4.1 (b—a)+n Zy 1 (b—a) (16)

et en les multipliant la premiére par Z, et la second par P , il
resulte de leur soustraction

2(@nH)PuZy (s—2) =(nH1) (b—0) (PaZy4 1—Pa 1 Z) + -
! 1 (b-a) (PyZy 1Py 1Z0) | ;

En remplagant successivement dans I'équation (17) n par 0,
1,2,3,etc., et en additionant le systéme des équations resultantes:
2 .PuZﬂ [:5-—.1‘] = (b—d) c‘_PﬂZ,-- P|74})
2.3. PIZ’ {z——.’l‘} = l:fl——ﬂ-) [ﬂ (I-',Zg— Pi?q) + (P~| Zu—Pﬁzi:]]
2.5. PQZQ [:z—:r,) = [b—ﬂ} [3 (l_'i?:gupgzg} 42 (P!;Zl_' P' Zg:-j

(18)
2(2n+1) PoZ, (5—a) = (b—a)
[(n+1) (PaZn 4 1—Pay1Z,) + 1 (PaZy - 1—Pp— 1ha)] |
j aurai
¢ (@ 5)=PoZo+ 3P Zy+5VyZg+. . .+ (2n+1) P, Z, =
ot ba 19).

) z_:cil:?u-l—i[)n_pﬂ—}—izllj
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Mais les équations

b
fpmpﬂd$=0, m?.}‘n

20
‘bp 24 wh—a (}
Ju[ J x'_ﬂn-i-f
donnent .
J“*ann‘::__‘l____'_l’n+1J""5‘!nd’_s @1)
a 3—X (n+1) Py P, Jas—2z
ou
‘-} ll—L1 LY _)
(=8) Qupr =g, +—ppolbmt GQuaiiar o(F9)
d’oi on lire
2 b
S5 s =Qup1Pa—Pap1Qn~ (23).

Substituions, dans (21) successivement par n. les valeurs 0,
1, 2, 3, elc., et nous aurons le syﬁli':me suivante

I—n0a \
b—a)Qp=12"
(b—a)Qo=1—,

b—a)Qy=——4—Qy(b—a)=2P —
=)0y I,”‘i‘p”Qu, a_, ¢ 'b+p1 pﬂ)

( 1
(b (IO-J;- + U,\h )= 21*( E__!)+2P2PI+[.).1P_)

) (24)
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d’ou il resulte

2P,
Q"-__b—a a
8.3 i - (26)
T—a 1 )’
(f‘/;r—5+;-]-i Pl t (n—1) P.._ﬂ".._i-i-- : .+P1 Py,
et
2Q,
Lot
(26)

—b i 1 1
('QEJF;:Q,; Y = Vg R Qa)

formules analogues.
De méme la formule

(n+1)(b—a) Zyy1=(2n+1) 22— (a+b)]Z,—n(b—a)Zy—y
conduit & I'équation

2@nt 1)) 220 (0t 1) bt Qupy
+(2n+1)(a+b)( (b—a)Qu+n(b—a?Q,—,

27).

Maintenant on a

i dz
fz" zfz,drl-x Zs

szl d 5= 0
donc nous aurons

L
[ a0,
a

mais

I—x
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et (17) se transforme en

2n+1)x(d—a)Qu=(n+1)(b—a)?Quitq+
(28)
+(@n+1)(a+b)(a—8) Qs+ (b—a)* Qury

ou, las reductions faites,
(n+1) (b—a) Quy1=(2n+1) [22— (a4 )] Qs—n (b—a) Qu—1
laquelle est parfaitement analogue & la formule (15).

Copenhague, le 30 novembre 1881.
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BIBLIOGRAPHIA

Mélanges de Calcul intégral, par Joaquim Gomes da Silva.
Leipzig, 1882,

Com o titulo precedente vem de ser*publicada em Leipzig
uma colleccio de memorias sobre Calculo integral do illustre
mathematico brazileiro Joaquim Gomes da Silva. O livro é pre-
cedido de um prefacio do editor, o sr. C. Henry, d'onde extra-
himos as seguintes informacdes a respeito do auctor, que em
Portugal €, julzamos noés, pouco ou nada conhecido:

Nascido no Brazil, a 15 de fevereiro de 1829, na provincia
do Maranhdo, onde seu pae, o major Ignacio José de Sousa possuia
propriedades, manifeston desde a mais tenra infancia um gosto
decidido para os estudos psychologicos e physicos. Sua familia
destinava-o para a carreira das armas, e porisso alistou-se, sem
a menor vocagdo, como cadete depois de ter frequentndo durante
um anno a Escola Militar. Nao podendo supportar as fadigas d’esta
vida, obteve de seu pae a permissdo de se consagrar & medicina.

Matriculou-se pois em 18%4 na Escola do Rio de Janeiro,
onde ao mesmo tempo que fazia o seu curso de medicina, estu-
dava com ardor as mathematicas, acabando por obter honrosos
diplomas de medico e engenheiro.

Em 1857 foi nomeado professor da Faculdade de Mathema-
tica do Rio de Janeiro, e n'esse mesmo anno foi eleito deputado
as cortes d'aquelle imperio.

Apresentou 4 Academia das Sciencias de Paris algumas me-
morias, a respeito das quaes a commissio nomeada para as
analysar nlio chegou a dar parecer.

Em 1863 veio & Europa, e a 1 de junho d'este anno morreu
em Londres.

Duas tergas partes da presente obra estavam ji publicadas na
imprensa”do sr. Brockaus, de Leipzig, na occasido da sua morte,
O resto estava ainda em provas. A ultima memoria da collecgio
foi publicada segundo um manuscripto existente nos Archivos
da Academia das Sciencias de Paris.
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J. Gomes da Silva dedicava-se tambem & litteratura, e escreveu
eom o titulo de Anthologie universelle uma collecgdo das melhores
poesias lyricas das diversas nagdes. Quando morreu trabalhava
tambem n'um livro sobre sciencias sociaes e philosophicas.

A primeira memoria da collecgdo intitula-se — Mémoire sur
les méthodes générales d'intégration, e n'ella occupa-se o auctor
da determinacdo da funclo ¢ (x) que satislaz & equaglo

B
[ @9 +a)do=Fa)

que contém como caso particular as equagdes de que se occuparam
Abel e o sr. Liouville.

Obtem a solugio da questiio por dois methodos, no primeiro
fazendo uso das series, no segundo fazendo uso dos integraes
definidos. Pelo que respeita i generalidade no primeiro methodo,
ha o inconveniente de fazer o auctor uso das series sem tractar
de ver se ellas sdo ou ndo convergentes. Este inconveniente é
reconhecido por elle no principio, porém mais tarde (pag. 3%)
diz que & legitimo o emprego das series divergentes, pois que
se podem considerar como um symbolo que representa a funcglo
generatriz da serie, esquecendo a circumstancia de uma mesma
serie poder provir do desenvolvimento de mais do que uma funccdo,
Sabe-se, com elfeito que, por exemplo, a somma da serie de
Maclaurin nem sempre ¢ igual 4 funcgdo que produziu essa serie.
No segundo processo obtem a solugho expressa por meio de um
integral definido, em que entra uma constante que ¢é raiz de uma
equagio transcendente. Para a resolver emprega um integral
definido, que deduz por meio da serie de Lagrange, o que res-
tringe ainda o uso do processo aos casos em que esta serie é
convergente e em que os integraes definidos que entram na solugio
se podem obter.

Se porém os resultados a que Gomes da Silva chegou na sua
bella. memoria niio tem toda a generalidade, que elle parece
suppor, sdo todavia ainda de muita importancia, e revelam no
illustre analysta brazileiro uma intelligencia elevada.

Transformando o problema proposto n'outros, isto é, no problema
da sommagao das series e no da integragiio definida péde-se resolver
0 primeiro em todos os casos em que se souber resolver os outros,
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A memoria termina por uma apreciagho da importancia do
Calculo integral tao eloquente, que nlo resistimos ao desejo de
a transcrever aqui:

«§'il y a quelque chose vraiment séduisant est 'étude de cette
branche de I'Analyse (Calculo integral). Voulez-vous connaitre
la théorie de la distribuition de la chaleur a la surface des corps
conducteurs? Vous vous arrétez devant les obstacles que vous
présente le Caleul intégral. Voulez-vous connaitre le mouvement
de la chaleur dans l'intérieur des corps solides d'yne figure quel-
conque ? Voila encore le Caleul intégral qui vous oblige & vous
arréter presque au commencement de la carriére. Voulez-vous
connaitre la propagation du mouvement a Uintérieur des corps?
Iétat vibratoire de leurs molécules? la théorie des marées? la
figure des planétes qui s'éloignent sensiblement de la forme
espherique ? la loi de la variation de leurs densités, etc. ete.?
Yous rencontrez le Calcul intégral devant vous; immense, im-
russihle, insurmontable, résistant aux efforls combinés de tous
es géométres distinguées de I'Europe, dont pas un seul n'a pas
pu s’empecher de lutter, au moins pour quelque temps, corps &
corps avec lui! Quand on voit toutes ces théories dependant de
ce Caleul et ce Caleul lui-méme réduit & un seul-probléme, il y
a quelque chose que vous pousse, qui vous entralne presque
malgré vous méme. On le regarde, on le mesure, on le croit
invencible ; mais on va en avant, poussé par cette curiosité
inquiéte qui nous porte dans les sciences i briser nédtre organi-
sation devant les obstacles que nous savons ne pouvoir vaincre l»

A maior parte das outras memorias que vem nas Meélanges de
Caleul intégral referem-se ainda & questdo de que tracta a pri-
meira memoria de que vimos de fallar, cujos principios na ultima
applica & theoria do som.

Traz ainda uma memoria interessante — Sur I'analogie enire
les équations différenticlles linéaires et les équations algébriques
ordinaires, onde desenvolve as ideias expostas por Libri a este
respeito no Jornal de Crelle e no Jornal de Liouville.

G. T.

R L L A o]
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ALGUMAS PROPRIEDADES DAS CONICAS

FOR

F. na PonTE HoRTA

Publichmos ha tempos no Jornal de Sciencias Mathematicas,
Physicas ¢ Naturaes da Academia Real das Sciencias de Lisboa
um rapido estudo sob a epigraphe — Algumas propriedades das
conicas deduzidas de sua geragao paralielogrammica, de cujos
fundamentos vamos dar uma ideia geral, nos limites que a simples
intelligencia da presente nota nos prescrevem.

Foi-nos sugerido aquelle trabalho pelo seguinte theorema de
geometria superior :

«Se os trez lados de um triangulo girarem respectivamente
sobre pontos tomados nos mesmos lados nio em linha recta, e
dois de seus vertices percorrerem duas rectas dadas, o terceiro
vertice descrevera uma conica».

Tendo em mente este theorema, imaginamos um triangulo
movel de que dois lados girassem sobre dois vertices oppostos
de um parallelogrammo, e o terceiro sobre um ponto no infinito
da diagonal que unisse os oulros dois vertices, reconhecendo que
se dois vertices d’este triangulo percorressem dois lados con-
correntes do parallelogrammo, o terceiro descreveria a ellipse ;
e quando os lados percorridos por aquelles vertices fossem paral-
lelos, o terceiro vertice descreveria a hyperbole. Observando
igualmente que o terceiro lado do triangulo movel poderia girar
sobre o ponto no infinito de qualquer recta tirada por um dos
vertices da diagonal ja relerida, o que nos permittiu comprehender
i parabula no mesmo systema de geracao.

Como porém n'este caso um dos lados do parallelogrammeo
gerador se acha todo no infinito, deverd um dos lados do tri-
angulo movel girar sobre um dos vertices do lado finito, outro
sobre o ponto no infinito do lado opposto, e finalmente o terceiro

5
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sobre o ponto no infinito de qualquer recta tirada pelo outro
vertice do lado finito.

Resumindo o que levamos dito, podera enunciar-se a alludida
geracio parallelogrammica restricta 4 ellipse e hyperbole do
seguinte modo :

«Determina-se o segundo ponto onde qualquer raio partindo
de um dos vertices do parallelogrammo gerador encontra a curva,
tirando pelo ponto onde o dicto raio corta um dos lados oppostos
ao dicto vertice uma recta parallela 4 diagonal tambem opposta ;
a qual prolongaremos até encontrar o lado ndo parallelo passante
pelo mesmo vertice no caso da ellipse, ou pilrallelu no caso da
hyperbole ; a recta que unir esta nova intersec¢lio com o vertice
opposto, cortari o raio dado no ponto pedido. Accrescentaremos
amda que os vertices d'onde podem emanar os raios, sio todos
quatro na ellipse ¢ sémente os mesmos dois oppostos na hyperbolex.

A nota que hoje publicamos, filiando-se na mesma ordem de
ideias da anterior, tem por objecto a deducio de algumas pro-
posigies relativas as diversas linhas que concorrem & determinagiio
de dois pontos da ellipse situados em dois raios dirigidos de dois
vertices seguidos do parallelogrammo gerador.

“A'figura 1, a que vamos referir-nos, apresenta o ponto M
pertencente ao raio S g determinado pela intersecgdo d'este raio
com a recta O'h, sendo o ponto h a interseccio de OS com a
recta gh parallela a O S’ Encontra-se na mesma figura o ponto M’
pertencentle ao raio S'g’ existenle na interseccio d'este raio com
a ‘recta O, sendo g'h' parallela a O'S.

Turonema 1.°—Se tirarmos os raios S'M e SM' (estampa
1), obter-se-hiio os pontos a e a', determinando uma recta que
concorreri com a recta ¢ p' no mesmo ponto de 00,

Com effeito, por serem O, S, M, §', M, O’ pontos da conica,
teremos

SMMOO0O=SMMOO0O=SMMOO.

Estes dois feixes cortados pelas rectas O'S' e O 8, dio lngar.

os duas divisdes homographicas

pha, 0, w'=p,a,0,u0;
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d’onde, por conterem dois pontos homologos coincidentes, se con-
clue que as rectas que unirem os oulros pontos respectivamente
homologos, concorrerdo todas no mesmo ponto. Taes sho as
rectas pp', aa' e 00, as quaes concorrem no ponto D".

Tueonema 2.°—A corda MM’ tambem concorre no ponto D',

Por quanto, se a recta ;' girar em torno de I)', os pontos p
e p' marcardo duas divisdes homographicas sobre as rectas SO,
S0, e logo os dois feixes S’ ... e S'g . .. sdo homographicos,
isto &, SM...=S M ... Mas ao raio SM do primeiro feixe
curreﬂponde o raio S M do segundo ; per quanto, suppundu (que
a recta gp' passa & posigio D'a’, a recta S¢' determinard o
ponto M', emquanto que §'p determinard o ponto M. Sendo pois
SMM ...=SMM..., e devendo as interseccdes de dois
quaesquer raios do primeiro feixe com os homologos do segundo,
tomados inversamente, delerminar reclas que concorram no mesmo
ponto, tal acontecerd &s differentes rectas M M', sendo 1)’ esse
ponto de concurso, porque se a recta : p' tomar a posicio D'S/,
serh 8' 0 novo g'; a recta ¢S produzird o ponto g no infinito da
recta 00'; o ponto h cahird no infinito da recta SO, e a recta
O'h cortara p'S no ponto 5", E visto que o outro ponto da conica
deve estar no raio §'g, agora §' D', segue-se que os dois ponlos
actuaes M e M’ estarlio ambos na recta D'S'.

E tambem facil reconhecer que a recta OO representa a
posicio da recta M M’ quando D'’ se confunde com D'0O'.

Tueorema 3.°—Se do ponto Y ende se intersectam a dia-
gonal 'S e a corda MM/, tirarmos a recta Y 2/, obter-se-ha
um ponto m tal que a raziio das distancias do ponto T aos dois
S e O seri a mesma que a das distancias do mesmo ponto T
aos dois m e p.

Com effeito ¢

TS _TO_T0
Tm, T¢ Tp'
d'onde
L5390 1
TO ™ Tp'
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Tueonema 4.°—Se pelo ponto Y/, interseccio da diagonal
OS' com a corda MM’ tambem tirarmos a recta Y'p, determi-
naremos o ponto m' em linha recta com m e D.

Com efleito é

4 i TO_ TS
i Y Py

repelindo-se a analoga razdo de segmentos da proposi¢do anterior,

TS _T'm’
T T

TueoneMa 5.°— A recta que une os pontos h e k' passa pela
interseccio D da corda com o lado S §'.
Por quanto ¢é

B8 Vol W8 <Te ' Ty’
Th TO" TN TO TO"

logo
TS T§
Th TK'

Tueonema 6.°— A reclamm’ é parallela a pg'.
Por quanto é

Tw T, TS-TO

e, i AT L G
d'onde
AR &, " i 3
pmrn,Fs;.(}b ﬁ.ﬁS-
mas tambem de ser
Tm ¥ TS

T'F_ '.I. U‘l
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se deduz

Te os

pm=

" 1

logo

' pm (v),

Tueonema 7.° — A interseccio () das rectas SY e gh esta
em linha recta com os pontos M e 8/, ¢ por conseguinte com a.
Por quanto ¢

ﬂ'Pmﬂ'Sr l""g_(.‘l’l:lF
0Og 00" 0g OS'

logo
or 0y
0g 00"
mas ¢ tambem
Og _ﬂ(}‘
0s 8y’

logo
O'P - ¥ S b
— s s e S g LR
U.'Fi Fsr '\,I

Considerando o quadrilatero completo SQAhM cortado pela

recta O'S', poderemos applicar-lhe a formula de involugdo de
Chasles

alb.cda.cb=—ab.ca.c'l,

L o i 9

ey

{+) Vid. nota no fim d’este artigo.
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com a seguinte correspondencia :

e e
o i, ¢’
b
OI'
! -b’i-
s x
¢ o

da qual se obterd
0. 02=P0 .p'x

ou

que comparada com a férmula (a) mostra que o ponto x se con-

funde com §'.
De modo similhante se demonstra que a recta M' Q' passa
por S, e por conseguinte por a’.

TheoREMA 8.°— Se lirarmos as duas rectas Yh e Y'K, as
suas intersec¢des n' e n estarlo n'uma recta que passara por IV,
e a razdo de Th a Tn serd ainda a mesma que a de Tm a Tp
oudeTS aTO.

Com effeito &

Th Th _T’ﬂ‘_
TS To7

é tambem
TN Tn
TS . T0’ -
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T Tn
T TO'

Esta recta nn' é parallela a h ', como acontece na propo-
sigho 6.%, a respeito de mm' com g ¢,

Tueowema 9.°—Os pontos u e u, intersecgdes das rectas que
vio de M para O' e p' com as que partem de M’ para O e -,
estdo n'uma recta parallela a O'S, a qual chamaremos recta das
inlersecpoes.

Por quanto da igualdade

- T T8
TO TR
deduz-se
T '+ T 04 T §+TN
T 0" T8
ou
0 WS
T

mas do quadrilatero completo u M u'M', cortado pela recta O'S/,
obtem-se pelas formulas de involugdo, designando por & o ponto
onde a recta uu' corta a recta O'S'

U'E.T' s/ v x(

SK.To  xh'’

ou
0y S 20
Ty TS zh'

o que exige, comparada com a férmula antecedente, que o
ponto @ esteja no infinito.
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D'esta proposi¢io se conclue o estarem tambem em linha
recta os dois grupos de pontos wuy, u'y; wua, w's, 0s quaes se
acham respectivamente nas diagonaes dos quadrilateros M Y uyu';
e M'Yugu'y, tendo estes a outra diagonal commum com o qua-
drilatero MM uw', e as mesmas interseccdes com Op e O'p,
respectivamente, dando por isso logar & mesma equacio de in-
volugio quando se pretende determinar o ponto z, onde as dia-
gonaes wu', uyu'y, uau's encontram a recta OS ou 0'S',

Os pontos u, u' podem passar s posicdes uy, u'y e ug, u's.

Se MM’ girar em torno do ponto M, permanecerio MO’
e M¢', e variario M'O ¢ M'g; os pontos u e u' seguirdo as
rectas MO' e Mp', deslocando-se parallelamente a 0'S'; logo
quando o ponto u estiver em wy, estarf u' em u'y; e visto que
o ponto M’ deve estar na recta Ouy, elle se acharé n’esse instante
em S'; serd p o logar do ponto g actual, e por conseguinte a recta p;’
concorrera com M S’ no mesmo ponto da recta OO (prop. 2.%).

N'esta situagdo da corda MM’ os pontos Y e Q estdo confundidos.

Finalmente, notando que os pontos T e p se acham actual-
mente em a e p, a relagio

Oh.TS
o T

se translormara cm

g Oh.aS__
g

Sp

a qual em virtude da proporgio harmonica (prop. 1.%)

08 _us
Oh ah'

nos conduz 4 igualdade Sp—=08=0'§',

A rotacdo da corda MM’ sobre M’ podera levar os pontos u,
u' a coincidirem com us e u's, o que succedera logo que a refe-
rida corda tome a posigiio M'S. N'esse instante estara o ponto o'
em p', ponto cuja distancia a 8' sera igual a 8’0", E succede
igualmente que os pontos Q' e Y' se acham confundidos.
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Se quizermos obter o ponto, onde a corda tirada por M paral-
lelamente a SS' encontra a curva, levaremos a recta das inter-
secgdes a passar pelo centro da conica, as suas intersecgdes com
as rectas MO’ e Mp' dardio as respectivas posigdes dos pontos u
¢ w'. Tirando entdo a recta S ' obter-se-ha o ponto ¢ em uma
certa posico py, cuja distancia ao ponto 8 serd igual a 8'p':
por conseguinte a recta gy p' serd parallela a 00’5 e logo tam-
bem MM’ serd parallela a O O’ (prop. 2.%). E inutil accrescentar
que o ponto M' se acharh entdo na interseccdo das rectas diri-
gidas de O e 8’ para as actuaes posigdes de u e u'.

Se os pontos u, u' forem para o infinito das rectas MO/
e Mg/, entio o ponto M’ se achara em N, na interseccdo das
rectas tiradas pelos pontos O e §' respectivamente parallelas
aMO' e My

Ora os pontos O, 8, a, h estio em proporgio harmonica, logo

ah Oh O'Z
aS 08 08’
4 tambem
u'.h_(]'S’
aS S¢’
logo
0z 08

el al r*
8- 8

e por conseguinte as rectas NO' ¢ M§’ sdo parallelas, d’onde
se conclue que o ponto N é um dos vertices do diametro con-
jugado com o diametro C M.
E visto que a recta SN ¢é parallela a O M, segue-se que :
Para se determinar o diame!ro conjugado com um diametro
dado, por ex., CM, tirarcmos as rectas OM e O'M, e depois
pelos pontos O e § as rectas respectivamente parallelas ON e SN.

Tueonema 10.°— As rectas Y g ¢ OM concorrem no mesmo
ponto da recta O'S'.
Considere-se o quadrilatero completo gOMA cortado pela
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reclta 'S/, e designemos por U’ a interseccio d'esta com a
recta O M, teremos

POy _O’U'

o

Py O
Designando por x a intersecciio das rectas Yp ¢ 0'S', teremos
4ol X
0 Sm'’
além d'isso 6

PO ko,
Py hS’

mas do quadrilatero completo u M u/' M’ cortado pela recta OS
deduzem-se as formulas

Oh.TS=Sp.hT,
Sh.TO=0p.hT,

Oh Tm.Op

) A

E visto que da equagio

TS TO
Tm ™ Tp"
se deduz
mS £ Op
m P1
ter-se=ha
Oh S
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por conseguinte

PO, S¢

Py Sm’
ter-se-ha pois

PO Oz

Py 0p"

logo « confunde-se com U

75

Péode igualmente asseverar-se sem mais demonstragio do que
a consideracio da correspondencia perfeita entre os pontos X
e Y', que as rectas Yp' ¢ M'O’ concorrem no mesimo ponto U

da recta OS.

Vimos na proposigio anterior que quando a corda MM’ tomava
a posicio S'M, os pontos Y e Q se achavam reunidos, logo a
recta Qp concorrera com OM no mesmo ponto U’ da recta O'S'.
Igualmente se verifica o cahir o ponto Y' em Q/, quando MM’
toma a posicdo SM'; d'onde se conclue que a recta Q'p’ passa por U.

Tueonema 11.°— A recta UU' (fig. 1) passa por D.
Com effeito tem-se

T MT Ty
TO MT TS’
logo
TO
TU = e T'e
mas
T O.,Ei
TS Tn'
logo
~TeT¢
b ks Tm i
Similhantemente
TU M'T _T_p

TO - MNT TS
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logo
T
TU=5iTp;
U 'I']' Sr TP
mas
o Ty
s T'wm'
logo
o Xg. Tl
pamar VT, ¢

e finalmente
¥ i o % T'm' 'ED‘
TU Tm L TD'

Esta proposi¢ao péde ainda demonstrar-se do seguinte modo:
Tem-se
OSMS' M =0'SMSM,
mas
OSMS'M =0'SMSM,
logo
OSMS M = SNSM;

mas estes feixes corlados respectivamente pelas rectas 0'S’, 08
roduzem as duas divisoes homographicas w, U, §', k; o2, U, S, h;
go UL, S§/, k' concorrem no mesmo ponto.

Theorema 12.°—A recta tirada de U para o ponto onde a
recta Sa' encontra o lado OO’ prolongado, ¢ parallela a OS',

Por quanto se quizessemos determinar o ponto M’ com o raio
Sa' tirado de S, deveriamos tirar pela interseccio de S a’ com
00" uma recta parallela a OS', alé encontrar o lado SO, e
conduzir d'esse ponto uma recta para O/, mas ji provimos que
a recta M'O’ passe por U.

De modo similhante e conclue que a recta tirada de U’ para
o ponto onde a recta S'a encontra o lado 00’ prolongado, é
parallela a 0'S.
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Tueonema 13."—Os pontos 0/, 8/, ¢/, U’ estdo em proporgio
harmonica.

Com efleito, do vertice M partem os dois feixes harmonicos
verticalmente oppostos

MOSah=MU§'S 0,

logo as duas divisdes O, 8, a, h e U, g §', O sio harmonicas.

Pelo quadrilatero M'A' Q'S’ se prova igualmente o estarem em
propor¢o harmonica os dois grupos de quatro pontos 0Lk, a, 8
el, 0,8, ;.

A proposicio 11.* vae dar-nos um processo facil para de-
terminar a tangenle em llllil[l]lll‘.‘l’ ponto da curva, como vamos
reconhecer.

Se a recta MM’ (estampa 2 girar em torno de M até se fornar
tangente & coiiica no ponto M, a recta O'M' passard 4 posi¢o
O'M, indo o ponto U para h: e por conseguinie a recta U'h
detérminara sobre o lado §5' um ponte 1y da tangente em M.

Applicando o mesmo processo para o ponto M', isto ¢, tirando
para M' os dois raios OM' e 5 M', obleremos as intersecgdes Uy
e U’y nos dois lados parallelos 00 e S8’ e a nova recta Uy U’y
dar-nos-ha o ponto I em Dy, que pertencerd & tangente em M.

Se porém suppozermos que a corda M M’ gira em torno de M’
até se tornar langente 4 conica no pouto M', a recta O M havendo
p&ssudu & posicio OM', apresentara o ponto U’ em k', e por tanto
a recta Uk’ dar-nos-ha em D3 um novo ponto da tangente em M'.

Ora o ponto M’ é determinado pelos raios SM' e §'M’, do
mesmo modo que pelos dois OM e O'M’, mas com aquelles raios
os novos pontos U e U’ tém as posicdes a’ e p, logo a recta a'p
dard em Dy um novo ponto da tangente em M’

Os dois raios S M e S'M' dirigidos para os extremos da mesma
corda M M’ determinam dois ponlos ¢ e ¢', que estiio em linha
recta com o ponto IV, onde a dicta corda corla o lado O0Y: se
pois esta corda girar em torno de M até se tornar tangente &
conica, 0 ponto p ira para a, e logo a recta p'a e a referida
tangente encontrario o lado 00’ prolongado no mesmo ponto D"

A posigio do ponto M relativamente aos dois centros S e O
é analoga a de M’ em relagiio aos centros S e §'; e pois que 0
ponto Dy da tangente em M’ é obtido pelas duas intersecedes a'
¢ p dos dois raios SM' ¢ 8'M com os lados oppostes 0'S' e SO;
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assim em M, com os raios SM e OM, obteremos os pontos g
e ¢, pelos quaes conduzindo a recta ggq, se obterd o novo ponto
D" da tangente em M.

Se considerarmos o ponto M determinado pelos raios O'M e
S'M', obter-se-hao os pontos ¢' e Uy nas duas parallelas S8’ e
00'; logo a recta que unir esses dois pontos determinard o
ponto D" da tangente em M.

Finalmente, assim como o ponlo D" pertencente & tangente
em M, é obtido pelas interseccdes a' e o' dos dois raios SM e
S'M', conduzidos para o ponto M dos dois vertices mais proxi-
mos S e §', assim tambem prolongando os dois raios O'M' ¢ S'M/,
obteremos os pontos ¢’ e ¢y, pelos quaes conduzindo uma recta
se determinara um ponto Dy sobre a recta OS, que perlencera
& tangente em M.

Vé-se pois que a tangente em M se pide determinar por qual-
quer dos quatro pontos D'y, D", D, D' assim como a tan-
gente em M’ se péde determinar por qualquer dos quatro pontos
Dy, s, Dy, Dy ,

D’estas differentes determinagdes da tangeunte derivadas das
diversas posi¢hes que tomam os pontos D, T/, I/, T, conclue-se
o estarem em linha recla os seguintes grupos de tres pontos
Uy, g, ) - Uy, s J v y’t 9"1 Tz Vi Us, T.

Péde tambem verificar-se que a tangente em qualquer dos
vertices do parallelogrammo gerador é parallela & diagonal op-
posta, como ficou estabelecido na proposicio 1.* Com effeito, se
o ponto MM' cahir em S/, a recta g' i’ serd a parallela & dia-
gonal O'S tirada por 8', de modo que o ponto &’ serd o mesmo S'.
Prolongando pois ¢'S’, obteremos o ponto p. Mas o ponto ¢’ esta
em 8', por dever existir a0 mesmo tempo na recta SM e na
recta 0'S'; logo a recta g dard o pouto D' em ¢'; e por con-
seguinte a recta g'S' parallela a (S serd a tangente 4 curva
no ponto S.

Poderiamos talvez deduzir das linhas proporcionaes da figura
0 processo para determinar os pontos M e M', dada a secante
D'Y da ellipse, mas ¢ preferivel recorrer aos processos de Mr.
Chasles para a determinagio dos pontos duplos de duas divisdes
homographicas sobre a mesma recta, quamfu se dao tres grupos
de pontos homologos, como yamos fazer.

Imagine-se que errando a posigio da recta g'h' parallela &
diagonal 0’5, Ihe tinhamos dado a posigdo gyhy (fig. 1); entdo
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I

os raios Ohy e 8¢ ndio concorrerdo no ponto M, marcando,
alias, sobre a recta Y D' os dois pontos distinctos d e d'; e tantos
serdo estes grupos de pontos d e d', quantas forem as f[alsas
posiches da recta gh.

Ora estes pontos formam sobre a recta IVY duas divisdes
homographicas de que M e M’ siio os pontos duplos ; por quanto
os dois feixes Oh ... e §'¢ ... stio homographicos, visto que
as rectas 0'S’ e O'DY siio cortadas proporcionalmente pela recta gh,
quando esta se deslocar parallelamente a si mesma.

Determinemos pois tres grupos de pontos homologos :

E o primeiro T, D' (fig. 4), que resulta de suppor-se gh
reduzida ao ponto O,

0 segundo ¢ D, T relativo 4 existencia da linha gh no nfinito
dentro do angulo D'0'S', Finalmente para determinarmos outro
grupo em que um dos pontos esteja no infinito, tiraremos pelo
ponto O a recta Og parallela a T, e seguidamente a recta gh
parallela a O'S; a recta 8'h marcard o ponto ¢ da primeira
divisdo que tem o seu homologo no infinito.

Temos pois os tres grupos de pontos homologos

T,D; D, T; ¢ oo

Descreveremos uma circumferencia com o diametro DY, que
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interceplard a que se descrever sobre T'T em dois pontos.
Descreveremos outras duas sobre Te e I) o (esta segunda ¢ uma
recta perpendicular a DY tirada por D): a circum[erencia que
passar pelas intersecgdes das duas primeiras e pelas intersecgdes
das ultimas, dari os pontos M e M’ pedidos.

Se a recta T1V se tornar parallela a O 0/ (fig. 5), os pontos

Fig. 5

T e T/ permanecerdio nas rectas OS e 0'S/, emquanto que seus
homologos D' e D irdo para o infinito. it

Empregando a formula de Mr. Chasles Oe= VOT.00, temos
de determinar o ponto E' da segunda divisdo, que é homologo
do ponto medio E da primeira, o que se consegue tirando S'E,
gh parallela a O'S e hO. Com estes dados construiremos a meia
proporcional EM=VEI'.EE". A inspec¢io da figura faz ver a
construccio indicada.

As intersecgdes d’'uma recta com a hyperbole, suppondo esta
definida pelo parallelogrammeo dos diametros conjugados, de-
terminam-se mui facilmente.

Seja a'b' a secante dada (fig. 6), na qual os dois grupos de
pontos a, a'; b, b sio respectivamente homologos. Tirando as
rectas S'h e Oh' e seguidamente as rectas hg e h'g' parallela
a 0'S, e bem assim as rectas S'g' e O g, obter-se-hdo o0s pon-
tos I e I', cada um dos quaes terd o seu homologo no infinito.
Considerando agora os tres grupos de pontos respectivamente
homologos b, 0'; 1, e ; e, ', tragaremos uma circumlerencia
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por ¥’ e I, que interceptard a perpendicular & secante tirada por b
no ponto d; e como os pontos duplos se acham n'uma circum-
ferencia, passando pelo ponto d, tendo o respectivo centro ao
meio de I'T, esta ficara determinada e consequentemnnte os dois
pontos M e M.

Se a secante for parallela a dois dos lados do parallelogrammo
gerador (fig. 7), ella cortara a curva no infinito, onde terd um

Fig. 6 Fig. 7

dos pontos duplos, como se verifica suppondo que a recta movel gh
oceupa o proprio logar da diagonal a que é parallela. Além d'isso
sdo homologos os pontos a e a', como se reconhece suppondo a
recta gh no infinito da faxa formada pelo prolongamento dos
lados OS, O'S'. A posigio Ok d’essa recta ainda determina os
pontos homologos b, b'. Logo recorrendo 4 f6rmula de Mr. Chasles

ae ab

p bastari rebater ab e a'l’ sobre 0'S' e OS respectiva-
ae a

mente, para havermos de obter o ponto M na intersecgiio de by by’
com aa'.
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Nota a que se refere a pag. 69

Se um parallelogrammo com suas diagonaes 0SS0’ (fig. 1)

Fig. 1

for cortado por uma transversal YD, e notarmos as quatro inter-
seccoes Y, D, Y, IV, aconteceré que, se por um d’estes pontos
tirarmos um raio qualquer, v. gr., Y m, pelo ponto m a trans-
versal mm' passando por D, e pelo ponto m' a transversal m'p
passando por Y', os pontos ; e ¢ estar@io em linha recta com o
quarto ponto D', e serd ¢’ parallela a mm'.

Quando se ndio comecar por Y, mas por um qualquer dos
outros tres pontos D, Y/, D', deveremos seguir sempre no tra-
cado das transversaes a mesma disposicio da figura actual, na
certeza de se chegar por fim a tres pontos em linha recta, em
cujo numero se comprehenderé um dos quatro pontos Y, D, Y/, D',
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D. Supponha-se que a recta D'’ gira em torno de I/, teremos
os seguintes feixes homographicos

Dpy=Ym=Dm=Dm'=Vm'=Vp,
isto é,
D=VYp

Affirmo que estes dois feixes marcam uma sé divisdo sobre a
recta O 8, ou por outra, que os respectivos raios homologos se
interseptam sobre a recta O8S.

Com effeito, se a recta mm' tomar a direcgio TT’, cahira m
em T, m' em T', e logo os dois feixes Y'p e D'p’ tém dois raios
homologos coincidentes sobre a recta TT, e por conseguinte as
intersecgdes de todos os seus raios respectivamente homologos
estdo em linha recta.

Supponha-se actualmente que a recta mm’ toma a direcgdo SS';
a recta Ym produzird o ponto ¢’ em O/, e ao mesmo tempo a
recta Y'm' dard o ponto : em O; logo a intersecciio dos dois
raios homologos actuaes Y'; e D'p’ serd o ponto O.

Se a recta mm' se tornar parallela a OS, os dois raios Y'p
e D':" serdo parallelos entre s1 e a OS, isto &, encontrar-se-hiio
no infinito da recta OS.

Por conseguinte a recta OS ¢ o logar geometrico das inter-
secgdes dos raios homologos dos dois feixes Y'p e D'

O parallelismo de mm' e pp" acha-se demonstrado no texto.

A disposigio das transversaes que passam por D e Y' admitte
a seguinte variante :

Depois de havermos tirado a recta Y¢' (fig. 2) poderemos:
conduzir a recta s g’ pelo ponto D, tirar ¢ m' pelo ponto Y/, e
serd entdo a recta mm' que passard por D'

A demonstraciio pouco differe da precedente.

Com effeito é

Ym=D'm,
Ym=D¢=D=Ym,
logo
Dm=Ym
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Ha tambem n’estes dois leixes dois raios homologos coinci-
dentes sobre Y D'

Fig. 2

Se arecta Ym tomar a direcgio YS, o ponto m cahiré em S,
e m' em my; mas tem-se
TS T'S' Tu Tmy
Te "TOC TO T

logo
TS _Tmy
T0O TO"

e por conseguinte my é um ponto de intersecgdo de dois raios
homologos.

Se o raio Ym se tornar parallelo a 8O, serfio igualmente
parallelas as rectas D'm e Y'm', logo dois outros raios homo-
logos se encontrardo no infinito da recta O'S'. Esta é, pois, a
vecta das intersecgdes dos raios homologos,
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——

Observagio. — Estas proposi¢des sio communs aos trapezios,
quando OS e O'S' forem os seus lados parallelos.

Resolve-se com a disposicio das transversaes da figura 1 o
problema que consiste em tirar por um ponto situado no plano
onde existe um parallelogrammo, uma recta parallela a outra
situada no mesmo plano, sem empregar mais do que a regua.

D’este problema, que f6ra proposto por Brianchon, encon-
tram-se tres solugdes na obra —Applicagdes de analyse e de geo-
metria de Poncelet, fundadas nas propriedades dos triangulos
homologicos, e onde se allude a outras de Gravesande e de
Lambert.

O modo como o resolvemos ¢ o seguinte:

Pelo ponto dado M (fig. 3) tiraremos para o ponto IV, onde

Fig. 3

a recta dada D'p encontra o lado 00’ do parallelogrammo, a
nova recta MD', a qual prolongaremos até encontrar em Y a
diagonal SO'; tiraremos em seguida a recta Yp até m, cujo
ponto uniremos por uma recta com o ponto D, obtendo assim
uma nova parallela 4 recta pedida. Resta pois o tirar por M uma
recta que passe pelo ponto de concurso das duas D'p’ e Dm, o
que é tragar a parallela pedida.




86 JORNAL DE SCIENCIAS

Esta ultima parte consegue-se, como ¢ sabido, tracando as
rectas que se acham numeradas na figura. Observaremos porém
que a recta 3 sendo arbitrariamente conduzida pelo ponto e,
quanto & direcgdio, a escolberemos de maneira que as intersecgdes
se ndo fagam por angulos muito agudos.
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SOBRE ALGUNS INTEGRAES INDEFINIDOS
POR

DuaRTE. LEITE PEREIRA DA SILVA

A pag. 260 do Cours d Analyse do sr. Hermite 18-se: «... ndio
se conhcee processo nenhum para achar directamente o valor dos

integraes
e v fa:’d.‘n___ u iz Atosmlishn
f W v o J[au+bot autbo
onde 4 :

u=xsenx -+ cosx, v=8enx—rCosT.» |

Comtudo ¢ facil obtel-os directamente, integrando por partes.

Temos
u=xsenx+ cosx, du=acoszdx
v= senx—axcosx, dv=2xsenxdz.
Logo
xtdx f x du x 1+ | cosm+xsenzd£
f W J cosx ud CoST U u costx
x f dx
e +
U COS T cosx
x —x+usenz
U COS T U COS T

SenEX— X CoSE U
_—_— =,
xsenz+cosx u
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Do mesmo modo

fa:‘dz x dv z 1 +f1 senm—zcoszdx
v ) senz of senz v v sen?x
x dx
=— +
v sen x sen®x
x+vcosx
vsenx vsenz
rsenx+cosx u
e e —
SeN & — X CO8 & v

Egualmente, pondo z = au + bv, teremos

ds = adu + bdv = z [a cos z + b sen ] dx.

Logo
f x¥dx f x ds
(au+bv)2 ) acosz+ bsenx 2
@ (au+ bv) de
slacosz+bsenx] J s.[acosz+ bsenx]t

z[acusz:-{-bsmz] facosa: {-bsenx“

Ora, por transformaclio simples, temos successivamente

dx

f dz costz f digz
(acosz+bsenz)t ) [at+btga] J [a+bigal?
1
zﬂb{a+btgz}+c
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Logo
f 2%z ¥ z b —coszx
(au + bo)* s[acosz+bsenz] b[acosz+bsenz]
Bt
au+bv’

Na mesma pag. 260 do Cours d’Analyse, do sr. Hermite, 18-se
um pouco mais abaixo:

«Nous pourrions encore citer, en designant par a et b des
constantes, cette intégrale:

f adx tgx
[a+{az+b)igz] (az+b)igz+a

dont on ne peut verifier la valeur que par la differentiation.»

E facil obtel-o directamente, integrando por partes.
Pondo

z==a+(az+b)tgm
d'onde

ds = sec*xz [ax + b + a sen x cos z] dx = sec? . udzr.

Logo
f adz
y [(az+b) tgz+ a]*’
Ou
s costx d_z — A8 cosiz + "—2aqu cosxsenx—2akcosd
y= u 32 uz J ulz -
Ou

acostz [ 2acosiz
+[ =
usz ud

y=— .,
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du = 2a cos? zdz.
Logo

acostzx du acosiz

uz ul
que feitas as transformagdes da

ke tgx
Ve axthga

z—acosix

1 ——
=
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E. Nestore Legnazzi.— Commemorazione del Conte (riusto Bella-
vitis. — Padova.

As primeiras 57 paginas do opusculo do sr. Legnazzi siio oe-
adas pelo discurso eloquente que este illustre professor da

Universidade de Padua pronunciou n'aquella Universidade, no dia
6 de dezembro de 1880, para commemerar as altas virtudes do
sabio Conde de Bellavitis, de cuja morte demos noticia no fim
do volume IT d’este jornal. Seguem-se 52 notas cheias de par-
ticularidades interessantes sobre o vida d’este grande mathema-
tico, cujo retrato adorna o principio do livro.

Ninguem melhor do que o sr. Legnazzi, nmigo. e collega de
Bellavitis no professorado, podia encarregar-se da difficil missao
de descrever com brilho proprio este homem, que foi grande
mathematico, grande physico, grande professor e grande cidadao.

Tivemos a insigne honra de ter com Bellavitis correspondencia
nos ultimos annos da sua vida. Concebe-se por isso com quanto
interesse lemos mais de uma vez este interessante opusculo, que
tdo minuciosamente o descreve. Recommendamos a sua leitura
aquelles que precisarem de algumas informacdes bibliographicas
relativas aos trabalhos ou publicados ou ineditos d'este geometra
tio lecundo, e, em geral, aquelles que gostam de ler as bio-
graphias dos homens eminentes.

E. N. Legnazzi. — Aggiunte illustrative alla commemorazione del
professore Conte (r. Bellavitis. — Padova, 1881.

N'este importante livro expde o sr. Legnazzi elementarmente
as principaes descobertas de Bellavitis, para poderem ser estu-
dadas por aquelles que ndo dispem de tempo para ler os tra-
balhos extensos, espalhados pelas collec¢des academicas, d'este
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grande geometra, ou ainda por aquelles que se quizerem pre-
parar para esta leitura.

Eis os assumplos de que se occupa o sr. Legnazzi nos cinco
capitulos da sua obra:

Capitulo  T— Equipollencias.

Capitulo 1l — Imaginarios,

Capitulo IIT — Resolugdo das equacdes.

Capitulo IV — Quaternides.

Capitulo  V — Logismographia.

Aquelles que quizerem estudar qualquer d'estes assumptos
podem com grande vantagem usar da obra do sr. Legnazzi, onde
tambem achardo informagdes muito completas sobre a parte
pertence a Bellavitis no desenvolvimento d'estas questdes, e sobre
os logares em que foram publicadas as memorias d'este geometra
relativas a cada uma d’ellas.

A sommadora Mesnier.— Porto, 1881.

N'este folheto faz o sr. Raul Mesnier a descripciio do inge-
nhoso e importante apparelho por elle imaginado para sommar
numeros,

Nao podendo aqui fazer a descripcio do organismo interior
d'esta interessante machina, vamos, ao menos, expér o modo
como se opéra com ella.

Na parte superior da machina ha uma serie de aberturas col-
locadas n'uma mesma linha. E n’estas aberturas que apparecem
os algarismos do numero que representa a somma, e 0 numero
d’ellas depende dos usos a que a machina é destinada.

Debaixo de cada abertura esta collocada uma filla de dez pe-
quenas pe{;as rectangulares, cada uma contendo um dos algaris-
mos 0, 1, . 9. Estas pecas estio encaixadas todas em uma
ranhura rectangular, ao longo da qual se podem mover, tendo
para isso um bordo para se poder apoiar sobre elle a unha ou
um estylete, de modo a leval-as até & parte superior da ranhura.

A primeira filla, a contar da direita, representa as unidades
do numero, a segunda as dezenas, a terceira as centenas, etc.

Posto isto, querendo sommar, por exemplo, os numeros 3 25 42
e 4952, arrasta~se até a parte superior das cinco ranhuras da
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direita as pecas que tém respectivamente os numeros 325 42,
de modo que este numero fique escripto na parte superior do
instrumento. Depois dé-se uma volta a uma manivela lateral, e
nas aberturas que estdo por cima apparece escripto este numero.
Depois leva-se & parte superior das quatro ranhuras da direita
as pecas que tém os algarismos 49 5 2, dé-se outra volta & ma-
nivela, e apparece nas aberturas que estdo por cima a somma
dos dois numeros precedentes.

O numero de voltas da manivella fica tambem registado, de
modo que se péde interromper a operaglo no ponto que se quizer.

Como se v¢ o manejo do instrumento é muito simples, e por
isso ¢ de grande utilidade para as casas commerciaes, onde ha
a fazer grandes sommas.

Raul Mesnier.— O Arithmotechno. — Porto, 1882.

N'este opusculo descreve o sr. Raul Mesnier o ingenhoso in-
strumento por elle inventado para fazer todas as operagdes
arithmeticas.

A somma realisa-se quasi como na machina precedentemente
descripta. Na invencdo mesmo da machina da mrdiqnu estd mes-
mo o principal merito do sr. Mesnier. «Resolvida esta, diz elle,
todas as mais sdo apenas um jogo para qualquer mechanico; uma
mudan¢a de movimento na marcha da machina da logo a sub-
tracglo, e a applicagio das simples consideracdes da arithmetica
relativamente & multiplicacdo e divisio como sommas ou subtrac-
¢bes successivas, conduz logo a realisagio d'aquellas.»

Fazemos votos para que em breve seja realisada na practica
a machina descripta no interessante opusculo que temos & vista.

C. Stephanos.— Sur quelques propriétés du systdme de trois figu-
res égales siluées dans un méme plan.

N'esta nota, publicada no Bolletim da sociedade philomathica
de Paris, o illustre mathematico, sr. Stephanos, considera tres

figuras eguaes Fy, Fy e Fy situadas n'um plano, e deduz algu-
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mas propriedades d'este systema, partindo da proposi¢io impor-
tante seguinte:

Tres figuras eguaes, situadas d'uma maneira arbitraria sobre
um plano, coincidem com as symetricas d'uma mesma figura F,
tomadas relativamente a tres rectas.

Acha depois o logar C dos pontos de F, aos quaes correspon-
dem nas figuras Fy, Fs, Fy tres pontos situados n'uma mesma
recta, e as rectas de F 4s quaes correspondem nas figuras Fy,
F3, Fj rectas passando por um mesmo ponto de C.

Finalmente, fundado n'estas proposicdes, resolve a questlo de
saber qual 'é o movimento mais simples por meio do qual uma
figura plana péde vir occupar, em tres instantes distinctos, tres
posigdes dadas no mesmo plano.

Pelas indicagdes que vimos de dar péde avaliar-se a impor-
tancia da nota do sr. Stephanos.

G.'T.
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NOTE SUR LA GENERATION D'UNE CONIQUE AU MOYEN DU CERCLE
OU D'UNE AUTRE CONIQUE,
ET SUR AUTRES ETUDES GEOMETRIQUES

PAR

A. Scuraprpa MONTEIRD

avertiqsement

Comme nous ne pouvons pas pour le moment publier, avec
tout le développement convenable, I'étude sur la génération des
coniques au moyen du cercle on au moyen d’une autre conique, et
dont la seconde partie a été citée par l'illustre mathématicien Mr.
Francisco Horta (sous la dénomination d'exercices sur la trisection
de U'angle) dans son Mémoire sur la génération ‘}Jamllélogrammi-
que des coniques, en 1870, dans le n.° IX du Jornal de sciencias
mathematicas, physicas e naturaes, nous croyons devoir tout de
suite présenter, en peu de mots, les bases et quelques parties de
cette étude-la, & laquelle nous nous sommes aussi rapportés dans
le Jornal de sciencias mathematicas e astronomicas, t. 1, p. 106;
et dans notre Mémoire de géométrie descriptive sur l'inlersection
des surfaces du second ordre et des surfaces de révolution, p. 5 (note),
publié en 1871. D'ailleurs, si nous sommes quelques fois un peu
longs, en certaines parties de cette note, ¢'est pour montrer com-
ment les principes, que nous allons exposer conduisent facilement
aux propriétés générales et particulidres des figares, et pour voir
que mous n'avons point suivi seulement l'analogie, I'induction, et
les tracés graphiques, qui, la plupart des fois, non-seulement ne
donnent pas le chemin sir et général des recherches, mais encore
entrainent & de fausses conséquences.

Nous ajouterons aussi i ce travail quelques observations géné-
rales ainsi que quelques mots sur une partie de nos recherches,
que nous avons cru devoir mettre déja sous les yeux du publique,
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quoique nous les développions & la suite, On sent assez, sans
qu'il soit besoin de le dire, que, en vue de nos faibles moyens
et de notre peu d'érudition, nous n'avons pas l'idée de considérer
avec le caractére de nouveauté quelques résultats aux quels nous
sommes parvenus depuis 1868, car dans cet intervalle et méme
anlérieurement ces résultats auront da étre rencontrés ou publiés
par différents géométres: ainsi nous avons toujours renoncé a la
prétention de priorité plus au moins fondée, en préférant a cette
gloire celle d'étre seulement vrais, justes et utiles.

Cela étant, passons & exposer les questions dont il s'agit, en
tdchant, au reste, d'étre aussi brefs que possible dans un sujet
naturellement fort étendu,

Nous savons que une transversale tae'seq tourne autour
d'un point fize tg, les couples de point es, 'y, ...; dans lesquels elle
rencontre une conique (2) forment deux divisions homographiques en
involution; el par suile les rayons Oeg, O'e'y; Oe'y, O'eq; ...; menés
de deux points quelconques O et (' de cette conique aux poinis des
deuz divisions, respectivement, formant deuz faisceaux homographi-
ques, le liew géométrique des points d'intersection Y, Y', ..., des rayons
homologues sera une conique (3) passant par les centres O et O/
de ces faisceaux.

De méme, si aulour de ces points O et O on fait tourner deux
cordes paralléles OE, O'E'; ...; leurs extrémités E, E'; ...; formant
deux divisions homographiques, les cordes EE'; ...; qui unissent les
points homologues envelopperont une conique (E).

Il est claire que ces théorémes sont des cas particuliers de
ceux o les centres O et O' se trouvent sur deux coniques dis-
tinguées (¢) et (). D'ailleurs il est facile de voir que de ces
théorémes relatifs au plan nous pouvons déduire des théorémes
analogues relatifs a I'espace. Et réciproquement.

Considérons d’abord le cas ou la conique génératrice est un
cercle (C). D'aprés cela la conique enveloppe de la corde EE/,
détérminée sur le cercle générateur (C), par les rayons paralleles
OE, O'E/, ...; issus de deux points quelconques O et O’ de la
girconférence, sera évidemment un autre cercle (¢) concentrique
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au premier, et touchant sa corde 00'. Done, suivant que du point
fixe ta Uon ne peut tirer des transversales tangentes au cerele (e),
ou l'on peut tirer une transversale tangente ou deux, ainsi les fais-
ceaux homographiques générateurs O (e ...) et O' (e'...) n’auront
point des rayons paralléles, ou auront un seul couple de rayons
paralléles, ou deuz, et la conique engendrée (X') sera une ellipse,
ou une parabole, ou une hyperbole, ou bien une variété de ces
courbes.

Nous devons observer que nous pouvons considérer le cercle (C) -
comme la projection eylindrique de deux sections faites dans un
hyperboloide gauche ou @ une nappe ayant pour contour apparent
le cercle (¢), enveloppe des projections respectives des deux sys-
témes de génératrices rectilignes.

Les transversales t30 et (30" seront évidemment tangentes A
la conique engendrée (3) aux points O et O, et par suite la
~corde OO’ sera la palaire du point fixe ¢ par rapport a cette
courbe.

Si ce point fixe {3 est extérieur au cercle générateur (C) sa
palaire 040y, par rapport a ce cercle le coupera aux mémes
points Oy et O’y que la conique engendrée (). Quand le point ty
sera intérieur sa palaire 040, sera extérieure, et par suite le
cercle (C) et la conique (X') auront seulement pour points réels
communs les centres O et O' des faisceaux génerateurs.

En désignant par t; le péle de Q0" par rapport a (C), il est
facile de yoir que ce point est le pole de 00y par rapport a la
conique (3').

Ainsi en représentant par P le point d'intersection des polaires
00’ et 040’y des points t; et t3 ou &3 et ¢, selon que nous con-
sidérons la conique (C) ou (') sera le pole de la droite tyt3 dans
une quelconque de ces courbes. Si le point ¢3 se trouve sur une
des tangentes t,0, t;0' les courbes se toucheront respectivement
en O ou O'. Lorsque les points t; et {3 se confondront, ces coni-
ques réciproques ou conjuguées se toucheront suivant la corde 00,
Ainsi dans le cas ou ees points coincidants se trouvent a I'infini,
ou la corde OO/ devient un diametre, ces courbes seront supplé-
mentaires par rapport i ce diamétre.

. D'aprés ce qui précéde on peut énoncer ce théoréme général:
Etant donnée une conique (2) et deux de ses points O et O, si l'une
transversale tge'sey tourne autour d'un point fize t3 les deux: points
dans lesquels elle rencontre la conique, forment avec les premiers

1
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points un quadrilatére variable inserit Oey0'e'y, ayant celle trans-
versale pour diagonale, et dont les points de concours y et v’ des
deuz couples de cotés opposés Oeg, O'e'y et Oe'y, O'ey déeriront
une conique ('), coupant la premidre aux dewx points donnés et
en deux autres points réels ou imaginaires; tandisque la droite yy',
qui unit ces points de concours tournera aulour d'un autre poini
Y.

ﬁ”Et réciproquement, si dans le quadrilatére OyO'y' inserit a la
« conique (Y') la diagonale yy' tournera autour du point ty, les points
de concours ey el 'y des deuz couples de cdtés opposés Oy, O'y' et
0'y, Oy' décriront la conique (3); et la droite ege's, qui unit ces
points de concours tournera awlour du point ty.

Il est facile de voir que le cercle générateur (C) seulement
peut @tre touché en un point, en deux, ou coupé en quatre points
réels par la conique engendrée (¥), quand cette conique sera
une hyperbole.

Toutes les fois que cette conique (), étant une hyperbole,
coupe le cercle (C) seulement aux centres O et O’ des faisceaux
générateurs, ces centres se trouveront sur la méme branche de
cette hyperbole.

Quand le point f3 se trouve & l'infini, les transversales corre-
spondantes ese's, ..., seront paralléles et la conique (X') deviendra
une hyperbole équilatére, ayant le segment OO’ pour diamétre,
et coupant le cercle suivant un diamétre 0,0’y de celui-ci; alors
en prenant les extrémités de ce diamétre pour centre de faisceaux
déterminés par les rayons menés de ces points aux points oil ces
transversales coupent I'hyperbole les intersections des rayons
homologues décriront aussi le cercle (C); et les faisceaux déter-
minés par les rayons qui vont de ces mémes centres aux points
d'intersection de ce cercle avec les transversales issues de ¢y dé-
criront I'hyperbole (3).

Si le point {; se trouve aussi & linfini les transversales cor-
respondantes yy', ..., seront paralléles et le cercle (C) et I'hyper-
bole équilatére (3') s’entrecouperont suivant deux diamétres (le
cercle enveloppe (e) se réduisant a son centre C). Enfin ces cour-
bes (C) et () seront supplémentaires, quand les points conjugués
¢y et ta se confondront & l'infini. Quand le point t3 coincidira avec
le centre du cercle (C) la conique engendrée (3) sera un cercle
ayant pour centre le point #y, et coupant orthogenalement le pre-
mier suivant la corde O0'.
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De I'étude du cercle et de I'hyperbole équilatére nous énonce-
rous les propriétés suivantes:

Dans une série de cercles, ayant une corde commune, les dia-
mélres paralléles @ une direction donnée sont des cordes réelles d'une
hyperbole équilatére, conjugués i la direction de la corde commune
de la série orthogonale réciproque de la proposée, celte corde re-
présentant un diamétre transverse ou non transverse de I'hyperbole,
suivant que celle derniére série a la corde commune réelle ou idéale.
Et réciproquement. -

Douc, éant donnée une série de cercles, ayant une corde com-
mune, le liew géométrique des points de contact de chaque tangente
commune aux couples de cercles, dont les rayons sont dans un rap-
port constant, est wune hyperbole équilatére donnée de position.

Ces propriétés sont des cas particuliers d’autres que nous
présenterons. s ;

Considérons maintenant la génération d'une conique au moyen
d'autre, mais dans le cas particulier ol le pole 3 se trouve a
l'infini ou les transversales ege's ..., sont paralliles,

Si la conique génératrice (3) est une ellipse, la conique en-
veloppe (E) sera une autre ellipse (homothétique & la premiére),
el puisque & cette courbe I'on peut toujours tirer deux tangentes
paralléles & une direction donnée, la conique engendrée (') sera
toujours une hyperbole, ou une variété de cette courbe. Comme
nous le savons, la distance 00’ sera un diamdtre de cette hyper-
bole, laquelle coupera Fellipse () suivant un diamétre 040"y de
celle-ci. Quand le pole ¢; se trouve aussi a l'infini I'ellipse en-
veloppe (E), se réduisant & son centre les transversales correspon-
dantes yy', ..., seront paralltles, et la conique génératrice et I'en-
gendrée se couperont suivant deux diamétres 00’ et 040'y. La
coincidance & linfini des péles ¢; et t3 donne aux transversales
correspondantes la méme direction, et par suite les courbes con-
juguées (2) et (3'), se touchant suivant un diamétre 00’ conjugué
a ces transversales, seront supplémentaires, par rapport & ce dia-
métre.

Les asymptotes de (2') se détermineront trés-facilement dans
tous les cas.

La conique génératrice (3) étant une parabole la conique en-
veloppe (E) sera une autre parabole, i laquelle on peul toujours
mener deux tangentes paralléles, une se trouvant a l'infini; de
maniére que le pole f étant & I'infini les transversales correspon=

B
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dantes eges, ..., seront paralleles, et la conique engendrée (%)
sera encore une hyperbole, ou une variété de cette courbe, le
segment 00’ étant un diamétre de cette hyperbole, laquelle cou-
pera la parabole (¥) suivant un diamétre 0 % de celle-ci. Une
des asymptotes de (¥') sera donc paralléles aux diamétres de (3).

Dans le cas ol le pole t; passe aussi a linfini il en sera de
méme d'un des centres O’ des faisceaux générateurs, alors la
conique enveloppe (E) se réduisant a I'un diamdtre O o (x) de (EP.
les transversales correspondantes yy', ..., seront paralléles, el la
conique génératrice et I'engendrée, se coupant suivant deux dia-
métres, seront paraboles égales ayant les branches en sens op-
posés (sx). Ainsi seulement deux points O et Oy, des quatre
points d'intersection, se trouvent a une distance finie déterminant
la ecorde commune Q0.

Quand les poles t; et tg se confondront & linfini, les trans-
versales correspondantes auront la méme direction, et les deux
paraboles (3) et (2) ayant les branches en sens apposés, et se
touchant a I'extrémité O d'un de leurs diamétres seront supplé-
mentaires par rapport d ce diamétre.

Etant une hyperbole la conique génératrice (%), la conique
enveloppe (E) sera de méme une autre hyperbole ayant les mé-
mes asymptotes; mais ses diamétres transverses coincideront, en
direction, avec les diamétres transverses ou non transverses de
la premiére hyperbole, selon que les centres O et (' des faisceaux
générateurs se trouveront sur une de ses branches ou sur les
deux.

D’aprés cela, si les transversales eges', ..., sont paralléles & un
des diamétres transverses de l'enveloppe (E) la conique engen-
drée (') sera une ellipse; dans le cas contraire la conique en-
gendrée (¥') sera une hyperbole ou une de ses variétés.

Considérons d'abord {e cas oil les points O et O’ se trouvent
sur une méme branche de I'hyperbole génératrice (2). Alors, si
la conique engendrée (¥') est une ellipse le segment OO' sera un
de ses diamétres, et ses deux autres points d'intersection seront
imaginaires; et dans le cas oi la conique engendrée (3') est une

E—

(») Cette conique enveloppe sera évidemment une droife double ou une
des coniques dites dvanouissanles, c'est-i-dire dont le déterminant est nul.

(++) En effet, I]:;Eraho!e engendrée (2) répond aussi & I'hyperbole ayant
pne branche & l'intini.
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hyperbole ce segment OO’ sera encore un de ses diamdtres et
cette courbe coupera sa conique génératrice en deux autres points
réels Oy et 0y, extrémités d'un diamétre de celle-ci.

Lorsque le péle t; sera sur une des asymptotes de I'hyperbole
(%) I'un des points correspondants O/ passera a l'infini et I'ellipse
et 'hyperbole engendrées, que nous venons de considérer, dégé-
nérent en deux paraboles en des conditions analogues & ces
courbes-la. On voit donc le pdle t; ne peut étre & Iinfini.

Supposons, maintenant, que les points O et O’ sont sur les
deux branches de I'hyperbole génératrice (3). Dans ce cas, si la
conique engendrée (') est une cllipse le segment OO’ sera encore
un de ses diamdtres; mais cette courbe coupera sa conique gé-
nératrice en deux autres points réels Oy et 0'y, extrémités d'un
diamétre 0,0’y de celle-ci; et dans le cas oil la conique engen-
drée (3') est une hyperbole ce segment O0) continuera a étre un
de ses diamdtres, et ses deux autres points d'intersection seront
imaginaires. Si le point ¢; se trouve sur une asymptote de I’hyper-
bole (%) l'une des points correspondants O passera i I'infini, et
Pellipse et I'byperbole engendrées, que nous venons de considérer,
deviendront, comme piécédemment, deux paraboles, mais en des
conditions inverses de celles-la.

Quand le point t; se trouve de méme & l'infini, les transversales
yy', ..., étant paralltles I'hyperbole génératrice (3) et I'ellipse ou
I'hyperbole engendrée s’entrecouperont suivant deux diamétres (la
conique enveloppe (E) se réduisant & son centre).

Si les points conjugués ; et f3_corncident & I'infini, les trans-
versales correspondantes seront paralléles entre elles, et 'hyper-
bole génératrice (2) et I'ellipse engendrée (¥') se touchant sui-
vant un diamétre OO’ seront supplémentaires, par rapport i ce
diamétre.

En n’ajoutant rien de plus sur les différents cas particuliers,
qui nous donnent les variétés de coniques dans le cas oi nous sup-
posons le pole ts & l'infini, ou les transversales correspondantes
paralléles, les centres O et () des centres des faisceaux générateurs
étant situés a une distance finie, nous pouvons dire, en resumé,
que la conique génératrice (2) étant une ellipse ou parabole la co-
nique engendrée (X') sera toujours une hyperbole, passant par les
points réels communs O et (V, les deux autres points d'intersection
de ces courbes étant également réels, dont un peut étre & l'infini;
mais si la conique (3) est une hyperbole la conique engendrée (3)
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sera une ellipse ou hyperbole, passant par les points communs O et
0, les deux autres points d intersection élant réels ou imaginaires.

Nous pouvons aussi considérer trés-facilement le cas plus géné-
ral oii nous avons deux faisceaux homographiques quelconques
pour faisceaux générateurs,

Dans le cas général ot les points O et (¥ ne se trouvent pas
sur la conique générale (3), si nous la considérons dégénérée en
un systéme de deux droites, on aura le porisme XLIlI d'Euchdes:

Elant données deuz droites fires CS et CS', autour d'un point
fixe bg, on fait tourner une droite qui les rencontre en deux points
cg el ¢'y; et de deuzx autres points donnés O et O’ on méne les droi-
tes Oz et O'¢'y, qui coupent les droites fixes en n et v' la droite
un' passera par un point donné Gy,

Aiusi les faisceauz homographiques O(ea...) et O'('5...) auront
une double génération au moyen des deux points conjugués b
et 6. Dans ce cas nous aurons deux coniques enveloppes Eg) et (E)
(ou leurs variétés) qui toucheront la droite OO' et les droites
donnés CS et CS'.

Maintenant passont & donner une idée générale sur la généra-
tion des coniques au moyen des quadrilatéres.

Considérons encore le cercle (C), et par le pole ta menons une
transversale faab, qui coupe ce cercle aux points a et b, lesquels,
avee les points O et 0, déterminent le quadrilatére OaO'b inscrit
i ce cercle. En représentont par d et f les points de concours de
deux couples de cdtés opposés Ob, Oa et Oa, O, la droite df
passera par {y et coupera en ¢ la diagonale ab, laquelle sera la
droite qui unit les points de concnurs des cotés opposés dans le
quadrilatére OdO'f inserit & la conique (3/).

Les rayons homologues générateurs Oy, O'y, ..., de la conique
() coupant les deux couples de cotés consécutifs Od, O'd et Of,
O'f du quadrilatére inscrit OdO'f sux couples de points iy, ' et
i3, i3, les transversales i'aialy et "'3i"gte se couperont au méme
point Iy de abtg; et il en sera de méme de toutes les aulres trans-
versales ainsi déterminées par chaque couple de rayons homolo-
gues. Donc, pour un point quelconque y de la conique engen-
drée (') nous aurons deux transversales conjuguées, d'oin il ré-
sulte sa double génération.

De méme les ravons homologues générateurs Oe'y et O'¢y de
la conique (Z) couperont les cdlés conséentifs du quadnilotére in-
scrit 0a0'h en des points, qui donnent des transversales conjuguées
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deux & deux et passant par un méme point ¢; de la droite t;df, qui
unit les points de concours des cotés opposés de ce quadrilatére.

Si dans ces quadrilatéres nous considérons les deux points d'in-
tersection de chaque transversale avee les colés opposés, les cou-
ples de rayons qui vont des sommets O et O’ a ces points se cou-
peront sur deux coniques touchant respectivement les premiéres
coniques (¥} et (/) suivant 00,

Quand toutes les transversales passeront par ¢ nous n’auront
que les coniques (3) et () se touchont suivant la corde OO/, qui
sera la palaire de ce point-la.

Ainsi élont les sommets O et O’ a upe distance finie, si le point
¢ passe & l'infini les coniques conjuguées () et (3) deviendront
supplémentaires par rapport au diamdtre 00", Alors le quadrila-
tére inscrit & (%) aura les points de concours des cdtés apposés a
U'infini, on deviendra un paralldlogramme, et par suite I'autre qua=-
drilatére inscrit & (¥') aura deux sommets & linfini.

Si I'un O des deux sommets O, O se trouve a l'infini, les
cotés O'd et O'f des quadrilatéres inscrits seront paralléles et alors
les coniques (3) et (') deviendront paraboles se touchant a Vautre
sommet O de ces quadrilatéres. Dans le cas ol le pole ¢ se trouve
aussi & i'infini ces paraboles deviendront coniques supplémentaires.

Comme nous venons de voir quaud, par exemple, la transver-
sale {ai3i'y tourne autour du point 3, il en sera de méme de sa
conjuguée (gisiy" ; mais si ce point ne se trouve pas sur la droite
qui unit les points de concowrs des cdlés opposés des quadrila-
téres, la transversale conjuguée enveloppera une conique (Ty) ayant
pour tangenies communes avec la conique engendrée les droites
t:0 et 0",

Si, dans le plan des figures, nous considérons la conique (3)
comme la trace d'une surface du second ordre (S), et sa corde
00’ comme la trace d'une section plane (s) de cette surface, il
est clair que les transversales étant remplacées par des cones,
coupant (S, suivant des coniques convenablement choisies; les
fuisceaux de rayons vecteurs seront done_remplacés par des fais-
ceaux de cones vecteurs passant constamment par cette section (s)
et par les intersections de (S) avec chaque cone sécant, d'oi il ré-
sulte que le lieu géométrique des intersections des couples de cdnes
homologues générateurs sera un surface du second ordre (§').

Selon les cas que se présenteront ainsi les cones deviendront
des cylindres ou des plans. La conique enveloppe (E) sera donc
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considérée comme la trace de la surface enveloppe (D) des plans
des coniques d'intersection de la surface donnée (S) avec les
faisceaux de cylindies vecteurs passant par la section (s). Done,
suivant que du sommet commun de la suite de cOnes sécants nous
pouvons ou non tirer des plans tangents & la surface enveloppe (D),
ainsi la surface engendrée sera dlimitée, ou intiérement fermée.

Considérons maintenant le quadrilatére générateur comme les
traces de deux cones du second ordre s’entrecoupant suivant
deux coniques, les points O et O/ pouvant étre les sommets de
ces cones, ou les extrémités de la corde d'une de ces coniques;
alors les transversales seront remplacées par des cones, ou des
plans, convenablement choisis, et les couples de rayons vecteurs
homologues par des couples de cones vecteurs passant par la
conique, ayant pour corde OO0, et par les coniques d'intersection
des cones ou des plans sécants, ou par des couples de cdnes ve-
cteurs ayant pour sommets les points O et O’ et passant par ces
coniques.

Il nous parait meintenant assez inutil d'examiner le cas oi
nous avons des cylindres au licu de cones et d’entrer en d’autres
développements.

Nous voyons donc la maniére d'engendre les surfaces du second
ordre au moyen d'un systéme de deux surfaces développable de
ce méme ordre.

Nous pouvons encore imaginer les syrfaces du second ordre
engendrées par deux faisceaux homographiques de cdnes, passant
par deux coniques déterminées (0) et () (x); et nous ajouterons,
en passant, que si deux plans tournant aulour de deux droites
quelconques s entrecoupent sur une troisiéme droite, le liew géomé-
trique des intersections de ces plans, et par suile d'une droite as-
sujettie a glisser sur trois droites fixes quelconques sera une surface
gauche du second ordre, ou une de ses variétés.

Il est & remarquer, au surplus, qu'a I'étude d'un systéme de
coniques répondera le systtme de surfaces du second ordre, etc.
On voit donc comment on est parvenu aisément a ramener les
simples opérations de lignes décrites sur un plan a celles de I'es-
pace; et réciproquement.

Le probléme qui a pour object de mener une transversale Omm’

(=) Voy. notre Mémoire de géométrie descriptive, p. 3% (note).
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par un point O donné a égale distance de deux droites O'm et O'm’,
de maniére que la partie interceptée mm' par ces droites soit égale
a une droite donné k, et que nous avons proposé dans ce journal,
t. I, p. 64, pour étre seulement résolu & 'aide de la géométrie
élémentaire (x), se trouve résolu, dans cette étude de la généra-
tion des coniques, — en considérant I'intersection d'une hyperbole,
lieu géométrique du point milieu de la partie de cette sécante
comprise entre les droites Om et O'm’, quand elle tournera autour
de O (=x), et d'une ellipse, lieu géométrique du point milieu de
la droite mm' de longueur constamment égale  la droite donnée
k, et dont I'extrémités sont assujetties & glisser sur ces deux
droites, les constructions respectives dépendant a peine de l'em-
ploi du cercle et de la droite.

I

Dans I'étude de la génération eycloidale des coniques, ou du liew
géométrique du centre d'un cercle variable assujetti @ couper con-
tinuellement deux autres cercles donnés, sous des angles également
donnés (ss+), nous avons démontré synthétiquement, dans ce jour-
nal, t. I, p. 132, le théoréme suivant:

Etant donnés deux cercles (E") et (1"), si deux tangentes a ceux-ci
se déplacent de maniére que la somme algébrique des distances +
et = des points de contact au point d'intersection o de ces tan-
gentes soit une grandeur constante, le liew géométrique décrit par

A {39 Yoy. les solutions publiées dans ce Journal, t. I, p. 74 4 75, et p. 105
a 109.

(++) Comme on sait ce théoréme est un cas particulier du suivant: Un
point O, une droite D, et une conique (%) sont donnés: une transversale,
tournant autour du point, coupe la droile en wn poinl a et la conique en deus
po!in.!s m el m'; si Pon prend le point a' conjugué de a par rapport @ m et
m/, le liew de ce point sera une conique, qui passera par le point 0; par le
pile de la droite D; par les poinls d'inlerseclion de cetle droite et de la coni-
que; et enfin par les points de contact des tangentes mendes du point O d la
conique,

A ce théoréme répond un autre beavneoup plus général; et i ceux-ci ré-
pondront les théorémes analogues de la géométrie de 'espace. Et réeiproque-
ment.

(---} Voy. A Treatise on conic sections, by George Salmon (fourth edi-
tion, 1863).
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ce point d'intersection sera une conique (3) donnde de forme et de
position.

D’aprés cela nous avons donné a ces cercles enveloppes (E”)
et (1) le nom de cercles focaux ou foyers tangentiels, et i leurs
tangentes - et ' le nom de vecteurs tangentiels ou roulants.

Pour bien justifier déja ces dénominations il suffit seulement
d’énoncer le théoréme suivant, que nous démontrerons aussi
synthéliquement :

Le lieu géométrique des points dont la distance tangentielle = G
un cercle (E") et la distance orthogonale = a une droite A sont
dans un rapport constant % esi une conique (X) donnée de [orme
et de position,

Ainsi ce cercle (E) et la droite A auront done des propriétés
analogues & celles des points focaux et des directrices correspon-
dantes des coniques.

D’ailleurs ce théoréme est la traduction du suivant:

Quand un cercle variable de grandeur est assujetti a couper or-
thogonalement un cercle donné, et @ couper (réellement ou idéale-
ment) sous an angle constant, une droite également donnée, le lieu
géométrique du centre de ce cercle variable sera une conique ayant
respectivement pour cercle focal et pour directrice correspondanie le
cercle et la droite donnés.

Si, par exemple, nous considérons les cercles (E") et (1)
comme les traces de cylindres ou de cones de révolution et les
vecteurs tangentiels comme les traces de plans tangents a ces
surfaces, la conique (%) deviendra la trace de surfaces réglées.

En considérant ces cercles comme les traces de sphéres ou de
tores, ces surfaces seront alors les surfaces focales de surfaces
du seconde ordre de révolution, ete.

Nous avons aussi résolu synthétiquement le probléme qui a
pour object de décrire des cercles coupant sous des angles égaux
trois cercles donnés.

Nous reviendrons tout de suite sur cetle élude, que nous avions
interrompue par des motifs trés-justifiables.

Nous passons & dire quelques mots sur le probléme, que nous
avons proposé dans ce Journal, t. I, p. 80, et qui a pour object
de mener par un point O donné dans le plan d'un cercle (C) une
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transversale Onm telle, que les distances de ce point a ceux d'inter-
. . m
section m el n avec le cercle soient dans un rapport donné —.
n

Ce probleme a été résolu par Mr. Zeferino Candido, et sa
solution publiée dans ce méme Journal, t. I, p. 8%; mais nous
ne pouvons laisser de présenter aussi notre solution pour montrer
qu'elle se fond sur des principes bien connus et que nous avions
étudiés avee assez de généralité, tant sur le point de vue de la
géométrie plane que de la géométrie de I'espace; car nous n'avons
jamais proposé une question quelle qu'elle soit sans que nous ne
I'ayons pas étudiée d’abord d'une maniére générale.

C'est, au reste, ce qu'on voil évidemment par nos travaux,
publiés dans ce Journal, sur ces questions. Maintenant passons a
entrer dans la solution de ce probléme.

Tirons le diamétre ab passant par O et représentons par p le
point milieu de la corde mn déterminée par la transversale de-
mandée Oam; et en unissant ce point au centre C du cercle,
menons par les points m et n les droites mr el ns paralléles a la
droite pC, lesquelles coupent le diumétre considéré aux points »
et s. Ainsi nous avons:

Om Or m

aﬂ Os n

Or, le point p se trouvant sur un cercle décrit sur OC comme
diamétre (), les points m et n seront sur lus cercles mrm’ et nsn’
décrits sur Om et On comme diamétre.

Done, si par le point O nous menous une droite quelconque OM,

Y = m
en y déterminant les segments OM et ON dans le rapport —,
n

nous unissons le point milieu P du segment MN au centre du
cercle (C) les paralléles Mr et Ns & la droite PC couperont le
diamétre ab aux points r et s tels, que 'un quelconque des cer-
cles décrits sur Or et Os comme diamétres coupera le cercle
donné aux points qui déterminent les transversales demandées.

B P R e

(+) Comme on sait eette propriété est encore un cas particulier du théo-
réme énonceé i p. 15 (note),
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Etant donc le point O exterieur, quand on aura Or > Ob, ¢’est-
di-dire quand les points r et s seront exterieurs les solutions de-
viendront idéales; et l'inverse aura lieu dans le cas oit le point O
sera inlérieur; mais alors aux solutions idéales pour le cercle
donné (C) répondront les solutions réelles pour I'hyperbole équila-
tére (H). sa conique supplémentaire, par rapport au diamétre ab.

Dans le cas oi le cercle est remplacé par une autre conique,
nous avons encore & employer seulement des constructions trés-
faciles déterminées par re cercle et la droit.

Nous présenterons plus tard la solution du probléme qui con-
siste & déterminer un (riangle semblable @ un autre, et ayant les
sommets sur (rois cercles quelconques en n'ayant ressource qu'a la
géométrie élémentaire. Nous fairons également I'étude générale
de cette question, el pousserons méme I'étude aux figures ana-
logues & truis dimensions en considérant, par exemple, les cotés
des triangles demandés et les cercles, respectivement, comme les
projections de génératrices rectilignes et de sections d’hyper-
boloides.

De méme nous metterons au jour nos travaux généraux sur le
probléme que nous avons proposé dans ce Journal & p. 116 du
vol. 1L

Lishonne, 1882,
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DERIVADAS DE ORDEM QUALQUER DE y EM ORDEM A z

QUANDO E f(zy)=0

POR

DuarTE LEITE PEREIRA DA SILVA

I

Dada uma funcglio implicita a duas variaveis [(z,y)=0, as
formulas deduzidas pelo sr. dr. Gomes Teixeira (+) ddo-nos o

valor de y* em funcgio de yi~—1), yin—2, ...

Vamos em seguida deduzir uma férmula que nos da o valor

o ol

de yi directamente em funccio de — dndy ¢

Derivemos suceessivas vezes a equagiio [ (:u y}==0. Teremos

99

WL L A

dedy ¥ T dy o M

(1) {

dx*dy daxdy

o L o
0=~—3+3 y+3 ‘yf!.q. ya

d‘f df ! df Ul
+3[d.nt T ""]"' Ty

(+) Giornale di Matematiche de Baltaglini, vol. XVIIL
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dif dif &f n = df 't
e Y Dy A

dif o) R o b ]
+6 d*dy +2dmyy+dy3y y'

i PR Y P y" f .

D’onde se deduzem os seguintes valores

[0, 15 ol 8 27 B df ST
' o S8R AN © gt gdxdydx dy?| dz
e gt e e o
dy dy dy dy
BBy By
f i da:3+ dady dz " ° dydx dz*
e [ZT
dy dy

3_f’_3f__[§£]’+ﬁ[_{] 9f B Ff

dady | dx dy? dx* dz
ar
dy

oo | *0 el ac [y [e] (]

| Las] L]
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dxdy?

|

R A s
i 4 d.’.l:“dy dax da®dy? da? dxdy dz?
el kA

dy dy

i PR P A

dx dady? da* dx da*dy dzdy dx

Lny

o[ LT Ly s B 0L
+ :

dedy | dx? do® dy? dx
|
dy
dif rdfp? A3 [df]? a2 dif 13 d
$ mﬂ ;f] ko aﬂ% [;:ﬂ J;{ s [afy &
o
dy

6oL, BITAT o) LLELELYL o SYTAT

dady? dxdy| dx dedy dz? dy? dxz * ~ dy’ da?| dx

dy' | dx

Hi

LAY o S BT (o O BT

dady® dy? | dx dy'* drdy | dx
)
4] o S TI4T %

: _
[a]
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ol [
[dy]

ogf L] ke ST 24

[i]
o[zl

[a]

-

Do exame d'estas formulas se conclue que o termo geral da
expressio da derivada de ordem n péde ser representado pela
expresslo

sl =] (o= - ]

onde m é o numero de termos que precedem, A um coefficiente
numerico, € a, %, ay3 b, v, by; ... numeros inteiros e positivos
que satisfazem &s relagdes seguintes

d],“*‘ b|+ ¢1+

aa+bhb+ect ...+l =n+m
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Para mostrar que é verdadeira a induc¢do que nos da

— 1
yfu} ‘5'1 A [“d_f] -

S ERNER

(I:l+ 51+ T e +f| =m+1

3)

3) {au+bp+ ....... +ljw=n

aa+bbteect ... +4l =n+m

derivemos (3). Vira, depois de feitas as devidas transformagdes,

uma expressio
df 1—im+1)
(v+1) =
y EA, dy]

= ay [dx“:;;’:a_u]u‘ wl d.a:"d::;;_" [dx"ff:t;_n ]*! [E;j% 1,
+[— 1] [:_S]-‘“H’
o oo et e B PR AT

+(m+1) gy[dx;;’: ....T wﬂ;’;_ﬂ]b'... dx%y,__w]"]

—(n+3) af d
+[—df] (+1)dfd£

{wi=] lww=] - lwg=]

3
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Ora (4) é analoga a (3), e as condigdes (3)' tem logar, se mu-
darmos n em n+1, e m respectivamente em m, (m—+1) e
(m+2).

Justificada a f6rmula {3) resta completal-a determinando o
coefficiente A; o que faremos pt meio d'um caso particular.

Como no caso geral o signal é perfeitamente determinado e
dado por [—1]"H!, em tido o que seé segue, procuraremos sim-
plesmente o valor absoluto de A.

Il

Seja a equacio
gumlztatd e haPP.eeiciieeen (5).

D'onde se tira uma segunda implicita

1
y ?(@tat+... +a")—1=0.

+ | De (5), que se pode escrever depois de desenvolvida

p!
| AT
i r=h1+ hat ...+ A
v Qg=hyt+2ha+ ... +nh,

se conclue que é

' —1}. n+I
HIHI=EP ﬁ;fl Bl . (q_ }

Annulando :r, annulam-se todos os termos em que ndo é
g'--ﬂ=l]'
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Fica, pois, chamando

yg[".’ == [yt“}]H
p! n!
(n) — Sty 15 e
W = T haT o K] )
chi—l— hg“{“...‘l‘n‘ln ‘E

hy +2hg+3hg+ . . . +nhy=n

Da equaciio implicita

1
y_JT(r+x‘3+...+x")—-l =02 sdinss (7)
se conclue

3 1 Ju 1
o M L TR ST R R |

i §. 2 r.".:is"

% 1
i i 1)(1 1—2).. .(--[-+a—u—1)y“¥‘“+“
dIrldyﬂ—ll p\p P P

x3i(i—1) ... ([—ut+l)z

1
(45 (1 +2p) ... [1+(a—u—t)plp—otey 7 T
<yili—1) ... (i—ut1)ai—

(o)

at Ia—u'pp—[n-—u] y_ p 3

representando, para abreviar,

S =3ili—1) ... [i—u 1)t~y
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Temos pois

a M
[ s | = st gty e 3,

¢ do mesmo modo

df T —ip ) LS it
[W—_v] = [l "“'-'-P] fp—"ﬂ'—f-']‘!‘l Yy p [Zv]bi _

D'onde se conclue facilmente que é

— (-1
g =2A[— g [ s (i Ly
= [0 B .. [Bo]f
Mas
df { el 1
e gy e = e+ttt .. ) =— —.
dy P vy r ( ) ”

Portanto, ndo attendendo aos signaes, teremos

L
!’.['.ll],= ‘_-‘,AP[ja—lt]p]m lib—nlp]m Sl p

x[2u]® [0 ... [Zu)s.

Fazendo x =0, o que traz comsigo y=0 para p > 0, annul-
lam-se todos os termos em que nio for

b
i --l—i =0, ou p=m+1,

4

valor necessariamente positivo.
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Logo, representando

Yo = [y™]e=s,

e notando que os sommatorios

Si(i—1)...(i—ut1)d=, Bili—1)... [(i—o+1)a, ...

se transformam em

serd representado yo pelo valor
. Yol =3 A(m+ 1) [{e—sim1]a [fo—vimti]h
x (ul)® (ol)h .. (wl)r.

Egualando (7) a (6) e notando que da compara¢io das con-
digdes (6) com as condigdes (3)', e de ser p=m+1, se vé serem

resulta para A o seguinte valor

n! m!
A=ai [oy !, by ! () (0])er .. (w0 )l [{o—uim-t]an [{b—vim1]be

e portanto para o valor de y(® procurado

n) m! n! df —{m-4-1)
n)— o i
y zall byl... 4yl (ul)® (oh)®s ... (w!) Fyy Fip ... F;_,,.[ dy]

2 S [ dof df T
e || - |amag=]
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onde m & o numero de termos que precedem, e

Foy=[lo—biF]0r | Fyopmp[it-oinjhs ..., (p=m+1)

i!n +b Feg 4+ stk =«m+1£
JFT;-‘?‘[‘?‘,-’J+L’1C+ . +.’I|’ =m-+n
? gt + byt +hw=n

.......

e e

......
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H. F. Barros.— Elementos de Trigonometria Reetilinea,— Lisboa,
18832,

Este livro, escripto para uso dos Institutos de instrucgio se-
cundaria, contem todas as doutrinas exigidas pelo programma
respectivo, expostas com muita clareza e ordem, e poriisso o
recommendamos aos professores de mathematica elementar. E
dividido em duas partes, na primeira das quaes se tracta da
Theoria das relacdes trigonometricas, ¢ na segunda da Trigono-
melria rectilinea propriamente dicta.

Temos nolado que os alumnos tém sempre alguma difficuldade
em comprehender a razio pela qual se substitue no calculo os
angulos pelas linhas trigonometricas. O sr. Barros expde com
muita clareza a doutrina relativa a esta substituigio loge' nas
primeiras paginas do séu excellente livro.

Passa em seguida & demonstracdo das formulas que ddo os
valores das relagoes (rigonometricas da somma e dilferenca de
dois arcos, e suas principaes consequencias.

Depois tracta da construcgio e uso das tiboas trigonometricas,
e assim lermina a primeira parte.

Na segunda parte tracta da resolugdo dos triangulos, e ahi
estabelece as formulas applicaveis nos diversos casos partindo das
equagbes:

A+B+C=180

a b c

senA senB senC.
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F. A. de Brito Limpo.— Algumas palavras sobre a necessidade
da determinagio directa da longitude geographica de um dos
nossos Observatorios pelos processos electricos. — Lisboa, 1882.

N'este opusculo o sr. Brito Limpo, auctor bem conhecido de
muitos trabalhos importantes sobre geodesia, mostra que a lon-
gitude dos observatorios portuguezes relativamente aos observa-
torios mais importantes da Europa ndo é conhecida ainda com o
rigor que a moderna sciencia exige; apresenta as tentativas feitas
para resolver este importante problema; e insta para que os nossos
astronomos o resolvam, procurando a differenca de longitude entre
o observatorio da Tapada d’'Ajuda e o de Madrid pelos processos
electricos.

Marcus Baker.— Alhaszen’s problem.

N'este artigo, publicado no American Journal of Mathematics,
vol. IV, o sr. Baker expde primeiro a lista dos trabalhos que
tem sido publicados a respeito do problema seguinte:

De dois pontos collocados no plano de um circulo tirar linhas
rectas que se encontrem no mesmo ponto de circumferencia e fagam
angulos eguaes com a tangenle que passa por este ponlo.

Depois extende este problema, que é o de Alhazen (mathe-
matico arabe que viven no seculo onze), ao caso em que o cir-
culo estd collocado n'uma esphera e por dois pontos da esphera
se querem tragar arcos de circulo maximo que fagam angulos
eguaes com o circulo dado.

-
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SOBRE A FORMULA DE LAGRANGE

POR

J. M. Robricues

Alferes d'artilheria

A notavel formula de Lagrange

Fy =Fl+x[Ff:_(?¢)]+f_*2_‘d[Fr:‘;(?‘}‘]+ -,

" d—1F't. (g)*]
+1.2...n' di—1 TR

di o desenvolvimento em serie de uma funcgdo da variavel y de-
finida pela equagio

y=1t+opy.

A férmula de Taylor e a de Lagrange constituem dois theo-
remas fundamentaes da theoria geral das funccdes; a primeira
exprime o desenvolvimento de uma funcglio explicita segundo as
polencias progressivas da variavel, e a segunda o desenvolvimento
de uma funcgdo implicita reductivel 4 forma da equagio

y=t+xgy.

O theorema de Lagrange tem sido objecto de importantes in-
vestigagdes de muitos geometras illustres. Laplace demonstrou e
generalisou este theorema; Burmann deu uma férmula notavel,
comprehendendo a de Lagrange como um caso particular; ¢
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Wronski, introduzindo as suas notaveis funccdes schins na gene-
ralisagho do theorema de Lagrange, deu a solugio do seu Pro-
blema Universal.

No Jornal da Academia das Sciencias de Lisboa e no Jornal
de M. Liouville, tomo YII da 3. serie, o sr. Dr. Gomes Teixeira
deu uma notavel formula mais geral que a de Lagrange para o
desenvolvimento em serie, ordenada segundo as potencias de z,
da funccio

u=Fy

y=t+ze(y) +2a(y) + ... +2%.(y),

a saber:
Fy=Ft+z [Ft.eit)]+...
. AL [y (O . - [pa (6]
+$‘21.2. ceaxh. 2. B X ... <1.2...0.d0 s
onde

R T T C Y
i—a+28+43y+...+0

que contem a de Lagrange como caso muito particular.

Quando a funccio Fy designa a propria variavel y, a férmula
de Lagrange da o desenvolvimento em serie de uma raiz da
equaciio

y=t+agy;

mas esta equagio tendo, em geral, mais de uma raiz, qual d'ellas
é a que da a formula?

A demonstraciio classica de Laplace niio determina a natureza
da raiz dada pela formula; porém M. Rouché, partindo das bellas
investigagdes de Cauchy sobre esta questdo, determinou a priori
a natureza da raiz, demonstrando elegantemente o theorema de
Lagrange.

Taes sdo, em summa, as investizacdes mais notaveis sobre a

formula de Lagrange,
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0O objecto d'esta memoria ¢ generalisar a formula de Lagrange,
procurando o desenvolvimento em serie de uma funccio Fz de
uma variavel z definida pela equacio

e, como consequencia immediata, exprimir por integraes definidos
a geragdo das raizes das equagdes algebricas ou transcendentes.

Seja

fx + apx=0

uma equaclo algebrica ou transcendente e a uma raiz simples
da equagio

pondo

resulta a equagao transformada
flat+s) =a.9(a+3)=0.

Se fla+z) e g(a+z) fazem funccdes bem determinadas e
continuas para um valor r do modulo da variavel imaginaria

5= peti,

esta equacio gosa de propriedades notaveis que se traduzem nos
theoremas seguintes.

Turonema 1. Se

mod. max, |'p--{ﬂ+z)-
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para um valor r do modulo da variavel imaginaria e inferior ao
raio de convergencia R, a equagio

flatsz)*a.g(at+sz)=

tem uma raiz unica de modulo inferior a r.
Com effeito, sejam

Zyy 29y 29y « -« 2
m raizes de modulo inferior a r da equagiio

fla+s)*=a.platz)=
serd

f(a+3) = a.¢ (a+3s) = (z3—2) (3—%3) . . . (3—3m) § (a,3)
d’onde

:[mu.%;‘I_:])J=f{=_;,)+s(=—:i)+ L lfa—ad
s [,‘? (E:T.—?)] :

[(a+3)=fa+zf (a+ wi)

mas

ou
fla+3z) =3 (a+ ws)

por ser a uma raiz da equacdo fx=0; por consequencia

J[i o ?(d+z:I—I[z—zg)+f[z—zg)+ oot l(3—3m)

Hfaved |
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1[1 -o_-,..‘;((:::J]]ut[rﬁf‘{_‘ij]:f(:_s,) 1 (s—zg) 4 . 0.

+1(z—zn)—Is

e derivando vem

v (a+3) $(@:s) "
fﬂ[! ﬂ s ] dl [ﬁ—a-!-m.ﬂ_

dz

1 1 '| 1 m .:|+5g+:3+...+:m

S A

=3 32 =%, 3 z

+... (@)

Ora, por hypothese,

mod. max. [%%%]Cl

para um valor r do modulo de z; logo

1wt (i) (2 .

mas

[(a+3)=3z(a+ ws),

por consequencia

(RSB He] ey Bedl o VER

desenvolve-se n'uma serie convergente segundo as polencias po-
sitivas e negativas da variavel z. pois que ¢ e f sdo, por hypo-
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these, funcgdes bem determinadas e continuas: logo, no primeiro
membro da expressio (a), o primeiro termo desenvolve-se tam-
bem n'uma serie convergente segundo as potencias positivas e
negativas da variavel z, mas n’este desenvolvimento nio ha termo
em —,

-
-

Ora as luncgies & e 7 sho funcedes bem determinadas e con-
tinuas para o valor r do modulo de z; por consequencia, na ex-
pressdo (a), o segundo termo do primeiro membro desenvolye-se
n'uma serie convergente segundo as potencias ascendentes e po-
sitivas de s.

Logo no desenvolvimento do primeiro membro da expressio (a)

ndio ha termo em —; por consequencia, egualando entre si os

coeflicientes das mesmas potencias de z, resulta
m—1=0 ou m=1.
Logo a equacio
flats)*tea.patz)=0
tem uma raiz unica de modulo inferior a r.
Tueonema 1. Se

mod, max.

$ld +4)
A _f(u*i—z)JI{ !

para um valor r do modulo de z e inferior a R, sera

r i/ ; q;r'ﬂ+re°i} ; :
o g e {2 ) P/ i
Fz—=Fa -2an (:L . ﬂa+rr"'}_]) F' (a-+ reb) edy

a expressio da func¢io bem determinada e continua Fx de uma
raiz da equaglo
[rxa.pz=0
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em funcglio de uma raiz simples da equagao

fe=0.
Com effeito, se

&':ﬂ| +zl
Hm+ﬂ]<'

mod. max. [a.

para um valor ry do modulo de z e inferior a R, a equaciio
flay+z)=a.g(ag+3=0
tem uma raiz unica 3y de modulo inferior a ry; serd pois

flar+3) = a.p(ag+35) = (3—35).¢ (ay,2)
BRI L0 it i) '&_‘_‘l_-"‘_}s
s e e

r[: ta.?E::i:”=f(i—%)+-’[%.z].

Se F(a;+z) ¢ uma luncgiio bem determinada e continua para
o valor ry do modulo da variavel, tambem F'(a;+z) o serd; por
consequencia, multiplicando por zF'(a;+ ), resulta

d'onde

s m¢ﬂ=u . (jg
sF (a1+z).fl:iiu.r{“1+‘} sF'(ay+2).1 -

S 2 Y(ay,3)
+aF (ay+3) .1 ﬁ_(le-I-uzj].

Ora ¢ e f* sio funcedes bem determinadas e continuas para
um determinado valor do modulo inferior ao raio de convergen=-
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cia; por consequencia no segundo membro da expressio prece-
dente o segundo termo desenvolve-a n'uma serie convergente se-
gundo as potencias positivas de z, e neste desenvolvimento nio
ha termo independente de z: serd pois

zF' (a1 +3). I[%]=2M..;n

comegando o sommatorio a partir de n=1, e

¢ (ay+3)

z[-“{a,-{—a}.f[l e o +:J-]-=3F’(a,'_+z}.!(1—%)+2M,..:“

Mas, por ser

mod.z—l<.'1,
=z

-4 4
F'(ay+3) el ( 1 —-— ) podem desenvolyer-se em series conver-
=1

gentes: portanto

; z2 z8
F {ﬂl+5) =Fl‘.l1+ E.F”ﬂq + E.F'”ﬂ!"}' m.l“"ﬂl'f‘. s

5 | 51‘ 1 5'3 i :ti
e formando o producto de estas duas series resulta ainda uma
serie convergente. N'este producto apparecem tres especies de
termos, a saber: termos independentes de z, termos com poten-
cias positivas e termos com potencias negativas de 5. Podemos
POIS escrever

%3

(il
i _3.F at...

—3F(a+3).1 1—L)=zFs +i Flay+
AR S R

+2N||-3".+2P||-‘_'|
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Como o modulo de z; ¢ inferior ao modulo de z segue-se que
a seric que entra no segundo membro é convergente e a sua
somma ¢

] z! m 1 ‘113 ap
F[a‘-1-:,]—Fa1=lea1+-1-.’E.P'al+m.l'“a1+

por consequencia
sF'(ag+3) "'(F -':) =—[F(ay+2)—Fay]—3N,.5*—2P,. 57
Logo

(E [1 - LFE:‘T':%.—D.F;W' +z).2=—[F(a; + 3;) —Fd]

+3M,.2"—2IN,.3*— 3P,z

ou
(t [1 2 K’TE:: E";‘]) .F’{a; +.1}.S = [Fi‘(a; + ’.-']J- e Fa,]
Sa 1 S | R O (a)
onde

Qn=Mn"‘Nq.-
Dando pois & variavel z o modulo ry, sera

3 =ry eV,

e, substituindo e integrando entre os limites 0 e 2=, resulta

j;'!"(f [l = H{D JF'(ay + rie?) .,i-leﬁda

=—2x [F(aq + ) —Fay]

+ 2Qure" fatret Py 3P fotmeidy;
9
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mas
Jo et 46 =0,
logo

&5 ry o ?(a1+nﬂﬁ} \ wy B BT
F[al'}'sl)—ra[_gx :f.‘u (‘[i - Wi]) .F \ﬂ!+ rqye™) . e '.“+

ou, supprimindo os indices,

r = p(at+re) 3 :
F =mFg——. 4y, 2V LEY WY G40,
(ats)=Fa e j; (1 [1 +a f(a+m“))j| F'(a+re¥).edb

Mas
T=a+z,

portanto o modulo de z inferior a0 modulo de = e por maioria
de razdo inferior ao modulo r; logo

r bt 9{a+re'"}:|) s '
lﬂF —— f i s T P E—— - . : ’ - '
Fr=Fa zﬂﬁ. ([1 . e F'(a+ re¥). edo

¢ a expressdo de uma funcgdo continua Fz de uma raiz de mo-
dulo inferior a r da equacio

frta.ge=0

em funcglo de uma raiz simples da equagio

como se queria demonstrar.
Attribuindo ao modulo da variavel

s=p.et

um valor determinado ry, o argumento fica indeterminado e péde
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receber todos os valores desde —ee a + oo ; por consequencia
fazendo na equagio (a)

s=reh e z=ry.et
resulta

[{a’IrI +a, ?(a—jﬂ‘m}]) F'(agtrie¥). roe¥ =—[F (a;+5;)—Fay]

+EQ»'“ _r{—ﬂﬂi__, Epﬂr_ﬂ .C"'"ﬁ

' =TT
(" |_I +ta '%f{::_ir:%ﬁ}}]) Fortre ). ne—t=—(Florts)—Fa]

+ EQ'?"‘.G_“‘ s EP-FF'.M-
Pondo

(‘-)=(Il:l +jjg::%?— ).F*(a,+r=e°').

@’=(.' [1 == a.%i::—;?])ﬂ(aﬁm"‘)
e, sommando, vem

ry[0.eH 4 @/, =] = — 2[F (a; + £;) — Fay)

+IQurt (e e—ti) _ JP,r—t (e to¥ 4 o)
ou

r1[0.e%+ 0. ] = —z[F(ay + 5) — Fay)

+2ZQ,r"cos. nd — 2IP,r"cos, nh;
mas

o™ cos. nédd =0,
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logo

Fl(ay + 1) = Fa; — .;—; Sor[O . + 0] do.

Esta formula é apenas uma transformagiio da precedente (a)
e mostra que o integral definido entre 0 ¢ 2r se decompde cm
dois entre 0 e =; logo

r
- J el e ‘"(:'}.G".
Fz=Fa 2= Jo d

& .ﬂr_. \*0! b do
T

oun
RN HaETAN], o pett) ¥
Fx—l'u—gﬂ.j; f[ii"?”\a-}—rﬁi_li(G+M1}'fhm

8 i { p—0i
r f I[i 44 T.\a‘l'?e -)iI.FJ(a_l_n__.;J .B_“dﬂ

~ o U e

exprime em integraes definidos uma funcgdo de uma raiz de mo-
dulo inferior a r da equacio

frta.qx=0.

Tueorema 1L Se

mod. max. I:u. %E%:}]< i,

meFaxu.[F'n.(;%)}
P G 2

127 dar T g3 da®

4
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o desenvolvimento em serie convergente de umo funcglo de uma

raiz da equagio
feta.qr=0

em funcgdo de uma raiz simples da equagio reduzida

fa=0.

to+a)]

mod. max. I:o:. W

para um valor r do modulo de z, ¢

I[l tu.?l_(:i:ﬂ

ha+z}) a? (_F(aH})’__: o (’;(ﬂ“))'_;"’

\fla+3)/ 2 \fla+s) 3 "\ flats)
mas
fla+z) =zf(a + wz)
portanto
i el |
bk

s (,r Sy 1 (f (Ef:i )! :; = F(Tfﬂ;)a--"-

m+m~
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e, multiplicando por zF'(a + 3), resulta

:F’{a+z}.![i + “F(_(:E))]

b1 pla+3) at F{a+ glats) \2
meatts e (f’{a-l-us) ¢ Sl f'(a+uz))

LF(a+z\( ¢(a+s) )3

3 22 [la+ wz)
L 3 Rl 4 e

g F’(“+EJ 1=ﬂ+~f"
(@ = ot W\)

Dando pois a0 modulo de z o valor r, teremos
5 =re¥,
e o segundo membro da expressio precedente é um serie con-

vergente para todos os valores do argumento; por consequencia,
integrando entre 0 e 2=, resulta

= uf Fatrd). (9{“'“’ ]})JH

0 a+ wre¥
“2 1 iz (a_.i_n.,‘l ;
80 i LAY T U
P A F'(a + revi). (ffa-l-mre‘") e db
e e T e bt s . wiacs, =
i PLIE | : ¢la+reéh)’ ——1lyigt
~E P F{a+ . (¥ (a+m--;) de

! ........ R S R e e A e IR A B A BB O B
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Mas pelo theorema precedente

r PINLE el s o(EEANIV :
F:r=Fa—2—Rf; (I[I_K.W .F{ﬂ+f0.'-)8.idee

logo :
2% [Fz— Fa _+=f F'(a+re¥). (ﬂﬂ_::?q)

e 2t 1 = 3 @ (a + re¥) Aev
. F+e“)(f+weh>e.dﬂ

R
-
o R ?{a+r¢"))
s sl J i e—(n—1)8i
[+ i]'l n 'r 1.,’0 F[' +fe") (u-l-ure") i o
llllllllllllllllllllllllllllllllll i---""..i'(‘)

il T I

é o coelliciente de z,,; mas, como é sabido, o coefliciente de =™
no desenvolvimento de uma funcclo [z em serie convergente é

egual ao valor medio do quociente :;:: logo

= val. med. [ﬂ‘“F(“+‘}' %)‘]
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e como, por um theorema notavel de Cauchy,

val. med. [ 3=®F'(a + 3). r?(i“-:: mf.z))) ‘]

o (SN
— g ), Flatn. (mwmﬂ) ",

resulta

4 __' § e a [(platred)\n
Am—m‘ju F[:a+r£').(f r.l.“+mrc"':]) N it |

Esta relagio tem logar para todos os valores inteiros de m;
por consequencia para m=n— | resulta

rin o (a+ re%)

Ant = 'J., Kook ) of i ari®

e—n—10i g
2xrn—1 )

logo

o a[re (2]

1.9.5 ... &—1) dar—1

' ?{a+rﬂa-‘]) n—1)0i
__i.fu Plastre). Ik ) ettt dy

¢ a expressdo do termo geral da serie (1).
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Logo |]\
d| Fa.(X1~
Fr=Fa=xau. [Fu (,‘” ):|+la;. [ d(ufa)
o e (2]
s TSN da® (@

TR Len da"—1

--------------------------------

_ da o desenvolvimento em serie convergente de uma raiz da
equagio

[z *a. pr=0
em funcgdo de uma raiz simples a da equacdo reduzida
fz=0.

Esta formula comprehende, como caso particular, a de La-
grange. Com efleito quando for

fr=x2—a
resulta
r—a*apzx=0,
ou
T =a = apr,
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que é a equaglio de Lagrange; e, por ser, n'este caso, fla=1,
deduz-se da [érmula («) a férmula de Lagrange

Fz=Fa 5 «[Fa.qa)

a® d[Fa. \lpa)'] o d®|Fa.(ya)]

+1.2 da i S da® roses ()

Esta formula notavel dd o desenvolvimento em serie conver-
gente de uma raiz de modulo inferior a r da equagio

d T=4aF a.9x,

e a formula (2) da o desenvolvimento em serie convergente de
tantas raizes da equagio
fz*ta.92=0

quantas forem as raizes simples da equacio

fz=0,

e a sua func¢lo generatriz

B g(a-t're) I i) b I'
Fx= Fa—gﬂf ([1 ﬁﬂ-r@)]) F'(@ -+ ret) evidt

ou

= r m ; a-l-re'“] f L("-J}
Fe—Fa—g_. [ "I| 1220 22 }J F'{a -+ reb). ¥
re—) s
B ' i) e~ df)
f [ ﬂa-f—rc—"*jJ Fla+re?).e

exprime a geraclo d’estas raizes por integraes definidos.
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Se n'esta funcglio generatriz introduzirmos a hypothese de ser

fe=xz—a
teremos
fla+ re*) =reti

e, por consequencia, a [uncglio generatriz do theorema de La-
grange serd

\

- h( 2 e ] ' ) obi g8 |
Fa:-——-Fa—é:.j; \f _1 1;.: o(atre } )+!"'|L.*1-1-n»u )edh

ou

Fz=Fa—o— f ([ +2 e—ﬂ'~{a+reﬂq:|).F‘;a+re-f)eﬂfda ()

—— f ( [ {=— eHa.;,(a+re—°“|—I) JF'(atre=*) et db |

Estas formulas, casos particulares das precedentes, exprimem
pois a geragdo por integraes definidos de uma lunccdo da raiz
de modulo inferior a r dn equacdo de Lagrange

&= @ ap.

As funcgbes generatrizes («) e (3') dos theoremas (z) e (3)
gosam de uma propriedade caracteristica que se traduz no theo-
rema seguinte,

Tueorema IV. A funcgdo generatriz (2') da serie

S T re(F)]

[a da
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: 1 ]
& o coefliciente de — no desenvolvimento da funegio

-

_F'(a+=)-'[’“-?gi_:ﬂ'

Com effeito, esta func¢io desenvolve-se n'uma serie conver-
gente segundo as polencias posilivas e negativas de z se for

mod. max. [u ;E:i_:ﬂ

para um valor r do modulo; seja pois

o(at2) t " :
.f(a+z)J=Aa+A;n+ﬁg- + Agz¥+-...

P IR
z ;-1 F4

—F'{a+s).f[i::n
T vob

Ora, como é sabido, o coefficiente de z™ no desenvolvimento
de uma funcclio [z em serie convergente, segundo as potencias
ascendentes positivas e negativas de z, é egual ao valor medio

de {;— ; logo

—sF'(a + z}.i[ltu.ﬂiﬁ] ,

ul 1 1
coeff, de = val. med. fla+s)

mas pelo theorema de Cauchy

—szF(a+3) [l % p{a+z'}‘”

fla+s)
Y ¢ (a + ret)

val, med.

) F'(a + re¥) didp
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logo

i :
coeff, de — = funccdo generatriz
1

ou

ﬂ,_—éﬁh({[ltuq;,[(:—:i—%].lf{a-%n").eﬁda,

como se queria demonstrar.

Tueorema V. Se fz for uma funecdo bem determinada e con-
tinua de uma variavel imaginaria z=opet para um valor r do
modulo seré

Fz=F(0) — éfﬁ 2"(1 [T E'i')JJ F (reb) b o

a geragio de uma funcglo continua de uma raiz de modulo in-
ferior a r da equacio

[3=0.

Seja 3y uma raiz simples d'esta equaciio de modulo inferior a
um determinado valor ry do modulo de z; serd

[3=(3—2z).¢3,
I[ﬁ:-]=!(l—-il)+f+s

zF’z.t[ﬁJ —zF'zl (1 —ﬂ) +3F'z5.103.

z 1

d'onde
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Procedendo puis como no theorema Il serh

zF'z. 1y 5= 3M;s",

-
-

"F,..f( S =~—J:F..|—i' (0)] —ENgs*— 3Pz,

por consequencia

zF’z.f[f:J — [F31— F(0)] + 3Qa5" — 2P, 57,

onde
Q,=M,—N..

Fazendo pois

o =ryed,

substituindo e integrando; vem

Py = F(0) — - J (:[ E:ﬁ}]).F’(ne“]e"dﬂ.

Logo é

Fz=F[:0}—% f | (r[f f: )] F/(re®) % d

ou

F:-:F{u)_é. J; t(zl_ 5'::)_) F/(ret¥) e +ido |

{15 e
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a geraclo por integraes definidos de uma funccio Fz de uma
raiz simples de modulo inferior a r da equacio

f3=0.

As férmulas (a') e (3') sho casos particulares das precedentes,
como facilmente se vé&, e entre a multiplicidade de férmas que
pode tomar a funccdo [ as mais notaveis sic as que correspondem
i equaglio de Lagrange

r=at apx ,
e & equaclio '
fe = apx=0.
0 <
As férmulas
fo+ agz=0 \
dr—1 [F’a ; (ﬂ)pJ
Fz=Fa+ 3}—1)p.—2 o B
Rt Sp(p ) dar=1 . (=)

r ' pow q;(a+'r.-,‘i)] 3 ’
= i St taradl _-—': W e r " -
2 . fo I[I e | Flat ). an
conduzem immediatamente 4 deduecciio de muitas outras, deter-
minando convenientemente a férma das funcgbes ox e fa.

Seja : :

a=1

oz =x1f1x+ xafox+ . . . + Tpfyz,
onde

@1 =91 (D) 2apa(8) <\ T = ()
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sio funcgdes de uma variavel £ independente de z: resulta a
equagio

0=fr+zifiz+zofsz+ . .. +2ufux,

e a geracio de uma funcgio Fz da variavel z definida por esta
equacdo serd pois

Cap [e. (2l = +mﬁa)’]‘

Fzx=Fa+ 3 I‘(_;T-l-—l) p =
ou
(—1)p dr'[Fa.(ziia+ ... +zedualr]
Fﬁ:Fa-kz#l‘(P—H}' o I
onde

fu fga faa
-f%ra—, + ='f,—a| 'L +'ﬂ=’ fﬂ..

p1a=

Ora o termo geral do desenvolvimento do polynomio

P=(zid1a+axalga+ ... +axudpa)f

pela lei do binomio de Newton &, como se sabe,

r(p+1)

=T 1) Tort]) - T(p) ther - (erhae) . eua)®

T

ou

F LR ™1 R &

" . A
T I Tt ped) T - () (™
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sendo py, pa, p3 ... pa DUMeros inteiros e positivos que devem
satisflazer & equagio

p=pr1tpatpst...+pas

por consequencia

; a_,-!?l . ZoP? L., EgM
P=I£P+1).E[F(PI+U]‘(P!+1) i e I‘fPu'i‘”

< ($ga)p . (§ea)r . .. {:q.-,.a}l'"]

ou
P=r(p+1).T,
sendo
. M, .r,Pt _rljh ;;“y-
T, =
; E[I'un +1).r(p2+1) r(pat1)
< (1P . (Jaa . (fa) ... (¢.a)r-J; ..... (n)
logo
- d?—‘[F'ax[‘(p-{-l).T]
sl 1 ’
Fx=Fa+ ! + 0’ e
ou

& [Fa.Ty))
~da—t

M=h+g@ﬂ

Como os valores de p sdo os numeros da serie natural a partir
da unidade, resulta

d[Fa.Ty) &Fa.Ty

Fz=Fa—[Fa.Ti]+ = T sans (M)

10
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e os valores de py, pa, p3, ... pu correspondentes aos valores de
p=1,2,3,4,5, ...
sdo dados pelas equagdes
b=pitpatpst ... +pa
S=pikpttpst ..+ p,
S=p+pt+pt+ ... +pa

Conhecidos as solugbes nteiras e positivas de cada uma d'estas
equagoes, determinaremos os valores correspondentes de Ty, T,
Ts, . .. pela formula (n).

Teremos assim

T] =v$|'4||ﬂ +J‘¢k}‘gﬂ+d‘g+3ﬂ +.-r.;¢,a i PR

— (§10)2 + 2429 (§1a) . (Yea) + 212y ($1a) . (Yga) + . . .

+
3
e
=

The

+

[x}
"

=

-]
-~
L
—
s
==
&3

=]

-+

%
—

T

"

=

e
ety

5=

-
‘-\_n-'

+

o R TeTat
L T o SRl P I P ’
T { '2 _J '\"]‘1"}3 + 1.2 '*."l”ﬂi* ; N’iaa +—I-?'\+]ﬂ}.\.l¥gﬂ)!+. oy

Ty

xed . xet. Iy x*_rai '
i | - FT Mgt Sl '2.. . 20 \I': ) T
g T et (sa) + T (haa).(haa)t
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por consequencia, substituindo estas expressoes na serie (m) e
attendendo a que

[nla

';’n:_r-!; " .rl_l‘

resulta o desenvolvimento definitivo da funccdo Faz, a saber:

PR T
. o i "l‘l"'L--)l
Fx=Fa- a'l[l"'-:e.("fll—f_tj | ), S o N

['a/ | 1.2 a

2| P |i.'. f-n‘l
Ty . aq* 5 [ \f f‘f )

B N T
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o ()

% da

o

1 LR R iar bt ol

ore ) )]

da?

(73]

—, ele. +

+etc. —

A lei de geragiio d’esta serie sera pois

1. E T LA R LI &
F(pr+1).r(pe+1).r(ps+1) ... r(pat1)

o [re Gl )G ]

dar—1 .

G gt

>

onde

p=pitpatps+ ... +pu;

por consequencia o desenvolvimento em serie de uma funcgio Fx
da variavel z definida pela equacio

O=frt+afix+xsfse+ ... + . fux

serd pois

i P, zgPt . ZgP .., T
Fz=Fa+ I-—IP. ol 8 T
Zj=1) rpr+1).r(pa+1)...r(ps+1)

B b8 SR |

dar—1 )
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onde
p=prtptp+ ... +pa

Se pa [6rmula

. r opim ?{u’ retf)” 5 .
Fe=Fa—g_ [ r[q +u.ﬁ;‘?r!—i}J.F-\a+rr ). i

que exprime por um integral definido a geracio de uma funcgio
de uma raiz de modulo inferior a r da equaclo

fx+apx=10
introduzirmos a determinagio da funcclo ¢
pr=xfix+ xmfexr+ ... + 2 fux

correspondente & equaglo (p), resulta a férmula

X in i
Fn:=Fa—§r— f r[l 0 a0
0

= [(a+ re%)
fﬂ(a + reni];l > f i o J
+xnr[:—a_{7r—e-ﬁ? F ka"l" I“Gn‘je. dH, ....... (f )

funcgdo generatriz da serie precedente.

Seja
fr=a—x;

as formulas (p) e (p) dio immediatamente

z:a+x|fjﬂ-“i‘.‘rgfgz+ S +-‘ngn5 ------- {.q)
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™

onde xy, x3, x3, ... x, sio funcedes de uma variavel £ indepen=
dente de o, ¢

= | P . e L. AP
FemFa+ R0 ot e~
EI'( “ripsH1).ripat1) ... D{pati)
dr=1(Fa . (fig) . (faa) . .. (fra)P. (—1)~7)
dap—1 \

=

por ser fla=—1; portanlo

TR R PR
Fa=Fa+ ‘—,
Elrmﬂl-i;.rtpﬁi) coaI(Pat 1)

a1 [Fla . (fi . (faa)e ... (] ;
£ I ‘dﬂ_;t:f_i_' : ““‘"——E ...... ({‘r)

formula que da o desenvolvimento em serie de uma func¢do de
uma raiz da equaglo (g}, e a sua funcello generatriz serd pois

frit 3
Fz=Fa— . 1[1——e"“"(ﬂfj[a+rﬂi)+...
r

2r J
L \ l
S ffa+ref°"})].l"'(a +resi)eidd ... .... (¢)

As luncgoes xq, @y, . . . @y sdo funcgdes indeterminadas de £;
supponhamos agora o caso particular em que

i .
To=2";

k]

as formulas Iarn't'.l'l!t‘utrs diio

reagckifiv 2k o hEN @m0 v v e (r)
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e
Epi+ 24 oo AP
F.r=l‘a+z . ‘_,_T__P .
Ir| p1+l} Tipg+1) ...r(pat 1)
rlF* [Fa, (flu’ﬁf_”‘_(,f_;gf P fnu] ]l
dar—1 \
ou
Fs=Fa+3 !
x=Fa 3 o e Sl
r(p+1).v(pe+1) ... T(pat1)
ir—1[F'a. o, (fea) . .. (fra)?™]
- Fa:tfealte: e ... Ut} © - - )
dar—1 \ :
onde
p=Pp +pptpst ... + g,
e

qg=p1+pa+ps+ ...+ npy

que & a [6rmula do sr. Dr. Gomes Teixeira.
A funcglo generatriz d'esta serie serdi pois

A%x 3

Fz:Fﬂ—-{;.J“ Ij1—e I:-:_— filatre™ ¥.0.
+-—-,f,.(a+rr0‘“:1)] Flla+re).edl. ...... (r)

As férmulas () e (p) podem conduzir a outros resultados in-
teressantes, determinando convenientemente a forma das fun: -

goes g e [.
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i

A geraclo por integraes definidos das raizes das equacdes al-
gebricas ou transcendentes ¢ uma consequencia immediata das
formulas (=).

Com effeito, quando a lunccho Faz designar a propria varia-
vel z, as [ormulas (2) dio immediatamente

= 1]
a:-=u—L. 1'rf 1+ g(a-t-re')

0 *Flatre

r = I
.‘E—ﬂ—*é—n..f; I“

rf"f_
2 Jo L

que exprimem por integraes definidos e por um desenvolvimento
em serie a geragdo de uma raiz de modulo inferior a r da equagao
algebrica ou transcendente

[z+apx=0

em funcclio de uma raiz simples a da equacio

A applicacdo d’estas formulas & resolucdo das equacdes con-
duz aos seguintes theoremas.
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Turorema I. Se fz=0 tem m raizes simples, as m raizes cor-
respundentes da equagiio

fe+ogr=0

exprimem-se por integraes definidos, quando p e f fazem func-
¢oes bem determinadas e continuas para as quaes

¢(as+3)

¢(ar+3) ?(“-ff]].:,
“flay+3)

:l<: 1, ... mod. max. Lffas.*i‘z}

mod. max. I:u

para certos valores
rl-. r!, l':], e e rm

do modulo da variavel imaginaria z.
Com effeito, sejam

g, Ta, A3y « + - ay,

m raizes simples da equacio

Fiy Foy T3y oo+« Ty

os valores correspondentes do modulo de 3 que verificam as con-
digdes do theorema; pondo

T=ay+ 3,
cada uma das equagdes

[(ag +3)+ag(ay +3)=0, |
[(ag +3) +agp (ag +32)=0,

f(ag +3z) +ap(ag +3)=0, })....... .o (m)
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tém, como demonstrimos, uma raiz unica de modalo inferior ao
modulo rnrrt'splmdenlu de z
Ora, a [ormula

o {"1
=a—~—f [ glade )] &
fl,_rl + ret)
exprime uma raiz da equaciio
[xtagr=0

em func¢ho de uma raiz simples a da equagio

por consequencia, mudando & em a+ z, a [6rmula

2 r ,J.Lﬂ+ﬂ"5i)- i fal
.=-:2—w.fﬂ LI+ Tt My ... (B)

& a expressdo de uma raiz da equagiio
fla+s)+wo(n+3z)=0,

como devia ser, em virtude do .hmmnu 1.
Applicando pmq esta formula (2') a cada uma das equagdes (m),
rrnu]!um as m raizes

+3 i)
e ey wr'.lrl-l-uc?_{[”iiﬂ—l-ﬂeid&.
2z Ao f.f-’l]ﬁ‘rlfi":]

(am + 'm'"“ 2
Pl T ¥ .} |.Eaz{.ﬂ];

1 +
: ',Illl'Efll g ,.m'._.e.}

Fm g
Smo=— l

=T /' 0

mas
a=a,+=,
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logo

ry i ¢(ay + ryed) . .
2y =ay —..J" le:+ fm_!_mm].ﬂdo.

rg el 9 ﬁa ?“aﬂ' I
o e JI! : f Ma + rar'"‘ ] & ’ e (ﬂlrj

e @l (am + rae® ) o)
o M (A fle T‘l“’ |

exprimem a geragio por integraes definidos de m raizes da equa-
¢do algebrica ou transcendente

fx +qtp.r=ﬂ

em funccio de m raizes simples da equacho

fr=10,

e as [ormulas

dr—1 (Tul \)ﬁ ’L I'.I
s B I A2V
S p+tj' AP i)
: dr—1 (;,m" )F f
v all a2
= N S e s, "
e ai_i_z.\ ." rl_llﬂ+ lj tfﬂ!“_j ), P‘ ‘{n! ]

‘f---'[(?‘;:;f 1( |

= -S ((—1)r. —
-:.rm I“m-i 2 I P l‘:‘u + ll _ dl: "’

diio o seu desenvolvimento em serie.
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Tueonema Il. As raizes da equacio algebrica
Pt Apga1+ ...+ A+ A¢=0

exprimem-se por integraes definidos em funcglio das raizes da
equagio binomia

a4+ Ag=0.
A equacio

3"+A,,_.15‘2“"‘1+ vee FAZ+Ay=0

reduz-se 4 [6rma

fr+ex=0,
pondo

fe=a"+ Aq

pr=A, a1+ A, a2+ ... +Asz+ Az,

Sejam
Ay Ay Agy « « « Ay

as raizes da equaglo binomia
a4+ Ag=0;
é sempre possivel determinar n quantidades
oo Piy "y o o0 My

para valores do modulo de z que tornem respectivamente

¢(ag+3) ?(ﬂﬁz}'J p(an—1+3)
| B g mod] B2 |y, mod | B :
mo Irf{a“-}-:}]&l'm"d Flarta) <1,...,mod [f{ﬂ.-rf‘ﬂ]{l
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ou

Ry Ry Ray

—_—<], —<1i, ... .
I{'0< H.{ <1

an-—l

Com effeito, seja @ uma raiz qualquer da equagio

fx=0;
seri
platz)=Py+Piz+Pez2+ ... +Pp_qz*1
"
fla+z)=Qu+Qu+...4+Q,_q2%1.
Ora

=p (cost +isenb %

W

Py =pa(cosa, +isena,),

Q* = gy (cos 3, + i sen B,),
por consequencia, designando por S,, e §',, as sommas dos mo-
dulos
Sm =po +prp+pep+ ... +pe_gpr?

Sa= qiptqpt ... +gug,

resulta

mod. ¢ (a+z) <8,

mod. f(a+3) < S',
ou

R<Ss e R'<§),,




Como o modulo da variavel ¢ uma quantidade indeterminada
podemos dispor d'elle convenientemente para que seja

Sm —§ 'C: S‘J“ i 5‘|
¢ entdio seri necessariamente

R€R.

Ora s —s' pode ser uma qu:mlill:ule |Hni|i\:l ou negativa; seja
||nis

a desegualdade
Sm 3 b‘Im < J—38

desdobra-se portanto em duas
Sm = Slm < +3.J,

S‘lu r— Slm { = -'?l-"n

ou

Sll’ll F SM } 's”l

e como s & uma l]ll{l[l“il.‘lllﬂ essencialmente positiva segue-se
que estas desegualdades serio salisfeitas quando houver um valor
de g que satisfaga s inequacdes

Sm, __srm<u

Sim Fe, sm > D!
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HE quacs se reduzem a uma so
Sﬂl P Sim '{: u-

Substitumdo pois n'esta expressio os valores de Sy, e 8 con-
clue-se que lodo o valor de ¢, g =r que [dr raiz da inequagao

(Pr—1—gu—de" '+ (Pa—2—Gu—)p" 2+ ..+ (pr—q1)¢ + po<0

ou
i o R PR WTEN S| Bl (m)
sendo
‘P-'n_l___P'Le_?_fJ’_”_—_z' -4 AT ’-'l e .'”r _r“_l Jr'}_- a _,_":_JI“ —
Pr—1— a2 Pa—=1—Qu—1 Pr—=1—Gn—1
torna
R<R
ou
ROMIPES
Mol | 2T
fla+3)_

Esta desegualdade ‘m) € pois a imequagio dos modulos, e
vé-se que se a equagho proposta é do grio n, a inequagio mo-
dular & do grio n— 1.

Logo ¢ sempre possivel determinar » quantidades

o Pl Ty oo o Fyeq

correspondentes &s raizes

), a1y ag, V.. gy
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da equacio binomia
"+ Ay=0

para valores do modulo de = que tornam

mod. P;%j:}]-( i, ... 405 mod. [3_%:1—:3] .

Por consequencia, verificando-se todas estas condigdes, cada
uma das equagdes

[lao =3)tglas +3)=0)
flag +3z)+9(ag +3)=0
flaa +2)+¢(aa +3)=0)......... (n)

.......................

flan—1 +3)+¢(au—q+3)=0

tem, em virtude do theorema I, uma raiz unica de modulo infe-

rior a0 modulo respectivo de 3.
Estas equagdes dio pois n raizes pela applicagio immediata

da formula (38", a saber:

ro in P .’:l!lﬂ + fnt-’"-'}] 4 ;
_— + 1 =—— | . Mds, ...,
2= .f;l ll:l [lag+ l‘ﬂeﬁ‘j

Facy - [ q:{uu—1+n.-lﬂ“)J ,
e et 0 O 1 B 3 e 0 Y
et JI.I f(,ﬂn—i i g rn—iﬂh).

=

mas
&=0y+3;
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logo as formulas

ro i= T ?(d’u + i‘nﬂ.i)- :
=Gy — —. 14— |.efidh,
g o j; 1 et o |5 ®
ry rim ?(ai o rie""“}" 2
=) —=—. Hld———— | %d0,
&y =ay o JU | o™ | Mg
O | [T PPN
BN g 0 f{ag'i-rge"‘)_. !

reil | e ¢ @y +rn_qe¥) ] .
et o g g L LG W TR e,
Pret St = o d N {+f|:ﬂa—1+rn_|€“]. il

exprimem a geragio por integraes definidos das raizes da equagdo
algebrica

2t A1+ .. FA e+ Ag=0
em funcgio das raizes da equaciio binomia
ar+ Ag=0,
e cujos modulos sdo respectivamente inferiores 4s quantidades
O P AR AL

determinadas pela inequacio modular para cada uma das raizes
da sobredicta equaglio binomia.

As [ormulas precedentes exprimem por integraes definidos
todas as raizes de uma equaglio algebrica de qualquer gréo; por
consequencia exprimem a ligagho entre o problema proprio da

i
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Algebra, a resoluglio das equagdes, e um problema de Calculo
Integral, consistindo na investigaclo das propriedades d’uma
classe de integraes definidos, comprehendidos na formula geral

o F- o ¢ F‘_.:Etmij" \ ¥ Biy b
Fz=Fa _ﬂwf" (![I i—a',f'trl-l'frﬁj,) F'(a+ re¥) . ebdb

A ligag3o entre estes dois problemas mostra claramente que
todos os progressos ulteriores d’um concorrem para o desenvol-
vimento progressivo do outro.

Applicando a cada uma das equagdes (n) a formula (3) resulta
o desenvolvimento em serie das raizes da proposta

! (—1)p
A=t I ) T )

Estas f6rmulas constituem um methodo geral para a resolugio
numerica das equagdes de todos os grios.

Tarorema II. A forma geral das raizes de uma equagio al-
gebrica

@'+Aq—i$“_1+ T +Ai$+A0==rﬂ'
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i = o/ N
Ir=— E[. -+ g V’::] + pm‘ lr‘fag‘l' o PM"_j '/En—‘l-lt

n

onde

4 e - -
S1s 52y S8y« v oy Gne—i
slo as raizes d'uma equacio do grao n—1

1+ Ry_g 82+ .. RyE+ Ry =0,

cujos coefficientes sdo funcgdes racionaes dos integraes definidos
que exprimem as raizes da proposta.
A equagio

TatApqa—14+ ...+ A+ Aj=0
reduz-se & f6rma da equagio (p)

O0=frt+zifix+xsfsz+ ... +2ufaz,
pondo
fr=z"+ Ay

Fa=A, e [ix=a",

0 que da

fz+Aifiz+Asfoz+ ... + Apry fo_12=0.

O desenvolvimento em serie das raizes d'esta equagio em
funcgiio das raizes da equaciio

fe=a"+Ay=1Q
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serii pois dado pela férmula (p'), a saber:

. AgP L Ap
—a+2% p1+l I‘{pg-l-lj...r{p,._1+l)
L (Y O ) o i
o dar—1 |'
ou
. dpﬂ_ \_ﬂ“'] ....... (v)
r.!aP—1

onde

p _( I)P A,w Ast? | Asm..._ﬁ,._ﬂ"" E)
SR TR [‘[p,+[) I'_u.;-i-l) 1‘(p3+l} S Tiwsi T 1)

e
p=ptptpst+ ... +p.

g=p+p+pzs+ ... + [:u—-l:lp,._l—[n—i]p
ou
p=ptptpst...+pa

g=m—(n—1)p
m=p;+2ps+3pg+ ... +(n—1)pa-i.
Ora a quantidade @ designa uma raiz qualquer da equagio
2t = Ay =0,

onde suppomos explicito o signal do ultimo termo da equagdo
proposta; por consequencia ser

o VUl &Y RSV
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ou
a=agm,

sendo a o valor arithmetico do radical vAp e po uma Taiz da
equacio

As raizes da equacdo binomia
ar = Au =0

que devemos substituir a a na férmula (v) para obter o desen-
volvimento em serie de todas as raizes da proposta slo pois

Ap= Zpp, A ==0pq, A3=12L% sy Oy =0aPp_1.

Ora
dr—1 (af) . t_ﬂ"" (a?)

Sl 3 q—p+1
dar—1 dar—1 ¥

mas
qg=m—(n—1)p,
por consequencia
dr—1(a)  dr—(al)

e 3 m-{-i‘
dar—1 ' dzp—1 i

pois que
pof=1;

logo a [6rmula (v) transforma-se em

dr—1 (1)

T =apw+ z‘i — = ['_,, S pw™ f l;. ------ [1“)

onde pw designa uma raiz da unidade positiva ou negativa, se~
gundo o ultimo termo da proposta ¢ negativo ou positivo,
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As raizes da unidade reproduzem-se periodicamente, e em
virtude d’esta propriedade caracteristica o desenvolvimento da
formula (v') toma uma férma muito notavel.

Assim para todos os valores de m que satisfazem & equagio

m+1=kn+r,

onde k & um inteiro positivo qualquer e # o resto da divisio de
m+ 1 pelo grio da equago, temos

pu™H =gt | cuf,

mas
Pmu = i .
portanto
po™Hl =  ow";
logo
f o R e) ) ot
x:mFm-l'E Py. dap—1 " i ------- v’)
onde
p=prtpatpt ... +p
g=m—(n—1)p
¢
m+1=r .mei.=n).
Pondo

]
i

Ty=go" . Fp)

dr—1 (u:"-".

F(P‘}r = liF & ;f_nptl_

e substituindo em (v"), resulta

&= 2y ' ETF L R L R {1'”-.,1
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Ora para um dado valor de p resultam para m um certo nu-
mero de valores que devem satisfazer & equaciio de congruencia

m+1 =r (mod. =n);
mas os valores do residuo r sio
r=0,1,23, ..., (n—1),

por consequencia os valores de m, correspondentes a um dado
valor de p, devem ser raizes das congruencias

m+1 =10 (mod. = n)
m+1=1 (mod. = n)

m+1--2 (mod. =n)

m+1=n—1 (mod. =n);
logo a expressio do termo geral Tp serd

Tp=3p0" F(p)p

ou

T, =F(pjo+ pF(p) + pwF(plat . .. +pu*1F(p)a—1;
por consequencia, substituindo em (v"), resulta
x=apm+ 2F(plo+ pm'_'l*'(,n:q +EwEEFI:p:!g+ A

+ g1 F (pla-1.
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A expressio geral do desenvolvimento em serie das raizes de
uma equagio algebrica de qualquer grio é pois

z=Xo+poX;+poiXs+... +po"1X, y..... (w)

onde
; | dr=1(a,)
Xy i =2 Ei PF’ ;f::h—‘f“
: [ dr(a)
g 00 E’{[*" dar—1 |
2 { ! i pr—1 -fu'FH
- | dr—1(a7))
Xoog= { Py ty
' Ef Py dzr—1 |
sendo

p _-( _)P AP, Al |, Agm | A, P
"\ /) 'r(pH1).r(pat1).Tips+1) ... T(paait1)

e
p=pitpatpst...+p

q=m—n—1)p
m=p1+2Zp+3py+ ... +(n—1)pa—i.
Para obter o desenvolvimento das lunecdes

Xm .\-|+ K;. .\;.:f. Ve f\'..__i
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devemos combinar respectivamente a equacio
p=prtptps+ ... +ps
com cada uma das equagdes de congruencia

m+1=0 (mod., =n)

m+1=1 (mod. = n)

m+1=n—1 (mod,=n):
logo a forma geral das raizes de uma equagdo algebrica

'+ Agq 14, ..+ A X Ap=0

z=Xo+poXy+patXe+ ... +pe1X,

onde

X. =3 I,(_ 1\r AP A Ag ... APt
B A A T 1).1'(pat1) ... (Pa—1t1)

dr—" (af)) } (w)
g | (

p=ptpatpst...+psy

g=m—(n—1)p

1+p+2ps+3ps+ ...+ (n—1)pa—y = r (mod. =n)
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por consequencia
g =Xot+po Xgts? Xet:oi+pt Xyl
# =Xptp Xitp? Xgt,.. 4t X, 4

2z =Xotpe Xyt Xe+ ...bpt Xeoy).

Tp—q=Xg + 95_11; + p._ﬁ Xe+.
silo as raizes da proposta em [funccdo des coefficientes e das
raizes da unidade por meio das funcgdes X,.

As funcgoes X, definidas pela formula (w) em funcgdo dos
coefficientes gosam de propriedades notaveis. Assim, multipli-
cando as expressdes precedentes (w') por

Pih P[- Plll ey Pn_ir

TR LG o

P“!-'I. 1 y B g ® & 8y F"__|l—|'

e sommando vem
- ! r
Xa—1 ' P @ogo  taypr T agpe e oo FTuy puai)

: |
Xn—g=— (@opo® a xgpe® oo s Fougpte1)

---——:; (ﬂ‘ﬂ?un_j +-’r|, ‘51"_1 + .Tgpgn_l AP

: 1
:\.” - "' (.T" + J."I_ +.r= =+ "




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 171

por ser
o+ o Lt i = 0,
quando
m<n
e

s Fo*tpat ... Fott=n.

Ora, sendo g, uma raiz qualquer da unidade, temos

(0] w ) ——
w=Cco8{ —.® )+ sen (—.‘n: W
¢ (n ) n )

A '

fo = ("“5 (:: ) + sen (: ) W '1)”:
o (on( ) SRR Y
- (I'HS(:! .1:) + sen (f: ,—) ST 1)"

por CUTISEIIIIi_‘nl'IiI

0ol

mas

pa" = pm";

ogo a expressiio geral das funceoes X
log pressdo geral das funccdes X,
e Ll :
Xo—u= = (Rapo® +axyp1® +xep3® + .. .+ Tu—1pa—1")
transforma-se em

. L :
-\n-—-@ = I T & Pw +'T1Pﬂi L L J',.WIFMI—-!-:
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logo, pondo
l=nX; o

resulta immedialamente e @ priori a funcgdo resolvente de La-
grange

t=xpF Zyput+ 23pu>+ . . . + Xn_gp™!
ou

onde ¢ designa uma raiz da unidade.

As funccdes X, acham-se pois ligadas com a funcgio resol-
vente, e possuem portanto as mesmas propriedades.

A funccdo resolvente de Lagrange gosa de propriedades muito
importantes na theoria geral das equagdes, e principalmente na
theoria das equagaes abelianas; e, como estas propriedades estiio
j& bem estudadas e definidas, podemos deduzir muito facilmente
as das funccoes X,.

Assim, a funccdo resolvente toma n valores distinctos pela
substituicdo das raizes da equacio

p"—1=0,
por consequencia a func¢io X,—. toma tambem n valores dis-

tinctos por essa substituicdo, como devia ser.
A funcgio resolvente depende pois de uma cquacho do grio

1. 3% el
a qual, como ¢ sabido, se abaixo ao grio

1.9 8. (e t),

pondo
E==i";

I]Hl“ (’ﬂ‘l‘lﬁt‘l’ll"‘l’l[‘iﬂ resulta

nXpmu=V E:
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mas, substituindo na funcciio
E=(zptpz +pdzat ... itz y)

¢ pelas raizes da equaclo

resultam para £ os n—1 valores distinctos

> 4 » =
Slr 529 Gy < ¢ oy Sa—1s
logo

ou

Logo a férma geral das raizes de uma equaclo algebrica de
qualquer gréo é

L=

£t po ;IE—;-E‘pm‘ 'F’%'f et pa— VE,:;]

n|

como immediatamente se deduz, substituindo na f6rmula acima
demonstrada

z=Xo+puX;+paXe+ ...+ pu*1X,y,
as expressoes precedentes das funccdes X, e pondo

fr=—Ap—1.
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Lagrange demonstrou que as quantidades

E'I'l E!"' Es- - ey El—l

eram raizes de uma equagdo de grio n— 1, denominada equagio
reduzida

P F R Pl REFRe=0....... ()

cujos coeflicientes se exprimem em funcgio dos coeflicientes da
proposta por meio de uma equagio do gréo

1.2.3...(n—2);
logo as funcgoes X, sdo raizes do gréo n das raizes da equacio
reduzida

ou

onde

Logo as raizes da equagio reduzida exprimem-se em funcgiio
dos coefficientes da proposta pelas formulas

Ear = (K, )1

4 El n ‘l‘(pt-i-i:].[‘l:}?g'f'i)...l‘{p,.q-!-‘l}

dr—1 {a.'!'
oL
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onde

p=p1+patpst ... +Pput
g=m—(n—1)p

14+pr+2pe+3ps+ ...+ (n—1)ps—q =r (mod. =n).

Conhecidas assim as raizes da rednzida podemos determinar
a somma das suas potencias similhantes, e pelas férmulas de
Newton calcular depois os coeflicientes da reduzida em funcgiio
dos coeficientes da proposta.

Os coefficientes da equacio reduzida podem calcular-se muito
mais simplesmente.

Com effeito, as raizes da equaciio reduzida

s G2 B3 ooe Bamt
exprimem-se em funccio das raizes
Loy Dy, Dys Xy 10 End
pela formula
E=(xo+pa +otzat ...+ law)”,
onde p & dado pela equacdo

Pn_l =0;
p—1

desenvolvendo pois esta expressiio ¢ attendendo 4 periodicidade
das raizes da unidade, a forma geral das raizes da equagdo re-
duzida em funcglo das raizes da equagiio proposta serd

E=Xot+eX+2Xg+ .. 1 Xy,
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onde X', siio funccdes racionaes e inteiras das raizes

Ty Ty T3y TP oo s Ty—is

mas estas raizes exprimem-se em funcglo dos coefficientes da
proposta por meio dos integraes definidos (n); logo, calculando
as sommas das potencias similhantes das raizes

El' E!i Eﬂl ", n E?l-l!

determinam-se pelas formulas de Newton os coefficientes da equa-
¢iio reduzida em funcglio dos coefficientes da proposta por meio
de integraes definidos.

A forma geral das raizes de uma equagio algebrica de qual-
quer gréo

.‘.I:‘:"+Ag_1w""'+ v A+ Ap=0
& pois

emt ot VBt Vit eV,

onde

Etr &2 E80 o oo Bt

s8o as raizes da equacio reduzida
Bt 4 Ro—y B2+ ...+ Rys+Ro—=0.

Este notavel theorema, demonstrado por Lagrange em 1771,
foi a origem da theoria das equagdes abelianas.

e
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SOBRE UM PROBLEMA DE ALGEBRA ELEMENTAR

FOR

J. C. O’NEw. pE MEDEIROS
Deduzir o desenvolvimento de ™+ =™ expresso em
s=altat.

Esta relacio entre e z dé
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e, fazendo por simplicidade

)i+ Yt — 1
=t § o V O —

ou inversamente. ;
Assim, pois, designando em geral por

a-b
i
210
i
a somma das determinagdes individuaes successivas de [{i), cor-
respondentes respectivamente aos valores inteiros e posilivos de

i=a, at1, a+2, ... (a+b),

teremos, na supposiciio de ser m um numero inteiro,

m
am =+ VB =T+ 1) [mCi] en—i (V R 1)i]
0

L]

g = (t—V E— 1= I} (— 1)} [mCi en—t (V2 1)}
0

ol inversamente; mas, quer se tomem o valores de ™ e &a—™
taes como estdo escriptos, quer se attribua a a™ o de 2= e
reciprocamente, a sua somma & sempre a mesma.

Ora, como n'estes valores slo eguaes e de signaes contrarios
todos os termos, que correspondem a i impar, isto &, todos os
termos d'ordem par, sendo os restantes identicos, claro esta que
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do dobro d’estes ultimos precisamente deverd constar a somma
dos mesmos valores. Podemos por conseguinte representar esta
somma como se segue

1{m
bt .
o= 3 | [mC2e] % (2—1)i]
“ |

onde se quer exprimir pela ambiguidade do limite superior
1 |\m
ﬂ*m—l

1 e A
impar; de maneira que deverd ser Em noe primeiro caso e

a consideracdo dos casos respectivos de ser m par ou

i ’ e
g (m— 1) no segundo. E como pela notagio adoptada é

B—1)= T (=1 lica] e,
a=0)

a expressdo precedente (ransforma-se em

%iu—l =i
antam=2 ¥ |[mC2]m-2, 3 |(—1)*[iCx] 2i—22|
] a=—(
ou
1|m
2 {m—1 a=i
ot rn= 3 |[mC2].2. 3 {(—1)=[iCa] 2|
0 2—0 |

ou, finalmente, attendendo a (d) -

1
E’:—l a=i =m—1a |
6).. artom= 3 )mC2].2. T (—1)*[iCa] 5oz
0 "' ol it

-
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Tal ¢ pois a formula que da 2™ + z—™ expresso em
g=gl4 21,

Para se obter este desenvolvimento, ordenado segundo as po-
tencias decrescentes de 3, dar-se-hlo successivamente a a os

valores 0, 1,2, 3, ... %i- ou

par), e tomar-se-ha i respectivamente desde i=x até i=

(conforme for m par ou im-
1{m

2 'm—-l
(na mesma conformidade de ser m par ou impar); de maneira
que, designando por

K.

i ! -_— e
q“, ....... o E s e Ew .. Al'— 2”‘__*=

o coefficiente d'um termo d’ordem qualquer a1, serd

Fhat

bos) v Ko =(—1)" % 12 [iCa] . [mC2i]}.

Ora a construcgio d'este valor, e por conseguinte do valor de
A, & na verdade assis complicada; mas ¢ muito de presumir
Tw se torne mais simples fazendo-o depender do valor prece-
dente Kx—y, visto ser

Lr'
2 {m—1

Ko= 3 |2.[mC2i]|=2",
0

« portanto, [(q.)]

{q.u) " TR S o P ﬂO‘——'-
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Para o conseguir notaremos primeiro que, sendo, como se
sabe,

2 (Ca] = 20 [ 1) € fa— 1]

[(mC2i] = 3 [(m— 1) € (& —1)]

2[iCa] . [mC2] = = [i—1) C(a—1)] . [(m— 1) C (2 —1)],
@

e portanto, [(na)]

1jm
T{m—

(We) Kam=(— 1*= E [(i—1)C(z—1)]. [(m—1)CRi—1)]}.

Mudando z em 2— 1, tanto em (n;) como em (n',), obter-se-ha
Wa)

2 {m—1

Kact=(—1)*—1 3 [2[iC(a—1)] . [mC2i)|

1Im

1
2 (m—1
K=t 5 3 {02 (-t CE-1);

Sendo agora, como tambem ¢ sabido,

%+ 1
(mC2i] = i“—mi [mC (2i—1)] =

m+l

%o mC (2 — 1] — [mC (@i — 1],
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2 [iC(a— 1)) . [mC2i] =" G e~ 1)] . [mC(2i— 1)
2 [iC(s— 1)] - [MC2i—1)]
m—+1

a—1

[i—1)C(a—2)] . [mC(2i—1)]—2(iC(a—1)] - [mC(2i—1)]

que pela substituicdo de
[iC(a—1)] = [(i—1) C(a—1)] + [(—1)C(a—2)]

se transforma em

2[iC(a—1)] . [mC2i] = EE? [(i—1)C(z—2)] . (mC(2i—1)]

—2[(i—1)C(a—1)] - [mC(2i—1)]
ou, finalmente, mudando m em r;t— |

2[iC (a—1)]. [(n—1) C2] =22 2 (1) Ca—2)

> [(m—1)C(@i—1)] —2 [(i—1)Cla—1)] . [(m—1) C(2i—1)].

Se tomarmos o sommatorio d’ambos os membros d’esta equa-
: . Him i
cio, desde i=a—1 até e~ e multiplicarmos por
m—
(—1)s—1=— (—1)*, obteremos (attendendo a (ns—i), (Wa—1)s
(w'.), e representando por

m

(Kl—i)m—|
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aquillo em que se torna K,y pela mudanca de m em m—1),
obteremos, repito, o resultado seguinte

n —92:+42 2
K orplaRtagh’ g
m m

d'onde se deduz

—Ka—g(m—2a+2)+m(Ksry),,
2

K;=
e finalmente [(qa) e (qa—1)]

— 2:&;_1 (m—?: +2:I +m (:;a-!.)m. 1

{0;}.-.. Al=

-4
Por meio d’este symbolo geral, ficando subintendido o valor
inicial (gp), se acham successivamente |
—2m+m m
Ve A
+2m(m—2)—m (m—l) m (m—3)
R 1 Ll i
A = 2m (m— 3)(:?:——-1)+m mn—ij{m—i} m (m—%)(m—35)
e Lk 1 oo (Y
!‘_+E‘.m(m—4j{m—5)[m—ﬁ}—m( —1)(m—5) (m—6)
s 1.2.3.%

m(m—5) (m—6)(m—7]

i 1.2.3.4

e assim por deante.
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Observa-se porém que cada uma d’estas determiriagdes indivi-
duaes se obtem sem dependencia da precedente, dando a a os

valores 1, 2, 3, ... %{:_ (" na expressio

(m—a—1)(m—a—2)... (m—2x+1)
1.2.3 ... 4

ﬂ,=(— 'l}"m

¥

que ficard completamente genernlisada, se se demonstrar que,
sendo verdadeira para &, tambem & verdadeira para a+ i. Ora,
segundo a formula (Qa), temos

4 =-(-1)’-.2m(m-u-—l)...(m—Qr:—H}
o 1.2.3...a(z+1)

(—1)2m(m—1)(m—a—2) ... (m—2a)
Y ey LY i

+

m(m—a—2) (m—a—3)...(m—2a) (2m—2a—2—m+1)
1.2.3...(a+1) %

= (—1)*+!

m[m—(at+1)—1] [m—(a+1)—2] ... [n—2(e+1)+1]
1.2.3... (a+1)

— ()

expressio que se forma como a precedente, pois nlio é mais do
que esta mesma depois da mudanga de a em et 1.

D'esta observacdo resulta transformar-se definitivamente a
férmula (s) n’est'outra

!.i"'

m—1

xm+z—m=z“+! S [:_l)lm[:m-—m—l)(m—u— | [:m—i’!az--I-I)ﬁm_!l
1

1. 2.8 .. .

que ja ndo offerece difficuldade alguma de construccio.

s e .
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M. da Terra Pereira Vianna.— Influencia das cargas em movi-
mento sobre as vigas rectas.— Lisboa, 1882.

A doutrina de que se occupa o sr. Terra Vianna no seu opus-
culo & importante pela applicagdo que tem na construccio das
pontes metalicas.

No primeiro capitulo vem o estudo das vibragies das vigas
rectas, suppondo a sobrecarga concentrada n'um ponto, tanto
para o caso da viga estar appoiada em dous pontos, como para
o caso de estar encastrada. O problema, n'estas condigdes, foi
resolvido pelo sr. Phillips. O sr. Terra Vianna emprega o me-
thodo d'este engenheiro, sem despresar, como elle fez, a inercia
de toda a carga permanente e a inercia proveniente das rolacdes
em sentidos alternadamente oppostos das seccdes normaes da
viga. No caso da viga encastrada as rotagdes das seccdes nor-
maes tém uma influencia importante, pois que mostra o sr. Terra
Vianna que ¢ da ordem dos termos que o sr. Philipps conservou na
solugdo. Os caleulos do sr. Terra Vianna differem dos do sr. Phil-
lips porque aquelle rectifica um erro d’este engenheiro, erro que
nio introduziu differenca no resultado final, mas complicou o cal-
culo e obrigou a despresos de termos que inflluiam na ordem da
approximagio escolhida.

No capitulo segundo do seu opusculo tracta o sr. Terra Vianna
da vibragdo das vigas quando a sobrecarga estéd uniformemente
distribuida, no caso de a viga estar simplesmente apoiada, no
caso de estar encastrada, e no caso de estar apoiada n'uma
extremidade e encastrada na outra. O primeiro caso tinha ja sido
tractado pelo sr. Renaudot, despresando a inercia devida as os-
cillagdes das seccdes transversaes e a forca da inercia centrifuga
composta da sobrecarga. O sr. Terra Vianna no seu estudo nio
faz estes despresos, e o seu calculo ¢ mais simples do que o do
sr. Renaudot, porque este engenheiro commetteu o mesmo erro
que o sr. Phillips.
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Por esta rapida noticia se v& quanto interesse offerece o livro
do nosso illustre engenheiro.

Accrescentaremos ainda que este livro foi escripto para o con-
curso a uma cadeira da eschola polytechnica do Porto, onde o
auctor & actualmente professor.

Hermite (Ch.). — Cours professé a la Faculté des Sciences de Paris
pendant le 2.* semestre de 1881 & 1882. Rédigé par M. An-
doyer.— Librairie A. Hermann, 1882.

O sr. Andoyer fez um grande servico & sciencia colligindo as
sabias prelecgdes feitas pelo sr. Hermite na Faculdade das Scien-
cias de Paris. Aquelles que ndo tiveram a felicidade de ouvir este
grande mathematico, poderdo pela leitura d’esta obra [azer idéa
da altura do ensino do illustre professor n’aquelle estabeleci-
mento de instrucglo.

Para vér o cuidado que o sr. Hermite teve em pdr os seus
ouvintes ao corrente das ultimas descobertas feitas na sciencia,
vamos dar uma noticia rapida dos assumptos de que elle se oc-
«upa.

I:hv, primeiras cinco lighes sdo destinadas & applicagdo do cal-
culo integral & rectificacdo das curvas, 4 quadratura das dreas
planas e & determinaglo das areas e volumes dos corpos, questdo
de que elle ji tractira no seu Curso d'Analyse.

Passa em seguida 4 doutrina das funegdes de variaveis imagi-
narias. A licdo 6.* & destinada aos primeiros principios d'esta
doutrina. Ahi tracta da representagio geometrica das funcgdes
de variaveis imaginarias e das consequencias d’esta representacio.

Passa dePois (ligho 7.") & defini¢io de integral definido, que
-extende primeiro as funcgdes imaginarias e depois fs luncgdes
de variaveis imaginarias. Dé alguns theoremas, devidos ao sr.
Darboux, sobre os integraes definidos das funcgdes imaginarias,
« applica esses theoremas para extender s funcgdes imaginarias
o theorema de Taylor.

Vem em seguida (ligio 8.*) a theoria, devida a Cauchy, dos
integraes definidos quando os limites sdo imaginarios, que elle
expde seguindo o caminho aberto por Riemann.

Na ligio 9." faz applicagio da importante formula de Cauchy,
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que di as funcgdes expressas debaixo da forma de integraes cur-
vilineos, 4 deduecho da formula de Taylor no caso das variaveis
Hmaginarias.

Nas ligdes seguintes (10.%, 11." e 12.*) expde as admiraveis
descobertas [eitas n'estes ultimos tempos pelos srs. Weierstrass
e Mittag-Lefller sobre a theoria difficil das funccdes uniformes.
Vem primeiro a decomposicio em factores primarios das func¢des
holomorphas, decomposicio devida ao sr. Weierstrass. Em se-
guida vem a expressdo analytica de uma funccdo uniforme tendo
polos e pontos essenciaes em numero qualquer, finito ou infinito.

Passa depois ao integral euleriano de segunda especie, que
considera como uma funccio analytica, e ao qual applica os prin-
cipios anteriormente estudados (lighes 13.%, 145.% e 15.%).

Na ligho 15.* mostra que a nocio de linhas de descontinuidade
(coupures), a que Riemann chegou pela consideraciio dos integraes
tomados entre limites imaginarios, apparece naluralmente logo
no principio do Caleulo integral pela consideracio de integraes
defimidos das funccides racionaes.

Na licho 16." applica a no¢do das linhas de descontinuidade
& determinaciio de alguns integraes definidos, os quaes acha tam-
bem pela applicagdo do theorema de Cauchy relativo ao integral
de uma func¢lo aniforme tomado ao longo de um contdrno fe-
chado. .

Na licio 17.* mostra a existencia, reconhecida pelo sr, Weiers-
trass, de linhas de descontinuidade nas funcgdes, e de espagos
lacunares. N'esta mesma ligio e na seguinte tracta da resoluciio
da equacio G(z)=0, onde o primeiro membro é uma funcclio
holomorpha da incognita. Apresenta a doutrina de Cauchy rela-
tiva 4 separaclio das raizes, e a expressio d'estas por meio de
integraes definidos. Depois vem a serie de Lagrange demonstrada
pelo caminho seguido pelo sr. Rouché, e a sva applicacio ao
problema de Kepler. A proposito d’este problema vém por inci-
dente os polynomios de Legendre.

Passa em seguida aos theoremas de Eisenstein e de Tchebit-
cheff, que dio condicdes a que devem satislazer as series que
satisfazem a uma equaclo algebrica, e as series que resultam de
funccdes compostas de funcedes algebricas, logarithmicas e expo-
nenciaes. .

Segue-se o estudo das funcedes multiformes, provenientes da
integracio das funcgdes uniformes e multiformes.
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As ultimas ligdes sdo consagradas ao estudo das funcgdes elli-
pticas, e estas slo tanto mais interessantes que o sr. Hermite
tem sido um dos que tem concorrido efficazmente para a consti-
tnicio d'esta doutrina importante e difficil.

H. Brocard. — Etude d’un nowveau cercle du plan du triangle.

Se n'um triangulo ABC tomarmos dous pontos O e O’ deferi-
dos pelas igualdades

OBA =0CB = 0AC,
O'AB=0'BC=0CA;

@ se tirarmos depois as linhas que os unem aos verlices do trian-
aulo, estas rectas, cortando-se, determinam (res novos pontos.
Estes tres pontos, os pontos O e O, o centro do circulo circum-
scripto a ABC e o centro das medianas anti-parallelas sio sete
pontos do mesmo circulo.

O sr. Brocard estuda as propriedades d’este circulo n’este in-
teressante trabalho, que foi publicado nas Actas da Associagdo
franceza para o progresso das sciencias (Congresso d’Argel).

F. Frenet.— Recueil d exercices sur le Caleul infinitésimal.— 4™
édition. — Paris, 1882.

A primeira parte d’esta obra traz trezentos e trinta e seis exer-
cicios, relativos ao Calculo differencial e suas applicagdes analy-
ticas e geometricas. A segunda parte consta de seiscentos e trinta
e quatro exercicios relativos ao Calculo integral. A terceira parte
consta de cincoenta e um exercicios relativos a questdes que per=
tencem indifferentemente aos dous ramos da Analyse.

A maior parte dos exercicios que o sr. Frenet escolheu sio
relativos a férmulas ou theoremas que tém importancia na Ana-
lyse, de modo que quem fizer estes exercicios, a0 mesmo tempo
que se desenvolve nos principios do Calculo infinitesimal, que tem
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de applicar, fica com uma collec¢io preciosa de resultados im-
portantes.

Muitos dos exercicios slio relativos a questdes celebres na his-
toria das sciencias mathematicas, e n'este caso o sr. Frenet tem
sempre o cuidado de dar indicagdes a este respeito.

Por esta circumstancia, e pela elegancia da maior parte das
solu¢des, torna-se muito recommendavel o livro do sr. Frenet.

P. Mansion.— Introduction a la théorie des déterminants, — Gand,
1882 (2 édition).

O fim do sr. P. Mansion n'este livro, escripto para uso dos
Institutos de instrucclio secundaria, ¢ prepasrar os alumnos para
comprehenderem a theoria geral dos determinantes pelo estudo
anterior de alguns casos particulares. Para isso expde com toda
a clareza a doutrina relativa aos determinantes de cl:ms e de tres
columnas. O objecto de cada capitulo é o seguinte:

Capitulo I.  Defini¢des e propriedades.

Capitulo II. Calculo dos determinantes.

Capitulo III. Applicagdes.

No capitulo das applicagdes tracta da eliminagio entre equa-
¢des do primeiro grio a duas e tres incognitas, e entre algumas
equacdes de grio superior.

G T.

B e
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SOLUCAD DA QUESTAO PROPOSTA N. 2i

Achar as solugdes inleiras da equagdo XT=y* sem recorrer aos
logarithmos.

Ha primeiro um numero infinito de solu¢des correspondentes
i egualdade x =y.

Para as outras, representemos por m um coefliciente arbitra-
rio, differente da unidade, e facamos

T =my,

o que da
™ =mT ., y7,

d'onde
Y = y(m—1l1,

ou, pela extraccdo da raiz do grau y nos dois membros

m = y*—1,
d’onde tambem
T=1";
por consequencia
! 15
|y =m &)
' r1
z=m 1/

Como a equaclio dada deve ser resolvida em numeros inteiros,
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achamos facilmente, pelos differentes valores que arbitramos a m,
as seguintes solucdes unicas que resolvem a questio proposta:

=2
=24
MARTINS DA SmvA.

QUESTOES PROPOSTAS N.* 22, 23, 24

N.® 22, Provar syntheticamente que as superficies empenadas,
geradas por uma recta que se move apoiando-se sobre tres dire-
ctrizes rectilineas, sdo de segunda ordem; e deduzir as proprie-
dades principaes d’estas superficies, especialmente sob o ponto
de vista d’este modo de geragdo.

A. ScHiaprs MONTEIRO.

N." 23, Sommar a serie

%eﬂ‘.x+ )

G. T.

N.? 2%. Provar que ha um numero infinito de modos de des-
envolver uma [racglio simplesmente periodica em uma serie da
forma

al 0=t + mal0—2b + m2al 0= 4+ m3al 0—ib4 , . .

BmceEr HANSTED.
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