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SUR Q U E L Q U E S F O R M U L E S N O U V E L L E S 
R E L A T I V E S AUX RACINES DES ÉQUATIONS A L G É B R I Q U E S 

P A R 

J . A . M A R T I N S D A S I L V A 

La résolution des équations algébrique dont Ie degré est supé-
rieur au quatrième a toujours appelée 1'attention des géomètres 
à cause de sa grande importance dans Ies questions de !'Analyse 
mathématique. 

«Le problème de ia résolution des équations des degrés supé-
rieurs au quatrième, dit Lagrange (*), est un de ceux dont on 
a pas encore pu venir à bout, quoique d'ailleurs rien n'en démontre 
1'impossibilité. Je ne connais jusqu'à présent que deux méthodes 
qui paraissent donner quelque espérance de succès. Ce sont, 
1'une celle de M. Tschirnaus, publiée dans Ies Actes de Leipzig 
de 1683, et 1'autre celle que MM. Euler et Bezont ont proposée 
presque en même temps, Ie premier dans Ies Noaveaux Commen-
taires de Peterbourg, tome IX, et Ie second dans Ies Mémoires 
de I'Academic des Sciences de Paris pour l 'année 1765 . Ces m é -
thodes ont Tavantage de donner la résolution des équations du 
troisième et du quatrième degré d'une manière générale et uni-
forme, avantage que Ieur est particulier, et qui peut par consé-
quent être un préjugé pour Ieur succès dans Ies degrés plus élevés; 
mais Ies calculs qu'elles demandent dans Ies équations du cin-
quième degré et des degrés ultérieurs sont si longs et si compli-
qués, que Ie plus intrépide calculateur peut en être r ebu té» . 

Quoique la fonction résolvante de Lagrange donne seulement 
la résolution des équations du troisième et du quatrième degré, 

(*) Réflexions sur Ia résolution algébrique des équations.—Nouveaux 
Mémoires de 1'Académie Iloyale des Sciences et Belles-Iettres de tíerlin, 
années 1770 et 1771. * 
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on est arrivé plus tard par cctte considération à la résoliition algé-
brique d'une classe considérable d'équations de degré quelconque. 

En mème temps que ce grand géomètre publiait à Berlin Ie 
Mémoire ci-dessus rapporté, Vandermonde s'occupait de la mème 
question, et présentait à 1'Académie des Sciences de Paris un 
Mémoire oú il arrivait à Ies conséquences de Lagrange par des 
considérations différentes. 

Ensuite on a eu I itlce de Iaire rinverse, c 'esl-à-dire de dé-
montrer l'impossibili!é de la résolution algébrique des équations, 
et alors Abel a eu la bonheur de généraliser Ies résultats obtenus 
par Gauss sur la résolution des équations binômes; il a aussi fait 
voir que si deux racines d'une équation irréductible sont liées 
de manière que Tune est lonction rationnelle de l 'autre, Téqua-
tion est résoluble algébriqueinent si son degré est 1111 nombre 
premier, et que dans Ie cas contraire 011 peut toujours ramener 
la résolution de l'équation à celle d'équations de degrés moindres. 

Ce résultat célebre obtenu par Abel, qui serait sufíisant pour 
rendre immortel Ie uom de ce grand géomètre, mène à une classe 
assez étendue d'équalions résolublcs par radicaux. Wantzel a 
présenté une démonstration simples de ce théorème. 

Ensuite E. Galois, ancien élève de TEcoIe normale, a fait voir, 
dans un Mémoire présenté à l'Académie des Sciences de Paris 
que, pour qu'une équation irréductible de degré premier soit 
résoluble par radicaux, il est nécessaire et sullísant que Ies racines 
soient toutes exprimabies en Ionclion rationnelle de deux quel-
conques d 'entre elles. Cette question importante en Iaisant savoir 
quand une équation esl résoluble algébriquement, serl de base 
aux recherches de quelques géomètres de nòlre temps. 

Steiner dit qu'une équation du troisiéme degré renfermant en 
générale vint sept points dans Iesquels elle peut avoir un contact 
dela cinquièmeordreavecune conique,Tequationduvint sept degré 
qui detérmine ces points est toujours résoluble algébriquement. 

Hesse fait voir qu'une équation X(.r) = 0 du neuvième degré 
étant donnée et une lonction (-) de deux \ariables, si Téquation 
proposée a deux racines X0., x°, capables de donner une troisiéme x-f 
de manière que soit au mème temps 

x^ = 6 (xx, xç,), Xa = fo (a-p, X-,), ÍT|5 = w (xa, X f ) , 

cette équation sera résoluble algébriquement. 
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Kronecker a fait aussi des recherches notables sur la question 
considérée, et M. IIermite est arrivé à ia résoluiion de !'équation 
du cinquième degré an moveu des fonctions elliptiques. 

Nous devons aussi à Newton, War ing , Jacobi, ete. des ex-
pressions notables pour Ia detérmination de la somme des puis-
sances semblables des racines; mais, bien que un si grand nombre 
de savants se soient occupés de la résoluiion des équations algé-
briques, nons ne savons qu'ils aienl donné qnejque formule pour 
exprimer Ies racines imaginaires en Ionelion des coefficients, ce 
que nous a\ons fait, pour une équation d'un degré quelconque, 
en donnant cette expression en Ionction des coefficients, du nom-
bre t : , et du module de la racine qu'elle determine. 

Dans ce travail nous obtenons premièrement une formule qui 
donne la racine imaginaire exprimée au moyen d'une intégrale. 

Ensuile nous donnons quelques formules relatives à la somqaç 
des mêmes puissances des racines, et I expression du logarithme 
d'une racine imaginaire. 

Ensuite vient Ia déduction d'uue formule algébrique qui donne 
une racine imaginaire d une équation quelconque. 

Enfin nous faisons voir comme on detérmine Ies autres racines 
imaginaires de 1'équation proposée. 

I 

Formule intégrale 
relative à une des racines imaginaires 

des équations algébriques 
Soit 

<I> (x) - xm — Ai xm-H-A2 xm- 2 —.. .± ApXm-Pzii . . . zji 

ZjZ A m - I i C d r A r o = O 

une équation algébrique du degré m, dont nous représenterons 
Ies racines par a j , . .. a n , et voyons comme nous pouvons 
trouver l'expression d une de ces racines, que nous supposons 
imaginaire, au moyen d'une intégrale définie. 
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La théorie des équations donne 

A m — A m _ i í c + A w - Í ® 8 — . . . ± A p X m - P = ^ - . . . A 1 X m -^ ± Odm= 

= { x — B J ) . ( ® — STA).(AJ — « 3 ) . . . ( x — Op). . . ( x — etm), 

e comme 

Am = ± «1 • «2 • «3 • ••«})• • "aTO-I-aKl 
nous avons 

p=mr x -i 
A r a - A m _ i « + A m _ a a ; 2 — . . . = A m . n 1 ; 

fl=1 I- «o J 

en faisant maintenant 

<p («) = — + A m _ i . «J» 
x 

et 

il vient 

Am— i .X — Am — 3«®' • • 

^ m - I 

Am—1 x 

Am f = » r x 
. n 1 

Am—1 -x p=i L 

A w - I - B j 
1 - ½ 

x 

p=m 
. n 
p=2 - - J «o J 

qui donne 
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et , en devéloppant Ies logarithmes en série, 
} >•• rI r'Y\ JfifH ̂ k f f f t >%!» í>n< 'Xjt l ' í Tirll f í f í í f fKO ,)'< . I - - \ | ' v T Ss • 

-IiolIii 'Mon ,JinmtII:H ! M I-J 'rlubom •>! \ lnnl> | ' |h .»• v v 

P=1 P v A w - I / \ A m / P = 1 P \ x / 

p = 0 6 1 r 1 ; 1 , , 1 1 
p LaP2 StPft «PWJ 

D'un autre côté, nous avons aussi 

t i ' / ' t i 

T i Í M -1 
+ Iog Am 

L A W _ , . * J 
ou 

r , i M _ - i 

p = l / > V A m - I / p = l \ A m = i . a ; / L A m _ | . a M 

par conséquent, en égualant Ies deux seconds membres, nous 
avons 

V i - ' V 

i — - T - ^ — = i o g f ^ i \ 
p=l p\Am-\.xJ L Am-J.x-i nXAmMi/ 

• <* ) ' 1 
/ A - . + 

P= 8 0 1 / « i \ P , P = a o 1 [ 1 , 1 , , 1 "I 
+ 2 — — ) + 2 —xP — + — + . . . + 

IaP 2 «P 3 a P B J P= =1 p \ X1 p = i p KaP2 «P3 
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Soit maintenant la racine que nous cherchpus de la forme 
x = a - ¥ b ^ ~ i , et , comme par la théorie des imaginaires est 
x = ke±Mvr—i, appelant k Ie module et w 1'argument, nous allons 
substituer x pai; ces deux valeurs en (a), d'ou il vieot 

' í - 1 — í . f f » . I - I I I | ! £ ' 
x- H I -v " •' \~mJ-- I 

. ' „ r i L : „ ^ f v - ' ) - 1 

-,O6L ' - T e h , , ' - H P = o e I A 

P=I P Am — t . /c L. A m _ i . / c 

fi 'iin rv <non 

^ Am / p=l P k 

I J 

P = 0 0 1 P I 1 1 I l 

P = I P l »Pi a P 3 , « P m J ' 

et 

_ _ _ _ _ _ V i f ( f r<r-«H/vl ) 
! Am 

p 
c» V/-1 _ Iog 

P = I P A m _ j . A 

'iri.»n ídiírKii /íciIi > >! ir;1 r.ít: 'i 

P 1 - y h 

L i l E P 2 r T 

/ A m _ 1 X j P = a o I « , . 
= I o g l - T T — « l ) + 2 + 

\ Am / p = i fc 

B = » i p, i i 4 
+ 2 - . A e - V ^ i - L + J L + . . + 4 - ] . 

P = I P I « P 2 « p 3 « p
m I , 
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En additionnant et diminuant membre à mernbre, on a 
V > M l f r f M ^ n p f l •(•[•')! r t * j í i ) : ' ' > b / H i - ! » a » t > . . > « 1 ' O - I I I J i I I H ' i l B H ( i ' ) 

p = 0 0 1 / Am \p 
2 . 2 — ( —"""' cos p U 

p = 1 p A , » _ i .A 

\ '4' 
(]; (A ewi/—1) 

Am , . | + j 

+ Ioi 
f -

A m - I - A ' 
p— 0»^/ — 1 

A« 

Am —1 -A 
• c e»l /—1 

/A n 

b *J + 2 . 2 
P = I P \ k 

cos P W + 

P=oo i r i i i 
+ 2 . 2 — . k P c o s p a . ] — + — + . . . + • — 

P = I P ! OtP2 ap3 

et 

I o g 

9 P = W 1 / Am y> 1 
2 ' ^ ~ Ã T SeilZw + - T - T P = I P 1 A i n . ! ! - / - I j 

P T 
(A CwVx"1) 

Am 

- I o g P T 

A n i - I - A 

4» ( A e - w V / - 1 

« V — 1 

A m 

A m - I .A 
e w v / —1 

„ P=00 1 / a , P 
2 . 2 — ( ~r ) • sen p a> — 

p_,i p \ k / 

p= 00 J 
2. 2 — . A / > s e n » w . 

P = I p 
1 + 1 + + J _ ! 

« p í *p3 aPm ,1* 
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Nous multiplions ensuite Ies deux membres de l 'avant-dernière 
équation par cosptú.dm, et ceux de la dernière par senpto.dto, 
nous intégrons ensuite depuis 0 jusqu'à w, avant égard au même 
temps aux intégrales déíinies 

I r * I cos p (a. cos q w d co = O 
J O 

I s e n p w . sen q t n d a — 0 
J o 

ysen p o>. cos q w d to — O 
O 

qui ont Iieu toutes Ies fois que est p ^ q , et aux intégrales déíinies 

7. cos® p h) d w = — 
0 ^ 

7 \J o 

IC 
SeriiP co d co 

O 2 

/ ' J O 

2 . sen 
p W 

2 
COS P Oidhi = 

o p 

qui a Iieu toutes Ies fois que est p = q. 
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Nous avons donc 

1 / Am \P 1 _L ( A w Y L 
p VAm_i-kJ n 

x 
? 

ç m P 1 y y t e - v - ' ) - | 

I I o g j ^ í _ _ A m _ e _ M / _ l J c o s ^ w d w + ! 

J p ij) (fc «-"•—!) 
+ / Iog Am m I cosp w d co 1 J O L 1

 A - _ 1 . k - e J A m _ i . / f 

4 pie / A m _ i \ 
= p » T g I x - ' V 

et 

P \ k) P LaPa aP3 «Pm J 

_L f Aw y +
 1

 x 
p \ A m _ i - / £ / Tc i/—1 

X ' 

/ l o H t
 A«" c - ^ z - 1 senj iMdc»-

^ o L A m - J - A " J 

P1 í(ke~a i/-1) -j 
- y Iog ~ t A m r M / - 1 j senj>codco 

p • k ) p I aP3 OtPm I 
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En additionnant membre à membre ces deux équations, on a 

- I / , f I-

I ( A w y 
P ' A W _ , . A / 2 * 

r n _ -i 
/ l o g Ani COSJIMdM + 

+ 

^ o L 1 A m _ , . r e J 

I ; 

/ » * r 

A w —i .fc 

s e n p w d w - l 

A m - I - A 

sen p < a d u 
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Si est 

P S p ' 

on a 

X A m - I / * 

x \ 

M-' 
-HA-C f tV-1) 

A m _ i . A : 
,e~ «V+ 1 ] C O S 2 P ' O > ( / C O + 

I r** r 

t H ' " Am — t • A; 
V - I 

J c o s 2 p ' t .(/cu 

/** R (A e" Vx-!) 
/ l o S i _ _ 4 l ! _ . s e » 2 / > W « -

^ O L A m - , . Ak J 

P1 <[[ke-»\/-i) -. 

8 L J - / lo sen 2 p ' u d a 

A m _ i . A 
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Si nous posons 

P1=I 

nous avons définitivement la valour de la racine que nous cherchions 

«1 = 

A m k* 

A m - V TC 

J o L A„,_i.A- J 

odtú + 

t / M ' " 
i 7 - 1 ) 

Am . . | cos2u( íw 
. ¢ " 1 / - 1 

A m _ i .A- -> 

I r* V\ e" ^ - 1 ) -1 

» L A ra_t.A' J 

sen 2(1)(/(1)-

- J Iogj^ j A m , Jsen 2 wdw 
Am_i.A-

. e ^ V - i 
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Pour simplifíer, nous pouvons faire 

r n _ H ^ - 1 ) -i W , 0 g 1 
® L A r o - I .k J 

cos 2 w d w 

= / l o S a ^ W - . 
L A r o - I -A- J 

cos 2 w d w 

A ro—i • A 

j J sen 2 w do> 

1) 

A w . e - v / -
A r o - I .A 1 sen 2 w d w 

et 

(X = YL + 6 

V = I — X 

donc-
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I I 

Formules intégrales 
relatives à la somme des puissances semblables 

des racines et au logarithme de la racine imaginaire 
d'une équation algébrique 

Supposions maintenant que Ies racines et], a 2 , . . . am de 1'équa-
tion proposée sont disposées suivant la grandeur de Ieur module. 

Nous allons Iaire voir comme Jacobi est arrivé à 1 expression 
des sommes 

, OLP1 + OTP2 + OLP3 + . . .+ OCPI 

, _ ! _ + _ ! _ + . . . + _ ! _ 
« p i + l « P i + 1 <*Pm 

i étant un nombre quelconque moindre que m et p un exposant 
entier arbitraire, et comparer Ies formules de ce grand géomètre 
avec lesquelles que nous déduirons ensuite. 

En éehangeant i par i + 1 , nous aurons une autre expression 
dont 1'excès sur Ia première sera ai ^ j. 

É tan t 

F (x) = {x — ai) (x — a2) . . . (x — 0Lm) 

est 

Iog F (®) = Iog (x — ai) + Iog (x— a2) + . . . + [x— *m) . 

Soit k\ un nombre compris parmi Ie module de <*j et celui 
de «i-j-i . 

Les i premiers termes du deuxième membre sont développables 

suivant Ies puissances de —, et Ies autres suivant Ies puissances 
de ki . k i 
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Nous aurons, par exemple, 

Iog ( s - « í + i) = Iog + 
X Xi 

«i + l 2 a s i + i 

Si nous développons de cette manière tous Ies termes du deu-
xième membre, nous substituons dans cette expression successive-
ment x par A 1 e"^— 1 et par A 1 C - 6 V - 1 , et nous faisons 1'addition 
et la différence des résultats obtenus, il vient 

Iog F (A1 e" V - i ) + Iog F (A1 e~ • v ' " 1 ) = i Iog A4
1 • 

- 2 2 cos to + 0 ^ cos 2 o> + . . + 
«=tL A1 Aa

1 J 

, _ "=m r 1 . , A1 -i 
+ 2 2 - J T l o D a " l C O S W - . . . 

N=U-LL Z c/n J 

2 / - 1 
[log F (A1 e• • - ! ) - Iog F (A1 e~ • v - 1 ) ] = t<o + 

n=i 
+ 2 

n=l 
a» . «Sn a , 

•— sen to + sen 2 «o + , . . • 
A1 2A*i J 

n ^ m r A , A s
1 A , i 

— 2 | — s e n w + S T Í - s e n 2 w + ,, . J . 
n=í-f-lt. «n 2a»n 

2 
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Multiplions Ies deux membres de ces équations resp.ectiye.ment 
par c o s p w d w et par s e n p w d v , e t intégrions parmi Ies limites 
W = — 7C e t Cd = + 7C. 

Il vient 
p IiP 

+ OP2+ OcP3 + . • ' + = = P A - P 1 ^ V j X 4 Tc 

X| [logF(ek> w V - 1 ) + Iog F (e~k< w V - I ) ] c o s p u d u — 

— 1 J ^ + [log F ( ^ 1 " V - t ) —Iog F (¢-¾ w V - * ) ] sen pud<o 

1 . 1 , , 1 t I P 
+ + . . . + = ± r - + 7 7 7 r — x 

aVi + \ aPi + 2 «pm 4APJ. i t 

x } / + [log F ( e ^ i " V - i ) + I o g F w V - I ) ] cosp w d w + 

r + w ) 
+ j/— 11 [log F (efci w V - I ) — log F w V - * ) ] sen p w d u> . 

J — I C ) 

Les formules precédentes, données par Jacobi dans un de ses 
premiers Mémoires, sont déduites de Ia manières precédente dans 
Ie Traité de Calcul différentiel et de Calcul integral de M. Ber t rand . 

Cella posé, nous allons donner des autres expressions qu'on 
dédui t des formules 

1 / Am \P fi 4 pr. / Am _ 1 
— I-T T - — = — . s e n — log - - • -

p V A m - I - K / 7t P n 2 \ A r o 

p L a i j
2 « P 3 « P m 

+ = J ^ r ~ + - + + — i 

P \Xn-\.kJ 1 P V A/ P LaP2 «p3 '" 
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puisque, en soustraiant la deuxième de la première, on a 

1 T - v I 4 í A m - i «. + — — - = — .sen — log — — a j ) + 
TC Lr / - I J p TC 2 Am / 

2AP f 1 . 1 
L P 2

+ O P 3
 + ' ' « P m ] ' p I-OiP2 aP3 

et 

Cette expression notable peut donner la soname des racines, 
moins une, élevées au même exposant paire, résultat qu'on ne 
peut pas tirer de la formule de Jacobi. 

Gomme nous connaissons déjà la formule 

nous avons aussi 

1 1 1 - 4 - 4 - — [- + . 
«,2 F «2*P' A3ÍP' «M

2 P 1  

/ Am \*V> p.VV 

I T ^ P f A m - ! 

I v A m W - P W A m ^ P ' . (|A+v v/—i)] 
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Cette expression étant counue, on obtient facilement Ia somme 
Sjp' des puissances paires des racines, en échangeant celles de 
1'équations proposée par leurs reciproques parceque alors 1'équa-
tion transformée donne 

Sipi = XxtiP' + Z£P' +. . . + « m * V = 

TC [A1
2P'. Zi2P'. it - p (a -v v / — 1 ) ] + A l W p 1 H W ( a 2 + V2) 

T C W ITc - P 1 IiiP' A 1
2 P ' ( | i + W - K 

Bien que cette expression soit plus compliquée et moins géné-
rale que celle de .Tacobi, est toutefois plus convenable pour donner 
la somme des puissances paires de tous Ies racines. 

Quand est 

f 1 Aro = Am—i 

2.° Am = Ar o_i, P1 = I 

3.° Am = A m _ i , p'==k = l 
il viendra 

! 1 1 

a,2P' a ,JP1 am
2P' 

TC [A2P'. TC - p' ( a - V t / - ! ) ] + Pli . A2P' (;x2 + v2) 
1 T C A2P' [ « - P 1 W ( [ , . - V v / - ! ) ] 

( 2 . ° _ L + _ L + . . . + _ ! _ 
a " l «"2 « m 

TC [A2 TC - [j. + v 1] + A2 (a2 + v2) 

TC A4 n-A i ((a+ V1/-!)] 

1 1 1 

a - j « -2 a"m 

TC [ir — + v y/—1 ] + A2 (v.2 + -,2) 

W [w — p. — vy/— 1] 
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Pour trouver Texpression du logarithme d'une racine imaginaire 
de 1'équation proposée nous employons la formule 

1 

p \Am-\-k 

v 1 

(]U1 donne 

+ Lf^ 
p \ k . 

Ioga 1 = I o g + 
A M - I 

A f m - A f m - , v / - ! ] ) " ] - ^ . ! -K 1 ,+v / - 1 ] 2 * 

+ 

En posant 

4-. A-P 1 Af m - J . sen 

on obtient 

I . 0 A M = A M - , 

2 . ° A M = A M _ J , P = 1 

! 3 . ° A M = A M - J , P = A = l 

2 * 

/1.° log«,=--
i — ( V / i — - A í ^ . p ^ + v y / — 1 ] 

4 . kP. sen 
p it 

2.° Iog a j = -

2 * 1 I - V / 1 - - - - ([A + V / - 1 ) 1 - A ( P + V V / — 1 ) 

4 A 

3.° I o g a i = 
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III 

Siir la formule qui donne une des racines imaginaires 
de l'équation algébrique 

En posant 

R I = W s A 4 ,A 4 M i = I t i A i
1 A 4 

M1 = A4
1A4 M1

1 = A 4 I A4 

M2 = IC4A4 M2 = W4A4 

M3 = I tA 4 A 4
1 M i

3 = 2 tc A8 A4
1 

on aura 

_ M — tc u, + tc v \J—1 + M1 a 4 + M1 V 4 

= 

M 2 - M 3 [ a — M3V. / — 1 

_ M ' ~ TC fL + TC V / - 1 + M'j y 4 + M 1
1 V 4 

4 I T s - M ' , P L - M 1
8 V Y - I 

et par conséquent 

Íp 4 + N K. + v 4 + N l v / - l . v + N2 = 0 

| a 4 + NV + v4 + N ' l V / - l - v + N' 2 = 0 en posant 

N = S* M : i ~ 7 7 N' = S 4 M ' 3 ~ T C 

M1 M'i 

_ S2M3-Ktc _ S jM 3 + tc 
1 M1

 1 M' t 

_ T M - S 6 M 2 M ' - S 4 M ' 2 

M 1 ~ 2 = M7
1 
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O U 

[ - Ni) a + (N, - N' , ) / - 1 . v + (N2 - N' í) = O ((N-

U+ 4 " ( N + N , ) ! A + v 2 + y ( N i + N / i ) 1 • v + T ( N 2 + N ' 2 ) = ' ° 
par conséquent 

( N 2 - N 2 ) - ( N - N V 

( N 1 - N 1 ) 

P 1 ± V P 2
1 - 4 P P 2 

Y - i 

2 P 

oii est 

/ P = 2 [ ( N i - N ' ! ) 2 - ( N - N ' ) 2 ] 

)p , = ( N + N ) ( N l - N i
1 ) H i ( N i

2 - N 2 ) ( N - N H N 2
1 - N ' 2 ! ) ( N - N ' ) 

IP 2 = ( N 2
1 - N ' 2 ! ) ( N s - N 2 ) + ( N 2 - N ' 2 ) ( N T ! - N ' ! ) 2 - 2 ( N r

2 - N 2 ) 2 . 

Mais comme nous pouvons obtenir Ies sommes des puissances 
semblables des racines d 'une équation ou moyen des formules 
de Newton , on aura 

5 1 = A 1 

5 2 = A 2
1 — 2 A 2 

5 3 = A 3
1 - S A 1 A 2 + 3 A 3 

Si = A i
1 — 4 A 2

1 A2 + 4 A 1 A 3 + 2 A 2
2 — 4 A4 

S3 = A 5
1 - 5 A 3

1 A 2 + 5 A 1 A 3 + 5 ( A 2
2 - A4) A 1 - S (A2 A 3 - A 3 ) 
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et pa r conséquent 

( A y a A a ) W 1 - I 
* A V ^ ^ 

X T ( A 4
1 - 2 A j ) A 4 A s

1 + ! 
N , = ' A 4

1 T P * 
i 

n ^ - A 4 T 

2 [ A * i + 2 ( 2 (A1 ( A s - A 1 A 4 ) - A ^ A S l ] A 8 A 4
1 - I 

N _ « 

2 [ A « ! + 2 j 2 ( A 1 ( A g — A 1 A 4 ) - A j ) + A 4 2 í ] A 8 A 4
1 + ! 

N 1 = . * 

= 2 Tc4 . [2 j A1 (A1 A 2 - A 3 ) + A 4 1 - A 4
2 ] 

P - K 
A 4

1 

( A S
1 - B A J ) A 4 A 4

1 + ! 

A 4 1 - A 4 

2 ( A 4
1 + 2 | 2 (A1 ( A 3 - A 1 A 2 ) - A 4 ) + A 4

2 I ] A 8 A 4 j + l \ 4 

( 
A 4

1 A 4 

( A 4
1 - B A 2 ) A 4 A 4

1 - I 

) -

A 4
1 A 4 

2 [ A 4 í + 2 {2 (A1 ( A 8 - A 1 A s ) - A 4 H A S l ] A 8 A 4
1 - I X S 

A i
t A 4 
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• ( A 2 i - 2 A 2 ) A 4 A 2
1 - 1 

A8
1 A8 

2 ( A « f + 2 18 (A1 ( A 3 - A 1 A 2 ) - A 4 ^ A 8
2 I ] A 8 A 1

1 - I -
Ai1A* 

x r ( A 2 í - 2 A2) A 4 A 8
1 + ! 

A9I Aa 

2 [ A « i + 2 12 (A1 ( A 3 - A 1 A 2 ) - A 4 ) + A ^ j ] A 8 A 4
1 +! I2 

A 4
1 A 4 " J 

! ( A 8
1 - 2 A2) A 4 A 2

1 +1 í2 

A 4
1 A i 

12 [ A 4 , + 2 [2 (A 1 ( A 3 - A 1 A 2 ) - A Q + A 2
2 ! ] A 8 A 4

1 +! j* -

A8
1A8 

( A 8
1 - 2 A2) A 4 A 8

1 - I 
x L A V 8 

2 [ A ^ + 2 [ 2 (Ai ( A 3 - A 1 A 2 ) - A i ) + A 8
2 ; ] A 8 A 4

1 - I ' 

A 4
1 A 4 

V l 
A 4 i A 8 J ' 

" ( A 8
1 - 2 A8) A 4 A 8

1 - I 

+ 

+ g -2 SA1 ( A 1 A 2 - A 3 ) +A11-A8
2 A2 

x 
A8

1 A2 

2 [ A 4 ! + 2 |2 (A1 ( A 3 - A j A 2 ) - A j ) + A 2
2 i ] A 8 A 4

1 - I ' 

A4 , A4 



26 JORNAL DE SCIENCIAS 

P2 = 
l ( A » i - 2 A a ) t ' A V H | » 

A i
1 A4 

| 2 [ A 4
t + 2 i 2 ( A t ( A 3 - A 1 A 2 ) - A 4 ^ A 4

2 I ] A 8 A 4
1 + ! j 4 

A8
1A8 

X 2 r a i A f ( A 1 A 2 - A 3 ) + A i I - A 4
8 A * ! + 

x 

+ 2 2 SA1 ( A 1 A 2 - A 3 ) +A 4 S - A 8
2 

A 4
1 A4

1 
x 

[ ( A 4
1 ^ A 2 ) A 4 A 4

1 + ! 
x L A M 4 

2 [ A 4
1 + 2 | 2 (A1 ( A 3 - A 1 A 2 ) - A 4 ) + A 4

2 ; ] A 8 A 4
1 + ! j » 

A 4
1 A 4 

["2 IA1 ( A 1 A 2 - A 3 ) + A 4 j - A 2 A 2 

L A4
1 A 4

1 J 

A 4 T - P 1 ± V^P 4
1 -4P P 2 , \ J ^m \ " A4 r - P ^ t / P 4 , 

% - t ) r L 2 P 

- P 1 ± V 7 P 4
1 ^ P P 2 -

2 

( N ' 4 - N 2 ) - ( N - N ' ) 2P 

(N 1 -N 1
1 ) 

A \ 2 «m \ k 4 — | 2 P ( N ' 2 - N 2 ) + 
^ A m - J / 2 TtP(N1-N i

1) 

! + P i [ ( N - N ' ) - ( N i - N ' 1 ) ] + [ ( N 1 - N ' 1 ) - ( N - N ' ) ] V / F 4 j - 4 P P 2 ! 1 
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ou en posant 

A m A 2 

Q2 = P « , _ 4 P P 2 

^ = V 7 Q i Q 1 Y Q 2 

=V7Qi 

Par conséquent, quand Q > O, sera 

Q i Q 1 Y Q i = - X < 0 

donc 

!

« 1 = V 7 x - V - I 

« 2 = — \Jv.. y / — 1 

parceque, si ce cas n'a pas lieu, alors serait Q 2 C O, aíln que Ct1 

ne soit pas nulle ou imaginaire. 
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Quand est /¢ = 1, il vient 

N = ( A 2 I - S A 2 - A 1 - S ) i r 

N1 = ( A 2 ! - 2 A 2 + A ! - 2 ) -

N 2 = 2 A V 
A1 

N' = S 2 [ A 4 i + 2 | 2 (A j ( A 3 - A t A 2 ) - A 4 ) + A 2
2 I j - A 1 - 4 I Tt 

N'i = !2 [ A 4 i + 2 12(A1 ( A 3 - A 1 A 2 ) - A 4 ) + A 2
2 S ] + A 1 - 4 ! ir 

2 [2 SA1 ( A 1 A 2 - A 3 ) + A 4 S - A 2
s ] 

N 2 = — . , 2 

P = 2 [ ( A 2 , - 2 A 2 + A t - 2 -

- 2 [ A 4 i + 2 | 2 (Ai ( A 3 - A 1 A 2 ) - A 4 ) + A 2
2 ' ] - A 1 - 5 ) 2 — 

— (A2 i—2A2—A i
1 — 

- 2 ( A 4 , + 2 ! 2 (A, ( A 3 - A 1 A 2 ) - A 4 ) + A 2
2 I ^ A 1

4 ) 2 ] r.2 

P 1 = S f A 2
1 - 2 A 2 — A 1 - 2 + 

+ 2 [ A 4 , + 2 | 2 (Ai ( A 3 - A 1 A 2 ) - A 4 ) + A 2
2 ! ] - A 1 - 4 ] x 

x [ A 2
1 - 2 A 2 + A r - 2 — 

- 2 [ A 4 ! + 2 I(Ai ( A 3 - A 1 A 2 ) - A 4 ) + A 2
2 ! ] - A 1

- 4 ] 2 — 

- [ ( A V 2 A 2 + A ! - 2 ) 2 -

- í2 [ A 4 ! + 2 |2 (A1 ( A 3 - A 1 A 2 ) - A 4 ) + A 2
2 ! ] + A I - 4 S 2 J x 

x [ A 2 i - 2 A 2 - A - 2 -

- 2 [ A 4 j + 2 ! 2 (A1 ( A 3 - A i A 2 ) - A 4 ) + A 2
2 ! ] + A 1 - 4 ] + 

| 2 j A1 ( A i A 2 - A 3 ) + A 4 ! - A 2
2 A 2 I 

L A 4 i A2 i J X 

x [ A 2
1 - 2 A 2 — A 1 - 2 — 

- 2 [ A 4 ! + 2 Í 2 (A1 ( A 3 - A 1 A 2 ) - A 5 ) + A 2
2 ! ] + A 1 - 4 J i * 3 
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P 2 = } [ ( A 9 , - 2 A 2 + A i - 2 -

l 2 [ A , M - 2 !2 (A1 ( A 3 - A 1 A 2 ) - A 4 ) + A 8
2 I ] + A 1 - M 2 ] x 

["2 í A1 ( A 1 A 2 - A 3 ) + A 4 ! - A 2 A2 1 
x i L A^J + 

T A 2 , 2 IA1 ( A i A 2 - A 3 ) + A 4 ! - A 2 T 

L A s
1 M - I x 

x [ A i — 2 A 2 + A i - - — 

- 2 [ A j ! + 2 1 2 (A1 ( A 3 - A 1 A 2 ) - A 4 ) + A 8
2 ! ] - A 1 - * ] 8 -

2 I A i ( A i A 2 - A 3 ) + A 4 ! - A 2 A 2
 8 ' 

- 8 TC4 

«1= 

A i I A8i 

^ ) - w r õ l 2 P ( N , í - N í ) + I 1 

[ + P i [ ( N - N ' ) - ( N , - N ' i ) ] + [ ( N i - N ' i ) - ( N - N O ] V 7 P 8
1 = W 2 I ] 

IV 

Detérmination des autres raoines imaginaires 
de 1'équations algébrique 

L'expression de Ia racine imaginaire d'une équation algébrique 
que nous avons déduit précédemment, est applicable dans Ia de-
términation des autres racines imaginaires, comine nous allons voir. 
La même chose n'arrive pas pour Ies racines réelles, et il faut 
que tous Ies racines de 1'équation proposée soient imaginaires 
afin que soit possible sa résolution complete, ou que Ie nonibre 
des racines imaginaires soit suffisant pour abaisser Ie degré de 
1'é^uation à moíns que 5. 
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Nous savons déjà detérminer et par conséquent la racine 
conjuguée a 2 , et nous pouvons abaisser Ie degré de F (a:) jusqu'à 
m — 1, m — 2, parceque 

F (x) 
Fi (x)=—^-L = Xm-I +(«i-Ai)íc«-2 + 

X — CC1 

+ [ ( C t 1 - A 1 ) 5 I 1 + A 2 ] a :» 1 - 3 + .. . = 0 
et 

— = Xm 2 + (a2 + — A1) Xm-* + 
X - O L ^ 

+ I [ ( C C 1 - A 1 ) O t i + A 2 ] + [ « 2 + ( ( X 1 - A 1 ) a 2 ] I X m - i j T . . . = 0 . 

En appliquant à cet te équation la nòtre formule nous pou-
vons obtenir «g, si ces racines sont imaginaires, et ainsi 
successivement. 

Pour cella, il faut que nous cherchions Ie nombre des racines 
réelles des équations, ce qu'on obtient au moyen des méthodes 
connues de séparation des racines. 

La méthode at t r ibuée à Lagrange, et premièrement trouvée 
par War ing , fait connaitre Ie nombre des racines réelles, en 
opérant au même temps leurs séparat ion; mais il est três diffi-
cile de 1'appliquer à cause de Ie grand nombre des substituitions 
à faire en général, et à cause de 1'étendue du calcul qu'on doit 
Iaire pour trouver 1'équation aux carrés des différences. Par con-
séquent Ies géomètres ont cherché Ie moyen d'éviter 1'usage de 
cette équation. Toutefois nous allons rappeler un principe notable, 
à cause de son usage pour former Ies conditions pour que tous 
Ies racines d'une équation donnée soient réelles, et qui peut dans 
nòtre question servir três bien pour connaitre Ie cas dans lequel 
I emploi de la formule n'est pas possible. 

Pour que tous Ies racines de l'équation proposée soient réelles 
il est nécessaire et suffisant que l'équation aux carrés des diffé-
rences soit complete et 11'aie que des variations. 

Ensuite Budan a présenté un théorème notable au moyen 
duquel on peut faire facilement la séparation des racines, mais 
il ne donne pas une solution complete de la question, En 1 8 2 9 , 
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un grand géomèlre, Sturm, a présenté à 1'Académie des Sciences 
de Paris Ia demonstration de son théorème, qui est un des plus 
beaux résultats obtenus dans l 'Algèbre. Au inoyen de ce théo-
rème on obtient Ia séparation des racines, toutefois Ie calcul des 
fonctions qu'il faut emplover est compliqué, et par conséquent 
il faut recurrir au théorème de Budan. 

On peut aussi emplover en beaucoup de cas Ie théorème de 
Fourier . 

Nous faisous usage de cette méthode pour chercher Ies racines 
de 1'équation (*) 

a ; 6 + a;3 — X i - a ; 3 + a:2 — o; + 1 = 0 . 

Nous avons donc 

F (a;) = a;6 + a;5 — a;4 — a:3 + a:2 — a: + 1 

F ' (x) 

F " (x) 
— = l o a ; 4 + 1 0 a ; 3 — 6 a;2 — 3 a ; + l 

JL 

— = 2 0 a : 3 + 1 0 x 2 — 4 a : — 1 
o 

PlV 

1 ¾ ) 

7 2 0 

(*) Nous tiroas cet exemple du Cours d'Algèbre Supérieure de M. Serret, 
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Par conséquent —1 et +1 seront Ies limites des racines réelles de 
!'équation proposée. Donc, en substituant dans !'équation proposée 

1 1 
e t dans ses dérivées x par Ies nombres — 1 , — 0 , + 1 » 
on obtient 

X F F ' F" p IH piv F v Fvi 

- 1 + — + — + — + 
1 

~ 2 
+ — + + + — + 

0 + — + — — + + 
1 

+ 2 + — + + + + + 
+ 1 + + + + + + + 

Depuis —1 jusqu'à —- il—y—a deux variations, depuis 0 
1 1 . 

jusqu'à — il-y-a deux autres, et depuis — jusqu'à 1 il-y-a encore 

d e u x ; et comme 

F ( I ) = 3 9 F ' ( — ) = — — 
\ 2 / 6 4 V 2) 6 4 

'inégalité 

F ( I ) = I 

F ( I ) 

F ' ( 1 ) = 5 

F ( I ) 
F ' 

sert pour nous faire voir que parmi Ies nombres — et 1 n'existent 
pas des racines réelles. 
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1 i 
De Ia même maniòre, pour 1'intervalle compris parmi — et 

comme est * 

- d ) - T 

p ( t ) - T " ( T ) - » 

" ( t ) , , 

il vient 

et 

1 
Pour TintervaIle depuis —1 jusqu'à on a 

Jd 

F " ( - 1 ) = 6 F ' " ( - 1 ) = - 4 2 

F " ( - t ) - T p " ( - T ) = 6 

( ~ t ) 
F " 

W 1 \ F " ' H ) " 2 
' ( - t ) 

Les inégalités precédentes font voir que dans ces intervalles 
n 'existent pas des racines de Téquation proposée. 

Donc toutes Ies racines de Téquation F (as) = O sont imaginaires 
et nous pouvons par conséquent Iui appliquer Ies formules obtenus 
précédemment. Soit donc 

m = 6 , A i = - I , A 2 = - I , A 3 = I , A i = I , A 3 = I , A 6 = I , 

• • • = A m—i — A r o - I = Aro = 0. 
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Nous aurons 

w 3 A 4 - 1 
N — * 

í 

S t 

v 3 k i + i 
N 1 = - ^ - . 

N 2 = - 2 t c * 

N = ~ p — * 

= Pl * 

N 2 = 2 7t2 

_ r / 3 A i + 1 — 2 A 8 + 1 \ 2 / 3 A i - 1 - 2 A 8 - i \ « " i 

' - * [ ( - * A * ) ~ ~ ( A 2 P ~ ) J ' 

Pi 
j r 3 A 4 - 1 — 2A S —l~i r 3 A 4 - f 1 - 2 A 8 + n 2 

(L A2 P J L ^ P J 

r ( 3 A4 + I)2 (— 2 A8 + 1 )2~i r3 A4 — 1 - 2 A 8 - 1 -

L A4 P J L - P P . + 

it* 
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A2 

, r L A2 A4 

j 
) 

+ 

3A4+1 -2A8+lj |~̂ 3A4+1 -2&8+iy ^3A*-1 - 2 A 8 - I j j 

r/3 A4+ 1 — 2 A8 +1 \2_ /3 A 4 - I - 2 A 8 - l \ 2 i 
L h i * A4 ) " V - A 2 A4 / J 

lr3A4—1—2A8 — r3A4 + 1 -2A 8 + ll 2 

I L ^ P ~ F J L V « F J ~~ 
r(3 A4 + !)2 (— 2 A8+ l)2~i r3A4 — 1 - 2 A 8 - 1 i 

~ L A4 A8 JL A2 A4 J 

r 3 A 4 - l — 2A8 —1~|| 
+ 1 6 L - T 2 F — J r 

r/3 A 4 - I — 2 A8 — 1 \ /3 A4+ 1 -2A 8 + l\i 
' Lv P F J ~~ V - A 2 A4 /J" 

r/3 A4 + ! — 2 A8 +1\ /3A4-1 - 2 A 8 - l y i 
"Ll -A2 F /V P A4 JJ 
flr3A4 —1 , —2 A 8 -I - I r3 A4 + í - 2 A 8 + 1~|2 

Ll L — ^ — + — ^ — J ^ L—^ f — J -

r(3A4 + !)2 (~2A8+l)2i r3A 4 - l - 2 A 8 - ! 
L A4 F J L A2 A4 . + 

+ 16 3 A 4 — 1 — 2 A 8 - I I l 2 li A2 A4 

r/3A4+ 1 — 2A8+8\2 / 3 A 4 - 1 - 2 A 8 - 1 \ * - ] 
8 L I - T 2 F - V ~ V ~ F P ) J 
l r(2A4 + l)2 (— 2 A8+ t)2 I 
I 4 L - A i p — J x 

X 

"(2 A4 + !)2 ( - 2 A 8 + ! ) 2 , 3 2 n i , j i 
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Et comme la racine ai est déjà detérminé et aussi la racine 
conjuguée «2, nous aurons 

0* + («2 + a, + IJa5S+J[(«i + i ) « ! - l ] + 

+ [ « * + « ! + 1 ] StiI <C*+lí[(«l + l ) « , - l ] + 

+ [«2 + «1 + 1]»2! «í + l [ ( « i + l ) « i - l ] « i - l l i a r + 

+ i ![(<*, + 1) 04 - 1 ] + [«2 + «1 + 1] Ct2I *2 + 
• • tA ' í t 

+ í[(ai + l ) « i - l ] « , - H l a 2 + 

+ | | (a, + l ) « l - D a 2 - I i a , + H l = O 

ou, en faisant 

A = a2 + aj + 1 

Ai = (aj + 1) «i — 1 + [a2 + at + 1] a2 

A2 = l[(«i + 1) a, — 1] + [a2 + ai + 1] a2| a2 + 

+ j(a, + l ) a , - l i « i - l 

A3 = i í[(«i + 1) «1 - I J + [a2 + «i +IJa 2 I a2 + 

+ | [ ( « l + l ) « l - l j a , - I l I a 8 + 
\ i* 1 l f' í!" y • \ t- í ..). í \ í 'I 

+ í ! ( a i + l ) a , - I l a 2 - I j Oti + 1 

il vient 
a 4 + A s 3 + AiiC2 + A2«+ A3 = O. 
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Nous pouvions employer la même formule pour obtenir Ies 
autres racines, mais comme maintenant !'équation est du quatrième 
degré on peut Ies trouver au moyen des formules connues. 

Par conséquent 

r = ^ — A i A Ao + Ao 
1 6 2 5 6 4 2 3 

1 »* 
* r ) P 

1 6 U ; 1 4 5 2 

P — 4 r ) — 
1 4 3 7 4 8 1 0 5 6 L / 1 6 4 

3/ r z l ^ z z r i r r 3 z r \ 1 

V - T ' V T ' ' + ^ + F 

I + V 7 - I 1 V F + I 7 s 
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il vient enfin 
; • Uii'. d » T • .* 

T + t V B - T ' - 1 * 

- - T + i V S - T ' - " 

Nous laissons maintenant aux calculateurs Ie travail de la 
recherche du module k afin que «i satisfasse à !'équation proposée. 
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SOBRE A DIVISÃO EM PARTES IGUAES 
DA DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS E DA CIRCUHllFERENCIA 

EMPREGANDO O COMPASSO ORDINÁRIO 

P O R 

A . S C I I I A P P A M O N T E I R O 

Advertencia 

Os princípios que servem de base para se resolver a questão 
n.° 12 , proposta pelo illustre mathemat ico e académico, o sr . 
Marrecas Fe r re i r a , 110 n.° 4 do vol. Il d 'es te Jornal , dão com 
ext rema facilidade a solução de grande numero de questões de 
geometr ia , em que podemos considerar só as combinações de 
círculos, das quaes se derivam t ambém propriedades mui to in te -
ressantes, e algumas construcções mais simples e r igorosas, do 
que as resul tantes da combinação do circulo e da linha rec ta . 

D ' e n t r e estas questões só t r ac ta remos das que dizem respei to 
á divisão da recta e da circumferencia de circulo em partes iguaes, 
por t e rem intima relação com a questão proposta , cujos limites 
não devemos ul trapassar , a t tendendo aos t rabalhos do illustre 
geomet ra L. Mascheroni (*). 

Devemos notar que Graham e Bird para dividirem o quarto 
do circulo mural , para o observalorio de Greenwich, t ambém 
ten ta ram empregar exclusivamente o compasso ordinário, cuja 
noticia concorreu para que Mascheroni se animasse a recomeçar 
as suas anter iores investigações sobre o emprego exclusivo do 
circulo na solução de questões de geometr ia e lementar , que 
abandonara por até áquella época julgar o seu t rabalho perdido 
em tão ardua empreza . 

(*) Vide La geometria dei compasso publicada por este geometra em Pavia 
em 1797. Só conseguimos obter esta interessante obra depois de já termos 
feito o nosso estudo sobre a questão proposta, por desejarmos apresentar a 
sua solução o mais breve possível. 
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Em vista do que acabamos de dizer, tornar-se-ia inútil a p r e -
sentar as nossas soluções, se não nos parecessem novas algumas 
d'ellas, e se o imminente mathematico italiano, Bellavitis, não 
nos animasse, apresentando a sua solução similhante á primeira 
solução dada por Mascheroni. 

O sr. Martins da Silva, um dos nossos primeiros génios mathe-
maticos, para quem temos a esperar um brilhante futuro, obteve 
também duas soluções novas da questão proposta, que são ex t rema-
mente elegantes. 

I 

Dados dois pontos a e b, determinar com o compasso ordinário 
o ponto médio m da distancia que os separa. 

PRIMEIRA SOLUÇÃO 

Façamos centro nos pontos a e b, e com o raio a b descre-
vamos os circulos ò t e a a j e aw$b\ (fig. 1), sobre os quaes 
determinaremos os extremos a\ e bj dos diâmetros a/ b e b t a, 
pela inscripção dos semi-hexagonos b t e u a j e atczbj. Assim os 
pontos a\, a, b, estarão em linha recta, e será a\a = ab=bb\. 
Então se dos pontos a e b como centros descrevermos os arcos 
de circulo &iòoW'i e a j a o ^ i » estes cortar-se-hão no ponto ic j , 
que unido com a e b, determina o triangulo isosceles awtb, 
cujos lados a Wj e bic\ terão para pontos médios os pontos de 
intersecção a e j dos arcos já descriptos b te a aj e a t e [3 òj com 
os arcos de circulo 6 ^wj 1«o e r rawfj ío, descriptos de at e b\ 
como centros e com os raios a\b e b\ a: porquanto o ponto [i 
achando-se sobre o arco a t e $ , e distando tanto de aj como a 
dista de tej , o referido ponto 3 estará em linha recta com b e te j , 
como a o está com a\ e ò j ; e do mesmo modo se reconhece que 
o ponto o está em linha recta com a e w\. 

Logo, fazendo centro em a e e com os raios a a e $b des-
crevendo os arcos de circulo am e bm, a sua intersecção m será 
o ponto pedido. 

Ainda podemos achar este ponto pela intersecção d'um d'estes 
arcos com o que fôr descripto de a ou de b como centros e raio 
igual ao segmento 
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SEGUNDA SOLUÇÃO 

Como anteriormente, determinemos os pontos a\ e b\ em linha 
recta com a e b, bem como o ponto /»;, intersecção dos arcos 
de circulo anu e bnn. Depois fazendo centro em a\ e b\ com os 
raios a) a e b\ b, descrevamos os arcos de circulo aaiu e bbiz 
(fig. 2), que serão encontrados em ai e bi pelos arcos de circulo 
WiiOi e wh6,- descriptos de b e a como centros e raios bmi e awij. 
Finalmente com o centro em a,- e bi e raios a , a i e bib\ descre-
vendo as semi-circumferencias a \ m m i e b^mni i symetricas a 
respeito da recta w rrn, estas cortar-se-hão no ponto pedido wi. 

É claro que acharemos também este ponto pela intersecção 
da semi-circumferencia « imwi ; com a sua symetrica a\mms a 
respeito da recta a\b\. 

Com effeito, os pontos a\, a, b, b\ estando em linha recta, 
sendo a \ a = ab = bbi , e o ponto bi achando-se sobre o arco 66;, 
distando tanto de a como b dista de mu estará em linha recta 
com os pontos b\ e mi; ora se dos pontos wi; e bi baixarmos as 
perpendiculares Wijm e bj w?o sobre o lado a b ] do triangulo isos-
celes ab\mi, o ponto m será o meio do segmento ab, e mo o 
ponto médio do segmento b i w : logo, a circumferencia b\ mmi de 
raio biini = bib\ com o centro em bj, passará por wi, onde será 
encontrada pelas circumferencias symetricas a respeito das rectas 
m; wij e d j b\. 

TERCEIRA SOLUÇÃO 

Com o raio a Ji e os centros a e b descrevamos os círculos 
b iC(i U ic e a IVQ zw (tig. 3), que se cortam em u-o e i r ; e com 
o mesmo raio e o centro em te descrevamos o circulo uasbz, 
que corta os dois primeiros nos pontos u e z, situados em linha 
recta com o ponto to, por serem vertices do semi-hexagono ins-
cripto uabz n 'este circulo. Depois faremos centro em u e z, e 
com os raios ua, nb e z a, zb descreveremos os arcos aaw, 
b$w e íbj, tnli, que se cortam em l e ; e tornando nova-
mente os pontos u e z para centros e com os raios us e z s , 
iguaes ao segmento te t, descreveremos os arcos de circulo s3 í g 
e say f, que cortarão os arcos de circulo h 3 w e a « w nos pontos 
^ e a. Finalmente fazendo centro n'estes pontos e com os raios 
a a e [S b descrevendo os círculos a m w?o y e bm wio ã, um dos 
seus pontos de intersecção m será o ponto médio da distancia a b . 
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Com effeito, dos pontos b e [3 baixando as perpendiculares bp 
e {â ic sobre o d iâmetro uhficitgpjz do circulo (w), e conside-
rando o triangulo rectângulo u ic t, teremos, em primeiro logar, 

mas é 

» / — 2 — 2 
IC t = V Ut — U 10 

— 2 2 2 —2 
ut=ub=up+pb 

ora fazendo ab=r, será 

d 'onde 

e por tanto 

3 ^ r n 

_ 2 •» 9 u t = 3 . r 2 

w t = r. / 2 = us = zs, 

logo wt é igual ao lado do quadrado uszs' inscripto no circulo 
aasbzs' de raio r, e o ponto de intersecção s dos arcos s a y / " 
e s f i b g será o meio do arco a b , ou um dos ext remos do diâ-
metro s w S1 perpendicular ao diâmetro u z. 

Em segundo logar, se representarmos por x e y os segmentos 

Wit = ---a(i e 7t [3,' os triângulos rectângulos w i t j i e z i í j i dão 
Já 

j/2 = 2 . r 2 — (r + a;)2 = r 2 — 2 . r x — Xt 

e 

j/2 = r 2 — (r — a;)9 = 2 . r . x — Xi 

d'onde 

1 X 1 ctp = 2 . a : = — ab = ~ . r . 

Logo os pontos a e |3 são centros dos círculos a m m ^ y e bmmoft , 
que, passando por a e b, se cortam no ponto médio pedido m. 
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Q U A R T A SOLUÇÃO 

Façamos centro em a e com o raio a b descrevamos o circulo 
b W o d t w (fig- 4), "o qual determinaremos o hexágono inscripto 
b wo Vdj u w. Sendo v WQ um dos lados d este hexágono parallelo 
ao diâmetro aj a b, faremos centro em at e b, e com os raios 
iguaes ai ico e bv descreveremos os arcos de circulo ((U-owí1) 
e í] t%vut'% t'\, que se cortarão em t\ e t\, sendo (como vimos 
na solução anterior) a t \ igual ao lado do quadrado bs\ ai s'i ius-
cripto no circulo (a) ou de raio ab = r. Assim fazendo centro 
em ai e com um raio igual a a í j descreveremos o arco s j í ' 2 » 
que, sobre o circulo anterior (a), determinará dois dos vertices 
Sl e S11 do referido quadrado ou os extremos do diâmetro Sj a s ' i , 
perpendicular ao diâmetro a\ab; e cortará o arco ut'%t' i 
nos pontos <2 e ¢'2, taes que, se fizermos centro n'estes pontos 
e com os raios a\ e 1 descrevermos arcos de circulo, estes 
cortar-se-hão 110 ponto médio pedido m: porquanto, representando 
por /»i o ponto de intersecção do diâmetro aj b com a recta t%t'2, 
teremos 

m\t =0^2 — ai»ii =6/3 —bm\ 

ou, fazendo ai »/ | = e »11 = y\, 

JZ2I = S 1 T 2 - X i J = 3 . r 2 — ( 2 . r —ícj)8 

donde 

3 
x\ = — . r = a i mi = wii m. 

4 

Logo, etc. 
Observações. — Nas figg. 1 e 2 os lados a mi e b nu do t r i -

angulo isosceles a nu b são iguaes a r. y/2 ou ao lado do quadrado 
inscripto no circulo [w) de raio r = ab; e a altura mnn d 'es te 

triangulo será igual a - 4 - / 7 . 

Na fig. 3 os arcos b e ayw descriptos de a e 6 como 
centros e raio r=ab serão divididos em duas partes iguaes pelos 
pontos í e y, em que são cortados pelos arcos s f i b g e s u y f , 
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sendo por isso equilátero o triangulo fs a recta a 3 prolongada 

corta o circulo usz nos pontos a' e (¾', taes que será a . = — a'(3'; 

finalmente a perpendicular [3 ic é igual a y \ /7, e portanto igual 

a metade da altura m m ; do triangulo a m , i das figg. 1 e 2. 
Muitas outras propriedades e mais algumas soluções do pro-

blema proposto se derivam das figuras relativas a estas quatro 
soluções, mas de que não nos occuparemos agora. 

II 

Sendo dados dois pontos a e b, dividir cm qualquer numero de 
partes iguaes a distancia que os separa, empregando o compasso 
ordinário. 

SOLUÇÃO 

Consideremos em primeiro logar o caso simples da divisão em 
tres partes iguaes. 

N'este caso determinaremos os pontos «j e bi (fig. 5) em linha 
recta com a e b (como fizemos na fig. 1, para determinar o ponto 
médio m d'esta distancia); e pelo mesmo processo acharemos os 
pontos a2 e ò2, também em linha recta com os primeiros, sendo 
portanto a2 A1 = at a = ab = bb\ = b\ &2. Depois fazendo centro 
em a e b e com os raios a b, abab% e b a, ba\, ba% descre-
veremos os arcos de circulo bwaa\, Sj ic] t>.\a%, ò 2 ic 2 e a ic$b\, 
a\ tcj B, ò2, a 2 t c 2 , corlando-se os dois últimos arcos des tas series 
no ponto it'2, que será o vertice d'um triangulo isosceles a i c 2 ò , 
cujos lados aici e brc2 serão cortados respectivamente pelos outros 
arcos nos pontos a, a, e J3, (íi, que os dividem em Ires partes iguaes. 

Tractemos agora de obter estes pontos. 
Considerando primeiramente o lado bw%, temos que o ponto 

devendo distar tanto de a2 como a, dista de tc2, será de-
terminado pela intersecção do arco de circulo aj w\ Jij &2 com o 
arco descripto de a2 com o raio igual a t o 2 a , ; e similhanle-
mente o ponto 3. distando tanto de a2 como a dista de to2, ou 
distando tanto de Aj como a dista de ^ 1 , será a intersecção do 
arco aw '$b\ com o arco descripto de O2 com o raio «2 [5 igual 
a W2 a, ou com o arco descripto de aj com o raio fl, fi igual a j3j a. 
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Emquanto aos pontos a e J\ que dividem a ic2 em três partes 
iguaes, obtèm-se por uma construcçuo perfeitamente symetrica. 
Assim o referido triangulo isosceles a t c 2 ò dá 

2 2 I 1 I 
a P = ~ 3 ~ ' = ~ 3 ~ ' r e P i = - ^ o 6 s s T t f " 

Logo, fazendo centro em 3 e (Ji, e com os raios [3 6 e [S1 6 
descrevendo arcos de circulo Lnebni, e com o centro em a e 
os raios iguaes a a [3 e descrevendo arcos de circulo, estes 
cortarão respectivamente os dois primeiros nos pontos n e M1, 
taes que nào só estão em linha recta com a e b, mas dividem 
em tres partes iguaes a distancia entre estes pontos. 

Se tomarmos para centros os pontos «j e b, teremos uma 
construcção symetrica da anterior. 

Ainda podemos determinar n e W1 pela intersecção dos arcos 
bn c bn\, com os arcos an e Cui1 dcscriptos de a e a} como 
centros e com os raios aa e ^ a ; etc. 

Agora, como vamos ver, ser-nos-ha fácil deduzir o processo 
para dividir em n partes iguaes a distancia dada a b. 

Determinemos, nas direcções ba e ab, {n—l) pontos a\, a 2 , a3, 
. . . a„_2 , an—\ e 6j, b2, 63, . . . 6,1—2, bn—\, sendo então 
iguaes os segmentos a „ _ \ a n _ 2 , an—ians, . . . O2O1, a\ a, ab, 
bb\, b\ b.}, . . . bn 36n 2 > bn—2òn—l! e fazendo centro em a e 6 
com os raios ab, ab\, ab2, . . . a i n _ 2 , abn_\ e ba, ba\, 6 a 2 , 
.. . ban—2, ban—\, descrevendo as duas series de arcos de cir-
C u l o f t w a a 1 , b\ W1K1Ci2, 6 2 t c 2 a 2 0 3 , . . . 6 r t _ 2 t c n _ 2 a „ _ 2 a „ _ 
&»_iW}n_ie Oic^1 ,01IC l iS1^2 ,a2 ic2p263 , . . . a „ _ 2 M > „ _ 2 % _ 2 6 „ _ t , 
an—itCji—í, o ponto de intersecção wn—\ dos últimos arcos 
an_\wn—\ e bn—\wn—\ de cada uma d'estas series será o ver-
tice d'um triangulo isosceles awn—\b, cujos lados awn_\ e bwn—\ 
serão cortados respectivamente pelos outros arcos nos pontos 
a, Si1, a 2 - • • • an —3> « n — 2 e [3, [3i , [3 2 , . . . [ 3 „ _ 3 , P » _ 2 > q u e OS 

dividem em n parles iguaes. 
Determinemos primeiramente os pontos de divisão do lado 

bwn—i', para o que fazemos centro em e com os raios 
an—1[2» a«—i3i» an—i[32 . . . . an-i$n-'3, an — \ 3n—2. iguaes 
respectivamente a i c n _ i a, t c n _ i a\, t c„_ i a2 , . . . tCn—i a „ _ 3 , 
t c n _ i a „ _ 2 , descreveremos arcos de circulo, que cortarão os arcos 
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da segunda serie aw2>b\, «i • * • awn—i> nos pontos 
pedidos ($, [íi, . .. [Sn—a. 

Para determina rmos os pontos a, a j , . . . an 2, seguiremos 
um caminho perfeitamente symetrico. 

Em virtude das construcçòes indicadas, o triangulo isosceles 
considerado dar-nos-ha 

n — 1 )i — 1 n — 2 n — 3 
a 3 = .ab= -.r, OL\ S1 = . r , A J ^ = • • • 

n H n n 

2 1 
a n _ 3 P n — 3 = O f n - 2 ? i i - 2 = - f . n n 

Logo, fazendo centro em |J, 3i> j3s> • • (3n—3> Pn-2» e com 
os raios j ib, $\b, ^2b , . . . 3 „ _ 3 6 , 3„—2b, descrevendo arcos 
de circulo bn, bn\, .. . ò) i„_2, e com o centro em a e os raios 
iguaes a a (3, ai . a„—2?«—2> descrevendo arcos de circulo, 
estes cortarão os primeiros respectivamente nos pontos n, n \ , 
. . . fifl_2. taes que não só estarão em linha recta com a e b, 
mas dividirão em n partes iguaes a distancia entre estes pontos. 

Observação.—Das outras tres soluções, que nos dão a divisão 
da recta aí» em duas partes iguaes, também se derivam soluções 
para a divisão d'esta recta em n partes iguaes, mas são menos 
simples do que a que acabamos de indicar; entretanto podemos 
deduzir d'ellas propriedades interessantes, de que n'outra occasião 
nos occuparemos. 

III 

Sendo dada uma circumferencia de circulo, dividil-a em quatro, 
cinco, oilo, dez, doze, ele. parles iguaes, empregando simplesmente 
o compasso ordinário. 

SOLUÇÃO 

Seja 6 s i « i s ' i (fig. 4) a circumferencia dada, tendo o centro 
em a e descripta com o raio ab = r. 

Para dividirmos esta circumferencia em quatro partes iguaes, 
ou para lhe inscrevermos o quadrado, inscrever-lhe-hemos primei-
ramente o hexágono regular bwQV aiuw, e fazendo centro nos 



MATIIEMA TICAS R ASTRONÓMICAS 47 

vertices aj e b, ou extremos do diâmetro a, a b, com os raios 
aj WQ = ai iv e bv = bu descreveremos os arcos de circulo t\Wowt'\ 
e t\vut'\, que cortando-se em /1 e t'\ darão, como já vimos, o 
segmento a í i = a í ' i , que representa a grandeza do lado do qua-
drado pedido. 

Sendo o diâmetro a\b uma das diagonaes d 'este quadrado, a ; 

outra será o diâmetro s j s ' i , determinado pelos pontos de inter-
secção Sj e S11 da circumferencia dada (a) com o arco de circulo 
'•2 sI <2» descripto de a\ com um raio igual ao referido segmento 
a t\: d'onde resulta que estes pontos de intersecção dividem os 
arcos Wo o c wu de GO0 em duas partes iguaes, e que por con-
seguinte o arco vsi será V l 2 da circumferencia (a); e a corda vsi 
o lado do dodecagono regular inscripto nesta circumferencia. 

Fazendo centro em a, c S| e com os raios ai a e si a descre-
vendo os arcos de circulo avto e av\to, o seu ponto de in ter-
secção to estará evidentemente sobre a circumferencia <1 ío t'\ de 
raio a t\ e centro a, por consequência, se fizermos centro em ti 
e com o raio igual a to aj = to sj descrevermos o arco a2 s2 , este 
cortando a circumferencia dada (a) nos pontos médios a2 e Sj> dos 
arcos ai a jS i e si s»b, o arco si S2 será Vs d'esta circumferencia, 
e a corda si S2 o lado do octogano regular inscripto. 

Os pontos de intersecção v e v\ dos arcos avio e arj <0 com 
o arco ai si dividem-n'o evidentemente em tres partes iguaes 
a ju i , t'it> e vsi , que representam arcos de 1/i2 da circumferen-
cia (a ) ; e o ponto a2 sendo o ponto médio do arco ti v, o arco 
a2v será Vai d esta circumferencia; e a corda a2v o lado do poly-
gono regular de vinte e quatro lados inscripto. 

Se fizermos centro e m w o e w e com os raios iguaes ao segmento 
a t \ , ou lado do quadrado bs\ a i s ' i , descrevermos arcos de cir-
culo, .os seus pontos de intersecção /'0 e i'o dividirão o raio ai a 
em media e extrema razão. 

Com effeito, o triangulo rectângulo Wo »"'(>• cujo vertice m é, 
como sabemos, o meio de a b ou de WQW, dá 

— _ 2 2 5 

m ío = Woio — w o m = , rs 

4 

donde 
• , * V 5 m «o = 1 o m = 
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e tomando o ponto a para origem, e attendendo aos signaes, 
vem 

. r y/5 
m a + a«o = 

m a + a i o = 

2 

r y/o 

logo 

2 

a i 0 = - ^ - ( / 5 - 1 ) 

r 
ai 'o = — ^ r ( / 3 + 1)--

Assim o segmento positivo a io será igual á grandeza do lado 
do decagono regular convexo inscripto na circumferencia (a) de 
raio r; e o segmento negativo a i'o será o lado do decagono regular 
estrellado. 

Os segmentos si io e s'i i'o serão respectivamente as grandezas dos 
lados do pentágono regular convexo inscripto e o do pentágono 
regular estreitado: porquanto o triangulo i'o s\ i!o sendo rectângulo, 
por ter o vertice si sobre a circumferencia descripta de m com 
o raio íhs] = » í / o = i'o ,n> se fizermos aio = d, i O a = d' e Sj io = p, 
sl i'o = p ' , deduz-se immediatamente da figura 

d +d' = ry /5 

d -d' =r 

d . d1 =r2 

pi p'i = 5 . r 2 

e logo 

P = - ^ - v 7 1 0 - 2 . y / o e p ' = -^-V7IO + 2 . / 5 . JL Jt 
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Sendo si s'j o diâmetro que passa por dois vertices oppostos Si 
e do deeagono convexo inscripto (fig. 8), é claro que os arcos 
p\ (h e p id ; j correspondentes aos dois lados d'este polygono 
parallelos ao referido diâmetro, ficarão divididos ao meio pelos 
vertices b e «i do quadrado inscripto a\s[bs'i, e por conseguinte 
o arco pi b será V-20 da circumferencia (a), e a corda pi b o lado 
do icosagono regular inscripto. 

Em \ista do estudo que acabamos de fazer, ficará,pois, tam-
bém determinado o lado do pentedecagono inscripto. 

Coino vamos ver, o processo que seguimos para dividir em 
duas partes iguaes o arco de 60° e o de 90°, é um caso particular 
do processo para dividir também qualquer arco de circulo em 
duas partes iguaes ; d'onde resulta que, (ornando por base os 
polygonos de ires, quatro, cinco e quinze lados, poderemos dividir 
a circumferencia em parles iguaes, representadas pelos números 
3 . 2 " , 4 . 2 " , 5 . 2 " e 1 5 . 2 « . 

Seja, pois, ab (fig. 3) um arco qualquer, cujo ponto médio s 
tractamos de determinar , sendo w o centro d'este arco. 

Façamos centro nos extremos a e b do arco, e com o raio 
aw = bw descrevamos os arcos wu e wz. Depois fazendo centro 
em w e raio ab, tracemos um arco que corte estes arcos em 
dois pontos que designaremos por u e z, taes que as cordas u w 
e wz sejam equipollentes á corda a b . Tomando estes pontos 
para centros, e com os raios za e zb descreveremos os arcos at 
e bt, que se corlain em t, determinando o segmento tio. Tomando-o 
para raio e com os mesmos centros descreveremos os arcos f s 
e gs, que se cortarão no ponto médio s do arco dado ab. 

Com efTeito, o trapézio u a b z sendo isosceles, dá 

— 2 2 ~—2 — 2 
az =au +2 .ab.uz = aw + 2.wz 

e o triangulo tzw sendo rectângulo, teremos 

— 2 2 , 2 
Iz =t IV +WZ 

e por ser t z = a z 
— 8 — 2 — 2 
tw =aw + wz 

ou 
— 2 ——2 2 
zs —aw +wz . -i 

4 
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Por serem iguaes os triângulos rectângulos s z w e s w u , vem 

— 2 2 2 

ZS =ZtV + WS , 
logo 

ics = aw = bio, 

o que prova estar o ponto s sobre a circumferencia asbs'. 
Agora pela comparação dos ângulos dos triângulos considerados 
é fácil de concluir que este ponto também divide o arco ab 
d'esta circumferencia em duas partes iguaes. 

Passemos agora a t ractar succintamente do processo para 
circumscrever pentágonos, hexagonos, oelogonos e ilecagonos regu-
lares no circulo (a). 

Consideremos (fig. 6) o quadrado inscripto a 2 S 2 s ' 2 t e n d o 
para vertices os pontos médios «2, s2 , s'2 e a » dos arcos fl|Si, 
«1 6, bs' 1 e a i ; e representemos por i e i\ os pontos de inter-
secção do lado a 2 s 2 d 'este quadrado com os lados s i a \ e Sibi 
do quadrado inscripto a i s i & s i . 

E fácil de ver que o ponto i será dado pela intersecção dos 
arcos de circulo a iv íy e a il 1 descriptos de a\ e S2 com os raios 
ai a e S2 a; e similhantemente o ponto i\ será dado pela in ter-
secção dos arcos a i\ 60 e a i\ t\, descriptos de b e a2 com os 
raios 6a e a 2 a . 

O segmento ii\ será, como sabemos, o lado do octogono regu-
lar i /i «2 . . . t'7, que se determina pela intersecção dos lados dos 
dois quadrados que considerámos inscriptos. 

Kepresentemos agora por X11 I2 . . . I7 o octogono circumscri-
pto, cujos lados I I j , I i I 2 , . . . I 7 I tenham para pontos de contacto 
os vertices do octogono inscripto s is 2 i>s ' 2s ' i a ' 2 a i a 2 , ou sejam 
parallelos aos lados do octogono ii\ Z2 . .. i-t. 

Assim pela consideração dos triângulos em que se acha divi-
dido o trapézio isosceles a%toÔo«2, se reconhece immediatamente 
ser SjI igual a «fl2 ou a Sj i j ; e ii\ equipollente a /¢1. 

Logo, os vertices do octogono circumscriplo serão determinados 
por arcos de circulo, tendo o centro nos vertices do octogono inscripto, 
e descriptos com um raio igual ao segmento conhecido i a2 ou si i 1. 

Os pontos 11 e t ' \ , que nos deram a grandeza a l \ ou a í ' i do 
lado do quadrado inscripto, são vertices do quadrado circums-
cripto Ai ti Bi ('i, que se obtém pelo prolongamento dos lados 
I7I1 Ii 1¾, I 3 I i e I316 do octogono circumscripto I Ii . . . I ^ ; 
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de modo que fazendo centro nos vertices Aj , to, t j , 6o, Bi, O'o, t' 1 e t'o 
dos dois quadrados circumscriptos ao circulo dado (a) ou vertices 
do octogono inscripto no circulo A| ti Bi t ' i , e com os raios iguaes 
a Aj a, to a, t i a , . . . t o a descrevermos círculos, estes cortar-se-hão 
nos vertices do octogono circumscripto I Ii . . . I7. 

Os arcos /] I v u Iy t!\ e t\ Ii Wq IV I41' 1 descriptos de b e a\ com 
os raios bv e ai wo que se cortam em íi e t'\, passam pelos ver-
tices I, Ig e l i , I i ; e os arcos descriptos de si e s'i com os mesmos 
raios passarão por I3 , Ig e I2 , I7. 

Por conseguinte, inscrevendo e circumscrevendo dois quadra-
dos, sendo as diagonaes de um paralleias aos lados do outro, 
os vertices do octogono circumscripto serão dados pelas intersecções 
dos arcos de circulo descriptos dos vertices do quadrado inscripto, 
sendo o seu raio igual ao lado do triangulo equilátero inscripto, 
com os arcos descriptos dos vertices do quadrado circumscripto, com 
o raio igual ás suas diagonaes ou ao lado do quadrado inscripto. 

Designemos por F P j . . . P4 o pentágono circumscripto pedido 
(fig. 8), e por «i, p\, pi, ps e pi os pontos de contacto dos seus 
lados P P ] , Pi P 2 , . . . P 4 P com a circumferencia dada. 

Consideremos agora o lado P «i Pi do pentágono circumscripto, 
e sejam tc e tci os pontos de intersecção dos dois lados s\p% e s\p% 
do pentágono estrellado s \ p i p í p \ p % com o terceiro lado p i p i -
Os triângulos Ttip4Si e -\p^p\ sendo isosceles, os círculos des-
criptos de p i e p i com os raios />iò'i e p^s\ cortar-se-hão em tc 

e P3, e sendo P s i equipollente a iz\pi, segue-se que os vertices 
do pentágono circumscripto serão determinados pela intersecção de 
arcos de circulo descriptos dos vertices do pentágono inscripto como 
centros e com o raio igual ao segmento conhecido tci pi . 

Representando por «3 a intersecção dos lados p i p 3 e p i p i 
do pentágono estrellado, e por tc2 e tc4 as intersecções d'estes 
lados respectivamente com os lados s\p% e s\ps, é fácil de ver 
que os lados do pentágono estrellado TCTt2Ttj tci são iguaes aos 
semi-lados do pentágono circumscripto P P i . . . P 4 , e que são 
regulares os cinco pentágonos convexos P p4 tc4 tci SJ, P; Si tc Tc2 p t , 
P2 Pt P2. P3 p2 tc2 tc4 p3 e P4 p3 TC3 tc p4 . 

Representando por á '2 e à '3 as intersecções da r vCta pipi com 
as rectas Sjii2 e Sjd3 que passam pelos meios dos un osp\pi e p i p i , 
teremos pi Tci = Tci^3 ou p\ à'3 = ò"2p4 = Pi P-

Sejam (lig. 8) « l f d\, pu d2 , Pb s\,pz, d 3 , p4 e d4 os pontos 
de contacto dos lados D Di , D j D 2 , . . . D 8 D do decagono ci r -* 
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cumscripto á circumferencia ( a ) ; A2 a intersecção das cordas s j p i 
e d \ di; e A 2 a intersecção das cordas « i e d 2 í / 4 . 

Teremos, pois, que o semi-lado pi D2 do decagono circums-
cripto será evidentemente igual a a A 2. por ser isosceles o t r i -
angulo a TC2A2- Pelo ponto p'\, em que o circulo pi pi ~Í~ÍPÍ 
descripto de si com o raio s i p \ encontra a corda s; d 2 , condu-
zamos as rectas p\ A 2 P'i e p'\ A F 2 passando por A2 e A I 2 , que 
com as rectas a e «j d\ P'> de terminarão o losango S) P j^ i n'i, 
que . como é fácil de ver, será igual ao losango S|P|_pi tci. 

Ora o trapézio s i P ' i A 2 i t ' i sendo evidentemente isosceles, 
segue-se que será a sua diagonal sj A 2 igual á diagonal ~ \ V i do 
pr imeiro losango, e portanto os pontos A2 e A 2 serão de te rmi -
nados pela intersecção de arcos de circulo descriptos de si e c/2 

com o raio conhecido Jtj P j . 
Logo, os verlices do dccagono circumscripto serão intersecções 

de arcos de circulo descriptos dos verlices du dccagono inscripto 
como centros e com um raio igual ao segmento dado a A ' 2 . 

O segmento P( representa o lado do pentágono inscripto 
no circulo Pj P'i 711 tv P descripto de com o raio s j P igual ao 
semi-lado do pentágono circumscripto ao circulo dado (a). 

Inscrevamos na circumferencia (a) os dois triângulos equilá-
teros vbu e ico a 110 (fig. 7) e sejam e cg as intersecções dos 
lados vb e vu do primeiro triangulo com o lado w^ai do segundo. 

En t ão se suppozermos o problema resolvido, lendo o hexágono 
pedido para pontos d e contacto dos seus lados H g I I , H i l ] , H i H 2 , 
. . . H 4 H g os vertices a\, v, wo, b, w e u dos referidos triângulos, 
e se considerarmos os lados H H j e aj WQ, reconhece-se i inme-
dia tamente que são equiláteros os triângulos a j I i c t j , c g H t , t c g c j , 
01 « H i , Hidi?^o> em que se acha dividido o trapézio isosceles 
H a i W o H i , d o n d e resulta ser H H i equipoilente a a j c i ou a a^w 0; 
e os pontos (76 e dividirão ai WQ em tres par tes iguaes ai og, 
C6 CT1 e (71 IVQ. 

•Logo, se (pelo processo já indicado) tomarmos um segmento 
1 

igual a — do lado do triangulo equilátero inscripto, e com este 
o 

segmento como raio fizermos centro nos vertices do hexágono inscripto, 
e descrevermos círculos, os seus pontos de intersecção H, H i , . . . H g , 
situados fára da circumferencia dada, serão os vertices do hexágono 
circumscripto. 
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GÉNÉRALISATION DE LA FOHCTION Xn DE L E G E N D R E 

P A K 

M . B I R G E R H A N S T E O 

Nous allons étudier Ies fonctions Pn et Q n , qui sont intégrales 
particulières de l 'équation 

(x — a) (x — b) y"+ [2x—(a f 6)] y — n (n + í) y = 0. 

La fonction Xn de Legeudre est connue comme une intégrale 
particulière de l 'équation différentielle 

(x*-l)y" + 2xy'-n(n + l ) y = 0 (1). 

MM. Legendre , Serret et Laurent se sont particulièrement 
servis de cet te équation pour étudier Ies propriétés de la fonction. 

Ordinairement elle est définie comme Ie coetlicient de In dans 
Ie développement de 1'expression 

( 1 - 2 xl + t*~Í 

ordonnée suivant Ies puissances ascendantes et entières de t. Pour 
trouver ce développement je me servirai de la serie de Lagrange 
pour t ransformer la fonction 

, S 9 - I 
z = x + t—~— 

en serie, savoir: 

. t X 2 - I , < 2 d . / . X 2 - I 
z = x 2 Í 7 2 d ã ; \ 2 / 

<3 d2- / . X 2 - I X 3 

1 . 2 . 3 d x \ 2 

IN3
 t i d 3 . / a ? * - i y 

/ 1 . 2 . 3 . 4 d x * \ ~ 2 ~ ) 

( 2 ) 
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en ne considérant que Ia racine de z qui pour í = 0 , donne z—x, 
c 'est-à-dire 

! - / 1 - 2 * í + f » 
z = . 

En diíférentiant (2) par rapport à x, on obtient 

dz fM _ , , , t d. Zxi-1\ , 
- = ( 1 - 2 „ < + * ) + + 

í 2 d 2 . / í c 2 - 1 \ 2
+ t 3 d 3 . / a « - l \ » 

(3) 

1 . 2 d í 2 V 2 / 1 . 2 . 3 d a 3 V 2 

qui donne 

~~ [n] ' 2" d a » ^ ^ 

d z 
et — est appelée Ia fonction génératr ice de X„. 

d x 
Maintenant il faut ' supposer que la fonction Pn analogue à la 

fonction Xm de Legendre, dont la fonction génératrice est 

~ = /i&^ã [(í2 + l)(b — a) — btx + 2(a + b) < ]~¥ (4) 

d OC 

en déterminant z par la racine de 1'équation 

tlz — a) (z—b) z = x + - r-^ o — a 

pour IaquelIe t = 0 donne z = x, soit une intégrale particulière 
de 1'équation différentielle 

{x-a)(y-b)y" + [2x-{a + b)]y'-n(n + i)y = 0 (5). 
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On démontre directement que cette supposition est vrai par 
1'introduction dans 1'équation (5) de 

JZ=Pn 

qui la rend identique en bornant n à des valeurs positives et 
entières. 

Maintenant je pose 

_ i rbzndz 
Vn — i — : I 

Ja Z — X 
ou 

b—a^ 

1 1 dn. r / Zn = — — Uz - a)n (z - 6)»1. 
[»] (b — a)n d zn ' J 

L'intégration par partie n fois répétée de 

"b Zri d z CbZrt d z 

J a z — X 

changerait 1'expression de Qn en 

crb{z — a)n (z — b)nd 

J a 

Car on a 

( z - x ) " + 1 

rb lndz /Z n Miy=' ' rbZJ-Vdz 

Ja Z-X \ Z — X Jz = a Ja ^)8 

* ZnI-D d Z / Zflt-2) Y = 6 ^rb z»(_2) d Z r » z j - v d z = / zn t~2) V = 2 r b 

J a [ Z — x)* [ ( Z - X ) i J z = O J a ( z - X ) * 

rbzn(»-]]dz_/ ZnC—«J y = 6 rb ZnI-nIdz 
J a ( z - x y ~ \ ( s - x ) V í = a ~ n J B 

(6) 
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d'oíi il suit que 

r> Zn d z _ / Z„(-D zn(-2) Z„t-3) __ 

Ja(Z-X) \{s-x) + ••• 

+ ( - 1 ) « [ n - 1 ] + ( - l ) " [ n ] V ;L \z-x)nJ2 = a
 v ' 1 iJa(Z-X)*+!] 

(7)-

La quantité sous parentbeses doubles étant égal à 0, Qn de-
vient d'après la substitution dans (7) de 

Qn = 

Z„(—") = (z — a)n (z — b)n 

1 r\z — a)n(z — b)ndz I "{z-ay [z-oj" a z 
Ja (z-x)*+i [ r (6-fl)»+Va (*-®)«+i 

Le second membre de (8) élant intégrale particulière de (5), 
je sais maintenant intégrer (5) completement ayant 1'intégrale 

y = C1 P n + C2 Qn (9). 
D'ailleurs (8) donne 

1 1 dn rí(z — a)n(z — b)ndz _ r"[z — a)n (z — b)n d z 

J a % — X [n] ( 6 - a ) » + l ' d& 

De (4) on tire 

il = [(í4 + I) (i b - a) - 41 x + 2 (a + 6 ) ] ~ " M ( i 1 j 

= P0 + P1< + P2<2 + .. . + P n í " + . 

En différentiant (11) on obtient 

^b^a [2x-(b - a) t_ (o + &)] 

[(í4 + l ) ( 6 - a ) - ítx + 2(a + b)t]l | (12). 

— P 1 + 2 P 2 í + 3 P 3 f* + . . . + h P n ln~1 + . . . y 
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En multipliant maintenant Ies deux membres de (12) par 

(t*+i)(b-a)-btx + 2(a + b)t 

on aura après quelques reductions faciles 1'équation suivante: 

[2 a? — í (6 — a) — (a + 6)] 

[P0 + P i í + P2<* + .. . + P„<» + . . . ] = [ 

= [ f i + l ) ( b - a ) - l t x + 2(a + b)t] 

[P! + 2 P 2 + 3 P 3 + . . . + n P , + . . . ] 

En igualant Ies coefficients des mômes puissances de l, on aura 

Po = I 

(13). 

P 2 = 

P 3 = 

2 <r-(a+ft) 
b — a 

3 / 2 ® - ( a + 6 ) \ * 1 

2 V b-a ) 2 

5 / 2 a ? - ( a + 6 ) \ » 3 2 x - ( a + b ) 

a ) 2' b-a 

(U) 

ou généralement la rélation 

( n + l)P»_i_i (b— a) = (2n+1) Pn \2x— (a+6)] —nP n—i (6—®) (15) 

laquelle pour 6 = 1 , a = —1 se reduit à la rélation 

( » + l ) X „ + i = ( 2 n + l ) x X n — n X „ _ i 

formule bien connue rélativement à la fonction Xn de Legendre . 
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L'analogie entre Ies fonctions Pn et X l t se voit donc en tout lieu, 
Formant Ies équations 

(2 n + 1 ) Pn [2x- (a+ò)] = ( n + 1 ) P f l + , ( 6 - a ) + n P n _ j (b-a) 

(2/1+1) Zn [2 as— (a+6)] = (n+1) Z n + 1 (b-a)+n Z „ _ , (b-a) (16) 

et en Ies multipliant Ia première par Zn et la second par P , il 
resulte de Ieur soustraction 

2 (2n+1) Pn Zn (z-x) = (n+i) (b-a) (P„ Z n + 1 - P n + 1 Zn)+ j 

+ n (b—a) (PnZn_i—Pn_i Zn) I 
(17). 

En remplaçant successivement dans 1'équation (17) n par O, 
1 , 2 , 3 , etc. , et en additionant Ie système des équations resultantes: 

2. P0Z0 (z-x) = (b—a) (P0Z1-P1Z0) 

2 .3. P1Z1 (z-x) = (b-a) [2 (P1Z2- P2Z1) + (P1Zo-P0Z1)] 

2.5 .P2Z2 (z-x) = (b-a) [3 (P2Z3-P3Z2) +2 (P2Z1-P1Z2)]! ^ 

2 (2 n+1) PnZn (z-x) = (6—a) 

[(n+1) (PnZB+1-Pn+1Zn) + n (PnZn _ i—Pn _ t Zn)] 

j 'aurai 

2) = Po Zo + 3 P1 Zi + 5 Ii
2Z2 + . . . + (2n+l) PnZ,, = 
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Mais Ies équations 

rb \ 
I P roPnda : = 0 , m ^ n l 

Ja I 

J > , b-a 
ax = -—— 

2 n + 1 

(20). 

donnent 

ou 

R>ZN+ÍDZ= 2 + P , + 1 p Z n d a 

J a z — x ( n + l ) P „ Pn JaZ-X 

d'oíi on tire 

2 b 
Qn + l P n — P n + l Q n ' (23). 

n +1 b — a 

Substituions. dans (21) successivement par n Ies valeurs 0, 
1, 2, 3, etc. , et noas aurons Ie système suivante 

M o ^ s B 

( 6 _ a ) Q 1 = | _ + i l Q o ( 6 _ a ) = W A / X ~ a - 1 

Po Po v y V V x—b P 1 P 0 , 

(6_a)Q,=A+^QJb-a)=2?j>Af J.L\ 
V /V. P1 Pj ' \ V x-b 2 P , P , P 1 P J 

/(24) 
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d'oú il resulte 

2 P n 
Qn = 

b — a 

( n / * ~ a + 1 + 1 i + M 
\V X-b Tl PnPn—1 ( n - l ) P n _ l P n _ 2 P 1 P 0 / 

(26) 

e t
 p _ 2 Q n 1 n r a — b 

a-b 1 1 1 
I • • • I 

(26) 

2 Q n « Q » Q n - l («—l)Qn—lQn—2 Ql Qo, 

formules analogues. 
De même la formule 

(» + 1 ) (6 - a) Z n + , = ( 2 n + 1 ) [2x-(,a+b)] Zn-n[b-a) Z n _ ! 

conduit à 1'équation 

2 ( 2 " + 1 } ^ T = T " ( • + * ) ( » - «)* O n + l + j ( 2 7 ) i 

+ (2 n + 1) (a + 6) (6 — a) Qn + n (ò — a) s Q n - 1 ) 

Maintenant on a 

"bZnz d z r* , , r*zndz 

mais 

J a 2 — X tJa JaZ — X 

r •>b 
Zndz = O 

donc nous aurons 

r*znzdz 
I ——— = *{b-a)Qn 

Ja z — & 
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et (17) se transforme en 

2 ( n + l ) ® ( 6 - a ) Q n = ( n + l ) ( ò - a ) S Q n + 1 + ) 
(28) 

+ (2 n + 1) (a + b) ( a - b ) Qn + n ( 6 - a ) s Q „ _ , ) 

ou, las reductions faites, 

( n + 1 ) (6 — a) Qn+i = ( 2 n + 1 ) [2a:— (a + 6)] Q h — n (6 — a) Q„_ i 

laquelle est parfaitement analogue à la formule (15). 

Copenhague, Ie 30 novembre 188 i. 
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Mélanges de Cakul integral, par Joaquim Gomes da Silva. 
Leipzig, 1 8 8 2 . 

Com o titulo precedente vem de ser*publicada em Leipzig 
lima collecção de memorias sobre Calculo integral do illustre 
mathematico brazileiro Joaquim Gomes da Silva. O livro é p re -
cedido de um prefacio do editor, o sr. C. Henry, d'onde ex t ra -
himos as seguintes informações a respeito do auctor, que em 
Portugal é, julgamos nós, pouco ou nada conhecido: 

Nascido no Brazil, a lo de fevereiro de 1829 , na província 
do Maranhão, onde seu pae, o major Ignacio José de Sousa possuia 
propriedades, manifestou desde a mais tenra infancia um gosto 
decidido para os estudos psychologicos e physicos. Sua familia 
destinava-o para a carreira das armas, e porisso alistou-se, sem 
a menor vocação, como cadete depois de ter frequentado durante 
um anno a Escola Militar. Não podendo supportar as fadigas d'esta 
vida, obteve de seu pae a permissão de se consagrar á medicina. 

Matriculou-se pois em 1 8 4 4 na Escola do Rio de Janeiro, 
onde ao mesmo tempo que fazia o seu curso de medicina, estu-
dava com ardor as mathematicas, acabando por obter honrosos 
diplomas de medico e engenheiro. 

Em 1837 foi nomeado professor da Faculdade de Mathema-
tica do Rio de Janeiro, e n'esse mesmo anno foi eleito deputado 
ás cortes d'aquelle império. 

Apresentou á Academia das Sciencias de Paris algumas me-
morias, a respeito das quaes a commissão nomeada para as 
analysar não chegou a dar parecer . 

Em 1 8 6 3 veio á Europa, e a 1 de junho d'este anno morreu 
em Londres. 

Duas terças partes da presente obra estavam já publicadas na 
imprensa do sr. Brockaus, de Leipzig, na occasião da sua morte. 
O resto estava ainda em provas. A ultima memoria da collecção 
foi publicada segundo um manuscripto existente nos Archivos 
da Academia das Sciencias de Paris. 
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J. Gomes da Silva dedicava-se também á l i l teratura, e escreveu 
com o titulo de Anlliolugie universelle uma collecção das melhores 
poesias lyricas das diversas nações. Quando morreu trabalhava 
também n'um livro sobre sciencias sociues e philosophicas. 

A primeira memoria da collecção in t i tu la-se—Memoire sur 
Ies méthodes génerales d'intégration, e n'ella occupa-se o auctor 
da determinação da funcçâo <p (cr) que satisfaz á equação 

que contem como caso particular as equações de que se occuparam 
Abel e o sr. Liouville. 

Obtem a solução da questão por dois methodos, no primeiro 
fazendo uso das series, no segundo fazendo uso dos integraes 
definidos. Pelo que respeita á generalidade no primeiro methodo, 
ha o inconveniente de fazer o auctor uso das series sem tractar 
de ver se ellas são ou não convergentes. Este inconveniente é 
reconhecido por elle no principio, porém mais tarde (pag. 3Í-) 
diz que é legitimo o emprego das series divergentes, pois que 
se podem considerar como um symbolo que representa a funcçâo 
generatriz da serie, esquecendo a circumstancia de uma mesma 
serie poder provir do desenvolvimento de mais do que uma funcçâo. 
Sabe-se, com effeito que, por exemplo, a soturna da serie de 
Maclaurin nem sempre é igual á funcçâo que produziu essa serie. 
No segundo processo obtein a solução expressa por meio de um 
integral definido, em que entra uma constante que é raiz de uma 
equação transcendente. Para a resolver emprega um integral 
definido, que deduz por meio da serie de Lagrange, o que res-
tringe ainda o uso do processo aos casos em que esta serie é 
convergente e em que os integraes definidos que entram na solução 
se podem obter. 

Se porém os resultados a que Gomes da Silva chegou na sua 
bella memoria não tem toda a generalidade, que elle parece 
suppòr, são todavia ainda de muita importancia, e revelam no 
illustre analysta brazileiro uma intelligencia elevada. 

Transformando o problema proposto noutros , isto é, no problema 
da sommação das series e no da integração definida póde-se resolver 
o primeiro em todos os casos em que se souber resolver os outros. 

X 
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A memoria termina por uma apreciação da imporlancia do 
Calculo integral tão eloquente, que não resistimos ao desejo de 
a transcrever aqu i : 

«S'il y a quelque cliose vraiment séduisant est 1'étude de cette 
branche de I Analyse (Calculo integral). Voulez-vous connaitre 
la théorie de la distribuition de la chaleur à Ia surface des corps 
conducteurs ? Vous vous arrêtez devant Ies obstacles que vous 
présente Ie Calcul integral. Voulez-vous connaitre Ie mouvement 
de la chaleur dans 1 intérieur des corps solides d'une figure quel-
conque? Voilà encore Ie Calcul intégral qui vous oblige à vous 
arrêter presque au commencement de Ia carrière. Voulez-vous 
connaitre la propagation du mouvement à 1'intérieur des corps? 
1'état \ ibratoire de leurs molécules? Ia théorie des marées? Ia 
figure des planètes qui séloignent sensiblement de Ia forme 
espherique? Ia Ioi de la variation de leurs densités, etc. etc. ? 
Vous rencontrez Ie Calcul intógral devant vous; immense, im-
passible, insurmonlable, résistant aux efíbrts combines de tous 
Ies géomèlres distinguées de 1'Europe, dont pas un seul n'a pas 
pu s 'empecher de lutter, au moins pour quelque temps, corps à 
corps avec Iui! Quand on voit toutes ces théories dependant de 
ce Calcul et ce Calcul lui-même réduit à un seul-problême, il y 
a quelque chose que vous pousse, qui vous entraine presque 
malgré vous même. On Ie regarde, on Ie mesure, on Ie croit 
invencible; mais on va en avant, poussé par cette curiosité 
inquiète qui nous porte dans Ies sciences à briser nòlre organi-
sation devant Ies obstacles que nous savons ne pouvoir vaincre!» 

A maior parte das outras memorias que vem nas Melanges de 
Calcul integral referem-se ainda ã questão de que Iracta a pri-
meira memoria de que vimos de fallar, cujos principios na ultima 
applica á theoria do som. 

Traz ainda uma memoria interessante — Surlanalogieenlre 
Ies équations di/férentielles linéaires et Ies équations algébriques 
ordinaires, onde desenvolve as ideias expostas por Libri a este 
respeito no Jornal de Crelle e no Jornal de Liouville. 

G. T . 
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ALGUMAS PROPRIEDADES DAS CÓNICAS 

P O R 

F . D A P O N T E H O R T A 

Publicámos ha tempos no Jornal de Sciencias Mathematicas, 
Physicas e Maturaes da Academia Real das Sciencias de Lisboa 
um rápido estudo sob a e p i g r a p h e — A l g u m a s propriedades das 
cónicas deduzidas de sua geração parallelogrammica, de cujos 
fundamentos vamos dar uma ideia geral, nos limites que a simples 
intelligencia da presente nota nos prescrevem. 

Foi-nos sugerido aquelle trabalho pelo seguinte theorema de 
geometria super ior : 

«Se os trez lados de um triangulo girarem respectivamente 
sobre pontos tomados nos mesmos lados não em linha recta, e 
dois de seus vertices percorrerem duas rectas dadas, o terceiro 
vertice descreverá uma cónica». 

Tendo em mente este theorema, imaginamos um triangulo 
movei de que dois lados girassem sobre dois vertices oppostos 
de um parallelogrammo, e o terceiro sobre um ponto no infinito 
da diagonal que unisse os outros dois vertices, reconhecendo que 
se dois \ert ices d'este triangulo percorressem dois lados con-
correntes do parallelogrammo, o terceiro descreveria a ellipse; 
e quando os lados percorridos por aquelles vertices fossem paral-
lelos, o terceiro vertice descreveria a hyperbole. Observando 
igualmente que o terceiro lado do triangulo movei poderia girar 
sobre o ponto no infinito de qualquer recta tirada por um dos 
vertices da diagonal já referida, o que nos perinittiu comprehender 
a parabola no mesmo svstema de geração. 

Como porém n'este caso um dos lados do parallelogrammo 
gerador se acha todo no infinito, deverá uin dos lados do t r i -
angulo movei girar sobre um dos vertices do lado finito, outro 
sobre o ponto no infinito do lado opposto, e finalmente o terceiro 

5 
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sobre o ponto no infinito de qualquer recta tirada pelo outro 
vertice do lado finito. 

Resumindo o que levamos dito, poderá enunciar-se a alludida 
geração parallelogrammica restricta á ellipse e hyperbole do 
seguinte modo : 

«Determina-se o segundo ponto onde qualquer raio partindo 
de um dos vertices do parallelogrammo gerador encontra a curva, 
tirando pelo ponto onde o dicto raio corta um dos lados oppostos 
ao dicto vertice uma recta parallela á diagonal também opposta ; 
a qual prolongaremos até encontrar o lado não paralielo passante 
pelo mesmo vertice no caso da ellipse, ou paralielo no caso da 
iiyperbole; a recta que unir esta nova intersecção com o vertice 
opposto, cortará o raio dado no ponto pedido. Accrescentaremos 
ainda que os vertices d'onde podem emanar os raios, são todos 
quatro na ellipse e somente os mesmosdois oppostos na hyperbole». 

A nota que hoje publicamos, fdiando-se na mesma ordem de 
ideias da anterior, tem por objecto a deducção de algumas pro-
posições relativas ás diversas linhas que concorrem á determinação 
de dois pontos da ellipse situados em dois raios dirigidos de dois 
vertices seguidos do parallelogrammo gerador. 

A figura 1, a que vamos referir-nos, apresenta o ponto M 
pertencente ao raio Sg determinado pela intersecção d'este raio 
com a recta O'li , sendo o ponlo Ii a intersecção de OS com a 
recta gh parallela a OS ' . Encontra-se na mesma figura o ponto M' 
pertencente ao raio S g' existente na intersecção d'este raio com 
a recta Oh', sendo g' h! parallela a 0 ' S . 

T H E O R E M A l.° — Se tirarmos os raios S'M e S M ' (estampa 
1), obter-se-hão os pontos a e a', determinando uma recta que 
concorrerá com a recta o p' no mesmo ponto de O O ' . 

Com effeito, por serem O, S, M, S', M', O pontos da cónica, 
teremos 

S M M' O' O = S7 M M O O = S' M' M O O'. 

Estes dois feixes cortados pelas rectas O' S' e O S, dão logar 
ás duas divisões homographicas 

a', d, O ' , *> = p, a, O , oc ; 
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d'onde, por conterem dois pontos homologos coincidentes, se con-
clue que as rectas que unirem os outros pontos respectivamente 
homologos, concorrerão todas no mesmo ponto. Taes são as 
rectas p o', a a' e O O , as quaes concorrem no ponto D'. 

T H E O R E M A 2 . ° — A corda .MM' também concorre no ponto D' . 
Por quanto, se a recta p o' girar em torno de I) ' , os pontos p 

e p' marcarão duas divisões homographicas sobre as rectas S O , 
S' O', e logo os dois feixes S p' . . . e S7

1O . . . são homographicos, 
isto é, S M . . . = S7 M' . . . Mas ao raio S M ' do primeiro feixe 
corresponde o raio S' M do segundo; por quanto, suppondo que 
a recta p p' passa á posição D' a1, a recta S o' determinará o 
ponto M', einquanto que S' p determinará o ponto M. Sendo pois 
S M M 1 . . . = S ' M ' M . . . , e devendo as intersecções de dois 
quaesquer raios do primeiro feixe com os homologos do segundo, 
tomados inversamente, determinar rectas que concorram no mesmo 
ponto, tal acontecerá ás differentes rectas M M', sendo D' esse 
ponto de concurso, porque se a recta : p' tomar a posição D f S ' , 
será S o novo o ; a recta p'S produzirá o ponto g no infinito da 
recta O O ' ; o ponto Ii cahirá no infinito da recta S O , e a recta 
O'Ii cortará p'S 110 ponto S'. E visto que o outro ponto da cónica 
deve estar 110 raio S p, agora S D', segue-se que os dois pontos 
actuaes M e M' estarão ambos na recta D' S'. 

É também fácil reconhecer que a recta O O ' representa a 
posição da recta M M' quando D' / se confunde com D' O . 

T H E O R E M A 3.° — Se do ponto Y onde se intersectam a dia-
gonal 0 ' S e a corda M M', tirarmos a recta Y -J, obter-se-ha 
um ponto m tal que a razão das distancias do ponto T aos dois 
S e O será a mesma que a das distancias do mesmo ponto T 
aos dois m e p. 

Com effeito é 

T S T ' 0 ' _ T 0 

YVi ~ T p 7 - T p " ' 

d'onde 

T S T m 

T O T P ' 
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T H E O R E M A 4 . ° — Se pelo ponto Y ' , intersecção da diagonal 
O S' com a corda M M' também tirarmos a recta Y' p, determi-
naremos o ponto m! em linha recta com m e D. 

Com efíeito é 

T ' S' T O T S 

T M ' T P T M ' 

repetindo-se a analoga razão de segmentos da proposição anterior, 

T ' S ' _ T ' M ' 

T 7 O F = T 7 P 7 ' 

T H E O R E M A 5.° — A recta que une os pontos h e h! passa pela 
intersecção D da corda com o lado S S'. 

Por quanto é 

T S T Y T ' S ' T P I Y 

T H ~ T R Õ ' ' T J U ~ ~ I R O ~ ~ T Õ ' ' 

logo 

T S T ' S ' 

T H T H 1 

T H E O R E M A 6 . ° — A recta m m ' é parallela a p p'. 
Por quanto é 

T ' M ' - T V T ' S - T ' 0 ' 

T W T ' S ' 

d'onde 

T V T B 

V X ' S ' T O 

mas também de ser 

T m T S 

T f T O ' 
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se deduz 

logo 
p'm' = pm (*). 

T H E O R E M A 7 . ° — A intersecção Q das rectas S Y e g h está 
em linha recta com os pontos M e S', e por conseguiute com a. 

Por quanto é 

logo 

OMP O S 0 ' 9 O p ' 

O ' £ " O O i ' O 7 ~ o ~ s ' 
<.'! o. O 

O P O p ' 

mas é também 

logo 

Og 0 0 " 

Og OO' 

O S ~ S Y ' 

O 1 P O S ' 

O7P7 " p"s7' W-

Considerando o quadrilátero completo S Q / i M cortado pela 
recta OF S', poderemos applicar-lhe a fórmula de involuçâo de 
Chasles 

a'b'.c' a.cb = — ab.ca'.c' b\ 

O I 
(•) Vid. nota no flm dVste artigo. 
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com a seguinte correspondência : 

a . . . P 

d . 

b . . 

b'.. 

c . . 

c'.. 

P' 

, 0 ' 

X 

OO 

da qual se obterá 

ou 

> «l >1 

,O ( > Õ <! 

O ' P i - C X = P O i - P 1 X 

O P O 'X 

o y P ' x ' 

que comparada com a fórmula (a) mostra que o ponto x se con-
funde com S'. 

De modo similhante se demonstra que a recta M ' Q ' passa 
por S, e por conseguinte por a'. 

T H E O U E M A 8.° — Se tirarmos as duas rectas Y h e Y 'h ' , as 
suas intersecções n' en estarão n u m a recta que passará por D', 
e a razão de T/ i a Tn será ainda a mesma que a de Tm a Tp 
ou de T S a T O. 

Com effeito é 

Th' I h Vn' 

é também 

T S ' T S T O ' ' 

Th' Tn 

T 7 S 7 - T C f ' 
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logo 

T ' n ' _ T n 

T O 7 - T O ' 

Esta recta nn' é parallela a hh1, como acontece na propo-
sição 6 . \ a respeito de mm! com pp' . 

T H E O H E M A 9 . ® — Os pontos u e u, intersecções das rectas que 
vão de M para O' e p' com as que par tem de M' para O e : , 
estão n u m a recta parallela a O 1 S 1 á qual chamaremos recta das 
intersecções. 

Por quanto da igualdade 

- T 'p ' _ T ' S ' 
f T Q / = ^ ' 

deduz-se 

T Y + T ' O ' T ' Sf+'Th' 

T V T 7 S i ' t 

ou 

O1
9' _h'S' 

T r P 7 - T r S ' 5 

mas do quadrilátero completo U M M 1 M ' , cortado pela recta 0 ' S , 
obtem-se pelas fórmulas de involução, designando por x o ponto 
onde a recta uu' corta a recta O ' S ' 

O p' . T ' S' x O' 

Sh'.T p' 

ou 

O Y _ A ' S ' í c O ' 

t y ~rJr~xhr; 

o que exige, comparada com a fórmula antecedente, que o 
ponto x esteja no infinito. 
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D e s t a proposição se conclue o estarem também em linha 
recta os dois grupos de pontos « ' , ; it2, M'2, os quaes se 
acham respectivamente nas diagonaes dos quadriláteros M Y ' u | u ' i 
e M'Yw 2M 2 , tendo estes a outra diagonal commum com o qua-
drilátero MM u t i , e as mesmas intersecções com O p e O ' p', 
respectivamente, dando por isso Iogar á mesma equação de in-
volução quando se pretende determinar o ponto x, onde as dia-
gonaes uu, U\ u\, M2M2 encontram a recta OS ou O 'S ' . 

Os pontos M, il podem jtassar ás posições u\, u\ e M2, W'2. 
Se M M' girar em torno do ponto M, permanecerão M O' 

e Mp' , e variarão M O e M ' p ; os pontos u e u' seguirão as 
rectas M O' e M p', deslocando-se parallelamente a O S ' ; logo 
quando o ponto u estiver em u\, estará u' em u'\ ; e visto que 
o ponto M' deve estar na recta Oi t j 1 elle se achará n'esse instante 
em S'; s e r h p o logar do ponto p actual, e por conseguinte a recta / ; p' 
concorrerá com M S ' no mesmo ponto da recta O O ' (prop. 2.*). 

N'esta situação da corda MM os pontos Y e Q estão confundidos. 
Finalmente, notando que os pontos T e p se acham actual-

mente em a e p, a relação 

Oh.T S 

se transformará cm 

Oh.aS 
S it — — » 

a qual em virtude da proporção harmónica (prop. 1.*) 

O S _ a S 

Oh n h' 

nos conduz á igualdade S/> = 0S = 0 ' S ' . 
A rotação da corda M M' sobre M' poderá levar os pontos u, 

u' a coincidirem com M2 e u\, o que succederá logo que a refe-
rida corda tome a posição M'S. N'esse instante estará o pontó p' 
em p, ponto cuja distancia a S' será igual a S 'O ' . E succede 
igualmente que os pontos Q' e Y' se acham confundidos. 
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Se quizermos obter o ponto, onde a corda tirada por M paral-
lelamente a S S' encontra a curva, levaremos a recta das inter-
secções a passar pelo centro da cónica, as suas intersecções com 
as rectas MO' e Mp' darão as respectivas posições dos pontos u 
e u1. Tirando então a recta Su obter-se-ha o ponto o em uma 
certa posição pi, cuja distancia ao ponto S será igual a S 'p : 
por conseguinte a recta pi p' será parallela a 0 0 ; e logo t am-
bém M M' será parallela a O O' (prop. 2.a). É inútil accrescentar 
que o ponto M se achará então na intersecção das rectas diri-
gidas de O e S para as actuaes posições de u e u ' . 

Se os pontos u, u' forem para o infinito das rectas M O' 
e M p\ então o ponto M' se achará em N, na intersecção das 
rectas tiradas pelos pontos O e S ' respectivamente parallelas 
a M O' e M p'. 

Ora os pontos O, S, a, h estão em proporção harmónica, logo 

ah Oli O' Z 

O S - O S - O 7 S ' 5 

é também 

o / i _ 0 ' S ' 

O S - S 7 P 7 ' 

logo 

0 ' Z _ 0 ' S ' 

O7S7 = S ' P ' ' 

e por conseguinte as rectas N O' e M S' são parallelas, d'onde 
se conclue que o ponto N é um dos vertices do diâmetro con-
jugado com o diâmetro C M . 

E visto que a recta SN é parallela a O M , segue-se q u e : 
Para se determinar o diâmetro conjugado com um diâmetro 

dado, por ex. , C M , t iraremos as rectas O M e O ' M , e depois 
pelos pontos O e S as rectas respectivamente parallelas ON e S N . 

T H E O R E M A 1 0 . " — As rectas V P E O M concorrem no mesmo 
ponto da recta O' S'. 

Considere-se o quadrilátero completo g O M h cortado pela 
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recta O ' S ' , e designemos por U' a intersecção d'esta com a 
recta O M , teremos 

P O ' _ 0 ' U ' 

i y ~ õ y ' 

Designando por x a intersecção das rectas Yp e O 'S ' , teremos 

Ox' Sp 

O y - S m ' 

além d'isso é 

P O ' AO 

I y - T s : 

mas do quadrilátero completo m M m ' M ' cortado pela recta OS 
deduzem-se as fórmulas 

logo 

OA. T S = S p . AT, 

S A . T O = O p . A T , 

OA o T m . O p 
^ r = S p : SA r Tp 

E visto que da equação 

T S T O 

se deduz 

m S Op 
T m T p ' 

ter-se-ha 

OA Sp 

SA S m ' 
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por conseguinte 

ter-se-ha pois 

P O ' S P 

'P' S M 

P O ' O x 

pP ' o y ' 
logo x confundc-se com U'. 

Pôde igualmente asseverar-se sem mais demonstração do que 
a consideração da correspondência perfeita entre os pontos Y 
e Y', que as rectas Y P' e M' O' concorrem uo mesmo ponto U 
da recta O S . 

Vimos na proposição anterior que quando a corda MM' tomava 
a posição S' M, os pontos Y e Q se achavam reunidos, logo a 
recta Qp concorrerá com OM no mesmo ponto U' da recta O 'S ' . 

Igualmente se verifica o cahir o ponto Y' em Q', quando MM' 
toma a posição SM'; d'onde se conclue que a recta Q'p' passa por U. 

T H E O R E M A I l . 0 — A recta U U ' (fig. 1) passa por D . 
Com effeito tem-se 

logo 

mas 

logo 

Similhantemente 

T'U' M T ' T ' P ' 

T 7 ) = M T _ T r S ' 

T O 
T ' U ' = — . T ' p ' ; 

T O T p 
Y S - T m ' 

T p . T' p' 
T ' U ' = —7=——. 

1 m 

TJU M ' T J T p 

Y c r - W - T ' S ' ' 
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logo 

mas 

logo 

e finalmente 

T ' 0 ' 
' D - J F J i - T f i 

r o ' T ' p' 

T 7 S ' ^ T W ' 

T 6 . T ' p' 
T U = _ L _ J l ; 

Vm! 

T 'U ' Tm' T 1D' 

W - T m - I r D ' 

Es ta proposição pôde ainda demonst ra r -se do seguinte modo: 
T e m - s e 

mas 

logo 

O S M S' M' = O' S iM S M', 

Õ ' S M S ' M ' = Õ ' S ' M ' S M , 

Õ S M S' M' = O7 S 'M'S M ; 

mas estes feixes cortados respect ivamente pelas rectas 0 ' S ' , OS 
produzem as duas divisões homograpliicas oe, U', S' , h'; <x>, U, S, h; 
logo U U ' , S S ' , h h ' concorrem no mesmo ponto. 

T H E O R E M A 1 2 . ° — A recta tirada de U para o ponto onde a 
recta Sa' encontra o lado O O ' prolongado, é parallela a O S ' , 

Por quanto se quizessemos de terminar o ponto M' com o raio 
Sa' t irado de S, deveríamos t i rar pela intersecção de S a ' com 
O O ' uma recta parallela a O S ' , até encontrar o lado S O, e 
conduzir d 'esse ponto uma recta para O' , mas já provámos que 
a recta M ' O ' passe por U. 

De modo similhante se conclue que a recta tirada de U' pa ra 
o ponto onde a recta S ' a encontra o lado O O ' prolongado, é 
parallela a 0 ' S . 
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T H E O R E M A 13. '1— Os pontos O', S', p', U' estão em proporção 
harmónica. 

Com efleito, do vertice M partem os dois feixes harmonicos 
verticalmente oppostos 

M O S a f c = M U y S ' 0 \ 

logo as duas divisões O, S, a, h e U', p\ S', O são harmónicas. 
Pelo quadrilátero M' / i 'Q 'S ' se prova igualmente o estarem em 

proporção harmónica os dois grupos de quatro pontos O', h\ a', S' 
e U, O, S, p. 

A proposição 11.8 vae dar-nos um processo fácil para de-
terminar a tangente em qualquer ponto da curva, como vamos 
reconhecer. 

Se a recta .Al M' estampa 2) girar em torno de M até se tornar 
tangente á coiiica no ponto M, a recta O ' M ' passará á posição 
0 ' M , indo o |((iiito l!; para li; e por copseguinte a recta U1 h 
determinará solue o lado S S ' um ponto i) ' | da tangente em M. 

Applicando o mesmo processo pai a o ponto M', isto é, t irando 
para M' os dois raios O M ' e S M', obteremos as intersecções U, 
e U ' j nos dois lados parallelos O O ' e S S ' ; e a nova recta Ut U ' j 
dar-nos-ha o ponto l> em I)| , que pertencerá á tangente em M'. 

Se porém suppozermos que a corda .M M' gira em torno de M' 
até se tornar tangente á cónica no ponto M', a recla OM havendo 
passado á posição OM' , apresentará o ponto U' em Ii', e por tanto 
a recta UA' dar-nos-ha em D2 um novo ponto da tangente em M'. 

Ora o ponto M' é determinado pelos raios S M ' e S 'M' , do 
mesmo modo que pelos dois OM' e 0 ' M ' , mas com aquelles raios 
os novos pontos U e U ' têm as posições a' e p, logo a recta a 'p 
dará ein D3 um novo ponto da tangente em M'. 

Os dois raios SM e S 'M' dirigidos para os extremos da mesma 
corda M M ' determinam dois pontos p e p', que estão em linha 
recta com o ponto I)', onde a dieta corda corta o lado O O ' : se 
pois esta corda girar em torno de M até se tornar tangente á 
cónica, o ponto p irá para a, e logo a recta p' a e a referida 
tangente encontrarão o lado OO' prolongado no mesmo ponto D". 

A posição do ponto M relativamente aos dois centros S e O 
é analoga á de M' em relação aos centros S e S ' ; e pois que o 
ponto D3 da tangente em M' é obtido pelas duas intersecções a' 
e p dos dois raios SM' e S M coin os lados oppostos 0 ' S ' e S O ; 



78 JORNAL DE SCffiNCIAS 

assim em M, com os raios S M e O M , obteremos os pontos g 
e q, pelos quaes conduzindo a recta gq, se obterá o novo ponto 
1)"' da tangente em M. 

Se considerarmos o ponto M determinado pelos raios O ' M e 
S' M', obter-se-hão os pontos q' e U2 nas duas parallelas S S' e 
O O ' ; logo a recta que unir esses dois pontos determinará o 
ponto D"" da tangente em M. 

Finalmente, assim como o ponto 1)" pertencente á tangente 
em M, é obtido pelas intersecções a' e p' dos dois raios SM e 
S' M', conduzidos para o ponto M dos dois vertices mais proxi-
inos S e S', assim também prolongando os dois raios 0 ' M ' e S 'M\ 
obteremos os pontos g' e q\, pelos quaes conduzindo urna recta 
se determinará um ponto Dj sobre a recta O S, que pertencerá 
á tangente em M'. 

Vè-se pois que a tangente em M se pôde determinar por qual-
quer dos quatro pontos D'( , D" , D'", D'' ' ' , assim como a t an-
gente em M' se pôde determinar por qualquer dos quatro pontos 
D 1 , D2 , D3 , D i . 

D'estas differentes determinações da tangente derivadas das 
diversas posições que tomam os pontos D, T' , D', T, conclue-se 
o estarem em linha recta os seguintes grupos de tres pontos 
U i

1 , g, T ' ; U1 , q, T ' ; g', q\ T ; qu U2 , í . 
Pode também verificar-se que a tangente em qualquer dos 

vertices do parallelogrammo gerador é parallela á diagonal op-
posta, como ficou estabelecido na proposição l . a Com effeito, se 
o ponto MM' cahir em S', a recta g'h' será a parallela á dia-
gonal O ' S tirada por S', de modo que o ponto h' será o mesmo S'. 
Prolongando pois g'S', obteremos o ponto p. Mas o ponto o' está 
em S', por dever existir ao mesmo tempo na recta SM e na 
recta O' S ' ; logo a recta p p' dará o ponto D' em g'; e por con-
seguinte a recta g' S' parallela a O' S será a tangente á curva 
no ponto S. 

Poderiamos talvez deduzir das linhas proporcionaes da figura 
o processo para determinar os pontos M e M', dada a secante 
D' Y da ellipse, mas é preferível recorrer aos processos de Mr. 
Chasles para a determinação dos pontos duplos de duas divisões 
homographicas sobre a mesma recta, quando se dão tres grupos 
de pontos homologos, como vamos fazer. 

lmagine-se que errando a posição da recta g1 h' parallela á 
diagonal 0 ' S , lhe tínhamos dado a posição g\h\ (fig. 1) ; então 
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os raios ( ) / i | e Sg não concorrerão no ponto Rl', marcando, 
aliás, sobre a recta Y 1) os dois pontos distinctos d e d ' ; e tantos 
serão estes grupos de pontos d e d', quantas Iorem as falsas 
posições da recta g h . 

Ora estes pontos formam sobre a recta D' Y duas divisões 
homographicas de que \l e M' são os pontos duplos; por quanto 
os dois feixes O Ii . . . e S 'g . . . são homogrupliicos, visto <pie 
as rectas 0 ' S ' e O D' são cortadas proporcionalmente pela recta gh, 
quando esta se deslocar parallelamente a si mesma. 

Determinemos pois Ires grupos de pontos Iiomologos: 
E o primeiro T, D' (fig. 4), que resulta de suppòr-se gh 

reduzida ao ponto ()'. 

Rfl 
Fig. í 

O segundo é i), T relativo á existencia da linha gh no infinito 
dentro do angulo IVO'S ' . Finalmente para determinarmos outro 
grupo em que um dos pontos esteja no infinito, t iraremos pelo 
ponto O a recta Og parallela a T D ' , e seguidamente a recta gh 
parallela a ( ) ' S ; a recta S h marcará o ponto c da primeira 
divisão que tem o seu homologo no infinito. 

Temos pois os tres grupos de pontos homologos 

T' , D ' ; D, I ; c, oc. 

Descreveremos uma circumferencia com o diâmetro DD ' , que 
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interceptará a que se descrever sobre T ' T em dois pontos. 
Descreveremos outras duas sobre T c e I) ao (esta segunda é uma 
recta perpendicular a D V tirada por D ) : a circumferencia que 
passar pelas intersecções das duas primeiras e pelas intersecções 
das ultimas, dará os pontos M e Al' pedidos. 

Se a recta T D' se tornar parallela a O O' (fig. 5), os pontos 

Fig. 5 

T e T ' permanecerão nas rectas O S e 0 ' S ' , emquanto que seus 
homologos D' e D irão para o infinito. 

Empregando a fórmula de Air. Chasles O e = VOI ' . 0 0 , temos 
de determinar o ponto E' da segunda divisão, que é homologo 
do ponto médio E da primeira, o que se consegue tirando S 'E , 
gh parallela a 0 ' S e hO. Com estes dados construiremos a meia 

proporcional EAI = V E I ' . E E ' . A inspecção da figura faz ver a 
construcção indicada. 

As intersecções d uma recta com a hyperbole, suppondo esta 
definida pelo parallelogrammo dos diâmetros conjugados, de-
terminam-se mui facilmente. 

Seja a b' a secante dada (fig. 6), na qual os dois grupos de 
pontos a, a'; b, b' são respectivamente homologos. Tirando as 
rectas S7i e O t i e seguidamente as rectas hg e tig' parallela 
a O ' S , e bem assim as rectas S' g e O j 1 obter-se-hão os pon-
tos I e I', cada um dos quaes terá o seu homologo no infinito. 
Considerando agora os tres grupos de pontos respectivamente 
homologos b, b'; I, to ; x, 1', traçaremos uma circumferencia 
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p o r h e i , q u e i n t e r c e p t a r á a p e r p e n d i c u l a r á s e c a n t e ( i r a d a p o r b 
m i p n i i l n d \ e c o m o o s p o n t o s d u p l o s s e a c h a m r ú i m a c i r c u m -
l e r e n c i a , p a s s a n d o p e l o p o n t o ' / , t e n d o o r e s p e c t i v o c e n t r o a o 
m e i o de I I , e s t a f i c a r á d e t e r m i n a d a e c o n s e q u e n t e m n n t e os d o i s 
p o n t o s M e M . 

S o a s e c a n t e l ò r p a r a l l e l a a d o i s d o s l a d o s d o p a r a l l e l o g r a m m o 
g e r a d o r f ig . 7 , e l l a c o r t a r á a c u r v a n o i n f i n i t o , o n d e t e r á u m 

M g . G F i g . 7 

d o s p o n t o s d u p l o s , c o m o s e v e r i f i c a s u p p o n d o q u e a r e c t a m o v e i n h 
o c c u p a o p r o p r i o l o g a r d a d i a g o n a l a q u e é p a r a l l e l a . A l é m d i s so 
s à o I i o m o l o g o s os p o n t o s a e <i, c o m o se r e c o n h e c e s u p p o n d o a 
r e c t a </h n o i n f i n i t o d a l a x a f o r m a d a p e l o p r o l o n g a m e n t o d o s 
l a d o s O S , O S ' . A p o s i ç ã o ( ) h d ' e s s a r e c t a a i n d a d e t e r m i n a o s 
p o n t o s l i o m o l o g o s b , b . L o g o r e c o r r e n d o á f o r m u l a de M r . C l u i s l e s 
ae ab 

- : b a s t a r á r e b a t e r ab e a b s o b r e O S e OS r e s p e c t i v a -
a ie a b 
m e n t e , p a r a h a v e r m o s d e o b t e r o p o n t o M n a i n t e r s e c ç ã o d e b \ h [ 

c o m a a'. 

ti 
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N o t a a q u e s e r e f e r e a p a g \ 6 9 

S e u m p a r a l l e l o g r a m m o c o m s u a s d i a g o n a e s O S S O ' ,( ig. 1 ; 

F i g . 1 

fo r c o r t a d o p o r u m a t r a n s v e r s a l N ' 1 ) , e n o t a r m o s a s q u a t r o i n t e r -
s e c ç õ e s Y , D , Y , I ) ' , a c o n t e c e r á q u e , s e p o r u m d ' e s t e s p o n t o s 
t i r a r m o s u m r a i o q u a l q u e r , v . g r . . X m , p e l o p o n t o m a t r a n s -
v e r s a l mm' p a s s a n d o p o r I ) , e p e l o p o n t o m' a t r a n s - . e r s a l » i ' p 
p a s s a n d o p o r \ , os p o n t o s : e p e s t a r ã o em l inha r e c t a c o m o 
q u a r t o p o n t o I ) ' , e s e r á p a' pa ra l l e l ; i a m í / í ' . 

Q u a n d o s e n à o c o m e ç a r p o r \ . m a s p o r u m q u a l q u e r dos 
o u t r o s t r e s p o n t o s D , X , i ) , d e v e r e m o s s e g u i r s e m p r e no t r a -
ç a d o (ias t r a n s v e r s a o s a m e s m a d i s p o s i ç ã o d a l i s u r a a c t u a l , n a 
c e r t e z a d e s e c h e g a r p o r i im a t r e s p o n t o s e m l i n h a r o c i a , e m 
c u j o n u m e r o se c o m p r e l i e n d e r á um d o s q u a t r o p o n t o s Y , D , \ , J J . 
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D. Supponha-se que a recta D'p ' gira em torno de D', teremos 
os seguintes feixes homographicos 

I J p ' = Y m = D m = D m ' = Y m ' = F p , 

isto é, 

D Y = Y p . 

AfTirmo que estes dois feixes marcam uma só divisão sobre a 
recta O S, ou por outra, que os respectivos raios homologos se 
interseptam sobre a recta O S . 

Com effeito, se a recta mm' tomar a direcção T T ' , cahirá m 
em T, m' em T', e logo os dois feixes Y' p e D p' têm dois raios 
homologos coincidentes sobre a recta T T ' , e por conseguinte as 
intersecções de todos os seus raios respectivamente homologos 
estão em linha recta. 

Supponha-se actualmente que a recta mm' toma a direcção SS ' ; 
a recta Ym produzirá o ponto p' em O', e ao mesmo tempo a 
recta Y m' dará o ponto ; em O; logo a intersecção dos dois 
raios homologos actuaes Y' p e D' p' será o ponto O. 

Se a recta m m' se tornar parallela a O S, os dois raios Y' p 
e D' -J serão parallelos entre si e a O S, isto é, encontrar-se-hão 
no infinito da recta O S . 

Por conseguinte a recta O S é o logar geometrico das inter-
secções dos raios homologos dos dois feixes Y'p e Dp ' . 

O parallelismo de m m ' e p p' acha-se demonstrado no texto. 
A disposição das transversaes que passam por D e Y ' admitte 

a seguinte var iante: 
Depois de havermos tirado a recta Y p' (fig. 2) poderemos 

conduzir a recta s p' pelo ponto D, t irar p m' pelo ponto Y' , e 
será então a recta rn m' que passará por D'. 

A demonstração pouco differe da precedente. 
Com effeito é 

¥ m = D'ro, 

Y m = D p ' = D p = Tm1, 
logo 

D ' m = Y ' m ' . 
* 
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H a t a m b é m n e s t e s dois f e i x e s do i s r a io s b o m o l o g o s c o i n c i -
d e n t e s s o b r e Y D . 

Fig. 2 

Se a r e c t a Ym t o m a r a d i r e c ç ã o Y S, o p o n l o m ca l i i r á em S, 
e m ' e m m \ ; m a s t e m - s e 

T S T S ' T / / T m 1 

T a T O ' I O I S ' 

l ogo 

T S _ T m , 

T O I <>'; 

e p o r c o n s e g u i n t e m\ (• 11111 p o n t o de i n t e r s e c ç ã o de dois r a i o s 
h o m o l o g o s . 

Se o r a i o Ym se t o r n a r p a r a l l e l o a S O , s e r ã o i g u a l m e n t e 
p a r a l l e l a s as r e c t a s J) m e N m . l ogo do i s o u t r o s r a i o s I i o m o -
logos se e n c o n t r a r ã o no in f in i to da r e c t a O S . E s t a é, po i s , a 
r e c t a d a s i n t e r s e c ç õ e s dos r a i o s h o m o l o ^ o s . 
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Observarão. — Ks ta s p r o p o s i ç õ e s são c o m m u n s aos t r a p é z i o s , 
( j i iando O S c O S ' I o r e m o s sons l a d o s p a r a i l e l o s . 

K e s o l v e - s e com a d i s p o s i ç ã o d a s t r a n s v e r s a e s da f i gu ra 1 o 
p r o b l e m a q u e c o n s i s t e e m t i r a r p o r u m p o n t o s i t u a d o n o [dano 
o n d e e x i s t e u m p a r a l l e l o g r a m m o , u m a r e c t a p a r a l l e l a a o u t r a 
s i t u a d a n o m e s m o p l a n o , s em e m p r e g a r m a i s d o q u e a r é g u a . 

D e s t e p r o b l e m a , q u e tora p r o p o s t o p o r l i r i a n c b o n , e n c o n -
t r a m - s e I r e s s o l u ç õ e s na o b r a — I / i j i l icarões <le awihjse e ile geo-
metria de 1 ' once l e t , f u n d a d a s nas p r o p r i e d a d e s dos t r i â n g u l o s 
h o m o l o g i c o s . e o n d e se a l l u d e a o u t r a s de ( i r a v e s a n d e e de 
L a m b e r t . 

(I m o d o c o m o o r e s o l v e m o s é o s e g u i i d e : 
Pe lo p o n t o d a d o M f ig . .'5 t i r a r e m o s p a r a o p o n t o D , o n d e 

a recta dada I) : encontra o lado ( ) ( ) do parallelogrammo, a 
no\a recla .Ml) , a qual prolonuariM»'^ iié enrontrai em A' a 
diagonal SO ; l í r a rn inx em M>»uicia a ivOu N : .!<• m, cujo 
ponto uniremos poi uma re i ia i'uni o ponto !), obtendo assim 
uma nova p mdlela á recta pedida. IieMa poi- o tirar por M uma 
recta que passe pelo ponto de concurso das duas I) p e D m , o 
que e traçar a parallela pedida. 
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Esta ultima parte consegue-se, como é sabido, traçando as 
rectas que se acham numeradas na figura. Observaremos porém 
que a recta 3 sendo arbitrariamente conduzida pelo ponto e, 
quanto â direcção, a escolheremos de maneira que as intersecções 
se não façam por ângulos muito agudos. 
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<>!(.>(11 UliWMU u( 

SOBRE ALGUNS INTEGRAES INDEFINIDOS 

— i + FOB 

D U A R T E L E I T E P E R E I R A D A S I L V A 

A pag. 2 6 0 do Cours d'Analyse do sr. Hermite lê-se: «.. . n3o 
se conhece processo nenhum para achar directamente o valor dos 
integraes 

x*dx v fx^dx u C x%dx u 

/

x*dx v rx*dx u Ç 
Ui u J V4 v ' J I [au + òu]2 au + bv 

i <t. ri*)' A ^ %«rio,o] — ctuo h i&b —-onde 
u = x sen x H- cos x, v = s e n x — «cosaj.» 

Comtudo é fácil obtel-os directamente, integrando por partes. 
Temos 

u = x sen x + cos x, du = x cos x dx 

v= sen x — x cos x, dv = xseaxdx. Logo 

^x^dx r x du x 1 , C1 cos íc + a: sen a; 
-dx 

/

xMx í" x du x 1 Ç 
u* J cosx U S COSIC u J 

U COS X J 

U C O S 2 X 

dx 
COSiX 

x , + M sen x 
+ tgx-. 

UCOSX U COS X 

sen x —xcosx r 

x sen x + cos x u ' 
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Do mesmo modo 

*a;2da: Cx dv x 1 . Cl sen x — x cosa; Çx*dx Ç x d v x 1 ^ f 1 

J Vi J sen a: v4 sen a; v J v 

x C dx 
vsenx J sen* x 

sen4 a: 
dx 

x x + v cos x 
co tg x = -

v sen x v sen x 

x sen x + cos x u 

sen x — x cos x v 

Egualmente, pondo z = au + bv, teremos 

dz = adu + bdv = x [a cos x + b sen a;] dx. 

Logo 

/

x*-dx r X dz 

(au + bv)2 J acosx + bsenx Zt 

x (au+ bv) dx 

iafl J z 
z [a cos x + 6 sen a:] J z. [a cos x + 6 sen a;]4 

x ^ r dx 
z [a cos x + 6 sen x] J (a cos x + b sen a;)8' 

Ora, por transformação simples, temos successivamente 

dx 

/

dx Ç cos 2» Ç d t g a ; 

(a cos x + b sen a;)4 J [a + òtga;]4 J [a + 6tga;]4 

— i — - + C 
6 [a + 6 tg a;) 
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Logo 

x*dx x — cos x 

(au + 6c)* z [a cos x + b sen x ] b [a cos x + b sen a;] 

u 

au + bv' 

Na mesma pag. 2 6 0 do Cours d'Âncdyse, do sr. Hermite, lê-se 
um pouco mais abaixo: 

«Nous pourrions encore citer, en designant par a et 6 des 
constantes, cette intégrale: 

adx tg x 

[a + (ax + 6 ) t g x ] 4 (ax + 6) tg x + a 

dont on ne peut verifier Ia valeur que par Ia differentiation.» 
É fácil obtel-o directamente, integrando por partes. 
Pondo 

z = a + (ax + b) tg x 

d'onde 

dz = sec4 x [ax + 6 + a sen x cos x]dx = sec4 x. udx. 

Logo 

r adx 
y J [(ax + 6) tg a; + a]8' 

Ou 

/*a Cos4X dz a cos4 x C— 2awcosxsenx—2a 4 cos1 x 
J/== / + | 5 dx. 

J U Zz UZ J U1Z 

Ou 

a Cos4X . r 2a cos 4 x 

J 
f- Q dX. 

UZ J U4 
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Mas <1211.1 
du = 2a CosiXdX. 

Logo • ••'•> " 

a cos , x . C du a COStX . 1 z—a cos* x • _ / , J . . ' „ „ „ « _ A . lx C du - + / — r = 
J Ut M UZ J Ms H UZ U US 

+ iíj> 
que feitas as transformações dá 

•i' •'>! (*>HnmH .t. oh "f> IWS .Bisq mttim fi/E 
tga? 

^ ~ a + (ax + 6) tg x 
AHi ' 

1( + ¾¾! ®i>. i I x y J ^ + U>? + 1M 

,.IfMitfiilll'" I if! ' ! r.I Iliij "!•(! T.l i i iW r.! : ' . ! i.' ); U| 'I-I iii I,)<>!} 
~ . I < . .1 ;'j 

, ' , p T j M 

VSt A + TH + J\ 

ítfmol) 

<)2»)J 
T --7 M . + 3 . ¾ ! v\ +"UN , ' 

IiO 



MATIIEMATICAS E ASTRONÓMICAS 
S i 

BIBLIOGRAPHIA 

E. Nestore Legnazzi.— Commemorazione dei Conte Giusto Bella-
vitis. — Padova. 

As primeiras 57 paginas do opusculo do sr. Legnazzi são oc-
cupadas pelo discurso eloquente que este illustre professor da 
Universidade de Padua pronunciou naquel la Universidade, no dia 
6 de dezembro de 1880 , para commemerar as altas virtudes do 
sábio Conde de Bellavitis, de cuja morte demos noticia no fim 
do volume II d'este jornal. Seguem-se 52 notas cheias de pa r -
ticularidades interessantes sobre o vida d'este grande mathema-
tico, cujo retrato adorna o principio do livro. 

Ninguém melhor do que o sr. Legnazzi, amigo, e collega de 
Bellavitis no professorado, podia encarregar-se da difficil missão 
de descrever com brilho proprio este homem, que foi grande 
mathematico, grande physico, grande professor e grande cidadão. 

Tivemos a insigne honra de ter com Bellavitis correspondência 
nos últimos annos da sua vida. Concebe-se por isso com quanto 
interesse lemos mais de uma vez este interessante opusculo, que 
tão minuciosamente o descreve. Becommendamos a sua leitura 
áquelles que precisarem de algumas informações bibliographicas 
relativas aos trabalhos ou publicados ou inéditos d'este geometra 
tão fecundo, e, em geral, áquelles que gostam de ler as bio-
graphias dos homens eminentes. 

E. N. Legnazzi. — Aggiunte illustrative alia commemoraziom dei 
professore Conte G. Bellavitis. — Padova, 1881. 

N e s t e importante livro expõe o sr. Legnazzi e lementarmente 
as principaes descobertas de Bellavitis, para poderem ser es tu-
dadas por áquelles que não dispõem de tempo para ler os t r a -
balhos extensos, espalhados pelas collecções académicas, d 'este 
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grande geometra, ou ainda por aquelles que se quizerem pre -
parar para esta lei tura. 

Eis os assumptos de que se occupa o sr. Legnazzi nos cinco 
capítulos da sua ob ra : 

Capitulo I — Equipollencias. 
Capitulo II — Imaginarios. 
Capitulo IIl — Resolução das equações. 
Capitulo IV — Quaterniões. 
Capitulo V — Logismograpbia. 
Aquelles que quizerem estudar qualquer d'estes assumptos 

podem com grande vantagem usar da obra do sr. Legnazzi, onde 
também acharão informações muito completas sobre a parte que 
pertence a Bellavitis no desenvolvimento d'estas questões, e sobre 
os logares em que foram publicadas as memorias d'este geometra 
relativas a cada uma d'ellas. 

A sommadora Mesnier. — Porto, Í881. 

N'este folheto faz o sr. Raul Mesnier a descripção do inge-
nhoso e importante apparelho por elle imaginado para sommar 
números. 

Não podendo aqui fazer a descripção do organismo interior 
d'esta interessante machina, vamos, ao menos, expôr o modo 
como se opéra com ella. 

Na parte superior da machina ha uma serie de aberturas col-
locadas n u m a mesma linha. É nes tas aberturas que apparecem 
os algarismos do numero que representa a somma, e o numero 
d'ellas depende dos usos a que a machina é destinada. 

Debaixo de cada abertura está collocada uma filia de dez pe -
quenas peças rectangulares, cada uma contendo um dos algaris-
mos O, 1 , 2 , ... 9. Estas peças estão encaixadas todas em uma 
ranhura rectangular, ao longo da qual se podem mover, tendo 
para isso um bordo para se poder apoiar sobre elle a unha ou 
um es t j le te , de modo a leval-as até á parte superior da ranhura. 

A primeira filia, a contar da direita, representa as unidades 
do numero, a segunda as dezenas, a terceira as centenas, etc. 

Posto isto, querendo sommar, por exemplo, os números 3 2 5 42 
e 4 9 5 2, arrasta-se até á parte superior das cinco ranhuras da 
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direita as peças que têm respectivamente os números 3 2 5 4 2, 
de modo que este numero fique escripto na parte superior do 
instrumento. Depois dá-se uma volta a uma manivela lateral, e 
nas aberturas que estão por cima apparece escripto este numero. 
Depois leva-se á parte superior das quatro ranhuras da direita 
as peças que têm os algarismos 4 9 5 2, dá-se outra volta á ma-
nivela, e apparece nas aberturas que estão por cima a somma 
dos dois números precedentes. 

O numero de voltas da manivella fica também registado, de 
modo que se pôde interromper a operação no ponto que se quizer. 

Como se vê o manejo do instrumento é muito simples, e por 
isso é de grande utilidade para as casas commerciaes, onde ha 
a fazer grandes sommas. 

Raid Mesnier.— O Arithmotechno. — Porto, 1882. 

N'este opusculo descreve o sr. Raul Mesnier o ingenhoso in-
strumento por elle inventado para fazer todas as operações 
arithmeticas. 

A somma realisa-se quasi como na machina precedentemente 
descripta. Na invenção mesmo da machina da addição está mes-
mo o principal mérito do sr. Mesnier. «Resolvida esta , diz elle, 
todas as mais são apenas um jogo para qualquer mechanico; uma 
mudança de movimento na marcha da machina dá logo a sub-
tracção, e a applicaçâo das simples considerações da ari thmetica 
relativamente á multiplicação e divisão como sommas ou subtrac-
ções successivas, conduz logo á realisação d'aquellas.» 

Fazemos votos para que em breve seja realisada na practica 
a machina descripta no interessante opusculo que temos á vista. 

C. Stephanos. — Sur quelques propriètés du système de trois figu-
res égales situées dans un méme plan. 

N'esta nota, publicada no Bolletim da sociedade philomathica 
de Paris, o illustre mathematico, sr. Stephanos, considera tres 
figuras eguaes F ( , Fg e Fg situadas n u m plano, e deduz algu-



94 JORNAL DE SCffiNClAS 

mas propriedades d 'este systema, partindo da proposição impor-
tante seguinte: 

Tres figuras eguaes, situadas d 'uma maneira arbitraria sobre 
um plano, coincidem com as symetricas d 'uma mesma figura F, 
tomadas relativamente a tres rectas. 

Acha depois o logar C dos pontos de F, aos quaes correspon-
dem nas f iguras F , , F 2 , F3 tres pontos situados n u m a mesma 
recta, e as rectas de F ás quaes correspondem nas figuras F , , 
F 2 , F3 rectas passando por um mesmo ponto de C. 

Finalmente, fundado n'estas proposições, resolve a questão de 
saber qual é o movimento mais simples por meio do qual uma 
figura plana pôde vir occupar, em tres instantes distinctos, tres 
posições dadas no mesmo plano. 

Pelas indicações que vimos de dar pôde avaliar-se a impor-
tância da nota do sr. Stephanos. 

G. T . 
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NOTE SUR LA GÉNÉRATION D U N E CONIQUE AU MOVEN DU CERCLE 
OU D U N E AUTRE CONIQUt l 

ET SUR AUTRES ÉTUDES GÉOMÉTRIQUES 

P A B 

A . S C H I A P P A M O N T E I R O 

Avertissement 

Comme nous ne pouvons pas pour Ie moment publ ier , avec 
tout Ie développement convenable, 1'étude sur la générat ion des 
coniques au moyen du cercle 011 au moyen d 'une au t re conique, et 
dont la seconde par t ie a été ci tée par Tillustre mathématicien Mr . 
Francisco Hor ta (sous la dénomination dexerciees sur la trisection 
de 1'angle) dans son Mémoire sur la générat ion paral lé logrammi-
que des coniques, en 1 8 7 0 , dans Ie n.0 IX du Jornal de sciencias 
mathematicas, physicas e naturaes, nous croyons devoir tout de 
suite présenter , en peu de rnots, Ies bases et quelques part ies de 
ce t te étude-là , à laquelle nous nous sommes aussi rappor tés dans 
Ie Jornal de sciencias mathematicas e astronómicas, t. I, p. 1 0 6 ; 
et dans notre Mémoire de géométrie descriptive sur Iintersection 
des surfaces du second ordre et des surfaces de révolution, p. o (note), 
publié en 1 8 7 1 . D'ai l leurs, si nous sommes quelques fois un peu 
longs, en certaines part ies de cet te note, c 'est pour mont re r com-
men t Ies príncipes, que nous allons exposer conduisent faci lement 
aux propriétés générales et particulières des figures, et pour voir 
que nous n'avons point suivi seulement 1'analogie, l induction, et 
Ies traces graphiques, qui, la plupart des fois, non-seulement ne 
donnent pas Ie chemin sur et général des recherches , mais encore 
entraínent à de fausses conséquences. 

Nous ajouterons aussi à ce travail quelques observations géné-
rales ainsi que quelques mots sur une part ie de nos recherches , 
que nous avons cru devoir m e t t r e déjà sous Ies yeux du publ ique , 
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quoique nous Ies développions à Ia suite. On sen! assez, sans 
qu'il soit besoin de Ie dire, que, en vue de nos Iaibles moyens 
et de notre peu dérudit ion, nous n'avons pas 1'idée de considérer 
avec Ie caractère de nouveauté quelques résultats aux quels nous 
sommes parvenus depuis 1868, car dans cet intervalle et même 
antérieurement ces résultats auront du être rencontrés ou publiés 
par diíférents géométres: ainsi nous avons toujours renoncé à Ia 
prétention de priorité plus au moins fondée, en préférant à cette 
gloire celle d ê t r e seulement vrais, justes et utiles. 

Cela étant, passons à exposer Ies questions dont il s'agit, en 
tâchant, au reste, d'être aussi brefs que possible dans un sujet 
naturellement fort étendu. 

I 

Nous savons que quand une Iransversale t^e^ea tourne autour 
d'un point fixe t j , Ies couples de point e j , e'2, . . . ; dans lesquels elle 
rencontre une conique (2) forment deux divisions homographiques en 
involution; et par suite Ies rayons Oes, O'e'5; Oe'2, O e^; . . . ; menés 
de deux points quelconques O et O de cette conique aux points des 
deux divisions. respectivement, formant deux faisceaux homographi-
ques, Ie Iieu géométrique des points dintersection y, y ' , . . . , des rayons 
homologues sera une conique (2 ) passant par Ies centres O et O' 
de ces faisceaux. 

De même, si autour de ces points O et O' on fait tourner deux 
cor des parai l eles OE, O E ' ; ...; Ieurs extrémités E, E ' ; . . . ; formant 
deux divisions homographiques, Ies cordes EE ' ; . . . ; quiunissent Ies 
points homologues envelopperont une conique (E). 

II est claire que ces tbéorèmes sont des cas particuliers de 
ceux ou Ies centres O et O' se trouvent sur deux coniques dis-
tinguées {(.) et (é). D'ailleurs il est facile de voir que de ces 
théorèmes relatifs au plan nous pouvons déduire des théorèmes 
analogues relatifs à 1'espace. Et réciproquement. 

Considérons d'abord Ie cas ou la conique génératrice est un 
cercle (C). D'après cela Ia conique enveloppe de la corde EE ' , 
détérminée sur Ie cercle générateur (C), par Ies rayons parallèles 
OE, O E' , issus de deux points quelconques O et O' de la 
çjrconférence, sera évidemment un autre cercle (e) concentrique 



MATIIEMATICAS E ASTRONÓMICAS 
S i 

au premier, et touehant sa corde OO'. Donc, suivant que du point 
fixe to I on ne peul tirer des Iranscersales tangentes au cercle (e), 
ou I on peut tirer une transversale tangente ou deux, ainsi Ies fais-
ceaux liomographiques générateurs O (e 2 . . . ) et O' (e ' . . . ) nauront 
point des rayons parallèles, ou auront un seul couple de rayons 
parallèles, ou deux, et la conique engendrée (2') sera une ellipse, 
ou une parabole, ou une liyperbole, ou bien une variété de ces 
courbes. 

Nous devous observer que nous pouvons eonsidérer Ie cercle (C) 
comme la projection cvlindrique de deux sections faites dans un 
hyperboloide gaúche ou à une nappe ayant pour contour apparent 
Ie cercle (e), enveloppe des projections respectives des deux sys-
tèmes de génératrices rectilignes. 

Les transversales í2O et t%O' seront évidemment tangentes à 
la conique engendrée ( 2 ) aux points O et O', et par suite la 
corde OO' sera la palaire du point fixe <2 P a r rapport à cette 
courbe. 

Si ce point fixe <2
 e s ^ extérieur au cercle générateur (C) sa 

palaire OjOi ' , par rapport à ce cercle Ie coupera aux mômes 
points Oj et 0 ' i que la conique engendrée (2'). Quand Ie point f2 

sera intérieur sa palaire 0 j 0 | ' sera extér ieure, et par suite Ie 
cercle (C) et la conique (2') auront seulement pour points réels 
communs Ies centres O et O' des faisceaux génerateurs. 

En désignant par t\ Ie pôle de OO' par rapport à (C), il est 
facile de voir que ce point est Ie pôle de OiO ' j par rapport à la 
conique (2'). 

Ainsi en représentant par P Ie point d'intersection des polaires 
OO' et OjO'i des points t\ et í2 ou <2 et t\, selon que nous con-
sidérons la conique (C) ou (2') sera Ie pôle de la droite <jí2 dans 
une quelconque de ces courbes. Si Ie point <2 se Irouve sur une 
des tangentes t \O, <jO' Ies courbes se toucheront respectivement 
en O ou O'. Lorsque Ies points <1 et <2 se confondront, ces coni-
ques reciproques ou conjuguées se toucheront suivant la corde OO'. 
Ainsi dans Ie cas ou ces points coincidants se trouvent à Tinfini, 
ou la corde OO' devient un diamètre, ces courbes seront supplé-
mentaires par rapport à ce diamètre. 

D'après ce qui précède on peut énoncer ce théorème général : 
Etant donnée une conique (2) et deux de ses points O et O', si Vune 
transversale t 2 e ' 2 e 2 tourne autour d'un point fixe t2 Ies deux points 
dans lesquels elle rencontre la conique, forment avec Ies premien 

\ 
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points un quadrilatère variable inscrit 0 e 2 0 ' e ' 2 , ayant cette trans-
versale pour diagonale, et dorit Ies points de concours v et v' des 
deux couples de côtés opposés Oe2 , O e'2 et O e 2 , 0 ' e j décriront 
une conique (2')i coupant la premièrc aux deux points donnés et 
en deux autres points réels ou imaginaires; tandisque la droite yy', 
qui unit ces points de concours tournera autour d'un autre point 
fixe t j . 

Et réciproquement, si dans Ie quadrilatère OyO y' inscrit à la 
conique (2') la diagonale yy' tournera autour du point I1, Ies points 
de concours e2 et e'2 des deux couples de côtés opposés O j , 0 'y ' et 
0 'y , Oy' décriront la conique (2); et Ia droite e 2e ' 2 , qui unit ces 
points de concours tournera autour du point t 2 . 

Il est facile de voir que Ie cercle générateur (C) seulement 
peut être touché en un point, en deux, ou coupé en quatre points 
réels par la conique engendrée (2'), quand cette conique sera 
une hyperbole. 

Toutes Ies fois que cette conique (2'), étant une hyperbole, 
coupe Ie cercle (C) seulement aux centres O et O' des faisceaux 
générateurs , ces centres se trouveront sur la même branche de 
cette hyperbole. 

Quand Ie point í2 se trouve à Tinfini, Ies transversales corre-
spondantes c 2 e ' 2 , . . . , seront parallèles et la conique (2'j deviendra 
une hyperbole équilatère, ayant Ie segment OÓ' pour diamètre, 
et coupant Ie cercle suivant un diamètre 0 | 0 ' j de celui-ci; alors 
en prenant Ies extrémités de ce diamètre pour centre de faisceaux 
déterminés par Ies rayons menés de ces points aux points 011 ces 
transversales coupent Thyperbole Ies intersections des rayons 
homologues décriront aussi Ie cercle (C); et Ies faisceaux déter-
minés par Ies rayons qui vont de ces mômes centres aux points 
d intersection de ce cercle avec Ies transversales issues de íj dé-
criront Thvperbole (2'). 

Si Ie point t\ se trouve aussi à I infini Ies transversales cor-
respondantes yy',..., seront parallèles et Ie cercle (C) et Thyper-
bole équilatère (2') s 'entrecouperont suivant deux diamètres (le 
cercle enveloppe (e) se réduisant à sou centre C). Enfin ces cour-
bes (C) et (! ' ) seront supplémentaires, quand Ies points conjugués 
11 et ta se confondront à Tinííni. Quand Ie point J2 coincidira avec 
Ie centre du cercle (C) la conique engendrée (2 ) sera un cercle 
ayant pour centre Ie point t\, et coupant orthogenalement Ie p re -
mier suivant Ia corde OO'. 
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De Telude du cercle et de l hyperbole équilatère nous énonce-
rons Ies propriétés suivantes: 

Bans une série de cercles, ayant une corde eommune, Ies dia-
mèlres parallèles à une direction donnée sont des cordes réelles d'une 
Iiyperbule équilatère, conjugues à Ia direction de Ia corde eommune 
de la série orthogonale reciproque de Ia proposée, cette corde rc-
présentant un diamètre transverse ou non transverse de lhyperbole, 
suivant que cette demière série a Ia corde eommune réelle ou idéale. 
Et réciproquement. 

Donc, étant donnée une série de cereles, ayant une corde eom-
mune, Ie Iieu géométrique des points de contact de chaque tangente 
eommune aux couples de cercles, dont Ies rayons sont dans un rap-
port constam, est une Iiyperbole équilatère donnée de position. 

Ces propriétés sont des cas particuliers d'autres que nous 
présenterons. 

Considérons maintenant la génération d'une conique au moyen 
d'autre, mais dans Ie cas particulier ou Ie pôle <2 se trouve à 
Tinfini ou Ies transversales ¢2^2 " • ' s o n ^ parallèles. 

Si la conique génératrice (2) est une ellipse, Ia conique en-
veloppe (E) sera une autre ellipse (homothétique à la première), 
et puisque à cette courbe Ton peut toujours tirer deux tangentes 
parallèles à une direction donnée, Ia conique engendrée (2') sera 
toujours une hyperbole, ou une variété de cette courbe. Comme 
nous Ie savons, la distance OO' sera un diamètre de cette hyper-
bole, iaquelle coupera Tellipse (2) suivant un diamètre OjO'] de 
celle-ci. Quand Ie pòle li se trouve aussi à Tinfmi Tellipse en-
veloppe (E), se réduisant à son centre Ies transversales correspon-
dantes y y , . . . , seront parallèles, et la conique génératrice et 1 en-
gendrée se couperonl suivant deux diamètres OO' et 0 ) 0 ' , . La 
coíncidance à TinGni des pôles t\ et donne aux transversales 
correspondantes Ia mème direction, et par suite Ies courbes con-
juguées (2) et (2'), se touchant suivant un diamètre OO' conjugué 
à ces transversales, seront supplémentaires, par rapport ít ce dia-
mètre. 

Les asymptotes de (2') se détermineront très-facilement dans 
tous Ies cas. 

La conique génératrice (2) étant une parabole la conique en-
veloppe (E) sera une autre parabole, à Iaquelle on peut toujours 
mener deux tangentes parallèles, une se trouvant à Tinfini; de 
manière que Ie pôle íj étant à Tinfini Ies transversales correspon-* 
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dantes ejeg» . . . , seront parallèles, et Ia conique engendrée (2') 
sera encore une hyperbole, ou une variété de cette courbe, Ie 
segment OO' étant 1111 diamètre de cette hyperbole, laquelle cou-
pera Ia parabole (2) suivant un diamètre Oj ao de celle-ci. Une 
des asymptotes de (2') sera donc parallèles aux diamètres de (2). 

Dans Ie cas ou Ie pôle t\ passe aussi à Tinfini il en sera de 
mème d'un des centres O' des faisceaux générateurs, alors la 
conique enveloppe (E) se réduisant à Tun diamètre O o© (*) de (2), 
Ies transversales correspondantes í/í/', seront parallèles, et la 
conique génératrice et Tengendrée, se coupant suivant deux dia-
mètres, seront paraboles égales ayant Ies branches en sens op-
posés (**). Ainsi seulement deux points O et Oi , des quatre 
points d'intersection, se trouvent à une distance finie déterminant 
la corde commune OO 1 . 

Quand Ies pôles <1 et se confondront à Tinfini, Ies t rans-
versales correspondantes auront la mème direction, et Ies deux 
paraboles (2) et (2') ayant Ies branches en sens apposés, et se 
touchant à Textrémité O d'un de leurs diamètres seront supplé-
mentaires par rapport à ce diamètre. 

Étant une hyperbole Ia conique génératrice (2), Ia conique 
enveloppe (E) sera de mème une autre hyperbole ayant Ies mè-
mes asymptotes; mais ses diamètres transverses coíncideront, en 
direction, avec Ies diamètres transverses ou non transverses de 
Ia première hyperbole, selon que Ies centres O et O' des faisceaux 
générateurs se trouveront sur une de ses branches ou sur Ies 
deux. 

D'après cela, si Ies transversales e^a ' . •••> s o n t parallèles à un 
des diamètres transverses de Tenveloppe (E) Ia conique engen-
drée (2') sera une ellipse; dans Ie cas contraire la conique en-
gendrée (2') sera une hyperbole ou une de ses variétés. 

Considérons d 'abord Ie cas ou Ies points O et O' se trouvent 
sur une mème branche de Thyperbole génératrice (£.). Alors, si 
la conique engendrée (2') est une ellipse Ie segment OO' sera un 
de ses diamètres, et ses deux autres points d'interseclion seront 
imaginaires; et dans Ie cas ou la conique engendrée (2 ) est une 

(•) Cette conique enveloppe sera évidemment une droite double ou une 
des eoniques dites écanouissantes, c'est-à-dire dont Ie déterminant est nul. 

(•«) En efTet, la parabole engendrée (2') répond aussi à Thyperbole ayant 
une branche á Tinfini. 
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hyperbole ce segment OO' sera encore un de ses diamètres et 
cet te courbe coupera sa conique génératrice en deux autres points 
réels O] et 0 ' j , extréinités d'un diamètre de celle-ci. 

Lorsque Ie pôle t\ sera sur une des asvmplotes de 1'hyperbole 
(2) l'un des points correspondanls O' passera à Tinfuu et 1'ellipse 
et 1'hyperbole engendrées, que nous venons de considérer, dégé-
nèrent en deux paraboles en des conditions analogues à ces 
courbes-là. On voit donc Ie pôie t\ ne peut étre à 1'infini. 

Supposons, maintenant, que Ies points O et O' sont sur Ies 
deux branches de 1'hvperbole génératrice (2). Dans ce cas, si la 
conique engendrée (2') est une ellipse Ie segment OO' sera encore 
un de ses diamètres; mais cette courbe coupera sa conique gé-
nératrice en deux autres points réels Oj et 0 ' i , extrémités d'un 
diamètre 0 ] 0 ' i de celle-ci; et dans Ie cas ou Ia conique engen-
drée (21) est une hyperbole ce segment OO' continuera à être un 
de ses diamètres, et ses deux autres points d'intersection seront 
imaginaires. Si Ie point íj se trouve sur une asymptote de 1'hyper-
bole (2) l'une des points correspondants O' passera à 1'infini, et 
1'ellipse et 1'hyperbole engendrées, que nous venons de considérer, 
deviendront, comme piécédemment, deux paraboles, mais en des 
conditions inverses de celles-là. 

Quand Ie point t\ se trouve de même à 1'infini, Ies transversales 
yy',..., étant parallèles 1'hyperbole génératrice (2) et 1'ellipse ou 
1'hyperbole engendrée s'entrecouperont suivant deux diamètres (la 
conique enveloppe (E) se réduisant à son centre). 

Si Ies points conjugués ?i et ti coíncident à 1'infini, Ies trans-
versales correspondantes seront parallèles entre elles, et 1'hyper-
bole génératrice (2) et 1'ellipse engendrée (2') se touchant sui-
vant un diamètre 0 O ' seront supplémentaires, par rapport à ce 
diamètre. 

En n'ajoutant rien de plus sur Ies diííérents cas particuliers, 
qui nous donnent Ies variétés de coniques dans Ie cas ou nous sup-
posons Ie pôle /¾ à 1'infini, ou Ies transversales correspondantes 
parallèles, Ies centres O et O' des centres des Iaisceaux générateurs 
étant situés à une diítance finie, nous pouvons dire, en resumé, 
que la conique génératrice (2) étant une ellipse ou parabole la co-
nique engendrée (2') sera toujours une hyperbole, passant par Ies 
points réels communs O et O', Ies deux autres points d'intersection 
de ces courbes étant également réels, dont un peut être à 1'infini; 
mais si la conique (2) est une hyperbole Ia conique engendrée (2') 
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sera une ellipse ou hyperbole, passant par Ies points communs O et 
O', Ies deux autres points d'intersection étant réels ou imaginaires. 

Nous pouvons aussi considérer très-facilcment Ie cas plus géné-
ral oii nous avons deux faisceaux homographiques quelconques 
pour faisceaux générateurs. 

Uans Ie cas général ou Ies points O et O' ne se trouvent pas 
sur Ia conique générale (2), si nous Ia considérons dégénérée en 
un svstème de deux droites, on aura Ie porisme XLIIl d 'Euclides: 

Etant données deux droites fixes CS et CS', autour d un point 
fixe O2, on fait tourner une droite qui Ies rencontrc en deux points 
59 et e'2; et de deux autres points donnés O et O' on mène Ies droi-
tes Os j et O V 2 , qui coupent Ies droites fixes en 11 et 11' la droite 
nn' passera par un point donné 6j. 

Ainsi Ies faisceaux homographiques 0(e2 . . . ) et 0 '(e '2 . . . ) auront 
une double génération au moyen des deux points conjugués 0| 
et G3. Dans ce cas nous aurons deux coniques cnveloppes ,Eo) et (E) 
(ou leurs variétés) qui toucheront Ia droite OO' et Ies droites 
donnés CS et CS'. 

Maintenant passont à donner une idée générale sur Ia généra-
tion des coniques au moyen des quadrilatères. 

Considórons encore Ie cercle (C), et par Ie pôle Z2 menons une 
transversale t$ab, qui coupe ce cercle aux points a et 6, lesquels, 
avec Ies points O et O', déterminent Ie quadrilatère OaO'6 inscrit 
à ce cercle. En représentunt par d et / ' Ies points de concours de 
deux couples de côtés opposés 06 , O 'a et Oa, 0 '6 , la droite df 
passera par íj et coupera en t la diagonale ab, laquelle sera Ia 
droite qui unit Ies points de concnurs des côtés opposés dans Ie 
quadrilatère OdO f inscrit à la conique (2'). 

Les rayons homologues générateurs Oy, Oy Je Ia conique 
(2') coupant Ies deux couples de côtés consécutifs Od, 0'd et Of, 
0'f du quadrilatère inscrit OdO f aux couples de points i2 , t '2 et 
i''a, í '"2 , Ies transversales i '2 /2 í2 et t '"2t ' '2í« se coupcront au méme 
point í2 de a6/2 ; el il en sera de méme de toutes Ies autres trans-
versales ainsi déterminées par chaque couple de rayons homolo-
gues. Donc, pour uri point quelconque y de Ia conique engen-
drée (2') nous aurons deux transversales conjuguées, d ou il r é -
sulte sa double génération. 

De mòme Ics rayons homologues générateurs O e 2 et O V 2 de 
la conique (2) couperont Ies côtés consécutifs du quadrilatère in-
scrit OaO'6 en des points, qui donnent des transversales conjuguées 
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deux à deux cl passaut par un même point /1 de Ia droite t \ d f , qui 
unil Ies points de concours des còtés opposés de ce quadrilatère. 

Si dans ces quadrilatères nous considérons !es deux points d' in-
tersection de chaque transversale avec Ies còtés opposés, Ies cou-
ples de rayons qui \ont des sominets O et O' à ces points se cou-
peront sur deux coniques tou>hant respectivement Ies premiòres 
coniques (1) et ( J ) suivant OO'. 

Quand Ioutes Ies transversales passcront par t nous n 'auront 
que Ies coniques (^1) et ( J j se touchant suivant la corde OO', qui 
sera la palaire de ce point-là. 

Ainsi étant Ies sommets O et O' à une distance finie, si Ie point 
t passe à 1'infini Ies coniques conjuguées (2) et (2') deviendront 
supplémentaires par rapport au diamètre OO'. Alors Ie quadrila-
tère inscrit à (2) aura Ies points de concours des còtés apposés à 
1'infini, ou deviendra un parallèíogramme, et par suite 1'autre qua-
drilalère inscrit à (2') aura deux sommets à 1'infini. 

Si l'un O' des deux sommets O, O' se trouve à 1'infini, Ies 
còtés O d et 0'f des quadrilatères inserits seront parallèles et alors 
Ies coniques (2) et (2') deviendront paraboles se touchant à 1 'autre 
sommet O de ces quadrilatères. Dans Ie cas oíi Ie pòle t se trouve 
aussi à !'infini ces paraboles deviendront coniques supplémentaires. 

Comme nous venons de voir quaud, par exemple, la transver-
sale <2*V 2 touine autour du point <j, il en sera de mème de sa 
conjuguée /2/2 "½'''; mais si ce point ne se trouve pas sur la droite 
qui unit Ies points de concours des còtés opposés des quadrila-
tères, la transversale conjuguée enveloppera une conique (Tj) ayant 
pour tangentes < ommunes avec la conique engendrée Ies droites 
t iO et <2Ò'. 

Si, dans Ie plan des figures, nous considérons Ia conique (2) 
comine la trace d'une surface du second ordre (S), et sa corde 
OO' comme Ia trace d'une section plane (s) de cette surface, il 
est clair que Ies transversales étant remplacées par des cônes, 
coupant (S; suivant des coniques convenablement clioisies; Ies 
fuisceauv de rayons vecteurs seront donc. remplacés par des fais-
ceaux de cônes vecteurs passant constamment par cette section (s) 
et par Ies intersections de (S) avec chaque còne sécant, d'oíi il r é -
sulte que Ie Iieu géométrique des intersections des couples de cônes 
homologues générateurs sera un surface du second ordre (S'). 

Selou Ics cas que se présenteront ainsi Ies cònes deviendront 
des cylindres ou des piaus. La conique enveloppe (E) sera donc 
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considérée comme la trace de la surface enveloppe (D) des plans 
des coniques d'intersection de la surface donnée (S) avec Ies 
faisceaux de cylindies vecteurs passant par Ia section (s). Donc1 

suivant que du sommet commun de la suite de cônes sécants nous 
pouvons ou non t irer des plans tangents à la surface enveloppe (D), 
ainsi la surface engendrée sera illimitée, ou intièrement fermée. 

Considérons maintenant Ie quadrilatère générateur comme Ies 
traces de deux cônes du second ordre s 'entrecoupant suivant 
deux coniques, Ies points O et O' pouvant étre Ies sommets de 
ces cônes, ou Ies extréinités de Ia corde d une de ces coniques; 
alors Ies transversales seront remplacées par des cônes, ou des 
plans, convenablement choisis, et Ies couples de rayons vecteurs 
homologues par des couples de cônes vecteurs passant par la 
conique, ayant pour corde OO', et par Ies coniques d'intersection 
des cônes ou des plans sécants, ou par des couples de cônes ve-
cteurs ayant pour sommets Ies points O et O' et passant par ces 
coniques. 

Il nous parait maintenant assez inútil dexaminer Ie cas ou 
nous avons des cylindres au Iieu de cônes et d 'entrer en d'autres 
développements. 

Nous voyons donc Ia manière d'engendre Ies surfaces du second 
ordre au moyen d'un système de deux surfaces développable de 
ce même ordre. 

Nous pouvons encore imaginer Ies surfaces du second ordre 
engendrées par deux faisceaux homographiques de cônes, passant 
par deux coniques déterminées (O) et (O') (*); et nous ajouterons, 
en passant, que si deux plans tournant autour de deux droites 
quelconques s entrecoupent sur une troisième droite, Ie Iieu géomé-
trique des intersections de ces plans, et par suite d'une droite as-
sujettie à glisscr sur trois droites fixes quelconques sera une surface 
gaúche du second ordre, ou une de ses variétés. 

II est à remarquer , au surplus, qu'à 1 'étude d'un système de 
coniques répondera Ie système de surfaces du second ordre, etc. 
On voit donc comment on est parvenu aisément à ramener Ies 
simples opérations de ligues décrites sur un plan à celles de 1'es-
pace; et réciproquement.-

Le problème qui a pour object de mener une transversale Omm' 

(•) Voy . iiotre Mémoire de géométrie descriptive, p. 34 (note). 
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par un point O donné à égale distance de deux droiles 0 ' m et 0 'm ' , 
de maniire que Ia partie interceplée mm' par ces droites soit égale 
à une droite donné k, et que nous avons proposé dans ce journal, 
t. I, p. 64, pour être seuleinent résolu à 1'aide de la géométrie 
élémentaire (*), se trouve résolu, dans cette étude de la généra-
tion des coniques, — en considérant 1'intersection d'une hyperbole, 
Iieu géométrique du point milieu de la partie de cette sécante 
comprise entre Ies droites Om et O m', quand elle tournera autour 
de O (**), et d'une ellipse, Iieu géométrique du point milieu de 
la droite mm' de longueur constamment égale à Ia droite donnée 
k, et dont 1'extrémités sont assujetties à glisser sur ces deux 
droites, Ies constructions respectives dépendant à peine de l 'em-
ploi du cercle et de la droite. 

II 

Dans 1'étude de la génération cycloidale des coniques, ou du Iieu 
géométrique du centre d un cercle variable assujetti à couper con-
timiellement deux autres cercles donnés, sous des angles également 
donnés (***), nous avons démonlré synthétiquement, dans ce jour-
nal, t. II, p. 132, Ie théorème suivant: 

Étant donnés deux cercles (E") et (I''), si deux tangentes à ceux-ci 
se déplacent de manière que la somme algébrique des distances r 
et T' des points de contact au point dintersection O de ces tan-
gentes soit une grandeur constante, Ie Iieu géométrique décrit par 

(•) Yoy. Ies solutions publiées dans ce Journal, t. I, p. 71 à 75, et p. 105 
à 109. 

(«») Comme on sait ce théorème est un cas partieulier du su ivant : Un 
point 0, une droite D, et une conique (2) sont donnés: une transversate, 
tournant autour du point, coupe Ia droite en un point a et la conique en deux 
points m et m' ; si Von prend Ie point a' conjugue de a par rapport à m et 
m'', Ie Iieu de ce point sera une conique, qui passera par Ie point O; par te 
pôle de la droite D; par Ies points d intersection de cette droite et de la coni-
que; et enfin par Ies points de contact des tangentes menées du point 0 à Ia 
conique. 

A ce tliéorénie répond un autre beaucoup p lus general; et à ceux-ci ré-
pondront Ies théorèmes analogues de la géoniétrie de 1'espace. Et réciproque-
ment. 

( . . . ) Voy. A Treatise on conic sect ions, by George Salmon (fourth edi-
tion, 1863). 
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ce point dintersection sera une conique (2) donnée de forme et de 
position. 

IVaprès cela nous avons donné à ces cercles enveloppes (E'') 
et (I") Ie nom de cercles focaux ou foyers tangentiels, et à leurs 
tangentes . et -.' Ie nom de vecteurs tangentiels ou roulants. 

Pour bien justifier dójà ces dénominntions il suíTit seulement 
d'énoncer Ic théorème suivant, que nous démontrerons aussi 
synthéliquement: 

Lc Iieu géométrique des points dont la distance tangentielle T a 
un cercle (E'') et la distance ortliogonale it à une droite A sont 
dans un rapport constant X esl une conique (2) donnée de forme 
et de position. 

Ainsi ce cercle (E") et la droite A auront donc des propriétés 
analogues à celles des points focaux et des directrices correspon-
dantes des coniques. 

IVaiIIeurs re théorème est la Iraduction du suivant: 
Quand un cercle variable de grandeur esl assujelti à couper or-

thogonalement un cercle donné, et à couper (réellement ou idéale-
ment) sons an angle constant, une droite égalemcnl donnée, Ie Iieu 
géométriquc du centre de ce cercle variable sera une conique ayant 
respectivement pour cercle focal et pour directrice correspondantc Ie 
cercle et la droite donnés. 

Si, par exemple, nous considérons Ies cercles (E'') et (I'') 
comme Ies traces de cylindres ou de cones de révolution et Ies 
vecteurs tangentiels comme Ies traces de plans tangents à ces 
surfaces, la conique (2) deviendra la trace de surfaces réglées. 

En considérant ces cercles conune Ies traces de splières ou de 
tores, ces surfaces seront alors Ies surfaces focales de surfaces 
du seconde ordre de révolution, etc. 

Nous avons aussi résolu synthétiquement Ie problòme qui a 
pour object de décrire des cercles coupant sous des angles égaux 
trois cercles donnés. 

Nous reviendrons tout de suite sur cette étude, que nous avions 
interrompue par des inotifs très-justifiables. 

Nous passons à dire quelques mots sur Ie problòme, que nous 
avons proposé dans ce Journal, t. I, p. 80 , et qui a pour object 
de mener par un point O donné dans Ie plan d'un cercle (C) une 
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transversale Onm telJe, que Ies distances de ce point à ceux dinter-

section m et n avec Ie cercle soient dans un rapport donné —. 

Ce problème a été résolu par Mr. Zeferino Candido, et sa 
solution publiée dans ce mème Journal, t. I, p. 8Í-; mais nous 
ne pouvons laisser de présenter aussi notre solution pour montrer 
<ju'elle se fond sur des principes bien connus et que nous avions 
étudiés avec assez de généralité, tant sur Ie point de vue de Ia 
géométrie plane que de la géométrie de !'espace; car nous n'avons 
jamais proposè une question quelle qu'elle soit sans que nous ne 
1'ayons pas étudiée (1'abord d une manière générale. 

Ccs t , au reste, ce qu'on voit évidemment par nos travaux, 
publiés dans ce Journal, sur ces questions. Maintenant passons à 
entrer dans la solution de ce problème. 

Tirons Ie diamètre ab passant par O et représentons par p Ie 
point milieu de Ia corde mn déterminée par la transversale de-
mandée Onin; et en unissant ce point au centre C du cercle, 
menons par Ies points m et n Ies droites mr et ns parallèles à la 
droite pC, lesquelles coupent Ie diumètre considéré aux points r 
et s. Ainsi nous avons: 

Oni Or m 

O/i Os n 

Or, Ie point p se trouvant sur un cercle décrit sur OC comme 
diamètre (*), Ies points m et n seront sur Ics cercles mrm' et nsn 
décrits sur Om et 0« comme diamètre. 

Donc, si par Ie point O nous menous une droite quelconque OM, 
m 

en y déterminant Ies segments OM et ON dans Ie rapport —, 

nous unissons Ie point milieu P du segment MN au centre du 
cercle (C) Ies parallèles Mr et Ns à Ia droite PC couperont Ie 
diamètre ab aux points r et s tels, que l'un quelconque des cer-
cles décrits sur Or et Os comme diamètres coupera Ie cercle 
donné aux points qui déterminent Ies transversales demandées. 

(«) Comme on sait cette propriété est encore un cas particulier du tliéo-
r è m e énoncé à p. 15 (note). 
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Étan t donc Ie point O exterieur, quand on aura Or > 0 6 , c'est-
íi-dire quand Ies points r et s seront exterieurs Ies solutions de-
viendront idéales; et 1'inverse aura Iieu dans Ie cas oíi Ie point O 
sera intérieur; mais alors aux solutions idéales pour Ie cercle 
donné (C) répondront Ies solutions réelles pour lhyperbole équila-
tère (H), sa conique supplémentaire, par rapport au diamètre ab. 

Dans Ie cas ou Ie cercle est remplacé par une autre conique, 
nous avons encore à employer seulement des constructions très-
faciles déterminécs par Ie cercle et la droit. 

Nous présenterons plus tard la solution du problème qui con-
siste à déterminer un Iriangle semblable à un autre, et ayant Ies 
sommets sur Irois cereles quelconques en n'ayant ressource qu'à la 
géométrie élémentaire. Nous fairons également 1'étude générale 
de cette question, et pousserons même 1'étude aux figures ana-
logues à trois dimensions en considérant, par exemple, Ies côtés 
des triangles demandés et Ies cercles, respectivement, comme Ies 
projections de génératrices rectilignes et de sections d'hyper-
bololdes. 

De même nous metterons au jour nos travaux généraux sur Ie 
problème que nous a ^ n s proposé dans ce Journal à p. 116 du 
vol. III. 

Lisbonne, 1882 . 
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D E R I V A D A S DE O R D E M Q U A L Q U E R DE y EM ORDEM A * 
QUANDO É f{x,y) = O 

Dada uma funcção implícita a duas variaveis f(x,y) = 0, as 
fórmulas deduzidas pelo sr. dr. Gomes Teixeira (*) dão-nos o 
valor de yl") em funcção de y ( n ~ y ( n ~ : . . . . 

Vamos ém seguida deduzir uma fórmula que nos dá o valor 

de «W directamente em funcção de , ^f-, .... 
dx dy 

Derivemos suceessivas vezes a equação f(x,j/) = 0. Teremos 

P O B 

D U A R T E L E I T E P E R E I R A D A S I L V A 

I 

(1) 

(*) Giornale di Matematiche de Battaglini, vol. XVIII. 
S 



110 JORNAL DE SCffiNCIAS 

cte* dxUyy dxHy*V dxdy3 9 d y ^ 

( 1 ) Í dx-dy dxdy4u dy* J Y 

+ 4 [ " — y ' l + 3 — £ y" 2 + — y lv 

[ t ó j ^ r J dy 

D'onde se deduzem os seguintes valores 

da; 
i r ' y' ÉL 
dy 

d2 / ; 
da;4 

d£ 
dy 

+ 2 

çpf d f d y r d n 4 

dxdy dx dy2 | da;J 
/ f / H i d £ ] 3 

d 3 / ; 3 df | 3 d2/- d2/" 
da;3 dx^dy dx dydx dx2 

" S r 

dy K J 
dxdy21 W Lda; J IM " d2 /"" 

dxdy 
| * d / - + 3 d V d V df 
J dx dy2 da;4 da; 

m 
Ldj/ J 

3 

+ 
d ^ I 
dj/3 L da; J Lda; | 

I 2 ^ Y I 
I dxdy I 

r ^ n 2 T d n 3 

Ld2Z4J L d * J 
m 
L d y J í [ 

d/; 
dy. r 
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ÊL 4
 d l f df |. c <pf d i f | 4 d*f d3f 

dx1 dx'hiy dx dx-dy4 dx4 dxdy dx 3 

- d f - [ K J 
dy L d y j 

R ^ I 
° dx*dy*I [ d x j 

I 2 , ^ dH d*fdf 24 d*f d*f df 
dxdy4 dx4 dx ' dx-dy dxdy dx 

I [dy] r 

12 
[ d x d y j 

I4 d y 
I dx 4 ' 

4 d V d?f df 
dx3 dy4 dx 

r $ q 13 

(2) + 
4 d H I 

dx4dt/31 
m 
L d x J r - a i [_ d x j 

I i ^ + 241 
I d f - 1 - 4 | 

m 
Ldadi/J 

CC
 

LdV J 

14 

+ 
3 6 ^ d ^ l 

dxdi/4 dxdyl 
r*n 
I d x j 

I 2 , 0 4
 d i f W dH df | c d*f d V | 
dxdj/ dx 4 d)/4 dx dj/3 dx41 

m 2 

[ _ d x j 

[dH 
idy] 

14 

d Y 

< v l 
r $ q 
L d x j 

r + 2 4 d 3 / > 

dxdy4 dy 4 | L d x J dy:i dxdyl 
r d / n 3 

[ _ d x j 

L d J U 

15 

+ 
12 ^ I 

dxdy 4 | 
[ d I l 
[ d x j 

I3 d y 
+ 60 M V l 

[dxdyJ r i [ d x ] 
2 d4/" 

I < V 

I [ d y ] 

5 
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r ^ r f m 2 ' 
_dt,*J I d x j 

pf 
Lxi 

I 

, « M j 

M 

dV , 4 8 Td2H2T d H 3 dV 
dy3 1 . J LdxJ dxdy 

i 

M 

2 [ É Í F [ D N 

L ^ J L^J 

M 

4 

Do exame d'estas fórmulas se conclue que o termo geral da 
expressão da derivada de ordem n pôde ser representado pela 
expressão 

onde m é o numero de termos que precedem, A um coefficiente 
numérico, e a, u, a\; b, v, bi; . . . números inteiros e positivos 
que satisfazem ás relações seguintes 

a\+ bf+ c\ + . . . +Ii = m +1 

ajM + fcjv+ +IiW=U 

aja + òjô + c\c 4- . . . + I i I = n + m 
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Para mostrar que é verdadeira a inducção que nos dá 

, . V 1 . r dfi-(«+») 

r d a f J1 r dbf i 6 ' r dlf i ' 1 

\_dxudya~u \ I dx^dyb-vJ '' ' [dx">dyl-wj 
(3) 

/ a i + + C1 + . . . + Z 1 = m + 1 

( 3 ) ' Ja1M + ÔJV + + l\w = n 

Ia1O + b\b + C1C + . . . + Z 1 Z = n + m j 

derivemos (3). Virá, depois de feitas as devidas transformações, 
uma expressão 

^ i = S A j H r + " Í 

r daf I a I - I d«+*f r dbf I6I r dlf n ' . 
><a\dxudya-'a} dxu+ídya-uLdxvdyb~v J "' [dxwdyl~w\ 

r d / i - t ™ + 2 ) 
+ [ - 1 ] " + 2 L Í ] 

. ( T d"f -|«'-1 da+lf r dbf Y ' f d'f ^ d l 

ia' [ dxudya—u] dxudya-u+i\_dxvdyb-v] "' [dxwdyl—w] dx 

^m 1 dxdyLdxudya~uJ \_dx!Bdyb-vJ '"LdiCwV-wJ ' 

r d y I a i r dhf Y 1 f "I1' j 

\_dxudya-»J IlxMyb^] ' ' ' [ j x ^ y ^ j " ' | 
x 

8 
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Ora (4) é analoga a (3), e as condições (3)' tem logar, se mu-
darmos n em n + í , e m respectivamente em m, ( w i + 1 ) e 
(m + 2). 

Justificada a fórmula (3) resta completal-a determinando o 
coefficiente A; o que faremos por meio d'um caso particular. 

Como no caso geral o signal é perfei tamente determinado e 
dado por [ - I J m + 1 , em tudo o que se segue, procuraremos sim-
plesmente o valor absoluto de A. 

II 
Seja a equação 

y = (« + «» + . . . +xn)v (6). 

D'onde se tira uma segunda implícita 
_ J^ 

y P (x + x* + . . . +xn)— 1 =0. 

De (5), que se pôde escrever depois de desenvolvida 

V ~ ^ h i I H tI . . . h n \ X 

I = ^ 2 + • • • + hn j 

i [q — hi + 2Zi2 + .. . + nhn 

se conclue que é 

plg{q-i)...(q-n+i) 

hil A2! . . . hn\ 

Annulando x, annulajn-se todos os termos em que não é 

2 — » = 
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Fica, pois, chamando 

J / O = [?/<")],=O 

(6) 

„ pl n! 

SP = H I + H% + . . . + H N J 

hi + 2li% + 3h3 + . . . +nhn=n) 

Da equação implícita 
. : / . . . 

y P (x + x* + . .. + a ; n ) - l =0 (7) 

se conclue 

d"f 1 du 1 

dx»dyn~u p\p J\p ) \p J 

X l i U - t ) . . . ( t — M+l)®4-» 
-V1 a-Hi 

= 1 (1 +p) (1 +2p) . .. [1 + ( a — m — " + " y P 

x 2 * ( « — *) • • • ( i — « + l ) ® i - t t 

• --,.I 0 ;. . ; ; ,,.„•,<...-,;- , i M -J 
1 , , , ("—" 

= \a—u\pp— (a-tt) y P In 

representando, para abreviar, 

2 « = 2 i { i - \ ) . . . ( t - u + l ) a * - » t 
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Temos pois 

e do mesmo modo 

y ^ T = ^ P - W ' y - J - l " - ^ [2 e ] 6 j . 

D'onde se conclue facilmente que é 

tdf~\—(m+1) 

~~d J [ l a~ u IP] a i [l»-»ip]i" . . . p-™y 

. . . M ' . 

Mas 

^ f - = - — W - I T ( a ; + x 4 + as 3 + . . . +a; n ) =— —. 
dy p py 

Portanto, não attendendo aos signaes, teremos 

TO+1 

m-f-1 _ 
V 

J/W = 2 AjJ [l«-«II>]ai Î i 6—Wlp-Jfti . . . y V 

X [2U]«< [J-J i" . . . [2«)]'' . 

Fazendo a; = O, o que traz comsigo y = 0 píira p> O, annul-
lam-se todos os termos em que não fòr 

m + 1 , „ 
1 = 0 , ou » = m + 1 , 

P 

valor necessariamente positivo. 
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Logo, represen tando 

yo(n) = [y (n)]«=o. 

e notando que os sommatorios 

2 » ( i — I ) • • • ( « — u + i ) a h * , 2 » ( i — 1 ) . . . ( i — t > + i ) a M , . . . 

se t ransformam em 

1 . 2 u = u\, 1 . 2 d = . . . , 

será representado j/o'n' P e ' 0 y a ' o r 

(7) J/o(n) = 2 A ( m + l ) [|a—«Im+l-ja. [|6—0lm+t]6i . . . 

x (w!)01 (vl)bl . .. (wlf . 

Egualando (7) a (6) e notando que da comparação das con-
dições (6) com as condições (3)', e de ser p=m+1, se vè serem 

h\ = u, h% = v, hn = w, 

resulta para A o seguinte valor 

n\ ml 

at I f t 1 ! . . . I 1 ! ( « ! ) « (v!)6 ' . . . (ic!)!l [ l « -» i»+ i ]« i [ if t-Dlm+ijfc. . . . 

e portanto para o valor de y(") procurado 

tf-|-(m+l) 
!/(»)= 2 m ! n ! 

O1! ^ 1 I . . . Z1! («!)«> (v!)1» ... (w!)l< F f l _ u F6 
- T - Z T 
—v ••• F;—u)|_ dy J 

~ d"f - ai " dPf - b, 
r - i L i 

dxudya-" dxvdyb • I dxwdyl -tcJ 
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onde m é o numero de termos que precedehiy bv>--»iqf) i ,030.1 

[F*_1 t=-[l«-«lp]<« , F é ^ ^ t l ^ ^ i . . ( p = m + l ) \ 

/ a t + 6 1 + C 1 + . . , , , r t J i i , , = »»+ ,1 , Ji n! l<H|. 

I L a + M H - C 1 C + . V + Z 1 Z R M + N T 

I O 1 B + ^ 1 C + + Z 1 W = H J I 

mo oi6ifn<>1>ííBit O'! 

, í í r - 7 . . . . . . •£?. | V.w -W . . t . í -
•1''!li / <-i'Xj |.\s oíjf.hjoí^n};»! RTV 

' A p + ^ ! ; t . ' . * , . « (Tj 
tv i : . 1 , 
. ! -li . '-V u x 

-no*» «r.h R1Hiifrrrtp^ gft »uu òbijnIou 1 11 Tj ojwir.lr.iig/f 
n m i ? Ajf ai J + n , (SJ >'»r»oíf»ifív> ».f, morj. (0} 89Õ?ib 

^ ,n 

' >)»ÍOjlí)H '> A MfiU 6}l»fí91 

t í» _ i 

* . . . u >! f \ , 

obc-unota 'n> bi? ti 1:1c • I Stiifiiwq 

! 
i j • . 

I vv j i I ; * > • : + 'Vl-

j , -
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H. F. Barros.—Elementos de Trigonometria Rectilínea.— Lisboa, 
1882. 

Este livro, escripto para uso dos Institutos de instrucção se-
cundaria, contem todas as doutrinas exigidas pelo programma 
respectivo, expostas com muita clareza e ordem, e por isso o 
recommendamos aos professores de matliematica elementar . É 
dividido em duas partes, na primeira das quaes se t racta da 
Theoria das relações trigonométricas, e na segunda da Trigono-
metria rectilínea propriamente dieta. 

Temos notado que os alumnos têm sempre alguma difficuldade 
em comprehender a razão pela qual se substituo no calculo os 
ângulos pelas linhas trigonométricas. O sr. Barros expõe com 
muita clareza a doutrina relativa a esta substituição logo nas 
primeiras paginas do seu excellente livro. 

Passa em seguida á demonstração das fórmulas que dão os 
valores das relações trigonométricas da somma e differença de 
dois arcos, e suas principaes consequências. 

Depois tracta da construcção e uso das táboas trigonométricas, 
e assim termina a primeira par te . 

Na segunda parte tracta da resolução dos triângulos, e ahi 
estabelece as fórmulas applicaveis nos diversos casos partindo das 
equações: 

A + B 4 - C = 180 

a b e 
sen A sen B sen C ' 
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F. A. de Brito Limpo. — Algumas palavras sobre a necessidade 
da determinação directa da longitude geograpliica de um dos 
nossos Observatórios pelos processos electricos. — Lisboa, 1882. 

N'este opusculo o sr. Brito Limpo, auctor bem conhecido de 
muitos trabalhos importantes sobre geodesia, mostra que a lon-
gitude dos observatorios portuguezes relativamente aos observa-
torios mais importantes da Europa não é conhecida ainda com o 
rigor que a moderna sciencia exige; apresenta as tentativas feitas 
para resolver este importante problema; e insta para que os nossos 
astronomos o resolvam, procurando a differença de longitude entre 
o observatorio da Tapada d'Ajuda e o de Madrid pelos processos 
electricos. 

Marcus Baker. — Alhazens problem. 

N este artigo, publicado no American Journal of Matkematics, 
vol. IV, o sr. Baker expõe primeiro a lista dos trabalhos que 
tem sido publicados a respeito do problema seguinte: 

De dois pontos collocados no plano de um circulo tirar linhas 
rectas que se encontrem no mesmo ponto de circumferencia e façam 
ângulos eguaes com a tangente que passa por este ponto. 

Depois extende este problema, que é o de Alhazen (mathe-
matico arabe que viveu no século onze), ao caso em que o c i r -
culo está collocado n u m a esphera e por dois pontos da esphera 
se querem traçar arcos de circulo máximo que façam ângulos 
eguaes com o circulo dado. 
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S i 

SOBRE A FÓRMULA DE LAGRANGE 

J . M . R O D R I G U E S 

A l f e r e s c T a r t i l H e r i a . 

A notável fórmula de Lagrange 

" I • • • 1 . 2 . . . » <ft»-i 

dá o desenvolvimento em serie de unia funcção da variavel y de -
finida pela equação 

y = t + x?y. 

A fórmula de Taylor e a de Lagrange constituem dois theo-
remas fundamentaes da theoria geral das funcções; a primeira 
exprime o desenvolvimento de uma funcção explicita segundo as 
potencias progressivas da variavel, e a segunda o desenvolvimento 
de uma funcção implicita reductivel á fórma da equação 

y = t + x^y. 

O theorema de Lagrange tem sido objecto de importantes in-
vestigações de muitos geómetras illustres. Laplace demonstrou e 
generalisou este theorema; Burmann deu uma fórmula notável, 
comprehendendo a de Lagrange como ura caso particular; e 
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Wronski , introduzindo as suas notáveis funcções schins na gene-
ralisação do theorema de Lagrange, deu a solução do seu Pro-
blema Universal. 

No Jornal da Academia das Sciencias de Lisboa e no Jornal 
de M. Liouville, tomo VlI da 3." serie, o sr. l ) r . Gomes Teixeira 
deu uma notável fórmula mais geral que a de Lagrange para o 
desenvolvimento em serie, ordenada segundo as potencias de x, 
da funcção 

u = Fy 

y = t + x<fi (y) + x*<pç> (y) + . .. + xnyn (y), 

a saber : 
Fy = F/ + x [F'<. <pi(f)] +. .. 

+ Y d * { F < . [ 9 l ( < ) ] « . . . [ y > (Qx | 
1 . 2 . . . ax 1 . 2 . . . j i X . . . x 1 . 2 . . .X.dl1 ' 

onde 

i = « + 2? + 3 y + . . . + ÍX 
1 . , . !, ,i,i't i !mi 'th . . ti/ . li i!l V N/í.I 11. 7 hl Olî  MlIIJ Mlill MJ 

que contem a de Lagrange como caso muito particular. 
Quando a funcção Fy designa a própria variavel y, a fórmula 

de Lagrange dâ o desenvolvimento em serie de uma raiz da 
equação 

y = t + x<fy; 

mas esta equação tendo, em geral, mais de uma raiz, qual d'ellas 
é a que dá a fórmula? 

A demonstração classica de Laplace não determina a natureza 
da raiz dada pela fórmula; porém M. ltouché, partindo das bellas 
investigações de Cauchy sobre esta questão, determinou à priori 
a natureza da raiz, demonstrando elegantemente o theorema de 
Lagrange. 

Taes são, em summa, as investigações mais nptaveis sobre a 
fórmula de Lagrange. 
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O objecto d'esta memoria é generalisar a fórmula de Lagrange, 
procurando o desenvolvimento em serie de uma funcção Fx de 
uma variavel x definida pela equação 

f x ± a.^x = 0 
> II K M i a I n i o i u b o m •>!» KJÍUIJ \ i i>i FIMO ni '» t 

e, como consequência immediata, exprimir por integraes definidos 
a geração das raizes das equações algébricas ou transcendentes. 

1 

Seja 
[X ± OLfX = 0 

uma equação algébrica ou transcendente e a uma raiz simples 
da equação 

f x = 0: 

pondo 
x = a + z 

resulta a equação transformada 

/ '(a + s) =h a . <p (a + z) = 0. 

Se f(a + z) e <p(a + z) fazem funcções bem determinadas e 
contínuas para um valor r do modulo da variavel imaginaria 

z = peôi, 
( • • !iir>M>M(>'- i o q : 0 > \ ò f i j r . i i p a u b J t ie i R n m w q 

esta equação gosa de propriedades notáveis que se traduzem nos 
theoremas seguintes. 

T H E O R E M A I . S e 
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para um valor r do modulo da variavel imaginaria e inferior ao 
raio de convergência R, a equação 

f(a + z) ± a . < p ( a + z) = 0 

tem uma raiz única de modulo inferior a r. 
Com effeito, sejam 

H i «2» z3> • • • z m 

m raizes de modulo inferior a r da equação 

f(a + z) rfc a . 9 (a + z) = 0 ; 

será 

f(a+z) ± a .9 ( a+z) = (z—z t) (z—z2) . . . (z—zm) tj/ (a,z) 

d 'onde 

l [ l ± a . ^ g j ] = / ( z - z , ) + / ( z - z 2 ) + . . . + l ( z - z m ) 

+ , r i M i . 

mas 

f(a + z) = fa-\-zf [a-\- wz) 

ou 

/"(o + z) =zf (a + az) 

por ser a uma raiz da equação fx = 0; por consequência 

' [ i ± « = l ( ' • - «l) + l (« - -2) + • • • + / (5 -

r j ^ - l 

l _z / ' ( a+wz)J 
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d o n d e 

+ l (z—zm) — Iz 

e derivando vem 

d i \ d z r i M - i 

dz dz 

1 1 1 1 m—1 z , + z 2 + z 3 + . . . + z m 
= + + . . . H + 5 + . . . (a) 

Z - Z l Z — Z 2 Z m Z Z Z 2 

Ora, por hypolhese, 

l > ( a + z n 
mod. max. ; v < 1 

L / ( a + z) J 

para um valor r do modulo de z; logo 

z T i - H 1 K " + * ) ! , / ? «» M Q + * ) ' 
L ~ 7 ( o + « ) J \ f ( a + z)J 2 ' \ f { a + z). 

mas 

f (a + z) = z/7 (a + w z ) , 

por consequência 

/ ? ( q + z ) - | / <p(q+z) \ ,¾ / » ( q + z ) V 

7 ( a + z ) J \ z / ' ( a + w z ) / 2 '\zf'{a+z)J " 

desenvolve-se n u m a serie convergente segundo as potencias po-
sitivas e negativas da variavel z, pois que <p e /" s3o, por hypo-
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these, funcçôes bem determinadas e contínuas: logo, no primeiro 
membro da expressão (a), o primeiro termo desenvolve-se t am-
bém n'uma serie convergente segundo as potencias positivas e 
negativas da variavel z, mas n'este desenvolvimento não ha termo 

1 
em —. 

Ora as funcçôes iL e f são funcçôes bem determinadas e con-
tínuas para o valor r do modulo de z; por consequência, na ex -
pressão (a), o segundo termo do primeiro membro desenvolve-se 
n u m a serie convergente segundo as potencias ascendentes e po-
sitivas de z. 

Logo no desenvolvimento do primeiro membro da expressão (a) 

não ha termo em —; por consequência, egualando entre si os 

coeflicientes das mesmas potencias de z, resulta 

m — 1 = 0 ou m = l . 

Logo a equação 

f{a + s) ± a . ç ( a + s) = 0 

tem uma raiz única de modulo inferior a r. 

T H E O R E M A I I . S e 

9 (a + z) 
moa. max. < 1 

para um valor r do modulo de z e inferior a R, será 

Fx = Ya--^-. P Y l \ 1 ± «. + r(\ ! ] ) . F ( a + rc9 ' )e^dh 
ZnJo VL f[a + r^)]/ V ' 

a expressão da funcção bem determinada e contínua FÍC de uma 
raiz da equação 

f x ± a. ?x = O 
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em funcção de uma raiz simples da equação 

f x = 0. 

Com effeito, se 

f <p(ai + z)~l 
mod. max. a . — — - — - < 1 

L / ( a i + * ) J 

para um valor r\ do modulo de z e inferior a R, a equação 

f ( a \ + z ) ± a . <p ( a j + z) = 0 

tem uma raiz única z\ de modulo inferior a r j ; será pois 

f («i + *) =t «. 9 ( a i + z) = (z - Z1).«]/ ( a , ,z) 

1 d = , + 

d'onde 

1 - + - « _ m 

/"(aj + z) V 2 / 7 ( 0 1 + 2 ) ' 

Se F ( a j + z) é uma funcção bem determinada e contínua para 
o valor rj do modulo da variavel, também F ' ( a j + z) o se rá ; por 
consequência, multiplicando por zF ' ( a j + z), resulta 

zF' («, + , ) . / [ 1 ± « . = («t + « ) • / ( 1 

+ z F 

Ora ^ e / * são funcçôes bem determinadas e contínuas para 
um determinado valor do modulo inferior ao raio de convergen-
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cia; por consequência no segundo membro da expressão prece-
dente o segundo termo desenvolve-a n u m a serie convergente se-
gundo as potencias positivas de z, e n'este desenvolvimento não 
ha termo independente de z: será pois 

começando o sommatorio a partir de n = i , e 

z F ' ( a i + z ) .1 [ l ± a . = * F ' « + . I .z» 

Mas, por ser 

mod. — < 1, 
z 

F ' ( a j + z ) e l ^ l - ^ podem desenvolver-se em series conver-

gentes: portanto 

F ' ( a , + z) = F a 1 + z . F " a ( + .F1 1U i + - J - . F - V a 1 + . . . 
1 . Jd 1 .—.O 

Zj \ 1 1 Z^ 1 Z\t 

2 ' T ~ 

e formando o producto de estas duas series resulta ainda uma 
serie convergente. N'este producto apparecem tres especies de 
termos, a saber : termos independentes de z, termos com poten-
cias positivas e termos com potencias negativas de z. Podemos 
pois escrever 

+ 2 N n . a " . + S P f l . s -
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Como o modulo de Z1 é inferior ao modulo de z segue-se que 
a serie que entra no segundo membro é convergente e a sua 
somma é 

2 3 

F (a, + Z 1 ) - F a 1 = , , F a 1 + ^ • F " a i + • F " ' a i + • • • 5 

por consequência 

z¥'(ax+z) = - [ F ( a r + * i ) - F a i ] - 2 N „ . z « - 2 P n . 2 — . 

Logo 

( ' [ ' * ' • ^ j r i j ] ) • + ' ) . « — [ F ( ' I + - F«] 

+ 2 M „ . á " - 2 N B . 2 » - 2 P „ . 2 - n 

ou 

.... <p(a, + z)" 
j ] ) . F ( « j + z). z = - [ F i f a 1 + Z1) - F a 1 ] 

+ 2 Q „ . 5 n - 2 P „ . ^ - n (a) 
onde 

Q n = M n - N n . 

Dando pois á variavel z o modulo r j , será -T 
Z=TjC , 

e, substituindo e integrando entre os limites O e resulta 

J T d t -
2 * [ F ( a i + Z 1 ) - F a 1 ] 

+ SQnr1" ./0«»e+» ífd(l - 2 Pn r -"" . / o 2 * e — ; 
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mas 
/02"«±«»i.d6 = O, 

logo 

ou, supprimindo os Índices, 

f(a+re^) 

Mas i 
x = a + z, 

portanto o modulo de x inferior ao modulo de z e por maioria 
de razão inferior ao modulo r; logo 

F x = F a - • r Y * T 1 ± « • ! ( a T f ^ T ) • F ' ( « + "'6O • ^ 
ZnJo \ L f(a+ré*)]J v 1 

é a expressão de uma funcção contínua Fx de uma raiz de mo-
dulo inferior a r da equação 

fx ± a.<fx = 0 

em funcção de uma raiz simples da equação 

fx= 0 , 

como se queria demonstrar. 
Attribuindo ao modulo da variavel 1 \ i | 

I o 

z — p.e»* 

um valor determinado r j , o argumento fica indeterminado e pôde 
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r e c e b e r t o d o s o s v a l o r e s d e s d e — 0 0 a + 0 0 ; p o r c o n s e q u ê n c i a 
fazendo na equação (a) 

z = Vieti e z = e~ 

resulta 

+ 2 Qn r n . e+"8> — 2 Pn r ~ n . 

+ 2 Q n r n . n , < — 2 P b 1—". e + " 9 í . 

P o n d o 

e , s o m m a n d o , v e m 

•<f . I l f / .UJiKiUl i ' 

r , [ 0 . e+«1' + 0 ' . ¢ - * ] = - a [F (a t + Z1) - F a 1 ] 

+ 2 Q n r " ( r H * + C - ^ i ) - 2 P n r ~ " ( e + " « + « - * « ) 
o u r i [ 0 . e " + 0 ' . «-•»'] = - z [F ( a i + z\) - F a 1 ] 

m a s 

+ â S Q ^ c o s . n ô - 2 2 P n r n c o s . n 6 ; 

fo« cos. nôdô = 0, 
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logo 

F ( o t + Z1) = Fa 1 - ~ . / o » [ 0 . e " + (-)'. « - * ] . db. 
** TC 

Esta fórmula é apenas uma transformação da precedente (a) 
e mostra que o integral definido entre 0 e 2it se decompõe em 
dois entre O e * ; logo 

t 

2 ic J 

ATÍ 

ou 

F x = -Fa-^-. T l l \ ± » . ^ t t ! 1 . F'(a + re»'). e"dO 

2 W o L f(a+re**)J V 1 

Zn J o L /(a+re-6,) J v ' 
exprime em integraes definidos uma funcção de uma raiz de mo-
dulo inferior a r da equação 

f x ± a . <px = 0. 

T H E O R E M A I I I . S e 

mod. max. a . T ; ' < 1 , L Aa + z ) J será 

í . 2 ' da 1 . 2 . 3 (ia8 
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o desenvolvimento em serie convergente de umo funcçâo de uma 
raiz da equação 

fx±x.<fx = 0 

em funcçâo de uma raiz simples da equação reduzida 

/ ¢ = 0 . 

Se 

r * ( o + * n . 
mod. max. a. — — ; — r < 1 

L f{a+z) J 

para um valor r do modulo de z, é 

mas 

t ( a + s ) \ « s /<p(a + z ) \ * ^ « 3 / 9 ( a + s ) \ « 

f(a + z)J 2 \ f ( a + z)J 3 \ f { a + z) 

f[a + z)= z f ( a + wz) 

portanto 

L Affl+*) J 

/<p (a+z ) \ 1 a5 / y ( a + z ) ^ 1 

" z \f \a+biz)/ 2'z*'\f\a+az)/ ~ 3 V \ / ' ( a + w z ) / ' 
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e, multiplicando por zF'(a + z), resulta 

= ± « F ( • + , ) . [ j ^ ^ j ~ T 2 - • — — • [ p ^ f — j ) 

^ c t 3 F ( a + z) / <p(a + z) Y 

~ T ' " z 4 ' \ /"'(a + « z ) / 

+ 

iv i — / ? ( < * + * ) Y 
^ ' ' n ' Z « - 1 ' \ / " ' ( a + < o z ) / 

+ 

Dando pois ao modulo de z o valor r, teremos 

z = r e ' \ 

e o segundo membro da expressão precedente é um serie con-
vergente para todos os valores do argumento; por consequência, 
integrando entre 0 e 2TT, resulta 

- T - y . 

+ 

v ; n Vn-1J o ' \f'(a + wre»)J + 
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Mas pelo theorema precedente 

logo 

2 rJo \f'(a + wt*1)/ 

v n r n — V o \ / ' ( a + wre9t)/ 

W 
r,-' '>«n- ! 1H }« Iiif/q «ir.iiip )̂ no-> loij 

Ora pela fórmula de Maclaurin 

''(a+coz) 

onde 

1 
A'" 1.2.3... m dam 

é o coefficiente de zm; mas, como é sabido, o coefficiente de zm 

no desenvolvimento de uma funcção fz em serie convergente é 
f z 

egual ao valor médio do quociente —; logo 

A . - . a l . m e d . [ ^ + , ) . ( ^ ) " ] 
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e como, por um theorema notável de Cauchy, 

2ierm J o v ' \ f ( a + wree i)/ 

% . í "t* l)) <P \ . ,„,. 'r^r t 
resulta 

Esta relação tem logar para todos os valores inteiros de m; 
por consequência para m = n— 1 resulta 

logo 

1 . 2 . 3 . . . ( n — i ) " í / a n _ 1 

*)!> A l ( M i o i I l w ) - ) d , i i t ú d i / :'•> o m o ' j , .,•> r - i i i ! • 

sltw»i!i7iiaí aiise nri i\ <<Í.JKi: > --o 

( 4 — — L l \ i ! .hom J a r -,„>. 
6 a expressão do termo geral da serie (1). 
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Logo 

^ , . . [ n . ^ j ^ . - L j & Z J 

3 ^ 

W 
1 . 2 . 3 ' d a 4 

( T l ) - "" L V/W J 1 " 1 . 2 . 3 . . . n " d a " - 1 

dá o desenvolvimento em serie convergente de uma raiz da 
equação 

f x ± ix. <fx = 0 

em funcção de uma raiz simples a da equação reduzida 

f x = 0. 

Esta fórmula comprehende, como caso particular, a de L a -
grange. Com effeito quando fôr 

f x = x — a 

resulta 

x— a ± ctfx = 0, 

O U 

X = a =T- açír. 
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que é a equação de Lagrange ; e, por ser, n 'este caso, f'a = 1, 
deduz-se da fórmula («) a fórmula de Lagrange 

Fx = Ta + ct [ F ' a . <pa] 

4 F ' a . ( ? a ) * ] _ a3 <P[F'a .{<?a)'s] 
4 a- T- i a o • "r" (?) 1 . 2 da 1 . 2 . 3 

Es ta fórmula notável dá o desenvolvimento em serie conver-
gente de uma raiz de modulo inferior a r da equação 

x = a :+: a.. yx, 
R j ( -X ).»'•! I! •!) 

e a fórmula (a) dá o desenvolvimento em serie convergente de 
tantas raizes da equação 

f x ± a. <fx = 0 

quantas forem as raizes simples da equação 

f x = 0 , 

e a sua funcção generatr iz 

Fx = F a - - - . (/ l±oc.£—--J 
Z K J 0 V L A 0 + ^ 1 . 

T HMIII tO OByiMTHf 

.F '(a+re^c^dO 

ou 

Zn J o L Aa+r« *)J 

ZkJ0 L fia+ «-•») J v ' 

exprime a geração d'estas raizes por integraes definidos. 
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Se n'esta funcção generatriz introduzirmos a hypothese de ser 

f x = x— a 

f(a + reHi) = re®*' 

teremos 

e, por consequeneia, a funcção generatr iz do theorema de L a -
grange será 

F x = T a - ^ . J ^ ± (a+re 9 i ) , F (a+re 9 í ) e9i dô 

ou 

F X = F A - ^ - . J * =FC ~ . E ~ 6 I 9 ( A + R E W ) ^ . F ' ( A + R E O I ) E 9 ' FZ0 

r r * 

2 '̂Jo 1 ± — . « + ' ^ ( a + r e - ® ^ 
r 

. F ' ( r t + r c - 8 ' ) . C - 0 ' dò 

(PO 

Estas fórmulas, casos part iculares das precedentes , expr imem 
pois a geração por integraes definidos de uma funcção da raiz 
de modulo inferior a r da equação de Lagrange 

x = a zp açpx. 

As funcçòes genera t r izes (a') e (3') dos theoremas (a) e (£) 
gosam de uma propr iedade característ ica que se t raduz no theo-
r ema seguinte. 

T H E O R E M A I V . A funcção generatr iz (a') da serie 

F x - F A - =,= . [ F a . ( £ ) ] + * 
M g ] 

da 
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. . 1 
é o coefficiente de — no desenvolvimento da funcção 

z 

Com effeito, esta funcção desenvolve-se n u m a serie conver-
gente segundo as potencias positivas e negativas de z se for 

r Ç(a + *)-l 
mod. max. a — 

L Aa+2) I 

para um valor r do modulo; seja pois 

— F'(a + z ) . / Tl ± «-77—7—rl == Ao + A jz + A 2 Z 4 + A3Z3 + . . . • L f { a + z)_\ 

+ Cj . .— + C 2 . —5- + C3. —=- + . . . 
Z Z 4 Z 3 

Ora, como é sabido, o coefficiente de zm no desenvolvimento 
de uma funcção fz em serie convergente, segundo as potencias 
ascendentes positivas e negativas de z, é egual ao valor médio 

de ; logo 
zm & 

coeff. de — = vai. med. L zF ' (o + z) . I Tl ± a. 

z ( ' L f { a + z ) _ \ ) 

mas pelo theorema de Cauchy 

vai. med. j - zF'(a + z) J Tl ± * . ? ^¾] ! 
I V L f ( a + z)_Ij 
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logo 

coeff. de — = funcçâo generatriz 
z 

ou 

C 1 = ' f * " ( l [ l .F(a + R E » 0 
2ttJ0 VL Aa+«91)J 

como se queria demonstrar . 

T H E O R E M A V. Se f z for uma funcçâo bem determinada e con-
tínua de uma variavel imaginaria z — peeí para um valor r do 
modulo será 

a geração de uma funcçâo contínua de uma raiz de modulo in-
ferior a r da equação 

/z = 0 . 

Seja Z1 uma raiz simples d'esta equação de modulo inferior a 
um determinado valor r\ do modulo de z; será 

fz = (z — zx).i(z, 

d o n d e 

' [ f H K K . 
e 

s F ' z . I ^ J = zF'zi + z F ' z . IilZ. 
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Procedendo pois como no theorema II será 

P 

zF'z.'tyz=2M„zn, 
no 

zFzl [Fz1 - F(O)] - 2N„z*- 2P„z-n, 

por consequência 
. «i»il*mmi'jb liÍTjup ')' oiiuc» 

zF'z. / m = - [Fz1 - F(O)] + 2Qn̂ n - 2Pnz—n, 
-mia M cl)iiiiiinT»J3ti iirid nfi-pn.nl luiiu *i«»1 Z\O'(T . / AiMiiaiiiT 
onde M.iiii 

Qn = Mn-Nn. 
Fazendo pois 

i V 'i 
Z = T1C9i, 

substituindo e integrando, vem 
oú,) i ; i ipo IIB r> 'IHITJI 

i , 

I i f ' :; •>;> <,•')•' '••! | » f e ' . , ol><;ii;i;ri:>J:>b ni i i 

ou buo b 
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a geração por integraes definidos de uma funcçáo Fz de uma 
raiz simples de modulo inferior a r da equação 

f z = 0 . 
"IXl3i 

As fórmulas (a') c ti') silo easos particulares cias precedentes, 
como facilmente se vê, e entre a multiplicidade 'de fórmas que 
pôde tomar a funcção f as mais notáveis sãc as que correspondem 
á equação de Lagrange 

e á equação 

x = a + ct<nx 

í I' " 

f x ± u y x = 0 . 

As fórmulas 

II I 4 o. 'lí 
ii-1 >.i 

» \ 

F x = F a + Y1 
O l H I O l r t T 

f x + OLdfX =• O 

L\\ / <pa \ r 

( - I ) P . 
aP 

dP-1 

T ( p + i ) daP~x 1 

«I 
F x = F a - - . / l \ 1 ± a . ) ' . F ' ( a + r e 9 i ) . e 9 i d ú 2it J o L / (a + re9') | v ; 

,'M||!< Oll ' , • !U.'I N'.tf. 'O OIilMHlilI ol» l'li i ' j 

conduzem immediatamente á deducção de muitas outras, deter-
minando convenientemente a fórma das funcções <px e f x . 

Seja i 
1 , V l -a= 1 '1 i 

onde 
<px = Xif1X + X2/2X + . . . + XnfnX, 

i T 



144 JORNAL DiJ SCIENCIAS 

são funcçôes de uma variavel \ independente de x: resulta a 
equação 

0 = fx + XifiX + XifiX + . . . + xnfnx, 

e a geração de uma funcção Fx da variavel x definida por esta 
equação será pois 

F x = F a + 2 ^ ^ 
T ( i > + 1 ) daP—1 

ou 

(_. 1 )j> dv-1 [ F ' a . ( x i V + . . . + xn<lina)i>] I 
F x = F a + 2 

onde 

l'(jP+l) daP-1 

. fia fia fna 
^ a = T ^ ^ a = T v 

Ora o te rmo geral do desenvolvimento do polynomio 

P = (xjiJ/ia + x a t a a + . . . +x„(J/„a)P 

pela lei do binomio de Newton é, como se sabe, 

T ( F f l ) 

~ r ( ; > i + i ) . r ( p 2 + i ) . . . r ( p „ + i ) 
(xn | / ta)P ' . (X 2 ^a)P*. . . (xn<J»„a)P-

ou 
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sendo p\, p-j . . . p„ números inteiros e positivos que devem 
satisfazer á equação 

P=*P\+PZ + P3+ . . . +pn; 

por consequencia 

P = r C p + l ) . l [ : 
Xl P1 . X t f i . . . X1P" 

x 

ou 

r ( / > i + i ) . r ( i > 2 + i ) . . . r ( í > « + i ) 

(^a)P> . (fea)r» . . . J 

P = r ( p + 1 ) . T P 

sendo 

a; |í" . XiP2 . . . . xnV" 
T, = 2 

x 

r ( !>i + i ) . r ( j p s + i ) . . . r ( ; > „ + i ) 

(^a)P' . (^ay* . ((Jr3a)P= .. . (tyná)P" J; («) 

logo 

ou 

p x _ p a - L > ' I H ) p [F 'a x r ( p + 1 ) . T p ] | 

H r ( J ) + ! ) " daf-' | 

Como os valores de p são os números da serie natural a part ir 
da unidade, resulta 

p p r r / TI • LF«• T a ] < P [ F ' a . T a ] , 
Fas = F a - [ P a . T j ] + — — ^ — - + (m) L J da da* 

10 
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e os valores de p\, p 2 , .. . p„ correspondentes aos valores de 

p= 1, 2 , 3, 4 , 5, . . . 

são dados pelas equações 

1 =pi +Pi f p:] + . . . + pn 

2=pi+pz + pa+ . . . +pn 

3 = p i + P Z +p3+ . . . + p l t 

Conhecidas as soluções inteiras e positivas de cada urna d'estas 
equações, determinaremos os valores correspondentes de T( , Tg, 
T 3 , . . . pela fórmula (n). 

Teremos assim 

T1 = xi<\ia + x2<j/2a + x 3 | / 3 a + # 4 ^ 4 « + .. . 
» 

T 2 = J ^ ( M 2 

Xà 

+ .-Tg ( ^ a ) 2 + X2X3 (t|>2a). (ij/3a) + x 2 x 5 ( j 2 a ) • + • • • 

+ . 

+ r S - 3 ^ 2 a ) 3 + T . ? ( + 2 a ) 2 • ( W + ^ M - W + . 
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por consequência, substituindo estas expressões na serie (m) e 
attendendo a que 

resulta o desenvolvimento definitivo da funcção FÍC, a saber : 

F S = F A - * , 
1 . 2 

rV r a. 

da 

X1 
8 di v / / ' f t Y , , - I I 

1.2.3 da1 + . . . 

- ^ r 0 , W J + T T -

r, I a . ( — 
a, 

da 
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—, etc. 4 

X 2 ' 

T T 

d* 

i ^ - m 
I H i 

da 

3 

1 . 2 . 3 da* 

+ etc. ^ m m 
da* 

f . . 

A lei de geração d'esta serie será pois 

X1P1 . X j P 2 . XftVi . . . x nP» 
Tp = ( - l ) P . 

x 

r ( p i 4 i ) . r ( / > 2 + i ) . r ( p 3 + i ) • • . r ( p „ + i ) 

onde 

d a P - 1 

p = p i + p í 4 p 3 4 - . . . + p „ ; 

por consequência o desenvolvimento em serie de uma funcção Fx 
da variavel x definida pela equação 

0 =. fx 4 XlflX + XlfiX + . .. 4- xnfnx 

será pois 

F x = F a + 2 ( - ' ) p -
X 1 P' . X2P2 . XftPi . . . XnP" 

r(j>i + i)-r(/»s41)... r(p,,4i)} (P) 

dp-1 F a . W ' W V V W J 
daP-' 
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onde 
p=pi+pi+ps + • • • +Pn-

Se na fórmula 

F x = F a - - ^ r / h + « . ^ j a + r ^ 1 I . F ( a + re»*).c^dd 
2 * 7 0 L f(a + re*) J V ' 

que exprime por um integral definido a geração de uma funcçâo 
de uma raiz de modulo inferior a r da equação 

f x + iX^x = 0 

introduzirmos a determinação da funcçâo ç 

VX = XifiX + X^fiX + .. . + xnfnx 

correspondente á equação (p), resulta a fórmula 

2 * J 0 L / (a + re'1) 

( ? / ) 

funcçâo generatriz da serie precedente. 

Seja 

f x = a — x; 

as fórmulas ( p ) e (p') dão immediatamente 

x = a + x\f\x + XifiX + . . . + xnfnx (q) 
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onde x\, Xi, 0¾, .. . xn são funeçòes de uma variável \ indepen-
dente de x, e 

x 

r(/»i + i)-r(pi+i) • • • rCM- i ) 

dP-1 [F'a . (/,a)í>< . {frayí . . . ( f . ^ . ( - 1 ) - ? ] ) 

daP-i j 

por ser f'a = — l; portanto 

XiP1 . x4n . . . . xnP" 
F x = F a + 2 . 

r(pí + i).r(p^ + i) ... r(p» + i) 

dP- i [F'« . (Z1
1fl)P- . (fta)P* . . . (fnd)P" ]) 

I [ q ) 

fórmula que dá o desenvolvimento em serie de uma funcção de 
uma raiz da equação (q), e a sua funcção generatriz será pois 

Fa; = F a - . j - e~ai ( ^ r f r ( a + rc9i) + . . . 

+ ~ f{a + r e e i ) j j . F' (a + re«•') e^dd (q'1) 

As funeçòes Xi, Xi, . . . xn são funeçòes indeterminadas de 
supponhamos agora o caso particular em que 

â n = ; 

as fórmulas precedentes dão 

a+ ZfiX+ + . . . -f (r) 
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F x = F a + 2 
^ p 1 + 5 / ) - 2 + . . • + n p „ 

X 

r(íM + i ) - r ( P 8 + i ) . . . r (Pn + i ) 

dP- í [ F ' o . ' ( / i « ^ . ( A ã ) ? 2 - . . . ( /Ú)*] ) 

da?'-1 

ou 

f 7 

.IrJ Vr1Iilin lol 
, < i í i iít<> in<-') 
siiiriul <!> !•" 

Fx = Fa + 2 ' 
r ( f t + i ) . r ( í * + i ) • • . r 0 „ + 1 ) 

d P - ^ F a . (fjdjP' . (/'2aV« . . . (Aa)P-J| 
X daP - 1 j " " 

(W) 

onde 

P = ^ 1 + / ^ 2 + / ¾ + • • • + P» 

6 

q =Pl +Pi+Ps+ . • • + "Pn 

que é a fórmula do sr. Dr. Gomes Teixeira. 
A funcção generatriz d'esla serie serã pois 

r T 2 l t r / E 
F x = F a - - J / /"i (a + re") + . . . 

*( I i v b l l > ' H i l H 1 1 I I O B » Í l l í ' ) J j l 

+ J L f n (a + re<")J J . F' (a + re9i) .^dQ (r 

As fórmulas (a) e (p) podem conduzir a outros resultados in-
teressantes, determinando convenientemente a fórma das fun- -
ções <p e /*-
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III 

A geraç5o por integraes definidos das raizes das equações al-
gébricas ou transcendentes 6 uma consequência immediata das 
fórmulas (*). 

Com effeito, quando a funcção Fa; designar a própria varia-
vel x, as fórmulas (a) dão immediatamente 

r f 2 \ r , <p (a + re®')~1 .. 
x = a- — . I i + a.Zi-—J l.e^dl 

2w J o L f{a + re*l)J 

r r* J. , <p[a + re9i)~l 
X = a~ — .\ l U + « . l i — rr .C«'(/9 2* J o L / (a + re9') J 

ou 

r r * r 
2 - J 0 'L f (a + r (J4l)J 

. . . 

x -- « + 2 
aP 

dfi-1 K 0 ] ) 
r{p+i) í/aí'-1 

que exprimem por integraes definidos e por um desenvolvimento 
em serie a geração de uma raiz de modulo inferior a r da equação 
algébrica ou transcendente 

f x + a.yx = O 

em funcção de uma raiz simples a da equação 

f x = 0 . 

A applicação d'estas fórmulas á resolução das equações con-
duz aos seguintes theoremas. 
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T H E O R E M A I . Se f x = O tem m raizes simples, as m raizes cor-
respondentes da equação 

f x + v f x - 0 

exprimem-se por integraes definidos, quando 9 e f fazem func-
ções bem determinadas e contínuas para as quaes 

r ç(o|+a)"| I" <?{am+z)~1 
mod. max. a . ~ — — f < 1, . . . mod. max. » . — — < 1 L f(ax +z) J L A«m+2) J 

para certos valores 

H» rg, . . . rm 

do modulo da variavel imaginaria z.. 
Com eífeito, sejam 

«3, • • • am 

m raizes simples da equação 

/ z = 0 , 
e 

rí> r3< • • • rm 

os valores correspondentes do modulo de z que verificam as con-
dições do theorema; pondo 

X = Cln + z , 

cada uma das equações 

f (O1 + z) + OCf («fj + z) = O, 

f (<jj + z) + a<p ( a j + z) = O , 

f(a% + z ) + a<p ( 0 3 + z ) = O , > ( m ) 

( ( a m + z) + ctf> (am + z) = O, 
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têm, como demonstrámos, uma raiz única de modulo inferior ao 
modulo correspondente de z. 

Ora, a fórmula 

r r - W . , «pfa + re6*)! . . IA 

2* J o L f{a + r&) J 

exprime uma raiz da equação 

fX + OLfX = 0 

Oriolli / ÍI l eu liibq 
em funcçâo de uma raiz simples a da equação 

f x = 0 ; 

por consequencia, mudando x em a + z, a fórmula 

, ' p . r , M 
2* Jo L fía + re^J 

ó a expressão de uma raiz da equação 

f(a + z) + m{a + z) = 0, 
» 1. * * 

como devia ser, em virtude do lheorema Jí. 
Applicando pois esta fórmula (£') a cada uma das equações (w), 

resultam as m raizes 

. 27Í J o L / K, + r, 
mas 

íc = a„ + z, 
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logo 

X1 
= a i - 2 Í - J o ' 

Xi = U i 2 * ' J o 

1 + « . 

1 + « . 

9(a t + rie<"y 
f (ti + rxe"\ 

9 (a2 + r2eei)~ 

/(O2 + r2cf,i 

> • • K ) 

1 + « . 
9 («m + rmeH)' 
~f[am + rme"i) 

.e^dO 

exprimem a geração por integraes definidos de m raizes da equa-
ção algébrica ou transcendente 

fx + «935 = O 

em funcção de m raizes simples da equação 

f x = O, 
e as fórmulas 

^ = 0 1 + 2 1 ( - 1 ) * - -
«P 

1 9O1 Y 
f a j 

x2 = a2 + 2 ( - 1 ) / ' . 
ut> 

dP-1 

r(i> + l ) da.f 

?«2 Y 
/ ' W J ( 

—1 ! 

X M = A,„ + S ) ( — 1 )P . 
aP 

(Z/-1 79a»» Vr 

\ ? ã , 

• K ) 

' r ( /> + 1 ) ' 

dão o seu desenvolvimento em serie. 
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T H E O R E M A II. As raizes da equação algébrica 

x» + A „ _ i 4 . . . + A 1 X + A o = O 

exprimem-se por integraes definidos em funcção das raizes da 
equação binomia 

x" 4 A 0 = 0 . 

A equação 

xn + A ^ 1 x " - 1 + . . . 4- A i x + Ao = 0 

reduz-se á fórma 

f x + <px = 0 , 

pondo 

f x = xn 4- Ao 

e 

çx = A„_i x"—1 4 A n 2 x n — 2 4 - . . . 4 A j x 4 A j x . 

Sejam 

«0» «1» a2> • • • aTi-I 

as raizes da equação binomia 

x " 4 A o = O ; 

é sempre possível determinar n quantidades 

ro, n> r2> • • • r«—i 

para valores do modulo de z que tornem respectivamente 

mod. 
< p ( q 0 + 2 ) 

A a O + 2 ) D — í 
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OU 

< 1 ^ - < 1 Ii ' ' H ' " * *' n ' ^ K'o K i K „ _ ! 

Com effeito, seja a uma raiz qualquer da equação 

f x = 0; 

será 

9 (a + z) = P0 + P1Z + P 4 Z 2 + .. . + P n - ! 

e 

f ( a + z ) = Q 1 Z + Q i Z 2 + . . . + Q n _ j z — l . 

Ora 

z = p (cos (J + t sen 6 ), 

Pn =Pn (cos a„ + i sen a„), 

Qn = qn (cos3„ + isen|3„), 

por consequência, designando por Sm e Sm as sommas dos mo-
dulos 

Sm =PO + Pi p +PiPi + . ..+ pn-i pn~1 

S m = giP + Ç-iP8+ •.. +íft-ip"-1, 
resulta 

ou 

mod. 9 (a + z) < Sm 

mod. f(a + z)< S'm, 

R < S m e R ' < S „ 
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portanto será 

R = S m - S e R' =Sn-s'. 

Como o modulo da variavel é uma quantidade indeterminada 
podemos dispor de l l e convenientemente para que seja 

<»i,,Siaq-I &b T J U p i f c K p MF11 t m í n . )JÍ'M!Í) M U . ) 

Sm — s < S m • s, 

e então será necessariamente 

R < R' . 

Ora s—s' pôde ser uma quantidade positiva ou negativa; seja 
pois 

s-s' = ±s"; 

a desegualdade 
Sm S fn <c. s s 

desdobra-se portanto em duas 

Sm S m < + S , 

S — S' — s'" 

O U 

S — S' <R <T" 

S m Sltt > S , 

e corno s'1 é uma quantidade essencialmente positiva segue-se 
que estas desegualdades serão satisfeitas quando houver um valor 
de p que satisfaça ás inequações 

Sm — S m < O 

S m — Sm > o , 
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as quaes se reduzem a uma só 

Sm S m < 0 . 

í h i ; m e J - m p ^ -»í <>!iibo«i o h - n o k f i n e q 

Substituindo pois n'esia expressão os valores de Sm e S'm con-
clue-se que todo o valor de p, s = r que fôr raiz da inequação 

. t > [ ; . ' ! - I t o m I > { : : — — - I . b o m 

- ,) p«- l + (p«_2 - q»-i) P" - 2 + • • • + [Pi - 7i) f + po < o 

ou 

p»~l + p'n—i. P''-4 + .. . +p\ . p +P1
0 < O (m) 

sendo 

Pn-i-qnUi , P\-q\ , po 
pn- I = , p I = , p O = , 

Pn—\ — qn-Z pn-\ — qn-\ Pn-\ — qn-\ 

torna 

ou 

mod. 

R < R' 

<P (a + z) 

L Ãa + í j ] < 1 . '•i i 
KlQttioinuii 'ii.'.»!>• -!Ii']!. ..''Oj !Xiin- n '-.Iiq 1 n;ís «cj 

: v> ' t i • i. , •,'; l i l m m ó t ah 

Esta desegualdade (m) é pois a inequação dos módulos, e 
víí-se que se a equação pr posta é do grão n, a inequação mo-
dular é do grão n — I. 

Logo é sempre possível determinar n quantidades 

r 0 , ru r 2 , . . . r n _ j 

correspondentes às raizes 
íífifn 

«o, a\, a^ . . . «n_i-
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da equação binomia 

xn + A 0 = 0 

para valores do modulo de z que tornam 

^ ! ^ + f u ^ ¾ ¾ * + ! ^ , . 
LA «o + z ) J L A a » - i + z ) J 

Por consequência, verificando-se todas estas condições, cada 
uma das equações 

Aao = z) + 9 (ao + z) = 0 ' 

A a i + z) + 9 (ai + z) = 0 

A a 2 + z) + * (a á + z) = 0 («) 

Aan-I + z) + <P («n-1 +-) = 0/ 

tem, em virtude do theorema I, uma raiz única de modulo infe-
rior ao modulo respectivo de z. 

Estas equações dão pois n raizes pela applicação immediata 
da fórmula (£'), a saber : 

' 
2* J o L AAO + ro«6l)J 

2* J0 L Aa«-i+r"-ie U 

mas 

x = a„ + Zi 
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logo as fórmulas 

2T: J I, | /Ya2 + r2e6') | 

xn~\ = a M _i — . / Z 1 + 7 7 - r =K 
Jo L A a n _ , + r n _ie f l l J 

(nO 

exprimem a geração por iutegraes definidos das raizes da equação 
algébrica 

xn + A „ _ t x"—1 + . . . + A 1 Z + A 0 = O 

em funcçâo das raizes da equação binomia 

xn + A0 = O, 

e cujos modulos são respectivamente inferiores ás quantidades 

ro. H» • • • r « - t 

determinadas pela inequação modular para cada uma das raizes 
da sobredicta equação binomia. 

As fórmulas precedentes exprimem por integraes definidos 
todas as raizes de uma equação algébrica de qualquer gráo; por 
consequencia exprimem a ligação entre o problema proprio da 

i t 
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Álgebra, a resolução das equações, e um problema de Calculo 
Integral, consistindo na investigação das propriedades d 'uma 
classe de integraes definidos, comprehendidos na fórmula geral 

r f2V, F\ ça + re»')" 
FAR = F a - — . / ( / D B A . - ^ — — ~ 

2 *Jo VL f(a + re9t)_ 

.F'(a + re9i) .eeidQ 

A ligação entre estes dois problemas mostra claramente que 
todos os progressos ulteriores d'um concorrem para o desenvol-
vimento progressivo do outro. 

Applicando a cada uma das equações (») a fórmula (£) resulta 
o desenvolvimento em serie das raizes da proposta 

d ? - 1 

X1 = O1 + 2 1 

X i = a j + 2 1 

J z I ) ! 
r{p + 1) ' ^a1P-1 

dp-1 

<P«I y 
f a j _ 

A t « 8 / ±-J_l 
rCp + i ) " 

Xn = a„ + S 
( - l ) P 

dp-1 
L V / « » 

r ( p + l ) ' da,> P-I 

Estas fórmulas constituem um methodo geral para a resolução 
numérica das equações de todos os gráos. 

THEOREMA III. A fórma geral das raizes de uma equação al-
gébrica 

« » + A n _ j x " - 1 + . . . + A 1 X + Ao = O 
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1 
X = 

n ^O + pw + oco4 V^8 + . . . + 

onde 

&!> 3̂» • • •» ~n—1 

são as raizes d'uma equação do grão n — 1 

+ Rn_2 e - 2 + . . . R l^ + Ro = 0 , 

cujos coeficientes são funcçôes racionaes dos integraes definidos 
que exprimem as raizes da proposta. 

A equação 

xn + A a _ i xn—* + . . . + A1X + Ao = 0 

reduz-se á fórma da equação (p) 

0 = fx + X\f\X + XifiX + . .. + xmfmx, 

pondo 

f x = xn + Ao 

Xn = An e fnx = xn, 
o que dá 

fx + A\f\x + AifiX + . .. + A n _ i fn—i x = 0. 

O desenvolvimento em serie das raizes d esta equação em 
funcção das raizes da equação 

f x = x n + Ao = Q 
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ser/i pois dado pela fórmula (/»'), a saber : 

x = a + 
A 1 P ' . A 4 P 2 . . . An—\p"-i 

x 

. *rCpi + i).r(jpa+i) . . . r b „ _ i + i) 

( / P - 1 [(A)P< . ( O I ) P * . . . ( A N - 1 ) P » " ' X ( N A " - 1 ) - P ] | 

I a P z r i j 

ou 

onde 

1 \ P A 1 P ' . A 2 P I . A 3 P * . . . A N - I * - ' 

n) ' r (p i - i - i ) . r>í+i ) . r> 3 +i) . . . r(i>«-i + i) 

P=Pl+Pi + P3+ • • • +Pn 

q = m — (n — 1) p 

m = p i + I p i + 3 p g + . . . + ( n - l ) p « _ i . 

Ora a quantidade a designa uma raiz qualquer da equação 

xn ± A0 = O, 

onde suppomos explicito o signal do ultimo termo da equação 
proposta; por consequência será 

e 

P=P\+Pi+P2+ • • • +Pn 

q =Pl+Pi+P3+ . . . + ( n - l ) p « - t - ( n - l ) / > 

OU 
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O U 

a = apw, 

sendo a o valor arithmetico do radical / A o e pto uma raiz da 
equação 

p"- ± 1 = 0 . 

As raizes da equação binomia 

xn ± A0 = 0 

que devemos substituir a a na fórmula (v) para obter o desen-
volvimento em serie de todas as raizes da proposta são pois 

a o = ^fO. Al = a Pl . <*i = «p2> • • •> «n—1 = a Pn-I -

Ora 

dP-l (a?) dV-\(a1) 
—- = —— . pw"? P+1 

mas 
q = m — (n — 1) p, 

por consequencia 

í/P—1 (a«) dP~x (ai) 

pois que 
pw"P = zp 1 ; 

logo a fórmula (v) transforma-se em 

- = (,') 

onde pw designa uma raiz da unidade positiva ou negativa, se-
gundo o ultimo termo da proposta é negativo ou positivo, 
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As raizes da unidade reproduzem-se periodicamente, e em 
virtude d'esta propriedade característica o desenvolvimento da 
fórmula (v1) toma uma fórma muito notável. 

Assim para todos os valores de m que satisfazem á equação 

m + 1 = kn + r , 

onde k é um inteiro positivo qualquer e r o resto da divisão de 
m + 1 pelo gráo da equação, temos 

mas 

portanto 

logo 

onde 

Pondo 

ow"»+1 =^bi n k . pwr, 

pw"= :+ : 1, 

ptó"» M = rp Pdor; 

, l dV~* (a?) 

P = Pl +Pi+P3+ • • • +Pn 

q = m — (n— 1 )p 

m + 1 =- r (mod. = «). 

Tp = Otar . F (p) r 

d P " 1 (txQ) 

e substituindo em («"), resulta 

OJ = «ptt) + JiTp 
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Ora para um dado valor de p resultam para m um certo nu-
mero de valores que devem satisfazer á equação de congruência 

m + I s r (mod. = n); 

mas os valores do residuo r são 

r = 0, 1, 2, 3 ( n - 1 ) , 

por consequência os valores de m, correspondentes a um dado 
valor de p, devem ser raizes das congruências 

m + 1 (mod. = n) 

m + 1 = 1 (mod. = n) 

»1 + 1 = 2 (mod. = n) 

m + 1 -=- TI — 1 (mod. = n); 

logo a expressão do termo geral Jp será 

T p = 2 K F (p)p 

ou 

Tp = F(p)o + p - F ( ? ) , + P w 4 F ( ^ ) 2 + . . . + f w » - i F ( / > ) n _ i ; 

por consequência, substituindo em («'"), resulta 

x - *pn + 2FQ»)o4 pw2F(p), + fw42F(p)t + .. . 

+ P w n - ^ F l V j f l - J , 
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A expressão geral do desenvolvimento em serie das raizes de 
lima equação algébrica de qualquer gráo é pois 

onde 

x = X0 + PwX1 + PW2X2 -1- .. . + p X „ _ j 

x v - i p ^ - 1 M 
X f t = 2 J p ' " S S = T 

(to) 

V + V Í P 

X 2 = 2 ) P p - ^ 7 p - ; 

sendo 

P p = ( ) • 

X 1 - y i p dpZ1Ml - V n - I - 2 , j f P . ^ p - , j 

1 \P AjP1 . A2?« . AjjP3 . . . A b - J P -

«/ r(pi+i).r(pí+i).r(p3+i)... r(pn-,+i) 

P=P1+P2+P3+ • • • +Pn 

q = m — (n—i) p 

M = P I + ' I P I + 3 / ) ; I + . . . 4 - ( W — L ) / ) N _ J . 

Para obter o desenvolvimento das funcçôes 

NO' Xj» X3, , , , , X n - J 
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devemos combinar respect ivamente a equação 

P=*P\+PÍ+P3+ +Pn 

com cada uma das equações de congruência 

m + l = 0 (mod. = n ) 

m + 1 = 1 (mod. =» n) 

m + 1 = n — 1 (mod, - n ) : 

logo a forma geral das raizes de uma equação algébrica 

Xn-sT A „ _ 1 X N - 1 + . . . + A I X ± A 0 = O 

ó 

x = Xo + P w ^ i + P W 4 X 2 + . . . + p w n — 1 X n - I 

onde 

x = N W _ l _ y _ A 1 P ' . A 2 P - - . A 3 P 3 . . . A N - ! ? ' ' - * 

HJ r(í>i + i).r(p2+i) ... r(/>n-t + i) 

dv~* (a«)| 
x 

d a P - 1 
/ («) 

P = Pi +Pl +Px+ • • • +Pn-X 

q = m — (n — i) p 

\+P\ + 2 p i + Sps + + (»—1) pn-1 = r (mod. = n) 
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por consequência 

X0 = X 0 + po X 1 + po 2 X 2 + . . . + p o " " 1 X n _ i j 

X 1 = X 0 + P1 X1 + ^ 2 X 2 + . . . + P 1 " - 1 X n _ J 

X2 = X0 + P2 Xj + s S * X2 + . . . + p 2 «- l Xn—íj . . . (te') 
* 

x n — 1 = X o + pn—1X 1 + p n _ r X 2 + . . . + P n - I n - 1 X n - I / 

são as raizes da proposta em funcção dos coeficientes e das 
raizes da unidade por meio das funcções X r . 

As funcções Xr definidas pela fórmula (to) em funcção dos 
coeíBcientes gosam de propriedades notáveis. Assim, multipli-
cando as expressões precedentes (to') por 

PO, Pi, p2 P n - 1 , 

po 2 , P i 2 , p 4
2 , . . . , P 4 " - 1 , 

POn"1, I n - 1 , p2n ', • • P i l - I n - 1 , 

e sommando vem 

Xn—1 = (xopo + # | ?1 + a - 4 p 2 + . . . + X f l - I P«—l) 

Xn-2 = — (xo Po2 + # i p r + X4 p4
2 + . . . + X „ _ i p 2 „ _ l ) 

H 

X 1 = ( x o p , , " - 1 + X i p i " - 1 + X 4 f 4 " - 1 + . . . + x „ _ | P n - I n - 1 ) 

1 
Xo = + « I + *¾ +• . . + X , t _ i ) 
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por ser 

Pom + Plm + Paffl + • • • + Pn-Im = 0, 
quando 

m < n 

e 

pon + pin + pan + • • • + pft- i" = n. 

Ora, sendo p» uma raiz qualquer da unidade, temos 

pM = cos . + sen . ic^ . V7 — 1 

O U 

mas 

= ( c o s ( ^ . * ) + s e n . V - I 

por consequência 
„ m o <•> • 

P<o — Pm » 

logo a expressão geral das funeçòes X, 

1 
X»_w = — (a-o Pow + i r Ip i w + «ípa* + • • - + ^ » - 1 p—t*) 

transforma-se em 

X t t-U = - (a-,1 + OCi p(„ + X t f J i + .. , + a-, t_i p , / - ' ) ; 
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logo, pondo 

resulta immediatamente e à priori a funcção resolvente de L a -
grange 

t = X0 + X1 ou + X2 p » * + . . . + X „ _ ! p t , " - ' 

ou 

I = .To + CX1 + P4X2 + . .. + pn—1 x „ _ i 

onde p designa uma raiz da unidade. 
As funeçôes X r acham-se pois ligadas com a funcção resol-

vente, e possuem portanto as mesmas propriedades. 
A funcção resolvente de Lagrange gosa de propriedades muito 

importantes na theoria geral das equações, e principalmente na 
theoria das er/tiações abelianas; e, como estas propriedades estão 
já bem estudadas e definidas, podemos deduzir muito facilmente 
as das funcções X r . 

Assim, a funcção resolvente toma n valores distinctos pela 
substituição das raizes da equação 

p » - 1 = 0 . 

por consequência a funcção Xn_«, toma também n valores dis-
tinctos por essa substituição, como devia ser. 

A funcção resolvente depende pois de uma equação do grão 

1 . 2 . 3 . . . n, 

a qual, como é sabido, se abaixo ao gráo 

1 . 2 . 3 . . . ( » - l ) , 

pondo 

por consequência resulta 

V ."/ y IlAn—w"= V C' 
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mas, substituindo na funcção 

? = (aro + ( X 1 + p 8 a : 2 + . . . + p " - 1 X n - ! ) " 

p pelas raizes da equação 

' " - 1 ^ o 
P - I 

resultam para £ os n — 1 valores distinctos 

& Í3> • • •» 1> 
logo 

O U 

1 nf 
X n - M = / 

X 1 = - I ^ 1 , X 2 = - ^ 2 , X 3 = 
n n 

X n - ! = V^n-I-

Logo a fórma geral das raizes de uma equação algébrica de 
qualquer gráo é 

1 
x = — » ^O 4- pco VvV1 + pco8 Z i 2 + . . . + c c o » - ' 

como immediatamente se deduz, substituindo na fórmula acima 
demonstrada 

x = Xo + PtoX1 + PWiX2 + . . . + 1X*-!, 

as expressões precedentes das funcçôes X r , e pondo 

^ j = - A n - J . 
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Lagrange demonstrou que as quantidades 

i\> ¢2. £3. • • •> In—1 

eram raizes de uma equação de gráo n — 1, denominada equação 
reduzida 

C"-1 + Kn-i + • • • + Rl í + Ro = 0 (r) 

cujos coefficientes se exprimem em funcçâo dos coefficientes da 
proposta por meio de uma equação do gráo 

1 . 2 . 3 . . . ( « - 2 ) ; 

logo as funcções Xr são raizes do gráo n das raizes da equação 
reduzida 

ou 

onde 

x — L f ô - a n — u — v q i n 

_ 1 V\— X)- = v n̂—.{ T 
n 

r - 1 , 2 , 3 , (n— 1) 

Logo as raizes da equação reduzida exprimem-se em funcçâo 
dos coefficientes da proposta pelas fórmulas 

= («X r)n 

x _ ^ j / LV V • V 2 • • • a„_ip»=-< 
n / r ( p i + i ) . r ( í > 8 + i ) . . . r ( ? « - i + i ) 

d P - 1 (aí) 
x — r 
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onde 

P = P\ + Pi + PZ + • • • + Pn-\ 

q = m — (n — 1 )p 

1 +^1 + ^pi + 3^3 + . . . + (n — 1 )pn-\ = r (mod. = n). 

Conhecidas assim as raizes da rednzida podemos determinar 
a somma das suas potencias similhantes, e pelas fórmulas de 
Newton calcular depois os coefficientes da reduzida em funcção 
dos coefficientes da proposta. 

Os coefficientes da equação reduzida podem calcular-se muito 
mais simplesmente. 

Com effeito, as raizes da equação reduzida 

Zu • • • £»1—1 

exprimem-se em funcção das raizes 

Xo, X j , # 2 , x ^ • • • x n — \ 

pela fórmula 

I= (x0 + P«1 + p2^2 + • • • + P n - 1 X l i - I )* , 

onde p é dado pela equação 

P 

desenvolvendo pois esta expressão e attendendo á periodicidade 
das raizes da unidade, a fórma geral das raizes da equação r e -
duzida em funcção das raizes da equação proposta será 

= X'o + p X ' j + ç8 X's + . . . + p n~ 1 X ' n l - , 

- 1 
= 0 ; 
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onde X' r são funcçôes racionaes e inteiras das raizes 

Xo, X 1 , X i , X f t , . . . . X 1 1 - I ; 

mas estas raizes expr imem-se em funcção dos coefficientes da 
proposta por meio dos in tegraes definidos (n); logo, calculando 
as sommas das potencias similhantes das raizes 

de te rminam-se pelas fórmulas de Newton os coefficientes da e q u a -
ção reduzida em funcção dos coefficientes da proposta por meio 
de in tegraes definidos. 

A fórma geral das raizes de uma equação algébrica de qua l -
quer g ráo 

ÍU íl> $3» • • • 1» 

xn + A „ _ i í c n — 1 + .. . + A1X + A0 = o 

é pois 

X = i - ^ o + P V ^ 1 + P a • & + . . . + P " - 1 X = 
n 

1 

s — 1 + R n - ! S n - 2 + . . . + R1X + R 0 - 0 . 

Es t e notável theorema , demonstrado por Lagrange em 1 7 7 1 , 
foi a or igem da theoria das equações abelianas. 
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SOBRE UM PROBLEMA DE ALGEBRA E L E M E N T A R 

F O B 

J . C . 0 ' N E I L D E M E D E I R O S 

i 

Deduzir o desenvolvimento de xmJtx~m expresso em 

z = xx + a^1. 

Esta relação entre x e z dá 

- = T - V ^ 

ou inversamente, isto é, 

- = W ^ i -

12 
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e, fazendo por simplicidade 

(<*) Y = 1' 

x * = < + Z i 4 - I 

x - > = < - Z i 4 - I 

ou inversamente. ' 
Assim, pois, designando em geral por 

a + ò 

2 ! m I 
a 

a soinma das determinações individuaes successivas de /"(«), cor-
respondentes respectivamente aos valores inteiros e positivos de 

i = a, É L + 1 , A + 2 , . . . ( A + 6 ) , 

te remos, na supposição de ser m um numero inteiro, 

m 
xm = (í + yj tt _ l )m = £ j ( + 1 )< [mCí] í™"4 ( V 7 I 4 - I ) i I 

O 

m 
ar-»' = (í - v7*"™l)« = 2 j ( • - 1 )' [mCi] I m -* (v ' > - l ) { j 

o 

ou inversamente; mas, quer se tomem os valores de x"1 e x— 

taes como estão escriptos, quer se at tr ibua a xm o de x~m e 
reciprocamente, a sua somma é sempre a mesma. 

Ora, como n'estes valores s3o eguaes e de signaes contrários 
todos os termos, que correspondem a i impar, isto é, todos os 
termos d'ordem par, sendo os restantes idênticos, claro está que 
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(lo.dobro d'estes últimos precisamente deverá constar a sorr.ma 
dos mesmos valores. Podemos por conseguinte representar esta 
somma como se segue 

I l r o 

2 m—1 
xm + x~m = 2x 2 j [ m C 2 í ] í m - 4 i ( I 4 - I ) ' 

onde se quer exprimir pela ambiguidade do limite superior 

1 a c o n s ' ^ e r a ^ ° c^os c a s o s respectivos de ser m par ou 

impar; de maneira que deverá ser — m no primeiro caso e 
1 
— (m— 1) no segundo. E como pela notação adoptada é 

a=0 

a expressão precedente transforma-se em 

- S m í 2 j m—1 j »=i 
xm + x—'n = 2 V [mC2í] < » - « . 2 K- 1)* ['Ca] í 2 ' - - 3 

0 ( *=0 

ou 

Ijro I 
2 jro—Ij «==i 

+ 2 J [ m C 2 t ] . 2 . S {(— 1 )*[t'Ca] (•»—2ij 
o ( *=o 

ou, finalmente, attendendo a (d) • 

I i m 

2 m—l \ 

a=0< 

Zm- 2* ) 2* ) 

2>n— -2* | 
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Tal é pois a fórmula que dá xm + x~m expresso em 

Z = X 1 + x~ 

Para se obter este desenvolvimento, ordenado segundo as po-
tencias decrescentes de z, dar-se-hSo successivamente a a os 

m m — l , , 
•valores 0, 1, 2, 3, . . . — ou — - — (conforme Ior m par ou ím-

. . . , , • . M w i 
par) , e tomar-se-ha i respectivamente desde i = a até < = — | ^ 

(na mesma conformidade de ser m par ou impar); de maneira 
q u e , designando por 

< S » _ J ^ * 
2m-2* 

«) coefficiente d um termo d'ordem qualquer a + 1, será 

± ( m 

2 jm—1 
(Hjt) Ka = (— l ) a 2 j2 . [''Ca] . [mC2í] | . 

o 

Ora a construcção d'este valor, e por conseguinte do valor de 
A* é na verdade assás complicada; mas é muito de presumir 
que se torne mais simples fazendo-o depender do valor prece-
dente K » _ i , visto ser 

I S m 

2 jm—1 
K 0 = 2 12 . [mC2/] | = 2 ' " , 

o 

« portanto, [(^a)] 

í?o) A0 = I . 
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Para o conseguir notaremos primeiro que, sendo, como se 
sabe, 

2 [iC«] =» — [(i— 1) C (a — 1)] 

[»MC2Í] = ~ [ ( M — I) C ( 2 i — 1 ) ] 

será 
VYi 

2 [»C«]. [mC2t] = — [(»-1) C (a - 1)]. [ ( m - 1) C (2i - ! ) ] , 

e portanto, [(««)] 

X(m 
2 jm—1 

(»'.) K ,=(—!)"— 2 | [ ( i - l ) C ( a - l ) ] . [ ( m - l ) C ( 2 / - l ) ] | . 

Mudando * em a — 1 , tanto em (nx) como em (n'«), obter-se-ha 

I l m 
2 |m—1 

Ka-I = I - I ) 8 - 1 2 j2 [tC («—!)] • [mC2i]| 
o 

I i m 

2 (m—1 
^ - , = ( - 1 ) ' - « - - 2 j [ ( i - l )C(a-2) ] . [ (m- í )C(2 / - í ) ] j . 

" * . , 

Sendo agora, como também é sabido, 

m — 2t + 1 
[jnC2«] = [ « C ( * - ! ) ] -

[mC (2/ - 1] - [mC (2i - 1)], 
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será 

2 [»C(« - 1)] • [mC2t] = [ÍC (a - 1)] . [mC (2i - 1)] 

— 2 [tC (a — 1 ) ] . [mC (2í — 1)] 

: [i-1)C(a—2)]. [ m C ( 2 í - 1 ) ] - 2 ( t C ( a - \)]. [mC(2Í-1)] 
Gt — 1 

que pela substituição de 

[ i C ( a - i ) ] = [ ( i - 1 ) C ( « - 1)] + [ ( » - 1 ) C ( « - 2 ) ] 

se transforma em 

m Oa-I-Q 
2 [ í C ( a — 1 ) ] . [mC2i] = [(•—1) C (« —2 ) ] . [ m C ( 2 í - 1 ) ] 

a — 1 

— 2 [ ( i — l ) C ( a — 1)] . [mC ( 2 / - 1 ) ] 

ou, finalmente, mudando m em m— 1 

2 [ i C ( « - 1 ) ] . [(m—1) C2i] = - ^ f - [ ( ' • - 1 ) C ( « - 2 ) ] 

x [ ( m — l ) C ( 2 i — 1 ) ] - 2 [ ( « - 1 ) C ( a — I ) ] . [ ( m - 1 ) 0 ( 2 / - 1 ) ] . 

Se tomarmos o sommatorio d'ambos os membros d'esta equa-
1 171 

cão, desde i = a —1 até í =— á , e multiplicarmos por 
2 m—1 

(_!)«—1 = _ ( _ ! ) » , obteremos (attendendo a ( n a _ i ) , (n ' x _i ) , 
(n'«), e representando por 

m 
(Kx-l)m_, 
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aquillo em que se torna K a - 1 pela mudança de m em m — l ) , 
obteremos, repito, o resultado seguinte 

o s ni)! : . • i : . , ,,, „ 

m m — 2a + 2 2 a 
( K ^ 1 U 1 = — K « _ i + — K a , m m 

d'onde se deduz 
m 

_ - K a _ 1 ( m - 2 a + 2) + m ( K a _ 1 ) m _ , 
K x = _ 

e finalmente [(qa) e (</a—i)] 

. - 2Ag—i ( t o - 2 « + 2) + to(Aat-Qw., 
Vv*) • • • • A a = . 

Por meio d 'este svmbolo geral , ficando subintendido o valor 
inicial (<70), se acham successivamente 

— 2m + m m 
A1 = — y — T 

+ 2 m ( m — 2 ) — m ( m — 1 ) m ( m —3) 
A 2 = _ = + T : 2 " " 

— 2 M ( T O — 3 ) ( M — 4 ) + M ( M — 1 ) ( T O — 4 ) M ( M — 4 ) ( M — 5 ) 

= ~ 1 . 2 . 3 " = ~ t I . 2 . 3 

+ 2 m [m — 4) (to — 5) (m — 6) — m (m — í ) (m — 5) (m — 6) 
A 4 = - 1 . 2 . 3 . 4 ' 

m (m — 5) (m — 6) (to — 7) 
= 1 . 2 . 3 7 4 

e assim por deante . 
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Observa-se porém que cada uma d'estas determinações indivi-
duaes se obtém sem dependencia da precedente, dando a a os 

„ 1 Im 
valores 1 , 2 , 3 , . . . —{ . , na expressão 

2 ( m — 1 

„ m(m — a— 1) (m — a — 2) . . . (m — 2 * + 1) A f 1 Ll í - -
l j 1 . 2 . 3 . . . « • ' 

que ficará completamente generalisada, se se demonstrar que, 
sendo verdadeira para a , também é verdadeira para « + 1 . Ora , 
segundo a fórmula (Qa), temos 

_ - ( - l ) « . 2 m ( m - a - l ) . . . ( m - 2 a + l ) 
a + 1 1 . 2 . 3 . . . a ( a + l ) 

(— l ) « m ( m — l ) (m — « — 2) . . . (m — 2a) _ 

1 . 2 . 3 . . . a ( « + l ) 

( m - a - 2 ) ( m - a - 3 ) . . . ( m - 2 a ) ( 2 m - 2 a - 2 - m + 1 ) _ 

= ( - 1 ) * 1 . 2 . 3 . . . ( a + 1 ) ~ 

_ , , m [ m - ( a + l ) - l ] [ m - ( a + l ) - 2 l . . . [ m - 2 ( « + l ) + l ] 
1 j 1 . 2 . 3 . . . ( a + 1 ) 

expressão que se fórma como a precedente, pois não é mais do 
que esta mesma depois da mudança de a em a + 1. 

D'esta observação resulta t ransformar-se definitivamente a 
fórmula (s) n 'est 'outra 

JUro 
2 t r Y « m ( m - a - l ) ( m - a - 2 ) . . . ( m - 2 a + l ) 

2 j H ) a - 1 . 2 . 3 . . . a
 l z m ~ 

que já não offerece difficuldade alguma de construcção. 
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BIBLiOGRAPHIA 

M. da Terra Pereira Vianna. — Influencia das cargas em movi-
mento sobre as vigas rectas. — Lisboa, 1882. 

A doutrina de que se occupa o sr. Terra Vianna no seu opus-
culo é importante pela applicação que tem na construcção das 
pontes metalicas. 

No primeiro capitulo vem o estudo das vibrações das vigas 
rectas, suppondo a sobrecarga concentrada n u m ponto, tanto 
para o caso da viga estar appoiada em dous pontos, como para 
o caso de estar encastrada. O problema, n'estas condições, foi 
resolvido pelo sr. Phillips. O sr. Terra Vianna emprega o m e -
thodo d'este engenheiro, sem despresar, como elle fez, a inércia 
de toda a carga permanente e a inércia proveniente das rotações 
em sentidos alternadamente oppostos das secções normaes da 
\ iga . No caso da wga encastrada as rotações das secções nor -
maes tem uma influencia importante, pois que mostra o sr. Te r ra 
Vianna que é da ordem dos termos que o sr. Philipps conservou na 
solução. Os cálculos do sr. Terra Vianna differem dos do sr. Phi l -
lips porque aquelle rectifica um erro d 'este engenheiro, erro que 
não introduziu differença no resultado final, mas complicou o cal-
culo e obrigou a despresos de termos que influíam na ordem da 
approximação escolhida. 

No capitulo segundo do seu opusculo tracta o sr. Terra Vianna 
da vibração das vigas quando a sobrecarga está uniformemente 
distribuída, no caso de a viga estar simplesmente apoiada, no 
caso de estar encastrada, e no caso de estar apoiada n u m a 
extremidade e encastrada na outra . O primeiro caso tinha já sido 
tractado pelo sr. Renaudot, despresando a inércia devida ás os-
cillações das secções transversaes e a força da inércia centrífuga 
composta da sobrecarga. O sr. Terra Vianna no seu estudo não 
faz estes despresos, e o seu calculo é mais simples do que o do 
sr. Renaudot, porque este engenheiro commetteu o mesmo erro 
que o sr. Phillips. 



1 8 6 JORINAL DE SCIENCIAS 

Por esta rapida noticia se vê quanto interesse offerece o livro 
do nosso illustre engenheiro. 

Accrescentaremos ainda que este livro foi esrripto para o con-
curso a uma cadeira da eschola polyteclmica do Porto, onde o 
auctor é actualmente professor. 

JIermite (Ch.). — Cours professe u la Faculte Jes Sciences de Paris 
pendant Ie 2.e semestre de 1881 à 1882. Redige par M. An-
doyer.— Librairie A. Hermann, 1882. 

O sr. Andoyer fez um grande serviço á sciencia colligindo as 
ãabias prelecções feitas pelo sr. I Iermite na Faculdade das Scien-
•cias de Paris. Aquelles que não tiveram a felicidade de ouvir este 
g rande mathematico, poderão pela leitura d'esta obra fazer idéa 
da altura do ensino do illustre professor n'aquelle estabeleci-
mento de instrucção. 

Para vêr o cuidado que o sr. IIermite teve em pôr os seus 
ouvintes ao corrente das ultimas descobertas feitas na sciencia, 
vamos dar uma noticia rapida dos assumptos de que elle se oc-
c u p a . 

As primeiras cinco lições são destinadas á applicação do cal-
culo integral á rectificação das curvas, à quadratura das áreas 
planas e á determinação das áreas e volumes dos corpos, questão 
de que elle já t ractára no seu Curso d'Analyse. 

Passa em seguida á doutrina das funeçòes de variáveis imagi-
narias. A lição 6." é destinada aos primeiros princípios d'esta 
doutrina. Ahi tracta da representação geometrica das funeçòes 
de variaveis imaginarias e das consequências d'esta representação. 

Passa depois (lição 7.") á definição de integral definido, que 
ex tende primeiro ás funeçòes imaginarias e depois ás funeções 
de variaveis imaginarias. Dá alguns theoremas, devidos ao sr. 
Darboux, sobre os integraes definidos das funeções imaginarias, 
e applica esses theoremas para extender ás funeções imaginarias 
o theorema de Taylor. 

Vem em seguida (lição 8.") a theoria, devida a Cauchy, dos 
integraes definidos quando os limites são imaginarios, que elle 
«xpõe seguindo o caminho aberto por Riemann. 

Na lição 9.* faz applicação da importante fórmula de Cauchy, 
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que dá as funcçôes expressas debaixo da forma de integraes cur-
vilíneos, á dedueçâo da fórmula de Taylor no caso das vuriaveis 
imaginarias. 

Nas lições seguintes (10. a , 11." e 12.*') expõe as admiraveis 
descobertas feitas n'estes últimos tempos pelos srs. Weiers t rass 
e Mittag-Leffler sobre a theoria difficil das funcçôes uniformes. 
Vem primeiro a decomposição em factores primários das funcçôes 
holomorphas, decomposição deuda ao sr. Weiers t rass . Em se-
guida vem a expressão analvtica de uma funcçâo uniforme tendo 
pólos e pontos essenciaes em numero qualquer, finito ou infinito. 

Passa depois ao integra! euleriano de segunda especie, que 
considera como uma funcçâo analytica, e ao qual applica os prin-
cípios anteriormente estudados (lições 13.°, 11." e 15."). 

Na lição 15." mostra que a noção de linhas de descontinuidadt 
(coupures), a que Iliemann chegou pela consideração dos integraes 
tomados entre limites imaginarios, apparece naturalmente logo 
no principio do Calculo integral pela consideração de integraes 
definidos das funcçôes racionaes. 

Na lição 1 0 / applica a noção das linhas de descontinuidade 
á determinação de alguns integraes definidos, os quaes acha t am-
bém pela applicação do theorema de Cauchv relativo ao integral 
de uma funcçâo aniforme tomado ao longo de um contôrno fe-
chado. 

Na lição 17.a mostra a existencia, reconhecida pelo sr. W e i e r s -
trass, de linhas de descontinuidade nas funcçôes, e de espaços 
lacunares. N e s t a mesma lição e na seguinte tracta da resolução 
da equação G(z) = 0, onde o primeiro membro ó uma funcçâo 
holomorpha da incógnita. Apresenta a doutrina de Cauchy re la -
tiva á separação das raizes, e a expressão d'estas por meio de 
integraes definidos. Depois vem a serie de Lagrange demonstrada 
pelo caminho seguido pelo sr. Ilouché, e a sua applicação ao 
problema de Ivepler. A proposito d'este problema \êm por inci-
dente os polynomios de Legendre. 

Passa em seguida aos theoremas de Eisenstein e de Tcheb i t -
cheff, que dão condições a que devem satisfazer as series que 
satisfazem a uma equação algébrica, e as series que resultam de 
funcçôes compostas de funcçôes algébricas, logarithmicas e e spo -
nenciaes. 

Segue-se o estudo das funcçôes multiformes, provenientes da 
integração das funcçôes uniformes e multiformes. 
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As ultimas lições são consagradas ao estudo das funcçôes elli-
pticas, e estas são tanto mais interessantes que o sr. Hermi te 
í em sido um dos que tem concorrido efficazmente para a consti-
tuição d'esta doutrina importante e difficil. 

/ / . Brocará. — Etude d'un nouveau cercle du plan du triangle. 

Se n'um triangulo ABC tomarmos dous pontos O e O ' deferi-
dos pelas igualdades 

OBA = OCB = OAC, 

0 ' A B = 0 B C = 0 ' C A ; 

e se t irarmos depois as linhas que os unem aos vertices do t r ian-
gulo, estas rectas, cortando-se, determinam tres novos pontos. 
Es tes tres pontos, os pontos O e O', o centro do circulo c i rcum-
scripto a ABC e o centro das medianas anti-parallelas são sete 
pontos do mesmo circulo. 

O sr. Brocard estuda as propriedades d'este circulo n 'este in-
teressante trabalho, que foi publicado nas Actas da Associação 
franceza para o progresso das sciencias (Congresso d'Argel). 

F. Frenel. — Recueil d exercices sur Ie Calcul infinitesimal. — 4"" 
édition. — Paris, 188%. 

A primeira parte d'esta obra traz trezentos e trinta e seis exer -
cícios, relativos ao Calculo differencial e suas applicaçôes analy-
ticas e geometricas. A segunda parte consta de seiscentos e trinta 
e quatro exercícios relativos ao Calculo integral. A terceira parte 
consta de cincoenta e um exercícios relativos a questões que per -
tencem indifferentemente aos dous ramos da Analyse. 

A maior par te dos exercícios que o sr. Frenet escolheu são 
relativos a fórmulas ou theoremas que tem importancia na Ana -
lyse, de modo que quem fizer estes exercícios, ao mesmo tempo 
que se desenvolve nos princípios do Calculo infinitesimal, que tem 
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de applicar, fica com uma collecção preciosa de resultados im-
portantes . 

Muitos dos exercícios são relativos a questões celebres na his-
toria das sciencias mathematicas, e n 'este caso o sr. F rene t tem 
sempre o cuidado de dar indicações a este respeito. 

Por esta circumstancia, e pela elegancia da maior par te das 
soluções, torna-se nmito recommendavel o livro do sr. Frenet . 

P. Mansion.—Inlroduclion à la théorie des déterminants. — Gand, 
ISS 2 (Te édition). 

O fim do sr. P. Mansion n'este livro, escripto para uso dos 
Institutos de instrucção secundaria, é preparar os alumnos para 
comprehenderem a theoria geral dos determinantes pelo estudo 
anterior de alguns casos particulares. Para isso expõe com toda 
a clareza a doutrina relativa aos determinantes de duas e de tres 
columnas. O objecto de cada capitulo é o seguinte: 

Capitulo I. Definições e propriedades. 
Capitulo II. Calculo dos determinantes . 
Capitulo III. Applicações. 
No capitulo das applicações tracta da eliminação entre equa-

ções do primeiro gráo a duas e tres incógnitas, e entre algumas 
equações de gráo superior. 

G. T . 
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SOLUÇÃO DA QUESTÃO PROPOSTA N.° 21 

Achar as soluções inteiras da equação x"T = y* sem recorrer aos 
logarilhmos. 

Ha primeiro um numero infinito de soluções correspondentes 
á egualdade x = y. 

Para as outras, representemos por m um coefficiente arbi t rá-
rio, differente da unidade, e façamos 

ou, pela extracção da raiz do grau y nos dois membros 

x = my, 

o que dá 
y»n = m l . yf , 

d'onde 
ml = y(«»-m, 

m = ym—i 

d'onde também 

por consequência 

x = m 

Como a equação dada deve ser resolvida em números inteiros, 
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achamos facilmente, pelos differentes valores que arbitramos a m, 
as seguintes soluções únicas que resolvem a questão proposta: 

m = 2 

x = 4 

y = 2 . 
MARTINS DA SILVA. 

QUESTÕES PROPOSTAS N.'s 22, 23, 24 

N.0 22 . Provar syntheticamente que as superfícies empenadas, 
geradas por uma recta que se move apoiando-se sobre tres dire-
ctrizes rectilíneas, são de segunda ordem; e deduzir as proprie-
dades principaes d'estas superfícies, especialmente sob o ponto 
de vista d'este modo de geração. 

A. SCHIAPPA MONTEIRO. 

N.0 2 3 . Sommar a serie 

QC 9 i x 

^e&.x + l' 

G. T . 

N.0 24 . Provar que ha um numero infinito de modos de des-
envolver uma fracção simplesmente periódica em uma serie da 
forma 

a 10 -» + ma 10~ 2 6 + m s a 10~ 3 6 + m3a 1 0 ~ i 6 + . . . 

BIRGER HANSTED. 
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