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SUR UN THEOREME RELATIF A LA THEORIE DES FONCTIONS
ELLIPTIQUES

(Extrait d'une lettre adressée & F. Gomes Teixeira)

FPAR

M. LEncu

(& Prague)

Je prends la liberté de vous communiquer une démonsiration
d'une propriété de la fonction elliptique

o0
O)= 3 %,
=

oit le coefficient de ¢ dans la quantité complexe = est supposé
positif.

Dans les Monatsberichte de Berlin de 1880 Mr. Weierstrass
dil que cetle fonclion nexiste que pour les valeurs de © dont la
parlie imaginaire est positive, ¢’est-i-dire pour lesquelles le mo-
dule de la quantité g ==t est infériear a I'unité.

Il en a donné une démonstration dans son excellent livre
Abhandlungen aus der functionenlehre (1886). Dans le tome cité
des Monatsberichte se trouve aussi un article de Mr. Kronecker
(Ueber den vierten Gauss’schen Beweis etc.) contenant un grand
nombre des remarques méthodiques relatives & la théorie des
lonctions elliptiques. L'étude de ce mémoire m'a inspiré une autre
démonstration de la dicte propriété de la fonction © (<) que jai
fulile avant la lecture du livre cité de Mr. Weierstrass et qui est
bien differente de celle qui a été donné par I'éminent géométre
de Berlin,

*




JORNAL DE SCIENCIAS

Soit a une quantité réelle positive et prenons

2
1-——ﬁ+nf. a>()
n

m, n étant deux nombres enliers; nous aurons évidemment

2m : E inl_lgi X
O| —Fa)= ¥ en =y
n | J—

posant alors

v=r+upn, (r=0,1,...,0n—1)

il vient

I RO o o™ S .
l:l} (:j (--—--+ai — 2 e n 2' ?——lﬂlr—ti--yﬂr_

n r==>0 =00

Il s’agit ici de la maniére dont se comporte la fonction

2m !
o ( . 98 ,)
n

peur les valeurs infiniment pclilrs de a, ce |.||ri sera connu quam]
on reconnaitra le caractére correspondant de la série

e—aw(r4pn)E
C'est pourquoi je me borne & I'étude des séries
0 7
S'r': ¥ P—-a.:l_r-|—;.m}f' S'frﬂ ¢ p—ak (—rfun)?

=l p=1

dont la somme est évidemment égale i S,.
La fonclion e—2%(r+)* de la variable réelle z décroissant qllﬂﬂd
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= croit dépuis zéro jusqu'a I'infini nous avons d"aprés un théoréme
¢lémentaire

1
e—aw(rfpn) -, I‘F 3 e—2w (r2n)f o~ g—aw (rtpnn)?
(o Y

ou, ce qui est la méme chose,

(18
ne—=w(r-fpn) < g% oy~ g—am [rHpnd-n)®,
o r4-pn

En y posant successivement p=0, 1,2, ... et en faisant la
somme des résultats nous aurons

E - 3 e
n Y eo®(ripafs j e dr >0 X oot (THer
u=i) r p=1
d'ou I'on eonclut I'égalité

e

uS’,=I T gt By i< 1)

v T

Posant s=x/a il vient

e | o
’ e g ’ e dx
vr |/¢|. /e

et par conséquent

0
ny/aS, = ’ e dzs + neyfae—t*r"
o rya

d'oi on tire la formule

nlim 8 = T —=s? g —
2= V‘a f u’l} % "
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On trouve de la méme maniére

] 1
nlim /28 =r=,
a=l) 2
de sorte qu'on aura
(3) nlim /a8, =1.
a=l

Done nous aurons' d’aprés I'équation (1)

n—1 Emrﬂ_ i ]
(%) lim(—)(gf.—i—:i) L_’¢=L R =¢.( m)

a=f() n

Supposons donc qu'il existe pour une certaine valeur réelle g
une série de la forme

tp+ ¢4 (T—Tg)'{-fg':‘r-—-'ru:]!'Jr' ...+Gv{'r—~'ru}"'+.ﬂ

convergente dans un certain entourage du point 7y, et que, pour
les valeurs de = de cet entourage ayant la parlie imaginaire po-
silive, celle série soit égale A la fonction @ (). Cette supposition

' ; 2 '
exige, pour chaque valeur rationnelle — contenue dans I'inter-
n

2 AT
valle (vg—p ... 79+ ¢), que lalimite lim © (i + ar') soit finie, de

a=l) n
; Ths =7 : 2m e e ,
sorte quon ait, d'aprés (%), @ (— —) = 0. Mais c’est impossible
% jl
puisqu’on sait depuis Gauss et Dirichlet que chaque intervalle

2m /2m’
contient une infinité des nombres rationnels — tels que @ )
n

est différent de zéro. Donc la fonetion © (<) n'existe point pour
les valenrs réelles de = de sorte que I'axe réel est une ligne sin-
gquliére de la fonction © (=) ce qui est le théoréme en question.

Vous voyez, Monsieur, que la démonstration de la formule (3)
que je viens de développer est au fond la méme qui a été donnte
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par Poisson et Cauchy, mais elle est exacte tandis que celles-ci
ne le sont pas.' A la maniére dont j'ai obtenu la formule (3) peut
dtre substituée avec succds la suivante qui repose sur le théoréme
de Poisson exprimé par la formule
?)
R 1 L
o

by (u| %)= (\/‘i—) ﬂ_%‘ue iy (%

ksl
fg(u|t)= 3 exibitin)

V=—at

ol

el ol (\/i) désigne, d'aprés Mr. Kronecker, celle des deux

valeurs de la racine \/l dont la partie réelle est positive.
En effet on voit d’aprés I'équation (2) que

Sp=e—2""03 (nai| n*aijE

en y appliquant la formule de Poisson on trouve

¥ . | |
8y (nai | nlai) = \/n’n e** b3 (? ;ﬁ)

d’otr on tire

: e LTVEN
mny allg (nat | n*ar)=lm ) P [P
m=0 'lv', J( i } a—i() . n |nta

d'oit I'on a la relation cherchée (3).

Vous avez recu sans doute ma petite note « Contributions a la
théorie des fonctionsn (insérée dans la Société Roy. des Sciences
de Bohéme en 1886) oii j'ai développé une démonstration de ce
que la fonction b3 (v | =) a l'axe réel dans le plan des = pour ligne
singuliére quelle que soit la valeur de w (& Texceplion du cas o
cetle fonction s'annulle pour chaque valeur de 7), et cette dé-
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monstration a été extremement facile pour les valeurs complexes
de u. Dans le méme mémoire j'ai démontré que la fonction

an
®(z)= 2 2%
r=={
n'existe que pour les valeurs de z dont le module est moindre
que l'unité. Voici une autre démonstration de ce fait.
Posons 3 = ¢** en supposant positive la partie imaginaire de z.
En écrivant

& ::e'm".r) =f(z)= 3% g2 miz
yot

nous aurons

f m = n—1 !"‘IH*{—IIE‘ = %3
(a) ng—'i-FMEEﬂc +Ee—" .

m, n étant deux nembres entiers, le premier quelconque, le se-
cond positif, et x désignant une quantité réelle et positive,
Considérons la fonction

Pt

| 48

¢ (a)=
Y=y

qui figure dans le second membre de I'équation (a).
L'inégalité évidente

“‘+I
e—-—:ii‘ }J e-_:r.ti' dz > E—zn!"“
)

nous offre la suivante

#0)> [ etz > — et g ()

d’oil nous aurons

0 ¢l)=[ e dst e, (0<i< 1),

“ N
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Posant maintenant 227 =1 il vienl

.- ] 2 L] d; |
=2 dy =::J e —, c=—.
Jn a?" ! Ig 2

Or cette intégrale est une fonction de la forme clga + ¢ (a),
¢ (2) étant inférieur & une certaine limite finie indépendante de
la valeur positive de la quantité suffisemment petite a, de sorte
que I'on a suivant I'équation (b)

jo3 atgrem A

o lga 1g2

et, par conséquent, la formule

,f‘(;—:+ai) 1

S RN o e
a=0 Igu tg 2

d'oit I'on conclut facilement le théoréme dont il s’agit.

J'ai déja remarqué que la méthode appliquée par Poisson et
Cauchy pour la démonstration de la formule (3) est inexacte.
Elle consiste dans le changement d'une série en une intégrale
définie, changement tout a fait analogue & celui dont je vais al-
firmer I'llégitimité. Pour démontrer la formule

= Sinx ®
l dx
o0 E 2

on s'est servi du raisonnement suivant: «Soit § une quantité po-
sitive moindre que %, et considérons la formule

sinx .
en posant —— =1 () elle devient
P )
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Or pour les valeurs infiniment petites de § le premier membre
s'échange en
w3

’ '.FJ '\.T) dz, ete.»
(1]

(=

Vous voyer, Monsieur, que ce passage de la somme 3¢ (v3) 3

L

a I'intégrale ' ¢y (z) dx est inadmissible et il pourrait conduire
|

aux résultats inexactes; il est donc lui méme A rejeter si on ne

le peut modifier d'une telle maniére comme je I'ait montré plus

haut dans deux cas trés-simples.
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NOTE SUR LES NOMBRES PARFAITS

PAR

H. NovARESE

(& Turin)

Le n.® de novembre 1886 de Mathesis donne (d’aprés unme
lettre de M. Ed. Lucas) I'énoncé de deux propositions sur les
nombres parfaits pairs. Voici une démonstration de ces théorémes.

Tutonrime I. — Tout nombre parfait pair autre que G est un
multiple de 9, plus 1 (a).

Soit N un nombre parfait pair supérieur & 6. On aura néces-
sairement (b)

Ne=Ont (@0 ), oiueiiianns (1)

/¥

oit n est un nombre premier > 2, puisqu’on a exclu le nombre
parfait 6, et, par suite, est impair. On peut done éeriren=2++1.
Cela étant, si I'on pose

2 —{=2m+1,
m désignant un entier positif, il vient

On—1 —m+1.

B I R

{a) Ce théoréme et déja énoneé dans une note de M. Carvallo insérée
aux Comptes Rendus de I'Académie de Paris, t. Lxxxi (1875), pp. 73-75.
Tignora si M. Carvallo en a publié¢ une démonstration.

(B On st que tous les nombres parfaits pairs rentrent dans la [orme in-
diquée par Euclide. V. American Journal of Matkem., vol. 1, pp. 234-38, ou
Mathesis, 1. v1, pp. 146-47.
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Je dis que le nombre m est de la forme 3w, p élant un entier
impair. En effet

2i—1 — I f
et, par suite,

m=%—1=F—1)(F—1+52+ . .+ 1) =3p.
Il en résulte

1= Bp+1, D—1=6p+1;

et, en substituant dans (1),

N=@3p+1)(6p+1)=9(2p2+p)+1,

C. Q. F. D.

Tutorime 1. — Tout nombre parfait pair qui w'est pas ter-
miné par 6 est nécessairement terminé par 28 (c).

Je vais déduire cette proposition de la précédente, en faisant
voir que le nombre 2%+ est nécessairement terminé par 5
ou par 03 (dj. A cet effet, jaurai recours au lemme swmvant,
quil est aisé d'é¢tablir:

Toute puissance impaire de % a pour dernier chiffre 4 et pour
avant-dernier chiffre un nombre pair; toute puissance paire de 4§
(4° est censé exclu) a pour dernier chiffre 6 et pour avant-der-
nier chiffre un nombre impair (e).

De la résulte que, si I'on additionne une puissance impaire et

A A P A Pt

(¢) M. Carvallo dit (Note eitée) :

«Les nombres parfaits (pairs) forment deux séries : {° 2% {(24p+t—1), nom-
bres parfaits terminés par un 6; 20 2%#+2(3%+_ 1) nombres parfaits ter-
minés par un 8.» ]

(d) Evidemment, pea importe si de cetle maniére on laisze de edté le
nombre parfait 6.

(e) L'avant-dernier chiffre de & est 6 (« —1), I'avant-dernier chiffre
de -i_i‘ sl &{a—1) 1. Par la nolation a j'entends le nombre a on bien son
dernier chiffre, suivant que a est <10 ou < 10.

2a—1
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une puissance paire de %, on oblient un nombre dont le dernier
chiffre est 0 et I'avant-dernier chiffre est un nombre pair. En
particulier, 4%*—1 + §22 finit par 20. Cela posé, il faut distinguer
deux cas, suivant que « esl |n|ir ot impair, ¢'est-d-dire suivant
que n est de la forme %+ + 1 ou de la forme &' + 3.

fer cas. v=2.". Puisque

P A4 L A,

le nombre p—1 sera la somme de ' puissances impaires et de
v'—1 puissances paires de 4. Donc son dernier chiffre sera 4.
Par suile . sera terminé par 5, u® par 5, 2u? par 0 el 2p+p
par 5. (V. Remarque 1.)

2ime cag, v=2./4 1. Dans ce cas le nombre p—1 est la
somme de v bindmes du type 42*—1+ 422, Par conséquent son
dernier chiffre sera 0 et son avant-dernier chiffre sera 2v'. On
en déduit que les deux derniers chiffres de 2p*+ 1 sont 10
et 3, c'est-a-dire 03.

En résumé, il est élabli que le nombre 2p2+p se lermine
toujours par 5 ou par 03, c. @. . p. On voit de plus qu’il se
vérifie une chose ou l'autre el que, par conséquent, N finit par
6 ou par 28, suivant que n est de la forme %'+ 1 ou de la forme
v+ 3.

Remarques 1. Lorsque v est pair, 'avant-dernier chiffre de N
n'est pas toujours le méme, mais change d’aprés la valeur de v.
Toutefois il est facile de déterminer ce chiffre en fonction de v,
D'aprés ce qui précéde [en égard a la note (¢)], on trouve que p
a pour avant-dernier chiffre B_(v’n-—_l_;.; d’ont il suit que 2p2+p
a pour avant-dernier chiffre 8+'—3. On en conclut que I'avant-
dernier chiffre de N est 4+9(8v'—3)=v—3.

2. Lorsque v est pair, le nombre 2p®+ p, élant terminé par
5, est divisible par 5. Donc: Towt nombre parfait (auire que 6)
termmé par 6 est un multiple de 45, plus 1 (f).

3. On peut écrire évidemment

N=3[3(2pu2+u)+1]—2.

e e e e P

(f) Comp. Carvallo, note citée, p. 75.
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Lorsque v est impair, 2u®+p étant terminé par 03,
3(2p2+p)+1

sera lerminé par 10 et, par suile, sera divisible par 10. Done: Tout
nombre parfait terminé par 8 est un multiple de 30, moins 2 (g).

Turin, 3 décembre 1886.

(g) Comp. Carvallo, note citée, p. 75,
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REMARQUES SUR LA THEORIE DES SERIES

(Extraits d'une lettre adressée i F. Gomes Teixeira)

FAR

E. CEsARD

Professeur i 'université de Palermo

cev.e. Ce fait () est, d'ailleurs, extrémement probable pour
les séries & convergence absolue, lorsque le produit nu, subit des
oscillations. Si, en effet, dans une série convergente, & termes
positifs, le rapport de deux lermes consécutifs tend vers une li-
mite %, finie et déterminée, on sait que % = 1. Par suite, six <1,
et si ¢ est sullisamment pelit pour que I'on ait encore ) +e<1,
il existe un nombre fini v, tel que, pour n>v, on a toujours

Uy <At 6" u;
puis, pour n infini,

lim. wu, =0,

r étant arbitrairement grand, mais fini. Si le rapport de deux ter-

5 i 5 s u
mes conséeulils tend vers 'unilé, soil A la limite de n ( s it l),
LTS |
Ayant pris r <<%, supposons que le nombre positil ¢ soit inférieur

i A—r, ce qui exige que celle différence, arbitrairement petite,
ne soit pas nulle. On démoutre sans puine que, v étanl un nom-
bre fini, suffisamment grand, on a -

l"I‘

(1 +3—E-—’) (l + :‘;:) s (|+ 3:;)

o e

(%) :."eja-su o final da carta anterior do mesmo geometra, publicada a
pag. 174 do vol. v deste jornal. Na presente earta continua o sr. Cesiro o
assumpto da anterior.
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d’ou I'on déduit lim. n"u, = 0. La condition r <3 est d'ailleurs
nécessaire; car, & cause de

L
Uy > — - ;
(| + ).+a) (1 i 1—6—:_) j2. (l+_1_+__l)
v y+1 n—1

¢ ¢lanl moindre que r— 1, le produit n*u, augmente au-deld de
toute limite, si r surpasse %: il ne saurait tendre vers une limite
finie et déterminée, différente de 2éro, que pour r=i.....
...... En particulier, si A> 1, auquel cas la série est conver-
gente, on peut aflirmer que nuy, lend & zéro. En résumé, nous
voyons que, si, dans une série cony ergente, & termes positils, le
produit nuy, oscille, au lieu de tendre & zéro, le rapport de deux
termes consécutils oscille égalewment, & moins qu'il e tende a
Funité. 11 n'est pas dit que cette derniére éventualité soit possi-
ble; mais, si elle se présente dans quelque série, il est certain
que la régle de Raabe et Duhamel ne suffira, dans aucun cas,
pour en constaler la convergence ..........., il Jow o o s
........ . Japplique maintenant le théoréme de M. Cahen,
d’aprés lequel, si la série est convergente, le produit de n par
Ny

——(n+1) doit augmenter a l'infini, & moins qu'il n’oscille.
Un4-1

De sorte que, N étant arbitrairement grand, il existe un nombre
fini v, tel que le produit en question surpasse N, dés que n sur-
passe v. On en déduit aisément

Yy

- AN AN 3N A
s teainm e thll dh ok olmaenpenabinsits iy
LIT{2v+i}*][ +{~z»+3;='] |_l+{‘2nAl)*J

Done, encore une fois, lim. n"u, =0, si r < 1. Du reste, la der-
nitre inégalité donne nu,<vu,. Lorsque N croit i Iinfini, il
existe done une série de nombres indéfiniment croissants, v, v,
Yo" oo, tels que l'on a yu, >vu, > YU > . ... Si, comme
cela est fort probable, cetle série n'est pas & [réquence infinité-
simale, on pourra dire que nu, tend & zéro, au moins pour un
systtme spécial de valeurs de M. ....... . 0 . vovivisnass

ny, <
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SOBRE 0 DESENVOLVIMENTO EM SERIE DAS FUNCCOES
DE VARIAVEIS IMAGINARIAS

FOR

F. Gomes TEIXEIRA

1. O theorema de Taylor, demonstrado primeiro para o caso
das variaveis reaes, foi por Cauchy estendido ao caso das varia-
veis imaginarias. Baseando-se em propriedades por elle descober-
tas dos integraes das funcgdes de variaveis imaginarias, deu uma
expressio do resto da serie de Taylor do qual deduziu um dos
mais bellos theoremas d’Analyse mathematica.

Nio se limilou, porém, este eminenle geomelra em considerar
esta doutrina por este lado superior. Tomando a questao debaixo
do ponto de vista elementar, demonstrou a serie Ee Taylor dando
outra expressio do resto sufficiente para o estudo do desenvolvi-
mento das funcgdes elementares (142, ¢2, log (143), sens, ...

Occuparam-se depois da mesma questdo, e chegaram a outras
expressdes do resto da serie de Taylor, os srs. Darboux e Falk,
o primeiro n'uma memoria intitulada: Sur les développements en
série des fonctions d'une seule variable (Jornal de Liouville, 3.*
série, t. 1), e o segundo n'uma memoria intitulada: Sur les fon-
clions imaginaires, a l'égard spécial du caleul des résidus (Upsal,
1887).

Vem, finalmente, de se occupar d’este assumpto o sr. Mansion,
professor na Universidade de Gand, n’'uma memoria importante
ntitulada: Principes d'une théorie nouvelle des fonctions d une va-
riable imaginaire (Annales de la Société scientifique de Bruzelles,
L.1x) e n'um artigo publicado no Bulletin de I Académie de Bel-
gique (3." serie, t. x). N'estes trabalhos o illustre geometra expde
tompletamente a parte elementar da theoria do desenvolvimento
tm serie, ordenada segundo as potencias da variavel, das funcgdes
de variaveis imaginarias, dando uma expressdo nova do resto da

2
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serie de Taylor, demounstrando as expressdes d'este resto dadas
pelos srs. Darboux e Falk por um methodo diverso do que em-
pregaram estes geometras, e tractando de uma maneira com-
pleta dos desenvolvimentos em serie das funccdes (1 + 3, ¢,
log (1 +3), sens.

No presente trabalho vamos tirar da expressio do resto, de-
vida ao sr. Mansion, a extensio s func¢des de variaveis imagina-
rias de uma férmula que publicimos no nosso artigo intitulado:
Sur une formule d’ Analyse (Nouvelles Annales de Mathématiques,
3.* serie, t. v); e d'este resultado tiraremos em seguida uma ex-
pressio nova do resto da serie de Taylor, completamente simi-
Ihante & que tem logar no caso das variaveis reaes. Para mais
clareza demonstraremos primeiramente um theorema de Cauchy,
que serve de base a esta theoria, e o theorema do sr. Mausion.

2. Tugorema L.— Se a funcpdo [(z) tiver uma derivada fi-
nita e determinada para todos os valores que toma z quando passa
de 19 a Z, descrévendo uma recta ué una estes dois pontos, serd ()

(1) (Z)—[(z0)=R[(Z—30) [ (21)] +T{(Z—30) [ (53]]

2y ¢ 23 representando dois valores de z comprehendidos no caminho
sequido por t para ir de 1y a 1.

Seja AB a recta descripta pelo ponto z; Cx e Cy os eixos co-
ordenados; O o ponto em que a recta corta o eixo das absissas;
A, M, B os ponlos que representam os imaginarios zg, 5, Z; @ 0
angulo BOz da recta com o eixo das abscissas; e gg, ¢, ¢ € @
as distancias OA, OM, OB e CO. Seréa

z=CP+iMP=a+OP+iMP
=a+p (cos w + i sen w)

mﬂ+;ﬂi"

P

B i

(%) Pela: notages R (A) e I(A) representa-se a parte real e a parte ima-
ginaria de A.
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e do mesmo modo
s0=a+pge™

L =a+plée.
Logo temos

[(3) =f(a+pe™) =g e} +id(ph

e, derivando relativamente a g,

e ' (s) = ¢/ (p) + i ¢! (p):

Applicando agora &s Tuncgdes g (:) e ¢ (o) um theorema bem
conhecido, vem

¢ ') =% (e0) +("—r0) ¥ (p1)
Y (o) =¥ (eo) + (o' —20) ¢/ (pa),

¢ € ga representando dois valores de p correspondentes a dois
valores zy e 39 de z comprehendidos no intervallo AB.
Temos pois

[Z)=9()+idlp)
=g (po) +i¢ (po)+ ("= o) [ (21) + 19/ (pa]
= [(z0) + (¢' — po) IR, 8" [" ()] + 1 [¢™ [ (z0)]
ou
[(Z)=[(z0) + R{(Z—29) [" (z1)] + 1 [{£—20) [ (53]]
por ser

gie {p' - po] = I — 3.

Esld pois demonstrada a formula (1) devida a Cauchy. D’esta
f*:‘l'l'nuh vamos tirar o theorema seguinte, devido ao sr. P. Man-
sion:

3. Tueorema II.— Se a funcgao [(z) tiver uma derivada
finita ¢ determinada para tados os valores que toma z quando
*
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passa de zy para Z descrecendo uma recla que una estes dois pon-
los, serd

(®)  [(&)—[(s0) =V2es (Z—50) [' [0+ (Z—20)],

A e 0 representando quantidades reaes positivas comprehendidas
entre 0 e 1.
Este theorema ¢ demonstrado pelo sr. Mansion do modo se-
guinte (Bulletin de I’ Académie de Belgique, 3. serie, t. X):
Pondo na formula (1)

Z—z=Be

[ (31) = Céie, ["(s)=Deid
vem
f(Z)— [ (s0) =DBC cos (b + ¢) + BDisen (b+ d) = He'
onde
H2 = B2C2cos? (b+ ¢) + B D¥sen? (b +d).
Suppondo agora C > D, vem

H: = 2Bi(C?
e portanto

H=3BCV?2,

onde 3 representa um factor positivo egual ou inferior 4 unidade.
Logo temos a formula

[()— [ (30) =2 V20— (Z—z0) ' (1),

que da a formula (2), pondo h—b—c=a, e notando que das
relacdes

Z —zg=(p'—po) €
51 — %9 = (p1 — po) €™

pr—po<p'=po
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se Lira

p1—po="5(p'—po)
e portanto

51 —z9=0(Z—3),

i representando uma quantidade positiva menor do que a unidade.
Se for D> C demonstra-se o theorema do mesmo modo pondo

H=3BDV2.
A formula do sr. Mansion, que vimos de deduzir, serve para
o mesmo fim que a formula anteriormente dada pelo sr. Darboux:

[(Z)— [ (30) =2e* (Z— z9) [' (31),

mas a demonstracdo desta ultima é menos simples do que a pre-
cedente.

4. Tweonema I — Se as funcees [(z) e F (2) ¢ as suas de-
rivadas I'(z), [" (2), ..., [*(z), F'(z), F'(2), ..., F™(z) fossem
finitas e determinadas para todos os valores que toma z quando
passa de 29 a Z descrevendo uma recta que una estes dois pontos,
serd

" \ (Z — zo)
(B =)~ (2= pan)= s = E= 3
i
P[Z}—[‘(zu}—(zn—:;,)l’[zoj—n...—(—-T:ﬂ-l"‘(;n)
(Z—x“}‘-l-l {Z—zg}""t Ml
e T Ry ey
(Z — gg)k 1 \ (Z—s— =
TER T OR R 01 R i
onde
B = 1y/5 o E= 300" (1 =0 = (s + 6 (Z— )]

(n—1)!

R =t/ 3 pat (L= 30" (1—0)m—1 Fo— 139 + 6 (Z— 39)]
— 2 ¢ ——————————————— "
i (m—1)!
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Este theorema que demonstrimos, no caso das variaveis reaes,
no nosso artigo: Sur une formule d Analyse, demonstra-se por
am meio semelhante no caso das variaveis imag inarias, como
vamos vér,

Consideremos a funcgho

o (0= e+ (220 e ¥ R
== - -
B0 ) )b e )

o () —AZ ) P W) =+ _%fjr;' Frt (u)]
[(B) = [(z0) = (Z—2) [" (20)— -{z—"‘”—‘- [*(z0)

XF:ZJ—F(m}—(Z—wmtm)—---—[-?L“”-L ro)

Applicando-lhe o theorema II, vem
9 (Z) =9 (30) + 2V 2% (Z—30) ¢’ [50+ b (Z = z0))],

o que da, suppondo n< I+ 1, m< k+1,

Z— zg)t? Z \n—1
e {(rF%j'*"ﬁ - . (ﬂ"—:oiT'“_'(’“}
7 — 3k I —gy)m—1
% { ( {k +“” | - FA1 (z) — ... — ':_(;1:";_)[_ [m—1 (,B)J
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Z—:nf
—f(zefl—~--—( i ).‘”Em)
TP ) o
F(Z)—F(s)— ... ——5—F*(s0)
, ~  (Z— s (1 — )1
+:;Z—:J|i—1'.2:»“(;—“’,';_[“”—-'- f* fse+ 9(Z29))]
— [ Jm— 14 — ‘m—
+J.'--":Zrzﬂi'[, S 7 11 -?--—-P"'l 30+ 0 (Z — 50)]
— J‘
: f—-m
D =fle0)= - oo =7 P e )
- P S § APEC SN Sr——
I_'_.u J
F(Z) —F (30)— . _{ T O g uu}\

D’esta equagdo tira-se o theorema enunciado, resolvendo-a em
ordem a

r;_

m f\-vu; N
; " —F_ . B
F@)—F(sg)=: .= o P ()

Podia-se evidentemente estabelecer tambem o theorema enun-
ciado applicando & funcclio g (u) o theorema do sr. Darboux.

5. Tueorema IV:— Se as funcedes [(z), (' (z), ..., ["(z) fo-
rem finitas e determinadas no intervallo de 1y a Z, teremos

[(Z)= [ (z0) + (Z-—z0) [ (30) + &




25 JORNAL DE SCIENCIAS

onde

_(Z—za (1 — by

Ry
m—1)!m

™[50+ 8 (Z— 30)),

6 representando uma quantidade positiva comprehendida entre zero
e a unidade,
Com effeito, pondo no theorema anterior

F(Z)=(Z—5)" k=m—1, l=n—1,
e portanto
F(z)=0, F(5)=0, ..., F(5)=0
Fr(sp)=m!,  Fn [zg+0 (Z—3z)] =m!,

vem o theorema enunciado.

O theorema que precede & o theorema descoberto por Taylor
para o caso das variaveis reaes e estendido por Cauchy ao caso
das variaveis imaginarias. A expressio do resto que vimos de dar
¢ differente das propostas pelos srs. Darboux e Mansion, e ¢ com-
pletamente semelhante & empregada no caso das variaveis reaes.
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H. M. de Figueiredo. — Superficies de Riemann. — Covmbra,
1887.

E objecto d'este trabalho o methodo profundo apresentado por
Riemann, para o estudo das func¢des multiformes, nas suas duas
memorias celebres intituladas — « Grundlagen [iir eine allgmeine
Theorie der Functionen einer verdnderlichen complexen Grésse» e
aTheorie der Abel'schen Functionen.» Apesar das difficuldades
d'este methodo, que ttem obstado a que seja geralmente em-
pregado, tem elle dado origem a trabalhos do mais alto inte-
resse. Bem fez, pois, o sr. Heorique de Figueiredo em tomar
este assumplo para a sua Dissertaciio inaugural, e concorrer assim
para tornar conhecida em Portugal esta bella doutriva.

No primeiro capitulo do seu trabalho expde o auctor rapida-
mente os principios geraes da theoria das funcgdes multiformes,
e em seguida estuda, segundo o methodo empregado por Puiseux
na sua memoria classica intitulada: Recherches sur les fonctions
algébriques, o modo como as funcgdes algebricas permutam os
seus valores em volta dos pontos criticos.

No capitulo segundo é exposta a theoria das superficies em-
pregadas por Riemann para a representagio das funcgdes multi-
formes (superficies de Riemann).

Finalmente, nos capitulos terceiro e quarto sio estudados, pelo
methodo de Riemann, os integraes das [uncgdes de variaveis com-
plexas, e, em particular, os integraes ellipticos.

V. F. Larangeira.— O impulso das terras.— Porto, 1887.

N'este opusculo, que serviu de Dissertagdo para o concurso a
uma cadeira da Academia Polytechnica do Porto, o auctor expde
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e analysa os trabalhos mais importantes que téem sido publica-
dos a respeito da questdo importante do impulso das terras.

Principia pelos trabalhos theoricos, e a este respeito expde
rapidamente a theoria fundada na distribuicdo das pressdes no
interior dos macissos, e a theoria do prisma de maior impulso.
A complicagho das formulas, e a pouca confianga que merecem
em virtude das hypotheses que é necessario estabelecer para se
poder resolver o problema, levam naturalmente a procurar re-
solver o problema por outro caminbo, combinando a theoria com
experiencias methodicas. O sr. Larangeira occupa-se tambem
d'estas experiencias, expondo e comparando successivamente aos
trabathos de Darwin, Gobin e finalmente de Leygue, cujos re-
sultados adopta.

B. d’Engelhardt. — Observations astronomiques. — Dresde, {886,

Contém este trabalho importante as observagdes astronomicas
feitas pelo sr. B. d'Engelhardt no seu Observatorio particular
construido em Dresde, onde este astronomo, fugindo do clima da
Russia, sua patria, veio fixar a sua residencia.

Principia pela descripgdo do Observatorio e dos instrumentos
que contém, que sfio um equatorial de Howard Grubb, um in-
strumento de passagens construido por Bamberg, um oculo para
pro¢urar cometas, um instrumento universal de Fennel, uma pen-
dula sideral de Tiede ligada a um apparelho registrador de Fuess,
uma pendula sideral de Knoblich, ete. O equatorial & o principal
instrumento do Observatorio, e & por isso cuidadosamente eslu-
dado na obra de que estamos dando noticia.

Em seguida & descripciio do Observatorio apresenta o sr. B.
d'Engelhardt as tabellas das observacdes [eitas com os instru-
mentos anteriormente descriptos, indicando os methodos seguidos
n'estas observagdes e nos calculos correspondentes:

1.° Uma serie de observacdes da lua e das estrellas de cul-
minacio, feitas com o instrumento de passagens desde junho de
188% até outubro de 1885

2.° Uma serie de observacdes dos phenomenos dos satellites
de Jupiter feitas com o equatorial desde dezembro de 1881 até
maio de 18835,
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3.° Uma serie de observacdes de occultagdes de estrellas pela
lua, feitas entre maio de 188% e setembro de 1885.

§.° Observagdes de duas estrellas novas, uma na constellagio
de Andromeda e outra na constellacio de Orion.

5. Uma serie de observacdes de cometas, feitas nos annos
de 1879 a 1885.

6.° Observagdes de 66 planetas, feitas com o micrometro do
equatorial.

7.° Observagdes micrometricas de nebulosas, feitas no inter-
vallo de novembro de 1883 a setembro de 1885.

Pela rapida noticia que vimos de dar vd-se a importancia da
obra do sr. B. d'Engelhardt. Accrescentaremos ainda que é illus-
trada com quatro bellas gravuras, representando o observatorio
e os seus principaes instrumentos, e que a belleza da impressio
faz honra & casa de Guillaume Baensch, de Dresde, onde foi im-
pressa.

M. Lerch. — Contributions & la théorie des fonctions (Comptes
rendus des séances de la Société des Sciences de Bohdme, 1886).

N'esla interessante memoria apresenta o sr. Lerch dois exem-
plos muito simples de funcgdes que n'um intervallo finito ndo
tlem derivada determinada em um numero infinito de pontos, a
saber:

* cosme
= 's e
=3 S

que nio tem derivada quando 2 ¢ da forma —;. a e q represen-

tando dois inteiros quaesquer; e

” |
COSN.®x

[(#)=2

n!

. , a
que ndo tem derivada quando z é da forma - i+ @ € q repiesens
l'f,
tando dois numeros inteiros impares,
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D’estes resultados tira o illustre geometra dois exemplos de
funcdes analyticas, que ndo podem ser continuadas féra de um
circulo de raio egual & unidade sem perder o seu caracter de
funcgdes monogeneas.

Entrando em seguida na theoria das funcgdes ellipticas, mostra
que a serie de Jacobi

figo (ul <) 2 g etruwi

e -]

¢ uma funcglio de g gosando da mesma propriedade, assim como
as outras funcgdes fgq, By9, 8yy de Jacobi, e di meios de formar
outras funcedes que estdo nas mesmas circumstancias.

E. Cesaro. — Medie ed assintotiche espressioni in Aritmetica ((ior-
nale di Matematiche de Battaglini, t. xxv).

Seguem-se com pequenos intervallos os trabalhos importantes
com que o sabio professor da Universidade de Palermo vai enri-
quecendo a Arithmetica superior. Na presente memoria o auctor
tracla de determinar as expressdes medias das funcedes arithme-
ticas, isto ¢, tracla de determinar as funcgdes g (@) que satisfazem
& condigio

Ilm {¢T‘ ‘f(P}l ml ,;,?} IF(P)J

f(n) representando uma funccdo arithmetica dada. Principia por
considerar alguns casos particulares muito interessantes; desen-
volve depois um methodo devido ao sr. Sylvester para achar estas
expressdes medias; e da finalmente uma serie de formulas im-
portantes para o progresso d'esta doutrina.

~——— Remarques de Géométrie infinitésimale (Mathesis, t. vn).
Intorno ad una classe di funzioni aritmetiche (Giornale di
Matematiche, t. .\xv]
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M. d Ocagne.— Sur certaine classe de suiles récurrentes (Comples
rendus de I’ Académie des Sciences de Paris, 1887),

Federico Amodeo. — Sulle coniche bitangente a due coniche (Gior-
nale di Matematiche de Battaglini, t. xx1v).
G. T.
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NOTA RELATIVA A RECTIFICACAO DOS ARCOS DE ELLIPSE

FOR

Roporrao GUuIMARAES

1. Demonstramos a pag. |11 do vol. vit do Jornal de Scien-
cias Mathematicas e Astronomicas que podiamos sempre rectilicar
um arco de |_-.|:ip:-2=.- llu.'imlu as coordenadas dos seus exiremos
satisfizessem & equagio de condigio

TR
=
H
]

yr' - — 1 B l‘l'
I .n a?c® . ne
\/2 vt sl (5

em que (z',y') e (£, ) sdo as coordenadas das extremidades B/,
e w do arco dado.

Esta equacio péde-se comtudo simplificar em alguns casos,
tornando-se entdo facil rectificar o arco dado. Effectivamente esta
equacio péde-se escrever

l
B'J s : o AR | )
T .n \/EiE:1I—r—l
it gtz
e se fizermos
2 axg
R ok UL (A)

teremos que a equagdo (II) se torna

== vV2m-1."

4'\1f =
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ou, chamando = e 3 os angulos que os diamelros que passam
por = e By formam com o semi-eixo maior,

tga=F /2m—1 -8B vcrcneeins ()
e da equaglo (A) tiramos
. —b (1 +m)
z—a.ag—!_&’“_”ﬂ.......{B)

D’onde se conclue que todo o arco l'ﬁl:. cujo extremo B'; seja
determinado pela distancia Ob egual ao valor numerico dado pela
formula (B) e o outro extremo g pelo angulo p0a cuja tangente
seja (em virtude da equagio Ill) egual a V2m — 1 vezes a tan-
gente do angulo B'yOa, & suseeplivel de se rectificar empregando
a formula (A) de pag. 112.

Este caso & bastante geral, por isso que m pode tomar qual-
quer valor positivo tal que seja 2m— 1> 0.

2. Péde-se dar ainda outro caso em que a equaglo (I) se
pode simplificar.
Com effeito a equagio (I) péde-se escrever

+ ]
i;li\/ﬂc .“t-‘f_i_o.
.k b atd

E se exprimirmos as coordenadas da ellipse referida ao seu
centro e aos seus eixos em funcedo dos angulos variaveis = e 3,
isto &,

;a:’-:acos?} ' E=acosa
€

y' =bsen3 n=>0senx
temos
axx
tang « . cutang[&-+\/ Werod -1
ou
e ¢ axo
cotang (90 +a).co!g§,-=:.':\/2 m 'HTI oo 1Y)
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e na hypothese de que os semi-diametros que formam com o
semi-eixo maior os angulos (90°+ &) e 3 sdo conjugados, isto &,
quando

tang (90° + ) . tang 8 = — %;— oo (C)
vird
axx 2b 2
axa At
d'onde

252 2 — (ak 4 bf)
’__ T e e rral R I I I B A R §
T AT @ o W

Logo, quando um dos extremus B’y do arco dado for determi-
nado pela abscissa Ob egual ao valor numerico dado pela ex-
pressdo (V', e a posicio do outro extremo p fique do mesmo
modo determinade por um angulo « satisfazendo & condigdo (C),
o comprimento do arco dado é expresso tambem pela formula (A)
de pag. 112
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SUR UNE SERIE CONSIDEREE PAR M. LERCH

(ExlraiI.s'dea deux lettres adressées & F. Gomes Teixeira)
)

FAR

A, GuTzMER
(4 Berlin)

Permettez-moi de vous communiquer une petite remarque sur
une série que Mr. Lerch (a Prague) a considérée dans une Re-
marque sur la theorie des séries, imprimée dans le Jornal de scien-
cias mathematicas ¢ astronomicas, 1886, pp. 79=80.

C'est la série

1
B, = 3Vl 3) g 067)- o)t

oit (log v) désigne la partie entiére du logarithme vulgaire de v,
et ol les quantités 3, g sont positives, § <1, g> 1, mais telles
que 3.V g<A.

Mr. Lerch a démontré le fait intéressant que pour les valeurs

de v de la forme 10* —1, c'est-d-dire pour une infinité de va-
leurs, le quotient

peut devenir aussi grand que l'on voudra, malgré que la série
soit convergente.

Mais il est possible de transformer la série Zu, dans une autre
3%, telle que le quotient

Out+i
U
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reste toujours inférieur a I'unilé; c'est ce que je me permets de
vous communiquer.
En effet, on peut écrire

logv. 11 v
Zu,-=:8'—ﬂ°ﬁ'* gt {oe +(log *)

w
10"+
=3 ¥ $—(eY.g
=10"

3 (og.) 11-4-(log »)

Or, pour toutes les valeurs de v de 10* a 10#+1 —1, on a
(log v) =, et par conséquent

¥ +_ :
‘“P; T jpeathes) -g%(!emuwum _“’Fz gt ROED
=10 : =10"
e (w4 )
= ptoteage M, I LT
Ll
+\1u*‘ —i—p_ g2
L)
=311 g2 IR b L LB L)
310" =1 e 1—3910°
.g . l_a -

En désignant cette expression par va, on obtient

@) 4 — 301"
i = Yy, w3 0 T 4L b
‘u |l1. 23 gt e

C'est la série transformée.
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Maintenant il est [acile de voir que le quotient

a1
O

reste toujours inférieur & 1'unité; car il suit

i
P e R A e L T 10T e
e T g-;j-ﬁ{!t-i—n 1 — 3910
_ 39.10"H!
-39 1071 gu i1, 13__
3—3o.10%
‘Mais, 3 étant < 1, on voit que
9. 10"
.!—...._a—.-_-_—.-_g:: i

et comme § Vg <1, on aura & fortiori

39-10°—1 grtl<d
done

L o f
At -1 et lim

P p=s U

Wit e
»

ce qu'il fallait démontrer.

Mr. Lerch m'a communiqué encore d’autres séries qui jouis-
sent de la méme propriété comme celle, que nous venons dé con-
sidérer; mais toujours il était facile de les transformer de maniére

lJ';,_H.

que le quotient
Op

de-la-nouvelle -série reste toujours infé-
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rieur & l'unité. Il serait donc trés intéressant d'avoir une série
convergente & termes positifs, telle que, pour un nombre infini

de valeurs de v, le quotient B it supérieur & l'unité et que
Uy

cette qualité ne se perde pas & une transformation quelconque.

M. Lerch a publié cette série, pour la premidre fois, en com-
mun avec d'autres qui jouissent de la méme qualité dans les
«Comptes rendus des séances de la Société royale des sciences
de Bohémen, Prague, le 13 mars 1885. La il se trouve aussi la
série trés simples

< | 14(=1) | —(—1)
p Ll B L

=0

dont le quotient de deux termes consécutifs tend vers zéro ou
I'infini, selon que n est impair ou pair. Un autre exemple trés
simple est aussi le suivant

10 10~

2_'_['_—(‘ A o .9]=0,79ﬁ...

w 2

9
i ce quotient-la prend tour & tour les valeurs — et —.
ou ce q 1 p ur & tour les =3 2 36

M. Lerch et moi, nous avons trouvé encore beaucoup d’autres
séries de celle qualité, dont le nombre est infini. Mais la série
citée ci-dessus est la plus remarquable de toutes celles que M.
Lerch, M. Cesaro (dans son article fort intéressant, Jornal tome vii,
p. 171-177) et moi ont trouvée, parce que les termes o le quo-

Uy » M - ¥ " .
tient __u.ﬂ cesse d'8tre inférieur & I'unité deviennent par degrés
plus rares!

LR RN R A

Berlin, le 2% mai 1887.
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NOTE DE CALCUL INTEGRAL

PAR

H. LE PonT

Considérons le systéme de n équations simultanées:

dyy = (a1pyy +agayet ...+ ayay) day

+(anayr t anayat ... Fanays) des

dyg= (b1 y1 +brayat ...+ bynys)dey

+ (bm] yl + bn'ﬂ y! + s . + 611,’“ y’,] d-xn

-------------------------------------

.....................................

dya=(k1ay1 +kayat ... +kiays)dey

+ (baays +kegyat ... Fhaays)dog+ ...

+ (ksay1 Hhagyat . oo +kanya) day

+(agayr+asaye+ ... Faray)dest ...

+(bpay1tbagyst ... Fhaaya)drt+ ...
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Y1» Y2, - + - Yu Etant des fonctions des n variables indépendantes
Ty, Ty .« Ty L les a, b, ... k des coeflicients constants. Nous
allons chercher a former avec ces n équations n combinaisons li-
néaires telles que les deux membres soient différentielles exactes.
Chacune des équations ainsi obtenues sera intégrée et en resol-
vant le systéme de ces n équations intégrales, nous aurons I'ex-
pression de chacune des fonctions y au moyen des n variables z
el de n constantes arbitraires. Le systdme de ces n fonctions y
sera donc bien le systéme intégrant des équations données.

A cet effet, nous multiplierons chacune de ces équations (A)
respectivement par des indéterminées Ay, Ag, ... %y et nous les
ajouterons, ce qui nous donnera:

Mdyy+radya+ ... F0dys
=[M(a11y1+areyat ... T arays)
+ da(bayr+hgyat ... Fhiayn)+ ...
+ ki Hkgyet .o+ kyaya)] dzg
+ (M (ag1ys +agayat ... a3y
(B) + Ag(bsiyr+bagyat ... Fdaaya)t ...

+ Mlkzayr Hhagyat ... +kaqys) drs

0 (@nrys Fangyst+ oo Fanayn)
+ lt(bl,iy["r'bg,iy!‘l' 4y 4 +blequ.)+ "

|
‘[ + h(knliy'l"'k’.'un"' s +k’|"hy3)]d#1|
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Posons maintenant :

=1|ﬂi'1+1151'1+ P o P

1
- Y
1 xagetabiat o T kg
LE
Ap@getrabiats o ke
™
Magy+rebygt .. Fhakay
A
Azt bgst ... +lkag
O Kl
(©) AMapatagbeat ... +lnk3.n
An 1

_ M Fiabart .t kg 1
A1
Magatiebat ... Fiakap
3 A L
\ _11“1,n+llbn,n+---‘+‘lﬂkﬂ‘ﬁ
An

I'équation (B) prend la forme:

1' dyl —E_l! dyi_s_ T -+~ )‘l dyn
(D)

= (My1 +2aya + .o+ Aayn) (e dey + pades + ... padars)

ou bien thi.. ;

dLog (\ys+hayaF <ot dayn) = poday +padzg+ oot pin A2,
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En intégrant et désignant par I la constante, il vient:
(B)  Myitdaya+ ...+ 0y =Teltsitpantotpna,

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que les équa-
tions (c) donnent pour les X des valeurs finies et déterminées sont
que les p soient racines des n équations obtenues en égalant i
zéro leurs déterminants. Nous avons ainsi les équations:

ag—p1 by ... ki 1 ag1—pg bay ... kay

a2 brg—py ... ki a32 bao—py o .. ke
=0 _ =0

ﬂL. b‘t’ aa ki.ﬂ_lli ailn bi‘n e oW h.u_i-'i

ﬂu,‘] — IJ-' bl,l . I&'n.]

an g b‘l,!—[-'-n *oe kn,'!
= (.

Exprimons maintenant que toutes les équations (c) donnent les
mémes valeurs pour les . Nous avons, en désignant par Arts
Ar3y «« - Apy les mineurs du premier ordre du déterminant (F)
en p, les relations )

A b
(G] 1 (s _!“_ KL 11 )l'll :
ﬁrJ ﬁr,‘! ﬁr,u
A1:id018i ...t BeqiAgar...tAga% ..

(H)

4 1 6-!1:,&"‘: wae :Al,‘l‘
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L'élimination de gy, g, - . . it entre les équations (F) et (H)
nous donne les conditions nécessaires et suffisantes pour que le
systéme proposé (A) soit compatible.

Soient pr; I'un des n racines de I'équation (F) en pr, et
Mis + + « Mg les valeurs de g, %g, . . .7 Obtenus en remplacant

» par i dans les équations (G), désignons par gy, pe - g
tea valeurs fournics pour (ty, pa, . . . pa par les équations (C) lors
qu'on y fait 3j=1j4, par Iy un constante, nous obtenons une in-
tégrale

[:J} 11.1'-5'1 +1'!.1'y‘l+ RS +)m_{y.—I'eb‘“-lsl+Fl.i'—'!+m+l"ﬁ-13-}.

Prenant les (n—1) autres racines g, nous obtenons (n—1)
aulres équations (3) que jointes A cetle équation déterminent les
n fonctions y qui satisfont au systéme difiérentiel donné.

Il 0’y a pas lieu d'insister sur les divers cas particuliers qui
pourraient se présenter, ni sur la délermination des constantes,
ces questions n'offrant aucune difficulté. Bornons nous & donner
comme exemple de I'application de la méthode et des simplifica-
tions qui se rencontrent dans la pratique, l'intégration du systéme
des deux équations

du=(3u+ 12v)dz + (2u+ 12v)dy |

(1)
dv = (u+2v)dz+ (u+v)dy 4

proposé & la licence & Paris (novembre 1881).

Multiplions la premitre équation par 1, la seconde par 1, et
faisons la somme, il vient

d(ut+iv)=(3+)) I:u + i L v] dz+(4+2) [u+ 1?_:_}1 v:l dy. (2)

3+

Pour que les deux membres soient différentielles exactes, il
faut et il suffit que A satisfasse & la fois aux deux conditions:

12+2) 1242
S+ vdkn
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qui se réduisent & une seule
AR+a—-12=0. (3)
Le systéme différentiel donné est done compatible.

Remplagant successivement X par les racines de I'équation (3)
dans I'équation (2), nous avons les deux combinaisons linéaires

d(u+3v) 5
u+3—'5-——ﬁ dz+ 5 dy
d{u—4v)

ot les deux membres sont différentielles exactes.
Intégrant, il vient en appelant ¢; et ¢a les constantes,
B PI 1 2

t+ Jv=cyebr+by

u—4o=cge—s—2y
el en résolvant

RSN G
(4)

| 1
= ste+5y —2y
v=Ce TCgs—

ce qui est bien le systéme intégrant des équations différentielles
données.
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NOTE SUR LES LIGNES ASYMPTOTIQUES ET LES LIGNES DE.COURBURE

FAR

M. H. Le PonT

(4 Caen)

On sait que dans toute surface développable, la génératrice
rectiligne est en méme temps ligne asymptotique et ligne de
courbure. Nous allons faire voir que les développables sont les
seules surfaces qui jouissent de celte propriété qu'un des deux
systémes de lignes asymptotiques se confond avec un systéme de
lignes de courbure.

Prenons pour la surface (s), les lignes asymptotiques (Ja) et les
lignes de courbure (l), les équations de Joachimstal:

Pdz+ Qdy+Rdz=0 (s)
dPdx+dQdy+dRdz=0 (la)

dz dy ds
P Q R|=0 (le)
ap dQ dR

Il nous suffit d’exprimer que ces équations ont une solution
commune en dz, dy et dz, c'est & dire que l'on a:

P Q R
dp dQ T
QdR—RdQ RAP_PIR PdQ—=QdP
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ou en développant:
(QdR—RdQ)*+ (RdP — PdR)}+ (PdQ—QdP)2 =0 (q)
Cette équation est équivalente a I'équation connue
rd =gt

En effet, elle s'intégre en prenant les équations

dP d(Q dR

TR s B s
ou

de dy

v 8

% et 0 étant des fonctions d'un paramétre arbitraire,
Intégrons les équations (c), il vient p et v désignant deux nou-
velles fonctions de ce paramétre

x=Aztp y=0z+v ()

* Nous voyons déja que la surface (5) est réglée: de plus, elle
est dévéloppable.
Différentions les équations («), nous avons

de=)\ds+zd\+dp dy=>06dz+zd)+dv
el en tenant compte des relations ()

zdd+dp=0 zdi+dv=0 (3)
d’ol
dldvu{md[& ('r)

propriété qui caractérise les développables.
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Exprimant maintenant que les deux systémes de lignes asym-
ptotiques de la surface (s) sont les lignes de courbure, c’est &
dire que les équations (la) et (lc) sont identiques, nous avons

gt dQ dR "
QdR—RdQ RdP—PdR PdQ—QdP (A)

par suite

dP=0 dQ=0 dR=0 (B)
el

P=! Q=m R=n (©)

l, m, n désignant trois constantes. Donc:
Le plan est la seule surface dont les deux systdmes de lignes
asymptotiques sont en méme temps lignes de courbure.
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A. Schiappa Monteiro. — Sur la génération du conoide circonscrit
@ une courbe plane au moyen de courbes du méme ordre de
celle-ci (Jornal da Academia de Sciencias de Lisboa, 1887).

No seu excellente livro de Geometria Descriptiva o sr. La
Gournerie demonstrou analyticamente que o conoide circumscripto
a uma conica pode ser gerado por linhas de segunda ordem.

Esta proposiciio foi demonstrada depois_ syntheticamente pelo
sr. Motta Pegado, e generalisada para o caso em que a curva
directriz do conoide é d'ordem qualquer.

E d'este assumpto que o sr. Schiappa Monteiro se occupa no
seu bello artigo, onde d4 uma demonstragio muito simples, tam-
bem synthetica, da proposicio dos srs. La Gournerie e Pegado,
e onde apresenta alguns theoremas importantes relativos & divi-
siio anharmonica e & divisio homographica das generatrizes da
superficie considerada.

R. Guimaries.— Sobre as [drmulas relativas ao calculo da super-
ficie convexa do tronco de cone de revolugdo (Institulo, de Coim-
bra, tom. xxxIv).

Contém este artigo a continuaco de’outro artigo sobre o mes-
mo assumpto, publicado pelo sr. Guimardes no tom. xxxm do
Instituto, de Coimbra, do qual se deu noticia na pag. 107 d'este
jornal.

J. A. Serrasqueiro.— Tratado de Algebra Elementar— 3.* edi-
¢do0 — Coimbra, 1887.

Na pag. 122 do tom. v d’este jornal deu-se noticia da segunds
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edigio da presente obra. Na lerceira edigho o auctor teve a boa
idéa de ajunctar dois capitulos dedicados & (heoria dos determi-
nantes, contendo a parte que ¢ necessaria para a resolugio e dis-
cussdo dos systemas de equacdes do primeiro grao.

J. A. Serrasqueiro.— Nogdes de Geometria Analytica.— Coim-
bra, 1887.

Contém este opusculo a parte da Geometria Analytica plana
que foi introduzida ultimamente nos programmas dos Lyceus,
isto é, a deducgdo da equagdo da linha recta e da equagio do
circulo (em coordenadas cartesianas) e alguns problemas mais
elementares relativos a estas duas linhas.

F. A. de Brito Limpo.— Apontamentos para facilitar a leitura
das cartas chorographicas e topographicas.— Lisboa, 1887.

N'este opusculo o sr. Brito Limpo explica de uma maneira sim~-
ples e ao alcance de toda a classe de leitores, o que representam
08 principaes signaes empregados nas cartas chorographicas e
topographicas, e o caminho a seguir para, da inspecgo attenta
da carta, se concluir a disposi¢io e accidentes do terrene que
ella representa.

G. Guecia. — Sulle superficie algebriche le eui sezioni piane sono
unicursali ( Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. 1.

—— Sulla redusioni dei sistemi lineari di curve ellitiche e sopra
un teorema generale delle curve algebriche di genere p (Item).

N'estes artigos o auctor continua as bellas indagagdes geo-
metricas, que deram ja origem aos trabalhos de que se deu no-
licia na pag. 167 do tomo vir d'este jornal.

- No primeiro occupa-se do seguinte importante theorema, de-
vido ao sr. Picart:

«As unicas superficies algebricas, cujas sec¢des planas sdo uni-
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cursaes, slo as superficies regradas de genero zero e a superficie
de Steiner.»

Depois de notar algumas objecgdes que se podem fazer & de-
monstraciio do sabio geometra [rancez, o sr. Guccia dd uma nova
demonstracdo do mesmo theorema, baseando-se nos resultados
por elle obtidos sobre a reducgdo dos systemas lineares de cur-
vas planas.

No segundo trabalho occupa-se o sr. Guecia da reducgio dos
systemas lineares no caso de ser egual & unidade o genero do
systema, empregando para isso o methodo por elle seguido anterior-
mente no caso de este genero ser egual a zero.

Gino Loria.— La definizione di spasio a n dimenzioni e l'ipotesi
di continuita del nostro spazio secondo le ricerche di Giorgio
Cantor (Giornale di Matematiche de Batlaglini, 1. Xxv).

Lerch.— Un théoréme de la théorie des séries (Acta Mathematica,
t. x).

M. & Ocagne.— Sur les péninvariants des formes binaires (Com-
ples rendus de I' Académie des Sciences de Paris, 1887).

M. R. Perrin.— Sur les péninvariants des formes binaires (Item).

A. Rémont.— Resumé de Géométrie Analytique & deuz et d trois
dimensions. — Paris. 1887.

N'este livro, muito util para os estudantes de Geometria Ana-
Iytica, encontram-se reunidos os principios d'esta sciencia exi-
gidos aos candidatos &s Escolas Polytechnica e Normal de Pars,
e 4s Escolas Central, de Minas, ¢ de Pontes e Estradas.




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 49

O auctor limita-se aos enuneiados das questdes e aos resulta-
dos, destinando o livro a auxiliar os alumnos no estudo das notas
tomadas nos Cursos. '

Gz, de Longchamps. — Une conique remarquable du plan d'un
triangle (Association Frangaise pour I'avancement des sciences,
1886).

O auctor principia por definir tres especies de transformagdes
homographicas, a que di os nomes de transformagdo instantanea,
de transformacio complementar e de transformagao anti-comple-
mentar.

Depois de indicar o papel importante que estas transforma-
¢des sio chamadas a representar na Geometria do triangulo, es-
tuda a conica que resulta de applicar a transformaclio comple-
mentar ao circulo circumseripto ao triangulo de referencia. Esta
conica tem propriedades muito curiosas, que o illustre geometra
deduz no seu interessante trabalho.

G. de Longchamps. — Les points d'inflexion dans les cubiques cir-
culaires unicursales droites (Association Frangaise pour I'avance-
ment des sciences, 1866).

—— Rectification des cubiques circulaires, unicursales, droites,
au moyen des intégrales elliptiques (Comptes rendus de I' Acadé-
mie des Sciences de Paris, 1887).

Applications nouvelles des transversales réciproques (Journal

de Mathématiques spéciales, 1886).

M. d’Ocagne.— Sur une classe de nombres remarquables (Ameri-
can Journal of Mathematies, L. 1x).

N'esta memoria importante o sr. d'Ocagne estuda uma classe
de numeros importantes encontrados pelos srs. Scholomilch, Ca-
talan e Cesdro em varias questdes de Analyse, e definidos por
estes geometras por meio de certas f6rmulas em que elles inter-

&
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virham. O auctor define-os por meio de um triangulo arithmetico
analogo oo de Pascal, em que o lado vertical e a hypothenusa slo
compostos da unidade, ¢ em que cada numero do Lriangulo ¢
egual 4 somma d’aquelle que & collocado immediatamente por
cima d’elle multiplicado pelo numero da columna na qual elles
se acham ambos, e d’aquelle que esta collocado immediatamente
& esquerda d'este.

O auctor, na sua bella memoria, deduz muilas propriedades
interessantes d’estes numeros, acha a sua expressdo debaixo de
uma férma explicita, deduz a sua funcglio generatriz, mostra a
relagio d’elles com outros numeros importantes que apparecem
na Analyse, etc,

J. M. Rodrigues.— Lei da resistencia do ar segundo as experien-
gias balisticas (Jornal da Academia das Seciencias de Lishoa,
1887, e Revista das Sciencias militares, 1887).

N'este artigo o auctor, partindo das experiencias balisticas de

Krupp e das experiencias russas e inglezas, tracta de determinar
a lei da resistencia do ar no movimento dos projectis para todas
as trajectorias e para todas as velocidades.

G T.
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NOTE SUR LE TRIANGLE ISOSCELE

PAR

ALFREDO ScHIAPPA MONTEIRO

{Professeur & 1'Ecole Polytechnique de Lisbonne)

Tutorime. — Si les bissectrices des angles a la base d'un tri-
angle sont égales, ce triangle est isoscéle (#).

Nous pouvons démontrer directement ce théoréme comme il
suit:

Soit (fig. 1) ADB le triangle et Aa, Bb les bissectrices égales
des angles A, B & la base AB; et Dd la troisidme bissectrice,
étant le point i U'intersection de ces bissectrices.

Menons par I'extrémité a de la bissectrice Aa la droite ac cou-
pant Di au point ¢ situé vers le cdté de la base et faisant I'angle

1 ! ;
Aac= 3 ADB. Nous aurons donc les triangles semblables iac et
iDA qui donnent
ic 1A

}E‘Z‘:ﬂn----¢--o ------ .-.{l}

Par I'autre extrémité A de Aa tirons la droite Ac’ coupant de
méme Di au point ¢ situé vers le coté de la base, et formant
: 1 b . :

I'angle aAe’ = 5 ADB; alors, les triangles itA¢’ et i Da étant sem-

blables, on a

.(#) Question proposée par M.M. E. Rouché et Ch. de Comberousse, et par
d'autres géoméires.
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et en vertu de la relation (1) il vient
ic=1i¢

donc le point ¢’ se confondra avec le point ¢ et le triangle isos-
ctle acA aura le sommel ¢ sur la bissectrice Did.

Soit ¢"bB un autre triangle isoscéle égal au premier caA et
construit sur la bissectrice Bb,” le sommet ¢’ se trouvant aussi
sur Did vers le coté de la base.

Les triangles cia et caD, ayant 'angle acD commun et les
angles cai et ¢Da égaux, seront semblables et nous auront done

—_
ca=ci.cD. .......

De méme les triangles ¢bi et ¢'Db, qui ont I'angle be'D
commun et les angles ¢bi et ¢Db égaux, seront semblables et
donneront

—
cla=¢c"i.d'D

mais les triangles isoscéles caA et ¢"bB étant égaux par con-
struction, ou étant ca=¢"b, il vient

s oD e il Ay o (5)

En représentant par o le point milieu du segment Di, et pre-
pant ce point pour origine des segments, cette expression (5)
donne

(oe—o1) (0c+ Do) = (o¢” —o0t) (0c" + Do), . ..
mais
oi=Do
d’ou
~1 ~3 -3 -1
0c—o0i=oc"— oi
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donc, le point ¢” se confond avec le point ¢. Ainsi les points A,
b, a, B se trouvent sur une circonférence (¢) ayant pour centre
ce point ¢ (x); et par suite les angles aAB et aBb sont égaux
comme ayant méme mesure; et puisque les angles BAb et ABa
sonl respectivement doubles de ceux-ci, il s'ensuit que le triangle
ADB est isosctle.

q. e. d.

Autrement.—Par le point d'intersection i des bissectrices (fig. 2)
menons la droite ia’ paralléle au cdté DA, et coupant le coté DB
au point a'. Les triangles aia’ et aAD étant évidemment sem-

blables donnent
ia Aa
-".EEZ-A—I_)-'."'."‘.......'. (8)

De méme les triangles Bia et BbD étant aussi semblables on a

_Maintenant par les sommets A et B tirons parallélement aux
bissectrices égales Aa et Bb les droites AIA, et BIBy, qui, con-
courant au point I, coupent les cotés DA et DB aux points Ay
el “1+

Or, de la similitude des triangles iaD et IBA,, ainsi que de
la similitude des triangles D6B et DAA4, nous tirons

ia 1B

(*) Ce point sera de mémo le second point d'intersection @es eirconfs-
Trences AcaD et BebD déterminant sur les droites égales Aa et Bb les se-
gments eapables de I'angle D, lesquellos seront égales elles-mémes.
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et
Db DB

DA™ DA,

done, en comparant ces relalions avec la relation (10), nous en
concluons

IB DB

1A; DA
done, la droite DI est la bissectrice de I"angle AIB, supplément
de I'angle BIA; du triangle IBA;.

Cela étant, circonscrévons anx triangles IBA; et TABy les cir-
conférences BIA; et AIBy, lesquellés seront coupées par la bisse-
ctrice DI de I'angle externe AIB aux points milieux I' et 1" des
ares BIAy et AlBy. Or, ces circonlérences déterminant sut les

droites égales BA; et ABy les segments capables des angles égaux
BIA; et AIB; seront égales elles-mémes, et par suite

IB=TAj=1"A=1"Bj............. (14)

Les triangles I'BI et I'DB ayant les angles I'IB et 'BD égaux
et I'angle BI'D commun seront semblables, d’oi il résulte

LA 2 e . (13)

et étant O le point milieu du segment 1D on a
I'B = (OF —O1) (O + O1) = O — O, ...... (16)
De méme les triangles 1"IA et I"DB étant semblables donnent

TRV = OF v vovvvriorr (17)
et étant (14)
IB=1'A
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on aura
or=01"

ce qui montre que le point I” se confond avec le point I, et d'o
il s'ensuit que les quatre points By, A, B, Ay se trouvent sur une
circonférence, ayant le point I pour centre; et les cordes ByA,
AB, BA; étant égales par construction il en sera de méme des
angles BjAB et ABA,, et par suite le triangle donné ADB sera
isoscéle.

q. e. d.

Obs. — Nous pourrions aussi considérer les hauteurs I'P et 1Q
des triangles isoscéles égaux IBA et I7ABy, el nous aurions les
triangles égaux 1'PD et I'QD, comme ayant les cathtes I'P et
I"Q égaux ainsique les angles adjacents PI'I et PI'I, et de Ia
nous conclurions

DP =DQ
et puisque
BP =AQ
on aurait
DB =DA.
Done, ete.

ProrLEME. — Construire un triangle isoscéle connaissant le edté
adjacent aux angles égaux et les bissectrices de ces angles.
Supposans le probléme résolu, et soit (fig. 3) AVB le triangle
demandé dans lequel on connalt la base AB et les bissectrices
Az et Bzy des angles adjacents VAB et ABV, lesquelles se cou-
pent en i.
" En considérant le triangle ABa et la bissectrice Bi de I'angle
on a

ai aB
s T WA AR (19)
d'on
ai+1A alA ol
“B+BA=GB+BA _;ﬁi & % & @ @
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Les triangles aBi et «AB étant semblables, comme ayant
'angle AaB commun et les angles aBi et a AB égaux, donnent

al'_nr.ﬂ 2
P e W S AL LR (21)

donc, en comparant cette relation avec la relation (20), on en
conclue

!A EB Sy
aB+BA=uA .............. l\lz.']

ou
aA=aB(@B+BA\. ..... L ealposisi(28)

On peut encore trouver trés-facilement cette expression en
considérant le trapéze isoscéle ABazy, qui, comme les quadrila-
téres inscriptibles, donne

aA .11B=aﬂ.1 .BA+2B. :p‘\

oll
aA=xB et aB=az =aA,
done, ete.

De la résulte la construction suivante:

Sur AB comme diamétre décrivez un cercle (d), et & la extré-
mité A de ce diamétre élevez la perpendiculaire Azg= Az, et la
sécante agd qui, coupant ce cercle aux points & et &/, donne les
segments ez et aga’, dont les grandeurs seront celles des cdtés
égaux des trapdzes isoscéles Bxaj A et Aa'Ba'y, qui déterminent
les deux triangles isosciles AVB et AV'B répondant aux solu-
tions demandées.

Obs.— Dans la seconde solution les droites Bz’ et Az sont
les bissectrices des suppléments des angles ABx'; et ABz'.

Remarque

D’aprés I'expression (3) en voit (fig. 1) que la grandeur du
rayon du cercle AbaB sera celle de la tangente ¢t menée de ¢
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au cercle (of) décrit sur le segment Di comme diamétre. Si au
lieu des deux bissectrices nous considérons deux droites égales
quelconques passant par un point i de la bissectrice de I'angle
ADB, nous trouverons toujours de méme, que les angles aAb
et bBa sont égaux, ou que ces droites sont également inclinées
par rapport & la bissectrice Di de 'angle donné D; et ainsi nous
sommes conduits, en n’employant que la géométrie élémentaire,
a la solution trds facile du célébre probléme qui a pour object de
mener des transversales par un point i donné & égale distance de
deuz droites DA et DB de maniére que la partie interceptée par
ces droiles soit égale a une droite donnée m ().

La grandeur de la langente c¢ sera done égale & I'hypoténuse

ca d'un triangle rectangle acqg, ayant un cathite qa= 3™ et

un angle égale a la moitié de I'angle ADB des droites données.
Le centre du cercle (cf) ou (¢), qui donne, en général, deux des
solutions, se trouvent & une distance oc du point milieu du se-
gment Di égale & 'hypoténuse d'un triangle ayant pour cathdtes
les segments o0i et ca. Le segment cgo=oc donnera le centre
¢y de l'autre cercle (ega’) ou (cg) de meéme rayon que le cercle (c)
et qui évidemment détermine toujours deux solutions du proble-
me ou deux transversales ia'A’ et {0'B.

11 est facile de voir que le cercle (¢) pourra ne couper pas les
droites données, les toucher, ou les couper, et ainsi il ne donnera
aucune solution, donnera une ou deux; et donc le probléme pourra
avoir deux, trois ou quatre solutions.

Les transversales demandées peuvent de méme étre détermi-
nées trés facilement en les considérant comme les hases de trian-
gles données par ces bases, par I'angle opposé et par la grandeur
de la bissectrice de cet angle, ou de son supplément.

On reconnaitra aussi que les rayons ea et ¢b coupent ortho-
gonalement les bissectrices Aa et Bb en leurs points milieux p
el q.

La démonstration indirecte du théordme proposé revient a le
considérer comme corollaire de I'dgalité de deux triangles résul-
lante de Uégalité des cdiés opposés a des angles égaux chacun d

(#) Nous avons proposé cetle question, dans le Jornal de Sciencias Ma-
& icas e Astronomicas, L. 1, pag. 64, pour étre résolue seulement i I'aide
la géométrie élémentaire. Les solutions s'y trouvent a pag. 71 et 105,
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chacun et de I'égalité des bissectrices de ces angles, ou de leurs sup-
pléments.

Ce théoréme-la sera encore un corollaire du théordme suivant:

Dans tout triangle la bissectrice du plus grand angle est moindre
que celle du plus petit angle.

En effet (fig. 4), en menant par b la droite bay paralltle
AB, et par le point d'intersection ay de cette paralléle avec DB
la droite aga’y paralléle & Aa, on aura évidemment

El"ob = bﬂn = uuB.

8i, maintenant, par le point b nous tirons la droite bB' paral-
léle au c6té DB coupant la base AB au point B’ on aura évidem-
ment ¥'B'=ayB et bA > bB' d'oit bA > ba'y, done le point
se trouvera entre les points A et D; et le point ap entre les
points a et D, et par suite Aa > a'gag. Or, étant par hypothése,
I"angle DAB = Dbay moindre que I'angle DBA = Dayb, on aura
'angle Abag plus grand que l'angle bayB, donc la comparaison
des triangles isosciles apba'y et bagB donne aga'y>Bb et par
conséquent & plus forte raison on aura Aa> Bb.

q. e d.

Obs. — Comme on sait, les perpendiculaires élévées aux points
milieux gq et py des bissectrices Aa et Bb rencontrant les cdtés
DA et DB aux points by et ag ainsi que la bissectrice Did aux
points ¢ et cg, détermineront les quadrilatéres Abyacy et Baghe
chacun des quels a ses ¢81és égaux deux & deux; les triangles
isoscéles Acya et Begh étant semblables. D'ailleurs il est facile
de reconnaitre la similitude des triangles acyby et agegd, et en
déduire une autre démonstration de ce théordme.
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NOTA SOBRE A SERIE DE LAGRANGE

rOR

J. M. Ropricues

Primeiro tenente de artilheria

No Curso d'Analyse do sr. Hermite vem a seguinte [6rmula:

=" "1 = (2) ds
F 2i='J:F@) '

que exprime por meio de um integral curvilineo uma funceio
holomorpha de uma raiz da equacdo

F(z)=0

existente no interior de uma drea s.

D’esta expressio analytica deduz o sr. Hermite uma demon-
straglio elegante da serie de Lagrange. Seguindo o caminho tra-
ado pelo illustre geometra vamos deduzir da mesma [érmula
uma serie nova, que comprehende a de Lagrange como um caso
particular,

Seja

F(s)=/(s) —« . 9(s) =0

uma equagdo holomorpha; se ao longo do contorno que limita a
drea s for constantemente

mod. (ﬂ %(%}) <1
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esta equaciio tem, como se sabe, nesta drea tanlas raizes como
a equagio

[(z)=0.
Supponhamos que na firea s existe sémente uma raiz; teremos
[(#)=(3—10).fi(2):
e como a equagdo proposta sé péde ter tambem uma raiz na
mesma drea, a [6rmula citada dé-nos a sua expressio analytica

por meio de um integral curvilineo, a saber:

1'[;)_=Lf % (z) dz
FQ) 2/ f(s)—ap(s)

Para desenvolver este integral em serie temos a identidade
1 o(e@Y 1 e\ e

- o TR R ) e o R o BEE yuy
f(z)—a.9(z) %( f(ZJ) [(z) (f(zJ) F(z)

d’onde se deduz, multiplicando por = (z)dz e integrando ao longo
do contorno ¢,

“@n}_‘ a?.J,+ Ry

ED..&

R = ‘j::: - (afﬁ{;]) - g—)

Applicando o theorema do sr. Darboux a esta expressio do
resto resulta immediatamente

e )

onde ) ¢é o factor do sr. Darboux, ¢ o perimetro da curva ¢, @ 3
um dos seus pontos.

onde
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Ora para todos os pontos do contorno de integragiio temos im~

posta a condigdo i
d. («250) <1,
. (s3] <

logo o resto tende para zero quando n augmenta indefinidamente,
e portanto a serie é convergente no interior da érea s:

=(0)
F@©

=J|] { ﬁJl+mgoJi+|--+1 |JF+-ooo

Os coeflicientes d’esta serie exprimem-se por um integral cur-

vilineo da férma
e(s)\P =(3)
ofpiin [(h(ﬂ)'fs(z) 2
B S ) . @t opanan

e applicando o theorema de Cauchy a esta expressio deduz-se
immedialamente a lei da formagdo dos coeflicientes

el 3

$:8 .8 dew \

JP=

mas

[E)=(z—1). fi(2)

fi())=1"()s
= (%) i - s D i@_ F .“_[i
F ‘? P p[(fw) ' r'(t)]g
que da o desenvolvimento de uma funcgdo holomorpha de uma
raiz da equaglio
f&)—a.9(5)=0

existente na sua drea de convergencia.

portanto

logo resulta a serie
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Esta serie presta-se a muilas combinagdes analylicas entre os
seus coefficientes.
Fazendo

%(z)=F(3). @ (z)=[" () —=¥ (3)] - ® (2)

resulta immediatamente a serie

il @M)P( #“U “
-—-.DP[(—,, il—a. - ). Bt
TR VO o) Y
que comprehende a serie de Lagrange como um case particular
quando for

[(5)=z—0t.

Esta formula di o desenvolvimento em serie convergente de
uma raiz da equacio
% oo |
:r(.zf_“ s ?:“J=0

o=
0

existente no interior de uma #rea, quando ao longo do seu con-

torno for
$M)
mod. {aa. ——— |<1;
( (=)

mas, se esta condi¢lio existir tambem para o contorno de uma
raiz, a formula péde dar todas essas raizes em serie convergente;
porque, os zeros das luncgdes holomerphas, sendo pontos isola-
dos, separados por intervallos finitos, podemos envolver cada um
por um contorno ¢ ao longo do qual se verifique a condigio de
convergencia.

Sejam
fg, lg, lg, ooty B 3q; 29, 59; o s« By

as raizes das equagdes

[(5)=0
fla)—a.q(z)=0
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existentes ma mesma drea e dispostas por ordem de modulos
crescentes.
Se for possivel envolver estas raizes por um systema de cir-

culos
Cly €2y €3y + s » €y

de modo que cada um contenha s6 duas raizes { e = na sua érea
serfi tambem ao longo d’estes circulos

e (3)
mod. (n - "‘f‘l)e*:i.

Com effeito, o numero de raizes d'estas equagdes no interior
de um contorno ¢ exprime-se pelos integraes curvilineos
I g

n= ,_2:; .j;d'lug,"(::}
1
W= g - [ dlog /(x) — e (3]

mas, se este circulo envolver s6 duas raizes ¢ e z, temos

logo ‘
2—:1; .J:dlog(i—u.%)=o.

e para que este integral seja nullo & necessario que seja constante-
mente ao longo da linha de integragio

mod. (u %%) <1

Logo quando for possivel separar as 2n raizes duas a duas
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por meio de circulos verifica-se a condi¢iio da convergencia da
serie, e por isso a [ormula precedente di o desenvolvimento das
raizes da equagdo

[(z)—a.g(z)=0

existentes no interior de uma area em [unccio das raizes da
equagio

f(z)=0

exislentes na mesma drea e no mesmo circulo de convergencia

(i) (=)ol

-----------------------------------

e
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DEUXIEME NOTE DE CALCUL INTEGRAL

FAR

[l. e PoxT

Considérons les deux équations:

j dyy = (ay 1 yy + ay2ys) dxy + (agq yy + ag ya) drs
(A)
" dya = (b1 y1 + by g ya) day + (bag yy + ba g ya) dag

les coefficients a et b étant des fonctions quelconques des varia-
bles indépendantes xy et 3.

Multipliant la seconde équation par une fonclion indéterminée
) de zy et de z3 et ajoutant ce produit i la premiére, il vient

'd(y:+1ys)=L(a.,1+1ra.,|}9":' (“"*+M"E+:_;) yi]dﬂ
(1)
’ haieind dx
+ [(ag,. +2ba,t) v + (im L iAhat E.r;) 2 ”'] 50
ou
(B) aLog(yy+aya)=(a,1+2bi1)day+(az,1+2ba,1) drg

)

en posant

[ dx
-=b i_JF d _b 1_ﬂ .
| W 1L,1h ( 1,1 I.i] 12
(2) &
(!
—=ba 34 —basg)r—azs.
g, (ag,1—bag) 2

==
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Pourque le systéme (A) soit compatible, il faut et il suffit évi-
demment: 1.° que le second membre de I"équation (B) soit une
différentielle exacte; 2.° que les équations (2) définissent une
méme fonction ) intégrale de I'équation aux différentielles totales:

© d)= [b!J 2+ (a1,1—by9) A —ay2) day
+ b1 2 + (ag,1 — bag) % — az 2] ds.

La premiére condition s’exprime de la maniére suivante:

d d
‘a;; (@10 +abyq) = E (@94 +Aba 1),

ou, en développant et remplacant #A t e ar leurs valeurs
. | ]| Ay e R ' L
PP plag dx, dxg P

dﬂjj ﬂ‘ﬂj,j

d.zt R by 1+ bygaap

(3) Bt g
+ I:“d._:r;! - —d;—; + (@1,1—b43) by 1 — (az1—bas) bhi] A=0,

équation qui doit &tre vérifice identiquement, donc:

dagy day

dz, e d.'rlg =ﬂl,9.bi,t—b1_1ﬂi,i
(I

dbay  dbyy

T dmg (81— bag) bry— (a1 — Bra) Bay-

Pour obtenir la deuxiéme condition, égalons les valeurs de
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d_g— fournies par les équations (2): nous avons en éliminant
#07R  d) h
toujours —— et " et tenant comple de (I):

dxy daxy
d 2 day s
-‘-;i'— da: — (a1,1— by ) ag e+ (ag1 —bag) are

(ﬂigg d-‘-‘1 2 )
+ i =D - baqg)dh= 0,
( iy 1 . 1,108 T @120

puis, en annulant les coefficients de cette équation:

[ da“ day 2

eI (B0 T 5 R REEY, —bg
Iy =3 (@11 —b12) az2 (ag,1 2) 012
(I
dbas dbys
—g TRl : = bay.
Ter din 11088 —ay 2034

Les quatre relations (I) et (II) sont les conditions de compati-
bilité du systéme différentiel proposé. 11 est du reste facile de le
vérifier directement. En effet les équations (A) sont équivalentes
i celles-ci:

d dy
% =ay, Y1 Ta12Y2 d’xl =a,1 Y1 T a22Y2

d d
"B by +biaye E? =by1y1t+Da2ys

L1

d* d* .

Egalant les valeurs de - Y1 ot S Y2 (irges de ces équa-
_ deydzs  dx)dxy
lions, nous avons

*
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dagy  day )
e il P b
( o o + by aga— aga bay ) yy

— e T (@31 —bes) age — (a11 — bys) ﬂn—| ya=0.

(L‘pl d @ X
(&) { '
dbyy db
o T b e I W
dbyy  db
+ (T:}"Fi:_F ar byy — by “ﬂ) =0

ce qui nous donne, en exprimant que les coefficients de y; et de
ye sont nuls, les relations (I) et (II).

Ces conditions étant supposés satisfaites, nous allons déterminer
les deux fonctions A qui forment nos deux combinaisons linéaires
immediatement intégrables. Posons s

- ' hy=15y1)2+ (a4 — by g) » — a1 e
hg = b3 132+ (az —bas) A —ass
I'équation (C) prend la forme
(v) )\ =hy dry + hg dzy

et la condition d'intégrabilité

doit &tre vérifiée. Nous avons alors, en effectuant

[(a1,1— byg) bay — (aag — bag) b11] 22 — 2 ()9 byy — byg ags)

+ (@19 — byz) ags — (agy — byg) age =0,

(3)
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équation qui détermine les deux valeurs de % satisfaisant & la
questlon
Soient %1 et %3 les deux racines de cette équation, et

(a1, +2q byy) dzy + (agy -+ 2 byy) dvg = dty

(6)
(@11 +habyy) dy + (aag + 2 bey) drg = dts,

nous avons, en appelant ¢y et cg les constantes d'intégration

| |
i (e1nges —cadpels yg= T (o1 e —cgeh).

(3) w=

Il est facile de voir que I'équation (S) ne peut jamais avoir une
racine double. En effet, introduisons dans les valeurs () de y,
et de ya I'hypothése

AM=its Ag=1;
il vient, en faisant tendre e vers zéro

(7) y1 t+aya=0.
Or la relation

(@ya bay — byq age)® + [(a1; — bya) aze — (@ny — bas) aye)

[(@11—by2) by — (agy — bag) b1y ] =0,

(H)

qui exprime que |'équation l'"'i} a une racine double %, exprime
aussi, comme 1l est facile de s’en assurer par un caleul direct, que
cette valeur ) est une solution commune des équations

(8} fl1==0 hg:ﬂ:

et alors, & cause des formules (2) elle est indépendante de 2y et
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de x3. Nous nous trouvons donc dans le cas d’une seule fonction y
définie par deux équations differéntielles qui se réduisent néces-
sairement & une seule, ce que nous n'avons pas supposé.

Il est clair aussi que I'équation (S) n'a pas de racine indépen-
dante a la fois de x; et de x3. Si I'une des racines ne contient
ni zy ni xy, elle est racine commune des équations (8), racine
double de I'équation (S) et nous rentrons dans le cas précédent;
si les deux racines ne contiennent ni &y ni o3 elles satisfont aux
équations (8) et donnent

agg  ay—biy by
1] ng Ll
(i) agy  ag —byy by

relations qui montrent que I'équation (S) est vérifice identique-
ment, ce qui est contraire & notre hypothése.

Dans ce dernier cas, le seul oit la méthode puisse tomber en
défaut, les conditions d'intégrabilité se réduisent a

dag, day dagy dayy dby dbyy dbyy dby

(v) n_—n oA Tl T s
d.:l'-j dxg d.‘l’] d(tg d.’.!?| !.f.I‘g d.!,'j (f.l‘g

et les équations (8) a une seule
9) a+orn— =0

a, b, c¢ étant des constantes, Les équations (A) prennent alors la
forme

dyy = [f1 (%1, z3) yy -+ akys] dxy

B +[fa (21, 23) y1 + ays] dxg
(
dya = {bkyy + [ (@), 22) + ck] ya| daxy

+ thyy + [fa (21, 23) + €] ya) darg

on appelant k la valeur commune des rapports (1I1), fy (21, 72)
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et fa(@y, x3) deux fonctions quelconques de xy et de xq telles
que l'expression

(V) f1 (®1, @3) dxy + fa (x4, 29) dxg

soit une différentielle exacte. En appelant f(zq, x3) son intégrale,
la substitution

(10) y=e|r(-'¢1|3ﬂz

transforme le systéme (D) en un systéme A coefficients constants
dont I'intégration est connue.

La méme méthode s'applique évidemment dans le cas o il y
a un nombre quelconque de variables indépendantes.
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BIBLIOGRAPHIA

(. Darboux. — Lecons sur la théorie générale des surfaces e
les applications géométriques du Caleul infinitesimal. — Paris,
1887.

E a primeira parte d'uma obra, em que o eminente geometra
faz publicas as suas ligdes sobre a theoria das superficies, pro-
fessadus na Sorbonne de 1882 a 1886. Esta dividida em tres |i-
vros, cujo conteiido vamos analysar rapidamente.

O primeiro & consagrado a applicacdes geometricas da theoria
phoronomica do movimento relativo. Depois de recordar as for-
mulas conhecidas de Mechanica, o auctor propde-se a solugdo do
problema directo da determinacio do movimento, dadas em func-
¢ho do tempo as componentes de rotagdo e as coordenadas da
origem. Analylicamente, esta questio equivale 4 integracio d'um
systema de tres equacdes differenciaes simultaneas, lineares de
1." ordem: o sr. Darboux mostra, por uma transformacio ele-
gante, que o systema sempre se pdde reduzir a uma equagio
geral de Riccati. Os resultados geometricos que correspondem a
este processo analytico sdo particularmente interessantes para a
theoria das curvas enviezadas, consideradas como geradas por um
triedro movel, cujas arestas sdo a tangente, a normal principal e
a binormal; citaremos, entre outras applicacdes, as que se re-
ferem &s curvas, cujas duas curvaturas estiao ligadas por uma re-
laglo qualquer.

Segue-se o estudo do movimento dos systemas moveis, que
depende de dois parametros; o problema, analogamente com o
precedente, reduz-se & integragio de dois systemas simultaneos
de equacdes differenciaes lineares ¢ de 1.* ordem.

Depois de mostrar que tem solugdes communs, o auctor expde
um methodo que torna sempre possivel a sua determinacdo por
meio d'uma unica equacio geral de Riccati, no caso em que o
systema tem um ponto fixo, e mais tres quadraturas no caso geral
de movimento.
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Fecham este livro dois capitulos: o primeiro tracta das co-
ordenadas curvilineas, segundo Gauss; o ultimo é uma applicagiio
d'ellas &s superficies definidas por propriedades phoronomicas,
taes como helicoides, superficies de revolucdo, superficies geradas
pelo movimento d'uma curva invariavel, etc.

0 segundo livro & especialmente destinado aos systemas de
coordenadas curvilineas, sobre os quaes o sr. Darboux ja publi-
cou alguns resultados importantes n'uma memoria, inserida nos
Annales de I” Ecole Normale de 1878. Comega pelo estudo dos
systemas conjugados, segundo Dupin, e faz uma applicacio d'el-
les & determinagdo das superficies, cujas duas familias de linhas
de curvatura sdo planas; em seguida vem as linhas assympto-
ticas, sendo objecto d'um exame especial as das superficies te-
l‘il:_aﬂdraes de Lamé, determinadas primeiro pelo geometra Sophus

ie.

Aos systemas orthogonaes isothermicos é dedicado um extenso
capitulo; a determinagio d'um d’estes systemas sobre uma super-
ficie ¢ uma problema importante para a cartographia, pois se
demonstra faciimente que d'elle depende a representacio d'uma
por¢io d'essa superficie com a conservagdo dos angules, ou, o
que & o mesmo, da semelhan¢a dos seus elementos infinitesimos.
N'este ponto o auctor € levado a examinar a questio da repre-
sentaglo conforme de duas areas planas; e expde os trabalhos
de Schwarz, que resolvem completamente este problema, tio im-
Emrlanle pelas suas applicagdes & Physica Mathematica e & Ana-
yse,

Os systemas orthogonaes e simultaneamente conjugados, for-
mados pelas duas familias de linhas de curvatura, sio estudados
em seguida, bem como a representacio espherica das superficies,
tal como a define Gauss.

Os restantes capitulos do livro sio consagrados s coordenadas
pentasphericas, j4 estudadas na memoria citada do sr. Darboux,
€ que conduzem & transformacio de superficies de Sophus Lie,
€m que ds linhas assymptoticas d'uma correspondem as linhas de
curvatura da outra; &s coordenadas tangenciaes, e por ultimo &
lrn{hl’urthuyﬁﬁ especial que Laguerre denominou por direcgies
reciprocas.

O terceira livro, applicacdio das doutrinas dos dois anteceden-
les, & todo concernente 4s superficies minimas que passam por
im contorno dadoe. Precede o estudo geral um estudo historico,
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em que se examinam todas as contribui¢des que tem fornecido 4
questdo os mathematicos posteriores a Monge e Lagrange.

Nos onze capitulos seguintes discute o auctor as formulas de
Monge, de Schwarz e de Weierstrass, e a sua interpretaglio geo-
metrica, pondo especial attenclo nas superficies minimas reaes
e algebricas, quer ellas se determinem pela condigio de estarem
inscriptas n'uma superficie planificavel algebrica, quer pela con-
digho de passarem por um contorno composto de rectas (problema
de Plateau), ou planos que a superficie tem de cortar orthogonal-

mente.
DuARTE LEITE.

J. A. Serrasqueiro.— Tratado de Geometria Elementar, 5." edi-
¢io.— Coimbra, 1887.
Elementos de Arithmetica, 4.* edi¢io.— Coimbra, 1887.

Veja-se o que se disse a respeito das edi¢des anteriores do
primeiro destes livros na pagina 122 do tomo v e na pagina 141
do tomo vi d'este jornal.

No segundo o auctor expde a parte da Arithmetica exigida
pelos programmas do 1.° e 2. anno do curso dos Lyceus, isto &,
as regras practicas para effectuar as operacdes sobre numeros in-
teiros e sobre numeros fraccionarios; os enunciados d’algumas pro-
priedades dos numeros relativas & divisibilidade; os systemas de
medidas usados em Portugal na actualidade e antigamente; o3
enunciados dos theoremas relativos &s propor¢des e progressdes;
e finalmente a applicacio d'estes theoremas & regra de tres, 4
regra de juros e & regra de companhia.

Diogo Nunes. — Elementos d’ Arithmetiea practica. — Covilha,
1887.

No livro I expde o auctor a theoria das operagdes sobre nu-
meros inteiros; no livro Il as propriedades dos numeros relativas
4 divisibilidade; no livro T a theoria das operagdes sobre nu-
meros [raccionarios, € os systemas de medidas; no livro IV a
doutrina relativa 4 raiz quadrada; e finalmente no livro V 2 dou-
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trina das razdes e proporgdes e sua applicacio aos problemas de
regra de tres, de juros, de desconto, de companhia, de mistura
e de liga

Este livro é principalmente util para as Escolas Normaes pri-
marias e para os Institutos industriaes.

Valentin Balbin. — Elementos de Caleulo de los cuaterniones, —
Buenos-Ayres, 1887.

0 livro de que vamos dar noticia & o primeiro que, a respeito
da theoria dos quaternides, se publica em lingua hespanhola. O
auctor, professor na Universidade de Buenos-Ayres, ndo s6 ex-
pde de um modo claro e elementar a theoria dos quaternides,
mas tambem as suas applicacdes & Geometria, 4 Mecanica e &
Physica mathematica.

Vamos dar uma idéa rapida das materias de que tracta esta
excellente obra.

No capitulo [ vem a doutrina da addi¢io e subtracgho dos ve-
ctores, e da multiplicacho dos mesmos por quantidades reaes.
No capitulo 1T vem a doutrina da multiphcagdo e divisdo dos
vectores, e abundantes exemplos para facilitarem a sua com-
prehensdo.

No capitulo Il expde o auctor a parte symbolica da theoria
dos quaternides, isto é, tracta das operacdes fundamentaes com
0s signaes que representam as partes escalares e as partes vecto-
riaes de uma expressio.

Os capitulos IV e V contéem applicagdes da theoria exposta
nos capitulos precedentes 4 Geometria da linha recta, do plano,
da circumferencia, da esphera, do cone, etec.

O capitulo VI tracta da differenciagio dos quaternides.

O capitulo VII versa sobre o estudo das conicas.

O capitulo VIII & consagrado ao estudo das equagdes do pri-
meiro grio, e & applicacio dos resultados achados a algumas
equacdes de uso frequente na Mecanica racional e na Physica
mathematica.

Os capitulos 1X, X e XI sdo consagrados a applicagdes da
theoria dos quaternides & theorin das linhas e das superficies; og
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capitulos XII, XIIl e XIV sio consagrados &s applicagbes da
mesma doutrina & Mecanica e 4 Physica mathematica.
Finalmente o capitulo XV contém um resumo historico do
assumplo.
Pela rapida noticia que vimos de dar vé-se quanto & completo
e rico em applicagdes o bello livro do sr. V. Balbin.

P. Stroobant. — Etude sur le satellite énigmatique da Venus (Mé-
moires de I Académie des Sciences de Belgique, 1887).

Refere-se o presente trabalho ao astro que alguns observa-
dores téem visto no telescopio ao lado de Venus. Depois de ex-
por as diversas observacdes que d’este astro mysterioso téem sido
feitas, todas anteriores ao seculo actual e separadas por inter-
vallos longos, o auctor analysa as differentes hypotheses que téem
sido propostas para explicar estas apparicdes, concluindo d'este
exame que estas hypotheses nio podem resolver a difficuldade.
Em seguida apresenta uma nova hypothese, que consiste em que
o pretendido satellite de Venus ndo ¢ outra cousa que uma es-
trella que apparece no campo do oculo ao lado de Venus. Para
justificar este modo de vér determina esta estrella em sete das
observages mencionadas, tendo o cuidado de se referir primeiro
a observacdes que fez no Observatorio de Bruxellas, para tirar
a duvida que péde haver de que estrellas de pequeno brilho sejam
visiveis no campo do oculo ao lado de Venus.

O sr. Stroobant junctou ao seu trabalho os textos de todas as
observagdes que téem sido feitas do pretendido satellite de Yenus,
escriptos na lingua original.

Gino Loria.— Il passato e il presente delle principali teorie geo-
metriche (Memorie della Accademia delle Scienze di Torino,
t. xxxvin).

Revela profunda erudigdo este trabalho do illustre professor
de Geomelria na Universidade de Genova. R
O auctor teve em vista principalmente tractar da histona da
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Geometria moderna; mas em virlude da impossibilidade que ha
de estudar um ramo qualquer de historia a partir de uma epocha
determinada sem se referir aos acontecimentos anteriores, prin-
cipia por dizer rapidamente de que modo a Geometria chegou
a0 estado a partir do qual se propde seguil-a detidamente.
N'esta primeira parte o auctor refere-se & origem da Geo-
metria no Egypto, ao seu desenvolvimento na Grecia, ao nasci-
mento da Geometria analylica, ao renascimento da Geometria
synthetica nas maos de Monge, Carnot, Poncelet, etc.

Entrando em seguida no ponto de que pretende occupar-se,

divide a exposicdo em varias partes, principiando pela theoria
das curvas planas e das superficies, em seguida das curvas no es-
paco, passando depois a descrever a origem e o desenvolvimento
da doutrina das transformagdes geomeltricas, a Geometria da re-
cla, a Geometria ndo euclideana, e terminando pela Geometria
a n dimensdes.
A exposigdo da historia d’estes assumplos geometricos indo
alé aos tempos mais recentes, a bella memoria do sr. Gino Loria
dd uma idéa completa do estado actual da Geometria, o que lhe
di um interesse consideravel.

C. le Paige.— René-Frangois de Sluse (Ciel et Terre, 2.¢ série,
t. m, 1887).

No volume vur d’este jornal deu-se (pag. 16) noticia de um
trabalho do sr.-Paige relativo a René-Francois de Sluse, geo-
metra belga que floreceu no seculo 17.°

No presente trabalho o sr. Paige analysa os trabalhos mathe-
maticos do eminente sabio belga, para dar noticia dos resultados
por elle obtidos a respeito dos assumptos seguintes: quadralura
de certas curvas; cubatura de volumes: indagagdo de centros de
gravidade; geometria cartesiana e applicacdes especiaes & con-
Struccio das raizes das equagdes; determinacio das tangentes,
dos pontos de inflexdo e dos maximos e minimos.
O trabalho do sr. Paige offerece muito interesse, por se re-

ferir a um dos geometras que prepararam a descoberta do Cal-
tulo infinitesimal.
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C. le Paige.— Sur les homographies dans le plan (Bulletins de
I’ Académie de Belgique, 1886).

Depois de ter, em um trabalho anterior, definido o que se deve
entender por involugdes e homographias nos espagos lineares a
um numero qualquer de dimensdes, principia no presente traba-
balho o estudo d’estes elementos.

Alfonso del Re.— Nuova construsione della superficie del quint’
ordine dotata di curva doppia del quint’ ordine (Rendicont: della
Accademia di Napoli, 1866).

N'esta memoria o auctor apresenta pela primeira vez um meio
geral de gerar as superficies de 5." ordem, dotadas de curvas du-
plas de 5.* ordem com um ponto triplo.

F. Gerbaldi. — Sulla realita dei punti e delle tangenti comuni a due
coniche (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. 1).

N’este artigo o auctor apresenta criterios analyticos para re-
conhecer, sem passar pela resoluglio de uma equacio do terceiro
grio, o numero de pontos reaes em que duas conicas se corlam
e o numero de langentes reaes communs.

George Paxton Young. — Forms, Necessary and Suficient, of the
Roots of Pure Uni-Serial Abelian Equations (American Journal
of Mathematics, 1. 1x).

Uma equagio abeliana é chamada pelo sr. Young wni-serial
quando as raizes formam uma unica serie circular, e é chamada
equaglo abeliana pura quando cada raiz é funcgo racional das
outras. O objecto da memoria precedente é procurar as [ormas
das raizes d’estas equagdes.

Principia o auctor por eslabelecer o criterio para reconhecer
quando uma equagiio abeliana ¢ uni-serial e pura, e em segmdﬂ
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deduz as [ormas das raizes d'estas equagdes: 1.° quando ellas sdo
do primeiro grio, 2.° quando sdo do quarto grao, 3.° quando o
grio & o producto de numeros primos distinctos, ete.

0Os resultados obtidos n'esta memoria importante sdo novos,
assim como os methodos empregados, ainda que fundades em
principios estabelecidos por Abel.

Ji por varias vezes temos dado noticia n'este jornal de tra-
balhos devidos ao sr. Young relativos & theoria difficil da reso-
lugdo algebrica das equagdes. A este respeito ainda promelte o
auctor, em carta que nos fez a honra de nos escrever, apresentar
brevemente um methodo directo e definitivo para achar as raizes
d’aquellas equagdes do 5.° grao com coeflicientes commensuraveis,
que sdo resoluveis algebricamente,

M. d'Ocagne.— Sur la relation entre les rayons de courbure de
deux courbes polaires réciproques (Annales de I'Ecole Normale
Supérieure, 1887).

~—— Les coordonées cycliques (Mathesis, t. vu).

Sur les courbes algébriques de degré quelconque (Journal de

Mathématiques spéciales, 1887).

E. Cesaro.— Sull’ uso dell’ integrasione in alcune questioni d’ Arit-
metica (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. 1).

—— Inlorno ad una ricerca di limiti (ltem).

Intorno ad una questioni di probabilita (ltem).

— Sul moto d’un ponto sollecitato verso una retta (Item).

M. Lerch. — Addition au mémoire présenté dans la séance du 15
octobre 1886 (Comptes rendus de la Société des Sciences de
Boheme, 1887).

Refere-se o auctor 4 memoria de que se deu noticia na pag. 27.

Apresenta novos casvs em que a funcgdo considerada na primeira

memoria (vid. pag. 27) ndo tem derivada.
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M. Lerch.— Démonstration de la formule fondamentale dans la
transformation linéaire de la (ranscendante elliptique Y (u | )
(Comptes rendus de la Société des Sciences de Boheme, 188 7).

E. B. Guccia.— Sui sistemi lineari di superficie algebriche dotati
di singolarita base qualunque (Rendiconti del Circolo Matema-
tico di Palermo, t. 1).

A. del Re.— Alcune proprieta geometriche che potrebbero essere
utili nella teorica dei sistemi di raggi luminosi (Rendiconti del
Circolo Mathematico di Palermo, t. i).

Sulla congruenza (6, 2) delle rette che uniscono le ¢ coppie di
punti omologhi di due quadriche che si corrispondono in una
determinata omografia non assiale né omologica dello spazio
(Item).

——— Su certi luoghi che s'incontrano nello studio di tre forme
geometriche fondamentali di 2." specie projecttivamente riferite
dua a due (ltem).

C. le Paige. — Recherches sur le pentaédre (Bulletins de I' Académie
des Sciences de Relgique, 1887).

F. Engel.— Kleinere Beitrige zu Gruppentheorie (Kinigl. Sichs.
Gesellschaft der Wissenschaften, 1887).

L. Kronecker.— Ueber den Zahlbegriff (Journal fir die reine und
angewandte Mathematik, t. 101).
G T.
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REMARQUES SUR LA THEORIE DES SERIES

(Extrait d'une lettre adressée i F. Gomes Teixeira)

PAR

A. GUTZMER

(& Berlin)

Je prends la liberté de vous communiquer quelques remarques
sur deux séries regardées I'une par G. Kirchhoff et I'autre par
Mr. Cesaro. Dans un article intitulé: «Zur Theorie der Gleich-
gewichtsverteilung der Electricitit aul zwei leitenden Kugelns (»),
le premier a fait usage de la série:

1 y v y"
bl B s oy i) 1 il - e

oit les quantités z, y, = sont supposées < 1. Par'des moyens par-
faitement élémentaires cette série y est transformée dans une
autre:

1 —ay 1 —ays?
R e B o ey b

1 — aysn

1 —ayst
3 ‘ l L)
ottt +l:l—.r:']{l—yz“

(1 —zz?) (1 —ys?)

},z"y‘z"’+...

qui converge beaucoup plus rapidement que la série (A).

rel

{#) Sitznugsberichte der Konigl. Preuss. Akademie des Wissenschaften
2 Berlin vom 12 november 1885, pp. 1007-1013.

]
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Je me propose d'abord de faire voir que cette transformation
f nérale

est contenue comme cas spécial dans une transformation gé

de la série

(L—¢H'—qﬂ4
(1=q)(1—1¢7)

(1—g)(—g (1 —¢*) (1 “fjfttjl_qga_k ;A
(=g (1 —gy (1 —g1)(1 —grt1)

¢l(e,2,04.0=1+ g8

dont la loi générale est évidente; en posant
q“-;u' qﬁ=b' gi=c, qi=§,

elle prend la forme
(1—a)(1=b)
(t—g)(1—9’
(1 —a)(1—aq) (1 —b) (1 —bg)

Selgstel : bt LA
(1—g)(1 —¢%) (1 —e)(1 —cq) 5

€ elebegl]=1+ 4

Ces séries (B) et (C) sont dues & Heine (») e forment une
cénéralisation de la série hypergéométrique de Gauss. Pour les
valeurs particuliéres

ae=g=3, b=m, c¢=x3 [=y

nous avons

1—x 1—=z
vl s ] 1 H phgg
N 1—x
+—___" “-I—ii-
1 —zan y

S e

(#) Crelle, Journal fir reine und angewante Mathematik, vol. 32, 34; el
Heine, Handbuch der Kugelfunetionen, 2 éd. Berlin 1878, 1. 1, p. 98.
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d'ott nous concluons

|
(1) R (z, y.;):i—__-;.?lz,m,a‘:, %,y

Mais pour la transformation de la série de Ieine il y a la for-
mule générale (»):

‘ 1.5 (1—atq) (1 —bgo
D alb)c| 'r:ﬂ R ] x1 .l' wall .
R PR B e

Cette formule nous donne dans le cas présent aprés quelques
réductions simples

- i
T (2, &, 23, 2,y] = ¢ [35, ¥, y5, 5, 2] . l_—_y

ou
(2} R (z,y,3) =R (y, 2, 3).

Par conséquent on peut changer dans la série (A) les varia-
bles # et y sans changer. la. valeur de (A). 1l s'ensuit qu'il doit
btre possible de transformer la série (A) dans une autre, dans
laquelle & et y entrent symmétriquement. i

Or il est évident que

i
_lt—‘; ? £Z' X, Iz, 5, y]
i 2.1 n
e oo At e ok He 0 v 40 S
l—z 11—y 1—az 1—axs { — a2

1 —ay i
(=2 (imy) V" tmas

.9 (3, 23, 228, 5, ysz).

e P PP

(#) L. &, p:"106.

*
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Il suit de méme

1 inpy
—— - 3 oL L 1545 | =
T D b (1 g
+aysd. — :.m_ -9 (st 25, 5, yal]
1 1 <oy’

gl estas 5, ye =

1 —as?’ (1 —az?) (1 —ys?)

|
—W' -9 [ﬂ, st'xzi, Z, y‘s]

5
+ayz’, O

1 ) 1 — zysie
1 —
1_le.qa[z,xz‘,zz“+ ) By Y2* | Ty

|

+ aysint, Toati?

(5, 2™, zzn 3, 5, yarH).

De ce systéme d’équations on conclut facilement

o[z, z.23,5.y] 1 — ayzin

(3} ll{$.yo5)= 1L _,_u{:l—:rz")(l—ys")

L

c'est la série (B) de G. Kirchhofl. En effet, elle est symmétrique
en x el y, et on arriverail é&vidlemment au méme résultat en sor-
tant de l'autre série en (2). La méthode avec laquelle nous avons
trouvé cette forme symmétrique (3) est essentiellement la méme
que celle employée par G. Kirchhoff.

On se convaincra de méme que cetle série converge beaucoup
plus rapidement que (A). Mais il y a un point dans I'équation (3)
qui me semble digne d'étre observé et qui ne vient pas au jour
dans la transformation employée dans l'article de G. Kirchhoff.
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Il ne semble pas possible de représenter la série, que nous avons
obtenue sans aucun changement de variables, par la série de
Heine, parce que l'exposant de z" croit d’aprés une autre loi
que celui de 7 dans la série Heinéenne; de sorte que nous avons
le fait intéressant qu'une série Heinéenne peut étre transformée
dans une autre quin’est plus représentable par une telle série.

Permettez-moi, Monsieur, d’ajouter & ces remarques encore
quelques mots sur la série

el o0 .1:3'
4 - Y Ll
*) "__z;iu. »it 1 —am

d'olt Mr. Cesaro a tiré des «Conséquences arithmétiques» (#) et
que je ne connais que par votre rapport dans le «Jahrbuch iber
die Fortschritte der Mathematik, Jahrgang 1885», car malheu-
reusement je n'ai pas lu ce numéro de votre journal. Vous voyez
que cette série est trés semblable a celle regardée par G. Kirch-
boff, et en effet il est possible de la transformer de la méme
méthode. Car il suit:

Tz xz? axz3
= + + + ...
% 1—xz 1—22® 1 —g28
xz 1—2z {—xz : {f—az 3.4
= z z = -
1—zz 1—zz? { — 2zt 1—:sz'z

Mais la série entre les crochels peut étre représentée par une
série Heinéenne, de sorte qu'il vient

(8) Eu.s:#% . 9 [3, z3, 238, 5, 3]

En profitant de I'équation (D), nous trouverons

. © (1242 (1 —gzr )
- 3tz 5]l = 22z 7z i il e ;
9.5 23, 23%, 7, 5] =9 [5,5,5%, 5,2 ]'ﬂEgU—z"H){I—nﬂ-‘J

A o

(#) Votre journal, v, pp. 3-6.
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Mais comme z < 1, nous avons

LY =) (1 < )
e s (T F7H) (1= z57F9)

| g alippe ifiigetR
= lim —

e I—5 Y —agrt g

1 —zz

el par suite

et avec cette relation (5) devient

(6) Sty = 22

P gt Faf s By &%)

ou, en développant,

s {—z 1—z 1—z
v == o L BT 5'! o3 [ “—I
Ity s 1+I z“:r+l_z:i(;r)+ S R (wsp—1 4+
2z x| (e (xz)"
S e e B e BT et

ce qui nous donne la relation intéressante

(7) Eu ===§ W lrgy 3 Lo
1 11—z

q=] 1 —z“

relation qui est vérifice immédiatement pour z=1. En ¢erivant
la série (7) sous la forme

o (i ® (zz)
5 5 \ /
8. 3o =~ ———
i I —5 .3 0 1 — A

on voit qu’elle est un cas particulier de la série (A) de ;. Kirch-
hoff.
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Par suite il est possible de la transformer dans une autre série
de la forme (B) ou (3). Il faut done que nous ayons I'équation

ol () @ | — .53+
] =25 ¥ —_— .
i 1 1—2 v—=0 (1 —2H1) (1 —az*1}))

z, (3

—z.520)
4 { —x.z20 ot |

8

s —x
(8) u,= 32 it 3

e . 5k,
-t et (1— ) (1 —22%)

D’autre part vous voyez, Monsieur, que déja la série (%) est
un cas spécial de la séric (A), pour laquelle on a y=2z.
En applignant la formule (3) a ce cas, nous aurons

= a0 zn w0 { —x. gintt (a) x
Stp=a ot % s PR T O
o 3’ | —zz» z,=gl:l —zz") (1 —z*HY) {—z

oit le second terme & droite est ajouté i cause de la différence
dans la sommation des séries (A) et (4); cette équation s'écrit
immédiatement

% 1 — gzt
S . ghint1),
T

Beaucoup d’autres formes pourraient étre oblenues encore, en
profitant des relations (2), (3) et (7), mais il suffit d’avoir donné
quelques unes de ces formes; c'est pourquoi je n'y insiste plus.

Voila les remarques que je me suis proposé de vous commu-
niquer. Vous voyez encore que la série (8) peut s'obtenir au
moyen de la série (3) en y posant y=1 et en commengant la
sommation dés la valeur n = 1. Toutes les transformations faites
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dans ces lignes peuvent dtre considérés comme des identités, car
nous n'avons fait ni des substitutions d'autres variables ni des
restrictions, de sorte que les transformées doivent étre conver-
gentes pour les mémes valewrs que les séries originales,

Berlin, le 15 janvier 1888.
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EXTRACTOS DAS PUBLICACOES RECENTES

Inversfio das derivagbes

Para demonstrar o theorema importante da inversdo das deri-
vagdes é necessario impor condigdes 4 funcclo [(x,y): por isso
¢ necessario depois, quando se particularisa a funcgdo, verificar
se estas condigdes téem logar. Para evitar em cada caso esta veri-
ficagdo, o sr. P. Mansion demonstra directamente este theorema
para o caso das [uncgdes elementares, do modo que vamos expdr.

: d¥u du
S = f(x, QULE Leann g
eja u=f(z,y) e demonstremos que & dody  dyds
I. O theorema ¢ verdadeiro se u & funcgdo s6 de = (ou s6 de
y); porque, nestes casos, ¢ =0 e =0
Lo ' dedy " dydr
Il. O theorema é verdadeiro para u=f(v), se for verdadeiro
para a funccdo v, isto &, se [dr E;—y=&y—d;. Com effeito,
temos
du
= ___= ' (o)
f (t’f d.’#
du
Tl (“)
dy
d*u dv dv d%v
= (8) gt () g
dx dy d:.r: dy dz dy
d?u dv dv d%v
" ¢
dy dx = ”dy dx il ‘fdydx

¢ 0s segundos membros das duas ultimas egualdades sio eguaes.
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III. O theorema é verdadeiro para a funcgdo
u=v+w—1
se for verdadeiro para v, w e t. Com effeito, temos

du e diy d*w d
dedy dzdy dedy dxdy
d y o d? d2u
T dydz dyde dydz dydx’

IV. O theorema ¢ verdadeiro para vw, vw—!, v, se for ver-
dadeiro para v, w, como se demonstra de um modo analogo a0
empregado no caso anterior.

Por meio de reducgdes successivas aos casos anteriores esta-
belece-se o theorema para uma funcglio elementar qualquer. Por
exemplo, para a funcgdo

y=(utv)w
pie-se
y=3st, s=utv, t=u"

Se o theorema ¢ verdadeiro para u e v tambem ¢é verdadeiro
para ¢ (4.° caso), para s (3.° easo), e portanto para y (4.° caso).
(P. Mansion: Résumé du Cours d’ Analyse infinitésimal, Gand,
1887).
11

Sobre o limite da expresséo ;‘f;, —1

Este limite importante na theoria elementar dos lu"arltllmm
quando ¢ > 1, ¢ achado pelo sr. Escary de um modo muito gim-
ples, por meio da identidade

™ — gn
L -— e ———,
ar 1+ ag it o hatR ek et
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Com effeito, pondo

me=p, x= Vq. a=1

Vgt = e S ;
V= + g2+ < .hi¥g +1

Por ser \'/t;?’—“::- { quando n<p, o segundo membro d'esta
egualdade tende para zero quando p tende para o infinito:, logo

ff-:;r tende para a unidade.

[Escary: Sur la limite de l'expression F;t} — 1 (Journal de Vui-
bert, t. 12)].

Theorema sobre determinantes

Mostrou Cauchy que o determinante

¢ egual ao producto das 2( ) differencas das n quantidades

1]' I"l LU ) £n|
Este theorema [vi generalisado por Borchardt, que mostrou
que o determinante cuja linha de ordem h é

on(t), ealta)s «--r @nlla)s
onde ¢

oa () = ot Ay ko v ARy
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é egual ao producto das ’% s differengas das n quantidades
by A8y 7400/ fin

Este theorema vem de ser demonstrado pelo sr. Marcolongo
de um modo muito simples.

Com effeito, se subtrahirmos a primeira columna de cada uma
das seguintes vem um novo determinante de ordem n—1 onde
ndio entram as constantes Ag.y, Ag,q, . .., Ay,q. Logo o determi-
nante proposto ndo deve mudar quando n’elle se pde Ag, =0,
Ag =0, ..., Ay1=0. Desenvolvendo este determinante se-
gundo os elementos da primeira linha obtem-se n determinantes
de ordem n— 1, e da mesma férma que o anterior.

Applicando-lhes portanto o mesmo raciocinioc demonstra-se
que estes determinantes sho independentes de A, ;, e portanto o
determinante proposto ndo se altera quando se pde A, ,=0.
Logo & egual ao determinante de Cauchy.

[R. Marcolongo: Generalizzazione di un teorema sui determi-
nanti (Jornal de Battaglini, t. xxv)].

IV
Theoremas de Arithmetica

Devem-se ao sr. Lugli os theoremas interessantes seguintes,
que nos limitaremos a enunciar:

1.° Para que um numero da forma 107 — 1 seja divisivel por
outro da forma 109 — 1, é necessario e sufficiente que p seja mul-
tiplo de q.

grq o6 Eoge 3
2.° Convertendo em dizima uma fraccio ordinaria —, cujo

denominador & primo, o periodo terd ou p— 1 algarismos ou um
numero de algarismos sub-multiplo de p—1. :

3.° Se o numero de algarismos do periodo d'uma fracclo sim-
ples, que tem por denominador um numero primo p, é par €
egual a 21, o resto de ordem ¢ da divisio do numerador pelo de-
nominador serd egual ao denominador diminuido d’'uma unidade.
A reciproca d'esta proposicio é verdadeira.
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1 . ;
4.° Se & [rac¢lio — corresponde um periodo. de s algarismos,

a qualquer outra fraccdo irreductivel de egual denominador cor-
responderd um periodo de egual numero de algarismos.

5.° Se & [fracgdo -L. onde p ¢ um numero primo diverso de
2 e 5, corresponde um periodo de p— 1 algarismos, 4 frac¢do
3 corresponderd um periodo formado dos mesmos algarismos.
6. Se o denominador p de uma fracgio — é o producto de
dois numeros py e pa, e os numeros dos algarismos dos periodos

o | . .
das fracgdes —, —, — sdio respectivamente s, sy, 53 e py & di-
P P P :
verso de pa, § & 0 menor multiplo commum de sy e sg.

[A. Lugli: Sulle frazioni decimali periodiche (Periodico di Ma-
lematica de D. Besso, t. u)].

Vv

Sobre a corda focal da parabola

Devem-se ao sr. Graves as seguintes propriedades interessan-
tes da parahola, dadas sem demonstragiio nos Annals of Mathe-
matics.

1.* Sendo S o féco da parabola e PSP’ uma corda focal, a
tangenle e a normal em P’ encontram o diametro que passa por
P em dois pontos M e N taes que PM = PN =PP'; uma proprie-
dade analoga tem logar para o ponto P, e temos PM'=PN'=PP',
D’aqui conclue-se um meio de tragar as normas e as tangentes
4 parabola nos pontos P e P', construindo os parallelogrammos
PPM'M e PP'N'N; as diagonaes d'estes parallelogrammos sao as
langentes e normaes pedidas.

2.* Cada uma d'estas normaes devide a outra na razdo de 1

para 3.
3." A corda que juncta as extremidades das cordas normaes
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em P e P’ é parallela a PP' e tres vezes maior; e a recla per-
pendicular a PP’ no ponto S, e terminada por esta parallela e
pelo polo de PP/, ¢ dividida por S ma razdo de f:4. O logar
geometrico da intersecgho d'esla perpendicular com a parallela ¢
uma recta, e a envolvente das poncdes da parallela é uma para-
bola, qué tem o mesmo f6co que a parabola dada e que a corla
orthogonalmente,

[Graves: On the foeal chord of a parabola (Annals of Mathe-
matics, t. 3)].

Vi

Sobre uma propriedade da esphera

Deve-se ao sr. Maurice d’Ocagne a seguinle propriedade in-
teressante da esphera:

Existe uma relacio linear entre as distancias de m ponlos quaes-
quer do espago (m sendo pelo menos egual a &) aos planos tan-
gentes a uma esphera qualquer.

Eis como este illustre geometra a demonstra.

Se o plano

Az+By+Cz+1=0

& tangente & esphera

2 +y*+ =R}
teremos
1
:#Ei
VAr+ B+ C?

e a distancia 3; de um ponto qualquer do espaco P; (=i, Pis i) @
este plano langente serd portanto

Si=R(Aay+ BB+ Cyi+1).
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Tomando no espago m poutos Py, Pa. ..., Py e chamando
y L . ¥m parametros indeterminados, vem

3h%=R(AZpai+ B3+ CInyi+20),

onde os signaes X se referem aos valores 1, 2, 3, ..., m de i.
Mas, quando m ¢ pelo menos egual a 4, péde-se dispir dos para-
metros ¥ de modo que seja

Bhi = 000 20Bi =0, Ediyi=0,

e portanto péde-se sempre considerar o centro da esphera como
o barycentro dos m pontos Py, Py, ..., Py affectados de certos
coefficientes %y, Xq, ..., hm. Vem, pois, chamando k a somma
d'estes coefficientes,

}-11312 j'.R'

que € 0 que se queria demonstrar.

Este theorema & verdadeiro tambem no caso de ser m=3,
quando o plano determinado pelos tres pontos passa pelo centro
da esphera.

0 theorema reciproco do precedente & tambem verdadeiro.

Deve-se ainda ao sr. d'Ocagne a extensdo do theorema pre-
cedente 4s superficies quaesquer.

[M. d'Ocagne: Sur une proprieté de la sphére el son extension
aux surfaces quelconques (Procedings of the London Mathematical
Society, t. xvim)).

vil
Passagem de Venus pelo disco do Sol em 1882

1.° Resultado obtido pelas commissies brazileiras. A passagem
de Venus, que teve logar em 1882, foi observada por tres com-
missdes brazileiras, estabelecidas na llha de S. Thomaz (Antilhas)
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em Pernambuco e em Punta-Arenas (no Estreito de Magalhgies).
Da combinagdo das observagdes [eilas por estas tres commissies
resultou para valor da parallaxe equatorial horizontal do Sol, 4
distancia media & Terra, o numero 8”,808 (Revista do Observa-
torio do Rio de Janeiro, novembro de 1887).

2.° Resultado obtido pelas commissdes inglezas. A mesma pas-
sagem foi observada por commissdes inglezas em Jamaica, Bar-
bados, Bermuda, Cabo da Boa-Esperanca, Madagascar, Nosa-
Zelandia, etc. A discuss@io de todas estas observacdes deu pars
limites superior e inferior da parallaxe equatorial horizontal do
Sol, & média distancia da Terra, os numeros 8”,856 e 8,808,
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DEUX REMARQUES RELATIVES AUX SERIES

(Extrait d'une lettre adressée & F. Gomes Teixeira)

FAR

M. Ep. WEYR

Professeur & I'Ecole Polytechnique bohéme & Prague

... Je me permets de vous communiquer deux remarques re-
latives aux séries, qui, peul-&tre, pourraient avoir quelque in-
lérét pour les lecteurs de votre journal.

Considérons, en premier lieu, une série convergente et a ter-
mes positifs

(1) 3 a.

=1

Soit ¢ une quantité positive maindre que 1, choisie a volonté.
Si I'on désigne par a, un terme quelconque de la série, on peut
toujours assigner un entier p,, tel qu'on ait

M+-pm =
(2) ¢ Ya's V'Y w.
v=m a1

En effet, la série (1) étant convergente, on doit avoir

[ -]

X ay < qay,

="

dés que n sarpasse un certain entier r. Si I'on a r <m, on peut
prendre oy, =0, et si r >m, on peut faire pm=r—m, pour que
linégalité (2) soit satisfaite.

i
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Posons maintenant

m+9rl
Sm= 3 a, et mtputi=m,

==

MyPm,
Sm,= 2 a, et m +Pﬂ: + 1 =my,

=My
etc., et généralement

M ~}=pm,
Smy= X a, et mptpomt1=myyq.

On aura
e —1
(3) Iav= 3% ayt st sy +8myt .. ininl,

'=1 ye=1

et les s satisferont aux inégalités

b a
Ghm> 2 Gy Qim,> 3 4y, elc.
v==1y y=hy

5 1 =
L <—3a<q

Smy $my my

On peut donc toujours, dans une strie convergente i termes
positifs (1), rassembler les termes — & partir d'un terme quel-
conque, p. e. le premier — de telle maniére, que, dans la not-
velle série (3) le rapport de deux termes consécutifs reste con
stamment plus petit qu'un nombre positif ¢ < 1, choisi & volonté:
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Cela montre qu’il est impossible de former une série qui satis-
fasse aux conditions formulées par Mr. Gutzmer dans sa nole
«Sur une série considérée par Mr. Lerchn, ce journal, vol. vin,
p. 36.
~ Ma seconde remarque concerne, plus généralement, les séries

“ termes complexes. Soit

Zay
i

une telle série, convergente, mais cependant telle que la série
des valeurs absolues des termes soit divergente.
Prenons une série convergente i lermes positifs

% b,.
1

On a, ky, ke, . .. étant quelconques,

my-}-k, | gtk
b a.‘-—:bl. [ 3 a|<<by, ete.,
my | my
dés que
my>ry, ma>ry, el
ry, ra, ... &tant certains entiers.

Si donc on choisit pour mg un entier plus grand que my et en
méme temps plus grand que rg; pour mg un entier & la fois plus
grand que mg et que rg, elc., on aura

my—1 ma—1
: a.|<by, ‘ 3 6, <bg, « elec.,
L] ms
¢e qui montre que la série
my—1 me—1 [me—1 |
20- + Z ay +I za"'{‘.,.
1 m, my
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sera convergenle. Done, dans toute série convergente, on peut
réunir les termes en groupes de telle sorte, que la nouvelle série
ainsi formée soit absolument convergente.

Prague, le 28 janvier 1888.
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NOTE SUR UN PROBLEME D'ARITHMETIQUE

PAR

M. Maurice p'0OcaGNE

Voici une application d’une formule que nous avons démontrée
il y a quelque temps dans le Jornal de Sciencias Mathematicas e
Astronomicas (t. vii, p. 127), application que nous avons pré-
sentée sans démonstration i I"Académie des Sciences de Paris (%),
d propos de deux communications qui avaient été faites a cetle
Académie par M. Emile Barbier ().

Convenons d’abord des notations suivantes:

(n|1) est un nombre exclusivement composé de n chiffres 1.
Ainsi (4| 1) est le nombre 1111.

N (n) est un nombre ainsi composé: écrire le nombre n, A sa
droite n chiffres 8 consécutifs et a la droite du tout le chiffre 9.
Ainsi

N(1)=189

N(2)=2889

N (3) = 38889

L I

Cela posé, la formule a laquelle nous venons de faire allusion
est la suivante:

Dans la suite naturelle des nombres de 1 @ N inclusivement, N
élant composé de n chiffres, le nombre total des chiffres écrits est
tqal @

n(N+1)—(n]1).

S PPl

(%) Comptes-Rendus, 1. cvi, p. 190.
(##) Ibid., 1. cv, p. 798 et 1328




102 JORNAL DE SCIENCIAS

Voici maintenant quelle est I'application que nous avons en
vue:

Déterminer, dans la suite naturelle des nombres, le k'*™¢ chiffre
éeril.

Remarquons d’'abord que, si dans la formule précédente on fait

n--1
N={01-1=999 ... 99,

on trouve que, dans la suite naturelle des nombresde 1 & 108+
inclusivement, il y a N (n) chiffres.
Dés lors, si

N(n—2)<k<N(n—1),

le nombre auquel appartient le chiffre cherché, de rang k, est
composé de n chiffres. Cette double inégalité permet d'obtenir
immédiatement le nombre n.

Cela posé, si N est le nombre auquel appartient, dans la suite
naturelle, le chiffre cherché, on a

aAN—(n|1)<k<n(N+1)—(n|1),
ou

N<EEALD
n

<N+1,

d’oir I'on déduit immédiatement que si Q est le quotient entier
et R le reste de la division de k- (n|1) par n:

1.° Lorsque R w'est pas nul, le chiffre demandé est le R®™, i
_parr!r e la gauche, du nombre ().

2.° Lorsque R est nul, le chiffre demandé est le premier d droite
du nombre Q— 1.

Exemple. — Quel est le 12345678 9itme chiffre écrit? O

voit ici que n=8, et on a

123456789+ 11111111 =134567900.
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Divisant ce dernier nombre par 8, on trouve

Q=—16820987,
R=4.
Le 123456789itme chiffre écrit dans la suite naturelle des

nombres est done le 4 du nombre 16820997, soit le chil-
fre 2.
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NOTE SUR LES CONIQUES

FAR

M. Mavrice p'OcacNe

Soient ABC un triangle inscrit dans une conique et T un point
variable sur cette conique. Les droites AB et CI se coupant en
P, AC et Bl en Q, la droite PQ passe par un point fixe. En effel,
si la droite Al coupe BC au point V, le triangle PVQ est auto-
polaire par rapport a la conique; par suite, la droite PQ passe
par le pdle M de la droite BC qui contient le pdle V de cette
droite PQ.

I résulte de la que si on prend sur la conique deux points I
et I' et que I'on construire les droites PQ et P'QY correspondan-
tes, le point de rencontre M de ces droites est le pole de BC
par rapport & la conigne.

Dés lors, on voit que si une droite PQ pivote autour d'un point
M et rencontre les ciés AB et AC d'un triangle ABC respective-
ment aux points P et Q, le point de rencontre 1 des droites PC et
QB décrit une conique circonscrite au triangle ABC et tangente en
B et en C aux droites MB et MC.

Il suffit, pour s'en assurer, de mener par le point M deux
droites quelconques P'Q’ et P"Q" auxquelles répondent les points
I et I” et de considérer la conique déterminée par les cing points
A.B, C, I'et 1". D'aprés ce qui vient d’dtre dit, & chaque point I
de cette conique correspond une droite PQ passant par le point M.
En outre, M est le pole de BC par rapport & cette conique,
c'est-d-dire que MB et MC sont tangentes i la conique. _

Il est facile d’obtenir la tangente au point 1. En effet, solent
H le point de rencontre des droites MB et PC, K celui des droi-
tes MC et QB. La droite HK coupe la droite BC en un point 1
dont la polaire par rapport aux droites MB et MC, et consé-
quemment par rapport a la conique, est la droite MI. De la ré-
sulte que TI est la tangente  la conique au point L.
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Enfin, voyons comment le centre O de la conique est lié au
point M.

Si nous faisons coincider le point P avec le point Py situé a
la rencontre de AB et de la paralitle 8 AC menée par M, le
point Q est rejeté a l'infini et le point Iy correspondant se trouve
i la rencontre de PyC et de la paralltle & AC menée par B.
Nous avons ainsi deux cordes AC et Bly de la conique, qui sont
paralléles. La droite qui joint leurs milieux est un diamétre: mais
cette droite passe par le point Py. Donc, la droite qui joint le
point Py au milieu y de AC est un diaméire. De méme pour la
droite qui joint le milien 3 de AB au point de rencontre Qg de
AC et de la paralléle & AB menée par M.

L'intersection de ces deux droites fournit le centre O.

Si les droites Pyy et Q38 sont paralléles la conique est une
parabole. Pour avoir le lieu des points M qui donnent des para-
golcs, il suffit de remarquer que le parallélisme de Pyy et de Qg%

onne

APy > AQg = AB > Ay = Constante,

ce qui montre que le lieu cherché est une hyperbole dont AB et
AC font les asymptotes, et qui est tangente & BC en son mi-
lieu,

Si les droites Pyy et Qa3 sont perpendiculaires respectivement
8 AC et 4 AB, la conique est le cercle circonscrit & ABC.

Applications

On peut, des considérations qui précédent, tirer diverses con-
structions de coniques, moins symétriques que celles qui résultent
du théoréme de Pascal, mais peut-dtre plus simples, et qui mé-
nient & cet égard d'élre signalées,

On saura, en effet, construire la conique point par point avec
ses tangentes, et, en outre obtenir son centre, lorsqu’on connaitra
trois points A, B, C de cette muique et le point M correspon-
dant. Nous pourrons, dés lors, envisager les cas suivants:

1.* Construire une conique connaissant trois de ses points A, B, C
el les tangentes en deux d'entre eux B et C.
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Le point M étant précisément le point de rencontre des tan-
gentes donaées, le probléme est immédiatement résolu.

2.° Construire une conique connaissant quatre de ses poinis A,
B, G, I et la tangente en l'un d'eux B.

On tire Bl' et CI' qui coupent AC et AB en ' et en P'. La
droite P'Q’ coupe la tangente en B donnée au point M.

3.° Construire une conique connaissant cing de ses points A, B,
G, FL

On détermine les droites P'Q’ et P'Q" répondant aux points
I' et I. Le point de rencontre de ces deux droites est le point M.

4.° Construire une conique connaissant (rois de ses poinis A,
B, C et son centre O.

On joint le centre O aux milieux 3 et y de AB et de AC. La
droite O3 coupe AC au point Qg; Oy coupe AB au point Py, La
paralléle & AB menée par Qg et la paralléle & AC menée par Py
se coupent au point M.

Transformation des courbes

Ce mode de génération des coniques, au moyen d'un triangle
et d'une droite pivotant autour d'un point fixe, fail naitre I'idée
d'une transformation générale des courbes ainsi définie:

Etant donné un triangle ABC, on méne @ une courbe quelcon-
que T' une tangente qui coupe AB en P et AC en (). Les droiles
PC et BQ se coupent en un point 1. Lorsqu'on fait varier la tan-
gente PQ a la courbe T, le point 1 déerit une courbe 1" transformée
de la premiére.

Dans ce mode de transformation, d’aprés ce qui a été vu plus
haut, & un point M correspond une conique (M) circonscrile au
triangle ABC et tangente en B et en C & MB et & MC.

A la droite qui joint deux points M et M’ correspond le qua-
triéme point commun aux coniques (M) et (M'); par suile, & une
série de points en ligne droite correspond un faisceau de coniques
circonscrites & un quadrilatére. _

Si nous prenons sur la courbe 1" deux points infiniment voisins
M et M’ qui déterminent la tangente PQ en M a la courbe I
les coniques correspondantes (M) et (M') infiniment peu différentes
I'une de I'autre se coupent au point I qui répond & la tangente PQ.
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e

La courbe transformée I peut done ¢tre indifféremment considérdée
comme liew du point 1, ou comme enveloppe de la conique (M). 1l
suit de 1a que si MB et MC coupent respectivement PC et QB en
H et en K, la tangente en 1 a la courbe I’ passe par le point de
rencontre des droites BC et HK. C'est, en effet, comme on I'a vu
plus haut, la construction de la tangente en I & la conique (M).

Constructions corrélatives

En transformant par polaires réciproques les résultats précé-
dents on obtient ceux que voici:

Etant donnés un triangle ABC et une droite §, si on prend
sur celte droite un point I' quelconque et que les droites Bl et
CI coupent respectivement AC et AB en Q et en P, la droile
PQ, ou ¢, enveloppe une conique inscrite dans le triangle ABC
et qui touche AB et AC respectivement aux points E et F ou
ces cOtés sont coupés par la droite §.

En outre, si les droites EQ et FP se coupent en H, la droite
AH passe par le point ol ¢ est tangente & la conique.

Amnsi, la droite § permet de construire par tangentes el poinls
une conique inscrite dans le triangle ABC, comme le pomnt M
permettait précédemment de lui construire une conique circon-
scrite.

Il suffira dés lors de connaitre ABC et § pour construire la
conique. Voici comment § s'obtiendra dans différents cas:

1.° Conslruire une conique connaissant trois tangentes AB, AC,
BC et les points de contact E et F des dewx premidres.

Dans ce cas EF donne immédiatement la droite §.

2.° Construire une conique connaissant quatre tangentes AB,
AC, BC, U' et le point de contact E de la premiére.

La tangente ¢ coupant AB en P’ et AC en E, les droites CP’
et BQ' donnent le point I' correspondant. EI" est la droite 8.
BI[:3.“* Construire une conique connaissant cing tangentes AB, AC,

. 0,

On détermine comme précédemment les points 17 et 17 cor-
respondant a ¢ et & (. La droite § est celle yui joint ces deux
points.

Enfin, on peut ici encore remplacer la droite § par une courbe
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quelconque T et en déduire par la méme construction une courbe
transformée [":

Joignant le point I de la courbe I aux points B et C, on a
des droites qui coupent respectivement AC et AB aux points
et P. PQ enveloppe la courbe I'. On obtient le point M ot PQ
touche T" en joignant le point A au point de rencontre H des droi-
tes EQ et FP, E et F étant les points ot la tangente en 1 4 la
courbe ' coupe respectivement AB et AC.

Nous avons déja obtenu cette derniére propriété, démontrée
alors directement («), dans le cas particulier o les points B et C
sont rejetés & linfini sur AB et sur AC, et qui résulte d'une
transformation homographique du précédent,

E e R S

(%) Jowrnal de Mathématiques spéciales, 1886, p. 256.
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J. A. Sarrasqueiro.— Tratado Elementar de Trigonometria recti-
linea, Nocdes de Geometria Analytica, 3. edigdo, Coimbra,
1888.

——— Tratado Elementar de Arithmetica, 8.° edi¢io, Coimbra,
1887.

Ji se deu noticia da anterior edi¢do do primeiro d'estes livros
no tomo v (pag. 122). Na presente edicdo o auctor juncta no
mesmo volume a Trigonometria e a parte da Geometria Analy-
tica exigida pelos ultimos programmas para o ensino d'esla scien-
cia nos Lyceus,

A respeito do segundo livro veja-se o que se disse das edigdes
anteriores nos tomos v (pag. 122) e vu (pag. 141) d’este jornal.

iz, de Longchamps. — Cours de Mathématiques spéciales. — Paris,
1886.

E extremamente recommendavel o excellente Curso de Mathe-
maticas especiaes do sr. Longchamps, pela clareza com que esté
escripto, pelo rigor e elegancia da exposiglio, e por contér as ul-
timas indagacdes dos geometras relalivas ao assumpto de que
tracla,

Compde-se de tres volumes, sendo o primeiro relativo 4 Al-
gebra, o segundo 4 Geometria Analytica plana, o terceiro & Geo-
metria Analytica no espago, e de um supplemento aos volumes
anteriores.

A Algebra abre por um bello capitulo relativo as identidades,
onde o auctor expde alguns methodos para verificar ou achar
identidades, e applicagdes interessantes d'estes methodos & de-
monstragio de theoremas de Arithmetica e de identidades alge-
bricas notaveis.
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Vem em seguida a theoria das combinagdes, as formulas do
desenvolvimento das potencias inteiras e positivas do binomio e
do polynomio, a determinagdo da somma das potencias seme-
Ihantes dos termos de uma progressdo arithmetica, o methodo
para a extracgdo das raizes dos polynomios e a theoria dos de-
terminantes (licdes 2." a 7.%).

Nas lighes 8.* e 9." o auctor expde a theoria das equacdes li-
neares, baseando-se para isso n'um bello e importante theorema,
devido ao sr. Rouché.

As ligdes 10." e 11.* referem-se 4 theoria dos numeros irra-
cionaes introduzidos pela considera¢lio dos radicaes, e & theoria
dos numeros imaginarios.

Nas ligdes 12.* e 13.* occupa-se o sr. Longchamps das equa-
gbes do segundo grio e das equagdes cuja resolugiio se péde re-
duzir 4 de equagdes do segundo grio. Deve notar-se na ligio 12.*
uma demonstragdo engenhosa do theorema de Waring, que di
a somma das potencias semelhantes das raizes de uma equagio
algebrica, para o caso particular da equagio do segundo gréo.

Na ligho 14." véem alguns theoremas relativos & transformacio
das expressdes irracionaes n'outras mais simples; na ligdo 15.*
a theoria das desegualdades, e nas lighes 16.* e 17.* a theoria
das frac¢des continuas algebricas.

Nas ligdes 18.%, 19." ¢ 20." vem a theoria das funcgdes intei-
ras, das lunccdes exponenciaes e das funcgdes logarithmicas. Deve
notar-se n'este capitulo uma demonstragio interessante do des-
envolvimento da exponencial em série.

As ligdes 21." a 25." sdio destinadas & indagacio das derivadas
das funcedes elementares, 4 demonstragdo da formula de Taylor,
e as applicagdes d'esta formula 4 indagagho dos maximos e mi-
nimos das luncedes e & determinagio dos verdadeiros valores das
quantidades indeterminadas.

Segue-se a theoria geral das equagdes, que occupa as lighes
27.* a 40.*, onde o sr. Longchamps expde desenvolvidamente 08
methodos e os theoremas classicos relativos a esta parte da Al-
gebra.

O volume segundo da obra importante do sr. Longchamps
contém a Geometria analytica a duas dimensdes.

O primeiro livro d’este volume contém os principios geraes de
Geometria analytica e a sua applicagio a um grande numero de
curvas celebres; em seguida o estudo da linha recta e do circulo.
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0 livro segundo contém a theoria geral das curvas planas,
principalmente das curvas algebricas. Ahi se determinam as suas
tangentes, as assvmptotas, os pontos singulares, os centros, dia-
metros, eixos, etc,

O livro terceiro é destinado ao estudo da equagdo geral das
conicas. N'este livro offerecem o maior inleresse as ligdes 25."
a 26.%, destinadas a uma serie de theoremas notaveis sobre as
conicas,

No livro quarto estuda o auctor separadamente a ellipse, a
hyperbole e a parabola.

Finalmente no livro quinto véem os processos para construir
as curvas determinadas pelas suas equacdes, algumas nogdes sobre
as curvas unicursaes, etc.

A Geometria a tres dimensdes ¢ tambem dividida em livros,
sendo o primeiro destinado aos principios geraes e ao estudo da
theoria analytica do plano, da linha recta e da esphera; o segundo
a0 estudo da equacdo geral das superficies do segundo grao; e o
terceiro ao estudo particular do ellipsoide, dos hyperboloides e
dos paraboloides.

No volume quarto (Supplément) o auctor expde a parte ele-
mentar da theoria das séries, os principios do methodo infinite-
simal e suas applicagdes geometricas, os principios fundamentaes
de Calculo integral, e finalmente as [6rmulas de interpolagio mais
importantes.

G. de Longchamps. — Sur le trifolium (Journal des Mathémati-
ques spéciales, 1887).

~——— Sur la rectification de quelques courbes remarquables (Ma-
thesis, t. vi).

——- Rectification des cubiques circulaires, unicursales, droites au
moyen des intégrales elliptiques (Comptes rendus de I' Académie
de Paris, 1887).

Na terceira d’estas notas o sr. Longchamps faz vér que toda
a cubica circular, unicursal, recta, pode ser rectificada por meio
dos integraes ellipticos.
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H. le Pont. — Note de Géomélrie (Association frangaise pour I'a-
vancement des sciences, 1887).

N'esta nota inleressante o auctor demonstra o theorema se-
guinte e o seu correlativo:

E condigio necessaria e sufficiente para que tres grupos de
tres planos estejam associados, segundo o modulo dois, que os
tres vertices dos triedros formados por cada grupo estejam em
linha recta.

G. Paxton Young.— Solvable quintic Equations with Commen-
surable Coefficients (American Journal of Mathematics, vol. x).

Deu-se no tomo v (pag. 121) d’este jornal noticia de uma
memoria do sr. Paxton Young, onde este geomelra dé o criterio
de solubilidade das equacdes do quinto grio, e esbhoga um me-
thodo para esta resolucdo. Em successivas memorias, de que se
deu noticia no tomo vi (pag. 99) e no tomo vin (pag. 78), o
auctor conlinfia as suas indagacdes sobre este difficil e impor-
tante assumpto. Na memoria presente o auctor simplifica aquelle
methodo e dé-lhe todos os desenvolvimentos necessarios para o
tornar applicavel, por um processo certo e definido, a todas as
equagdes resoluveis do quinto grio com coefficientes racionaes,
Em seguida applica a theoria exposta a uma série de vinte exem-
plos convenientemente escolhidos para a tornar clara.

M. Lerch. — Note sur la fonction

o pRkwiz
K(w,z,8)= 3 AT SR
k=0 (w0 + k)

(deta Mathematica, t. 11).

A somma precedente é convergente para cada valor de s, se
a parte imaginaria de = ¢ maior do que zero, e nio convergente
somente para os valores de s, cuja parte real é positiva, quandu
& ¢ uma quantidade real.
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N'esta excellente memoria o auctor faz vér que a série con-
siderada representa uma func¢lo transcendente inteira de s, e
deduz algumas propriedades importantes d’esta funcglo.

M. Lerch.— Démonstration nouvelle de la propriété fondamentale
de l'intégrale Eulérienne de premiére espéce (Bulletin de la So-
ciété Mathématique de France, t. xv).

O auctor da uma demonstragio da formula importante

; ol rsr
‘fu 21 (1 —3) 'dz-—F(H_!)

baseada sobre os principios da theoria das funcgdes, e sobre o
theorema de Cauchy relativo aos integraes tomados entre limites
imaginarios.

A. del Re.— Correlazioni che mutano la quartica gobba con due
flessi nella sviluppabile dei suoi piani bitangenti (Rendiconti della
R. Accademia di Napoli, 1887).

E. Cesiro.— Sur I'analyse barycentrique des courbes (Annali di
Matematica pura ed applicata, serie 2.", t. xv).

N'esta memoria importante o auctor principia por apresentar
as formulas fundamentaes da Geometria intrinseca, para as appli-
car & analyse barycentrica das curvas no espago com n dimensdes.

E. Cesiro.— Sui concetti di limite e di continuitd ( Rendiconti della
R. Accademia dei Lincei, 1888).
——— Formole relative al moto d'un ponto (Item).
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G. B. Guccia.— Théoréme sur les points singuliers des surfaces
algébriques (Comptes rendus de " Académie des Sciences de Po-
ris, 1887).

V. Jamet. — Essai d'une nouvelle théorie élémentaire des loga-
rithmes, — Paris, 1888.

O auctor expde de um modo simples a parte elementar da
theoria dos logarithmos. Principia por demonstrar que a expres-

sao n(Va—1) tende para um limite quando n tende para o in-
finito, e toma este limile para definigio de logarithmo neperiano
de numero a. D'esta definigio deduz depois as propriedades prin-
cipaes dos logarithmos.

FEdouard Weyr.— Sur la réalisation des systémes associatifs de
quantités complexes a 'aide des matrices ( Bulletin de la Sociélé
R. bohéme des Sciences @ Prague, 1887).

Refere-se a presente nota & theoria dos mumeros complexos
formados de um numero qualquer de unidades independentes.
D’este bello assumpto se occupou ainda ha pouco o auctor n'uma
sabia memoria, publicada no Bulletin des Sciences Mathématiques
(1887). No presente trabalho demonstra :]ue um systema de quan-
tidades complexas, formadas de n unidades principaes e de mul-
tiplicagdio associativa, péde ser realisado substituindo s n uni-
dades matrizes convenientemente escolhidas. E uma generalisagio
do que acontece com o systema dos quaternides de Hamilton,
que p6de ser realisado tomando para as quatro unidades matrizes
de segunda ordem.

M. d' Ocagne.— Les coordonées paralléles de points (Nouvelles An-
nales de Mathématiques, 3.* série, t. vi).

O artigo de que vamos dar noticia ¢ continuaglio da bella me-
moria do mesmo auctor, de que se deu noticia no tomo vi (pa-
gina 30) d’este jornal. No systema de coordenadas parallelas re-
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fere-se cada ponto dado a dois pontos fixos, pelos quaes se fazem
passar dois eixos parallelos. Tragando pelos pontos fixos e pelo
ponto dado duas rectas, delermina-se sobre os eixos dois se-

R :
gmentos u e v, e a — e — chama o sr. d'Ocagne coordenadas
“ v

parallelas do ponto dado.

Mostra em seguida que as equagdes de uma curva em coorde-
nadas parallelas de pontos e em coordenadas cartesianas sdo do
mesmo grio, e passa ao estudo das equagdes da linha recta e das
conicas referidas as coordenadas consideradas, terminando pela
applicaciio do principio da dualidade por meio das coordenadas
parallelas de pontos.

M. & Ocagne. — Quelques propriétés du triangle (Mathesis, t. v1).
G. T.
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EXTRACTOS DAS PUBLICACOES RECENTES

Sobre a convergencia das series

A condigio lim nu, =1, onde 3 é differente de zero, é con-
- -]

diglio necessaria para a convergencia da serie Zu,, visto que, se
1

a serie é convergenle e nu, tende para um limite, este limite é
differente de zero. Esta proposi¢io ¢ demonstrada pelo sr. E.
Cesaro da maneira seguinte:

Se a, tende para um limite quando n tende para o infinito,
temos

i f
T[a1+ag+ + oot ay) =lima,,
portanto

1
lim—i;(u1+2ug+ oosFaug) =2

Por outra parte, temos

u1+2ug+ *as nu,.:-S, +2{Sg-—-51}+ o +H(Sﬂ—sn—l}
=n+1)S,—(S1+8S:+ ... +8,),

e portanto

]im[(:—!ﬁ»i) S (B1+ Sy . +s.,}]=1.
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Se a serie € convergente, a primeira das egualdades prece-
dentes dé

]im%(51+51+...+5,)=limsﬂ.

Logo é A =0.

A respeito do caracter precedente da divergencia das series,
notou o sr. E. Cesiro que, quando por elle se péde decidir da
divergencia de uma serie, nio se conseguiria 0 mesmo pela regra
de Duhamel. Com effeito, se % 6 finito e differente de zero, temos

: p n n+1
1:m~“"T'H=|m : )u”+'=1.

n+1" Ny,

Recorrendo entdo ao theorema de Duhamel, ponha-se

: Un-1 '8
Ilmn( . —l)—[l-.
i (ﬂ+l]uﬁ+1—nu,
bn 1

e applique-se esta egualdade & serie 3v, onde

isto &,

=1_F“

Uy =1y, 1:rg=-2ug--u1. v3=-3u3—2ug. “say
evidentemente convergente, por ser

vy togt ... +oy=nu,

0 que da
=2t g g
Up i1
€ portanto
; limnog= (1 —p)r=0,
1sto é,

po=1.

'E. Cesaro: Sur la convergence des séries (Nouvelles Annales
de Mathématiques, 1888).
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I

Theoremas de Trigonometria
Se tiverem logar simultaneamente as duas relagoes

» n
YAjcosz;=0, ZA;cos(xi+a)=0,
1 1

serd tambem

"
: 1 ) 3 A;cos (.l"i +0)=0
1

(2) Y Aisen (x;+0)=0,
1

6 sendo um arco qualquer.

Com effeito, considerando Ay, As, . . ., A, como representando
rectas, as duas primeiras egualdades exprimem que estas rectas
formam um contdrno fechado, e portanto que a sua projecgdo se-
gundo qualquer direcgdo é nulla, o que da a formula (1). Mudando

depois n'esta férmula O em ;;--Hi obtem-se a férmula (2).
=
Mudando no theorema precedente z; em a:.-+—2- obtem-se o

theorema seguinte:
Se tiverem logar simultaneamente as duas relagies

n n
SAisenzi=0, ZA;sen(xi+a)
1 1

serd tambem

n
SAisen(2;+6)=0
1

2 Ajcos (zi+0).
!
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Se for n:=—;- a segunda das equagdes precedentes da
Z Ajcos ;.
1

Das férmulas precedentes deduzem-se algumas das formulas
fundamentaes da Trigonometria.

[M. C. A. Laisant: Théorémes de Trigonométrie ( Bulletin de la
Sociétée Mathématique de France, t. xv)].

B
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SOBRE A DERIVACAD DAS FUNCCOES COMPOSTAS

FOR

F. Gomes TEIXEIRA

Tem-se ultimamente proposto uma duvida contra a demonstra-
¢io que habitualmente se dava do theorema relativo & derivagio
das funcgdes compostas, o que levou a restringir o numero das
funcgdes a que o theorema se applica, impondo-lhe condigdes a
que téem de satisfazer. Vamos expor esta demonstraglo, a duvida
a que da logar, e as condigdes para que o theorema tenha logar.

Seja

y=[(u,v),
u=e1(2) v=02(2)

e procuremos a derivada de y relativamente a @. Chamando &
e [ os augmentos infinitamente pequenos de u e v correspon-
dentes ao augmento infinitamente pequeno h de z, temos, con-
siderando v como constante,

f(u+k,v)=,f(u,v)+kd—fg:—v)-+¢#,

onde x representa uma funcgdo de u, v e k, infinitamente pequena
com k; e considerando w como constante

f(u,o+1)=f(u,v)+1 +ayl,

df (u, v)
dv




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 121

onde ; representa uma funcgdo de u, v e [, infinitamente pequena

com I,
if ()
du

Suppondo uma [uneccdo continua de v, temos

df (u,v+1) _ df (u,v) +
du P’ it

onde ag ¢ infinitamente pequeno com I.
Mudando na primeira das tres férmulas precedentes v em v+
e attendendo &s duas ultimas, vem

f(u+k,u+f}=[{u.u)+k%+fg£
+a'k+ agk + 4,
chamando o' o valor que toma a funcglio « quando se muda v em

v+l
Temos, pois, quando h tende para zero,

. flutko+1l)—f(u,v) dy dy
1=i X = — / —— F.
y =lim h du“+ 30 °

Para tirar esta conclusio suppde-se que a funcglio «', que tende
para zero com k quando é [=0, ainda tende para zero quando
ge I tendem simultaneamente para zero, o que pem sempre se

b,

Procuremos, pois, a condiglo para que o' tenda para zero
quando k e I tendem simultaneamente para zero.

Em virtude da formula de Lagrange temos

. df(u+ bk, v)
Sl B Tie g R TA
onde § representa uma quantidade positiva menor do que a uni-
dade, e portante

: i_k_d"_[(u+ﬁk,t*+fj

2 _du-‘____ ;
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logo, para que «' tenda para zero, basta que a derivada

d*f (u,v)

du?

seja finita na vizinhanga do ponto (u, v). e
Nora. Tudo o que vem de ser dicto para o caso das variaveis

reaes applica-se ao caso das variaveis imaginarias, como mostra-
remos n'outro logar.

Consideremos agora a funcgdo composta

y=f (1, v, w),

onde u, v e w representam funcgdes de .

Temos, chamando ly, I3 e I3 0s augmentos de u, v e w cor-
respondentes ao augmento h de z,

dy 1 o d¥f(u+0il,v,w)
[ = —_— — 2 o i o e e T
flu+1,v0,w)=y+1 = } 3 * .

I 1 . d*f(u,v+ 03l w)
( » ."1 4 == - ', '_!i B | _;_.._._.—-.._—"
fk“view] y+!dt'+2h! dv?

d
[l v 041) =y + :sd_j T

onde « tende para zero l[uandu I3 tende para zero, e ﬂndt_: By e
B representam quantidades positivas menores do que a unidade.

Mudando na primeira [6rmula v em v+1ls, e attendendo & se-
gunda e & formula

df(u,v-}-lg._w_) d_y+ d2f (u, v+ 6 lg, w)
du du @ dudv
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yem

P
f(u+f|.v+lg.wj=y+11-&%+lg?t-

_.'! df(u+0q 1y, v+ 15, w)
2 du®
PhTe ilif{u, v+ lg, w)
du dv
i d*f (u, v+ Ogl5, w)

T 2 Py do?

f'{:u v, ﬂ' n',"(u. v, W)

Suppondo - du 4 funcedes continuas de w,
temos
df (u,v,w+13) dy
du T du i

df (u, v, w0 +1I3) Xy dy
dv T dv 0%

onde 2y e ay sdo quantidades infinitamente pequenas com 3.
Mudando agora w em w + I3, vem

d di

f(?t+f[,t‘+fg,w+f”=y—f 11 —y—{-fi y +I Efy

d? f H+U|f1,t"+fi.tt‘+f3]

i
s 2 H du?
d* [ (u, t:-H'Hg.w +13)
O SRRt e ot et B AR
Flily du dv
1 d‘f(u.v+ﬂgfg.w+i'3]
+ }‘:ﬂﬂi iRy ~

+ alg+ g ly +ag ls.
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Quando h tende para zero temos pois

L. SO MR R
y—f&;u+-£v+ﬁw,

quando téem logar as seguintes condigdes:
1.° As funcgoes

dy dy
du' dv

slio funcgdes continuas de w no ponto (u, v, w).
2.° As derivadas

d*y  dly diy
dut’ dudv’ do?

séio finitas na vizinhanca do ponto (u, v, w).

I

Habitualmente acham-se as condigdes para que o theorema
das luncgdes compostas tenha logar recorrendo s6 4s derivadas
de primeira ordem, como vamos ver.

O theorema de Lagrange da

df(u+0yk,v+1)
du

flut+kvo+l)=f(u,o+1)+k

fu,0+]) =f(u,v)+1 ﬂ‘%ﬂ}_’l

onde O; e 63 representam quantidades positivas menores do que
a unidade.
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Temos pois

df (u, v+ 0g)

flutk,o+1)=f(uv) +1 5

+k df{!&‘i‘ﬂ]k,t"f‘ﬂ

du

Logo se

df (u, v)
dv

é funcglio continua de v no ponto (u,v); e se

3 f(u,v)

du

¢ funcdo continua de u e v no ponto (u, v), vem

dy , 3
f(u+k.v+f)={(u,u}+k—d%+ia—:+a|k+agi

onde ay e ag tendem para zero quando k e I tendem para zero.
D'esta formula deduz-se o theorema das funcgdes compostas,
No caso da funcclio

y=1(u,v,w)
femos
df (w64 1y, v, w)

flut+ly,v,w)=y+1 -5 ;

df(u) v + 'Hi !in “J]

flu,o+lg, w)=y+I T ’

_df[‘“- v, w0+ 03 Iﬂ)

[ (0,0 +1y) =y + 1y - e
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Mudando na primeira formula v em v+ [y e attendendo 4 se-
gunda, vem

d,"[u+ ﬂ'; Iy, v +fg,w)
du
df (u, v+ gals, w)
dv ;

f{l&+l'|.ﬂ+fg.w:]=y+l]

+ 13

Mudando n’esta [6rmula w em w + I3 e attendendo & anterior,
yem

df (u+ 0y ly, v+ 1lg, wtly)
+l, v+, wtl)= Vg

flutl, v+l wtls)=y+1 po
df(u,v+ ﬁgfg,w+ 33')
dv

df {u, v, w + 83 ls)
dw

+1ly

+1y

D'esta egualdade tira-se o theorema das funcgdes compostas

quando a derivada pe A funcgdo continua de w; a derivada 2
dw dv

; : d :
é funcciio continua de v e w; e a derivada E! é funcgdo conti-
u

nua de u, v e w.

Do mesmo modo se procede no caso das funcgdes compostas
de mais de tres funcgdes.

Nota. O processo precedente nfio tem logar no caso das va-
riavels umaginarias.

v

No seu excellente Resumé du Cours d’ Analyse infinitésimal de
I' Université de Gand, o sr. P. Mansion demonstra directamente qué
o theorema relativo 4 derivagiio das funcgdes compostas tem logar
no caso das lunecdes encontradas nos Elementos. Vamos transcre-
ver aqui a demonstragio dada por este illustre geometra.
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As quatro f6rmulas, que se acham directamente:

(uvw) =u'vew + v'uw + w'uv,

(u+v—w) =u'+v —w,

u\ . ow—uv
N
v vl

(u?) = vur—1u' + u v’ log u,

mostram que o theorema da derivagio das funcedes compostas
tem logar no caso em que a funcgdo

F (u, v, w)
representa uma das quatro funcgdes

u
u+v—w, uvw, —, u°,
v

1.° Mostremos agora que se o theorema é verdadeiro para a
func¢do s =F (u, v, w), tambem ¢ verdadeiro para a funcgio

y={[(s).

Com efleito, temos
ils
de ds dx

ds d ds dv+ds dw_
du ‘dv ‘dz  dw ' dzx’

& &

logo
dy dy ds du dy d.;dv_l_dy ds dw

dr ds dudz ds dv dx  ds dw dz’

dy dy du q.-dy de +dy dw
dr dudr dvdz dwdz

ue é o theorema que se queria demonstrar,
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2.° Sejam agora s e ( duas [uncgdes de u e v, funcgdes de z,
e supponhamos que a regra de derivagio das funcgdes compostas
tem logar para s e { consideradas como funcgdes de ue v, uev
sendo funcgdes de x; para y considerado como funcclio de s e ¢,
s e ¢ sendo funcgdes de z; para y considerado como funcgho de
set, selsendo funcgdes de u; para y considerado como funcglo
de s e t, s e t sendo funcgdes de v. Vamos mostrar que esta regra
ainda tem logar para y considerado como func¢io de u e v, u ev
sendo funcgdes de .

Com efleito, temos

ds ds du ds dv
dz dudz dv dx
dt dt du dt dv
E:E;EE dv dx

dy dy ds dy dt

dr ds dz = dt dz

dy dy ds | dy dt
du  ds du = dt du

dy dt du  dy dt dv
dt du 3z dt dv dz

d
dy=(dytls dy d!)iu1+(dyda+dydf):

de \ds du  dt du)dz " \ds dv ' dt dv] do’
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ou, attendendo as duas ultimas,

dy 4 dy du+dy dv

dz  du dx dv dz’

que ¢ o que se queria demonstrar.

Por applicagbes successivas do que vem de ser dicto extende-se
aregra da derivagdo das funcgdes compostas a todas as funcgdes
elementares.

0 modo de considerar o theorema das funcgdes compostas ex~
posto no n.* Il ndo é applicavel no caso das variaveis imagina-
rias. Pelo contrario, 0 modo exposto no n.° IV & applicavel n’este
caso, como se vé& lacilmente, assim como o exposto nos n.” L e II,
como vamos mostrar,

Notemos primeiro que sendo F (z), F'(z) e F" () lunccdes fi-
nitas de = em todos os pontos da curva K que une um ponto zy
a0 ponto Z, da férmula de M. Darboux

% (Z) — 9 (30) =Ase® ¢ (24),

onde s representa o comprimento da curva K, X um factor posi-
tivo ndio superior & unidade, e z; uma quantidade imaginaria re-
presentada por um ponto da curva K, tira- -se, ﬂppllcandu aé
funcgao de sz

2)—[F(5) + (Z—5) F' (3)

@ formula

F (Z) = F (z0) + (Z— 20) F (z) + hset (Z— z,) F" (zy).
9
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Posto isto, appliquemos esta formula & funcglo f(u, v), o que
dé

if (u+k,
,«*{u+k.u+t)=,r(u+r.-,u}+‘—'r—‘.'%’-'i}r

. ¥ (utk, v

L'll": f_ ] .__‘_ o =

+ise® (v+1—uq) ) ’

vy representando um valor de v representado por um ponto da
linha descripto por v na passagem de v para v+1.
Mas da definicio de derivada resulta

; d
flutk, v}=[‘[u.v;+;£k+u,k,

df (u, v)

e da continuidade de i relativamente a u resulla
v

df(u+k,v) df(u,v)

[+ 4
dv dv -

onde ay e 23 sio quantidades infinitamente pequenas com k.
Logo

flutk o+l =f(u,v)+ 2

y @f (u+k,vy)

+ayk+xql+hset (v4-1—v) T T

e pGI“lﬂIIlO

[lutkotl)—[(uv)

f f( df k e df 1
h duh  dvh
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Temos, porém, qlmnrlu h tende para zero

s g !
llm%=u’, I|mI=1}’. lims=0,

e das desegualdades
o +Hl—vg| <|o—v¢|+]|I],
[or—vo]<|i],

das quaes a segunda tem logar para valores suficientemente pe-
quenos de I, tira-se
(e+i—vy)<2|1]
e portanto
v+i— L

— s

h

2
Logo se a derivada L ALDY

é finita na vizinhanga de (u,v),

dot
temos
( o+ 1) — ,0) i
hm M ._._"r(_u‘l. = d". -uf—t— t'iL 1;",
h du dv

que é o que se queria demonstrar.

Do mesmo modo se demonstra o theorema quando a derivada
df (u, v)
d

é uma funcglo continua de v no ponto (u,v) e a deri-

vada de segunda ordem
d*f (u, v)
du?

é finita na vizinhanca do ponto (u, v).
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BIBLIOGRAPHIA

R. R. de Sousa Pinto.— FEstudos instrumentaes no Observatorio
astronomico da Universidade de Coimbra. — Coimbra, 1887,

N'este livro excellente, e da maior utilidade para aquelles que
pretendem instruir-se nos meios de trabalhar com o circulo meri-
diano, expde o iliustre director do Observatorio astronomico da
Universidade de Coimbra os methodos empregados n’aquelle
Observatorio para o estudo do circulo meridiano de Repsold, com
que foi dotado em 1879. Occupa-se das rectificagdes do instru-
mento, da determinaclo dos erros instrumentaes e das correcdes
que devem ser feitas &s observacdes das passagens meridianas e das
distancias zenithaes.

R. R. de Sousa Pinto.— Supplements ao Caleulo das ephemerides
astronomicas. — Coimbra.

E bem conhecido o trabalho de alta importancia que o sr. Sousa
Pinto publicou em 1849, intitulado: Caleulo das Ephemerides Astro-
nomicas, no qual o auctor expde desenvolvidamente os processos
empregados para o calculo das Ephemerides astronomicas, que todos
os annos publica a Universidade de Coimbra. No Supplemento que
vem de ser publicado sd) expostos os processos que se empregam
no calculo de alguns artigos introduzidos nas Ephemerides depois
da publicagdo d’aquella obra.

A. Schiappa Monteiro. — Note sur le triangle isoscéle (Jornal da
Academia das Sciencias de Lisboa, 1887).

Relere-se a primeira parte d'este trabalho a0 mesmo assumpto
de que o auclor se occupou no seu arligo publicado na pagina 51.
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Em seguida apresenta solugdes novas de alguns problemas pro-
postos pelo auctor no tomo 1 d’este jornal e analysa as solucdes
conhecidas. Finalmente apresenta algumas propriedades interes-
santes das bissectrizes interiores dos triangulos escalenos, das
quaes faz applicacdo & demonstracio do theorema de Geometria
elementar seguinte:

Em todo o triangulo o angulo da maior bissectriz é menor do
que o angulo da maior, e reciprocamente.

M. David.— Développement des fonctions implicites (Journal de
I'Ecole Polytechnique de Paris, 1887).

N'esla importante memoria resolve o auctor a questdo seguinte:

Dada uma equacdo algebrica f(x, y) =0, determinar uma série
que represenle uma funcgiio de y por meio da variavel @, para
qualquer valor de .

Mostra primeiro como se resolve esta questdo por meio da
serie de Lagrange, e como se determina o contorno no interior
do qual esla serie & convergente e no exterior do qual é diver-
gente. Em seguida mostra romo se resolve a mesma questdo por
meio de series a dupla entrada, e que o contdrno de convergencia
d'estas series estd comprehendido no contdrno de convergencia da
serie de Lagrange.

Fmalmente faz applicagho dos principios precedentes 4 férmula
que nés publicamos em 1881 no Journal de Mathématiques e em
seguida no nosso Curso de Analyse (pag. 237), para dar uma de-
monstragio nova da nossa [ormula e deduzir d’ella que a serie
de Lagrange ¢ a unica serie a simples entrada que péde repre-
sentar uma [uncgdo da raiz da equagdo proposta.

M. David.— Sur les contours décrits autour des points singuliers
d'une équation algébrique (Mémoires de I Académie des Sciences
de Toulouse, 1886). ;

—-—I—E—mffqumiam des contours tracés autour de points donnés (Item,

7).
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H. Bentabol,— Cuadratura de dreas planas applicada al calculo
de perfiles transversales. — Madrid, 1887.

N'este opusculo o auctor expde o methodo graphico, devido
ao sr. Collignon, para o calculo das areas planas, methodo que
exige somente o emprego da regoa e do compasso. Em seguida
applica este methodo ao calculo de perfis transversaes.

H. G. Zeuthen.— Sur la détermination d'une courbe algébrique
par des points donnés (Mathematiche Annalen, t XxX1).

N'esta memoria importante occupa-se o sabio geometra dina-
marquez de formular e demonstrar de um modo completo os prin-
cipaes theoremas relativos & determinacio d’'uma curva algebrica
que passa por pontos dados.

Principia por procurar o numero de determinagdes, indepen-
dentes entre si, de uma curva de ordem n que deve passar por
nm pontos de interseccio de uma curva de ordem n com outra
de ordem m. Em seguida demonstra o theorema de Cayley rela-
tivo ao numero de determinacdes de uma curva que passa por
my mg pontos de interseccio de duas curvas de ordem my e de
ordem mg. Finalmente d'estes theoremas deduz o numero de de-
terminagdes de uma curva de ordem n que deve passar por um
grupo de pontos dados.

M. Lerch.— Sur une démonstration du théoréme de Cuuchy sur
les intégrales prises entre limites imaginaires Bulletin de la So-
ciété des Sciences de Bohéme, 1887).

O fim do auctor n'este bello trabalho & mostrar como se podem
estudar os elementos da theoria das funcgdes de variaveis imagl-
narias empregando integraes rectilineos, em logar de integraes
curvilineos, como se faz habitualmente, E assim que, pela con-
sideragio de integraes tomados ao longo de polygonos, demtlﬂﬁfrﬂ
o theorema de Taylor e o theorema de Cauchy relativo aos in-
tegraes tomados ao longo de um contdrno no interior do qual 3
funcgio integrada é synectica.
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M. Lerch. — Deux théorémes d’ Avithmétique (Item).
Sur une formule d’ Arithmétique (Comptes rendus de I'Aca-
démie des Sciences de Paris, 1887},

S. Pincherle. — Sur la nature arithmétique des coefficients des sé-
ries intégrales des équations différenticlles linéaires (Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik, t. 103).

N'este bello artigo demonstra o auctor que os coefficientes da
serie ordenada segundo as potencias de x, que representa o des-
envolvimento de um integral de uma equacho differencial linear
de ordem m com coeficientes racionaes, sio numeros algebricos
que pertencem ao dominio de racionalidade definido pela equagdo
determinante D (g) =0: e que os coeflicientes das potencias de ¢
n’esles numeros sdo fracgdes que reduzidas & expressio mais sim-
ples nilo contéem em denominador sendo factores primos p, taes

i b
que lim — & um numero finito.
n=a N

A. Marre.— Théoréme du carré de I'hypothénuse (Bulletino di bi-
bliografia e di storia delle scienze matematiche e fisiche, t. XX).

N'este interessante arligo apresenta o auctor uma serie de de-
monstracdes do theorema do quadrado da hypothenusa attribuido
a Pythagoras. E assim que apresenta uma demonstracio tirada
do Fourti- Bicha sanscrilo [:vh: sr. Ch. Whish: duas demonstra-
gies tiradas do Bija-Ganita, a primeira fundada no desenvolvi-
mento de (a—b)? e a segunda na semelhanca do triangulo pro-
posto com os triangulos formados pela perpendicular abaixada do
vertice do angulo recto sobre a hypothenusa; uma demonstragio
fundada no desenvolvimento de (a+b)%; uma demonstragdo de-
vida a Saunderson; ete.

Pirzeti, — Contribuzione allo studio geometrico della superficie ter-
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restre ( (riornale della Societd di letture e conversazioni scientifiche
in Genova, 1887).

Piuma.— Intorno a due classi di integrali esprimibili con soli lo-
garitmi (Item).

Loria. — Sugli enti geometrici generati da forme fondamentali in
corrispondenza algebrica (Item).

Morera. — Sulla integrazioni dell” equazione a derivata parsiali del
primo ordine (ltem).

Perroni. — Sul punto doppio apparente della cubica gobba (Item).
G.T.
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MODIFICATION DE LA TROISIEME DEMONSTRATION DONNEE PAR GAUSS
DE LA LOI DE REPROCITE DE LEGENDRE

PAR

M. LErcH

{4 Prague)

Il y a déja une foule des démonstrations du célébre théoréme
arithmétique appelé la loi de reciprocité de Legendre, et parmi
elles |=1||-|f:uri'u reposent sur le méme principe que la troisitme
parmi les six démonstrations données par Gauss de ce théordme.
C'est aussi la démonstration suivante que je vais développer.

Dans cette note je fais usage du symbole E (x) qui représente
le plus grand nombre entier contenu dans la quantité x supposée
réelle et positive, de sorte que la différence x —E (x) sera ou
zéro ou une quantité positive inférieure a 'unité; ensuite, je re-
présente par R (x) le résultat IIII*IHI obtient en retranchant de la
quantité réelle x le nombre entier qui lui est le plus npprmllé
de sorte que la quantité R (x) est-ou positive ou négative, mais

3 1 :
toujours contenue entre les limites (- g g) de sorle qu'on

a

|
—ngM<"

Enfin, » étant une quantité différente de zéro, je représente
par le symbole sgn. » (lisez signum «) ou +1 ou — 1, selon que
% est positif ou négatif. Ces deux dernidres fonctions numériques
ont été introduites par M. Kronecker.
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f. Soil maintenant p un nombre premier supérieur & 2, g un
nombre entier positil non divisible par p, et posons

i d
~2u—p-2E ("0, (1=1.23....251)
(1) a, vg—p QPE(P i (v i,2,3, 2

Les nombres ay, ay, ... a,_y sont évidlemment tous entiers,
9

positifs ou négatifs, impairs, et en valeur absolue moindres que p.
Je vais en premier lieu en déterminer les signes. Comme le nom-
bre a, a le méme signe que le suivant

2p p p 2

il suffit de considérer ce dernier nombre. Or la différence
Mgy (ﬂ)
P P

¥ . ' O
étant le reste positil de la fraction s quantité % sera po-
P .

sitive ou négative selon que

4 H(H?> > 1 ou < 1.
p P 2 2

et comme on a dans le premier cas R ( 1‘}) <0, et R (‘-;E) >0
a, P )

dans le second, on voit que 5 sera positil ou négatif selon que
=p

vy 4 2%
R[{—] sera m’.'gsll:fuu positl.
P
En d’autres termes on a
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ou ce qui est la méme chose,
i vy
(9) sgn. a, =—sgn. R ? i

C'est cette formule qui exprime le signe de a, par celui de la
fonction arithmétique R ().

nombres a, sonl différents

Je dis maintenant que les pT

méme dans leurs valeurs ahsolues. Car en effet, si a; et a, au-
raient la méme valeur absolue, ou devrail avoir ou a,=a; ou
a,=—a,, cest-d-dire I'un des deux nombres a, = a, devrait
sannuler. Or les nombres , p étant supposés contenus dans la

; e ) — 1
série 1,2.3, ... ! Apy la valeur absolue du nombre v ©= p sera

moindre que p— 1; ensuile, on déduit de I'hypothise a, = a,=0
I'équation suivante

2v=p)g=(1=1)p+2pE (1})

dont on voit que (v == p) ¢ doit &tre divisible par p. Or ¢ étant
v =

premier avec p, il faut que ? soit un nombre entier, ce qui

)
est impossible, le numérateur l{lnn! inféricur & p—1. Donc tous
les nombres a, ont leurs modules difiérents entre eux.

Cela étant il est clair que les nombres a, ne different que par
l'ordre et le signe des nombres de la suite 1,2,5,7,...p—2,
de sorte que le produit a;agay ... ap_y a pour valeur absolue

-

le nombre 1.3 .5 ... p—2, et comme son sign: équivant au
produit des seconds membres de la formule (2), savoir

1 1 .
vy —(p—1) - v
N|—sgn.R{—) |=(—12 sen. [ B(_)-
[ i (p)] k! gl P
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on aura évidemment la formule

i aiagﬂa...ap_l
S
Ea] " l[P—!" %(P_U
f=(__ [j,'i 1.3.0.., ip — 2) sgn, "| R (1}?)‘

Or I'équation (1) montre qu'il subsiste la congruence
ay = 2vq, (modp),
de sorte que nous aurons
e qu}}w—n

a.ag...ap_;;. f.2.3...—'——.

p—1 3 y (modp),

et I'équation [3) nous donnera, par conséquent, la congruence

1
. p—1 3 (1
1.2.5... pos (29)2
i
- s
= (—1)2 1.3.5...(p—2)sgn. n li(f)
=]

prise par rapport au méme module p.
En multipliant les deux membres de cette congruence par le
nombre

1
2.5.6...(p—1)=2"" 123, E.;_',
il vient

Lolgetadmocd
("2'3"-P§-1) (hg? "
(3 #)

1
;':F—-”

= (1) (p—1)!sgn. R (“;‘l)
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Or le théoréme de Wilson exprimé par la formule
(p—1)!=—1, (modp)

conduit & la congruence

_I'! .1_ 1
(I 23, )= (- 1277 (modp),

; 4+ 1 + 3
puisque les nombres 1—2— p—ﬂ—, ... p—1 sont congrus aux
—1 -3
nombres — p2_ w33 g e i: on a ensuile, d'aprés le

théoréme de Fermat,

1

42 (p—1) i

2r—1=1, (modp).
D’aprés ces trois congruences la formule (3 «) se change en la
suivante
(1)
3

1
— 1 v
q*w—)- =sgn. I R (—'1), (mod p).
=1 P

el c’est cette congruence qui joue le role capitale dans la démon-
slration qui nous occupe.

Car en représentant avec Legendre par le symbol (i) ou 1

0u —1 selon que la congruence »* = ¢, (mod p) a ou n'a pas de
racines, on sait depuis Euler que I'on a

—1
g ® (1)
r
ce qu est en méme temps le théoréme le plus élémentair de la
théorie des rasidus quadratiques.
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I)'aprés cette formule la congruence (4) se change en I'équation

] o
(5) T)msgn. m R (—‘1)
D v—1 p

qui se trouve établie dans plusieurs articles fort intéressants de
M. Kronecker (%).

2. La formule (5) n'exprime que ce que le symbole (q)
P

équivaut ou a 1 ou & — 1, selon que le nombre des termes néga-
tifs de la série

|
@0 5(2) x5 x[ ]

est pair ou impair. Cette série peut étre remplagée par d'autres;
par exemple, le signe de la quantité tg== ou celui de sin2xx
étant le méme que celui de R (x) on peut considérer les séries

2vqw -
g 7 sin qr' (~.r=l.2....p I)
P p E

au lieu de la précédante.
Je me borne seulement & remarquer que la somme

$=1 l
(6) g=; 2 —I:I—sgn. R (ﬂ)]
—1] 2 P

est précisément égale au nombre des termes négatifs de la sé-

rie (). Car si sgn.R(%)— 1, le terme correspondant de la

s~

(%) Sitzungsberichte der kon. preussischen Akad. d. Wiss; mai et juin
4884, avril et novembre 1885,
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somme o disparait, tandis qu'il deviendra égal a I'unité en supposant
que R (ﬂ) soit négatil, c'est-a-dire que sgn. R (i;{) =—1;
p )

on aura done la formule

(6%) (%) = (—1)e.

Pour transformer la somme (6) je considére de nouveau les
nombres a, introduits au commencement. Les nombres a, étant

: vg© ; V]
affectés du signe — sgn. R —{) les produits a, sgn. R (—") se-
P 4
ront négatifs et coincideront & I'ordre prés avec les termes de la
série —1, —3, —35, ... —(p—2), dont la somme est

p—')’
_(2 j
1

;-‘.P—”

. vq vg p—1)\8
b4 [Ev —p—2pE (—) l .sen. R (—) =— (—— }
N 9—pP—=p p/ )% p ) )

il s'ensuit la formule

de sorte qu'il vient

%ap—n - ¥
; l:, —pE(-—)J.Sn.R(—)
=1 3 P a r

1

=P
e el v Al p—1\0
45 (D45

en la retranchant, membre & membre, de l'identité
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—— —— e —————

il vient
1 .
3 1) vg vq
z —pE | — 1—sgn.R(—
ve=1 [*‘Q‘ r (P)][ G R(P):I
1 1
— (p—1) s % (1)
H 1 vq 2 vg\ |, pi—1
= E - 1— -R S T ; il ——(q—
Mg 2[ i (p) r 2 E(P)+ g 1)

¥
Or les facteurs 1 —sgn. R it S étant ou zéro ou deux, on voit

que le premier membre est un nombre pair, et le nombre p Etant
impair on voit aisément que le second membre n'est pair que si

1
e

ot vg
‘it § [l —Sbll. R (?)]
1 3y
i{:’_h

: ; vg J]‘-"I
= E(-L = e
. ‘h’ (P)+ 3 (g—1, (mod2);

c'est donc une formule qui permet de remplacer la somme (6)
par un nombre de la méme parité, ce qui suffit pour notre but.

Prenant alors g =2 et se rappelant ce que, dans ce cas, tous
&)

; 2v A o b /2y
les fractions — étant moindres que l'unité, on aura E ( — | =0,

=\

de sorte que la formule (7) nous donne
B¥) 4
¢=——;, (mod?2),

et par suite I'équation (6 *) devient dans ce cas

P

8) (3)=Cn7.
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Soit maintenant ¢ un nombre impair; dans ce cas le nombre
i1
P

= E—-{qw— 1) sera pair et la congruence (7) deviendra
—L—f;r-—l} !
(9) e, (_"1) (mod 2).
T | P

Cette formule n'exige que ce que le nombre ¢ soit impair et
non divisible par le nombre premier p.

i ! i { i
Mais si I'on cherche I'expression 7 , on doit supposer que
méme le nombre ¢ soit premier et différent de p-
Cela étant supposé rempli, la régle exprimée par la formule (6 «)
nous donne

P) el = J (FP)

(10 —|=(—1), d= T E(—), (mod?2).
) ()= 2 E(%). mody)
Je vais maintenant prouver la formule

5 1) )

) -, E('_‘l)+ﬂ : E("—‘")z%(p—’){'?—’)-

v=1 P = q

A cet effet je suppose ¢ <p et je considére la droite OP dont

I'tquation, dans le systéme carlésien, soit y=£ x; soit P le point

; : 1 3
de cette droite dont 'abscisse est .'r=§{p- 1) et dont I'or-

donnée sera donc

1 i
yng(q—1)+§[l —ﬂ
de sorle que

E(y)=é(q—’)-

10
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En représentant par P/, P” les projections du point P sur I'axe
des x et des y, j'observe que le triangle rectangle OP'P contient
r {(p—1) Vg ‘
précisément E, E (F> points dont les coordonnées sont des
nombres entie';s positils, ainsi que le triangle OP"P contient
§ =

3 E(i) des points de cette espéce. Comme le contour de
¢=1 7 .
ces triangles ne contient aucun de tels points, on voit que la somme

5 =) : +- ;
s E (i) + 3 E (ﬂ)
v=1 P p=1 q

équi\'uul au nombre des points, & coordonnées entidres et pnsi—
tives, placés dans le rectangle OP'PP”, et ce nombre étant évi-

25 | -1
R S  » o I'équation (11) est démontrée.

demment le produit

Alors il résulte des formules (6 #), (9), (10) et (11) la suivante

(B (-t

qui exprime le célébre théoréme de Legendre que nous voulions
établir,
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SUR CERTAINES MOYENNES ARITHMETIQUES DES FONCTIONS
D'UNE VARIABLE COMPLEXE

(Extrait d'une letire adressée & F. Gomes Teixeira)

FAR

A. GUTzZMER
(& Berlin)

...... Vous connaissez le théoréme de M. Rouché (») sur la
moyenne arithmétique d’une fonction

) =+8
[@)= 2 a2 ou f(z)= 3 a2,
L= W=

selon lequel la moyenne arithmétique de toutes les valeurs de
&£
%}. correspondantes 4 une valeur déterminée du module r de
la variable
z=r.eM=r(cosd+isinb),

est égale au coeflicient a,, ce qui s'écrit

Ce théordme, cité par plusieurs auteurs et d’une certaine im-

portance dans la théorie des fonctions, a été étendue par M. Tho-
mae [:au).

P A P PP

(%) Journal de ’Ecole Polytechnique, cahier 39.— Voyez aussi: Serret,
Algébre Supérieur.
(##) Elementare Theorie der analytischen Functionen, p. 130.
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Je vais vous communiquer dans ces lignes un théoréme analo-
gue qui se rapporte aux valeurs du carré du module de la fon-
ction f(x) le long d’'un cercle autour de l'origine, et qui sera
publié prochainement dans les «Mathematische Annalenn».

Supposons que la série de puissance

(1) : (@)= 2 aa
v=0

converge absolument dans la région définie par x| =R (en dé-
signant d'aprés M. Weierstrass par || le module de la quan-
tité x), el posons

z=r. .M (r<R);

I'équation (1) deviendra

f(ﬂ":‘ e f.[::l", B) = ; a,revhi

et par la multiplication par la quantilé conjuguée

w _—. §
T(rd)= 3 Gureest
=)

nous obliendrons
[T, 0) %= "2 ayaurt, =¥
r""—_“

R

e w0 i .
= 2 [0+ 3 a,aur'tret—1,
y=l) v, p—l

in posant @, ==, + f.i, cette équalion devient

- -]
3 %{a.a.u +ByBy) cos (v—p) i+
".F:"

+ (@ Bu — 2u3y) sin (v—p) Q% poHn

£ 0) = 2 |arf?r+2
ve=i)

o ac -] |'

; : { a ~

= 3 |a2r*+2 3 3 j(aptaaptiptadp) cosrl
—0 a—1 p=0 |

+ ("2 By — 2y Buta) sin kb r3HA,
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En désignant

) z (i 2+ B By) 130 = A

an

3 (ot Bu — i Bpcpa) P H = By,
el
I'équation précédente peut s'éerire

@) |f(r.0)2= 3}1ﬂv|“ v+ 2 E,%"‘”“”"*HB*“"”'

Cette équation nous donne immédiatement

0+ =3 lapm+2 3 (- l)lgﬁucoslfi +B, siniﬂ%
v=1) =1

el par suite nous aurons
|
S U0 B+ (r0+5) 1}

|a,[2r®+2 3 |Ag, cos 230 + By, sin 21|
=() =1

De méme vous trouvez

) e )

=3|ay|2r¥+2 3 (— 1)
v a==1

{
}

Ag, cos 220 4 Bg, sin %).El!.

et, en additionnant ces deux équations, vous aurez

—lgiil,"{r,&}'!'!—frif'(r.ﬁ—F%)' +frnits A + f(”-”%_;)n

|
=3|a|tr¥+2 3 }An cos 52 + By, sin ml.
v =1
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En continuant de celte maniére, vous finirez par trouver |'é-
quation

(4)

{ > 2

:1; k‘
w5 |0+ )

Aall COs (2"};&) + lig:-;_ Sln [Enlﬁ} E .

-] on
=3 |;|rh+2 3
0 A=

=

Maintenant il est facile de se convaincre que la derniére somme
s'approche de la valeur zéro, si n augmente indéfiniment. En
effet, en profitant des définitions (2) et de la supposition faite
de la série (1), il s’ensuit

i L}Am cos (242) + By, sin (220)

< -; Efil'+!'1 Iﬂ By o O + Pny . +
i W oppaen - an |+ Buana - Bg |
+|"p—|—i~1-3pl+|“;~-Bp+ﬂ-1”

<1EIFEG|~?F+Q"1. !]“PL-I-!BP” -1'“.-!—|—E":\i+]sp+‘!"3.i|

oo -]
<Fin""“-“=|-|+|5!~|§ -131"’"4""-:flﬁp-kiﬂa.!"‘]?*pﬂ-q“:-

La premiére somme est évidemment une quantité finie, tandis
que la seeonde en représente une sorte de reste; par conséquent
elle devra s'évanouir pour n infini, et de méme le produit des
deux séries.

Nous pouvons donc conclure que

iy B—1j km \ 12 ®
im — 2 |Ff(r6+— ..._) | = ¥ |a,|2r?,
i B kel If( o Dn—1 | -:—0' l

Or, le premier membre de (5) représente la moyenne arithmé-
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tique des carrés des modules de (1) pour tous les points du cer-
cle |z|=r.
En indiquant celte moyenne par £/, nous avons

6 M| @)= 3 e = 3 [afr>
bt =0

W W

Cette équation nous fournit le
Tutorime: La moyenne arithmétique des carrés des modules de
toules les valeurs que la série

fla)= 3 ae
v=0{

puisse avoir le long du cercle | x | =r, situé dans la région de con-
vergence, est égale @ la somme des carrés des modules des termes
de la série.

Il est aisé de voir que ce théoréme est encore en force pour
des séries plus générales d’une seule ou de plusieurs variables, De
méme on peut énoncer ce théoréme pour un cercle Tlelcunque.
situéparfaitement dans la région de couvergence de la série,
pourvu qu'on prenne, au lieu de la série proposée, son dévelop-
pement autour du centre du cercle. Mais je n’y insisterai plus.

Dans ses recherches sur les séries trigonométriques (x) A.
Harnack a trouvé quelques formules intégrales, qui ne sont autre
chose que des théorémes sur la moyenne d'une fonction, et il est
facile de dériver d'une de ees formules une autre démonstration
de notre théoréme, laquelle je dois & une lettre, dont M. W. Dyck
m'a honoré; il s’ensuit que ce théordme est en force plus géné-
ralement qu'il semble d’aprés la démonstration donnée ci-dessus.
Cependant A. Harnack n’a pas tiré des conséquences de sa for-
mule pour les fonctions d'une variable complexe. Toutefois, cette
formule («#) m’a inspiré une nouvelle démonstration du théoréme
énoncé, que je me permets de vous communiquer.

e B AP AP P P

(%) Mathematische Annaten, ts. 17 e 19,
(##) L. e, t. 17, p. 127, éq. (m).
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En effet, en sortant de I'équation (3), nous aurons par intégration

2=
ﬁf ,)Pma— 3 J.-_z,| 2, da+2’l_ |, c0820 -+ B, sin0] .dy

!w n
=9, 2 la, [2rv 42 k ;ia’cnq).ﬂ db + B, Isml& u':
‘0 0
= aw | sinafy 2w — cos A0 2%
=2 3 |atrd+2 X JA,_(“" ) +B1(—th ) 4
v=0) a=1{ A 0 A 0!

Evidemment chaque terme de la dernitre somme, et par suile
la somme elle-méme, s'évanouit, de sorte que nous avons

- [ 1CORD= 3 jape.

Voila le théoréme en forme intégrale. Vous voyez, Monsieur,
qu'il ne faut que de supposer que lmté"rnle au premier membre
a un sens, ce qu: est conforme aux conditions de A. Harnack
pour les séries trigonométrigues.

Considérons encore quelques exemples. D'aprés la formule (6)
nous aurons pour la foaction e*:
ra

My e[t 3
" I ' 1150 (ﬂ!)g

ce qui devient, pour le cercle |z|=1,

|
My lex|? :
/vy J [ Wit I:ﬂ Ug
i e '
De méme nous aurons pour la série = — la relation
=i N=
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par conséquent la moyenne arithmétique du carré du module de
cette série, pour tous les points du cercle |z |=1, est égale a

§ 1 *
—int 90
4 2 mﬂ
La série 3 — posséde pour un cercle |z|=r la moyenne
2n '
n=0
: . w y2n A - i
arithmétique ﬁ:!? qui devient pour e,
" |1 i 16
et pour r=1
i §
2=
9n - 3
Pour la série
| w© pn
log =3 —,
— X a=] N
il suit
i |2 ria
M |log——| =3—, (our<i);
M . i —.r‘ n Y )3

la méme moyenne se trouve pour la fonction

s n

o 1 €I
log(l+a)= 2 (—1)—1.—,
a—1 n
car évidemment on a
: ) r!n <
M|log(1+2)f= 2 — (odr<i),
ami N

7 2 A
de sorte que les carrés des modules des deux fonctions log (1+2)

et |Ilg ont la méme moyenne arithmétique pour les mémes
T H i

cercles,
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Parmi les conséquences qu'on peut tirer du théordéme énoncé,
je ne mentionnerai que la suivante. En désignant par ¢, des quan-
tités positives, nous aurons certainement l'inégalité

Pateh>2qq (p=lv).

Formons cette inégalité pour toutes les valeurs de
wyv=1,2, ...,m, p=|=v; nous trouverons facilement par addition

(m—1) 3 *u>2 z KA p=l=v.
a1 o

Ajoutons aux deux membres de cette inégalité I'expression
g+ g%t ...+ g% il suit

" m 42
m. 3 QEF_::-( zlq,.) ;

p=l

. 2 qu
L] e
V(E)>5o

Vm

ou

Si nous posons maintenant

Jod
(04 55)

et m =2", nous aurons

E";—Il P_“ ):
\/_i '!r}—:l If(r 04 pw )T’ : Iu.:{l | ,"(\r.l}+2T1__l
) day S

2||

d’oir vient a I'aide de I'équation (5), pour n infini
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A gauche nous avons une quantité finie et déterminée, par

conséquent la quantité a droite devra é&tre finie, et comme la

| LR
somme EI f(l", i+ Eh—:1>l
qu'elle devienne infinie du méme ordre que 2°.

D’autre part le second membre représente la moyenne arithmé-
tique des valeurs que le module de f(x) parcourt pour le cercle
|| =r. Nous avons donc le

Tutonime: La moyenne arithmétique des valeurs que le module
de la fonetion f(x:l parcourt pour tous les points du cercle | x| =r,
est inférieure @ la racine carrée de la moyenne arithmétique du carrée
de ces modules.

Nous avons donc une limite supérieure de cette moyenne arith-
mélique; je n'ai pas encore réussi & en lrouver une expression
exacte par la méthode employée d'abord dans cette lettre.

Pour déterminer cette expression par |'autre méthode, on au-
rait & former

est certainement divergente, il faut

2
»

3 =
1 1 ‘/ ®: 5 ,
1 e e @y G o =% g
En'! | [ () 1dY 2“\! v,,.ioa au T e

Peut-étre je reviendrai une autre fois & cette expression.

Permettez-moi, Monsieur, de ajouter & ces lignes une nouvelle
démonstration du théoréme de M. Rouché, cité au commence-
ment de cette lettre. Considérons la fonction

[(@)

po =)‘.u,z'—*=ﬁa.r"—’*‘}n:us(v—k]ﬂ +isin{v—k)ﬂl;

en intégrant, on aura

1 x
J --j:—:]dl =Za,r ' :u:us(v — k) 0+ isin(v—k) 6] do
ﬂ ¥ n.'-u
1 - i s ik ox
=27:ak .;_ Etl.r”—kI(m" I:V k} H) __i<{EL\‘_ :’":] '&) l1 \':l:k,
v v—k 0 \'—k 0
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Chaque terme de la somme, et par suite la somme elle-méme,
devient zéro, de sorte que nous avons la formule

e
i .~
— !-—dﬂ—‘ﬂ;,
o )

0
ce qui démontre le théoréme de M. Rouché d’'une maniére nou-

velle.
Berlin, mai 1888.
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EXTRACTOS DAS PUBLICAGOES RECENTES

Sobre a convergencia das series

A serie de lermos posilivos 3 u, serd convergente se, a partir d'um
eerto valor do numero inteiro e positivo n, for

Uy
Og———Op}| >
un_'__]

ty sendo uma funcedo positiva de n e p. uma consfante positiva.
Tira-se este theorema da desegualdade

g i1 < ; (G Un — By -1 Unia)

que déa

R IR Untm < — [:ﬂn Uy — Oy im “n-i—mj' < = ly Uy
n h

L]

D'este theorema deduz-se:
L.” Pondo a,=1, o criterio de convergencia de Cauchy

9o P
2° Pondo a,=n, o criterio de Duhamel

[ a. 1J> 1+
n| —— :
Up-1 a
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3.° Pondo a,=nlogn, nlognloglogn, oblém=se os criterios
do sr. Bertrand.

[J. L. Jensen: Sur un théoréme général de convergence ( Comptes
rendus de I'Académie des Sciences de Paris, 1888)].

I

Sobre um theorema de Tchébychew

Se U e V representam duas funcgdes de x, cada uma das quaes
varfa n'um determinado sentido, quando 2 variade 0 a 1, a ex-
pressio

1 g 1
| UVdz— | Ude| Vdo
v o 0 o 0
& positiva ou negaliva, segundo que U e V variam ou ndo no
mesmo sentido.

Tem-se dado varias demonstragdes d’este theorema importante
devido a Tchébychew. A seguinte, devida ao sr. G. d’Arone, é
muito simples:

Considera-se a expressio

n (g 1+ ugvet ...+t vy) — (g Fug+ ...t uy) (v +og+ .t
-

onde ty, wg, ..., tg, Ty, Vg, +vy Uy Tepresentam quantidades arbi-
trarias. Disponham-se os seus termos do modo seguinte:

ty (v —vy) +uy (v —vg) + . . . + 1y (v — )
+ ug (vg— vy) + ug (vg —ve) + .. . +ug (va—v)
e R T s R R e STy PP G
+ tiy (g — v1) + tig (0 —v3) + . . . + 1y (L —va)s

0s termos da diagonal principal sio nullos, e os termos syme-
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tricos relativamente a esta diagonal podem ser agrupados de modo
a reduzir esta expressio 4 férma

{u|—u;) {v| - 'l’.‘i} + I:ul --u31| [:1.?1 - 't?;i:l 4+ ...+ (:H[—un} l:ﬂj —l},;)
(wg —ug) (va—vg) + . . . + (ug —uy) (vg—uy)
+--..o ------ IR R R EEEERE R EREEE Y]

+ (un—1 o "n} (vn—'l ¥ vﬂ}'
Temos pois

n n n n .
n Zuoi— I 3 vi= 3 l:ui—ufl{t‘i—‘-"j]-

Supponhamos agora que os u e os v representam os valores
tomados pelas func¢des U e V nos extremos superiores de n in-
tervallos eguaes em que se devida o intervallo de 0 a 1. Teremos

>

{n 1
lim —‘Su,'=-] Udx
0

n=wxc N 1 L

{n el |
lim —Fv;j=| Vdzx
n e,

r=x N 1

e portanto a egualdade precedente dara, depois de dividida por n?,

2 1 g B
| UVde— J Udz | Vdaz= lim — 3 (w—u;) (v;—v)).
J 0 0 0 n=0 0" 4 ;

D'esta egualdade deduz-se o theorema enunciado, visto que os
productos (u;— j) (v; —v;) sdio positivos ou negativos segundo que
Ue V variam ou nio no mesmo sentido quando z varia desde
0 até 1,

(Giovanni & Arone: Intorno ad un teorema di Tehébychew (Gior-
nale di Matematiche de Battaglini, t. xxvi)].
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11|

Uma propriedade da transversal do triangulo

Seja ABC um triangulo dado, M um ponto da superficie d'este
trianguln t_'ujns coordenadas mormaes slio x, y, 3; A uma lrans-
versal que passa pelo ponto M e corta o lado BC no ponto A,
o lado AB no ponto Cy e o lado AC no ponto By; e N um outro
ponto da transversal cujas coordenadas normaes sio ay, yy, 3.

-TI_-JI\IN y._ﬂ.N f| {‘I"ﬂ

_:r__m' y —_B_lﬂl_' W C[“
d’onde se tira, pondo AB=¢, BC=a, AC=,

AN B(N ;N
T L3/ AR S L (RN
gl S duratn LA Ty ety

c3.

Por outra parte temos, as coordenadas sendo tomadas em valor
absoluto,
axry + czy + by =28, ar+by+cz3=28,

e porlanto

AN By N N
I o I z =,
(A;.\l '> A (15 M 1) ’”+(Mcl 1)‘
Mas
AjN—AM=MN, B;N+BM=MN, NC;—MC;=MN,

logo
azx by ¢z

(s e
MA; MBy MG

=0'

que é a relagio que se pretendia achar.

[H. Plamenewsky: Une propriété nouvelle de la transversale du
triangle (Journal de Mathématiques spéciales, 1888)].

P
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SUR URE PROPRIETE DES NOMBRES

(Extrait d'une lettre adressée & F. Gomes Teixeira)

PFAR

M. Lercu

{4 Prague)

+ .. Le théoréme que j'ai en vue est le suivant: La somme
de tous les produits possibles de la forme ¢y qagg ... ny O les
g sont des nombres entiers positifs satisfaisant aux conditions

‘?l - 229 qa—f—'l é l '|" UED)

est égale au nombre 1.3.5 ... (2n+1).
Ce théoréme résulte en évaluant de deux maniéres différentes

la dérivée
dvt2 g
( durt2 )u:ﬁ'

]

=t —yT=Ti= 3 (— 1) (%) .

On a évidemment

iz &
(du‘“"‘T)..:u: 1.3.5... 2n+1);

ensuite, la fonction z satisfaisant & I'équation différentielle

e
S U RN

du 1—x
i1
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d2 o d

_'rml 3 ,gms,,—i].?.= 3 g arotu—,
" du il

ol

ﬂl].-:1=0, ',2,3. o

De 1a on tire, en différentiant de nouveau,

3
"g'u%= > ag(zotag—1) arotata?, (ag, a1, 23=0,1,2,..)

Ry By, &g
et ainsi de suite. De celle maniére on trouve aisément la formule

générale

drtig

T 2 wmta—1)(wtata—2)..

iy Ry oee Tnfd

Py (':0 . &Y oo ly— ﬂ.) a2t anti—n—1,

d'on

d+Hz f
(dun+i)_0= S xmte—1)(gtata—2)...

L AT F—" T

eee(@ptagtagt ... +ax—n),

les symboles ag, ay, 23, . .., @, représentant des nombres de la
série 0, 1, 2, ... assujettis & la condition

ggt+aytagt ... +ag=n+1.

Or en posant
o0 =qu %9+ 21— 1 =qu—1,

ataytag—2=qus, ..., gt o+ ... +x—n=q=h
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de sorle que 1 + g2 = gaty, ON aura

A2z
(E“_‘Fﬂ)u=“= 2 Qo192+« « @y Qo= A

les g étant des nombres entliers posilifs assujettis & la condition
1+ ¢2= gat1. On a done

.- qa=1.3.5...2n+1),

c. qu. f. d.
Cerhovice, le 6 juin 1888.
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SUR LA REDUCTION DES INTEGRALES HYPERELLIPTIQUES (+)

(Extrait d'une lettre adressée a M. Lerch)

FAR

F. GomEs TEIXEIRA

Soit X un polyndme entier du dégré impair n et f(z, V X) une
fonction rationnelle de z et de V' X. Vous savez, Monsieur, qu'on
peut toujours metire cette fonction sous la forme

H
u +?1
VX

G et H représentant des fonctions rationnelles de x, et qu'on peut

xm
en termes de la forme —— el en termes de la

décomposer — -
VX VX

forme ——————. Donc, pour intégrer la [onction f{z, VX), on
(z—amVX
est conduit & considérer des intégrales de la forme

~amdx

J VX

et des intégrales de la forme

» dz
J@_mmﬂ

(%) Esta carta foi apresentada pelo sr. Lereh i Sociedade Real das Scien-
cias da Bohemia na sessio de 27 de abril de 1888, e publicada em seguida
no Boletim d'esta sociedade,
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Notre objet est ramener ces intégrales aux intégrales hyper-
elliptiques de premiére espéce, de seconde espéce et de troisiéme espéce.

Considérons d’abord l'intégrale

dx
f(.r —a)m VX ;

et soit
X=(z—a)(z—8)...(z—1).
Nous avons
" dx i
J (x—a)m VX {m —1) (x—a)m! VX
1 I X'dz

~ 2(m—1 }J (x—a)m—1X VX

Si a est différent de «, B, ...}, nous avons

X A B L
E{m—l}{z—a;"‘—‘x=zw—a +J:-—-=?; s x—
M; M; Mu—1

- eieF—
+:r.—a+{s|:—a}i+ (2 —a)™—1

ou A, B, ... L, My, etc. représentent des constantes; et par con-

séquml.
v dx i
J (£ —a)™ VX (m—1) ';r-—ajm—i l”'i
- dx * 1. - ik
- ;ili:—lll— o —— ..--L,‘——- -‘.-"3__{_
* I » d
— M, | “r._;__.ug’ . WO
J(@—a)VX J{x—aVX
’ dx
— Mot | A
(@—a)—1VX

e
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Au moyen de cette formule et des formules analogues qu'on
obtient en y pesant m=2, ..., m — 1, on raméne I'étude de 'in-

Y .
1égraleJ ﬁ a celle des intégrales
l‘—ﬂ i i
» dz s dx dx
J (x—a)VX .J (@—a)VX f (z—B)VX

» dz

J (@—2) VX
Si a est égal & une des racines de I'éqlmiinn X =o, par cxt‘mlnlc
a=ua, 0N a

X/ oy e
Sm—1)(@—a™ (@—P) ... (@—2) @—8 = z—A
4 B2ty L ()

z—a (z—a)t "’ (m—'t-:;_';'

ou B, C,...L, My, ... représentent des constantes. On obtient
la constante My, la seule qu'il nous faut connaitre, en déterminant
la vraie valeur de la fraction

X' (x—a)
2m—1)X
quand £ =a; on a alors
. X' (r—a) 1
=] L = -
M ;__r_r:_ﬂ{m—l}x 2(m—1)
Done
2m—3 o dx 1 X
2 (m— I}J (@—a™VX  (n—1){@—a)1VX
P, » d
_B,(___ = — — ..—-I,Iix_—
J (=14 VX J ([x—1 VX
s . 4 , lx
—s f_;_mi’ iy {IT“
J (@—a VX J (z—a)2VX
—vaifd—z_,-_-
J [g—a—1vX
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Au moyen de cetle formule et ll[‘b formules analogues qu’on
q

obtient en y posant m=2, 3, —1 on raméne encore |'étude
; A :
de l’mtégraIeJ —————— & celles des intégrales
(®—a)mVX
r  de da » e
J( l"?\ JJ: SW\ i) .Jka; 1#\

uand @ = «a.
Déterminons maintenant les intégrales

dz ’ dx » dx

J{x-—a}v‘x' J [x—;:;)'.'x' (x—2) VX

De l'identité

1 1 | X/
x—a+;¢—fi+l-.+$—1=i
on tire
a dx . dx
(1 — 4+...+ | ———
) L’[ VX ‘n;—;s I-'{‘( f.::— :]'r”\
A 2
vX

D'un autre coté, de la formule
»ahdx Zh 1 | » g1 X dx
’ VX (k+1)VX HiJ XVX

'

et de la formule

X g1 gk a1
=t +...+ -
X r—a x—3 r—2A
=nzk + ay o1 + ag b2+ ... +
R o x Wk

f— - + e
T z—a x—B =\
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on lire
d “ah—1 dp .
(21.+‘2—n]jﬁ— 1J -}-._—'r——. ——ﬂ_i‘J e
VX vX | \
&
+I . -
g LI S S
VX (x—a)VX (2—3)VX
TR E ) ...

(x—2) VX

et, en posant k=0, 1,2, ...n—9,

" d . d
J = +1 g
(z— a) VX r—) X
v 2
L)
VX VX
EQJ.‘——{II,——, e . " e dr
(z—a) VX (z—1) VX
.:cd.;r: ~dx x?
=—(n—4)
: J VX J VX v”\
n ilx . dx
] e  PRNECL, ol e | [ St
J{z—ﬂfx J{r_mvx
a2y h—3 dz 2271
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Au moyen de ces équations et de I'équation (1) on raméne
I'étude des intégrales

dz dzx f dz

.’ (.r-—-.:.jv;}l' .J(.r—;:)'l""i' J (x— 1)'t/\

i celle des intégrales

- xdx a2dx

’v’ Jvx ) VR

parce que le déterminant

i | 1

[ B b

g._'! ;_1’2 1?.
an—1 gn—1 y

est différent de zéro.
La formule (2) permettra aussi d'exprimer I'intégrale

- aPhda

;R

quand m > n— 2, au moyen des intégrales
dx ¢ adx r av—2dx
[ “'; A‘\ ' '._,-’ )l ' V‘.\
Done, en derniére analyse, les intégrales considerées

dx amdx

,' (x—u}mﬁ' ’ _;”X
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peuvent &re exprimées au moyen des intégrales

i ¢ xdx " —2dy

* dx
];?"x' .]_v’_i_" S d YK

et de I'intégrale
( dax
J (z—a)VX

e LTS
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e

PROBLEME D'ALGEBRE

{Extrait d'une lettre de M. d'Ocagoe & M. Gomes Teixeira)

... Vous savez que les nombres que j'ai étudiés dans I Ame-
rican Journal of Mathematics (vol. 1x, p. 353) sous le nom de
nombres K:', et dont je me suis efforcée de faire ressortir 'im-
portence au point-de-vue de I'analyse (qui mont permis, en par-
ticulier, de donner des expressions explicites trés simples for-
mules (54), (85), (86)] des nombres de Bernoulli) sont définis
par les formules

P P -p—1
hm _PKm—i > hm—i‘

formules qui se traduisent, ainsi que je I'ai fait voir, par un
tableau & double entrée analogue au triangle arithmétique de
Pascal.

Le nombre K est d'ailleurs donné explicitement par la for-

mule (") de mon Mémoire

m 1 m % | \m
K"—P e S R el el
m pT

A )l vt ok T8 Vo

p!

Voici, a titre de nouvelle application des nombres K;, un pro-
bléme d'algébre que je résous par 'emploi de ces nombres
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Etant donné un polyndme entier et rationnel en z
F@)=ay+ajz+asa+ ... + a2,
on se propose de le mettre sous la forme
F(z}=hg+h1x+hgx(m+I}+...+h,x(z+l){x+2)... (z+n—1).
Donner Uexpression explicite des coefficients h en fonction des co-
efficients a.
Un calcul facile montre que pour des différences de la varia-

ble @ égales & I'unité, la pieme différence de la fonction F (z) est
donnée par

APF(x)=1.2.3 ...p.hy+2.3.4 ... (p+1) hyyy (x+p)
+3.4.5...(p+2) hpra(z+p) (x+p+1)

d'ol

et
(1 b=

Or, la formule (15) de mon Mémoire de |’ American Journal,
transformée d'une formule de M. Cesard, donne

=n—p KP :
&F (@)= 3 I FoH) ()
i=0 ﬁﬁ_i

A; 1; représentant le nombre (p+id) (p+i—1) ... (p+1) des
arrangements de p + i objets pris i & 1.
Dailleurs
F"’"J(zj il DL 0t 2.8 :ri'i. + ljlﬂm+1.l-'
+3.4...(m+2)anpa2t+...;
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MF(@)=—1—[1.2...p.0+2.3 ... pF+ ) Opn1 =
+3.45...(p+ et +...]

hP+| g [ i
+——[.2...(pt agpr1+2.3 ... (p+2)ap e

; +3.4 ...[:p+3j{lp:|.:;.’ri+ : ..]

B s s b ia AT Bt S e RS N R e
Kﬁ
o (1.2 mn—1)ap—1+2.3...n. @y 2]
AP
n—1
P
+ : R ST, .
Aﬂ
Faisant, dans cette formule, z=—p, e divisant par p!, on a,

en vertu de (1),
hy=a, . C/ K

p_,_t(CL_!hp p—C' K’ )

p
§ w28 o x PFS PP
e (c:ﬂ%"hrp CP‘H hs*—H p+i Sw CP hp—l—i
ik p g b p P+3 2
(C;»HKﬁp CP—riKP+1P+[-'

+¢ K @+ (pt3) e (pHD)(pH2)( P4'3‘)
P*"L 12)(pH1)" T PH (p43)(p+2)(pH1)
2 difinide AR Myt g S O SR | T
PRP o7 PP "oa—p—i
+(—1)"" (C s T +

g [p—l—l;{p-i—i'.) )
i=1) CPK"ﬂ Ap+ j(p-}-l)
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EEE —

formule qui résout le probléme que nous nous étions proposé, et
oil, bien entendu, C:1 réprésente le nombre

mm—1)...(m—n+1)
I.B...% ’

des combinaisons de m objets pris n a n.
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NOTE DE CALCUL INTEGRAL

FAR

H. e PonT

Dans un précédent arlicle, nous avons indiqué une méthode
qui permet d'intégrer un systéme de n équations linéaires simul-
tandes aux differentielles totales et a coeflicients constants, et qui
donne en méme temps les conditions de compabilité de ce sys-
téme. Nous nous proposons dans cette note de développer la méme
analyse dans le cas d’un systéme de deux équations a m varia-
bles indépendantes et & coefficients quelconques.

Prenons, pour plus de simplicité, les deux équations

) dyy = (ay,1 y1 + arays) deey + (a1 y1 + az 2 ya) dze

dyg = (by1y1 + braya) dey + (b y1 + baaya) dos

les coefficients a et b étant des fonctions quelconques des varia-

bles indépendantes xy et @s.
Multiplions la seconde équation par une fonction indéterminée
A de z; et de xg, et ajoutons ce produit & la premire, il vient

. dx

d(y1+ryz) = [(am +\by 1)y + (GLQ + by 2+ EI) y&] day
) s
+ [l:ﬂu + A1) y1 + (ﬂ!,! +abae + EI;;) !f-leTs

ou

(B) dLog (yy+ya) = (a1, +2by,1) dey + (a2 +2b3,1) drg
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I ———

en posant

1 =b1,12% + (ag 1 — big) X —ays

(2)
e P T
g (1A (32,1 —bag) A —agg.

Pour que le systéme (A) soit compatible, il faut et il suffit
évidemment: 1° que le second membre de I'équation (B) soit une
différentielle exacte; 2 que les équations (2) définissent une méme
fonction 1, intégrale de I'équation aux différentielles totales

© = [b112* + (ay,1 — by ) ¥ — ay 5] dy
+ [bga® + (@g,1—bag) 1 — ayg) das.

La premiére condition s'exprime de la maniére suivante

d d
— (a1,1 +2by 1) = CT.I'-; (agy+ abay),

d&?g s
d
ou, en développant et remplagant et — par leurs valeurs
Iy d&r:g
' dasy dag,
———— —a + by a3
‘ &, e 12001+ by g as;

(3)

' dbay  dbyy ]
S —bya)baq— = ald =0'
.}+[d-r; darg (@1,1=01,9)ba,1 — (a2,1—ba2) by g |2

équation qui doit &tre vérifice identiquement. Donc

o L e L)W WE e
i e a13byy—byqass

{
dbyy  dby

~dze @21 —ba2) by, — (ag,0 — by g) by
dzy  dxg (a2t —bag) by,1 — (a1,4 — by g) ba,y

)

Ll
Pour obtenir la seconde condition, égalons les valeurs de ———
tf.l'jd-r!
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[ournies par les équations (2). Nous avons ainsi, en éliminant tou-

. A :
jours — et —, et en tenant compte de (I)

r]'..I.'| tf.l‘g
dil'gg dﬂ]_!
g et e Zhd iy
\dx. dzy i b2)daet (a1 —bag) a1
ib, dby s
# + (522 !"-'-—51|ﬂza+a1,1bg,1)1=0
dx dxs i

puis, en annulant les coefficients de cette équation

dazs dayg

=(aj1—big)ass—(az; —bas)ars

d.'l."] tL‘L‘g
[II:,‘ 1
dbas  dbyg
—————— =gy e by + by az 2.
| diy dxy

Les quatre relations (I) et (1I) sont les conditions de compati-
bilité du systéme différentiel proposé. Il est du reste facile de le
vérifier directement. En effet, les équations (A) sont équivalentes a
celles~ci

dy, dyy
¢ \aﬂ-um.l yitaays dn MY tazays
(-1} { l]' dy-
ifs 1
S, =,{'| b =" bl ::_-b.a .
fdﬂ Lyt breys I Y1 +bazys
2 d*
Egalant les valeurs de - bt LGP Vit . tirées de ces
L= |u'.r1 (t.I';[L!!g'
équations, nous avons
dasy dagq
—_—— 4} 9 — 2
(d:r, on 1822 —aabs )y
+ ‘days dﬂl.&_'_ Mg b ' 0
[-!f.z_:;__ drs (a,1—b39) a1 2 — (a1,1— I-EJEﬂJ Yya=

--‘.H.lg_! (H)[_ ; :
¥ d.r.*l + (a1,1—b1,2) ba g — (az1—ba 3) bmJy:

dbsa  dbys
+(d;1 - d.zl;+ﬂ"*bi“ — by ﬂi,i)y!=0
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ce qui doune, en exprimant que les coefficients de yy et de ys
sonl nuls, les relations (I) et (1I).

Ces conditions ¢tant supposées satislaites, nous allons déter-
miner les deux fonctions % qui forment nos deux combinaisons li-
néaires immédiatement intégrables. Posons

hy=b11 232+ (a4 —bya) A —are
(5)
hy =034 22+ (a2 —ba) h—ass;
I'équation (C) prend la forme

('ﬂ- d)= h| [f.l!‘| + fli d.rg.

La condition d'intégrabilité, qui se réduit ici a

doit &tre vérifice. Nous avons alors, en effectuant

i [(a1,3—b1,2)ba 1 — (a2,1—Dba,2) b1 ] A% —2(aq,2b3,1— b1t aya)h
() !
f + (a11—b1g) a2 — (ay,1—bag) a1 =0,

équation qui détermine les deux valeurs de 3 satisfaisant & la

queslion, * :
Soient % et g les deux racines de cette équation et

(@y,q + M by,1) doog + (agg + aibar) dag =dty

Sl |

(@1,1 +2eby1) doy + (ag,1+n2bs 1) darg = dig;
nous avons, en appelant ¢y et ¢y les constantes d'intégration,

y1+aye=cieh  ya+loya=rcact
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el par suite

o7 e e

(2)
1

=11 —A

Ya {CI eh— c;eﬁ],

systéme intégrant des équations (A).

Il est facile de voir que I'équation (3) ne peut jamais avoir de
racine double. En effet, introduisons dans les valeurs (2) de yy
et ya 'hypothese

Am=A+te A=2
il vient en faisant Lendre ¢ vers zéro

y1+iya=0.
Or la relation

(a1,2b3,1—b1,1a29)* + [(@r,1—by 9) a1 2 — (a3,1—Dag) ay 5]
+ [a1,4—by2) bay — (ag1—bag) by 4] =0,

qui exprime que I'équation (3) a une racine double % exprime
aussi, comme il est facile de s'en assurer par un calcul direct,
que celte valeur 3 est une solution commune des équations

(6) hy=0 hy=0,

el alors, & cause des formules (2) elle est indépendante a la fois
de z; et de a,.

Nous nous trouvons done dans le cas d'une seule fonction y dé-
finie par deux équations différentielles qui se reduisent nécessaire-
ment & une seule, ce que nous n'avons pas supposé.

. West clair aussi que I'équation (3) ne peut pas avoir de racine
indépendante & la fois de «; et de x9. Si I'une des racines ne
tontiene ni xy, ni zy, elle est racine commune des équations (6)
¢t racine double de I'équation (S), nous rentrons dans le cas pre=
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cedent; si les deux racines ne contiennent ni zy ni zq, elles satis-
font aux équations (6) et donnent

2 —bs b
“m aig N a1 2 _'11‘
l]g1-g EIQJ—‘L'G 3 |':»‘1||

relations qui montrent que I'équation (S) est vérifice identique-
ment, ce qui est contraire & nolre hypothése.

On voit que le seul cas oir la méthode puisse tomber en dé-
faut est celui on 'équation (8) est vérifiée identiquement. Les
relations (I) et (II) deviennent alors & cause des équations (IlI)

daas 1y day 3

dd.'j T J:cg
(Iv)

dbys  dby s

-}LI‘I % dzxg :

Si nous metions le systéme (A) sous la forme

dyy = (ay1dxy + a1 dxg) y, + (a1,2dey + azadxs)ya
(9)
dyg = (by,g dxy + ba,y dg) yy + (by 2 diey + by 2 dag) ya

nous voyons que les coefficients de yy et de ys sont des diféren-
tielles exactes.

L'équation (S) étant vérifiée quelque soit 7, I'est aussi pour les
valeurs de X qui ne contiennent ni &y ni xg; les équations (6} ayanl
leurs racines indépendantes des variables s'écrivent

(10) atex—bat=0

a, b, ¢ étant des constantes; et les équations (A) sont

dyy = (1 (@1, 22) y1 + akys day + [fa (@1, 29) y1 + ays] 4o

(P)  {dya==|bkyy+ | f1 (1, 23) + ck{ya] dzy
( + [byr + {fa(x1,22) + ¢| ya] doa
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en appelant & la valeur commune des rapports (I1I), fy (@1, 29) et
falzy, ¥3) deux fonctions de zy et zy satislaisant & la relation

dfy (@, x9)  dfs(zy, 29)
dxy LT TN

v
L'équation (¢) devient alors

() dLog(yy+nye)=[1(x1,a9) daxy + fa(@y,20q) daxy + b (kdwy +dag).
Soint f(xy, x3) l'intégrale de I'expression

[1 (@, @3) dzy + f3 (01, 9) daxs,

A le discriminant de I'équation (10}, 'y et I’z deux constantes,
nous avons pour intégrales des équations (P)

I{I:-Iq)—%(kr&m
[
Va

’ op, /B2 —g (et
B

el Y Goctan) =8 (ko)
Lw [(a+arier e (a—agme "]
B

Y8 (ke t2) VB (g )
rye ® —ee 2 .

Va

Du reste I'équation (10) ne peut avoir ses racines égales sans
que le sysiéme (P) ne contienne qu'une seule fonction y, ce qui
est contraire & notre hypothése.

Si les fonctions fy (21, a3) et [3(xy,x3) se réduisent & des con-
stantes, nous retrouvons les systémes que nous avons considérés
dans notre note précédente. Les équations (P) se raménent a deux
équations a coefficients constants par la substitution

Y= {-‘f':-"n-f::' -1}
Yy = A/ (7 %) 29

§ désignant une constante.
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En résumé, 'intégration d'un systéme de deux équations si-
multanées aux différentielles totales et & m variables indépen-
dantes ne dépend que de la résolution d'une équation du second
degré et a l'intégration de 2m différentielles exactes de ces m
variables.

Dans un prochain article, nous considérons les systémes géné-
raux de n équations & m variables indépendantes et & coefficients
quelconques.
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BIBLIOGRAPHIA

Henrique de Figueiredo.— Curvas planas algebricas. — Coimbra,
1888.

A theoria geral das curvas planas algebricas tem sido moderna-
mente objecto de trabalhos notaveis, que além de estenderem o
campo da Geometria, léem concorrido para progresso de muitos
pontos importantes da Analyse. E d’esta theoria geral que se oc-
cupa o sr. Henrique de Figueiredo no seu opusculo, apresentado
i faculdade de mathematica da universidade de Coimbra como
Dissertagio para o concurso a uma cadeira da mesma faculdade.

Principia o auctor por expdr algumas nogdes geraes sobre os
dois systemas de coordenadas homogeneas conhecidas pelos nomes
de coordenadas pontos e de coordenadas linhas. Passando em se-
guida a0 assumpto especial do livro, considera successivamente o0s
theoremas relativos 4 passagem de curvas algebricas por pontos
dados, os pontos multiplos d’estas curvas, as suas hesseanas, as
suas polares; define as nogdes de genero e de classe e mostra a
importancia d'estas no¢des; apresenta as formulas de Pliicker a
que satisfazem os numeros caracteristicos de uma curva; e final-
mente estuda a theoria das curvas unicursaes, e indica a impor-
tancia que tem a consideracio d'estas curvas para o problema da
integragio das funcgdes algebricas.

E. Cesaro. — Forme poliedriche regolari e semiregolari in tutti gl
spasii( Memorias da Academia real das sciencias de Lisboa, 1888).

Na primeira parte d’esta interessante Memoria demonstra o
auctor os dois theoremas seguintes:

1.° Existem s6 dezoito especies de polyedros em que as faces
da mesma ordem concorrem em cada vertice no mesmo numero;

2.° Existem so dezoito especies de polyedros em que os ver-
tices da mesma ordem se acham em cada face no mesmo numero.
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Deve-se observar que o auctor chama ordem de uma lace ou
de um vertice o numero de lados diminuido de duas unidades.

Na segunda parte mostra o auctor que todos os polyedros de
que se occupou na primeira parte podem derivar-se uns dos ou-
tros por meio de operagdes muito simples, cujo estudo o leva a
propdr, para os designar, uma nomenclatura simples e clara.

Na terceira parte mostra que as [6rmulas empregadas na pri-
meira parte podem levar a rédes de rectas que satisfazem as con-
digdes dos dois theoremas n'ella demonstrados, e estuda estas
rédes.

Finalmente na quarla parte estuda as férmas polyedricas no
espaco a n dimensdes,

F. Casorati, — Sopra le coupures del sig. Hermite, i Querschnitte
¢ le superficie di Riemann el i concelti d'integrazione si reale che
complessa.

N'esta Memoria importante estuda o sabio professor da Uni-
versidade de Pavia a [uncglio & (z) definida pelo integral

o) = [/ (5)d

para lhe procurar os diversos ramos correspondentes aos differen-
tes caminhos seguidos pela variavel ¢ na passagem de () para fy,
e para os representar por superficies de Riemann.

Principia o auctor por considerar o caso de ser f(t,s) uma
fune¢iio racional de ¢t e de z, case estudado pelo sr. Hermile no
caso de ser rectilineo o caminho seguido por ¢ na passagem de
{y para {y, e que levou este grande geometra & nocdo de coupure.
Mostra que cada ramo da funcgdo tem uma linha de discontinui-
dade (coupure), mas que a reunido de todos os ramos dia uma s
funcgdio continua.

Estuda em seguida o caso em que [(z,t) representa uma func-
¢lo irracional, isto ¢, uma raiz de uma equacio algebrica com
coeflicientes racionaes relativamente a z e a (.

Finalmente estuda alguns casos em que [ (s, () é uma luncglo
transcendente.
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F. Amorétti e C. Morales.— Teoria elemental de las determinan-
tes. — Buenos Ayres, 1888.

Esta obra, como outra sobre a theoria dos quaternides, de que
se deu noticia no volume anterior d’este jornal, mostra o desen-
volvimento que vai tomando o ensino das mathemalicas puras na
Universidade de Buenos Ayres, o que é devido principalmente &
iniciativa do professor na mesma Universidade, sr. dr. Valentin
Balbin. Contém ella o curso feito por esle illustre prolessor no
anno de 1884% e & redigida por dois dos seus discipulos, os srs.
engenheiros F. Amorétti e C. Morales.

No livro primeiro tractam os auctores da theoria geral dos de-
terminantes. Ahi sdo estudadas as propriedades fundamentaes dos
determinantes, as regras para os calcular, as operagdes a que se
sujeitam, ele.

No livro segundo, o mais intercssante da obra, consideram os

auctores os determinantes de [6rma especial, estudando successiva-
mente os determinantes reciprocos, os determinantes symetricos,
os determinantes multiplos, os circulantes, os alternantes, os con-
tinuantes e os determimantes funccionaes.
Finalmente no livro terceiro véem as applicagdes analyticas da
theoria dos determinantes & resolugho dos systemas de equacdes
do primeiro grio, 4 theoria da eliminaglio entre equacdes alge-
bricas de qualquer grio. etc., e algumas applicagdes a questoes
de Geometria elementar.

Ph. Gilbert.— Sur la convergence des intégrales a limites infinis
(Bulletin des Sciences Mathématiques, 2.° série, t. xi1).

N'este bello arligo apresenta o auctor exemplos de integraes
definidos da férma

=

l [ (@) de,

o i

que t8em valores finitos sem que [(x) tenda para zero quando @
tende para o infinito, ou mude indefinidamente de signal.
Apresenta como primeiro exemplo o integral

.

J m(sen‘ wz)? ) de,
L]
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onde ¢ (x) representa uma funcclo positiva, crescente com z a
partir de um valor determinado de z, e tal que

¢ (2)

]im —"_"—"::l'

s=e ¢ (2 1+ 1)

Considera em seguida o integral
[ 74 @) sent e
0
onde § () é uma funcclo positiva de z tal que

J" b (n+ ) de

niio péde exceder um valor fixo qualquer que seja n, Mostra que
este integral ¢ finito, e partinds d’elle chega a este resultado in-
teressante: E possivel determinar a funcgo [(z) de tal modo que,
conservando-se positiva e tornando-se infinita um numero de vezes
tdo grande quanto se queira no mais pequeno intervallo dado, 8
partir de um valor convenientemente escolhido de z, o integral

™

J f(2) dz seja todavia finito e determinado.
a

D. S. Archilla y Espejo e D. G. Vicuiia. — Discursos leidos anle
la real Academia de Ciencias,— Madrid, 1888.

Contém este opusculo os bellos discursos pronunciados pelos
srs. Archilla e Vicuiia perante a Academia das Sciencias de Ma-
drid na recepgiio solemne do primeiro d’estes distinctos mathe-
malicos.

Foi o sr. Archilla procurar a Analyse infinitesimal, de quelé
professor na Universidade de Madrid, o assumpto para o seu dis-
curso, tomando para thema d’elle o modo de conceber esta analyse.

Referindo-se primeiro aos methodos empregados para resolver
as questdes de Geometria infinitesimal antes da descoberta do
Calculo infinitesimal, expde e examina o methodo~empregado por
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Archimedes, o maior geometra da antiguiuiudm que, como o au-
ctor diz, creou a maior parte das nogdes (undamentaes que deram
origem e serviram de base a este calculo; e em seguida o me-
thodo dos indivisiveis de Cavalieri, no qual apparece a applicacdo
immediata da nocdo de infinitamente pequena a resolugdo das
questdes mathematicas.

Occupa-se depois da descoberta do Calculo infinitesimal por
Newton e Leibnitz e analysa os modos como estes grandes sabios
concebiam este caleulo. Segue-se a apreciacio dos conceitos que
do mesmo calculo faziam Euler, Lagrange, Carnot e Cauchy, de-
morando-se principalmente na referencia a este ultimo, cujo modo
de vér adopta.

Na resposta ao discurso anterior, o sr. Vicuiia, depois de apre-
ciar as altas qualidades do novo academico, occupa-se em indicar
as obras escriptas em Hespanha, em que se estuda a analyse in-
finitesimal, ou em que se faz uso d'esta analyse.

Em seguida aprecia o discurso do sr. Archilla e a obra impor-
tante intitulada: Estudios fundamentales del Calewlo diferencial,
onde este illustre professor expde desenvolvidomente o mesmo
assumpto cuja parte philosophica condensa no seu discurso.

G. Tarry.-— Essai sur la Géométrie des figures imaginaires (Asso-
ciation francaise pour I'avancement des sciences, 1887).

0 auctor considera o ponto imaginario como determinado por
dois pontos, um ponto origem A e um ponto extremo A' repre-
sentando um papel differente do primeiro. Representa o ponto
imaginario pelo signal AA". O ponto AA ¢é o ponto real. A po-
sigho que toma o ponto A’ depois de descrever uma circumferen-
¢ia em roda de A chama posigio exterior do ponto AA'.

Para definir a recta imaginaria o auctor corta por uma trans-
versal tres rectas que passam por um ponto fixo, o que da tres
pontos A, B, C. Construe em seguida um ponto PP’ determinado
pela relacio (2 ABC)= K, onde « representa a posi¢iio exterior
do ponto P P' e (zABC) uma quantidade complexa determinada

B AB

pela raziio :—[;‘ E=l'( e pelo angulo (CaB— CAB=Y]. Fazendo
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variar a (ransversal, o ponto PP’ descreve uma recta real quando
A=0 ou ) = “ =, e um logar geomelrico que o sr. Tarry chama
recta imaginaria, nos oulros casos.

Na interessante Memoria a que nos estamos referindo, o au-
clor apresenta uma serie de propriedades dos pontos e rectas
imaginarias para justificar a importancia da nova representagio
dos imaginarios.

M. Lerch.— Sur une formule d’ Avithmétique (Bulletin des Scien-
ces Mathématiques, 2° série, 1. xu).
Théorémes d’ Arithmétique (Item).

Referem-se & Arithmetica superior estes dois bellos artigos.
No primeiro o auctor demonstra a formula seguinte:

feel

@ [f(m—ca,k+a— 1) —y(m—gqa,a)]

k—1
+3 [$(m+rar—1)—y(m+2ra,a)]=0,

A=

onde ¢ (p, g) representa o numero de divisores de p superiores
a q, %(p,q) o numero de divisores de p eguaes ou inferiores a
g, © @, m e k numeros posilivos dos quaes o ultimo & superior
& unidade. D'esta férmula lira o auctor algumas consequencias
inleressantes.

No segundo artigo apresenta o auctor a formula notavel

a—1
2 (m+an,a)—1y (m+ an, a)] = ¢ (a,n)
a=(

onde ¢ (a, n) representa o numero de termos da serie 1,2, 3, ..., @
que $30 primos com n, € M UM NUMEro primo com n.

Pondo n’esta formula a=n ou n— 1 obtem o sr. Lerch duas
relacdes que ligam a funccdo ¢ (n) de Euler e Gauss com a func-

¢lo § (Pl q)-
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M. d'Ocagne. — Quelques propriétés de Uellipse; déviation, écart
normal (Nouvelles Annales de Mathématiques, 3¢ série, t. ViI).

N'este artigo estuda o auctor a correlagio geometrica que
existe entre o angulo que a tangente & ellipse em cada ponto faz
com a tangente correspondente ao circulo principal, e a anomalia
excentrica: e a correlagio geometrica que existe entre a inclina-
¢do da normal sobre o diametro correspondente e a mesma ano-
malia, o que o leva a uma serie de theoremas interessantes rela-
tivos & ellipse.

A. Lugli.— Sul numero dei numeri primi da 1 ad n (Griornale
di Matematiche, t. XXV1).

N'este arligo inleressante apresenta o auctor um methodo mais
simples do que os methodos de Legendre e Meissel para deter-
minar o numero de numeros primos comprehendidos entre 1 e
um inteiro qualquer n.

Ed. Weyr.— Note sur la théorie des quantités complexes formées
avee n unités principales (Bulletin des Sciences Mathématiques,
2° série, t. x1).

M. Lerch. — Uber Functionem wmit beschriinktem Ecxistenzbereich
(Abhandlungen der K. bohmischen Gesellschaft der Wischenscha-
ften, 1888).

——— Ueber die Nichtdifferentiirbarkeit gewisser Functionen (Jour-
nal fiir die reine und angewandte Mathematik, t. 103).

M. & Ocagne. — Sur les cordes communes @ une conique el a un
cercle de rayon nul; Application a la théorie géométrique des
foyers dans les coniques (Proceedings of the Edinburgh Mathe-
matical Society, 1. V).

~——— Sur les invariants des formes binaires (Annales de la Société
Scientifique de Brucxelles, 1888).
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E. Cesiro.— Sur deuz classes remarquables de lignes planes (Nou-
velles Annales de Mathématiques, 3%™¢ série, t. vi).
- Sur les lois asymptotiques des nombres (Rendiconti della R.
Accademia dei Lencei, 1888).
Sur les systémes de nombres entiers (Iliem).

S. Pincherle. — Sur une généralisation des [onctions eulériennes
(Comptes rendus de I Académie des Sciences de Paris, 1888).

R. Guimardes. — Semelhanga e rectificacao dos arcos ellipticos.—
Porto, 1887).

Do excellente jornal Mathesis (t. vim, pag. 137) extrahimos
a seguinte noticia a respeito d'este opusculo:

«Este interessante trabalho tracta primeiro da associagdo, e
em seguida da rectificagio dos arcos ellipticos. Dois arcos sdo
associados, se a sua differenca é rectificavel. Dois pontos M e N
d'uma ellipse sio associados se as normaes & curva n’esles ponlos
estio egualmente affastadas do centro. Se A e B sdo os vertices

da ellipse, AM e BN siio dois arcos associados, e tem-se a egual-

dade

Kkt
ﬁM—BN——I|$g=j},
a

que é a traducgdo do theorema de Fagnano. O auctor da duas
outras demonstra¢des d'este celebre theorema; a ultima é uma
bella applicacio do methodo de que se serviu Talbot para deduzir
um grande numero de lormulas analogas as de Fagnano. No ter-
ceiro paragrapho encontram-se os theun:m-h de Graves e de Mac-
Cullagh, que dio arces de dlﬂLanw rectificavel sem que sEjﬂ
necessario que os arcos se terminem nos vertices da ellipse; cite-
mos tambem uma generalisacio da relagio

E(p)+E(y)—E (u) = ak®sen g sen  sen p,

E(p) +E($)—E(w)=0.
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«A segunda parte d'este trabalho comprehende tambem tres
paragraphos. No primeiro o auctor demonstra que existe, sobre
um quadrante elliptico, uma infinidade de arcos rectificaveis por
meio de rectas, e da a relagdo que deve existir entre as coorde-
nadas das extremidades d'estes arcos. D’este theorema conclue
ue existe uma infinidade de valores para os limites de um in-
tegral elliptico de segunda especie, que tornam este integral ex-
premivel algebricamente. O segundo paragrapho é consagrado s
indagagdes sobre os limiles superiores e inferiores do perimetro
E da ellipse. O auctor reproduz a demonstragio do theorema

n{a-i—b}-::E-‘:wv/ﬂn‘-FEb‘,

dada pelo sr. Mister, assim como a substancia dos arligos dos

srs. Barbarin e Mansion sobre os valores approximados de E.
«No ultimo paragrapho o auctor estabelece a impossibilidade

de rectificar, de um modo geral, um arco elliptico, e procura a

equagio da envolvente da ellipse.»
G. T.

ERRATAS

Pag. 116, linh. 5 —em logar de necessaria para a convergencia
deve ler-se sufficiente para a divergencia.

Pag. 116, linh. 7 —deve supprimir-se differente de.

Pag. 116, linh. 11 — deve escrever-se lim antes do primeiro
membro,

Pag. 117, linh. 11 —em logar de n (u:j_l —1) deve ler-se
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