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Je p rends la i i be r l é de vous c o m m u n i q u e r u n e d é m o n s l r a t i o n 
d'une p ropr i é t é <lc la foncl ion e l l ip t ique 

X 

(-) (T) = 2 
V = OC 

ou Ie coefíicient de i dans la q u a n t i t é comp l e xe T es t supposé 
positif. 

Dans Ies Monatsbcrichle de Berl in de 1 8 S 0 M r . W e i e r s t r a s s 
dit que c e t t e foncl ion n 'exis te que pour Ies valeurs de T dont la 
pnrlie imag ina i r e est posi t ive , c ' e s t - à - d i r e pour IesquelIes Ie m o -
dule de la q u a n t i t é q = e r™ est in fé r ieur à 1 'unité. 

Il en a donné une d é m o n s t r a t i o n dans son exce l l en t livre 
Abhandlungen aus der functionenlehre ( 1 8 8 6 ) . D a n s Ie t o m e ci té 
des Monalsberichte se t rouve aussi un ar t ic le de M r . K r o n e c k e r 
(Ueber den vier ten Gauss ' schen Bevveis e t c . ) con t enan t un g r and 
nombre des r e m a r q u e s m é t h o d i q u e s re la t ives à Ia théor i e des 
fonctions e l l ip t iques . L ' é t u d e de ce m é m o i r e m ' a inspi ré une a u l r e 
démonstrat ion de Ia die te p r o p r i é t é de Ia fonct ion (-) (T) que j ' a i 
faite avant la l e c t u r e du livre ci té de M r . W e i e r s t r a s s et qui es t 
bien d i f fé ren te de celle qui a é t é d o n n é pa r ! ' éminent g é o m è t r e 
de Berlin. 
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Soit a une quant i té réelle positive et prenons 

2 m 
T = + ai, a > O 

li 

m, n é tant deux nombres en l ie rs ; nous aurons év idemment 

/ 2 m , \ - 2 ^ 1 t i 
0 + a < ) = 2 e n e - a 1 " ' - ; 

\ n / »=_« , 

posant alors 

v = r + (AH, (r = 0 , 1 n — 1 ) 

it vient 

/ 2 m \ " - 1 — x 
(1) O l U i = i e " 2 

\ n J r=0 (*=—OO 

Il s agit ici de Iu manière dont se compor te la fonction 

/ 2 m , . 

pcur Ies valeurs infiniment pe t i tes de a, ce qui será connu quand 
ou reconnat t ra Ie carae tè re cor respondant de Ia série 

(2) S r == 2 e-«*(H-f">)s. 
J X - OC 

C'est pourquoi je me borne íi ] ' é tude des séries 

S V = 2 F - ^ ( H ^ N ) - , S " R = 2 ( » — ( — R + , * N ) 2 
H = O (1=1 

dont la somme est év idemment égale à S r . 
La fonction e~XK Ir+*")' de la variable réel le z décroissant quand 
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3 croit dépuis zèro jusqu 'à 1'infíni nous avons d ' ap rès un théorème 
élómentaire 

T - H 
e — « i r (r+(M»)í - > I 1 g— X i t [r+zny fc > <>-*» ( r + | * n + » ) « 

ou, ce qui cst Ia môme chose, 

> J 

H-G1+!)" 
ng—ait(r+|»n)i •> j e—%ltxi dx > e~%1t ^r+Iin+")2. 

r+Kn 

En y posant successivement = 0, 1, 2, . . . et en faisant Ia 
somme des résul ta ts nous aurons 

X /KC QC 

n 2 g—««(r-f fMi)» > / e—%*x* dx > n 2 e~« , t( r+l*n)2 

U=O J r H=I 

dou l'on conclut 1'égalité 

r 
nS'r = I e~™xl dx + ntc-**r2, (0 < t < I ) . 

J r 

Posant z = x /a il vient 

.-KK l ,"CC 
I e-»»*2 dx = — I e-"*2 dz 

Jr y «i/ iy a 

et par conséquent 

/>30 
n\/aS'r = I dz fm/ae-8"""2 

J jyx 

dou on tire Ia formule 

f " .. 1 n Iim y/a SV = / e~B 2 2 í /z = —. 
«=o J o 2 
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On trouve de la memo manière 

n l i m / a S " r = — , 
a=« ^ 

de sorte qu'on aura 

(3) « l i m S r = 1 . 
a = 0 

Doric iious aurons d 'après 1'éqyation (1) 

/ 2 m \ 1 ' ' - 1 — irf / 2 m \ 
(4) I i m Q f + aí i / a = — 2 c n = < J > ( — . 

« . = 0 \ n 1 Ji r = 0 \ » / 

Supposons donc qu'il existe pour une cer ta ine valeur réelle TO 
une série de la forme 

C 0 + CL ( T — T O ) + Cg ( T — TU) 2 4- . . . + c» (T — T O ) V + . . . 

convergente dans un certain entourage du point Tu, et que , pour 
Ies valeurs de T de cet en tourage ayant la par l ie imaginaire po-
sitive, ce t t e série soit égale à la fonction (-) (T). Ce t te supposiliun 

2 m 
exige , pour chaque valeur rationnelle contenue dans 1'inter-

/ 2 m \ 
valle (TO—p .. TO + p) i que la l imite lim (-) ( + ai) soit finie, de 

a=0 \ « / 
/ 2 m\ 

sor te qu 'on ai t , d ' après (4), $ í J = 0. Mais c 'est impossible 

puisqu'on sait depuis Gauss et Diriclilet que chaque intervalle 
2 m / 2 » r 

contient une infinité des nombres rat ionnels —- leis que <I> — 
n 1 \ n 

est différent de zêro. Donc Ia fonction (-)(-.) n 'ex is te point pour 
Ies valeurs réelles de - de sor te que l ' axe réel est tine Iignc sin-
(julicre de Ia foncti un W (") ce qui est Ie theorème en question. 

Vous voyez, Monsieur, que !a démonst ra t ion de Ia formule (3) 
que je viens de développer est au fond la méme qui a é té donnée 
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par Poisson et Cuuchy, mais elle es t exac te tandis que celles-ci 
ne Ie sont pas. A la manière dont j ' a i ob tenu la formule (3) peut 
être subst i tuée avec succès la suivante qui repose sur Ie t héo rème 
de Poisson expr imé par la formule 

o / U2 / U 
03 -

OU 

( u | T ) = ( y ^ 

Q 3 (U I T ) = 2 G®T(VJT+2»U) 

et ou désigne, d ' après Mr. Kronecke r , celle des deux 

valeurs de la racine y / — dont la par t ie réelle est positive. 

En effet on voit d ' après l 'équalion (2 ) que 

Sr = e—ZKr' 9 ( n o i i I n-ai); 

en y appliquant la formule de Poisson on trouve 

d'oú on tire 

Iim n t / a O3 [nai I Htai) = Iim S3 (- — J = 1 
»=o *=0 \n n1"*.J 1íl • - <>• n 

d'ou l'on a la relat ion cherchée (3). 
Vous avez reçu sans doute ma pet i te note « Conlributions à la 

théorie des fonctions» ( insérée dans la Société Roy. des Sciences 
de Bohême en 1886) ou j*ai développé une démonst ra t ion de ce 
que la Ionction 0:i (« | •) A LAXE réel dans Ie plan des T pour Ugne 
singulière quelle que soi t Ia valeur de u (à 1'exception du cas ou 
cette fonclion s 'annuile pour chaque valeur de T), et ce t te dé -
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monstrat ion a é té ex t r e inemen t facile pour Ies valeurs complexes 
de M. Dans Ie même mémoire j 'ai démont ré que Ia fonction 

¢ ( * ) = 2 z 2 ' 
V=O 

n 'exis te que pour Ies valeurs de z dont Ie module est moindre 
que 1'unilé. Voici une au t re démonsl ra t ion de ce fait . 

Posons z = e* ix en supposant positive la par t ic imaginaire de x. 
En écrivant 

X 

¢) (e*iz) <=f(x)= 2 e?™ 
V=O 

nous aurons 

(«) f U h + « ) = V + 2 
X ^ / V = O , v = n 

m, n é tant deux nombres ent iers , Ic premier quelconque, Ie sc-
cond positif, et * désignant une quant i té réel le et positive. 

Considérons Ia fonction 

?(«)= 2 
v = n 

qui figure dans Ie second m e m b r e de 1'équation (a). 
L ' inégal i té évidente 

- .V-J-I 

e-'*-1' >J e-**2' dz > e-**2,+1 

nous offre la suivante 

d'oíi nous aurons 

(6) <p(«)= l ^ V « 2 ' d z + ee -«"* n , ( 0 < £ < 1 ) . 
J n 
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Posant m a i n t e n a n t a 2 z = l il vient 

i™ , r , d t 1 
I e—X7CÍ dz = c / e~'Kt —•, c = — 

J n J%r t Ig 2 

Or ce t t e in tégra le es t une fonction de Ia f o r m e c l g a + ^ ( a ) , 
ij> (a) é t a n t infér ieur à une ce r t a ine l imi te finie i n d é p e n d a n t e de 
la valeur posit ive de Ia q u a n t i t é su í f i semment pe t i t e a , de s o r t e 
que I on a suivant 1 'équation (b) 

doí i l'on conclut fac i l ement Ie t h é o r è m e d o n t i l s ' ag i t . 
J a i déjà r c m a r q u é que l a mét l iode appl iquée p a r Poisson e t 

Cauchy p o u r la démons t r a l i on de Ia formule (3) est i nexac l e . 
Elle consiste dans Ie c l i angemen t d ' u n e série en une in t ég ra le 
définie, c h a n g e m e n t tout à fait ana logue celui dont je vais a f -
firmer r i l l ég i t imi té . P o u r d é m o n t r e r la formule 

on s 'est servi du r a i s o n n e m e n t su ivan t : « S o i t ^ une q u a n t i t é po -
sitive mo ind re que n , e t cons idérons la fo rmule 

«=0 Ig a Ig 2 

et, par conséquen t , la fo rmule 

=° sinv<í n — S 

sm x 
= <{/ [x) elle devient en posant 

x 

w - 4 
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Or pour Ics \a leurs infinimeut pet i tes de á Ie p rcmier membre 
s 'échange en 

r 
I y[x)dx, e tc .» 

J o 

Vous voyer, Monsieur , que ce passage de Ia somrae 

à 1' intégrale I i{»(;c)da: est inadmissible et il pourra i t conduire 
Jo 

aux résul ta ts inexac tes ; il es t douc Iui môme à r e j e t e r si on ue 
Ie peu t modifier d 'une telle mauière comme je l'ait mon t ré plus 
hau t dans deux cas t rès-s imples . 
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NOTE SUR L E S NOMBRES PARFflITS 

PAR 

II. NOVARESE 

(n T u r i n ) 

Le n.° de novembre 1 8 8 6 de Malhcsis donne (d 'après une 
Iettre de M. E d . Lucas) 1'énoncé de deux proposit ions sur Ies 
nombres par fa i t s pairs . Voici une démonst ra t ion de ces théorèmes . 

THÉOIIÈME I. — Tout nombre parfait pair autre que 6 est un 
multiple de 9, plus 1 (a). 

Soit N un nombre par fa i t pair supér ieur à 6. On aura néces -
sairement (6) 

N = 2"—1 ( 2 n — 1), ( ! ) 

ou n est un nombre p remie r > 2, puisqu'on a exclu Ie nombre 
parfait 6, e t , par suite, est impair . On peu t donc écr i re n = 2v + l . 

Cela é tan t , si 1'on pose 

2 « — l = 2 m + l , 

m désignant un enl ie r positif, il vient 

2 « - i = = m + 1 . 

(A) Cr thénrème est dé jà énnn^e dans u n e note de M. Carval lo insérée 
ÍIUX Comptex Rmdus de 1'Académie de Par is , t. I.XXXI (1875), pp. 73-75. 
J ignore si M. Carval lo en a publié u n e démons t ra t ion . 

(b) Oa siiit t |uo luus Ies n o m b r e s pa r fa i t s pai rs r en t ren t d a n s Ia fo rme in-
uiijuée par Euclide. V. American Jourml of Matliem., vol. i, pp. 234-35. ou 
Mathesis1 t. vi, pp. 146-47. 
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Je dis q u e Ie nombre m est de Ia fo rme 3 a, (a é l a n t un ent ier 
impai r . En effe t 

2)1—1 = 22 ' = 4 v 

e t , pa r sui te , 

m = 4 v — 1 = ( 4 - l ) ( 4 * - i + 4 — 2 + . . . + l ) = 3[x. 

Il en résu l te 

2"—1 = 3 ( / . + 1 , 2 - - 1 = 6 ^ + 1 ; 

e t , en subs t i t uan t dans ( 1 ) , 

N = ( 3 ^ + 1 ) ( 6 ^ + 1) = 9 ( 2 ^ + ^) + 1, 

C. Q. F . D. 

THÉORÈME II. — Toul nombre parfait pair qui nest pas ter-
mine par 6 est nécessairement termine par 28 (c). 

Je vais dédui re c e t t e proposi t ion de Ia p r é c é d e n t e , en faisant 
voir que Ie n o m b r e 2[/.ã + [J. es t nécessa i rement t e r m i n é par 5 
ou par 03 (d). A cet effe t , j ' au r a i r ecours au l e m m e suivant, 
qu' i l est aisé d ' é t ab ! i r : 

T o u t e puissance impa i r e de 4 a pour dernier chi f f re 4 et pour 
avan t -de rn i e r chiffre un nombre pa i r ; t o u t e puissance pai re de 4 
(4o est censé exclu) a pour de rn ie r chiffre 6 et pour avan t -de r -
nier chiffre un n o m b r e impair (e). 

De là résu l te que , s i l 'on add i t ionne une puissance impai re et 

(c) M. Carvallo dit (Note c i tée) : 
«Les nombres pa r fa i t s ( p a i i s ) forruent d e u x sé r i e s : 1" 2 ^ ( 2 4 ' ' + 1 — 1), nom-

b r e s parfa i t s t e rminés par un G; 2o 24 p+-9(24P+3—1), n o m b r e s par fa i t s ter-
minas pa r un 8.» 

(d) É v i d e m m e n t , peu impor te si de cette m a n i è r e on laisse de côté Ie 
n o m b r e parfa i t 6. 

(¢) L ' avan t -de rn ie r cliiffie de 1 est 6 ( a — 1 ) , 1 'avant-dernier chiffre 
de 4 2 * est i ( a — 1 ) + 1. Par la nutat ion ã j j m t e n d s Ie n o m b r e a ou bien son 
dern ie r chiffre, suivant que a est < 10 ou ^ 10. 
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une puissance paire de 4 , on ob l i en t un n o m b r e dont Ie d e r n i e r 
chiífre es t 0 et l a v a n t - d e r n i e r cb i í f re est un n o m b r e pa i r . En 
par t icul ier , í - x — 1 + 4 á l finit pa r 2 0 . Cela posé , i l faut d i s t inguer 
deux cas , suivant que > est pa i r ou impai r , c ' e s t - à - d i r e suivant 
que n est de Ia fo rme 4v ' + 1 ou de la fo rme 4v ' + 3. 

I e r cas. v = 2 / . Pu i sque 

[A= 1 + 4 + 4.2+- . . . + 4 2 v - i t 

Ie n o m b r e ^ — 1 sera Ia s o m m e de • / puissances impa i r e s e t de 
v'— 1 puissances paires de 4. Donc son d e r n i e r ch i í f re sera 4. 
Par suite tu sera t e r in iné pa r 5, u.2 par 5, 2 u 2 pa r O et 2(/.4 + 
par 5. (V. I l e m a r q u e 1.) 

2 i , m e cas. v = 2 / + 1 . D a n s ce cas Ie n o m b r e u . — 1 est Ia 
somme de v ' b inòmes du type 4 - I — 1 + 4 - x . P a r conséquen t son 

dernier chi í f re sera O et son a v a n t - d e r n i e r ch i í f re se ra 2 v ' . On 
en dòduit que Ies d e u x d e r n i e r s chi í f res de 2JA4 + JA sont IOv ' 
e t 3 , c ' e s t - à - d i r e 0 3 . 

En r é s u m é , il es t é labl i <jue Ie n o m b r e 2(>.2 + f/. se t e r m i n e 
toujours par 5 ou par 0 3 , c. Q. F. D. On voit de plus qu' i l se 
vérifie une chose ou 1'autre et q u e , par c o n s é q u e n t , N finit p a r 
6 ou par 2 8 , suivant que n es t de la fo rme 4 v ' + 1 ou de Ia fo rme 
•ÍV + 3 . 

R e m a r q u e s 1. L o r s q u e v est pa i r , r a v a n t - d e r n i e r cbif f re de N 
n est pas tou jou r s Ie m ô m e , mais change d ' a p r è s Ia valeur de v. 
Toutefois i l est facile de d é t e r m i n e r ce ch i í f re en foncl ion de v. 
D après ce qui p récôde [en éga rd à Ia no te (e)], on Irouve que a 

a pour a v a n t - d e r n i e r chi í f re 8 ( v ' — 1 ) ; d 'oí i il suit que 2(;.2 + p. 

a pour a v a n t - d e r n i e r chi í f re 8v ' — 3 . On en conclut que T a v a n t -

dernier chi í f re de N es t 4 +9 (8 v — 3 ) = v — 3 . 
2. L o r s q u e v esl pa i r , Ie n o m b r e 2|x,2 + (A, é t a n t t e r m i n é par 

5, est divisible p a r 5. D o n c : Tnut nombre parfait [autre que 6) 
terminé par 6 est un multiple de 4 a , plus í ( f j . 

3 . On p e u t éc r i r e é v i d e m m e n t 

N = 3 [3 (2[A2 + u.) + 1] — 2 . 

( f ) Comp. Carvallo, note citée, p . 75. 
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Lorsque v est impa i r , 2^ + j x é tant t e rminé par 0 3 , 

3 (2{*.2 + [Í . )+ 1 

sera terminé par 10 e t , par suite, sera divisible par 10 . Donc: Toul 
nombre parfait terminé par 8 est un mulliple de 3 0 , moins 2 (</). 

Tur in , 3 décembre 1 8 8 6 . 

(?) Comp. Carvallo, note citée, p. 75. 
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REMARQUES SUR LA THÉORIE DES SÉRIES 
(E j l r a i l s d'uno Ictlrc adressée à F. Gomes Teixeira) 

P A R 

E. CESAIIO 

Professeur à 1'université <ie Palermo 

Ce fait (*) es t , d 'a i l leurs , e x t r ê m e m e n t p r o b a b l e p o u r 
Ies séries ii convergence abso lue , lo rsque Ie p rodui t nu„ subi t des 
oscillations. Si , en ef fe t , dans une sér ie conve rgen t e , à t e r m e s 
positifs, Ie r a p p o r t de d e u x t e r m e s consécut i f s t end vers une l i -
mite X, íinie et d é t e r m i n é e , 011 sait que X ^ 1. P a r su i te , si \< 1, 
et si e est su l l i samment pe l i t pour que 1'on a i t encore X + e< 1, 
i l exis te un n o m b r e fini v , te l q u e , p o u r n > v , on a t ou jou r s 

r é tan t a r b i t r a i r e m e n t g r a n d , mais fiai. Si Ie r a p p o r t de d e u x t e r -

Ayant pr is r < X , supposons que Ie n o m b r e positif e soit i n f é r i eu r 
à X — r , ce qui ex ige que c e t l e diíFérence, a r b i t r a i r e m e n t p e t i t e , 
ne soit pas nulle. On d é m o n t r e sans pe ine que , v é tan t un n o m -
bre fini, su f f i samment g r a n d , on a 

puis, pour n infini, 
u n < (X + « ) n _ v M ; 

Um. nru„ = O, 

mes consécu t i f s tend vers 1'unité, soit X la l imi te de n 

un < 
X —£ 

v 

(#) Veja-se o final da carta anterior do mesmo guometra, publicada a 
pag. 171 do vol. vil d'este jornal. Na presente carta continua o sr. Cesaro o 
assumpto da anterior. 
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(Tou l'on déduit lim. n r Un = 0. La condition r ^x e s ^ da i l leurs 
nécessa i re ; car , à cause de 

£ é lant moindre que r — l, Ie produi t Wun augmen te au-delà de 
toute l imite, si r surpasse 1: il ne saura i t tendre vers une limite 
finie et dé te rminée , d i f íé ren te de zéro, que pour r = 1 

En par t icul ier , si X> 1, auquel cas la série est conver-
gen t e , on peut af í i rmer que nan tend à zéro. En résumé, nous 
voyons que, si, dans une série convergente , à t e rmes posilils, Ie 
produi t Iiun oscille, au Iieu de tendre à zéro, Ie r appor t de deux 
t e rmes consécutifs oscille éga lemen t , à moins qu il ne tende à 
1'unité. Il n 'es t pas dit que ce t te dernière éventual i té soit possi-
b le ; mais , si elle se présente dans quelque sér ie , il est certain 
que Ia règle de R a a b e et Duliamel ne suílira, dans aucun cas, 
pour en cons ta te r Ia convergence 

J ' app l ique ma in tenan t Ie théorème de M. Calien, 
d ' après lequel, si la série est convergente , Ie produit de n par 

—- (n + 1) doit augmente r à 1'infini, à moins qu'il n'oscille. 

De sor te que , N é tan t a rb i t r a i rement g rand , il exis te un nombre 
tini v, tel que Ie produi t en question surpasse N, dés que n sur-
passe v. On en déduit aiséinent 

VUv 
nUn < 

[ { . 4 N 

•2v + I i 2 
J J 

1 + 4 N 

2 v + 3 ) 2 

(• 4 N 
I 1 

(2n—1) 4 _ 

Donc , encore une fois, lim. nrUn = O, si r< 1. Du r e s t e , la der-
nière inégalité doiine » tM„<vu v . Lorsque N croit à 1'infini, il 
existe donc une série de nombres indéfiniment croissants, v, v', 
v'', v'", . . ., tels que l'on a v u , > V'MV/ > V''Mv// > . . . . Si, comine 
cela est fort p robable , ce t le série n 'est pas à f réquence infinité-
simale, on pourra d i re que ««„ tend à zéro, au moins pour un 
système spécial de valeurs de n 
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SOBRE 0 D E S E N V O L V I M E N T O EM S E R I E DAS F U N C Ç Ô E S 
DE V A R I A V E I S IMAGINARIAS 

POB 

F. GOMES T E I X E I R A 

1. O theo rema de Tay lo r , d e m o n s t r a d o p r ime i ro p a r a o caso 
das variaveis r eaes , foi por Caucliy es tendido ao caso das var ia -
veis imaginar ias . B a s e a n d o - s e em p rop r i edades por el le d e s c o b e r -
tas dos in t eg raes das funcçôes de variaveis imag inar ias , deu uma 
expressão do res to da serie de Tay lor do qual deduz iu um dos 
mais bellos t h e o r e m a s d 'Ana lyse m a t b e m a t i c a . 

NSo se l imitou, p o r é m , es te e m i n e n t e g e o m e l r a em cons ide ra r 
esta doutr ina por e s te lado supe r io r . T o m a n d o a ques t ão d e b a i x o 
do ponto de vista e l e m e n t a r , d e m o n s t r o u a ser ie de Tay lor d a n d o 
outra expressão do r e s l o sufi iciente para o e s t u d o do desenvolvi-
mento das funcçôes e l e m e n t a r e s (1 + z)k, ez, Iog (1 + « ) , sen z,... 

O c c u p a r a m - s e depois da m e s m a q u e s t ã o , e c h e g a r a m a o u t r a s 
expressões do res to da ser ie de T a y l o r , os srs . D a r b o u x e F a l k , 
o pr imeiro n ' u m a memor i a in t i tu lada : Sur Ies déxeloppements en 
série des fonclions d'une seule variable (Jornal de Liouville, 3 .* 
série, t. 11), e o s egundo n ' uma memor i a i n t i t u l ada : Sur Ies fon-
clions imaginaires, à 1'égard spécial du calcul des résidus (Upsa l , 
1887) . 

Vem, f ina lmente , de se occupa r d ' e s t e a s sumpto o sr . Mans ion , 
professor na Un ive r s idade de Gand 1 l ú i m a m e m o r i a i m p o r t a n t e 
inti tulada: Principes d'une thénrie nouvelle des fonclions d'une va-
riable imaginaire (Arinales de la Société, scienlifique de liruxelles, 
t- ix) e n 'um ar t igo publ icado no Hullelin de iAcadémie de Bel-
gique (3. a ser ie , t . x ) . N ' e s l e s t r aba lhos o i l lustre g e o m e l r a e x p õ e 
completamente a p a r t e e l e m e n t a r da theor i a do desenvolv imento 
em serie, o rdenada segundo as po tenc ias da var iavel , das funcçôes 
de variaveis imaginar ias , d a n d o u m a e x p r e s s ã o nova do r e s t o da 

2 
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serie de Tavlor , demons t rando as expressões d 'este res to dadas 
pelos srs. Da rboux e Fa lk por um methodo diverso do que em-
p r e g a r a m estes geómet ras , e t rac tando de uma maneira com-
pleta dos desenvolvimentos em serie das funcções (1 + z)k, ez, 
Iog (1 + z) , s e n z . 

No presen te t raba lho vamos t i ra r da expressão do resto, de-
vida ao sr. Mansion, a extensão ás funcções de variaveis imagina-
rias de uma fórmula que publicámos no nosso ar t igo intitulado: 
Sur une formule d'Analyse (.Nouvelles Annales de Mathématiques, 
3.'1 serie, t . v ) ; e d 'es te resul tado t i raremos em seguida uma ex-
pressão nova do resto da ser ie de Taylor , comple tamente simi-
Ihante á que t em Iogar no caso das variaveis reaes . P a r a mais 
clareza demons t ra remos pr imeiramente um theorema de Cauchv, 
que serve de base a esta theoria , e o theorema do sr. Mansion. 

3. THEOKEMA I. — Se a funcção f (z) tiver uma derivada fi-
nita e determinada para todos os valores que Ioma z quando passa 
de zo a Z, descrevendo uma recta que una estes dois pontos, será (*) 

(1) /-(Z) - FIZ,) = R [(Z - Z0) f (*,)] + 1 [(Z - S0) r N l 

zj e za representando dois valores de z comprehendidos no caminho 
seguido por z para ir de zo a z. 

Seja AB a recta descripta pelo ponto z; Cx e Cy os eixos co-
o rdenados ; O o ponto em que a recta corta o eixo das absissas; 
A, M, 15 os pontos que representam os imaginarios zo, z, Z; to o 
angulo B O x da recta com o eixo das abscissas; e po, p, p' e a 

as distancias O A , OM, OB e CO. Será 

z = CP + i MP = a + O P + i MP 

= a + p ( c o s » + i sen u>) 

= a +1 eia 

onde 

i = / T i , 

(*) Pela? notações R (A) e I (A) r ep resen ta - se a pa r t e rea l e a parte ima-
ginar ia de A. 
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e do mesmo modo 

^o = a + P o e i w 

Z = a + ?' eib>. 
Logo temos 

e, derivando relat ivamente a p, 

(*) = 9 ' ( P ) + «•+'(?)• 

Applicando agora ás funcçôes 9 ( : ) e (p) um theorema bem 
conhecido, vem 

? ( p ' j = ?(p0) + ( p ' - p 0 ) f ' (pi) 

(Pf) = * ( F o ) H - ( P - P o ) + ' (ps), 

pi e Sj representando dois valores de p correspondentes a dois 
valores Zj e Sj de z comprehendidos no intervallo AB. 

Temos pois 

f( Z) = ? ( p ' ) + ^ ( p ' ) 

= «p (p0) + <t(l (p«) + ( p ' - po) tf (pi) + t <|>' (p»'] 

= í W + (p' - po) IR V " / ' (*i)] + 1 [ e - /1 (¾)] i 

ou 

f(Z) = / - ( S 0 ) + R [(Z - S 0 ) f ' (*i)] +1 [ ( Z - *«) r (¾)] 

por ser 
e<a ( p ' - p o ) = Z - z 0 . 

Está pois demonstrada a formula (1) devida a Cauchy. D'esta 
formula vamos t i rar o theorema seguinte, devido ao sr. P. Man-
sion: 

3. THEOREMA II. — Se a funeção f ( z ) tiver uma derivada 
finita e determinada para todos os valores que toma z quando 

* 
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passa de zo para Z descrevendo uma recta que una estes dois pon-
tos, será 

(2) /-(Z) - / » = ^ ^ (Z - z0) f 1 [zo + 6 (Z - z 0 ) ] , 

í e í representando quantidades reaes positivas compreliendidas 
entre O e 1. 

Es te theorema é demons t rado pelo sr. Mansion do modo se-
guinte (BuIletin de VAcadémie de Belgique, 3 ." serie, t. x ) : 

Pondo na formula (1) 

Z - Z 0 = Be''6 

/-'(Z1) = Ce i c , / ' ( Z 2 ) = De i d 

vem 

/-(Z) - /"(zo) = BC cos (6 + c) + BD i sen (b + d) = He" ' 

onde 

H2 = B4 C2 cos2 (6 + c) + B2 D2 sen 2 (6 + d ) . 

Suppondo agora C > D, vem 

H 2 < 2 B 2 C 2 

e portanto 

H = ^ B C V/2, 

onde \ representa um factor positivo egual ou inferior á unidade. 
Logo temos a formula 

f{Z) - /"(zo) = X /2 (Z - Z0) f (21). 

que dá a formula (2), pondo h — b — C = a, e no tando que das 
relações 

Z - z 0 = ( p ' - p 0 ) e < u 

Pl — PO < P ' - P 0 
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se tira 

e portanto 
pi — PO = ¾ ( p ' - p o ) 

s i - Z 0 = Q (Z —20). 

0 representando uma quant idade positiva menor do que a unidade. 
Se fôr D > C demons t ra - se o theorema do mesmo modo pondo 

H = X B D t / 2 . 
A formula do sr. Rlansion, que vimos de deduzir , serve para 

o mesmo fim que a formula an te r io rmen te dada pelo sr . D a r b o u x : 

mas a demonstração d 'esta ult ima é menos simples do que a p r e -
cedente. 

4. THEOREMA III . — Se as funecoes f(z) e F ( z ) e as suas de-
rivadas f ( z ) , f" (z), . . ., f (z), F ' ( z ) , F" (z), . . ., Fm (z) fossem 
finitas e determinadas para todos os valores que toma z quando 
passa de IQ a Z descrevendo uma recta que una estes dois pontos, 

/ • ( Z ) - / > o ) = X e « ( Z - Z 0 ) / • ' ( * ! ) , 

será 

f (Z) - /•(=«) - (z - z0) r w - . . . - ^ j r - r (zo) 

F (Z) - F ( z 0 ) - (Z - z 0 ) F ' (z 0 ) - . . . - F t (zo) 

m 

onde 

^ ^ ( z - « o ) " ( t - Q ; " - ' í " - 1 N + H Z - «o)] 
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Es te theorema que demonst rámos, no caso das variaveis reaes, 
no nosso a r t i go : Sur une formule d'Analyse, demons t ra -se por 
um meio semelhante no caso das variaveis imaginarias, como 
vamos vêr. 

Consideremos a funcçDo 

9 ( u ) = + ( z - z0) r w + . . . + r N 

- f ( u ) - ( z - u ) r (u) - . . . - ^ 1 " ; 1 M («) 

F (Z0) + ( Z - H) F' (zo) + . . . + ( Z ~ * 0 ) " fk (z0) 

- F (u) - (Z - u) F ' (u) - . . . _ 1 ^ j 1 " 1 F m — 1 ( u ) ] 

/•(Z) - f(z0) - (Z-Z0) f (z0) - . . . - - ^ = ^ f l ( zo) 

x 

F (Z) - F (Z0) - (Z - z0) F ' (z0) - . . . - F a (Z0) 

Applicando-Ihe o theorema II , vem 

9 (Z) = 9 (z0) + X V/2 ( Z - z0) 9 ' [z0 + 6 (Z - z 0 ) l , 

o que dá, suppondo n ^ / + 1 , m ^ / i + 1 , 

( Z - z q ) H - I ( Z - z o ) - ; 

_ r ( Z - Z 0 ) ^ t ( Z - s , ) - ! 

L (fc + 1 ) ! 1 o j (m — 1 ) ! 
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I Z - znY 
f [ Z ) - f ( z 0 ) - . . . - ^ n f ? i L f t („) 

x ' 

+ (Z- ,0) j -X /2 ̂ (Z" zn^^78'"'' fn fz0 + ô Iz- -o)] 

j- Í7 — Zrtlm-1 (1 — ÒV»—' 
+ X ^ 2 ^ ' Fm [Z0 + D (Z-Z0)] 

f { z ) - / - ( Z 0 ) / I ( Z 0 ) j 

F ( Z ) - F ( Z 0 ) - . 

D'esta equação t i ra-se o theorema enunciado, resolvendo-a em 
ordem a 

f{Z) — f (z0) - . . . — — f l (2o) 

F ( Z ) - F i z 0 ) - . . - ^ . J 0 y i F f c ( Z 0 ) 

Podia-se evidentemente es tabe lecer l ambem o theorema enun-
ciado applicando á funcção <p (M) O theorema do sr. D a r b o u x . 

5. THEOKKMA I V . — Se as funcçôes f ( z ) , I7 (z ' f n ( z ) fo-
rem finitas e determinadas no intervallo de z0 a Z, teremos 

A Z ) = / - ( z 0 ) + ( z - z0) r (z0) + ' - - ; 0 * /•' (z0) + . . . 
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onde 

R N = 
( Z - Z 0 ) " ( 1 - 9 ) ' 

i n - m 
f» [z0 + 6 ( Z - z 0 ) ] , 

(n — 1)! m 

0 representando uma quantidade positiva comprehendida entre zero 
e a unidade. 

Com effeito, pondo no theorema an te r ior 

vem o theorema enunciado. 
O theorema que precede é o theorema descober to por Taylor 

para o caso das variaveis reaes e estendido por Cauchy ao caso 
das variaveis imaginarias . A expressão do resto que vimos de dar 
é di f ferente das propostas pelos srs. Darboux e Mansion, e 6 com-
p le tamente semelhante â empregada no caso das variaveis reaes, 

F ( Z ) = ( Z - Z 0 ) " , k = m- 1 , I = n— 1, 

e por tanto 

F(Z 0 ) = O, F ' ( z 0 ) = O, . . . , F ^ - I (z0) = O 

F M ( Z 0 ) = W I ! , F m [ z 0 + Ô ( Z — z 0 ) ] = m ! , 
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H. M. de Figueiredo. — Superfícies de Riemann. — Coimbra, 
1887. 

É objecto d 'es te t raba lho o methodo profundo apresen tado por 
Riemann, para o estudo das funcçôes mul t i formes, nas suas duas 
memorias celebres inti tuladas — oGrundlagen filr eine allgmeine 
Theorie der Funclionen einer verànderlichen complexen Grusse» e 
«Theorie der AbeYsehen Functionen.» Apesar das d i f icu ldades 
d'este methodo, que tèem obstado a que seja gera lmente e m -
pregado, t em elle dado origem a t rabalhos do mais al to i n t e -
resse. Bem fez, pois, o sr. Henr ique de Figueiredo cm tomar 
este assumpto para a sua Dissertação inaugural, e concorrer assim 
para tornar conhecida em Portugal esta beila dout r ina . 

No primeiro capitulo do seu t rabalho expõe o auctor r a p i d a -
mente os princípios geraes da theor ia das funcçôes mul t i formes , 
e em seguida es tuda, segundo o methodo empregado por Puiseux 
na sua memoria classica in t i tu lada : Recherches sur Ies fonctions 
algébriques, o inodo como as funcçôes a lgébricas p e r m u t a m os 
seus valores em volta dos pontos críticos. 

No capitulo segundo é exposta a theoria das superfícies e m -
pregadas por Riemann para a represen tação das funcçôes mul t i -
formes (superfícies de Riemann). 

Fina lmente , nos capítulos terceiro e quar to são es tudados , pelo 
methodo de R iemann , os integraes das funcçôes de variaveis com-
plexas, e, em part icular , os in tegraes ellipticos. 

V. F. Larangeira. — O impulso das terras.— Porto, 1887. 

N'este opusculo, que serviu de Disser tação para o concurso a 
uma cadeira da Academia Polytechnica do Por to , o auctor expõe 
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e analysa os t rabalhos mais impor tantes que têem sido publica-
dos a respeito da questão impor tante do impulso das te r ras . 

Principia pelos t rabalhos theoricos, e a este respei to expõe 
rap idamente a theoria fundada na distribuição das pressões no 
inter ior dos macissos, e a theoria do prisma de maior impulso. 
A complicação das formulas, e a pouca confiança que merecem 
em vir tude das hvpotheses que é necessário es tabelecer para se 
poder resolver o problema, levam na tu ra lmente a procurar re-
solver o problema por outro caminho, combinando a theoria com 
expcriencias methodicas. O sr. L a r a n j e i r a occupa-se também 
d 'es tas experiencias , expondo e comparando successivamente aos 
t rabalhos de Darwin , Gobin e finalmente de Leygue, cujos re-
sultados adopta . 

B. d'Engelhardt.— Observalions astronomiques. — Dresde, 1886. 

Contém este t rabalho impor tan te as observações astronómicas 
feitas pelo sr. B. d 'F.ngelhardt no seu Observatór io particular 
construído em Dresde, onde es te astronomo, fugindo do clima da 
Rússia, sua patr ia , veio fixar a sua residencia. 

Principia pela descripção do Observatório e dos instrumentos 
que contém, que são um equatorial de I Ioward Grubb , um in-
s t rumento de passagens construído por Bamberg 1 um ocuio para 
p rocurar cometas, um ins t rumento universal de Fennel , uma pên-
dula sideral de T iede libada a um apparelho regis trador de Fuess, 
uma pêndula sideral de Knoblich, e tc O equatorial é o principal 
ins t rumento do Observatór io , e é por isso cuidadosamente estu-
dado na obra de que es tamos dando noticia. 

Km seguida ã descr ipção do Observatór io apresenta o sr. 15. 
d 'Enge lha rd t as tabellas das observações feitas com os instru-
mentos an te r io rmen te descriptos, indicando os methodos seguidos 
n 'es tas o b s e n a ç õ e s e nos cálculos cor responden tes : 

1.° Uma serie de observações da lua e das estrellas de cul-
minação, fei tas com o instrumento de passagens desde junho de 
1 8 8 4 a t é outubro de 1 8 8 5 

2.° Uma serie de observações dos phenomenos dos satellites 
de Júp i te r feitas com o equator ia l desde dezembro de 1881 até 
maio de 1 8 8 5 . 
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3.° Uma serie de observações de occultações de estrellas pela 
lua, feitas entre maio de 1 8 8 4 e s e t embro de 1 8 8 5 . 

4.° Observações de duas estrellas novas, uma na constellação 
de Andrômeda e outra na constellação de Or ion . 

5.° Uma ser ie de observações de cometas , fei tas nos annos 
de 1 8 7 9 a 1 8 8 5 . 

Observações de 66 p lanetas , feitas com o micromet ro do 
equatorial. 

7.° Observações micrometr icas de nebulosas , feitas no in te r -
vallo de novembro de 1 8 8 3 a se t embro de 1 8 8 5 . 

Pela rapida noticia que vimos de dar vè-se a importancia da 
obra do sr. B. d 'Enge lbard t . Accrescentaremos ainda que é illus-
trada com qua t ro bellas gravuras , r ep resen tando o observator io 
e os seus principaes ins t rumentos , e que a belleza da impressão 
faz honra á casa de Guil laume Baensch, de Dresde , onde foi im-
pressa. 

M. Lerch. — Contributions à la theorie des fonctions (Comptcs 
rendus des séances de la Sociélé des Sciences de Bohéme, 1886). 

N'esta interessante memoria apresen ta o sr . Lerch dois e x e m -
plos muito simples de funcções que n 'um intervallo finito não 
tèem derivada de te rminada em um numero infinito de pontos, a 
saber: 

. " cos 2nitx 
f ( x ) = l 2 „ ' 

n = 0 Z 

que não tem derivada quando x é da fórma —, a e q r e p r e s e n -

tando dois inteiros q u a e s q u e r ; e 

* cos N! KX 
f i x ) = 2 

n = 0 
n ! 

a 

que não tem derivada quando x ó da fórma — - - a e q r ep r e sen -

tando dois números inteiros impares . 
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D'es tes resul tados tira o illustre geome t r a dois exemplos de 
funcçôes analyticas, que não podem ser continuadas fóra de um 
circulo de raio egual á unidade sem perder o seu carac te r de 
funcçôes monogeneas . 

E n t r a n d o em seguida na theoria das funcçôes ell ipticas, mostra 
que a serie de Jacobi 

O© 

800 ( « I T ) = 2 ^ E 2 V U I R I 

6 uma funcção de q gosando da mesma propr iedade , assim como 
as ou t ras funcçôes Ooi> ^lO- de Jacobi , e dá meios de formar 
outras funcçôes que estão nas mesmas circumstancias. 

E. Cesaro. — Medie ed assintoliehe espressioni in Aritmética (Gior-
nale di Matemaliclie de fíattaglini, t. x x v ) . 

Seguem-se com pequenos intervallos os t rabalhos importantes 
com que o sábio professor da Univers idade de Pa lermo vai enri-
quecendo a Ar i thmet ica super ior . Na presente memoria o auctor 
t rac la de de t e rmina r as expressões medias das funcçôes ar i thme-
t icas , isto é, t racta de de te rminar as funcçôes g(x) que satisfazem 
á condição 

Iim 
+ (n) 1 

^ f ( P ) Iim 
1 

A (ri 
• 2 g(p) 

1 

f f r i ) r ep re sen tando uma funcção ar i thmet ica dada . Principia por 
considerar alguns casos part iculares muito in te ressan tes ; desen-
volve depois um methodo devido ao sr. Sylvester para achar estas 
expressões medias ; e dá f inalmente uma serie de formulas im-
por tan tes para o progresso d 'esta doutr ina . 

Remarques de Géométrie infinitésimale (Malhesis, t. vn) . 
Inlorno ad una classe di funzioni aritmeticlie (Giornale di 

Matematiche, t. x x v ) 
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M. d'Ocagne. — Sur certaine classe de suites récurrentes (Çomptes 
rendus de VAcadémie des Sciences de Paris, 1 8 8 7 ) . 

Federico Amodeo. — SulIe coniche bitangenle a due coniche (Gior-
ri ale di Matematiche de Battaglini, t. x x i v ) . 

G. T. 
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NOTA RELATIVA A RECTIFICAÇÃO DOS ARCOS DE E L L I P S E 

1. Demonst ramos a pag. I l l do vol. vn do Jornal de Scien-
cias Malhcmalicas e Astronómicas que [judiamos sempre rectilicar 
um arco de ellipse quando as coordenadas dos seus ext remos 
satisfizessem à equação de condição 

em que (x',y') e (£, n) são as coordenadas das ex t remidades B'i 
e IZ do arco dado. 

Es ta equação póde-se comtudo simplificar em alguns casos, 
tornando-se então fácil rectificar o arco dado. Ef iect ivamente esta 
equação póde-se escrever 

POK 

RODOLPHO GUIMARÃES 

a ± x' 
(I) O 

= O (H) 

e se fizermos 
c2 a±x' 

6S ' a qi x 
= m (A) 

t e remos que a equação (II) se torna 

=P / 2 m - 1 . y 
X' 
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ou, c h a m a n d o a e (J os ângulos que os d i âme t ro s que p a s s a m 
por [/. e B ' j f o r m a m com o s e m i - e i x o ma io r , 

t g * = + v / 2 » , 3 T . t g ? (III) 

e da equação (A) t i r amos 

a 2 — ò 2 ( l + m ) 
X1 = A . B 

O 1 - L i ( I - I i i ) ' 

D'onde se conclue que todo o a rco B'i(i. cu jo e x t r e m o B'i seja 
de te rminado pela dis tancia Ob egual ao valor n u m é r i c o dado pe la 
formula (B) e o ou t ro e x t r e m o ja pelo angulo pi.0a cuja t a n g e n t e 

seja (em vir tude da equação III) egua l a / 2 m - 1 vezes a t a n -
gente do angulo B i

1 O a , é susceptível de se rec t i f i ca r e m p r e g a n d o 
a formula (A) de p a g . 1 1 2 . 

E s t e caso é b a s t a n t e g e r a l , por isso que m pôde t o m a r q u a l -
quer valor posi t ivo tal que seja 2 m — 1 > 0 . 

3 . P ó d e - s e da r a inda o u t r o caso em q u e a equação (I) s e 
pôde s implif icar . 

Com effei to a equação (I) p ó d e - s e e sc reve r 

'FL C 2 a RN X1 

E se e x p r i m i r m o s as c o o r d e n a d a s da ell ipse r e f e r i d a ao seu 
centro e aos seus eixos em funcção dos ângulos variaveis a e 
isto é, 

!

a / = a cos ^ ( £ = a cos a 

e ] 
y' =b sen 'i ( r, = b sen a 

temos 

t ang « . co t ang p = = p y / 2 . ^ 7 - 1 
C 2 

ou 

cotang ( 9 0 ° + « ) . co tg p = d = y / a ~ . - 1 . . ( IV) 
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e na hypothese de que os semi-diametros que formam com o 
semi-eixo maior os ângulos (90° + a) e £ sfto conjugados, isto é, 
quando 

ò* 
t a n g ( 9 0 ° + a ) . t a n g ? = - - ¥ . . . . (C) 

virá 

a±x' Wc* 

a + x ' a 4 + 64 

d 'onde 

2 6 * c 2 - ( a 4 + ò4) 
X ~ ~ a ' 2 ò 2 c 2 + ( a 4 + ò 4 ) ' (V) 

Logo, quando um dos ex t remos B'i do arco dado for de termi-
nado pela abscissa Ob egual ao valor numér ico dado pela ex-
pressão (V ' , e a posição do outro ex t r emo [/. fique do mesmo 
modo de te rminado por um angulo a sat isfazendo ã condição (C)1 

o compr imento do arco dado é expresso também pela formula (A) 
de pag. 1 1 2 . 
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SUR UNE SÉRIE CONSIDÉRÉE PAR M. LERCH 
(Extraits^des deux Iettres adressées à F. Gomes Teixeira) 

i 

A. GUTZMER 

(á Berlin) 

P e r m e t t e z - m o i de vous c o m m u n i q u e r une pe t i t e r e m a r q u e sur 
une série que M r . L e r c h (à P r a g u e ) a cons idérée dans une Re-
marque sur la théorie des séries, i m p r i m é e dans Ie Jornal de scien-
cias mathemalicas e astronómicas, 1 8 8 6 , pp . 7 9 - 8 0 . 

C'est la sér ie 

ou (Iogv) désigne la pa r t i e e n t i è r e du loga r i thme vulgai re de v, 
et ou Ies quan t i t é s à, g sont posit ives, 8< 1, g> 1, ma i s tel les 
que $ . \ f g < 1 . 

Mr. L e r e h a d é m o n t r é Ie fait i n t é r e s san t que p o u r Ies va leurs 
de v de la f o r m e I O u - 1 , c ' e s t - à - d i r e pour une infinité de va -
leurs, Ie quo t i en t 

tty+1 

U 

peut devenir aussi g r and que l 'on voudra , m a l g r é q u e la série 
soit convergente . 

Mais i l est poss ible de t r a n s f o r m e r la sér ie 2 u » dans une a u t r e 
2 V t e " e que I e quo t i en t 
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res te toujours infér ieur à 1'unité; c 'es t ce que je me p e r m e t s de 
vous communiquer . 

En e f fe t , on peu t écr i re 

MFT . 4R C 0 B V - 1 1 + ( ' 0 S *)L 

i» » 

* V=IOF I 

Or , pour tou tes Ies valeurs de v de I O i i à I O l t + 1 - 1 , on a 
(Iogv) = ji, et par conséquent 

Iue *)HpMII'J1 9JlJOq '"111/ '/UJ;:.,!;. i i " i i . : .i '-I .*!/.; I . » 

V=IOF I • V=IO F I 

- v f - t g h m + f r + x - ^ b w + . . . « 

} ? > . ' , I I •', » " • i . • 2 ' „ 

= . g * *(,A+1). [ 1 + £ + $ * + . . . + i 9 * 1 0 ^ 1 J 
I l 

-6 > »b òlujftni 
IOfi — t̂ofi-I A^ Lzi!: 

En désignant ce t t e expression par Vll, on ob t ien t 

V i MO f i - . Tf t Ci 4 + 1 ) I - J 9 - W 
, = Iv = 2 ò 1 0 - J i . o 2 . — . „ S M 1 

e- - ' 1 - , 

C'est la série t r ans fo rmée . 
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Maintenant il est facile de voir que Ie quot ient 

t V + ! 

reste toujours infér ieur à 1'unité; car il suit 

V H J W ™ l - ^ . t o H - 1 

^ 9 . 1 0 ^ - 1 . ^ + 1 . , 

^ _ ^ 9 - IO^ 

Mais, S é t an t < 1, on voit que 

1 - A S - I O f i + 1 

< 1 
I - S 9 - 1 O 1 1 

et comme S ^g < 1» on aura à fortiori 

Ã9. IOft-I. y H - t < l 

donc 

V H < ! e t I i m M L = O , 
V1* (i==o Vjji 

ce qu'il fallait démon t r e r . 
Mr. Lerch m'a communiqué encore d ' a u t r e s séries qui jòuis -

sent de la même propr ié lé comme ee l le .que nous venòiis de con-
sidérer; mais toujours il était facile de Ies t r ans fo rmer de maniè re 

que Ie quotient ^1*"*"1 de la nouvelle série r e s t e toujours in fé -
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r i eur à 1'unité. Il sera i t donc três intéressant d'avoir une série 
convergente à t e rmes positifs, tel le que, pour un nombre infini 

i l I . 

de valeurs de v, Ie quot ient — — - soit supér ieur à 1'unité et que 

ce t t e quali té ne se pe rde pas à une t ransformation quelconque. 

M. Lerch a publié ce t t e série, pour la première fois, en com-
mun avec d ' au t res qui jouissent de la môme qual i té dans Ies 
« C o m p t e s rendus des séances de la Société royale des sciences 
de Bohéme» , P r a g u e , Ie 13 mars 1 8 8 5 . Là il se t rouve aussi la 
sér ie t rês simples 

" | 1 + ( - 1 ) - ! - ( - D - \ 

z J 2 ' ^ v2 
» = 0 1 ' 

dont Ie quot ient de deux t e rmes consécutifs tend vers zéro ou 
1'infini, selon que n est impair ou pai r . Un a u t r e exemple três 
simple est aussi Ie suivant 

S i J - L - J z i Z l 7 + ' + ( - ' ) • , 9 1 - 0 , 7 9 7 9 . . . 
, 2 L 10' 10» J 

9 7 
ou ce quot ient- là prend tour à tour Ies vaieurs — et —. 

M. Lerch et moi, nous avons t rouvé encore beaucoup d'autres 
séries de cet te quali té, dont Ie nombre est infini. Mais Ia série 
ci tée ci-dessus est la plus remarquable de toutes celles que M. 
Le rch , M. Cesaro (dans son art iele fort in téressant , Jorna l tome vil, 
p. 1 7 1 - 1 7 7 ) et moi ont t rouvée, parce que Ies t e rmes ou Ie quo-

U1 i í 

t ient —— cesse d ' ê t r e inférieur à Tunité deviennent par degrés 

plus r a r e s ! 

Ber l in , Ie 24 mai 1 8 8 7 . 
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NOTE DE CALCUL I N T É G R A L 

FAB 

H. LE P O N T 

Considérons Ie système de n équations s imul tanées : 

dy 1 = («1,1 y\ + CtJi2 t/2 + • • • + «1,n J/n) dx 1 

+ {a%\y\ + a%zy<i+ • • • + az.nVn) dxi + .. . 

+ («ki 2/i + fln,¾ya + • • • + an,nyn) dxn 

dyz = (6),1 J/l + H 2 J/2 + • • • + &l,n J/n) 

+ ( ¾ , ! J/l + &"2,2 J / 2 + • • • + h , n J/n) ^ 2 + 

+ (&n,1 J/l + &n,2 J/í + • • • + &n,n J/n) dxn 

dyB = (Ai1I j/i + ^i,2 ya + • • • + Ai,n 

+ (Aa,i yi + Aa,a ya + • • • + h,n yn) dx2 + 

+ (£n,i yi + An,2 ya + • • • + A„,n yn) <teB 
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J/l > Vit • • • Vn é t a n t des fonct ions des n var iables indépendantes 
« i , x j , . . . xn et Ies a, b, . . . A; des coeflicients cons tan t s . Nous 
allons e h e r c h e r à fo rmer avec ces n équat ions n combinaisons Ii-
n é a i r e s tel les que Ies d e u x m e m b r e s soient différent iel les exactes . 
Chaeune des équat ions ainsi ob tenues sera in t ég rée et en resol-
vant Ie sys tème de ces n équat ions in tégra les , nous aurons l ' ex-
press ion de chacune des fonctions y au moyen des n var iables x 
et de n cons tan tes a rb i t r a i r e s . Le sys tème de ces n fonctions y 
sera donc bien Ie sys tème in tégran t des équa t ions données . 

A ce t e f fe t , nous mult ipl ierons chacune de ces équa t ions (A) 
r e spec t ivemen t pa r des i ndé t e rminées XJ, X J , . . . XN et nous Ies 
a jou te rons , ce qui nous d o n n e r a : 

XI<FYI + X G R F Y A + . . . + X N d y n 

= [>-1 (o i,i yi + a i . a y a + • • • + o i , n J / « ) 

+ X2 (614 J/l + 61,2 J/2 + • • • + &l,nj/n) + . • • 

+ Xn (ftl.l J/l + &1,8 J/2 + • • • + h* !/»)] d x I 

+ [Xi (aí, 1 J/i + a2,2 Vi + . . . + a 2 i „ yn) 

+ X2 (62,1 J/l + 6-2,2 yi + • • • + h,n J/n) + • • • 

+ Xn (/:2,1 J/l + h,2 J/2 + . . . + h,n J/n)j dx2 

+ [x, (a„,i yi + an,2 J/2 + . . . + an>n yn) 

+ X 2 (6«,1 J/L + &„,2 Y 2 + . • • + &N,N J/N) + • • • 

\ + XN (FCNII J/L + AN>N T/2 H - . . . H- ÃN,N Y„)] dx„ 
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Posons m a i n t e n a n t : 

H-I 
>•1 <»1,1 + X j i l 1 I + • • • + Xn 

h <»1,2 + Xs ^1.2 + * • • + XnAl,3 

X2 
. : I .(; I UrtH**. -i; • *>i '<u| 

X| a j , » + X j f t i , , + • . • +Xn&t > n 

Xn 

I i d . i. , .»• 
Xi «2,1 + h,\ + • • • + Xn /iá,l 

H = 

Xi aj ,2 + X2 fts.2 + • • • + 

X2 

Xl a2,)i + X2 í>2,n + • • . + Xn fejiW 

Xn C i ) 

I N ' 

Xl «n.l + ftn,l + • • • + 

Xf 

Xl an,2 + >-2 + . . . + ) n An,2 _ 

X2 

Xl an,n + ^2 ftn.n + . . . + Xn An,n _ 

'équation (B) p rend Ia f o r m e : 

Xi dyi + X2 dyz + . . . + Xn dyn 

( = (Xiyi + X 2 y 2 + . . . + Xny„) ((Aidxi + ^ d x 2 + . . . ( i„dx„) 

ou bieti , i' .. . i 

d L o g ( X i j / i + X j y a + . ; . + X n y , ) ~ p f d * j + p S 4- (iIl 

(D) 
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En in tégrant et désignant pa r r la cons tante , il v ien t : 

(E) >1 J / 1 + >.2 J / 2 + • • • + * „ JZn = Te!*11^«i + t» í®í+- + (*»«». 

Les conditions nécessaires et suffisantes p o u r que Ies équa-
tions (c) donnent pour Ies 1 des valeurs finies et déterminées sont 
que Ies p soient racines des n équat ions ob tenues en égalant à 
zéro Ieurs dé te rminants . Nous avons ainsi Ies équa t ions : 

01,1 — ItI &1.1 • • • &1,1 «2,1 — (iS ̂ 2,1 • • • &2,1 

ai,2 6l,S — H-I • • • «2,2 &2,2 — 

= 0 

«1,» &l,n • • • «2,n h,n • • • &2.n — Kí 

a»,l — K-n ^n1I • • • kn,\ 

a»,2 — (An • • • &»,2 
= 0. 

"n n n̂1I . . . kn,n — IaH 

= 0 . . . 

Expr imons main tenant que toutes Ies équations (c) donnent Ies 
mêmes valeurs pour Ies Nous avons, en désignant par Ar.it 
A r » , . . . à r > n Ies mineurs du p remier ordre du dé terminant (F) 
en Ies relat ions 

(G) = >2 

Ar, 1 Ar,2 A r,n 

(H) 
A i , i = A i , s : • •. : A i , „ : : A 2 , i : A 2 , 2 : • • . : As ,» " 

i ! : An ,? : . . • Í Ani,,. 



MATIIEMATICAS E ASTRONÓMICAS 
41 

L'éIimination de Jx1, u.2, . . . [/.„ en t re Ies équations (F) et (H) 
nous donne Ies conditions nécessaires et suííisantes pour que Ie 
système proposé (A) soit compat ib le . 

Soient l'un des n racines de 1'équation (F) en |/.r, et Xi,{, 
Xa.i, • • • Xnjl- Ies valeurs de X1, X2, . . .).„ obtenus en r emplacan t 

par jí.r)i dans Ies équat ions (G), désignons par Jili,-, j/2i,-, . . . Jitlii 

Ies valeurs fournies pour [A1, j/.2, . . . ^n par Ies équations (C) Iors 
quon y fait = I j , i , par Ti un constante , nous obtenons une in -
tégrale 

(J) X l i i y i + X 2 , < y 2 + . . . 

P renan t Ies (n — 1) aut res racines jjir, nous obtenons (n — 1) 
autres équations (3) que jo in tes à ce t t e équat ion dé te rminen t Ies 
n fonctions y qui satisfont au système différentiel donné. 

Il n'y a pas Iieu d ' insis ter sur Ies divers cas part icul iers qui 
pourraient se p résen te r , ni sur Ia déterminat ion des constantes , 
ces questions n'oíFrant aucune difficulté. Rornons nous à donner 
comme exemple de Fapplication de la méthode et des simplifica-
tions qui se rencont ren t dans la p ra t ique , Tintégration du système 
des deux équations 

d u = ( 3 u + Í2v)dx + • ( 2 u + 1 2 t o ) d y ) 

( 1 ) 
dv = (« + 2t>) dx + [u + t 1 ) dy ) 

proposé à la licence à Par i s (novembre 1881) . 
Multiplions Ia première équat ion par 1, Ia seconde par X, et 

faisons la somme, il vient 

dy. (2) 

Pour que Ies deux m e m b r e s soient diíTérentielles exac t e s , i l 
faut et il suIlit que X satisfasse à Ia fois aux deux conditions: 

l z + X 
á ( u + X r ) = ( 3 + X ) M + ] d a ; + ( 4 + X ) L . 

o + X J I 4 + . 

1 2 + 2 x 1 2 + X 

3 + X ~~ 4 + X ~ 
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qui se réduisen t à une seule 

X 2 + X - 1 2 = 0 . ( 3 ) 

Le système différentiel donné est donc compat ib le . 
Remplaçan t successivement X par Ies racines de 1'équation (3) 

dans l 'équation (2), nous avons Ies deux combinaisons linéaires 

{ , , ' = 6 dx + Zdy 
u + 3v J 

d(u — 4t>) 
dx — 2 dy 

u — 4 v 

ou Ies deux membres sont différentielles exactes . 
In tégran t , il vient en appeiant q et Cj Ies cons tantes , 

w + 3 v = cj eG x + s v 

u — 4i> = cg e—x~-y 

et en résolvant 

4 3 
U = - CI E6O! + 3Y + _ C 2 6 - X - S Y J 

1 1 
D = - C i + Coe— 

7 7 1 

(4 ) 

ce qui est bien Ie système in tégrant des équat ions différentielles 
données . 
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NOTE SUR L E S L I G N E S ASYfflPTOTIQUES ET L E S L I G N E S DE C O U R B U R E 

, r . V l I i C- Vi J .J . w 

P A U 

M H. LE PONT 

(à Caen) 

On sa i t que dans t o u t e su r f ace déve loppab le , la géné ra t r i ce 
recti l igne es t en m ê m e t e m p s l igne a s y m p t o t i q u e e t l igne de 
courbure . Nous allons fa i re voir que Ies déve loppables sont Ies 
seules su r faces qui jou issen t de e e l t e p r o p r i é t é qu 'un des d e u x 
systèmes de l ignes a s y m p t o t i q u e s se confond avec un sy s t èm e de 
Iignes de c o u r b u r e . 

Prenons pour Ia su r f ace (s), Ies l ignes a sympto t iques (la) et Ies 
lignes de c o u r b u r e (Ic), Ies équa t ions de J o a c h i m s t a l : 

P d x + Qdy + R d z = O (s) 

d P d x + d Q d y + d R d z = O (la) 

dx dy dz 

P Q R = O (Ie) 

d P d Q d R 

I l nous suffit d ' e x p r i m e r q u e ces équa t ions o n t une solut ion 
commune en dx, dy et dz, c ' e s t à d i re que l 'on a: 

P Q R 

d P d Q d R 

Q d R - R d Q R d P - - P d R P d Q - Q d P 

= O 

HKfOHl 
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ou en d é v e l o p p a n t : 

( Q d R - R d Q ) 8 + ( R d P - P d R ) 8 + ( P d Q - Q d P ) * = O (a) 

C e t t e équa t ion es t équ iva len te à 1 'équation connue 

r 2 = st. 

En e f í e t , el le s ' i n t èg re en p r e n a n t Ies équa t ions 

d P d Q d R 

P Q R 

OU 

(ft) 

^ = ^ = (C) •v fl \ 1 

\ et 6 é t a n t des fonctions d 'un p a r a m è t r e a r b i t r a i r e . 
I n t ég rons Ies é q u a t i o n s (c), il vient p. et v dés ignan t deux nou-

velles fonct ions de ce p a r a m è t r e 

® = X z - f p . y = 0z + v (a) 

• Nous voyons dé jà que Ia sur face (s) es t r é g l é e : de plus, elle 
es t dévé loppab le . 

D i f f é ren t ions Ies équa t i ons (a), nous avons 

da; = X d z + zdX + dp, di/ = 0 d z + zdO + dv 

et en t e n a n t c o m p t e des r e l a t ions (c) 

z d X + d y . = O zdb + d v = 0 (?) 
d'oí i 

d X d v = d ô d p . (y) 

p r o p r i é t é qu i c a r a c t é r i s e Ies déve loppab les . 
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Expr imant main tenant que Ies deux systèmes de lignes a s y m -
ptotiques de la surface (s) sont Ies lignes de courbure , c 'es t à 
dire que Ies équat ions [la) et (Ic) sont ident iques, nous avons 

d P _ d Q d R 

QdR-IXdQ ~ R d P - P d R ~ P d Q - Q d P ' ' 

par suite 

d P = 0 d Q = 0 d R = 0 (B) 

et 
P = / Q — m R = n (C) 

l, m, n désignant trois constantes. D o n c : 
Le plan est Ia seule surface dont Ies deux systèmes de lignes 

asymptotiques sont en même temps lignes de courbure . 
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BIBLIOGRAPHIfl 

A. Schiappa Monteiro. — Sur la généralion du conoide circonscrit 
à une courbe plane au moyen de courbes du mê me ordre de 
celle-ci (Jornal da Academia de Sciencias de Lisboa, 1887) . 

No seu excel lenle livro de Geometr ia Deseriptiva o sr. La 
Gourner ie demonst rou analyt icamente que o conoide circumscriplo 
a uma cónica pode ser gerado por linhas de segunda ordem. 

E s t a proposição foi demons t rada depois , synthet icamente pelo 
sr . Mot ta Pegado , e general isada para o caso em que a curva 
directr iz do conoide é d ' o rdem qualquer . 

É d ' e s t e assumpto que o sr . Schiappa Monteiro se occupa no 
seu bello ar t igo, onde dá uma demons t ração muito simples, tam-
b é m synthet ica , da proposição dos srs . La Gourner ie e Pegado, 
e onde apresenta alguns theoremas impor tan tes relativos á divi-
são anharmonica e á di \ isão homographica das generatr izes da 
superfície considerada. 

R. Guimarães. — Sobre as fórmulas relativas ao calculo da super-
fície convexa do tronco de cone de revolução (Instituto, de Coim-
b r a , tom. x x x i v ) . 

Contém este ar t igo a continuação de*outro ar t igo sobre o mes-
mo assumpto , publicado pelo sr. Guimarães no tom. x x x m do 
Instituto, de Coimbra , do qual se deu noticia na pag . 1 0 7 d'este 
jornal . 

J. A. Serrasc/ueiro.— Tratado de Álgebra Elementar—3." edi-
ç ã o — Coimbra , 1 8 8 7 . 

Na pag . 1 2 2 do tom. v d 'es te jornal deu-se noticia da segunda 
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edição da presen te ob ra . Na terceira edição o auc tor teve a boa 
idéa de a junc ta r dois capítulos dedicados á theoria dos de t e rmi -
nantes, contendo a par te que é necessar ia para a resolução e dis-
cussão dos systemas de equações do pr imei ro g r á o . 

J. A. Serrasqueiro.—Noções de Geometria AnaIytica. — Coim-
bra, '1881. 

Contém este opusculo a pa r t e da Geomet r ia Analytica plana 
que foi introduzida u l t imamente nos p rogrammas dos Lyceus, 
isto é, a deducção da equação da linha rec ta e da equação do 
circulo (em coordenadas car tes ianas) e alguns problemas mais 
elementares relativos a es tas duas linhas. 

F. A. de Brito Limpo. — Apontamentos para facilitar a leitura 
das cartas chorographicas e topographicas.— Lisboa, 1881. 

N e s t e opusculo o sr . Brito L impo explica de uma mane i ra s im-
ples e ao alcance de toda a classe de lei tores, o que r ep resen tam 
os principaes signaes empregados nas car tas chorographicas e 
topographicas, e o caminho a seguir pa ra , da inspecção a t t e n t a 
da car ia , se concluir a disposição e acc identes do t e r r eno que 
ella r ep resen ta . 

Ci. Guccia. — Sulle superfície algebriche Ie cui sezioni piane sono 
unicursali (Rendiconti dei Circolo Matematico di Palermo, t. i) . 

Sulla reduzioni dei sistemi Hneari di curve ellitiche e sopra 
un teorema generale delle curve algebriche di genere p ( I t em) . 

N'estes ar t igos o auctor continua as bellas indagações g e o -
métricas, que de ram já or igem aos t rabalhos de que se deu no -
ticia na pag. 1 0 7 do tomo vn d 'es te jo rna l . 

No primeiro occupa-se do seguinte impor t an t e t h e o r e m a , d e -
vido ao sr. P i c a r t : 

«As únicas superfícies a lgébr icas , cujas secções planas são uni-
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cu r saes , sSo as super f íc ies r e g r a d a s de g e n e r o zero e a superfície 
d e S t e i n e r . » 

Depois de n o t a r a l g u m a s ob jecções q u e se p o d e m fazer á de-
m o n s t r a ç ã o do sábio g e o m e t r a f r ancez , o sr . Guccia dá u m a nova 
d e m o n s t r a ç ã o do m e s m o t h e o r e m a , b a s e a n d o - s e nos resultados 
po r elle ob t idos sobre a reducção dos sys temas l ineares de cur-
vas p lanas . 

No segundo t r a b a l h o occupa - se o sr . Guccia da reducção dos 
sys t emas l ineares no caso de ser egua l á un idade o gene ro do 
sys t ema , e m p r e g a n d o para isso o methodo por elle seguido an ter ior -
m e n t e no caso de es te g e n e r o ser egual a zero . 

Gino Loria. — La Jefinizione di spazio a n dimenzioni e Vipotesi 
di eonlinuità dei nostro spazio secondo Ie ricerehe di Giorgio 
Cantor (<Giornale di Matematiche de Battaglini, t. x x v ) . 

Lerch. — Un théorème de la théorie des séries [Acta Malhematica, 
t . x ) . 

M. d'Oeagne. — Sur Ies péninvariants des formes binaires [Com-
ptes rendus de VAcadémie des Sciences de Paris, 1 8 8 7 ) . 

M. R. Perrin. — Sur Ies péninvariants des formes binaires (Item). 

A. Rémont. — Resume de Géométrie Analytique à deux et à trois 
dimensions. — Paris. 1887. 

N ' e s t e livro, m u i t o util para os e s t u d a n t e s de Geomet r i a Ana-
Iytica, e n c o n t r a m - s e r e u n i d o s os pr incipios d ' e s t a sciencia exi-
g idos aos cand ida to s ás Esco la s Po ly technica e N o r m a l de Paris, 
e ás Esco las C e n t r a l , de Minas , e de P o n t e s e E s t r a d a s . 
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O auclor limita-se aos enuneiados das questões e aos r e su l t a -
dos, destinando o livro a auxiliar os alumnos no estudo das notas 
tomadas nos Cursos. 

G. de Longchamps. — Une conique remarquable du plan d'un 
triangle (Associalion Française pour Vavancement des sciences, 
1 8 8 6 ) . 

O auctor principia por definir tres especies de transformações 
homographicas, a que dá os nomes de transformação instantanea, 
de transformação complementar e de transformação anti-comple-
mentar. 

Depois de indicar o papel importante que estas t ransforma-
ções são chamadas a representar na Geometria do tr iangulo, e s -
tuda a cónica que resulta de applicar a transformação comple-
mentar ao circulo circumscripto ao triangulo de referencia. Es ta 
cónica tem propriedades muito curiosas, que o illustre geomet ra 
deduz no seu interessante t rabalho. 

G. de Longchamps. — Les poinls d'inflexion dans Ies cubiques cir-
culaires unicursales droiles (Associaiion Française pour Vavanee-
ment des sciences, 1866). 

Rectification des cubiques circulaires, unicursales, droites, 
au moyen des intégrales elliptiques (Comptes rendus de 1'Acadé-
mie des Sciences de Paris, 1 887) . 

Applications nouvelles des transversales reciproques (Journal 
de Mathemaliques spéciales, 1886) . 

M. d'Ocagne. — Sur une classe de nombres remarquables (Ameri-
can Journal of Malhemalics, t. ix) . 

N'esta memoria importante o sr. d 'Ocagne estuda uma classe 
de números importantes encontrados pelos srs. Schõlomilch, C a -
talan e Cesàro em varias questões de Analyse, e definidos por 
estes geómetras por meio de cer tas fórmulas em que elles in te r -
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vinham. O auc tor define-os por meio de um tr iangulo arithmetico 
analogo ao de Pascal , em que o lado vertical e a hypothenusa são 
compostos da unidade , e em que cada numero do triangulo é 
egual á somma d 'aquel le que é collocado immed ia t amen te por 
cima d 'el le multiplicado pelo numero da columna na qual elles 
se acham ambos, e d 'aquel le que está collocado immediatamente 
á esquerda d es te . 

O auctor , na sua bella memor ia , deduz muitas propriedades 
in teressantes d 'es tes números , acha a sua expressão debaixo de 
uma fórma expl ici ta , deduz a sua funcçâo genera t r i z , mostra a 
relaçSo d 'el les com outros números impor tan tes que apparecem 
na Analyse, e tc . 

J. M. Rodrigues. — Lei da resislencia do ar segundo as experien-
cias balisticas (Jornal da Academia das Scieticias de Lisboa, 
1 8 8 7 , e Revista das Sciencias militares, 1 8 8 7 ) . 

N ' e s t e ar t igo o auctor , par t indo das exper iencias balisticas de 
K r u p p e das exper iencias russas e inglezas, t racta de determinar 
a lei da resis tencia do ar no movimento dos project is para todas 
as t ra jec tór ias e para todas as velocidades. 

G. T. 



MATIIEMATICAS E ASTRONÓMICAS 5 1 

NOTE SUR LE T R I A N G L E ISOSCÈLE 

PAIi 

ALFREDO SCHIAPPA MONTEIRO 

( P r o f e s s e u r à 1'Ecole P o l y t e c h n i q u e de Lisbonne) 

THÉORÈME. — Si Ies bissectriees des angles à la base d'un tri-
angle sont égales, ce Iriangle est isoscèle (*). 

Nous pouvons démon t r e r d i r ec t emen t ce t héo rème comme i l 
suit: 

Soit (fig. 1) A D B Ie t r iangle et A a , B6 Ies bissectrices égales 
des angles A, B à la base A B ; et Dd la troisième bissectr ice , 
étant Ie point i 1'intersection de ces bissectr ices . 

Menons par l ' ex t rémi té a de la bissectrice Aa la droi te ac cou-
pant Di au point c s i tué vers Ie côté de la base et faisant 1'angle 

Aac = -^-ADB. Nous aurons donc Ies t r iangles semblables iac et 

(DA qui donnent 

Par 1'autre e x t r é m i t é A de Aa t irons Ia dro i te Ac' coupant de 
même Di au point c' s i tué vers Ie còté de la base , et Iormant 

1 
1'angle aAc ' = — A D B ; alors, Ies t r iangles i'Ac' et t D a é tan t sem<-

JA 
blables, on a 

i^. J ± (2) 
ia Í D V ' 

ii i 
(#) Question proposée p a r M.M. E. Rouché et Ch. de Comberousse , et p a r 

(1'autres géomètres. 
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et en vertu de la relation (1) il vient 

ic = ic' 

donc Ie point C1 se confondra avec Ie point c et Ie tr iangle isos-
cèle acÀ aura Ie sommet c sur la bissectr ice Dt d. 

Soit c " 6 B un au t re triangle isoscòle égal au premier caA et 
construi t sur la bissectr ice B ò ^ I e sommet c7 se t rouvant aussi 
sur D / d vers Ie côté de la base. 

Les tr iangles cia et c a D , ayant l 'angle a c D commun et Ies 
angles cai et cDa égaux , seront semblables et nous auront donc 

2 

ca = ci.c D (3) 

De m ê m e Ies t r iangles c''bi et c 7 D ò , qui ont 1'angle òc''D 
commun et Ies angles cbi et c D ò égaux , seront semblables et 
donneront 

c '7a = c " i . c " D (4) 

mais Ies t r iangles isoscèles c a A et c "6B é tan t égaux par con-
s t ruct ion, ou é tan t ca = c''b, il vient 

c t . c D = c"i. c' D (5) 

En r ep résen tan t par o Ie point milieu du segment D i , et pre-
nan t ce point pour origine des segments , ce t te expression (o) 
donne 

(oc — oi) (oc + Do) = (oc" — oi) (oc" + D o ) , . . . 

mais 

Ot = D o 

d 'ou 
„ 2 - S - 1 - 2 . 

rll — n i (6) OC-OL = OC" — 01 

ou 

OC = O C 7 (7) 
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donc, Ie point c" se confond avec Ie point c. Ainsi Ies po in ts A, 
b, a, B se t rouven t sur une c i rconférenee (c) ayan t pour c e n t r e 
ce point c ( * ) ; e t par sui te Ies angles a A B et a B 6 sont é g a u x 
cornme ayant m é m e m e s u r e ; e t puisque Ies angles B A b e t A B a 
sont r espec t ivement doub les de ceux-c i , i l s ' ensu i t que Ie t r i ang le 
ADB est isoscèle. 

q. e. d. 

Autrement.—Par Ie poin t d ' i n t e r sec t ion i des b issec t r ices (fig. 2) 
raenons la d r o i t e ia1 paral lè le au cô té l ) A , et c o u p a n t Ie côté DB 
au point a'. L e s t r i ang les aia1 e t a A D é t a n t é v i d e m m e n t s e m -
blables d o n n e n t 

ia A a 
— = — ( 8 ) 
ia' A D v ' 

De m ê m c Ies t r iangles BÍO et B ò D é t a n t aussi s emb lab l e s on a 

' " ( 9 ) 
Í 'B b B 

mais, é tan t par hvpo thèse A a = = B 6 , ces re la t ions d o n n e n t 

(10) 
i B D A V ' 

Main tenant pa r Ies s o m m e t s A et B t irons p a r a l l è l e m e n t a u x 
bissectrices égales Aa e t Bb Ies d ro i t e s A I A j e t B I B j , qui, c o n -
courant au point I , coupen t Ies còtés DA et DB a u x poin ts Ai 
et B1 . 

Or , de la s imi l i tude des t r iangles í a D e t I B A i , ainsi que de 
Ia simili tude des t r i ang les D 6 B et D A A i , nous t i rons 

ia I B 

T i T = T Ã 7 ( i l ) 

(*) Ce point sera de mônie Ie second point d ' in tersect ion des e i reonfé-
rences A c n D et B c f t D dé te rminant s u r Ies droites égales Aa et B6 Ies se-
gments capables de 1'angle D, Iesquelles se ion t égales e l les -mômes . 
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( , 2 ) 
DA DA 1

 1 ' 

donc, en comparan t ces relal ions avec la relation (10) , nous en 
concluons 

IB _ DB 

1 Ã 7 ~ d ã í 
(13) 

donc, la droi te DI est la bissectr ice de TangIe AIB, supplément 
de 1'angle BIA 1 du t r iangle IBA 1 . 

Cela é tan t , circonscrévons aux tr iangles IBA 1 et IAB] Ies cir-
conférences BIA1 et AIB i , Iesquelles seront coupées par la bisse-
ctrice DI de 1'angle e x t e r n e AIB aux points milieux I' et 1" des 
ares BIA 1 et AIB 1 . O r , ces circonférences dé t e rminan t sur Ies 
droites égales BA 1 et AB1 Ies segments capables des angles égaux 
BIA 1 e t A lB 1 se ront égales el les-mômes, e t par sui te 

! 'B = F A 1 = T A = F B 1 (14) 

Les t r iangles I 'BI et I 'DB ayant Ies angles FIB et l 'BD égaux 
et 1'angle BI 'D commun seront semblables , d'oíi i l résulte 

F B = FI . I ' D (15) 

et é tant O Ie point milieu du segment ID on a 

F B = (OF - 01) (OF + 01) = O F - OL (16) 

De m ê m e Ies tr iangles I 7 IA et F ' D B étant semblables donnent 

Y1A = O I " 2 - Õ Í (17) 

e t é tan t (14) 

I 'B = I"A 
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on aura 

0 I ' = 0 1 " 

ce qui mon t re que Ie point I' ' se confond avec Ie point F, et d'oíi 
i l s 'ensuit que Ies qua t re points B 1 , A, B, A1 se t rouvent sur une 
circonférence, ayant Ie point F pour cen t r e ; et Ies cordes B 1 A , 
AB, BA 1 é t an t égales par const ruct ion i l en sera de m ê m e des 
angles B 1 A B et A B A 1 , e t pa r suite Ie t r iangle donné A D B sera 
isoscèle. 

q. e. d. 

Obs. — Nous pourrions aussi considérer Ies hau t eu r s I 'P et I " Q 
des tr iangles isoscèles é g a u x I 'BA e t I ' ' A B e t nous aurions Ies 
triangles égaux I T D et I " Q D , comme ayant Ies ca thè tes I 'P e t 
I"Q égaux ainsique Ies angles adjacents P F I et P I" I , et de là 
nous conclurions 

D P = D Q 

et puisque 

B P = A Q 

on aurait 

D B = D A . 

Donc, e tc . 

PROBLÈME. — Construire un triangle isoscèle connaíssant Ie cóté 
adjacent aux angles égaux et Ies bissectrices de ces angles. 

Supposons Ie problème résolu, et soit (iig. 3) A Y B Ie t r iangle 
dem;indé dans lequel on connaU la base AB et Ies bissectr ices 
Aa et Ba1 des angles adjacents VAB et ABV, Iesquelles se cou-
pent en i. 

En considérant Ie t r iangle ABa et la bissectr ice B« de 1'angle 
B on a 

ai a B 

J Ã = BA 

d o u 

a í + i A a A a i 

a B + BA = a B + B A = Õ B 

(19) 

(20) 
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L e s t r iangles a B i e t a A B é tan t semblables , comine ayant 
1'angle A « B commun et Ies angles a 15« et a A B égaux, donnent 

^ i = (-21) 
a B a A V ' 

donc, en comparan t ce t t e relat ion avec Ia relation (20) , on en 
conclue 

a B + BA a A V 1 

OU 

õ Ã = a B (aB + BA) (23) 

On peu t encore t rouver t rès- fac i lement ce t t e expression en 
considérant Ie t rapèze isoscèle A B a a i , qui, cornme Ies quadrila-
tè res inscriptibles, donne 

a A . aj B = aaj . BA + a B . »i A 

OLX 

a A = a j B et a B = aoq = aj A, 

donc, etc. 
De là résul te Ia construct ion suivante : 
Sur AB comme diamètre décrivez un cercle (d), et à la extré-

mi té A de ce d iamèt re élevez la perpendicula i re Á?o = Aa< e^ 'a 

sécante a^d qui, coupant ce cercle aux points x et x', donne Ies 
gegments ao;r et XQX', dont Ies g randeurs seront celles des còlés 
égaux des t rapèzes isoscèles Ba*] A et A a B i ' ] , qui déterininent 
Ies deux tr iangles isoscèles AYB et A V B répondant aux solu-
tions demandées . 

Obs. — Dans la seconde solution Ies droi tes Bx' et A a j sont 
Ies bissectrices des suppléments des angles ABa i

1 et ABa' . 

Remarque 

D'après 1'expression (3) en voit (fig. í) que la grandeur du 
rayon du cercle AfcaB sera celle de la t angen te cl menée de c 
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au cercle (ot) décr i t sur Ie segment D i comme d iamèt re . Si au 
Iieu des deux bissectrices nous considérons deux dro i tes égales 
quelconques passant par un point i de la bissectrice de Tangle 
ADB, nous trouverons toujours de m ê m e , que Ies angles a Ab 
et ò B a sont égaux , ou que ces dro i tes sont égalernent inclinées 
par rappor t à la bissectrice Di de 1'angle donné D; et ainsi nous 
sommes conduits, en n 'emp!oyant que Ia géométr ie é l émen ta i r e , 
à la solution três facile du célebre problème qui a pour object de 
mener des transversales par un point i donné à égale distance de 
deux droites 1)A et DB de manière que la partie interceptée par 
ces droites soit égale a une droite donnée m (*). 

La grandeur de Ia tangente et sera donc égale à 1'hypoténuse 
1 

ca d'un tr iangle rectangle acq, ayant un ca thè te qa=—m, et 
Ji 

un angle égale à la moit ié de l 'angle AI)B des droi tes données. 
Le centre du cercle [et] ou (c), qui donne, en généra l , deux des 
solutions, se t rouvent à une distance oc du point inilieu du s e -
gment Di égale â l 'hypoténuse d 'un tr iangle ayant pour ca thètes 
Ies segments oi et ca. Le segment coo = oc donnera Ie c en t r e 
Co de 1'autre cercle (c^a') ou (c(j) de même rayon que Ie cercle (c) 
et qui évidemment dé te rmine toujours deux solutions du prob lè -
me ou deux t ransversales ia'A' et i ò 'B . 

Il est facile de voir que Ie cercle (c) pourra ne couper pas Ies 
droites données, Ies touclier, ou Ies couper , et ainsi il ne donnera 
aucune solution, donnera une ou d e u x ; et donc Ie problème pourra 
avoir deux, trois ou qua t ro solutions. 

Les transversales demandées peuvent de même ê t re d é t e r m i -
nées três facilement en Ies considérant comme Ies bases de t r i an -
gles données par ces bases, par ! 'angle opposé et par la g r andeu r 
de la bissectrice de cet angle, ou de son supplément . 

On reconnaltra aussi que Ies rayons ca et cb coupent o r t h o -
gonalement Ies bissectr ices Aa et I ib en leurs poinls mii ieux p 
et q. 

La démonstrat ion indirecte du l l iéorême proposé revient à Ie 
considérer comme corollaire de Yégalité dc deux triangles resul-
tante de Végalité des cotes opposés à des angles égaux chacun à 

[*) Nous avons proposé cetle ques t ion, dans Ie Jornal de Sciencins Ma-
thematicas e Astronómicas, 1.1, pag. 64, pour ê t re résolue seu lemrn t á l 'a ide 

la géométrie é lémenta i re . Les solutions s 'y t rouvent á pag. 71 et 10o. 
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chacun et de Végalitè des bissectriees de ces angles, ou de leurs sup-
plémenls. 

Ce théorème- Ià sera encore nn corollaire du théo rème suivant: 
Dans tout triangle la bisseclríce du plus grand angle est moindre 

que celle du plus petit angle. 
En ef fe t (fig. 4 ) , en menant par b la d ro i te 6ao parallèle à 

AB 1 et par Ie point d ' in tersect ion ao de ce t t e parallèle avec I)tí 
la d ro i te a 0 a ' 0 paral lèle à A a 1 on aura év idemment 

a ' o i = i a o = a 0 B . 

Si , ma in t enan t , pa r Ie point b nous t i rons la droi te i B ' paral-
lèle au còté DB coupant Ia base AB au point B' on aura évidem-
m e n t b'B' = a 0 B e t i A > i B ' d o u i A > i a ' 0 , donc I e point a'o 
se t rouvera e n t r e Ies points A et D; et Ie point a0 en t r e Ies 
points a e t D, e t pa r suite A a > a ' 0 a 0 . O r , é t an t par hypothèse, 
l angle D A B = D i a 0 moindre que 1'angle D B A = D a o i , on aura 
1 'angle Aba0 plus grand que 1'angle i a 0 B , donc Ia comparaison 
des t r iangles isoscèles aoba'o e t baoB donne a 0 a ' 0 > B i et par 
conséquent à plus for te raison on aura A a > B i . 

q. e. d. 

Obs. — C o m m e on sai t , Ies perpendicula i res élévées aux points 
mil ieux q0 et p0 des bissectr iees Aa et Bi rencont ran t Ies côtés 
DA e t DB aux points i 0 e t a 0 ainsi que Ia bissectr ice D i d aux 
points Cj et cg, dé te rmineron t Ies quadr i la tè res A i o a c i et B a o i f J 
chacun des quels a ses côtés égaux deux à d e u x ; Ies triangles 
isoscèles Ac\a et B c ^ i é tan t semblables . D 'a i l l eurs il est Iacilc 
de reconnai t re la simili tude des t r iangles ac\b0 et a0c%b, et en 
déduire une a u t r e démonst ra t ion de ce t héo rème . 
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NOTA SOBRE A S E R I E DE L A G R A N G E 

POB 

J . M. RODRIGUKS 

P r i m e i r o t e n e n t e d e a r t i l h e r i a 

No Curso d 'AnaIyse do sr. I I e rmi te vem a segu in te fó rmula : 

r«(*)dz 
F ' ( 0 2t7t J c F (2) 

que expr ime por meio de um integral curvilíneo uma funcção 
holomorpha de uma raiz da equação 

F (z) = O 

existente no inter ior de uma área s. 
D'esta expressão analytica deduz o sr . I I e r m i t e uma d e m o n -

stração e legante da serie de L a g r a n g e . Seguindo o caminho t r a -
çado pelo illustre geoine t ra vamos deduzir da mesma fórmula 
uma serie nova, que comprehende a de L a g r a n g e como um caso 
particular. 

Seja 
F ( « W M — • * ( « ) - « 

uma equação ho lomorpha ; se ao longo do contorno que l imita a 
área s for cons tan temente 
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esta equação t e m , como se sabe , nesla área tantas raízes como 
a equação 

f = 

Supponhamos que na área s exis te sómente uma ra iz ; teremos 

/ » = ( * - < ) - A (*); 

e como a equação proposta só pôde ter t a m b é m uma raiz na 
mesma á rea , a fórmula citada dá-nos a sua expressão analytica 
por meio de um integral curvilíneo, a saber : 

« ( O 1 ( it (2) dz 1 í (2) d 

íirc Jc /"(z) — « 1 F(Q 2½ Jcf («)-«*(*) 

Para desenvolver este integral em serie temos a identidade 

r w 
i / j , / i M V J t L 

- « „ ( « ) f W w / 7 W V W / * F W f 

d 'onde se deduz, mult ipl icando por ic (z) dz e integrando ao longo 
do contorno c, 

onde 
1 r Za9(Z)Y *(z) 

f ( z ) J - F W 

Applicando o theorema do sr. Da rboux a esta expressão do 
res to resul ta immedia tameu te 

X.o TC (z) /a<p 0 ) 
K n — 

2* -F ( z ) - \ f (z) J' 

onde X é o factor do sr. Da rboux , a o pe r ímet ro da curva c, e 2 
um dos seus pontos. 
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Ora para todos os pontos do contorno de in t eg ração t emos i m -
posta a condição 

logo o res to t ende para zero quando n a u g m e n t a i n d e f i n i d a m e n t e , 
e por tan to a s e r i e é conve rgen te no in te r io r da á r e a s: 

- ^ r = J0 I aJ1+ «2 .J 2 +. . .+* .Jp+. . . . 

Os coeíl icientes d ' e s t a ser ie e x p r i m e m - s e po r um integral c u r -
vilineo da fórma 

9 (z) \ P 7C (z) 

I _ J _ / V M * ) / • A ( « ) i 
J p - K x - J t ( z - í ) p + 1 • ' 

e applicando o t h e o r e m a de Cauchy a es ta exp re s são d e d u z - s e 
inamedia tamente a lei da fo rmação dos coeff ic ientes 

J p : 

* r / i w y . J L i f L l 

L V A ( O / A W J 
1 . 2 . 3 . . . p ' dtP 

mas 
f ( Z ) = ( Z - I ) . CI(Z) 

portanto 

A W = / " ' « ; 
logo resu l ta a ser ie 

J ^ U y S^ 1*17*0 Y «(«) 
F ' ( O f i p ! ' I A r w / ' / " w 

que dá o desenvolv imento de u m a funcção ho lomorpha de u m a 
raiz da equação 

/ • (z ) -« .9 (*) = 0 

existente na sua á rea de convergênc ia . 



6 2 JORNAL DE SCIENCIAS 

Esta serie pres ta-se a muitas combinações analyticas entre os 
seus coefficientes. 

Fazendo 

* (z) = F' (*).<í>(z) = [/"'(*)-a?'(*)].*(*) 

resulta immedia tamente a serie 

que comprehende a serie de Lagrange como um caso particular 
quando for 

f ( z ) = z - t . 

Esta fórmula dá o desenvolvimento çm serie convergente de 
uma raiz da equação 

/ » - « . ? ( z ) = 0 

existente no interior de uma área , quando ao longo do seu con-
torno for 

mas, se esta condição existir também para o contorno de uma 
raiz, a fórmula pôde dar todas essas raizes em serie convergente; 
porque, os zeros das funcções holomorphas, sendo pontos isola-
dos, separados por intervallos finitos, podemos envolver cada um 
por um contorno c ao longo do qual se verifique a condição de 
convergência. 

Sejam 
<1> iSt hl • • • 'n c 2U zIi z3> • • • zn 

liiiiií 'Jii iM • t«[i o ni 
as raizes das equações 

/ » = 0 

/ » - « . * ( « ) - O 
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existentes na mesma área e dispostas por ordem de modulos 
crescentes. 

Se for possivel envolver estas raizes por um systema de c í r -
culos 

Cl. c j , c 3 , . . . c„ 

de modo que cada um contenha só duas raizes t e z na sua á rea 
será t ambém ao longo d 'es tes círculos 

( . . 2 ^ ) 0 . 

Com effeito, o numero de raizes d 'es tas equações no interior 
de um contorno c exp r ime- se pelos in tegraes curvilíneos 

n - 2 h - I e
d l o g i M 

n ' = - í - . f d Iog [ / • ( « ) - « * ( * ) ] , 

JlTf J c 

mas, se este circulo envolver só duas raizes t e z , t emos 

n = n' = 1, logo 

e para que este integral seja nullo ó necessário que seja cons tante-
mente ao longo da linha de in tegração 

Logo quando for possivel separar as 2n raizes duas a duas 
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por meio de circulos verifica-se a condição da convergência da 
serie, e por isso a fórmula p receden te dá o desenvolvimento das 
raizes da equação 

f ( z ) — a . ç (z) = 0 

exis tentes no interior de uma área em funcção das raizes da 
equação 

/•(z) = 0 

exis ten tes na mesma área e no mesmo circulo de convergência 
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DEUXIÈME NOTE DE CALCUL I N T É G R A L 

I I . L E P O N T 

Considérons Ies deux équa t ions : 

dyi = >1,12/1 + «1,2 yi) dx! + (a%i i/i + «2,2 2/2) 
(A) 

dyz = (í»i,i 2/1 + h,2 2/2) d ^ i + Í62,I 2/1 + è2,2 2/2) dx2 

Ies coeíficienls a et 6 é tan t des fonctions quelconques des varia-
blos indépendantes et 

MultipIiant la seconde équation par une fonclion indé te rminée 
X de x\ et de et a jou tan t ce produit à la p remiè re , il vient 

U ( j / i + ^ a ) = 

ou 

(®1,1+Xil, l) j / | + («1,2 + ^1 

+ («2,1 + Xòa,i) 2/1 + ({?*-,2 + (^62,2 + 2/2J dx2 

(B) a Log ( t / i+X j / 2 ) = («1,1 +X 61,1) D® j + («2,1 +X&2,i)D3?S 

en posant 

(2) 

dl 

dx 1 

(ZX 

dx 2 

= 61,1 X í + ( a i , i — 61,2) X - a i , a , 

: Xs + (a2)i — I i i 2) X - a2,a-
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Pourque Ie système (A) soit compatible, il faut et il suífit évi-
d e m m e n t : l . ° que Ie secoud membre de 1'équation (B) soit une 
différentielle exac t e ; 2.° que Ies équations (2) défmissent une 
même fonction Xintégrale de 1'équation aux différentielles lotales: 

(c) 
dl = [6i,i X2 + (a t ) t — òi>9) X — ai ,2] dxi 

+ [bi, 1X4 + (a2,i — 62,2) X - <12,2] 

La première condition s 'exprime de la maniòre suivante: 

d d 
(01,1 + Xfci.i) = - j— (a2,i + Xftg1I), dx% dx 1 

ou, en développant et remplaçant et par leurs valeurs, 
dx\ dx% 

(3) 

da2 , 1 dai , ! 
- J J — - — «1,2 "2,1 + OI 1 O 2 ,2 dx 1 dx 2 

+ [ ^ 1 - ^ + («1,1-^12) 62,1 - ( 0 2 1 - ½ ) 6 l , l ] * = O -

équation qui doit ê t re vérifiée ident iquement , donc: 

da2,1 d a i i 

(!) 

dx 1 dx% 

d^ i d x 2 

«1,2 62,1 — 61.1 02,2 

(02,1 — 64,8) 61,1 — (ai,t — 61,2) 64,t. 

Pour obtenir la deuxième condition, égalons Ies valeurs de 
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- fournies par Ies équat ions ( 2 ) ; nous avons en éliminant 
dxIdx* d\ dl . 
toujours e t —— et tenant compte de (1): 

J dxi dx% 

d a 2 2 d a i , 2 , , N , , , N 
— ( a i i — 61,2) a 2 , 2 + (02,1 - 62,2) ®l,2 
dx 1 dx 2 

, Zdbit2 dfii 2 \ 

puis, en annulant Ies coefiicients de ce t t e équa t ion : 

( H ) 

da2,2 d a i 2 , . , , « — — = (ai,i — Oj )2) a 2 ; 2 (a 2 i i — 62,2) a 1 ) 2 
í te i aa:2 

dí»2,2 d ò i , 2 

d ^ i dx-2 
•• 61,1 a2,2 — ai )2 60,1. 

Les qua t re relat ions (I) et (II) sont Ies conditions de compat i -
bilité du système différentiel proposé . 1! est du res te facile de Ie 
vérifier d i r ec temen t . En effet Ies équat ions (A) sont équivalentes 
à celles-ci: 

W 

d<pi d<pi 
- j — = «i,i 2/1 + a i 2 j/2 — = a2,i y 1 + a2 ,2 yi 
dx 1 dx% 

d <p2 d<p2 

- J — = = »1,1 y\ +01 ,2 2/2 — = 6^12/1 + ^2,2 2/2-dxi dx 2 

d 2 « i d 2 j /9 
Egalant Ies valeurs de - — V - e t -— tirées de ces équa-

dx 1 dx 2 dx 1 <te2 

tions, nous avons 
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(P) 

Zdaii da \\ \ 
— — + O 1 1 O 2 2 - a 1 2 6 2 1 I y 1 

\ dx\ dx% J 

+ ~ ^ r f + ^ 2 1 ~ Ô 2 2 ' 0 1 2 ~ ~ ^ a n ~ b i ^ " 2 2 ] = 

| — + («ti—bu) biX — (a21 - ò22) òn] !/1 

+ Zdbii dbn . , , N a 
(• + «12 »21 — " i l Hij Vi = O-

ce qui nous donne, en expr imant que los coefficients de t/j et de 
tI i sont nuls, Ies relations (I) et (II). 

Ces conditions é tant supposés satisfaites, nous alions déterminer 
Ies deux fonctions X qui forment nos deux combinaisons linéaires 
immedia tement intégrables. Posons 

(5) 
hi = &i,i X2 + (Ctijl — 61,2) X — a i ) 2 

hi = 62,1 X2 + (a2 i i — 62)2) X — a2 ,2 

1'équation (C) prend la forme 

(y) dX = h\ dx\ + Zi2 dxi 

et la condition d ' intégrabil i té 

^ d/i2 ^ dh\ dh\ dhi 

' d\ dx% dx\ 

doit être vérifiée. Nous avons alors, en effectuant 

[(«1,1 - 612) hl - {Hl - hi) h 1] X2 - 2 ( a ) 2 ò2 1 — ^11 a2í) X 

+ («li — £»12) «22 — («21 — h i ) «12 = O, 
(3) 
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équation qui d é t e r m i n e Ies d e u x valeurs de X sa l i s fa isant à la 
question. 

Soient Xi et X2 Ies d e u x rac ines de ce t t e équa t ion , et 

( («1,1 + XI &N) dxI + (A21 + X1 6 2 I ) dx<i = dt\ 
(6) 

( ( « i l + X 2 ò n ) dxi + ( a 2 1 + X2 62 1) A r 2 = d<2, 

nous avons, en a p p e l a n t C1 et C2 Ies cons t an t e s d ' i n t ég ra t ion 

— 1 1 
(2) J/l =r — (C 1 X 2 C i l -C 2 X 1 C^ ;/2 = - - ( C i e i I - C 2 C ^ ) . X i — X 2 X i - X 2 

Il est facile de voir q u e 1'équation (S) ne peu t j a m a i s avoir u n e 
racine double . En ef fe t , in t roduisons dans Ies va leurs (2) de y\ 
et de j/2 1 'hypothèse 

X I = X + E X2 = X; 

il vient, en fa isant t e n d r e e vers zéro 

( 7 ) J / I + X y 2 = O . 

Or Ia re la t ion 

( («12 ^21 — ^ l l «22) ' + [(«11 — 612) «22 — («21 — M «12J 
(H) 

( [(«11 — 6 1 2 ) ½ - ( « 2 1 —622) 611] = O, 

qui expr ime que 1 'équation (S) a une r ac ine double X, e x p r i m e 
aussi, comme il es t facile de s ' en assurer par un calcul d i r ec t , q u e 
cette valeur X est une solution c o m m u n e des équa t ions 

(8) A1 = O ft2 = 0 ; 

et alors, à cause des fo rmules (2) elle est i n d é p e n d a n t e de Xj et 
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de Xi. Nous nous trouvons donc dans Ie cas d 'une seule fonction y 
définie par deux équations differéntielles qui se réduisent néces-
sa i rement à une seule , ce que nous n'avons pas supposé. 

11 est clair aussi que 1'équation (S) n'a pas de racine indépen-
d a n t e à Ia fois de x\ et de X i . Si 1'une des racines ne contient 
ni xj ni Xi, elle est racine commune des équations (8) , racine 
double de l 'équat ion (S) et nous rentrons dans Ie cas précédent; 
si Ies deux racines ne cont iennent ni x\ ni X i elles satisfont aux 
équat ions (8) e t donnent 

re la t ions qui mont ren t que 1'équation (S) est vérifiée identique-
men t , ce qui est contraire à not re hypothèse . 

I)ans ce dernier cas, Ie seul ou la mé thode puisse tomber en 
défau t , Ies conditions d ' in tégrabi l i té se réduisent à 

. daai dan da22 da12 db^ db\\ dbi 2 db^ 

dx 1 dx2 dxi dxi dx 1 dx-> dx\ dxi 

et Ies équat ions (8) à une seule 

a, b, c é t an t des constantes . Les équations (A) prennent alors Ia 

( I I I ) 
«12 «11 ^12 h l 

«22 «21 — hi hl 

(9) a + cl-by? = 0 

forme 

(D) 

dy 1 = [/1 'X1, x.2) y\ + Ukyi] dx 1 

+ [fi{x\, Xi) j/i + ayi]dxi 

dyi = Jbkyi + I f i [Xi, Xi) + ck] j/2i dx\ 

+ \by 1 + I f i (XuXi) + c] j/21 dx2 

on appelant k la valeur commune des r appor t s (111), f\ (a?i,«í) 
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et f i [ x i , T i ) deux fonctions quelconques de xy et de x% telles 
que 1'expression 

(Y) f\ (X1, Xi) dxi + /2 («1, <r8) dxi 

soit une différentielle exae t e . En appe lan t f(x\,x%) son in tégra le , 
la substitution 

(10) y = ef x^ z 

transforme Ie système (D) en un système à coefficients constants 
dont 1'intégration est connue. 

La m ê m e méthode s 'applique év idemment dans Ie cas oú il y 
a un nombre quelconque de variables indépendantes . 
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BIBLIOGRflPHIA 

G. Darboux. — Leçons sur la théorie générale des surfaces et 
Ies applications géomélriques du Calcul infinitesimal. — Paris, 
•1881. 

É a p r i m e i r a p a r t e d ' uma o b r a , em que o e m i n e n t e geometra 
faz publ icas as suas l ições sobre a theor ia da s superf ícies , pro-
fessadas na S o r b o n n e de 1 8 8 2 a 1 8 8 6 . Es tá dividida em t res li-
vros, cujo con t eúdo vamos ana lysar r a p i d a m e n t e . 

O pr imei ro é consagrado a appl icaçôes geomet r i cas da theoria 
phoronomica do movimento re la t ivo . Depo i s de r e c o r d a r as fór-
mulas conhecidas de Meehan i ca , o auc tor p r o p ò e - s e a solução do 
p rob lema d i rec to da d e t e r m i n a ç ã o do mov imen to , dadas em func-
ção do t e m p o as componen t e s de ro tação e as coo rdenadas da 
o r i g e m . A n a l y t i c a m e n t e , esta ques tão equivale á in tegração d'um 
systenia de t r e s equações d i f fe renc iaes s imul t aneas , l ineares de 
1." o r d e m ; o s r . D a r b o u x m o s t r a , por uma t rans formação ele-
g a n t e , que o sys tema s e m p r e se pôde r eduz i r a u m a equação 
gera l de R icca t i . Os r e su l t ados geomet r i cos que cor respondem a 
es te processo analytico são p a r t i c u l a r m e n t e i n t e r e s san t e s para a 
theor ia da s curvas enviezadas , cons ide radas como g e r a d a s por um 
t r i e d r o movei , cu jas a r e s t a s são a t angen t e , a normal principal e 
a b i n o r m a l ; c i t a r emos , e n t r e o u t r a s appl icaçôes , as que se re-
fe rem ás curvas , cu jas duas cu rva tu ras e s t ão l igadas por uma re-
lação qua lque r . 

S e g u e - s e o es tudo do movimento dos sy s t emas moveis , que 
d e p e n d e de dois p a r a m e t r o s ; o p rob l ema , a n a l o g a m e n t e com o 
p r e c e d e n t e , r e d u z - s e á in t eg ração de dois sys temas simultâneos 
de e q u a ç õ e s d i f fe renc iaes l ineares e de 1." o r d e m . 

Depois de m o s t r a r que t e m soluções communs , o auc to r expõe 
um methodo q u e torna s e m p r e possivel a sua de te rminação por 
meio d ' u m a única e q u a ç ã o gera l de R icca t i , no caso em que o 
sys tema t em um ponto fixo, e mais t res q u a d r a t u r a s no caso geral 
de movimento . 
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Fecham este livro dois capí tulos: o primeiro t r ac ta das co-
ordenadas cun i l i neas , segundo Gauss; o ult imo é uma applicação 
d elias ás superfícies definidas por propr iedades phoronomicas , 
taes como helicoides, superfícies de revolução, superfícies geradas 
pelo movimento d 'uma curva invariavel, etc. 

O segundo livro é especialmente dest inado aos systemas de 
coordenadas curvilíneas, sobre os quaes o sr. D a r b o u x já publ i -
cou alguns resultados impor tantes n 'uma memor ia , inserida nos 
Annales de VEcole Normale de 1 8 7 8 . Começa pelo estudo dos 
systemas conjugados, segundo Dupin , e faz uma applicação d ' e l -
Ies á determinação das superfícies, cujas duas famílias de linhas 
de curvatura são planas ; em seguida vem as linhas assympto-
ticas, sendo objecto d 'um exame especial as das superfícies t e -
traedraes de L a m é , de t e rminadas primeiro pelo geomet ra Sophus 
Lie. 

Aos systemas or thogonaes isothermicos é dedicado um extenso 
capitulo; a determinação d'um d 'es tes systemas sobre uma supe r -
fície é uma problema impor tante para a ca r tographia , pois se 
demonstra faciimente que d'elle depende a representação d 'uma 
porção (1'essa superfície com a conservação dos ângulos, ou, o 
que é o mesmo, da semelhança dos seus e lementos infinitesimos. 
Nes te ponto o auctor é levado a examinar a ques tão da r e p r e -
sentação conforme de duas áreas planas; e expõe os t raba lhos 
de Schwarz, que resolvem comple tamente este p rob lema , tão i m -
portante pelas suas applicações á Physica Mathemat i ca e á A n a -
lyse. 

Os systemas or thogonaes e s imul taneamente conjugados , for-
mados pelas duas famílias de linhas de curvatura , são es tudados 
em seguida, bem como a representação espher ica das superfícies, 
tal como a define Gauss. 

Os restantes capítulos do livro são consagrados ás coordenadas 
pentasphericas, já es tudadas na memoria ci tada do sr. Da rboux , 
e que conduzem á t ransformação de superfícies de Sophus L ie , 
em que ás linhas assymptoticas d 'uma correspondem as linhas de 
curvatura da o u t r a ; ás coordenadas tangenciaes , e por ultimo á 
transformação especial que L a g u e r r e denominou por direcções 
reciprocas. 

O terceiro Iivro, applicação das doutr inas dos dois an t eceden-
tes, é todo concernente ás superfícies minimas que passam por 
um contorno dado. P recede o estudo geral um estudo historico, 
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em que se examinam todas as contribuições que tem fornecido á 
ques tão os mathemat icos poster iores a Monge e Lagrange . 

Nos onze capítulos seguintes discute o auc tor as fórmulas de 
Monge, de Schwarz e de W e i e r s t r a s s , e a sua in terpretação geo-
mét r ica , pondo especial a l tenção nas superfícies minimas reaes 
e a lgébricas , que r ellas se de te rminem pela condição de estarem 
inscriptas n 'uraa superfície planificavel algébrica, que r pela con-
dição de passarem por um contorno composto de rectas (problema 
de Plateau), ou planos que a superfície t em de cortar orthogonal-
m e n t e . 

DUARTE LEITE. 

J. A. Serrasqueiro.— Tratado de Geometria Elementar, 5." edi-
ç ã o . — Coimbra, 1887. 

—— Elementos de Arithmetica, 4.* e d i ç ã o . — Coimbra, 1881. 

Veja-se o que se disse a respeito das edições anter iores do 
pr imeiro d 'es tes livros na pagina 1 2 2 do tomo v e na pagina 141 
do tomo v i l d ' es te jornal . 

No segundo o auctor expõe a par te da Ar i thmet ica exigida 
pelos p rogrammas do l . ° e 2.° anno do curso dos Lyceus, isto é, 
as r eg ra s practicas para ef lectuar as operações sobre números in-
teiros e sobre números fraccionarios; os enunciados d 'a lgumas pro-
pr iedades dos números relativas á divisibilidade; os systemas de 
medidas usados em Por tugal na actual idade e an t igamente ; os 
enunciados dos theoremas relativos ás proporções e progressões; 
e finalmente a applicação d 'es tes theoremas á regra de tres, á 
regra de juros e á r e g r a de companhia. 

Diogo Nunes. — Elementos d'Arithmetica practica. — Covilhà, 
1887. 

No livro I expõe o auctor a theoria das operações sobre nú-
meros inteiros; no livro II as propr iedades dos números relativas 
á divisibilidade; no livro III a theoria das operações sobre nú-
meros fraccionarios, e os systemas de medidas ; no livro IV a 
doutr ina relativa á raiz quadrada ; e f inalmente no livro V a dou-
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trina das razões e proporções e sua applicação aos problemas de 
regra de t res , de juros, de desconto, de companh ia , de mis tura 
e de liga 

Este livro 6 pr incipalmente util para as Escolas Normaes p r i -
marias e para os Inst i tutos indusl r iaes . 

Valentin Balbin. — Elementos de Calculo de los cuaterniones. — 
Buenos-Ayres, 1881. 

O livro de que vamos dar noticia é o pr imeiro que, a r e spe i to 
da theoria dos quatern iões , se publica em lingua hespanhola . O 
auctor, professor na Universidade de Buenos-Ayres , não só e x -
põe de um modo claro e e l e m e n t a r a theoria dos qua tern iões , 
mas t ambém as suas applicaçôes á Geomet r i a , á Mecanica e á 
Physica ma themat i ca . 

Vamos da r uma idéa rapida das maté r ias de que t racta es ta 
excellente obra . 

No capitulo I vem a doutr ina da addiç.fío e sub t racção dos ve-
ctores, e da multiplicação dos mesmos por quan t idades r eaes . 

No capitulo II vem a doutr ina da multiplicação e divisão dos 
vectores, e abundan tes exemplos para faci l i tarem a sua com-
prehensão. 

No capitulo III expõe o auc tor a par te symbolica da theor ia 
dos quaterniões, isto é, t racta das operações fundamentaes com 
os signaes que r ep re sen tam as pa r t es escalares e as pa r t es vecto-
riaes de uma expressão. 

Os capítulos IV7 e V contêem applicaçôes da theor ia expos ta 
nos capítulos p receden tes â Geomet r i a da linha rec ta , do plano, 
da circumferencia, da espl iera, do cone, e t c . 

O capitulo VI t rac ta da d i f e r enc i ação dos qua te rn iões . 
O capitulo VII versa sobre o estudo das cónicas. 
O capitulo VlII é consagrado ao es tudo das equações do p r i -

meiro grão, e á appl icação dos resul tados achados a a lgumas 
equações de uso f requente na Mecanica racional e na Physica 
mathematica. 

Os capítulos IX, X e XI são consagrados a applicaçôes da 
theoria dos quaterniões á theoria das l inhas e das superfícies; 05 
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capí tu los X I I , XIII e XIV7 são consagrados ás appl icaçôes da 
mesma dout r ina á Mecanica e á Physica m a t h e m a t i e a . 

F i n a l m e n t e o capi tu lo XV con tém um resumo his tor ico do 
a s sumpto . 

Pe la rap ida noticia que vimos de d a r vê-se q u a n t o é completo 
e r ico em appl icaçôes o bel lo livro do sr. V. Ba lb in . 

P. Stroobant. — Etude sur Ie satellite énigmatique da Venus (.We-
moires de VAcadémie des Sciences de fíelgique, 1887). 

R e f e r e - s e o p r e sen t e t r aba lho ao as t ro q u e a lguns observa-
do re s t ê e m visto no te lescopio ao lado de Vénus . Depo i s de ex-
por as d iversas obse rvações que d ' e s t e as t ro myster ioso t è e m sido 
f e i t a s , todas an t e r io re s ao século ac tua l e s epa radas por inter-
vallos longos, o auc tor analysa as d i í fe ren tes hypo theses que têem 
sido propos tas pa ra expl ica r es tas appar i ções , concluindo d'este 
e x a m e que es tas h y p o t h e s e s não podem resolver a difficuldade. 
Em seguida ap resen ta uma nova hypo these , que consis te em que 
o p re t end ido sa te l l i te de Venus não é ou t ra cousa que uma es-
t re i ta que a p p a r e c e no c a m p o do oculo ao lado de Vénus . Para 
jus t i f icar e s te modo de vêr d e t e r m i n a es ta es t re l la em sete das 
obse rvações menc ionadas , t endo o cuidado de se r e fe r i r primeiro 
a obse rvações que fez no Obse rva tó r io de Bruxe l l as , para tirar 
a duvida que pôde haver de que es t re l las de p e q u e n o bri lho sejam 
visíveis no campo do oculo ao lado de Vénus . 

O s r . S t r o o b a n t junc tou ao seu t r aba lho os t ex to s de todas as 
observações que t êem sido fe i t as do p r e t e n d i d o sa te l l i te de Vénus, 
escr ip tos na l íngua or iginal . 

Ginn [ nria. — Il passato e il presente delle principali teorie geo-
melriche (Memorie delia Aecademia delle Scienze di Torino, 
t . x x x v m ) . 

Reve la p ro funda e rud ição es te t r a b a l h o do i l lustre p r o f e s s o r 
de G e o m e t r i a na Un ive r s idade de Génova. 

O auc to r teve em vista p r inc ipa lmen te t r a c t a r da historia da 
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Geometria m o d e r n a ; mas em vir tude da impossibilidade que lia 
de estudar um ramo qualquer de historia a par t i r de uma epocha 
determinada sem se re fe r i r aos acontecimentos anter iores , p r in -
cipia por dizer r a p i d a m e n t e de que modo a Geometr ia chegou 
ao estado a par t i r do qual se propõe seguil-a d e t i d a m e n t e . 

N'esta pr imeira pa r te o auctor re fe re - se á or igem da Geo-
metria no Egyp to , ao seu desenvolvimento na Grécia , ao nasci-
mento da Geometr ia analyt ica, ao renascimento da Geometr ia 
synthetica nas mãos de Monge, Carnot , Poncele t , e tc . 

Entrando em seguida no ponto de que p re t ende occupar-se , 
divide a exposição em varias par tes , principiando pela theoria 
das curvas planas e das superfícies, em seguida das curvas no e s -
paço, passando depois a descrever a or igem e o desenvolvimento 
da doutrina das t ransformações geometr icas , a Geometr ia da r e -
cta, a Geometr ia não eucl ideana, e t e rminando pela Geometr ia 
a /t dimensões. 

A exposição da historia d 'es tes assumptos geoinetr icos indo 
até aos tempos mais recentes , a bella memor ia do sr. Gino Loria 
dá uma idéa completa do es tado actual da Geomet r i a , o que lhe 
dá um interesse considerável . 

C. Ie Paige. — Rene-François de Sluse (Ciel et Terre, 2 . e série, 
t . ii, 1 8 8 7 ) . 

No volume VII d ' es te jornal deu-se (pag. 16) noticia de um 
trabalho do sr. Pa ige relativo a René-Franço i s de Sluse, g e o -
metra belga que llorcceu no século 17.° 

No presente t rabalho o sr. Paige analysa os t rabalhos m a t h e -
maticos do eminente sábio belga, para da r noticia dos resul tados 
por elle obtidos a respei to dos assumptos seguintes : q u a d r a t u r a 
de certas curvas; cuba tura de volumes; indagação de centros de 
gravidade; geometr ia car tes iana e applicaçôes especiaes á con-
strucção das raizes das equações ; determinação das t angen tes , 
dos pontos de inflexão e dos máximos e minimos. 

O trabalho do sr. Paige offerece muito interesse, por se r e -
ferir a um dos geómet ras que p repa ra ram a descober ta do Ca l -
culo infinitesimal. 
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C. Ie Paige.— Sur Ies homograpliies dans Ie plan (.Bullelins de 
VAcademie de Belgique, 1886). 

Depo i s de t e r , em um t r aba lho an t e r io r , def inido o que se deve 
e n t e n d e r por involuçôes e h o m o g r a p h i a s nos espaços l ineares a 
um n u m e r o qua lque r de d imensões , pr inc ip ia no p r e s e n t e traba-
balho o e s t u d o d ' e s t e s e l emen tos . 

Alfonso dei Re. — Nuova conslruzione delia superfície dei quint' 
ordine dotala di curva doppia dei quint' ordine (Rendiconti delia 
Accademia di Napoli, 1866). 

N ' e s t a m e m o r i a o auc tor a p r e s e n t a pela pr imeira vez um meio 
g e r a l de g e r a r as superf íc ies de 5 . a o r d e m , d o t a d a s de curvas du-
plas de 5 . 8 o r d e m com um ponto t r ip lo . 

F. Gerbaldi. — Sulla realità dei punti e delle langenti comuni a due 
coniche (Rendiconti dei Circolo Matemalico di Palermo, t. i). 

N ' e s t e a r t i go o auc tor a p r e s e n t a cr i tér ios analyt icos para re-
conhece r , sem passar pela resolução de uma equação do terceiro 
g ráo , o n u m e r o de pon tos r eae s em que duas cónicas se cortam 
e o n u m e r o de t a n g e n t e s r e a e s communs . 

George Paxton Young. — Forms, Necessary and Sufficient, of lhe 
Roots of Pure Uni-Serial Abelian Équations (American Journal 
of Mathematics, t. i x ) . 

U m a e q u a ç ã o abe l i ana é chamada pelo sr . Y o u n g uni-serial 
quando as ra izes f o r m a m uma única ser ie c i rcular , e é chamada 
equação abe l iana pura quando cada raiz é funeção racional das 
o u t r a s . O ob jec to da memor ia p r eceden te é p rocu ra r as formas 
das ra izes d ' e s t a s equações . 

Pr inc ip ia o auc to r po r e s t a b e l e c e r o c r i t é r io para r e c o n h e c e r 
quando uma equação abel iana 6 uni-serial e pura, e em s e g u i d a 
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deduz as fórmas das raizes d ' e s tas equações : 1 q u a n d o ellas são 
do primeiro gráo , 2.° quando s&o do quar to gráo, 3.° quando o 
gráo é o producto de números primos distinctos, e tc . 

Os resul tados obtidos n 'es ta memor ia impor tante são novos, 
assim como os methodos empregados , ainda que fundados em 
princípios estabelecidos por Abel . 

Já por varias vezes temos dado noticia n 'es te jornal de t r a -
balhos devidos ao sr. Young relativos á theoria difficil da reso-
lução algébrica das equações. A es te respei to ainda p romet t e o 
auctor, em carta que nos fez a honra de nos escrever , ap resen ta r 
brevemente um methodo directo e definitivo para achar as raizes 
daquel las equações do 5.° gráo com coefficientes commensuraveis , 
que são resolúveis a lgebr icamente . 

M. d'Ocagne. — Sur la relation entre Ies rayons de courbure de 
deux courbes polaires reciproques (.Annales de VEcole Normale 
Supérieure, 1881). 

Les coordonées cycliques (Mathesis, t. v n ) . 
Sur Ies courbes algébriques de degré quelconque (Journal de 

Malhématiques spéciales, 1887). 

E. Cesaro. — Sull' uso deli' integrazione in alcune questioni d'Arit-
mética (Rendiconti dei Circolo Matematico di Palermo, t. i) . 

Intorno ad una ricerca di limiti (Item). 
Intorno ad una questioni di probabilità (item). 
Sul moto d'un ponto sollecitato verso una retta (Item). 

M. Lerch. — Addition au mémoire presente dans la séance du 15 
octobre 1886 (Comptes rendus de la Société des Sciences de 
Boheme, 1887). 

l le fere-se o auctor á memoria de que se deu noticia na pag. 2 7 . 
Apresenta novos casos em que a funcção considerada na pr imeira 
memoria (vid. pag. 27) não tem der ivada . 
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M. Lerch. — Demonstration de la formule fondamentale dans la 
transformation linéaire de la Iranscendante elliplique O1 (u | r) 
(Comptes rendus de la Societé des Sciences de Boheme, 1887). 

E. B. Guccia. — Sui sislemi Uneari di superfície algebriche dotati 
di singolarilà base qualunque (Rendiconti dei Circolo Matemá-
tico di Palermo, t. i ) . 

A. dei Re. — Alcune proprietà geomelriche che potrebbero essere 
utili nella teórica dei sislemi di raggi luminosi (Rendiconti dei 
Circolo Malhemalito di Palermo, t. J). 

Sulla congruenza (6, 2) delle retle che uniscono Ie coppie di 
punli omologhi di due quadriche che si corrispondono in una 
determinata omografia non assiale nè omoloyica dello spazio 
(liem). 

Su certi luoghi che s inconlrano nello studio di Ire forme 
geometriche fondamentali di 2." specie projecttivamente riferile 
dua a due (Jtem). 

C. Ie Paige. — Recherches sur Ie pentaèdre (Bulletins de VAcadémit 
des Sciences de Belgique, 1887). 

F. Engel. — Kleinere Beitrâge zu Gruppentheorie (Kõnigl. Sáehs. 
Gesellschaft der Wissenschaflen, 1887). 

L. Kronecker. — Ueber den Zahlbegriff (Journal fur die reine und 
angewandle Malhematik, t. 101) . 

G. T. 
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REMARQUES SUR LA THÉORIE DES SÉRIES 
(Estra i t <i'une lettre adressée à F. Gomes Teixeira) 

P A E 

A. GUTZMEU 

(à Berli n) 

Je prends Ia l iber té de vous c o m m u n i q u e r que lques r e m a r q u e s 
sur deux sér ies r e g a r d é e s 1'une pa r G. Ki rchhof f et 1 'autre pa r 
Mr. Cesaro. D a n s un a r t ic le in t i tu l é : «Zur Theo r i e d e r G le i ch -
gewiehtsver te i lung der E lec t r i c i t a t a u f z w e i le i tenden Kuge lnn (*) , 
Ie p remie r a fai t u sage de la s é r i e : 

1 — X 1 - X Z 1 — XZI 1 — XZN 

ou Ies quan t i t é s x, y, z sont supposées < 1. P a r des moyens p a r -
faitement é l é m e n t a i r e s c e t t e s é r i e y est t r a n s f o r m é e dans une 
aut re : 

|B> 

, 1 — xyz1 , 1 — xyz-n 

( T - ^ a ) ( i - ^ ) V ( 1 -yz")' xn^2" 
i » 

qui converge beaucoup plus r a p i d e m e n t q u e la série ( A ) . 

(*) Sitznugsberichte der Kõnigl. Preuss. Akademie des Wissenschaften 
zu Berlin vom 12 november 1885, pp. 1007-1013. 

6 
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Je me propose cTabord de faire voir que ce t t e t ransformat ion 
est con t enue c o m m e cas spécial dans une t r ans fo rma t ion g é n é n l e 
de la sér ie 

I i - c f ) [ l - q-+l) ( 1 - ¢ ) ( 1 - ^ 1 ) 

( 1 - , ) ( 1 - ^ ( 1 - ^ ) ( 1 - ^ 1 ) l ••• 

don t la Ioi géné ra l e est é v i d e n t e ; en posant 

ç« = a , qV = b, (f = c, = 

elle p r e n d la f o r m e 

(C) 

(1 — a) (1 — ay) (1 — 6) (1 — bq) 

( i - ? ) ( i - í 8 ) 0 - ® í ( i - « ? ) " " 
-X —! ~x I c u - - i x — í 

Ces sé r ies (B) et (C) sont dues à H e i n e (*) e fo rment une 
généra l i sa í ion de Ia s é r i e h y p e r g é o m é t r i q u e de Gauss . Pour Ies 
va leurs par l icu l iòres 

a = q = z, b = x, c = xz, £ = y 

nous avons 

r i < _l 1 1 — x s - L J f ] - i + J 3 5 - S f + J Z 5 i V + . - -

• 1 - Í C 
, y + . . . 

1 — a:zn 

(#) Crelle, Journal fur reine und anpewante Mathematik, vol. 32, 34; et 
Heine, IIandbuch der Kugelfunctionen, 2 éd. Berlin 1878, t. 1, p. 98. 
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d o u nous concluons 

(í) R(x,y,z) = -^—.<p[z,x,xz,z,y]. 
1 — x 

Mais pour la t r ans fo rma t ion de Ia sér ie de I í e i n e il y a Ia f o r -
mule généra le ( * ) : 

(O) 

Cet te fo rmule nous donne dans Ie cas p r é s e n t ap rès q u e l q u e s 
réductions simples 

OU 

(2) R(x,y,z) = l\(y,x,z). 

Par conséi |uent on peut c h a n g e r dans la sé r ie (A) Ies v a r i a -
bles x et y sans c h a n g e r U va leur de (A). 11 s 'ensui t qu ' i l doi t 
être possible de t r a n s f o r m e r Ia sér ie (A) dans une a u t r e , dans 
Iaquelle x et y e n t r e n t s y i n m é t r i q u e m e n t . 

Or il es t évident que 

T ? x ' x z ' z ' f ] 1 — OC 

y xyz JcyiZ* 
i — x 1 — y 1 — xz 1— Xzi 

XynZn 

1 -XZn 

1 — x y 1 r » 1 + xyz . . <p [z, xz, xzz, z , yz\. 
( l - x ) ( l - j / ) 1 — xz 

(*) L. C . , p. 106. 
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I l sui t de m ê m e 

1 T ^ i 1 - X y z i 
. <f [z, xz , XZ1 ,g,yz J = — — 

1 —xz (I — x z ) (1 —yz) 

1 
+ xyz3 . — —- . ç [z, xzs, x z 3 , z, yz 2 ] 

1 — OCZ 

1 r 9 q 9-1 1 — x y z 4 

— . ? [ z , x z 2 , x z ^ ^ ] = { i _ x z i ) { l _ y z i ) 

1 
+ Xyzti. 5- . 9 [z, x z 3 , ^ z i , z, Wz3I 

1 — XZd 

I r . , 1 —xyzin 

•. <P [z, XZn, XZn+1, z, yznj = 
1 -XZn T L J J ( I - X Z n ) ( I - I Z Z n ) 

+ x y z 2 » + 1 . * . 9 [z , XZ n + 1 , XZ"+2 , z, j /z"+ 1 ] . 
1 — XZ1 • " 

De ce sys tème d ' équa t ions on conclut f ac i l emen t 

/OX «/ x < p [ z , x , x z , z , y ] 00 1— x y z 2 n 
3 R ( x , y , z ) = — — - — — i i = 2 -.xn.ynzn'; 

9 ' I - X « = o ( l — x z n ) ( l — y z n ) 

c ' es t la série (B) de G. Kirchhoff . En e f fe t , elle es t symmétrique 
en x et y, et on ar r ivera i t év idemmen t au m ê m e résul ta t en sor-
t an t de 1'autre série en (2) . La m é t h o d e avec IaqueIle nous avons 
t rouvé c e t t e fo rme symmét r ique (3) est essent ie l lement la même 
que celle employée pa r G. Kirchhoff . 

On se convaincra de m ê m e que c e t t e sér ie converge beaucoup 
plus r a p i d e m e n t q u e (A). Mais il v a un point dans 1'équation (3) 
qui me semble d igne d ' ê t r e observé et qui ne vient pas au jour 
dans la t ransformat ion employée dans 1'article de G. Kirchhoff. 
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Il ne semble pas possible de représen te r Ia sér ie , que nous avons 
obtenue sans aucun c h a n g e m e n t de variables, pa r Ia sér ie de 
Ileine, parce que 1'exposant de Zn'1 crolt d ' ap rè s une a u t r e Ioi 
que celui de £ dans la série H e i n é e n n e ; de sorte que nous avons 
Ie fait in téressant qu 'une sér ie He inéenne peut ê t r e t r ans fo rmée 
dans une aut re qui n ' e s t plus r ep ré sen t ab l e par une te l le sér ie . 

Pe rmet t ez -moi , Monsieur , d ' a jou te r à ces r e m a r q u e s encore 
quelques mots sur la sér ie 

00 30 XZn 

d'oú Mr. Cesaro a t iré des «Conséquenres a r i t h m é t i q u e s » (*) et 
que je ne coimais que par votre r appor t dans Ie « J a h r b u c h iiber 
die For tschr i t te de r Ma lhema t ik , J a h r g a n g 1 8 8 5 » , car m a l h e u -
reusement je n'ai pas Iu ce numéro de votre journa l . Vous voyez 
que ce t te série est t rês semblable à celle r e g a r d é e par G. K i r c h -
hoff, et en effet il est possible de la t r ans former de la m ê m e 
méthode. Car il s u i t : 

2M« : 
XZ ^ XZi ^ XZi 

1 — XZ 1 — XZ4 1 — XZ^ 

XZ l 1— XZ i—XZ 1 -XZ 
1 + - ã z + -—-—-Zi + -T-8

 r zs + .. . 
I-XZ I 1 — XZi 1 — XZs 1 — XZ1 

Mais la série en t re Ies crochets peu t ê t r e r ep ré sen t ée par une 
série He inéenne , de sor te qu'il vient 

(5) ^un =-J^-.^[Z1XZfXZ1
tZtZ]. 

1 —xz 

En profitant de 1'équation (D), nous t rouverons 

- , 0 0 ( 1 - 2 - + 2 ) ( 1 - ^ + 1 ) 

(#) Votre j o u r n a l , v n , pp. 3 - 6 . 
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Mais c o m m e z < 1 , nous avons 

( l _ z H - 2 ) ( l - a a M - l ) 

= Iim 
1 — xz 1 — z"+9 1 — xz 

1 — Z ' 1 - X Z * + 2 1 —Z 

e t pa r sui te 
J 

<p \z, XZ, XZi, z, zl = . 9 f z , Z, Z8, z , x z ] L 1 —Z 

e t avec c e t t e re la t ion (5) devient 

XZ 
(6) 2w„ = | — - ( p L z , z , z a , z , x z j 

ou , en déve loppan t , 

S u n = 
XZ 

T—z 
1 + —^ . XZ + — 4 ( í c z ) 2 + . . . + i - J L ( ^ ) n - l + ... 

1 - Z S 1 - Z 3 V ' 1 —Zn ' 

1 —Z 1 — Z I - Z 3 1 — z " 

(xz)n 

ce qui nous donne la re la t ion in t é r e s san te 

» =° xz» 30 (xz) n 

(7) 2 u n = 2 - r = 2 V ' 
1 1 1 — XZn

 n = t 1 — Zn 

re la t ion qui est vérif iée i m m é d i a t e m e n t p o u r x = i . E n écrivant 
la sér ie (7) sous la f o r m e 

3 0 ( x z ) " - ' ( xz ) ' 
XZ . 2 — r = XZ 2 "7 — 

1 1 — Z . Zn 1 o 1 — Z . Zv 

on voit qu 'e l le est un cas par t icu l ie r de la sér ie (A) de G. Kirch-
hoíT. 
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Par sui te il est possible de la t rans former dans une au t re série 
de la forme (B) ou (3) . Il faut donc que nous ayons 1'équation 

* (xz)n *> I - X - Z 2 C ' + 1 ) , .„ , 
SMn = 2 A - J - = XZ 2 y. X i r - ; . X' . z ' ( ' + 2 ) 
1 1 1— Zn V=O (1 —Z"+1) (1 —XZ*+1) 

OU 

1 — X • Z2 (*+1) M V ,, _ >• 7T/+1 z»2+2<+l 

n=l , = 0 (1 — 2 ' + 1 ) (1 — XZ'+1) ' 

ou enfin 
30 » | g. gifl 

(8) 2 un = 2 . x* . zV-\ 
W n = l , ,=1 ( I - Z f i ) ( I - X Z i t ) 

D ' au t r e par t vous voyez, Monsieur, que déjà la série (4) est 
un cas spérial de la série (A)1 pour laquelle on a y = z. 

En appl iqnant la formule (3) à ce cas, nous aurons 

2m„ = X 2 — 
1 1 1 

0 0 1 — x . z 2 " + 1 

= X 1 
XZn

 n = 0 (1 — XZn) (1 — Z n + 1 ) 
Xn. Zn ("+1J-

X 

T ^ x 

ou Ie second te rme à droi te est a jouté à cause de la différence 
dans la sommation des séries (A) et (4) ; ce t te équat ion s 'écri t 
immédiatement 

" Zn * 1 - XZ2"+1 

2 = 2 Xn Z nI n+ 1) 
o 1 — xz" o ( l - X Z n ) ( l — Z n + 1 ) 

Beaucoup d ' au t r e s formes pourra ient é t re ob tenues encore , en 
profitant des relat ions (2) , ( 3 ) et (7) , mais il suffit d 'avoir donné 
quelques unes de ces formes ; c 'es t pourquoi je n'y insiste plus. 

Voilà Ies r e m a r q u e s que je me suis proposé de vous c o m m u -
niquer. Vous voyez encore que la série (8) peu t s 'obtenir au 
moyen de Ia série (3) en y posant y= 1 et en commençant la 
sommation dès Ia valeur n= 1 . Tou te s Ies t ransformat ions faites 
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dans ces lignes peuvent ê t r e considérés comme des identités, car 
nous n'avons fait ni des subst i tut ions d ' au t r e s variables ni des 
restr ic t ions, de sorte que Ies t rans formées doivent ê t r e conver-
gentes pour Ies mêmes valears que Ies séries originales. 

Berlin, Ie I S j a n v i e r 1 8 8 8 . 
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EXTRACTOS DAS PUBLICAÇÕES RECENTES 

I 

Inversão das derivações 

Para demons t r a r o t h e o r e m a impor t an t e da inversão das d e r i -
vações é necessár io impór condições á funcção f ( x , y ) ; por isso 
é necessário depois , quando se par t icular isa a funcção, verificar 
se estas condições t êem logar. P a r a evi tar em cada caso es ta ver i -
f icação, o sr. P. Mansion d e m o n s t r a d i r e c t a m e n t e es te t h e o r e m a 
para o caso das funcções e l e m e n t a r e s , do modo q u e vamos e x p ô r . 

beja u = t(x,y) e d e m o n s t r e m o s q u e é — = - — — . 
dxdy dy dx 

I. O t heo rema é verdade i ro se u é funcção só de x (ou só de 
(fàil Õj^UL y); porque , nestes casos, é ——r- = 0, — = 0. 

dx dy dy dx 
II. O t heo rema é ve rdade i ro para u = f ( v ) , se fôr ve rdade i ro 

d^v d^v para a funcção v, isto é, se fôr = . Com effe i to , 
dx dy dy dx 

temos 
du dv 

•f M j T dx dx 

d u 

dy dy 

„„ , ^ dv dv , . . dhi 
' / " W T T T T + / 7 ^ ) -dxdy dx dy dxdy 

,„ . . dv dv , . . d^v 

dy dx dy dx dy dx' 

e os segundos m e m b r o s das duas u l t imas e g u a l d a d e s são e g u a e s . 
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III. O theorema é verdadeiro para a funcção 

M = V + W — t 

se fôr verdadeiro para v, to e t. Com effeito, temos 

(IiU _ d*v + dhv d*t 

dx dy dx dy dx dy dx dy 

d*v ^ (Pie d*t dhi 

dy dx dy dx dy dx dy dx 

IV. O theo rema é verdadeiro para vw, vio~', vw, se fôr ver-
dadei ro para r, te, como se demonst ra de um modo analogo ao 
empregado no caso an te r ior . 

P o r meio de reducções successivas aos casos anter iores esta-
be lece-se o theorema para uma funcç3o e lementa r qualquer. Por 
exemplo , para a funcçào 

y = (u 4- r ) u" 

põe-se 
y = st, s = u + t>, l = uv. 

Se o theorema é verdadeiro para u e v t ambém é verdadeiro 
para t (4.° caso), para s (3 ." caso), e por tan to para y (4.° caso). 

[P. Mansion: Resume du Cours d'Analyse infinitesimal, Gand, 
1881). 

II 

Sobre o limite da expressão 1 

Este limite impor t an te na theoria e lementar dos logarithmos, 
quando q > 1, é achado pelo sr. Escary de um modo muito sim-
ples, por meio da ident idade 

xm — am 
Qfr Q 

xm~x + axm—- + . ., + am~- x + a"1-1 
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Com effei to, pondo 

m =p, x=Vq, a = 1 

vem 

> r 1
 1 

^gP-' + \fqP~* + . . . + Vq +• l' 

Por ser y /qV— n > í quando n <p, o segundo m e m b r o d ' es ta 
egualdade tende para zero quando p t ende para o infinito: logo 

Vq tende para a unidade . 

[.Escary: Sur la limite de 1'expression vq — 1 (Journal de Vui-
bert, t. 12) ] . 

III 

Theorema sobre determinantes 

Mostrou Cauchy que o de t e rminan te 

1 1 . . . 1 

tl í2 ••• h 

J 1 " - ! <2«-1 . . . í n n - l 

Yl (Yi | ^ 

é egual ao producto das —- differenças das n quant idades 

h, tit tn. 
Este theorema foi general isado por Borcha rd t , que mostrou 

que o de t e rminan te cuja linha de ordem h è 

<íh{h), 2). • • • » <P h(tn), 
onde é 

H (í) = + a M _ , < " - ' + . . . + A M , 



9 2 JORNAL DE SCIENCIAS 

é egual ao producto das diíferenças das n quantidades 
Já 

t\, ta, . . ., tn. 
Es te theorema vem de ser demonst rado pelo sr. Marcolongo 

de um modo muito simples. 
Com effeito, se sub t rah i rmos a pr imeira columna de cada uma 

das seguintes vem um novo de t e rminan te de ordem n—l onde 
não en t ram as constantes Ag.i , A3,i, . . . , A n , ) . Logo o determi-
nan te proposto não deve mudar quando n'elle se põe A 2 , i = 0, 
A3,i = 0, A n , i = 0. Desenvolvendo este de terminante se-
gundo os e lementos da pr imeira linha ob tem-se n determinantes 
de ordem n— 1, e da mesma fórma que o anter ior . 

Appl icando-Ihes por tan to o mesmo raciocinicr demonstra-se 
que estes de te rminantes são independentes de A r j i l e portanto o 
de t e rminan te proposto não se al tera quando se põe A f j 5 = O. 
Logo é egual ao de t e rminan te de Cauchv. 

[R. Marculongo: Generalizzazione di un teorema sui determi-
nanti (Jornal de Battaglini, t. x x v ) ] . 

IV 

Theoremas de Arithmetica 

Devem-se ao sr . Lugli os theoremas in teressantes seguintes, 
que nos l imi taremos a enunc ia r : 

1.° Pa ra que um numero da fórma 1 OP — 1 seja divisível por 
out ro da fórma IOi — 1, é necessário e sufficiente que p seja múl-
tiplo de q. 

. 1 
2.° Convertendo em dizima uma fracção o rd inana —, cujo 

P 
denominador é primo, o periodo terá ou p— 1 algarismos ou um 
n u m e r o de a lgar ismos sub-mult iplo de p — 1 . 

3.° Se o numero de algarismos do periodo d 'uma fracção sim-
ples, que tem por denominador um numero pr imo p, é par e 
egual a 21, o resto de ordem t da divisão do numerador pelo de-
nominador será egual ao denominador diminuído d 'uma unidade. 
A reciproca d esta proposição é verdadei ra . 
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4.° Se á fracção —• corresponde um período de s a lgarismos, 

a qualquer outra fracção irreductivel de egual denominador cor -
responderá um per íodo de egual numero de algarismos. 

5.° Se á fracção —, onde p é um numero pr imo diverso de 
P 

2 e 5, corresponde um período de p — 1 algarismos, á fracção 

— corresponderá um periodo formado dos mesmos algarismos. 
P 1 

6." Se o denominador p de uma fracção — é o producto de 
P 

dois números pj e p%, e os números dos algarismos dos períodos 
, , 1 - 1 1 
das tracções —, —, — são respect ivamente s, sj, s% e p\ é d i -

p Pl Pi 
verso de s é o menor múltiplo commum de Sj e 

[4. Lugli: Sulle frazioni decimali periodiehe (Periodico di Ma-
temadea de D. Besso, t. n ) ] . 

V 

Sobre a corda focal da parabola 

Devem-se ao sr. Graves as seguintes propr iedades in te ressan-
tes da parabola, dadas sem demonst ração nos Annals of Mathe-
maties. 

1." Sendo S o fóco da parabola e PSP ' uma corda focal, a 
tangente e a normal em P' encontram o d iâmet ro que passa por 
P em dois pontos M e N taes que PM = PN = P P ' ; uma p rop r i e -
dade analoga tem logar para o ponto P, e temos P M ' = P N ' = P P ' . 
IJ aqui conclue-se um meio de t r aça r as normas e as t angen t e s 
á parabola nos pontos P e P ' , construindo os para l le logrammos 
« M e P P N ' N ; a s diagonaes d 'es tes para l le logrammos são a s 
tangentes e normaes pedidas . 

2." Cada uma d 'es tas normaes devide a out ra na razão de 1 
para 3. 

3." A corda que juncta as ex t remidades das cordas n o r m a e s 
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em P e P' é parallela a PP ' e t res vezes ma io r ; e a recta per-
pendicular a P P ' no ponto S, e terminada por esta parallela e 
pelo pólo de PP ' , é dividida por S na razão de 1 : 4 . O logar 
geometr ico da intersecção d 'es ta perpendicular com a parallela é 
uma rec ta , e a envolvente das ponçôes da parallela é uma para-
bola , que tem o mesmo fóco que a parabola dada e que a corta 
o r thogona lmente . 

[Graues: On lhe focal chord of a parabola (Annals of Malhe-
malics, t. 3)] . 

V) 

Sobre uma propriedade da esphera 

Deve-se ao sr. Maur ice d 'Ocagne a seguinte propr iedade in-
t e ressan te da e s p h e r a : 

Existe uma relação linear entre as distancias de m pontos quaes-
quer do espaço (m sendo pelo menos egual a 4) aos planos tan-
gentes a uma esphera qualquer. 

Eis como este illustre gcometra a demons t ra . 
Se o plano 

A x + B y + C z + 1 = O 

é t angen te á esphera 

a>» + y« + * « - R * 

te remos 

^A i + Bs + C 4 

e a distancia & de um ponto qualquer do espaço Pi («<, Pi, y;) a 

es te plano tangente será por tanto 

3 i = R ( A a i + B p i + C T i + i ) . 
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Tomando no espaço m pontos P j 1 Pg, . . ., Pm e chamando 
•), . \m pa râmet ros inde terminados , vem 

I l i O i = R (A2AÍ«Í B s x i S i + C SXiy i + 2>i) , 

onde os signaes 2 se r e f e r em aos valores 1, 2, 3, . . ., m de i. 
Mas, quando m é pelo menos egual a 4, póde-se dispor dos p a r â -
metros Xj de modo que seja 

SXiCti = O, SXiiSi = O, SXiYi = 0, 

e portanto póde-se sempre considerar o centro da esphera como 
o barycentro dos m pontos P 1 , Pg, • • Pm afTeclados de certos 
coefficientes Xj, Xg1 . . ., Xm. Vem, pois, chamando k a somma 
d'estes coefficientes, 

IliHi = Ic R, 

que é o que se queria demons t ra r . 
Este theorema é verdade i ro t ambém no caso de ser m = 3, 

quando o plano de te rminado pelos tres pontos passa pelo cent ro 
da esphera. 

O theorema reciproco do p receden le é t a m b é m verdadei ro . 
Deve-se ainda ao sr. d 'Ocagne a ex tensão do theorema p r e -

cedente ás superfícies quaesquer . 

\M. d'Ocagne: Sur une proprieté de la sphère et son extension 
aux surfaees quelconques (Procedings of lhe London Mathematical 
Society, t . x v m ) J . 

VlI 

Passagem de Venus pelo disco do Sol em 1882 

l.° Resultado obtido pelas commissões brazileiras. A passagem 
de Vénus, que teve logar em 1 8 8 2 , foi observada por tres c o m -
missões brazi le i ras , es tabelecidas na Ilha de S. Thomaz (Antilhas), 
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em Pernambuco e em P u n t a - A r e n a s (no Es t re i to de Magalhães). 
Da combinação das observações feitas por estas t res commissões 
resul tou para valor da para l laxe equatorial horizontal do Sol, á 
distancia media á Te r r a , o numero 8 " , 8 0 8 (Revista do Observa-
tório do Rio de Janeiro, novembro de 1887). 

2.° Resultado obtido pelas commissões inglezas. A mesma pas-
sagem foi observada por commissões inglezas em Jamaica, Bar-
bados, Berrnuda , Cabo da Boa-Esperança , Madagascar , Nova-
Zelandia, e tc . A discussão de todas estas observações deu para 
limites superior e inferior da paral laxe equatorial horizontal do 
Sol, á média distancia da T e r r a , os números 8 " , 8 S 6 e 8",808. 
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OEUX REMARQUES RELATIVES AUX SÉRIES 
(Extrail d 'une Iettre adressée á F. Gomca Teixeira) 

P A B 

M . E D . W E Y R 

Profosseur à 1'Éeole Polytechnique bohême à Prague 

... J e me p e r m e t s de vous c o m m u n i q u e r deux r e m a r q u e s r e -
latives aux sér ies , qui , p e u t - ê t r e , pou r ra i en t avoir q u e l q u e in -
téròt pour Ies l ec teur s de votre j ou rna l . 

Considérons, en p r e m i e r l ieu, une sé r ie conve rgen te e t à t e r -
mes pbsitifs 

(1) 2 a,. 
V = I 

Soit q une quan t i t é posi t ive mo ind re que 1, choisie à volonté . 
Si Ion désigne pa r am un t e r m e que lconque de la sér ie , on peu t 
toujours ass igner un e n t i e r pm tel qu 'on ait 

m+pm OO 
(2) q 2 a, > 2 a». 

v=m m+pm-j-l 

En effet , la sér ie (1) é t a n t c o n v e r g e n t e , on doit avoir 

OO 
2 a, < çam, 

dès que n su rpasse un ce r ta in ent ier r. Si l 'on a r < m , on p e u t 
prendre pm = 0, et s i r> m, on peu t faire pm = r —tw, pour que 
! inégalité (2 ) soit sa t i s fa i te . 
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Posons main tenan t 

Wl-J-Om 
sm = 2 a„ et m + p m + l = mi , 

V==Wl 

mi+P», 
S m , = 2 a v , e t Wi1 + pm, + 1 — m 2 , 

V=Illl 

e t c . , e t généra lement 

n u + Pmk 

Smk = 2 a„ et tnk + pm + l = mk+i. 

On aura 

oo m—1 
(3) S a , = 2 av + sm + sm) + s„2 + . . in inf., 

V=I V=I 

et Ies s sat isferont aux inégalités 

qsm> 2 a„ qsmt> 2 a . , e tc . 
v=mi V=Bi2 

P a r là 

(„ 1 00 

Sm Sm M, 

Smi 1 " 
— < 2 a„ < <7, 
^lllj Smi ffl2 

On peut donc toujours , dans une série convergente à terraes 
positifs (1), rassembler Ies t e r m e s — à par t i r d 'un terme quel-
conque, p. e. Ie premier — de telle manière , que, dans la nou-
velle série (3) Ie r appor t de deux t e rmes consécutifs reste con-
s t a m m e n t plus pe t i t qu 'un nombre positif q< 1, choisi à volonté. 
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Cela m o n t r e qu' i l es t impossible de f o r m e r une sé r ie qui sa t is -
fasse aux condi t ions fo rmulées pa r M r . G u t z m e r dans sa n o t e 
«Sur une sér ie cons idé rée p a r M r . L e r c h » , ce j o u r n a l , vol, v i u , 
p. 36 . 

Ma seconde r e m a r q u e c o n c e r n e , plus g é n é r a l e m e n t , Ies sér ies 
à te rmes complexes . Soi t 

OO 
2 a , 
i 

une telle sé r ie , conve rgen te , mais c e p e n d a n t tel le que Ia sé r ie 
des valeurs abso lues des t e r m e s soit d i v e r g e n t e . 

Prenons une sé r ie conve rgen te à t e r m e s positifs 

2 by. 

On a, k\, . . . é t a n t que lconques , 

W1+*, 

m, 
< b 1. 

I "1¾+¾ 
2 a , 

: m-i 
K b i , e t c . , 

dès que 

m\>r\, m 2 > r 2 , e t c . , 

r i , r ^ , . . . é t a n t ce r ta ins en t i e r s . 
Si donc on chois i t pour Wi2 un en t i e r plus g rand que mj et en 

mème temps plus grand q u e r 2 ; p o u r W13 un en t i e r à Ia fois plus 
grand que tn% et que r3, e t c . , on a u r a 

m-2—1 
< 6 1 . 

my— 1 
2 a . < 6 1 . 2 a . < & 2 , e t c . , 

Dl1 Wl2 

ce qui m o n t r e que Ia sér ie 

Bl1—1 m2—1 I B l 3 - I 
2 a . + 2 a , + : 2 a v 
1 m, TDi \ 
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sera convergente . Donc , dans toute série convergente , on peut 
réuni r Ies t e rmes en g roupes de telle sorte, que Ia nouvelle série 
ainsi formée soit absolument convergente . 

P r a g u e , I e 28 janvier 1 8 8 8 . 
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NOTE SUR UN PROBLÈME D ARITHNIÉTIQUE 

PAB 

M. MAURICE D ' O C A G N E 

Voici une application d 'une formule que nous avons démont rée 
il y a quelque temps dans Ie Jornal de Seiencias Malhematicas e 
Astronómicas (t. v n , p. 127) , application que nous avons p ré -
sentée sans démonst ra t ion à 1'Académie des Sciences de Par is (*), 
à propos de deux communicat ions qui avaient é t é fai tes à c e t t e 
Académie par M. Emi le Barb ie r (**) . 

Convenons d ' abord des notat ions suivantes : 
(n 11) est un nombre exclusivement composé de n rh i f f res 1. 

Ainsi (4 11) est Ie nombre 1 1 1 1 . 
N(n) est un nombre ainsi composé : écr i re Ie nombre n, à sa 

droite n chiffres 8 consécutifs et à la droite du tout Ie chiífre 9. 
Ainsi 

N ( 1 ) - 1 8 9 

N (2) = 2 8 8 9 

N (3) = 3 8 8 8 9 

Cela posé, la formule à IaquelIe nous venons de faire allusion 
est la suivante: 

Dans la suite naturelle des nombres de 1 à N inclusivement, N 
étant composé de n chiffres, Ie nombre total des chiffres écrits est 
égal à 

n ( N + l ) - ( » | 1). 

(*) Comptes-Rendus. t. cvi, p. 190. 
(##) Ibid.. t. cv, p. 795 et 1328. 



1 0 2 JORNAL DE SCIENCIAS 

Voici main tenant quelle est Tapplication que nous avons en 
v u e : 

Déterminer, dans la suite naturelle des nombres, Ie k , e m e chijfre 
écrit. 

Remarquons d 'abord que, si dans la formule précédente on Iait 

N = I O " + 1 - 1 = 9 9 9 . . . 9 9 , 

o n t r o u v e que, dans la suite naturel le des nombres de 1 à 1 On+1 — 1 
inclusivement, il y a N (n) chiffres. 

Dès lors, si 

N (n — 2) < /t < N (n — 1), 

Ie nombre auquel appar t ien t Ie ehiffre cherché, de rang k, est 
composé de n ehiífres. Cet te double inégalité pe rme t dobtenir 
immédia temen t Ie nombre n. 

Cela posé, si N est Ie nombre auquel appar t ien t , dans Ia suite 
naturel le , Ie ehif f re cherché, on a 

» N - ( n | i ) < 4 < n ( N + l ) - ( n | l ) , 

ou 

N < í ± i s l í } S B + , . 

d'oii Ton déduit imméd ia t emen t que si Q est Ie quot ient entier 
et R Ie res te de la division de k + (» | 1) par n: 

1.° T.orsque R nestpas md, Ie cliiffre demande est Ie R i eme, a 
partir de la gaúche, du nombre Q. 

2 . " Lorsque R est nul, Ie ehiffre demande est Ie premier à droite 
du nombre Q — 1. 

Exemple. — Quel est Ie 1 2 3 4 5 6 7 8 9 i è m e ehiffre écrit? O» 
voit ici que n = 8, et on a 

1234. t S 6 7 8 9 + 1 1 1 1 1 1 11 = 1 3 4 5 6 7 9 0 0 . 
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Divisant ce de rn ie r nombre par 8, on t rouve 

Q = 1 6 8 2 0 9 8 7 , 

R = 4 . 

Le 1 2 3 4 5 6 7 8 9 i è m e chiffre écr i t dans Ia suite naturel le des 
nombres est donc Ie 4 i è i r e du nombre 16 8 2 0 9 9 7 , soit Ie chif-
fre 2 . 
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NOTE SUR L E S CONIQUES 

P A R 

M. MAURICE D'OCAGNE 

Soient ABC un tr iangle inscrit dans une conique et I un point 
variable sur ce t t e conique. Les droi tes AB et CI se coupant en 
P, AC et Bl en Q, la droite PQ passe par un point fixe. En effet, 
si Ia droi te AI coupe BC au point V, Ie triangle PVQ est auto-
polaire par rappor t à la conique; par suite, la droi te PQ passe 
par Ie pôle M de la droi te BC qui contient Ie pôle V de cette 
droi te P Q . 

Il résulte de là que si on prend sur la conique deux points I 
et I ' et que Ton construire Ies droites PQ et P 'Q ' correspondan-
tes, Ie point de rencont re M de ces droi tes est Ie pôle de BC 
par r appor t à la coniqne. 

Dès lors, on voit que si une droite PQ pivote autour d'un point 
M et rencontre Ies cótés AB et AC d'un triangle ABC respective-
ment aux points P et Q, Ie point de rencontre I des droites PC et 
QB décrit une conique circonscrite au triangle ABC et tangente en 
B et en C aux droites MB et MC. 

Ii suflit, pour s 'en assurer , de mener par Ie point M deux 
droi tes quelconques P 'Q ' et P " Q " auxquelles répondent Ies points 
I ' et I" et de considérer Ia conique déterminée par Ies cinq points 
A, B, C, I' et I ' ' . D 'après ce qui >ient d ' é t r e d i t , à chaque point I 
de ce t t e conique correspond une droi te PQ passant par Ie point M. 
En ou t re , M est Ie pôle de BC par rappor t à ce t t e conique, 
c ' e s t -à -d i re que MB et MC sont tangentes à Ia conique. 

Il es t facile d 'obteni r Ia t angente au point I. En effet, soient 
II Ie point de rencont re des droi tes MB et PC, K ceiui des droi-
tes MC et Q B . La dro i te HK coupe Ia droi te BC en un point T 
dont Ia polaire par rappor t aux droi tes MB et MC, et consé-
quemment par rappor t à Ia conique, est la droite Ml. De 1¾ ré-
sul te que TI est Ia tangente à Ia conique au point I. 
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Enfin, voyons comment Ie cen t re O de la conique est lié au 
point M. 

Si nous faisons coíncider Ie point P avec Ie point Pj si tué à 
Ia rencontre de AH et de Ia parallèle à AC menée par M, Ie 
point Q est re je té à 1'infini et Ie point Ij correspondant se trouve 
à Ia rencontre de P j C et de Ia parallèle à AC menée par B. 
Nous avons ainsi deux cordes AC et BI] de la conique, qui sont 
pnrallèles. La droi te qui joint Ieurs milieux est un d i amè t re ; mais 
cette droite passe pa r Ie point P j . Donc, Ia droite qui joint Ie 
point PJ au milieu y de AC est un diamètre. De môme pour Ia 
droite qui joint Ie milieu Ji de AB au point de rencont re Qj de 
AC et de Ia parallèle à AB menée par M. 

L' intersection de ces deux droi tes fournit Ie cen t re O. 
Si Ies droites P 1 ^ et Q^ sont parallòles la conique est une 

parabole. Pour avoir Ie Iieu des points M qui donnent des p a r a -
boles, il sufiit de r emarque r que Ie parallélisme de P iy et de Q g i 
donne 

APi x A Q 2 = A3 x Ay = Constante , 

ce qui montre que Ie Iieu cherché est une Iivperbole dont AB et 
AC Iont Ies asymptotes , et qui est t angen te à BC en son m i -
lieu. 

S i Ies droi tes P j y e t Q^ sont perpendiculaires respect ivement 
á AC et à AB, Ia conique est Ie cerele circonscrit à ABC. 

Applications 

On peut , des considérations qui p récèdent , t i rer diverses con-
striictions de coniques, moins symétr iques que celles qui résul tent 
du théorème de Pascal , mais p e u t - ê t r e plus simples, et qui m é -
liteut à cet égard d ' è t re signalées. 

OII saura, en ef iét , construire Ia conique point par point avec 
ses tangentes, e t , en ou t re ob ten i r son cent re , lorsqu'on connaitra 
trois points A, B, C de ce t t e conique et Ie point M cor respon-
dant. Nous pourrons, dès lors, envisager Ies cas suivants: 

I Construire une conique connaissant trois de ses points A1B1C 
et ks tangentes en deux d'entre eux B et C. 
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Le point M é t a n t p r éc i sémen t Ie point de r e n c o n t r e des tan-
g e n t e s don.iées, Ie p rob lème est i m m é d i a t e m e n t résolu. 

2 . ° Construire une eonique connaissant qualre de ses points A, 
B, C, 1' et la langente en l'un d'eux B. 

On t i re BI ' e t CI ' qui coupen t AC et AB en Q' e t en P ' . La 
d ro i t e P Q ' coupe la t a n g e n t e en B donnée au point M. 

3 . ° Construire une eonique connaissant cinq de ses points A, B, 
C, I ' , I " . 

On d é t e r m i n e Ies d ro i t e s P Q ' e t P"Q ' ' r é p o n d a n t aux points 
I ' e t I " . Le point de r e n c o n t r e de ces deux dro i tes est Ie point M. 

4 . ° Construire une eonique connaissant trois de ses points A, 
l i , C eí son centre O. 

On jo in t Ie c e n t r e O a u x mil ieux 3 et y de AB et de AC. La 
d r o i t e Oi coupe AC au point Q 2 ; Oy coupe AB au point P j . La 
paral lè le à AB m e n é e pai' Q2 et Ia paral lè le à AC m e n é e par Pj 
se coupen t au point M. 

Transformation des courbes 

Ce mode de géné ra t ion des coniques , au moyen d un triangle 
et d une d ro i t e p ivotant a u t o u r d 'un point fixe, fait na i t r e l'idée 
d 'une t r a n s f o r m a t i o n g é n é r a l e des c o u r b e s ainsi dé í in ie : 

Etant donné un triangle ABC, on mène à une courbe quelcon-
que r une tangente qui coupe AB en P et AC en Q. Les droites 
PC et BQ se coupent en un point I. Lorsquon fait varier la tan-
gente PQ à la courbe r, Ic point I décrit une courbe r' transformcc 
de la première. 

D a n s ce m o d e de t r a n s f o r m a t i o n , d ' ap rè s ce qui a é t é vu plus 
l iaut, <i un point M cor respond une eonique (M) circonscri te au 
t r i ang le A B C et t a n g e n t e en B et en C à MB et à MC. 

A Ia d ro i t e qui joint deux points M et M' correspond Ie qua-
t r i è m e point commun aux coniques (M) et (M') ; par su i t e , à une 
série de points en ligne dro i te co r respond un faisceau de c o n i q u e s 
c i rconscr i les à un quadr i l a t è re . 

Si nous p renons sur la c o u r b e r deux points infiniment voisins 
M et M' qui d é t e r m i n e n t la t a n g e n t e PQ en M à la courbe I\ 
Ies coniques co r r e sponden te s (M) et (M') infiniment peu diíférentes 
) 'une de T a u t r e se coupent au point I qui répond à Ia t angen te PQ-
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La courbe Iransformée r' peut donc être indifféremment considérée 
comme Ueu du point I, ou comme enveloppe de la conique (M). 11 
suit de là que si MB et MC coupent respectivement PC et QB en 
II et en K, la tangente en I ò la courbe r' passe par Ie point de 
rencontre des droites BC et 1IK. C 'es t , en effet , comine on l'a vu 
plus haut , Ia construct ion de Ia t a n g e n t e en I à Ia conique (M). 

Constructions corrélatives 
v 

En t rans formant par polaires réc iproques Ies résul ta ts p récé -
dents on obtient ceux que voici: 

É tan t donnés un tr iangle ABC et une droi te si on prend 
sur cette dro i te un point I ' quelconque et que Ies droi tes Bl et 
CI coupent respect ivement AC et AB en Q et en P, la dro i te 
PQ, ou t, enveloppe une conique inscri te dans Ie t r iangle ABC 
et qui touche AB et AC respec t ivement aux points E et F oú 
ces côtés sont coupés par la droi te 

En outre , si Ies droi tes EQ et FP se coupent en II , la droi te 
AlI passe par Ie point ou t est tangente à la conique. 

Ainsi, la droi te S pe rme t de const ru i re par t angentes et points 
une conique inscri te dans Ie tr iangle ABC, comme Ie point M 
permettait p récédemment de Iui cons t ru i re une conique circon-
scrite. 

Il suffira dès Iors de connai t re ABC et $ pour cons t ru i re Ia 
conique. Voici comment § s 'obt iendra dans dif férents cas : 

1.° Construire une conique connaissant trois tangentes AB, AC, 
BC et Ies points de contact K et F des deux premières. 

Dans ce cas EF donne immédia tement la droi te 
2.° Construire une conique connaissant quatre tangentes AB, 

AC, BC, tf et Ie point de contact E de la première. 
La tangen te t! coupant AB en P' et AC en E ' , Ies droi tes CP ' 

et BQ' donnent Ie point I' cor respondant . E I ' est Ia droi te 8. 
3.° Construire une conique connaissant cinq tangentes AB, AC, 

BC. t ' , t " . 
On dé te rmine comme p r é c é d e m m e n t Ies points I ' et I ' ' co r -

respondant à í' et à t" . La d ro i t e ,5 est celle qui jo in t ces deux 
points. 

Enfin, on peut ici encore remplacer Ia droite ^ par une courbe 
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quelconque T et en dédui re par la môrae construction une courbe 
t r ans fo rmée r ' : 

Jo ignant Ie point I de la courbe T aux points B et C, on a 
des droites qui coupent respect ivement AC et AB aux points Q 
et P. PQ enveloppe la courbe r ' - On obtient Ie point M oii PQ 
toucke r' en joigmnt Ie point A au point de rencontre II des droi-
tes EQ et F P , E et F étant Ies points ou la tangente en I ò la 
courbe r coupe respectivement AB et AC. 

Nous avons déjà obtenu ce t t e dernière propr ié té , démontrée 
alors directement (*), dans Ie cas part icul ier ou Ies points B et C 
sont re je tés à 1'infini sur AB et sur AC, et qui résul te d'une 
t ransformation homographique du précédent . 

(#) Journal de Mathématiques spéciales, 1886, p. 256. 
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J. A. Sarrasqueiro.— Tratado Elementar de Trigonometria recti-
línea, Noções de Geometria Analytica, 3." edição, Coimbra, 
1888. 

Tratado Elementar de Arithmetica, 8." edição , Coimbra, 
1887. 

Já se deu noticia da anter ior edição do pr imeiro d 'es tes livros 
no tomo v (pag. 122) . Na presente edição o auctor junc ta no 
mesmo volume a Tr igonometr ia e a par te da Geomet r ia Analy-
tica exigida pelos últimos p rogrammas para o ensino d 'es ta sc ien-
eia nos Lyceus. 

A respeito do segundo livro veja-se o que se disse das edições 
anteriores nos tomos v (pag. 122) e v i l (pag. 141 ) d 'es te jornal . 

G. de Longchamps. — Cours de Mathéinatiques spéciales.— Paris, 
1886. ' 

E e x t r e m a m e n t e recommendavel o excellente Curso de M a t h e -
maticas especiaes do sr. Longchamps , pela clareza com que está 
escripto, pelo rigor e elegancia da exposição, e por contêr as ul-
timas indagações dos geómet ras relat ivas ao assumpto de que 
tracta. 

Compôe-se de t res volumes, sendo o pr imeiro relativo á Ál-
gebra, o segundo á Geometr ia Analytica plana, o terceiro á Geo -
metria Analytica no espaço, e de um supplemento aos volumes 
anteriores. 

A Álgebra ab re por um bello capitulo relativo ás identidades, 
onde o auctor expõe alguns melhodos para verificar ou achar 
identidades, e applicaçôes in teressantes d 'es tes methodos á de -
monstração de theoremas de Ar i thmet ica e de ident idades a lgé -
bricas notáveis. 
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V e m em segu ida a theor ia das combinações , as fórmulas do 
desenvolv imento das potencias in te i ras e positivas do binomio e 
do polynomio, a d e t e r m i n a ç ã o da s omma das potencias seme-
lhan tes dos t e rmos de uma p rogres são a r i t h m e t i c a , o methodo 
pa ra a e x t r a c ç ã o das ra izes dos polynomios e a theor ia dos de-
t e r m i n a n t e s (lições 2 . a a 7 ." ) . 

N a s lições 8." e 9 ." o auc tor e x p õ e a theor i a das equações li-
neares , b a s e a n d o - s e para isso n ' u m bello e i m p o r t a n t e theorema, 
devido ao s r . R o u c h é . 

As lições 10." e í l . a r e f e r e m - s e A theor ia dos números irra-
c ionaes in t roduzidos pela cons ideração dos r ad i caes , e á theoria 
dos números imaginar ios . 

N a s lições 12. a e 13 . a occupa- se o sr . L o n g c h a m p s das equa-
ções do segundo g ráo e das equações cuja reso lução se pôde re-
duzir á de equações do segundo gráo . Deve n o t a r - s e na lição 12." 
uma d e m o n s t r a ç ã o engenhosa do t h e o r e m a de W a r i n g , que dá 
a somma das po tenc ias s eme lhan te s das ra izes de uma equação 
a lgéb r i ca , para o caso par t icu la r da equação do segundo gráo. 

Na lição I V vêem a lguns t h e o r e m a s re la t ivos á t ransformação 
das e x p r e s s õ e s i r rac ionaes n ' o u t r a s mais s imples ; na lição 15. ' 
a theor ia das de segua ldades , e nas lições 16 . a e 17 . a a theoria 
das f racções con t inuas a lgébr icas . 

N a s lições 1 8 . \ 19." e 2 0 . a vem a theor ia das funcções intei-
ras , das funcções exponenc i ae s e das funcções logar i thmicas . Deve 
n o t a r - s e r i 'este capi tulo uma d e m o n s t r a ç ã o in t e res san te do des-
envolvimento da exponencia l em sér ie . 

As lições 2 1 . " a 2 5 . " são des t inadas á indagação das derivadas 
das funcções e l e m e n t a r e s , á demons t r ação da fórmula de Taylor, 
e ás appl i rações d ' e s t a fórmula á indagação dos máx imos e mí-
n imos das funcções e á de t e rminação dos ve rdade i ros valores das 
q u a n t i d a d e s i n d e t e r m i n a d a s . 

S e g u e - s e a theor ia gera l das equações , que occupa as lições 
2 7 . a a 4 0 . a , o n d e o sr . L o n g c h a m p s e x p õ e desenvolv idamente os 
me thodos e os t h e o r e m a s clássicos relat ivos a esta pa r t e da Ál-
g e b r a . 

O volume segundo da ob ra i m p o r t a n t e do sr . L o n g c h a m p s 
c o n t é m a G e o m e t r i a analyt ica a duas d imensões . 

O p r ime i ro livro d ' e s t e volume con tém os pr inc íp ios geraes de 
G e o m e t r i a analy t ica e a sua appl icação a um g r a n d e numero de 
curvas c e l e b r e s ; em seguida o es tudo da linha r e c t a e do circulo. 
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O livro segundo contém a theor ia geral das curvas planas, 
principalmente das curvas algébricas. Ahi se de t e rminam as suas 
tangentes, as assvmptotas , os pontos singulares, os centros , d iâ -
metros, eixos. e tc . 

O livro terceiro é des t inado ao es tudo da equação geral das 
cónicas. N ' e s t e livro offerecem o maior interesse as lições 25 . " 
a 26. a , des t inadas a uma serie de t heo remas notáveis sobre as 
cónicas. 

No livro qua r to estuda o auc tor sepa radamente a ellipse, a 
hyperbole e a parabola . 

Finalmente no livro quinto vêem os processos para construir 
as curvas de t e rminadas pelas suas equações , a lgumas noções sobre 
as curvas unicursaes , e tc . 

A Geometr ia a t res dimensões é t ambém dividida em livros, 
sendo o pr imeiro dest inado aos princípios geraes e ao es tudo da 
theoria analytica do plano, da linha rec ta e da e s p h e r a ; o segundo 
ao estudo da equação geral das superfícies do segundo g ráo ; e o 
terceiro ao es tudo part icular do el l ipsoide, dos hyperboloides e 
dos paraboloides. 

No volume quar to (Supplémenl) o auctor expõe a p a r t e e le -
mentar da theoria das séries, os princípios do methodo infini te-
simal e suas applicaçôes geometr icas , os princípios fundamentaes 
de Calculo in tegra l , e finalmente as fórmulas de interpolação mais 
importantes. 

G. de Longehamps.— Sur Ie trifolium (Journal des Mathémati-
ques spéciales, 1 8 8 7 ) . 

Sur la reetification de quelques courbes remarquables (Ma-
thesis, t . v i l ) . 

Reetification des cubiques circulaires, unicursales, droites au 
moyen des intégrales elliptiques (Comptes rendus de VAcademie 
de Paris, 1 8 8 7 ) . 

Na terceira d 'es tas notas o sr . Longehamps faz vêr que toda 
a cubica circular , unicursal , r e c t a , pôde ser rectif icada por meio 
dos integraes ellipticos. 
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11. Ie Pont. — Note de Géométrie (Assoeiation française pour Va-
vancement des sciences, 1 8 8 7 ) . 

N ' e s t a no ta i n t e r e s san te o auc to r d e m o n s t r a o t h e o r e m a se-
g u i n t e e o seu co r re l a t ivo : 

É condiçSo necessar ia e sufliciente pa ra que t res g rupos de 
t r e s planos e s t e j a m associados, s egundo o modulo dois , que os 
t r e s vert ices dos t r i ed ros fo rmados por cada g r u p o es t e j am em 
linha r e c t a . 

G. Paxton Young. — SolvabIe quinlie Équations with Commen-
surable Coefjicients (American Journal of Mathematics, vol. x . 

D e u - s e no tomo v (pag. 1 2 1 ) d V s t e jo rna l not ic ia de uma 
m e m o r i a do sr . P a x t o n Y o u n g , onde es te g e o m e t r a dá o critério 
de solubi l idade das e q u a ç õ e s do quin to g ráo , e esboça um me-
thodo para es ta resolução. Em successivas memor i a s , de que se 
deu noticia no tomo vi (pag. 9 9 ) e no t omo vm (pag . 78 ) , o 
auc to r con t inua as suas indagações sobre es te d i f íc i l e impor-
t a n t e a s sumpto . Na memor i a p r e s e n t e o auc to r simplifica aquelle 
m e t h o d o e dá - lhe todos os desenvolvimentos necessár ios para o 
to rna r appl icavel , por um processo ce r to e def in ido, a todas as 
equações resolúveis do quinto g ráo com coefí icientes raeionaes. 
Em seguida applica a theor ia expos ta a uma série de vinte exem-
plos c o n v e n i e n t e m e n t e escolhidos para a to rna r c lara . 

M. Lerch. — Note sur la fonction 

(Acta Mathematica, t. 11) . 

A s o m m a p r e c e d e n t e é convergente p a r a cada valor de s, se 
a p a r t e imaginar ia de x é m a i o r do que ze ro , e não c o n v e r g e n t e 
s ó m e n t e p a r a os valores de s , cuja p a r t e real é posi t iva , quando 
x é u m a q u a n t i d a d e r ea l . 

OC giknix 
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N'esta exce l l en te m e m o r i a o auc to r faz vêr q u e a sér ie c o n -
siderada r e p r e s e n t a uma funcçSo t r a n s c e n d e n t e in te i ra de s, e 
deduz a lgumas p r o p r i e d a d e s i m p o r t a n t e s d ' e s t a funcçâo . 

M. Lerch. — Démonstration nouvelle de la propriété fondamenlale 
de lintégrale Eulérienne de première espèce (Bidletin de la So-
ciété Mathématique de France, t. x v ) . 

O auc tor dá uma d e m o n s t r a ç ã o da fórmula i m p o r t a n t e 

baseada sobre os princípios da tbeor ia das funcçôes , e s o b r e o 
theorema de Cauchv re la t ivo aos i n t eg rae s t o m a d o s e n t r e l imi tes 
imaginarios. 

A. dei Re. — Correlazioni che mutano la quartica gobba con due 
flessi nella sviluppabile dei suoi piani bitangenti (Rendiconti delia 
R. Accademia di Napoli, 1 8 8 7 ) . 

E. Cesaro. — Sur l analyse barycentrique des courbes (Annali di 
Matematica pura ed applicata, s e r i e 2 ." , t. x v ) . 

N 'es ta m e m o r i a i m p o r t a n t e o auc to r pr incipia por a p r e s e n t a r 
as fórmulas f u n d a m e n t a e s da G e o m e t r i a in t r inseca , para as app l i -
car â analvse ba rycen t r i ca das curvas no espaço com n d imensões . 

E. Cesaro. — Sui concetti di limite e di continuità (Rendiconti delia 
R. Accademia dei Lincei, 1 8 8 8 ) . 

- Formols relative al moto d'un ponto (Item). 

6 
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G. B. Guccia. — Théorème sur Ies points singuliers des surfaces 
algêhriques (Comptes rendus de TAeadémie des Sciences de Pa-
ris, 1 8 8 7 ) . 

V. Jamet. — Essai d'une nouvelle théorie élémentaire des Ioga-
rithmes. — Par i s , 1 8 8 8 . 

O auc to r e x p õ e de um modo simples a p a r t e e l e m e n t a r da 
theor ia dos logar i thmos . P r inc ip ia por d e m o n s t r a r que a expres-
são n(V7a— 1) t e n d e pa ra um limite q u a n d o n t e n d e para o in-
f ini to, e t oma e s t e l imi te para def inição de l oga r i t hmo neperiano 
de n u m e r o a . I ) ' e s t a def in ição deduz d e p o i s as p rop r i edades prin-
c ipaes dos l oga r i t hmos . 

Edouard Weyr. — Sur la réalisation des systèmes associatifs de 
quantités complexes à Taide des matrices (Bidletin de la Société 
R. hohême des Sciences à Prague, 1 8 8 7 ) . 

R e f e r e - s e a p re sen te nota á theor ia dos n ú m e r o s complexos 
fo rmados de um n u m e r o q u a l q u e r de un idades independentes . 
D ' e s t e bello a s sumpto se occupou a inda ha pouco o auc tor n'uma 
sabia m e m o r i a , publ icada no Bulletin des Sciences Mathématiques 
( 1 8 8 7 ) . No p r e s e n t e t r aba lho d e m o n s t r a que um sys tema de quan-
t idades c o m p l e x a s , f o r m a d a s de n un idades p r inc ipaes e de mul-
t ipl icação associa t iva , p ô d e ser r ea l i sado subs t i tu indo ás n uni-
d a d e s m a t r i z e s c o n v e n i e n t e m e n t e escolhidas . É uma g e n e r a l i s a ç ã o 
do q u e acon tece com o sys tema dos q u a t e r n i õ e s de Hamilton, 
q u e pôde ser rea l i sado t o m a n d o para as q u a t r o un idades matrizes 
d e s e g u n d a o r d e m . 

M. d'Oeagne. — Les coordonées parallèles de points (Nouvelles An-
nales de Mathématiques, 3 . " sér ie , t. v i ) . 

O a r t igo de que vamos da r noticia é cont inuação da bella me-
mor ia do m e s m o auc to r , de que se deu noticia no tomo vi (pa-
gina 3 0 ) d ' e s t e j o rna l . No sys tema de coordenadas paral lelas re-
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fere-se cada ponto dado a dois pontos fixos, pelos quaes se fazem 
passar dois e ixos parallelos. T raçando pelos pontos fixos e pelo 
ponto dado duas rectas , de t e rmina - se sobre os eixos dois s e -

1 1 
craentos u e v, e a — e — chama o sr. d 'Ocagne coordenadas 

u v 
parallelas do ponto dado. 

Mostra em seguida que as equações de uma curva em coorde -
nadas parallelas de pontos e em coordenadas car tes ianas são do 
mesmo gráo, e passa ao es tudo das equações da linha recta e das 
cónicas re fe r idas ás coordenadas cons ideradas , t e rminando pela 
applicação do principio da dual idade por meio das coordenadas 
parallelas de pontos. 

M. d'Ocagne. — Quelques propriétés du triangle (Mathesis, t. v i ) . 
G. T . 
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EXTRACTOS DAS PUBLICAÇÕES RECENTES 

I 

Sobre a convergência das series 

A condição Iim n u n = X, onde X é differente de zero, é con-
OO 

diçSo necessaria para a convergência da serie 2 « n , visto que, se 
1 

a ser ie é convergente e n u „ tende para um limite, es te limite é 
differente de zero. E s t a proposição é demons t rada pelo sr. E. 
Cesaro da maneira s egu in t e : 

Se an t ende para um limite quando n t ende para o infinito, 
t emos 

— (ai + a 2 + . . . + a„) — lim a„, 
n 

por tan to 
1 lim — («i + 2M2 + . . . + nu„) = X. 
n ' 

Por ou t ra pa r t e , t emos 

« 1 + 2 m j + . . . «M„ = S i + 2 ( S 2 - S i ) + . . . + H ( S n - S n - I ) 

= (n + 1) S n — (Si + S 2 + . . . + S n ) , 

e por tan to 

l i m ^ i + S „ - - i ( S , + S 2 + . . . +Sn)J = X. 
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Se a ser ie é convergente , a pr imeira das egualdades p r e c e -
dentes dá 

I i m - ( S 1 + S 2 + . . . + S n ) = I i m S n . 
n 

Logo é X = 0. 
A respeito do ca rac te r p receden te da divergencia das series, 

notou o sr. E. Cesaro que , quando por elle se pôde decidir da 
divergencia de uma ser ie , não se conseguiria o mesmo pela regra 
de Duhamel . Com effeito, se X é finito e differente de zero, t emos 

MN N + 1 N U N 

Recorrendo então ao theo rema de Duhame l , ponha-se 

I imn ( " " ^ 1 — 1 j = ( t , 

isto é, 
| i m ( n + l ) u n + 1 - » M n = = 1 _ 

e applique-se esta egualdade ô ser ie onde 

V 1 = U 1 , v 2 = 2 M 2 — M | , V 3 = 3 M 3 — 2 W 2 , 

evidentemente convergente , por ser 

V1 +1)2 + . . . + vn = nu„, 
o que dá 

e portanto 

isto é, 

Iim . ^ i L — 1 _ [Xj 
Mn-I-I 

I i m n v n = (1 — JJ.)X = 0, 

H - l . 

E. Cesaro: Sur Ia convergence des séries (Nouvelles Annales 
de Mathématiques, 1888 ) . 
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II 

Theoremas de Trigonometria 

Se tiverem logar simultaneamente as duas relações 

2 A1- cos Xi = O, 2 A-; cos + a) = O, 

será lambem 

(1) 2 Af cos (XÍ 9) = O 

(2) 2 Aj sen (0¾ + 6) = O, 

6 sendo um arco qualquer. 
Com effe i to , cons ide rando A j , A 2 , . . . , A n como representando 

r e c t a s , as duas p r ime i r a s egua ldades e x p r i m e m que es tas rectas 
f o r m a m um con tô rno fechado , e p o r t a n t o que a sua projecção se-
g u n d o q u a l q u e r direcção é nul la , o que dá a fórmula (1) . Mudando 

TC 
depo i s n 'es ta fórmula 9 em — + 6 o b t e m - s e a fórmula (2). 

2 TC 
M u d a n d o no t h e o r e m a p r e c e d e n t e X{ em Xi + — ob tem-se o 

t h e o r e m a s e g u i n t e : 
Se tiverem logar simultaneamente as duas relações 

n n 
2 Aj sen Xi = O, 2 Ai sen (0¾ + a) 
1 1 

será também 

2 A i sen (XÍ + 9) = O 
1 

2 A 1 C o s (XÍ + 9 ) . 
1 
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Se for a = ^- a segunda das equações p r eceden t e s dá 
Jt 

n 
2 A< cos Xi-
i 

Das fórmulas p receden te s deduzem-se a lgumas das fórmulas 
fundamentaes da Tr igonomet r ia . 

[M. C. A. Laisant: Théorèmes de Trigonométrie (Bullelin de la 
Soeiété Mathématique de Franee, t. x v ) ] . 



1 2 0 JORNAL DE SCIENCIAS 

SOBRE A DERIVAÇÃO DAS FUNCÇÕES COMPOSTAS 

POB 

F. GOMES T E I X E I R A 

I 

T e m - s e u l t imamente proposto uma duvida contra a demonstra-
ção que hab i tua lmente se dava do theorema relativo á derivação 
das funcções compostas , o que levou a res t r ing i r o numero das 
funcções a que o theorema se applica, impondo-lhe condições a 
que t êem de sat isfazer. Vamos expôr esta demonst ração, a duvida 
a que dá logar , e as condições para que o theorema tenha logar. 

Seja 

y = f{u,v), 

u = y i ( x ) , ® = <p2(a;) 

e p rocuremos a der ivada de y re la t ivamente a x. Chamando k 
e Z os augmentos inf ini tamente pequenos de u e v correspon-
dentes ao a u g m e n t o infinitamente pequeno h de x, temos, con-
s iderando i> como constante , 

f{u + k , v ) = f(u,v) + k d f ^ V K *k, 
au 

onde a r ep resen ta uma funcção de «, v e k, inf ini tamente pequena 
com k; e considerando u como constante 
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onde «i representa uma funcção de u, v e l, infini tamente pequena 
com l. 

. df(u,v) . . 
Suppondo — - uma funccçSo continua de v, temos 

du 

d f ( u , v + t) («, t>) 

du du 82' 

onde «2 ^ inf ini tamente pequeno com l. 
Mudando na pr imeira das t res fórmulas p receden tes v e m t ) + ! 

e attendendo ás duas ul t imas, vem 

f(u + k, v + l) = f(u, v) + k ^ f - + I ^ f -
du dv 

-(- a.'k + «2 k + ct\l, 

chamando a' o valor que toma a funcção a quando se muda t> em 
v + l. 

Temos, pois, quando h t ende para zero, 

, .• f[u + k,v + l) — f(u,v) dy . dy . 
y' = hm— -r1—- v J = -Z-u' + -?-v'. 

h du dv 

Para t i ra r esta conclusão suppõe-se que a funcção a ' , que t ende 
para zero com k quando é Z = O, ainda t ende para zero quando 
k e l tendem s imul taneamente para zero, o que nem sempre se 
dá. 

Procuremos, pois, a condição para que a' tenda para zero 
quando k e Z tendem s imul taneamente para zero. 

Era virtude da fórmula de L a g r a n g e temos 

d5T—' 

onde O represen ta uma quant idade positiva menor do que a uni -
dade, e por tanto 

, 1 d V ( t i + 6Jfe,t> + l) 
j * ; 
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logo, pa ra q u e « ' t enda pa ra zero , ba s t a q u e a der ivada 

<Pf(u,v) 

d u 2 

seja finita na vizinhança do ponto (u , D). 
N O T A . T u d o o que vem de ser d ic to para o caso das variaveis 

r eae s app l i ca - se ao caso das variaveis imag ina r i a s , como mostra-
r emos n ' ou t ro logar . 

II 

Cons ide remos agora a funcção compos ta 

y = f{u, v, to), 

onde M, v e w r e p r e s e n t a m funcçôes de x. 
T e m o s , c h a m a n d o e /3 os a u g m e n t o s de u, v e w cor-

r e s p o n d e n t e s ao a u g m e n t o Ii de x, 

n , , . , , dy 1 d 2 / > + O i f i . c , to) 
f{u + ll,v,w) = y + h— + — Pi ^ 

dy 
f(u,v,w + l3)=y + k— + y h, 

onde a t e n d e pa ra zero quando /3 t e n d e p a r a zero, e onde Oj e 
62 r e p r e s e n t a m q u a n t i d a d e s posit ivas m e n o r e s do que a u n i d a d e . 

M u d a n d o na p r i m e i r a fórmula v em v + /¾, e a t t endendo â se-
g u n d a e á fórmula 

df(u,» + /5, w) dy d^fiu.v + bl^w) 
— • + f 2 • 

du du " du dv 
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yem 

f(u + lí,v + h,w) = y + l í ^ - + l a-^-

+ — / 2 i 

+ Z1 / 

2 1 du4 

15 + 8Z 2 , t c ) 

du dv 

, 1 <Pf(u,v + Qik,w) 
+ TT '"2 • 

2 Z dt5* 

d f ( u , v , w) df(u,v,w) 
Suppondo -— e — luncçoes cont inuas de tc, 

du dv 
temos 

df (u, v, w+I3) _ % 

d u d u 

d/" (m, d, to + / 3 ) d«/ 

dt) di5 

+ «1 

+ «2. 

onde aj e a2 s3o q u a n t i d a d e s in f in i t amen te p e q u e n a s com /3. 
Mudando agora w em to + Z 3 , vem 

, 1 „ d * / > + M i . v + Z2 ,to + Z3) 
+ - s r ' 1 

+ h k 

2 1 du* 

d2 /-(u.15 + 6 Z2, «5 + Z 3 ) 

du dv 

4 J _ ; 2 d8 /~(u>15 + e2Z2,tC + Z3) 

+ « Z 3 + «! Z] + « 2 Z2. 
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Quando h t ende para zero temos pois 

, dy , , dV , , dy , 
y = — u' + - j - V1 + to', 

au av ato 

quando têem logar as seguin tes condições : 
I . 0 As funcçôes 

d y d y 
d u ' dv 

são funcçôes cont inuas de w no ponto (m, t, w). 
2 . 0 As derivadas 

d 2 y d 2 y d 2 y 
d u * ' dudv' d u 2 

são finitas na vizinhança do ponto (u, v, u>). 

I I I 

H a b i t u a l m e n t e acham-se as condições para que o theorema 
das funcçôes compostas t enha logar recor rendo só ás derivadas 
de primeira o rdem, como vamos ver. 

O theorema de Lag range dá 

, / , , , n w . r, , , d/Yw + Ôj/c, v + l) 
f(u + k,v + l) = f{utv + t) + k-Lv 1 ' 

f(u,v + l) ~=f{u,v) + l 

du 

d f ( u , v + hV) 

dv 

onde Oj e 63 represen tam quant idades positivas menores do que 
a unidade. 
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Temos pois 

f(u + k, v + l) = f ( u , v) + 1 ——j -
dv 

d f j u + bik.v + l) 

du 

Logo se 

d f ( u , v) 

dv 

é funcção continua de v no ponto ( u , v); e se 

ò V ( M 

Su 

é funcção continua de u e v no ponto (u, v), vem 

f(u + k,v + l) = f(u,v) + k ^ - + l ^ - + aik + a2l 
CLU Q V 

onde aj e aj t endem para zero quando k e l t endem para zero. 
D'esta fórmula deduz-se o theorema das funcções compos tas . 
No caso da funcção 

y = f{u, v, w) 

temos 

, , , , s , , d f ( u + &i li, v, w) 
f(u + l\,v,w) = y + l\ 

f(u, v + k,w) = y + k 

f(u,v,w+ls)=y + Ia 

du 

d f ( u , v + O2 h, to) 

dv 

d f ( u , v, w + Q3 /3) 

div 
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Mudando na primeira fórmula t ) em c l í j e a t t endendo á se-
gunda , vem 

df{u + Ôj l\, v + Z2, w) 
f [u + / j , v + Z2, w) = y + /1 

+ Z4-

du 

df(u, v + ô2Z2, w) 

dv 

Mudando n e s t a fórmula w em 10 + Z3 e a t t endendo á anterior, 

f (u + Z1 , v + /2 , w + /3) = y + 11 

+ Z2-

+ Z3-

vem 

d f ( u + d\ l\, v - H 2 l W + Z3) 

du 

d f ( u , v + b z k , w + Z3) 

dv 

df[u, v,w + O3Z3) 

titc 

LVesta egualdade t i ra -se o theorema das funcçôes compostas 
(ZM . . 

quando a derivada — é funcção continua de w; a derivada -—• 
di/ d t 

é funcção continua de v e te ; e a derivada — é funcção conti-
du 

nua de u, v e w. 
Do mesmo modo se procede no caso das funcçôes compostas 

de mais de tres funcçôes. 
NOTA. O processo precedente não tem logar 110 caso das va-

riaveis imaginarias. 

IV 

No seu excel lente Resume du Cours d'Analyse infinitesimal de 
l' Universite de Gand, o sr. P. Mansion demonst ra directamente que 
o theorema relativo á derivação das funcçôes compostas tem Iopar 
no caso das funcçôes encont radas nos Elementos . Vamos t r a n s c r e -

ver aqui a demonst ração dada por este illustre geometra . 
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As quatro fórmulas, que se acham d i r ec t amen te : 

(uvw)' = U1 VW + V1UW + Wf UVt 

(u 4- v — to)' = U14- v' — w', 

VUi-UV1 

( t ) ' 
(U8)' = VM"-1«' + Uv O1 Iog U, 

mostram que o theorema da derivação das funcçôes compostas 
tem logar no caso em que a funcçâo 

F (m, v, w) 

representa uma das qua t ro funcçôes 

u 
u-rv — w, uvw, —, uv. 

V 

l .° Most remos agora que se o theorema é verdadeiro para a 
funcção s = F (u, t), w), t a m b é m é verdadeiro para a funcção 

¥ = / » • 
Com efíeito, t emos 

dy dy ds 

dx ds dx 

e 

ds ds du ^ ds dv ^ ds dw 

dx du dx dv dx dw ' dx' 

logo 

dy dy ds du ^ dy ds dv ^ dy ds dw 

dx ds du dx ds dv dx ds dw dx' 

OU 

dy dy du ^ dy dv ^ dy dw 

dx du dx dv dx dw dx' 
l i e é o theorema que se queria demons t ra r . 
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2.° Sejam agora s e t doas funcções de u e v, funcções de x, 
e supponhamos que a r e g r a de derivação das funcções compostas 
t e m logar para s e t consideradas como funcções de u e v, w e d 
sendo funcções de x ; para y considerado como funcção d e s e í , 
s e t sendo funcções de x; para y considerado como funcção de 
s e t, $ e t sendo funcções de u; para y considerado como funcção 
de s e í, s e t sendo funcções de v. Vamos mos t ra r que esta regra 
ainda t e m logar para y considerado como funcção de u e u , u et 
sendo funcções de x. 

Com effei to, t emos 

ds ds du + ds dv 

dx du dx 
+ 

dv dx 

dt 

dx 

dt du 

du dx 
+ dt 

dv 

dv 

dx 

dy dy ds dy dt 

dx ds dx dt dx 

dy dy ds ^ dy dt 

du ds du dt du 

dy dy ds dy dt 

dv ds dv dt dv 

Combinando as t res pr imeiras fórmulas vem 

dy dy ds du ^ dy ds dv 

dx ds du dx ds dv dx 

dy dt ou ^ dy dt dv 

dt du dx dt dv dx 

ou 
dy /dy ds ^ d y dt\du ^ /dy ds ^ dy dt \ dv 

dx \ds du dt du) dx \ds dv dt dvJ dx 
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ou, a t t endendo ás duas u l t imas , 

dy dy du ^ dy dv 

dx du dx dv dx' 

que é o que se que r i a d e m o n s t r a r . 
Por appl icaçòes successivas do que vem de ser d ic to e x t e n d e - s e 

a regra da de r ivação das funcçôes compos t a s a todas as funcçôes 
elementares . 

V 

O modo de cons iderar o t h e o r e m a das funcçôes compos tas ex~ 
posto no n." III não é applicavel no caso das variaveis i m a g i n a -
rias. Pelo con t ra r io , o modo expos to no n. 0 IV é applicavel n ' e s t e 
caso, como se vê fac i lmente , assim como o expos to nos n. o s I e I I , 
como vamos m o s t r a r . 

Notemos p r i m e i r o q u e sendo F (z), F (z) e F ' ' (z) funcçôes fi-
nitas de z em todos os pontos da curva K que une um ponto zo 
ao ponto Z, da fórmula de M. D a r b o u x 

9 (Z) — 9 (zo) = ^se a i 9' (Z1), 

onde s r e p r e s e n t a o c o m p r i m e n t o da curva K, \ um fac to r pos i -
tivo não super io r á un idade , e Z1 uma quan t idade imaginar ia r e -
presentada por um ponto da curva K, t i r a - s e , app l icando-a á 
funcção de z 

F ( Z ) - [ F ( z ) + ( Z - z ) F ' ( z ) ] , 

a fórmula 

F (Z) = F ( Z 0 ) + (Z - z 0 ) F ' (z0) + U e * ( Z - Z 1 ) F" ( Z 1 ) . 
9 
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Posto isto, appl iquemos esta fórmula á funcção f(u,v), o que 
dá 

f(u + k,v + l ) = f \ u + k,v) + d í { U ^ k , V ) l 
dv 

, , . dH(u + k,vx) 
+ \se<»(v + l - v i . 

dv1 

represen tando um valor de v r epresen tado por um ponto da 
linha descripto por v na passagem de v para v + l. 

Mas da definição de derivada resulta 

f[u + k, v) = f ( u , v) - f — k + a , k, 
(1U 

df í tl l1) 
e da cont inuidade de — relat ivamente a u resulta 

dv 

d f ( u + k,v) df(u,v) ^ 

dv dv 2' 

onde ai e são quant idades inf ini tamente pequenas com k. 
Logo 

f (u + k, v + Ij = f (u, v) + f-k + ^ - l 
du dv 

+ «i k + a2Z + \ s é * ( v + Z - V1) + p O t 
dv1 

e por tan to 

f{u + k,v + Z) - / > , v) _ df k df l 

h du Ii dv h 

k , Z1 . v + l —vi d i f ( u + k,Vi) 
+ « l - r + « 2 j + Ue^. 7 . , 

h h Ii dv* 
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Tomos, porém, quando h t ende para zero 

k l 
I i m - = M', Iim — = x>', I ims = O, 

h h 

e das desegualdades 

| « i - t > | < | Z | , 

das quaes a segunda tem logar para valores su f i c i en t emen te p e -
quenos de l, t i r a - se 

( t > + J - t > i ) < 2 | l | 
e portanto 

v + l — r j 

< 2 t 

, . , d2/" (w, v) . 
Logo se a derivada — — — é imita na vizinhança de (w , r ) , 

temos 

Iim 

dv* 

f{u + k,v + l ) - f ( u , v ) _ d f u 

h du dv 

que é o que se quer ia demons t ra r . 
Do mesmo modo se demons t ra o t heo rema quando a derivada 

df(u v\ 
— ~ — é uma funcç3o cont inua de v no ponto (u, w) e a de r i -

du 
vada de segunda o rdem 

dV(M. v) 

d u 2 

é finita na vizinhança do ponto (u, «). 
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BiBLIOGRAPHIA 

R. R. de Sousa Pinto. — Estudos instrumentaes no Observatório 
astronomico da Universidade de Coimbra. — Coimbra, 1881. 

N'es te livro excel lente , e da maior ut i l idade para aquelles que 
pre tendem inst ruir -se rios meios de t r aba lha r com o circulo meri-
diano, expõe o iliustre director do Observatór io astronomico da 
Universidade de Coimbra os methodos empregados n'aquelle 
Observatór io para o es tudo do circulo mer id iano de Repsold, com 
que foi dotado em 1 8 7 9 . Occupa-se das rectificações do instru-
mento , da de te rminação dos erros ins t rumentaes e das correcções 
que devem ser feitas ás observações das passagens meridianas e das 
distancias zenithaes. 

R. R. de Sousa Pinto. — Supplemento ao Calculo das ephemerides 
astronómicas.— Coimbra. 

É bem conhecido o t rabalho de alta imporlancia que o sr. Sousa 
Pinto publicou em 18Í-9, in t i tu lado: Calculo das Ephemerides Astro-
nómicas, no qual o auctor expõe desenvolvidamente os processos 
empregados para o calculo das Ephemerides astronómicas, que todos 
os annos publica a Universidade de Coimbra . No Supplemento que 
vem de ser publicado são expostos os processos que se empregam 
no calculo de alguns art igos introduzidos nas Ephemerides depois 
da publicação d 'aquella obra . 

A. Schiappa Monteiro. — Note sur Ie Iriancjle isoscèle (Jornal da 
Academia das Sciencias de Lisboa, 1 8 8 7 ) . 

R e f e r e - s e a pr imeira pa r t e d 'es le t rabalho ao mesmo assumpto 
de que o auctor se occupou no seu ar t igo publicado na pagina 51. 
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Em seguida apresenta soluções novas de alguns problemas pro-
postos pelo auctor no tomo i d 'este jornal e analysa as soluções 
conhecidas. Finalmente apresenta algumas propriedades in teres-
santes das bissectrizes interiores dos triângulos escalenos, das 
quaes faz applicação á demonstração do theorema de Geometr ia 
elementar seguinte: 

Em todo o triangulo o angulo da maior bissectriz é menor do 
que o angulo da maior, e reciprocamente. 

M. David. — Développement des fonctions implicites (Journal de 
IEcole Polyterhnique de Paris, 1887) . 

N'esta importante memoria resolve o auctor a questão seguinte: 
Dada uma equação algébrica f ( x , y) = 0, determinar uma série 

que represente uma funcção de y por meio da variavel x, para 
qualquer \alor de x. 

Mostra primeiro como se resolve esta questão por meio da 
serie de Lagrange1 e como se determina o contorno no interior 
do qual esla serie é convergente e no exter ior do qual é diver-
gente. Em seguida mostra como se r e sohe a mesma questão por 
meio de series a dupla entrada, e que o contòrno de convergência 
d'estas series está comprehendido no contòrno de convergência da 
serie de Lagrange. 

Finalmente faz applicaçâo dos princípios precedentes á fórmula 
que nós publicámos em 1881 no Journal de Mathématiques e em 
seguida no nosso Curso de Analyse (pag. 2 3 7 ) , para dar uma d e -
monstração nova da nossa fórmula e deduzir d'ella que a serie 
de Lagrange é a única serie a simples ent rada que pôde repre -
sentar uma funcção da raiz da equação proposta. 

M. David. — Sur Ies contours décrits autour des points singuliers 
d'une équation algébrique [Mémoires de VAcadémie des Sciences 
de Toulouse, 1886), 

Équations des contours tracés autour de points donnés (Item, 
1887). 
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11. Bentabol.— Quadratura de áreas planas applicada ai calculo 
de perfiles transversales. — Madrid, 188 7. 

N ' e s t e opusculo o auc tor e x p ò e o mc thodo g raph ico , devido 
ao sr. Coll ignon, para o calculo das á reas p lanas , me thodo que 
ex ige sómente o e m p r e g o da regoa e do compasso . Em seguida 
applica e s t e m e t h o d o ao calculo de perf is t r ansversaes . 

H. G. Zeuthen. — Sur la détermination d'une courbe algébrique 
par des points donnés 'Mathemaliche Annalen, t x x x i j . 

N ' e s t a m e m o r i a i m p o r t a n t e occupa-se o sábio g e o m e t r a dina-
m a r q u e z de formular e d e m o n s t r a r de um modo comple to os prin-
c ipaes t h e o r e m a s re la t ivos á de t e rminação d ' u m a curva algébrica 
que passa por pontos dados . 

Pr inc ip ia por p rocu ra r o n u m e r o de d e t e r m i n a ç õ e s , indepen-
d e n t e s e n t r e si, de uma curva de o rdem n que d e \ e passar por 
nm pontos de in tersecção de uma curva de o r d e m n com outra 
de o r d e m m. Em segu ida d e m o n s t r a o t h e o r e m a de Cayley rela-
tivo ao n u m e r o de d e t e r m i n a ç õ e s de uma curva que passa por 
Toj ma pontos de in te r secção de duas curvas de o r d e m nij e de 
o r d e m F i n a l m e n t e d ' e s t e s t h e o r e m a s deduz o n u m e r o de de-
t e r m i n a ç õ e s de uma curva de o r d e m n que deve passar por um 
g r u p o de pontos dados . 

M. Lerch. — Sur une démonstration du théorème de Cuuchy sur 
Ies intégrales prises entre limites imaginaires (.Bulletin de la So-
ciété des Sciences de Bnlu'me, 1 8 8 7 ) . 

O fim do auc to r n ' e s t e bello t raba lho é m o s t r a r como se podem 
es tudar os e l emen tos da theor ia das funcções de variaxeis imagi-
nar ias e m p r e g a n d o i n t e g r a e s rec t i l ineos , em logar de integraes 
curvil íneos, como se faz hab i t ua lmen te . É assim que , pela con-
s ideração de in tegraes t o m a d o s ao longo de polygonos, demonstra 
o t h e o r e m a de Taylor e o t h e o r e m a de Cauchy re la t ivo aos in-
t e g r a e s tomailos ao longo de um con tô rno no in ter ior do qual a 
funcção in t eg rada é synect ica . 



MATHEMATICAS E ASTUONOMICAS 1 3 5 

}1. Lerch.— Deux théorèmes d'Arithmétique (Jtem). 
Sur une formule d'Arithmétique (Comptes rendus de YAca-

démie des Sciences de Paris, 1 8 8 7 ) . 

S. Pincherle. — Sur Ia nature arithmétique des coefficients des sé-
ries intégrales des équations différentielles linéaires (Journal fur 
die reine und angewandte Malhemalik, t. 1 0 3 ) . 

N'este bello ar t igo demonst ra o aiietor que os coe f i c i en t e s da 
serie ordenada segundo as potencias de x, que representa o des -
envolvimento de um integral de uma equação diiferencial l inear 
de ordem m com coef ic ien tes racionaes, são números algébricos 
que per tencem ao dominio de racionalidade definido pela equação 
determinante 1) (o) = 0; e que os coe f i c i en te s das potencias de p 
n'estes números são fracções que reduzidas á expressão mais s im-
ples não contêem em denominador senão factores primos pn t aes 

que Iim — é u m numero f i n i t o , « n tl=X » 

A. Marre. — Théorème du carré de Yhypothénuse (Bulletino di bi-
bliografia e di sloria delle scienze matematiche e fisiche, t. x x ) . 

N 'es te in teressante ar t igo apresenta o auctor uma serie de d e -
monstrações do theo rema do quadrado da hypothenusa a t t r ibu ido 
a Pythagoras. É assim que apresenta uma demonst ração t i rada 
do Youcti-Bâcha sanscri to pelo sr. Ch. W h i s h ; duas demons t r a -
ções t iradas do Bija-Ganita, a pr imeira fundada no desenvolvi-
mento de [a — e a segunda na semelhança do tr iangulo p ro-
posto com os tr iângulos formados pela perpendicular aba ixada do 
vertice do angulo recto sobre a hypothenusa ; uma demons t ração 
fundada no desenvolvimento de (a + &)'-; uma demonst ração de -
vida a Saunderson ; e tc . 

Pirzeti. — Contribuzione alio studio geometrico delia superfície ter-
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restre (Giornale delia Società di IeUure e eonversazioni seientifiàie 
in Génova, 1 8 8 7 ) . 

Piuma. — Intorno a due elassi di inlegrali esprimibili con soli lo-
gar ilmi (Item). 

Loria. — Sugli enti geometriei generali da forme fondamentali in 
corrispondenza algébrica (Item). 

Morera. — Sulla integrazioni deli' equazione a derivata parziali dei 
primo ordine (Item). 

Perroni. — Sul punto doppio apparente delia cubica gobba (Item). 

G. T. 
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fflODIFICAT10N DE LA TROISIÈME DÉIÍIONSTRATION OONNÉE PAR GAUSS 
OE LA LOI DE REPROCHE DE LEGENDRE 

Il y a déjíi une fnule des démonstra t ions du célèbre théorème 
arithmétique appelé la Ioi .Ie reciprocité de L e g e n d r e , et pa rmi 
elles plusieures reposent sur Ie n ième príncipe que la t roisième 
parmi Ies six démonstrat ions données par Gauss de ce théorème. 
C'est aussi la démonstra t ion suivante que je vais développer . 

Dans cette note je fais usage du symbole E (¾) qui représen te 
Ie plus grand nombre en t ie r contenu dans Ia quant i té x supposée 
réelle et positive, de sor te que Ia différence x — E (x) sera ou 
zéro ou une quan t i t é positive inférieure à 1'unité; ensuite, je r e -
présente par U (y.) Ie résul ta t qu 'on obt ien t en re t ranchan t de la 
quantité réelle x Ie nombre en t ie r qui Ini est Ie plus approché, 
de sorte que Ia quant i té R (x) est ou positive 011 négative, mais 

toujours contenue en t r e Ies limites í — — . . . — ) , de sorte qu'on 

Enfin. x . é t an t une quant i t é différente de zéro, je r ep résen te 
par Ie symbole sgn. x (lisez signum x) ou -M ou — 1, selon que 
* est positif ou négatil'. Ces deux dern iè res fonctions numériques 
ont été introduites par M. Kronecker . 

F A B 

M . L E R C H 

( à P r a g u e ) 

a 
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1. Soit maintenant p un nombre premier supér ieur à 2, q un 
* nombre en t ie r positif non divisible par p, et posons 

( , « o P - 1 
(1) a , - 2 v ? - p - 2 / > E ^ , ^ v - 1 , 2 , 3 , . . . 

2 

Les nombres a \ , a 2 , . . . a y , _ i sont év idemment tous entiers, 
2 

positifs ou riégatifs, impairs , et en valeur absolue moindres que p. 
Je vais en p remier Iieu eu dé te rminer Ies signes. Comme Ie nom-
bre a, a Ie même signe que Ie suivant 

— = — — E — —, 
2 P p \P / 2 

il siifTit de considérer ce dern ie r nombre . Or Ia différence 

— — E ( — 
P \P 

V O . 0 , 1 

é t an t Ie res te positif de la fraction —, la quaut i té — sera po-

sitive ou négative selon que 

E [-L) > _ ou < - - ; 
p \ p J 2 2 

I v <7 \ / v q 
et comme on a dans Ie premier c as R ( — ) < O, et R ( — 

, . t «v W V P 
dans Ie second, on voit que -

/ v o \ . „ 2 P 
R ( -y sera négati l ou positif, 

> 0 

dans Ie second, on voit que — sera positif ou négatif selon que 

En d ' au t r e s t e r m e s on a 
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ou ce qui es t Ia même chose, 

'vqr 
(2) sgn. a, = — s g n . R 

4 P 

C'est cet te formule qui exp r ime Ie signe de a., par celui de la 
Ionction ar i thmét ique R (¾). 

p — i 
Je dis maintenant que Ies ——— nombres av sont différents 

même dans Ieurs valeurs absolues. Car en eífet , si a? et o, a u -
raient la m ê m e valeur absolue, ou devrai t avoir ou a, = aP ou 
a, = —a p , c ' e s t - à -d i re l 'un des deux nombres a, ± ap devrai t 
s'annuler. Or Ies nombres , p étant supposés contenus dans la 

p— i 
série 1, 2, 3, . . . — - — , Ia valeur absolue du nombre v rt p sera 

moindre que p— 1; ensui le , on déduit de Thypothèse a» ^ r a p = O 
1'équation suivante 

2 ( v ± p ) 9 = ( l r fc i ) p + 2 p E ( ^ , 

dont on voit que (v ±: p) q doit ê t r e divisible par p. Or q é t an t 
v ± p 

premier avec p, il faut que soit un nombre ent ier , ce qui 

est impossible, Ie n u m é r a t e u r é t an t inférieur à p — 1 . Donc tous 
Ies nombres av ont leurs modules différents en t r e eux . 

Cela é tan t il est clair que Ies nombres av ne diffèrent que par 
1'ordre et Ie signe des nombres de Ia suite 1, 2, 5, 7, . . . p — 2, 
de sorte que Ie produit O1 . . . ap—\ a pour valeur absolue 

2 
Ie nombre 1 . 3 . 5 . . . p — 2, et comme son signe équivant au 
produit des seconds m e m b r e s de Ia formule (2), savoir 

Il - s s - k ( y ) ] H - ^ 
l ( p - i ) sgn. 

( P - I ) 

n R 
v=t 
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on aura évideminent Ia formule 

/ aia2 03 .. . ap_\ 

(3) 
2 

1 , .. 
| = ( - 1 ) 2 ( P 1 1 . 3 . 5 . . . ( p — 2 ) s g n . 2 I I R ( — ) • 

v = i \ p 

Or 1'équation (1) mont re qu'il subsiste la congruence 

a, = (modp) , 

de sorte que nous aurons 

a , a 2 . . . av—\ = 1 . 2 . 3 . . . £ = 1 . ( 2 ( m o d p ) , 
2 Z 

et 1'équation (3) nous donnera , par conséquent , la congruence 

1 . 2 . 3 . . . ^ W 1 ' - ' 1 

— O2 1 . 3 . 5 . . . ( p — 2) sgn. n R p 
v = 1 \ P / 

prise par r appor t au m ê m e module p . 
En multipliant Ies deux m e m b r e s de ce t t e congruence par Ie 

nombre 

2 . 4 . 6 . . . ( p - l ) = 2 2 ( ? 1 ) . 1 . 2 . 3 . . . ^ — 
2à 

il vient 

( 3 * ) 

2 ( P - I ) ^ , . 2 . 3 . . . ^ 1 ^ . ( 4 ^ 

1 

[ = ( - i ) ¥ { í > _ l ) ( ? - ! ) ! sgn. n R 
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Or Ie théorème de Wilson expr imé pa r Ia formule 

(p — 1 ) ! = — 1, ( m o d p ) 

conduit à la congruence 

1 . 2 . 3 . . . ^ 1 ^ = - ( - 1 ) ^ , ( m o d p ) , 

. . p+\ p + 3 
puisque Ies nombres — - — , — — , . . . p — 1 sont congrus aux 

2 2 
p - i « — 3 , . 

nombres —, —, . . . — 1; on a ensui te , d après Ie 
a Z 

théorème de F e r m a t , 

4 « ( P - 1 ) = 2 P - « = I , ( m o d p ) . 

D a p r è s ces trois congruences la formule (3 *) se change en la 
suivante 

- ( p - l ) 2 ( P - 1 ) / v f l \ 
q 2 = s g n . n H l — ) , (modp) , 

»=1 \ P / 

et c est ce t te congruence qui joue Ie role capitale dans la d é m o n -
stration qui nous occupe. 

Car en représen tan t avec Legendre par Ie symbol ^ ou 1 

ou — 1 selon que Ia congruence x5 . q, (mod p) a ou n'a pas de 
racines, on sait depuis Euler que l'on a 

P - I 

q * = 
P 

ce qui est en même temps Ie théorème Ie plus é lémenta i r de Ia 
théorie des résidus quadra l iques . 
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IVaprès ce l te formule la congruence (4) se change eu 1'équation 

- x I l p-1 ' 
<•*> ( f H " - J i R ( y 

qui se t rouve é tabl ie dans plusieurs art icles fort inléressants de 
M. Kroneeke r (*). 

3. La formule (5) n 'expr ime que ce que Ie svmbole 1 
kP 

équivaut ou à 1 ou à — 1, selon que Ie nombre des te rmes néga-
tifs de la série 

[ i ( 6 . ) " ( J ) - - K p 

est pair ou impair . C e t t e série peu t ê t re remplaçée par d 'autres; 
par exemple , Ie signe de la quant i té t g i t * ou celui de s in2i tx 
é t an t Ie même que celui de Il (x) on peut considérer Ies séries 

v o i r . 2 v < / 7 : / . „ p — í 

t g - i - , s i n — i - , v = l , 2 , -
P P \ 2 

au Iieu de la p récédante . 
Je me borne seulement à r emarquer que la somme 

(6) . = ! V i [ l - 8 g „ . K ( ^ ) ] 

est précisément égale au nombre des t e rmes négatifs de la sé-

r ie (o). Car si sgn. R ^ — ^ = 1, Ie te rme correspondant de la 

(#) Si tzungsber ichte der kõn. p reuss i sehen Akad . d. W i s s ; mai et juin 
188 i , avril et n o v e m b r e 1885. 
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somme c disparalt , tandis qu'i! deviendra égai à 1'unité en supposant 

que R s o ^ t c 'es t -à-di re que sgn. R 

on aura donc la formule 

( 6 . ) 

— 1; 

Pour t ransformer la somme (6) je considère de nouveau Ies 
nombres a, introduits au commencement . Les nombres av é tant 

affectés du signe — sgn. R J Ies produits av sgn. R s e ~ 

ront négatifs et coincideront à l 'ordre prés avec Ies te rmes de la 
série — í, — 3 , — o , . . . — Ijp— 2) , dont la somme est 

2 

de sorte qu'il vient 

P-

¥ ( P - D 

2 
«=1 

2v<j — p — 2/> E 

s'ensnit Ia formule 

I t ^- 1 Y 
2 vg — p E 

v = i L 

= 2 Í , S g n -

(y)j 

P - I V 

sgn. R 

en Ia re t ranchant , membre à membre , de 1'identité 

j ( P - I ) 

10 q - p 
T(P- D 

2 
Y=I 

E ( — 
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il vient 

2 , i L 
l - s g n . R f ^ 

v = i v P 

P 2 - I 

Or Ies facteurs 1 — sgn. R ( — ) é t an t ou zéro ou deux, on voit 
\ P / 

que Ie p remier m e m b r e est un nombre pair , et Ie nombre p étant 
impair on voit a isément que Ie second m e m b r e n 'es t pair que si 

(7) 

I t P - D 1 

, I i 2 
1 _ s g n . R (11 

j ( P - I ) 

= I E 
V = I 

P / J 

+ ^ ( 9 - 1 . ( m ° d 2 ) ; 

c'est donc une formule qui permet de remplacer la somme (6) 
par un nombre de Ia même pari té , ce quisuí f i t pour notre but. 

P r e n a n t alors q = 2 et se rappelant ce que , dans ce cas, tous 
2v / 2 v \ 

Ies f ra r t ions — étant moindres que 1'unité, on aura El — 1 = 0, 
P \ p J 

de sor te que Ia formule (7) nous donne 

P i - 1 
( m o d 2 ) , 

et par suite 1'équation (6 *) devient dans ce cas 
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Soit main tenant q un nombre impa i r ; dans ce cas Ie n o m b r e 
P i - i 
—-—(q— 1) sera pair et la congruence (7) deviendra 

/ \ 
(9) C = 2 E ) , (mod 2) . 

Cette formule n 'exige que ce que Ie nombre q soit impair et 
non divisible par Ie nombre premier p. 

Mais si l'on cherche l 'expression 0 , 1 c^oit supposer que 

même Ie nombre q soit p remier et diíférent de p. 
Cela é tant supposé rempli , la régie expr imée par Ia formule (6 *) 

nous donne 

1 ( P - I ) 

(10) 

Je vais main tenant prouver la formule 

/ j i x l ( ? , - 1 ) / \ Up-V / \ i 

A cet effet je suppose q <p et je considère la droi te OP dont 

1'équation, dans Ie système car iés ien , soit y = — x; soit P Ie point 

i I p 
de cette droi te dont 1'abscisse est x = — ( p — i) et dont l 'o r -

Jti 

donnée sera donc 

de sorte que 
E ( ! / ) = 1 ( 3 - 1 ) . 

10 
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En représen tan t par P ' , P7 Ies projections du point P sur 1'axe 
des x et des y, j 'observe que Ie tr iangle rec tangle O P ' P contient 

i (p - i ) , . 

précisément 2 E ( — J points dont Ies coordonnées sont des 

nombres ent iers posit ifs, ainsi que Ie tr iangle O P ' ' P contient 

2 E ( — I des 

points de ce t te espèce. Comme Ie contour de 

ces tr iangles ne contient aucun de tels points, on voit que la somme 
I ( P - I ) . , { ( P - 1 ) , 

2 E ^ V 2 E ^ 
V=I \ P / P=I 

équivaut au nombre des points , à coordonnées entières et posi-
tives, placés dans Ie rectangle OP 1 PP ' ' , et ce nombre é tant évi-

p — 1 q— 1 , 
demment Ie produit — - — . — - — 1 équation (11) est démontrée. 

JL £à 

Alors il résul te des formules (6 *), (9), (10) et (11) Ia suivante 

qui expr ime Ie célebre théorème de Legend re que nous voulions 
é tab l i r . 
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SUR CERTAINES IVIOYENNES ARITKMÉTIQUES DES FONCTIONS 
D'UNE VARIABLE COMPLEXE 

(Extrai t d 'une lettre adressée à F. Gomes Tei íe i ra) 

P A R 

A. GUTZMER 

( à B e r l i n ) 

Vous connaissez Ie t h é o r è m e de M. R o u c h é (*) sur Ia 
moyenne a r i t h m é t i q u e d ' u n e fonction 

O O + 8 

f ( x ) = 2 avícv ou f ( x ) = 2 <»v#\ 

selon Iequel Ia m o v e n n e a r i t h m é t i q u e de t ou t e s Ies va leurs de 
f [ x ) 
- — - , co r r e spondan te s à une va leur d é t e r m i n é e du modu le r de 

CC 

la variable 

x = r . e0 i = r (cos O + i sin ô) , 

est égale au coefficient an, ce qui s 'écr i t 

f ( x ) _ 
Z \ f r — — an. 

Ce t h é o r è m e , c i té p a r p lus ieurs a u t e u r s e t d ' u n e c e r t a i n e i m -
portance dans la théor i e des fonct ions, a é t é é t e n d u e pa r M. T h o -
mae (** ) . 

(*) Journal de l'Ecole Polytechnique1 eahier 39.—Voyez aussi: Serret, 
Algebre Supérieur. 

(*#) Elementare Tlieorie der analytisehen Funetionen, p. 130. 
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Je vais vous communique r dans ces lignes un théo rème analo-
g u e qui se r a p p o r t e aux valeurs du ca r r é du module de Ia Ion-
etion f ( x ) Ie Iong d 'un cercle au tour de ! 'or igine, e t qui sera 
publ ié p rocha inemen t dans Ies « M a t h e m a t i s c h e Auna l en» . 

Supposons q u e la série de puissance 

00 
(1) f ( x ) = 2 a,Xv 

V=O 

converge absolument dans l a région définie par SR (en dé-
signant d ' après M. W e i e r s t r a s s par | x | Ie module de Ia quan-
ti té x), et posons 

x = r . ebi, (r < R ) ; 

1'équation (1) deviendra 

f [ x ) = f ( r , G ) = 2 a , r V 6 i 
v=0 

et par la mult ipl icat ion pa r la quan t i t é con juguée 

7 ( r 6 ) = 2 O l l ^ e - I l 0 i 

P=O 
nous ob t i endrons 

I f ( M ) I 2 = 2 a . ã u r " + ^ . 
' , P = O 

= 2 | av I2 / '2 v + 2 a . h ^ + ^ e ' ^ ) ^ . 
V = O V , ( 1 = 0 

En posant a, = a, + 13,?', c e t t e équa t ion dev ien t 

| f ( r , 6) |2 = 2 | av [2?'2 v + 2 2 + p » ^ ) cos ( v - y . ) h + 
v=0 v ,(i=o ( 

+ («v (3,U - *H-?v) Sin (v - |i) e J rv+í* 

= 2 | «v I2 r 2 * + 2 2 2 ( « p + x ^ + ^ + a P ^ c o s ^ Ô 
V=O > . = 1 H-=O ( 

+ P f i - a* 3^+x) sin XO j 
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En désignant 

(2) 2 ( ^ + x * * + ^ + ^ * ) = Ax 
H=O 

2 («h+X fr-«HÍVhO r2f*+* = B x , 
(X-=O 

1'équalion p r é c é d e n t e p e u t s ' écr i re 

(3) l / " M ) | s = 2 | a v | 2 í ' 2 v + 2 i A x c o s x 6 + B x s i n X 0 . 
v = 0 X = I 

Cet te équa t ion nous donne i m m é d i a t e m e n t 

| f ( r , 0 + t : ) | 2 = 2 | a v ] 2 r ^ + 2 2 ( - 1 ) M A X cosX0 + Bx sinXÔ 
v = 0 X = I ( 

et par suite nous aurons 

2 I I f l r , 0 ) | « + I f M + . ) 

= 2 | O i I 2 T 2 v + 2 2 ÍA2xCOS2X9 + B 2 x s i n 2 X ' | . 
V=O X=I ' ' 

De m ê m e vous t rouvez 

1 

2 f M + - + f M + 
3 

= 2 | a v | 2 r 2 v + 2 2 ( - L ) X SA2X COS2X0 + B 2 x s i n 2 X 0 j, 
v X = I 1 ' 

et, en add i t ionnan t ces deux équa t i ons , vous aurez 

+ f (r, 0 + rc) + f r,0 + 

: 2 | d v | 2 t 2 v + 2 2 Í A j x c o s 4 X 0 + B , j x s i n 4 X 0 j . 
x = l 1 ' > 
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En continuant de cel te manière , vous finirez par trouver l'é-
quation 

(4) 
1 2» —1 

2* i 
f(r, 8 + 

k it 
2"—1 

= 1 | a , | 2 r 2 v + 2 2 ! A 2 n cos (2»X6) + B 2 n sin (2"x8) | . 
v = 0 ) . = 1 ' 1 

Maintenant ii est facile de se convaincre que la dernière somme 
s 'approche de la valeur zéro, si n augmente indéfiniment. En 
effet , en profitant des définitions (2) et de la supposition faite 
de Ia série ( 1 ) , il s 'ensuit 

2 j A2,,x cos (2"X9) + B2,, >. sin (2»X6) | 

< ! 2 j | a ( t + 2 „ x . . | + | p + 2 „ x . p i + 
^=I (1=0 1 

+ I V R n - M Py+2«x | j 

< 2 2 . j , K(/ | + | 3 ( Í | j . j | K ( 4 + 2 n I + I P i ^ x | j 
X—1 f-—0 

< 2 n » . || I +1 | . 2 I * + * * . j I a ( i + 2 „ x I + 13(*-j-2"x I j" 
(»=0 ! X=I ' 

La première somme est évidemment une quant i té finie, tandis 
que la seconde en représente une sorte de r e s t e ; par conséquent 
elle devra s 'évanouir pour n infini, et de même Ie produit des 
deux séries. 

Nous pouvons donc conclure que 

1 2"—1 

J ^ i K H + * - . 
kit 

= 2 | a , | 2 r 2 \ 
v=O 

Or, Ie premier m e m b r e de (o) représente la moyenne arithmé-
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tique des earrés des modules de (1) pour tous Ies points du c e r -
cle | x | = r . 

En indiquant ce t t e moyenne par ZMr, nous avons 

(6) ZMr | f ( x ) |2 = ZMr I 2 a, ^v I 2 = 2 | a v | » r * . 
V=O V=O 

Cette équation nous fournit Ie 
THÉORÈME: La moyenne arithmétique des earrés des modules de 

toules Ies valeurs que la série 

OO 

f ( í c ) = 2 a , x ' 
V=O 

passe avoir Ie Iong du eerele | x | = r, situe dans la région de eon-
vergenee, est égale à la somme des earrés des modules des termes 
de la série. 

Il est aisé de voir que ee t héo rème est encore en force pour 
des séries plus généra les d 'une seule ou de plusieurs variables. De 
mème on peut énoncer ce théorème pour un cercie quelconque, 
situé par fa i tement dans la région de convergence de la série, 
pourvu qu'on p renne , au Iieu de la sér ie proposée, son dévelop-
pement autour du cent re du cercie . Mais je n'y insisterai plus. 

Dans ses recherches sur Ies séries t r igonométr iques (*) A. 
IIarnack a t rouvé quelques formules intégrales , qui ne sont a u t r e 
chose que des théorèmes sur Ia moyenne d 'une fonction, et il est 
facile de dér iver d 'une de ces formules une au t re démons t ra t ion 
de notre théorème, laquelle je dois à une le t t re , dont M. W. Dyck 
m'a honoré; il s 'ensuit que ce t héo rème est en force plus géné -
ralement qu'il semble d ' après Ia démonst ra t ion donnée ci-dessus. 
Cependant A. I Ia rnack n'a pas t iré des conséquences de sa for-
mule pour Ies fonctions d 'une variable complexe . Toutefois , ce t t e 
formule (**) m'a inspiré une nouvelle démonst ra t ion du théo rème 
énoncé, que je me p e r m e t s de vous communiquer . 

(#) Mathematische Annaten, ts. 17 e 19. 
(##) L . c., t. 17, p. 127, éq. (m) . 
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En effet, en sortant de l 'équation (3), nous aurons par intégration 

2« 2 TT 

J j / ; e ) | « d 6 - f l | a , | 2 r 2 ' . d 9 + 2 j " 2 jAxcosXO + Bxsin>ej .dO 

0 "o V _ 0 0 

íit 2w 

== 2 x . 2 | av I2 r2" + 2 2 J A J cos X9 . d9 + B1 I sin X9 . d'J j 
v=0 x=i [ J J 

O 0 

= 2 , 1 j a , | a r s " + 2 5 U ^ W b x
m s ^ 

V=O x=1 ( \ ^ / 0 \ ~A 

Evidemment chaque te rme de la dernière somme, et par suite 
la somme el le-même, s 'évanouit, de sorte que nous avons 

2ir 

J ^ / L K M ) I ^ - J J * |
4 r 2 \ 

Voilà Ie théorème en forme intégrale. Vous voyez, 3Ionsieur, 
qu'il ne faut que de supposer que Fintégrale au premier membre 
a un sens, ce qui est conforme aux conditions de A. IIarnack 
pour Ies séries tr igonométriques. 

Considérons encore quelques exemples. D 'après la formule (6) 
nous aurons pour la fonction ex: 

x 
Mr I e * ! 4 = 2 

Ji=O (n!)2 

ce qui devient , pour Ie cercle = 1, 

00 1 
S\íl | e* Is= 2 

Ti=O («!) n« 

OO /y.n 
De même nous aurons pour la série 2 — la relalion 

n = i n 2 

SWr 2 — = 2 — ; 
I I n=l » 4 
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par conséquent la moyenne ari t l imétiquc du carré du module de 
cette série, pour tous Ies points du cercle | í c | = I, es t égale à 

OO \ 

n = 1 n* = 9 0 ' 

XN 

La série 2 — possède pour un cercle \x\ = r la moyenne 

oo j-2» l 
arithmétique 2 — q u i devient pour r = cj"> 

XN 

3 I 

» _ , 1 16 
= 2 2 Í Í - j s » 

et pour r = 1 

Pour la série 

il suit 

M r 

1 4 
2 

Iog 

I o g - = 2 

1 

00 xn 

n 

1 - a ? 
= 2—s-» (ou r < 1) ; 

Ia méme moyenne se t rouve pour Ia fonction 

XN 

Iog ( 1 + 0 5 ) = 2 ( _ 1 ) « - 1 . _ , 
n= l n 

car évidemment on a 

SWr | Iog (1 + a;) | 2 = 2 — (ou r < 1), 
Ti=I n 

de sorte que Ies carrés des modules des deux fonctions Iog (1 + x) 
1 

et Iog ont la même movenne a r i thmét ique pour Ies mèmes 
1 — x 

cercles. 
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Parmi Ies conséquences qu 'on peut t i re r du théo rème énoncé, 
je ne ment ionnera i que Ia suivante . En dés ignan t par q x des quan-
t i tés positives, nous aurons ce r t a inemen t l ' inégalité 

q \ + q\>% qu. q* ({>• =I= v). 

F o r m o n s cet te inégali té pour toutes Ies valeurs de 
(a, v = 1 , 2 , . . . , m, [a =I= v; nous t rouverons faci lement par addition 

m m 

(m—l) 2 </V > 2 2 ÍH^v, JA=I=V. 
IX=I H> V=I 

Ajou tons aux deux m e m b r e s de ce t t e inégal i té 1'expression 
9*1 + q\ + . . . + ç 2

m ; i l suit 

m / m 
r,2 m. 2 q \ > I 2 <7H 

ou 
m 
S 

H=I 
?H 

* * V > 
H=I / V m 

Si nous posons ma in t enan t 

et m = 2" , nous aurons 
2" - I 

V 2" 4 « 2 n - i / j ' 2 " 

d 'ou vient à Faide de 1'équation (5), pour n infini 

Z F ' - « + R À 

i / 2 | a * | 2 >'2v > Iim J _ V j / { r , Ô + 
" v=0 «=*> z H=O I \ 

2«—IN 

/ 
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A gaúche nous avons une quant i té finie et dé te rminée , par 
conséquent Ia quant i té à droi te devra ê t r e finie, et comine Ia 

sorame 2 \f f r, 9 + — T ) est cer ta inement divergente , il faut 
I . 2 / I 

quelle devienne infinie du même ordre que 2 n . 
D'autre part Ie second m e m b r e r ep résen te la moyenne a r i t h m é -

tique des valeurs que Ie module de f(cc) parcourt pour Ie cercie 
\x\=r. Nous avons donc Ie 

THÉORÈME: La moyenne arithmétique Jes valeurs que Ie module 
de la fonetion f (x) parcourt pour tous Ies points du cercie | x j = r, 
est inférieure à la racine carrée de la moyenne arithmétique du carrée 
de ces modules. 

Nous avons donc une limite supér ieure de ce t t e moyenne a r i t h -
métique; je n'ai pas encore réussi à en trouver une expression 
exacte par Ia mé thode employée d ' abord dans ce t t e l e t t re . 

Pour dé le rminer cet te express ion par ! 'autre mé thode , on au-
rait à former 

2ir 2 It 

I \f(x)\dH = — / V/ 2 ava^r"+f- .db 
2 k J 2 t V V ; í t = o ' 

o o 

Peut-ôire je reviendrai une au t re fois à ce t t e express ion. 
Permet tez-moi , Monsieur , de a jou te r à ces lignes une nouvelle 

démonstration du théorème de M. Rouché , cité au commence -
ment de cet te l e t t r e . Considérons Ia fonetion 

f t x \ 
= Ia, xw~k = 2 a, r"~k jeos (v - k) 9 + i sin (v - k) 6 j; 

X , v I ' 

en intégrant, on aura 

ílMd"J = la,r"-k I j cos (v — &) 9 + t sin (v — k) 0 { d9 
J x v J i 
o 0 

o , „ , í / s i n (v —A-) . / c o s ( v - f t ) 9 \ 2 * ) 
= 2 ^ + 2 0 , ^ - ' ' | ( — — T j - ) - M — - , - , v==A, 

V — k ] a V V — A- / f t 
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Chaque t e rme de la somme, et par suite la somme elle-mêrae, 
devient zéro, de sorte que nous avons la formule 

1 F f i X ) M a 
2 - J I l F ft' 

0 

ce qui démont re Ie théorème de M. Rouché d 'une manière nou-
velle. 

Berl in , mai 1 8 8 8 . 
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E X T R A C T O S DAS P U B L I C A Ç Õ E S R E C E N T E S 

I 

S o b r e a c o n v e r g ê n c i a d a s s e r i e s 

A serie de termos positivos ^uli será convergente se, a partir d'um 
certo valor do numero inteiro e positivo n, for 

UN 

an a „ + i > a 
% + t 

an sendo uma funcção positiva de n e \l uma constante positiva. 
Tira-se es te t h e o r e m a da de segua ldade 

1 
«N+I < — {A,, UN — a „ + 1 UNJR i) 

que dá 

Mn+1 + .. . + UnJrm < — (an Un — UnJrm UnJrm) < ~ an un. 
V-

D e s t e t h e o r e m a d e d u z - s e : 
l .° Pondo an = 1, o c r i l e r io de convergência de Cauchy 

u n , , 

> 1 + j a ; 
« ; i + 1 

2.° Pondo an = n, o c r i t é r io de D u h a m e l 

r un 

" L Mn+1 
10 
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3 . ° Pondo a„ = n Iog n, n I o g n Iog Iog n, o b t ê m - s e os critérios 
do s r . B e r t r a n d . 

[J. L. Jensen : Sur un théorème general de convergence (Comptes 
rendus de VAcadémie des Sciences de Paris, 1 8 8 8 ) ] . 

I I 

S o b r e u m t b e o r e m a d e T c h . é b y c l i e w 

Se U e V r e p r e s e n t a m duas funcçôes de x, cada uma das quaes 
varia n u m d e t e r m i n a d o sen t ido , quando x varia de O a 1, a ex-
p res são 

r \ A >1 
U V i t e - U dx Vdx 

Jo Jo Jo 

é positiva ou nega t iva , s egundo que U e V var iam ou não no 
m e s m o sent ido . 

T e m - s e dado var ias demons t r ações d ' e s te t h e o r e m a importante 
devido a T c h é b y c h e w . A segu in t e , devida ao sr . G. d 'Arone, é 
m u i t o s imples : 

Cons ide ra - se a exp re s são 

IL ( U I V L + M 2 V 2 + ••• — (UJ + U A + . . . + UN) ( V J + I V 2 + — 
•v 

onde Mi, M2, . . . , un, U1, t 2 , . . . , vn r e p r e s e n t a m quant idades arbi-
t r a r i a s . D i s p o n h a m - s e os seus t e r m o s do modo s e g u i n t e : 

M1 (V1 — « I ) + UI (®I — D2) + . . . + U 1 («1 — Vn) 

+ Í<2 («A — U1) + U 2 (u2 — D2) + . . . + U 2 (V2 — VN) 
+ 

+ MN («„ — D1) + Un (vn — D2) + . . . + UN (VN — V n ) . 

Os t e r m o s da d iagonal principal são nullos, e os te rmos syme-
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tricôs r e l a t i vamen te a esta diagonal podem ser a g r u p a d o s de m o d o 
a reduzir es ta e x p r e s s ã o á fó rma 

( K 1 - M 2 ) ( V 1 - V 2 ) + ( M l - M 3 ) ( W l - V 3 ) + . . . + ( M l - M n ) ( I ) 1 - V n ) 

+ ( M 2 - M 3 ) ( V 2 - V 3 ) + . . . + ( M 2 - M i l ) ( V 2 - V n ) 
+ 

+ ( M n _ l — M n ) ( v n _ l — V n ) . 

Temos pois 

n n n n 
n 2 UiVi- 1 Ui 2 V i = 2 (m — Uj) ( V j - V j ) . 

i = l i = l i = l i, j 

Supponhamos agora que os u e os v r e p r e s e n t a m os valores 
tomados pelas funcções U e Y nos e x t r e m o s supe r io res d e n in -
tervallos e g u a e s em que se devida o interval lo de O a 1. T e r e m o s 

1 » f 1 

lim — 2 Mf = I U dx 
n=x Il í J o 

I n r1 

lim — 2 V 1 = I V dx 
i l = » M 1 J o 

e portanto a e g u a l d a d e p r e c e d e n t e d a r á , depois de dividida por n 2 , 

f 1 T 1 T 1 I n 

U V d í c — Udic Wdx= lim — 2 (uí — u,) Ivi-V,). 
Jo J o Jo n=» «*{,; 

D e s t a egua ldade deduz - se o t h e o r e m a enunciado, visto que os 
productos [Ui-j) (V1--Vy) são positivos ou negat ivos segundo q u e 
U e V var iam ou não no m e s m o sent ido quando x varia d e s d e 
O até 1. 

[Giovanni d'Arone: Tntorno ad un teorema di Tehébychew (Gior-
nale di Matematiche de Battaglini, t. x x v i ) ] . 
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I I I 

U m a p r o p r i e d a d e d a t r a n s v e r s a l d o t r i a n g u l o 

Seja A B C um t r i angu lo dado, 31 um ponto da superfície deste 
t r i angu lo cujas coordenadas n o r m a e s suo x, y, z; A uma trans-
versal que passa pelo pon to M e cor ta o lado BC no ponto A1, 
o lado AB no pon to C j e o lado AC no ponto B j ; e N um outro 
pon to da t ransversa l cujas coordenadas n o r m a e s são ,T1, Z\. 

X1 _ A 1 N yi B 1 N Z1 C 1 N 

~x = Ã 7 3 Í ' Y = B l M ' T = C 1 M 1 

d ' o n d e se t i r a , pondo AB = c, BC = a, AC = b, 

A 1 N , B 1 N , C 1 N 

= I T M a x ' c ^ = ^ e " 

P o r o u t r a p a r t e t emos , as coo rdenadas sendo t o m a d a s em valor 
absolu to , 

ax\ + CZ1 + 6t/| = 2 S , ax + by + cz = 2 S , 

e p o r t a n t o 

1 a x - [ - J - - 4 - 1 )bv+\—?—l)cz = 0 
' A 1 N A / B 1 N , , , / N C 1 

í m - V — ÍÍ 
Mas 

A 1 M / V B 1 M ' / J \ M C 
Jby + 

A 1 N - A 1 M = M N , B 1 N + B 1 M = M N , N C 1 - M C 1 = M N , 

logo 
ax , by + cz 

M A 1 MB 1 M C 1 

que é a re lação que se p re t end ia acha r . 

[// Plamenewsky: Une propriété nouvelle de la transversale du 
triangle (Journal de Mathémaliques spéciales, 1 8 8 8 ) ] . 
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SUR UNE P R O P R I É T É D E S NOMBRES 
(Extrait d'une Ietlre adressée à F. Gomes Teixeira) 

P A R 

M . L E R C H 

( à P r a g u e ) 

. . . L e t h é o r è m e que j ' a i e n vue est I e su ivan t : L a s o m m e 
de tous Ies produi t s possibles de Ia fo rme q\ q-i q% . . . qn, ou Ies 
q sont des n o m b r e s en t ie r s positifs sa t i s fa i san t a u x condi t ions 

est égale a u n o m b r e 1 . 3 . 5 . . . ( 2 n + 1) . 
Ce t h é o r è m e résu l te en éva luan t de deux man iè r e s d i f fé ren tes 

Ia dérivée 

/ d"+2 x \ 

\ du»+* A = o ' 

OU 

X = I - s / = 2 ( - í 2 " M<-

On a év ide inmen t 
/ án+2 x \ 

ensuite, Ia fonetion x sa t i s fa i san t à l 'équat ion d i f fé ren t ie l l e 

dx 1 . = 1 + a ; + a ; s + 

du 1 — x 
ii 
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il en r é su l t e que Ton a 

d?x dx r 2 «o a*»-1] 
La0=O J du* . du 
L * o = u -J a o , « 1 

OÚ 

«o, «1 = 0 , 1 , 2 , 3 , . . . . 

De là on t i r e , en d i f fé ren t i an t de nouveau , 

d 3 x 

2 7O x ^ o - h * ! — 1 , 

2 «0 ( a O + ctI — 1) ®*o+*i+«2 (a0 , Ct1, «2 = 0, 1 , 2 , . . . ) 
d u 3 

et ainsi de sui te . De c e t t e man iè re on t rouve a i sément la formule 
g é n é r a l e 

d " + 2 x 
d u „ + i = 2 « 0 ( « 0 + a i - l ) ( « U + « l + a 2 - 2 ) . . . 

TTOI »1, .««N+L 

. . . (ao + « i . . . oín — n ) ajao+*i+-+*»+i—«—1, 

d ' ou 

/(Zn+2 x \ 
( d ^ + i ) - 2 a 0 ( « 0 + « 1 - l ) ( » 0 + « i + « 2 - 2 ) . . . 

. . . («o + « i + a 2 + . . . + 3r„ — n ) , 

Ies symboles ao, a j , a 2 , . . . , an r e p r é s e n t a n t des nombres de la 
sér ie O, 1, 2, . . . assuje t t i s à la condi t ion 

a o + «l + a 2 + . . . + OLn = n + 1. 

Or en posant 

»0 = «0 + «1 — 1 = < 7 n - l , 

A0 + KJ + — 2 = . . . , «A 4 AJ + . . . + X11- n = CJO = U 
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de sorte que 1 + q* = on aura 

Ies q é tant des nombres ent iers positifs assujett is à Ia condition 
1 + O" a donc 

2 qi qt • • • qn = 1 • 3 . 5 . . . ( 2 n + 1 ) , 

c. qu. f. d . 

Cerhovice, Ie 6 juin 1 8 8 8 . 



I G i J O R N A L D E S C I E N C I A S 

SUR L A R É D U C T I O N D E S I N T É G R A L E S H Y P E R E L U P T I Q U E S ( * ) 

(Ext ra i t d 'une let tre adrossée á 31. Lerch) 

PAK 
F. GOMES TEIXEIRA 

Soit X un polynôme en t ie r du dégré impair n et f ( x , V7X) une 
fonetion rat ionnei le de x et de V7X. Vous savez, Monsieur, qu'on 
peut toujours m e t t r e ee t te fonetion sous la forme 

V 7 X 

G et H r ep ré sen tan t des fonctions rationnelles de x, et qu'on peut 
H xm 

décomposer —— en te rmes de Ia forme —— et en termes de la 
V7X V 7 X 

I 
forme -=- . Donc, pour in tégrer la fonetion f ( x , V7X), 

(x — a)m V X 

est conduit à considérer des intégrales de la forme 

on 

/ x
m dx 

" 7 T 

et des intégrales de la forme 

dx 

(x — a)m V7X f , 

(#) Es t a car ta foi a p r e s e n t a d a pelo sr. Lereh á Sociedade Real das Scien-
cias da Bolwmia na sessão de 27 de abri l de 1888, e pub l i cada em seguida 
no Boletim d 'es ta sociedade. 
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Notre ob je t est r a m e n e r ces i n t ég ra l e s aux intégrales hyper-
elliptiques de première espèce, de seconde espèce et de troisième espèce. 

Considérons d ' a b o r d 1 ' intégrale 

dx 

J — J (x — a (x-a)m^X 
et soit 

X = (X-Oi) (» —13) . . • ( ¢ - X ) . 

Nous avons 

dx 1 

— J (x — a (x — a)m sJ X (m — 1) (x — a)m~1 / X 

1 ç X'dx 

2 ( m - l ) J ( a . _ 0 ) " - i x / x 

Si a es t d i f fé ren t de a, p, . . . 1, nous avons 

X ' A 1 B L 
• t . . . + • 

2 (m — 1) (x — a ) m — 1 X x — a x—,3 x — l 

, M 1 , M 2 M m _ i 

x — a (x — a)2 (x — a)™—1' 

ou A, B . . . . L , M ] , e t c . r e p r é s e n t e n t des c o n s t a n t e s ; e t pa r con-
séquent, 

r dx 1 

J ( x - a ) m V7X ( m — 1) [x — a ) " 1 - 1 V7X 

- A 
dx ^ ç dx j ç dx 

[x - a) V7X J (x - fO ' / X " ' J (x-1) V7X 

dx . . C dx 
Mi I 7= — M2 TT=-'" 

J (x — a) v X J (x — a)* v X 

dx 
M m - i I — • 

J (x-a)m~* VX 
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Au moyert de ce t t e formule et des formules analogues qu'on 
obt ient en y posant m — 2, ..., m — 1, on r amène 1'étude de l'in-

tégra le I — — — à celle des intégrales 
J (x — a)'" v X 

i" dx r dx r dx 

J x — a) Vx J 
dx 

(x-1) VxX 

Si a est égal à une des racines de 1'équation X = o, par exemple 
a = a , on a 

* = _ J _ + 

2(m — \){x-a)m(x— p) . . . ( x - l ) x—ri x - l 

, M I _ , , ^ M W "T ~r . a ~T~ • • • r* - rir» x—a [x — a)1 (x — a)m 

ou B, C, . . . L, M i , . . . r ep ré sen ten t des constantes . On obtient 
la constante M m , la seule qu'il nous faut connaitre , en déterminant 
la vraie valeur de Ia fraction 

X' (x — a) 

2 (m — 1 ) X 
quand T = a; on a alors 

a í _ r X ' ( a ; — a ) _ 1 

Donc 

2 m — 3 -• dx 1 

õJ 2 (m 1)J (X-a)«>VX ( I j l - I ) ( O J - O ) " - 1 / X 

— B f — . . - L I d X -
J (X-I)VfX J (x-l)V'X 

M f d x M í <ÍX 

J (x-a) V X V(T-O)2Zx 
C ilX 

— M m _ l -= r . 
J ( t f - a V - 1 v X 
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Au moven de ee t l e formule et des formules analogues qu'011 
obtient en y posant m = 2, 3, . . . m — t on r amène encore l 'é tude 

de 1'intégrale / — — = - à celles des in tégrales 
J ( x - a)mSX 

dx r dx c dx 

/

ax f ax 1 ( 

(x — a) V7X' J(x-p)Sx' J (x-l)SX 

quand a = a. 
Déterminons ma in tenan t Ies in tégra les 

r dx dx r dx 

J (x — a) /X J (x-?,)SX J ( x - l ) S X 

I)e 1'identité 

1 . 1 . 1 X ' 
• • • I 

x—a. x — P x —1 X 
on tire 

ti) r - ^ v + f — / -
J («_A) L/X J (x-^yx J(X-X)Sx 

2 

~ t / x ' 

D'un au t r e côté, de la formule 

/

a;ftdx íc''+1 1 /" -jJt+l X' dx 

7 F = ( A + I ) V / X + 2 F M Í J X V / X 

et de la formule 

a*-MX' xH-1 a * + 1 ^ f c + 1 

— — — = "I — + . . . + - — 
X X-Ct x — p x — l 

= nxk + CtxXk-1 + a ^x1'-- + . . . + ak 

ak+1 3*+i 

+ + ¥ + • • • + 7 x—a. x— p x—K 
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on t i re 

,a)J a rxkdx rxk~x dx 
{ 2 k + 2 - n ) J w a ' J 

dx 

(2) 

t/x -J t/x ••' ' a Vv/x 
IS 

c dx , . . . /- dx 
- —— + a*+ 1 = r + f i f c+1 / + 

V* J íx-«) V/X J Ix-1Z) ^X 
Ilxli+1 

+ . . . + 
J íx (x-X) t/x 

et , en posant k = O, 1, 2, .. . n — 2, 

r dx , r dx 
« / j = - + . . . + * / — 

y ( x - a ) / X J (x —X) v / x 

[ 'J t/x v/x 

d x d x 
a 2 / + X * / 

J ( x - a ) t / X J 

, ,s rxdx f dx 2x-

- ^ - V T X — J t í - T T 

_ í xn~-dx i 

dx 
X"-' I + . . . + / ^ r = I 

J (x — a) v X J ( O 5 - X ) K X 

' x " — 3 d x 
/ dx 2 x n _ 1 
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Au moyen de ces équations et de 1'équation (1) 011 ramène 
1'étude des intégrales 

I dx r dx I dx 

J (x — a) V7X ' J (x-ty^X " J (x — \) V7X ( a s - a ) 

à celle des intégrales 

dx 

J Vx' J 
xdx 

V7X J V7X 

parce que Ie dé te rminan t 

xn—*dx 

TxT 

1 1 

a ^ 

»2 

1 

X5 

a n — 1 p H - I 

est diííérent de zéro. 
La formule (2) p e r m e t t r a aussi d ' exp r imer 1'intégrale 

í xm dx 

J~TT 
quand m > n — 2, au moyen des intégrales 

/ dx r xdx r xn~-dx 

Wx' . JW " ' J V7X 

Donc, en dernière analyse, Ies intégrales considerées 

I (x-ajnSx' J V7X 
• xm dx 
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peuvent ê t re expr imées au moyen des intégrales 

r dx r xdx í xn~- dx 
J V X ' J / X ' ' " J Vx 

et de 1'intégrale 

r dx 

J (x — a) \/X ' 
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P R O B L È M E Q A L G È B R E 

(Extrait d'une lettre de M. d'Ocagne à M. Gomes Teixeira) 

. . . Vous savez que Ies n o m b r e s q u e j ' a i é tud iés dans \'Ame-
rican Journal of Malhematics (vol. i x , p. 3 5 3 ) sous Ie nom de 

nombres K p , e t don t j e me suis efForcée de faire r e s so r t i r l ' im-m J 

portance au p o i n t - d e - v u e de 1'analyse (qui m ' o n t pe rmis , en p a r -
ticulier, de donne r des express ions expl ic i tes t ròs s imples [ fo r -
mules (54-), ( 5 5 ) , (56) ] des n o m b r e s de Bernoul l i ) sont définis 
par Ies formules 

K 1 = I , K m = I , 

K P = / > K P . + K p — 1 , m r m—1 m—1 

formules qui se t radu isen t , ainsi que je l 'ai fai t voir , p a r un 
tableau à doub le e n t r é e ana logue au t r i ang le a r i t h m é t i q u e de 
Pascal. 

Le n o m b r e K p est d ' a i l l eurs donné exp l i c i t ement pa r l a fo r -

mule (5') de mon Méino i re 

K m p I 

+ ( - 1 ) p " 2 C p - 2 2 m + ( - I ^ 1 C j - 1 I m 

~ p] 1 ' 

Voici, à t i t r e de nouvelle appl ica t ion des n o m b r e s K p
1 un p r o -

blème d ' a l gèb re q u e j e résous par Temploi de ces n o m b r e s : 
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Etanl donné un polynóme entier et rationnel en x 

F (x) = ao + at x + a2as2 + . . . + anxn, 

on se proposé de Ie mettre sous la forme 

Y(x)=h0+h{x+hix(x+i) + ...+hnx(x+i)(x+2)...(x+n-l). 

Donner Vexpression explicite des coefficients h en fonction des co-
efficients a. 

Un calcul facile mont re que pour des différences de la varia-
ble x égales à 1'unité, Ia p i è i ne différence de la fonction F (as) est 
donnée par 

APF(«) = 1 . 2 . 3 .. .p.hv + 2.3A .. .(p+l)hp+i(x+p) 

+ 3 . 4 . 5 . . . {p + 2)hJ^i(x + p)(x + p+l) 

d 'oú 

e t 

AP¥{-p)=plhp, 

A P F { - P ) 
(1) Ap 

Or , la formule (15) de mon Mémoire de 1'American Journal, 
t r ans fo rmée d 'une formule de M. Cesaro, donne 

i=n-p K p
j . 

A P F (x) = N 1 — Ç t L . F ( P + < ) ( x ) 

A ^ i r eprésen lan t Ie nombre (p + i) (p + i— 1) . . . (p + I) des 

a r r angement s de p + i ob je ts pris i à i. 
IVailIeurs 

F W ( x ) = l .2 . . . m . a w + 2 . 3 . . . (m + \)am+\x 

+ 3 . 4 . . . ( ^ + 2 ) ( ½ + , x 2 + . . . ; 
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donc 
K p 

AP F (x) = —jp- [1 .2 .. . p.dp + 2.3 . . . (p+l)ap+ix 
A 

P + 3 . 4 . . . (p + 2)cty-i-2X i + . . . J 

K p 

+ - ^ - [ 1 . 2 . . . ( p + 1)Ojj-J-I + 2 . 3 . . . (p + 2)ap+<ix 
A 

P + 3 . 4 . . . (p + 3)ap_|_3x* + . . . ] 
+ 

K p 

+ - ^ = ! [ 1 . 2 . . . (n — 1) a„—i + 2 . 3 ...n.a„x] 
A n - l 

Kp
n + —— 1.2 . . . n.a„. 

Faisant , dans c e t t e fo rmule , x = —p, e divisant par p\, on a, 
en vertu de ( 1 ) , 

hV = aV Cp Kp 

— a (C p K p . p - C p K p . ) 
P+ i V p + i p r p p+V 

+ a ( C p K p p 2 - C p , K p . P - ^ p + C v K p X) 
P+2 y p+2 P1 í + 1 ?+> p + X1 P P + 2 / 

- « ( C i L , K p P 3 - C p K p , . P* P+3 P+3 P r P+2 P+l p + 1 ^ 

, f P k p ( p + 2 ) ( p + 3 ) p p ( p + l ) ( p + 2 ) ( p + 3 ) \ 
" r V i J + 2 ( p + - 2 ) ( p + l ) P P + 3 ( p + 3 ) ( p + 2 ) ( p + l ) / 
+ 

+ ( — 1 p a ^ C p K p p " - p - C p . K p — y — p " — p — ' + . . . v J f p f n—i p + i p + l ^ 

i / i \ n p p p TfP 
( p + l ) ( p + 2 ) . . . n \ 

J % »n...(p + 2)(p+í)/' 



1 7 4 JOHNAL DIC SC1ENCIAS 

formule qui résout Ie problème que nous nous ét ions proposé, et 

ou, bien en tendu , C^ réprésente Ie nombre 

m(m— 1) . . . (m —n +1) 

1 . 2 . . . n 

des combinaisons de m objets pris n à n. 
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N O T E D E CflLCUL INTÉGRflL 

p a b 

H . L E P O N T 

Dans un p r é c é d e n t a r l i c l e , nous avons indiqué une m é t h o d e 
qui p e r m e t d ' i n t é g r e r un svs tème de ?i équa t ions l inéa i res s i inu l -
tanées aux d i f fé ren t ie l l e s to ta les et à coefl icients cons tan t s , et qui 
donne en m è m e t e m p s Ies condi t ions de compabi l i t é de ce sys-
tème. Nous nous proposons dans c e t t e no te de déve lopper la m è m e 
analyse dans Ie cas d 'un svs t ème de d e u x équa t ions à m var ia -
bles indépendan tes et à coeff icients que lconques . 

Prenons, pour plus de s implici té , Ies d e u x équa t ions 

(A) 
( d y \ = ( « i , i 2/1 + « i , 2 dx\ + ( « 2 , 1 y\ + «2 ,2 í / 2 ) dx2 

' dyz = (61 ,11 /1 + 61,2 ! /2) dx 1 + (62,1 J/1 + 62 ,2 yi) dx2 

Ies coefíicients a et b é t a n t des Ionctions que l conques de s va r ia -
bles i ndépendan te s x\ et x%. 

Multiplions la seconde équa t ion par une fonction i n d é t e r m i n é e 
l de et de X2 , et a jou tons ce p rodui t à Ia p r e m i è r e , il vient 

(1) 

Id {yi+lyz) = +Xfci.i) j/i + ^«1,2 + ^1,2+—J j/2J dxj 

+ («2 ,1 + >>62,1) y\ + ^ a 2 , 2 + >.62,2 + J / 2 J d x 2 

ou 

(B) d L o g (j/t +Iyi) = ( a i j dx\ + (02,1 + ^62,1) dx% 
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en posant 
dX 

(2) 

_ = >8 + («1,1 - b i,8) X - a 1 ) 2 
dx 
d\ 

r2 
— = i2 t Xs + (aá )i — ò2)2) X — a2 > 2 . 

Pour que Ie système (A) soit compatible, il faut et il suffit 
év idemment : I0 que Ie seeond membre de 1'équation (B) soit une 
diíTêrentielle exac te ; 2o que Ies équations (2) définissent une même 
fonetion X, intégrale de l 'équation aux différentielles totales 

(C) 
(/X = [ò^X* + (Oji1 — 61>2) X — a ) i 2 ] dxi 

+ X2 + (a2>i — A2j2) x — as,s] dxi. 

La première condition s 'exprime de la mariière suivante 

- ^ • ( « 1 , 1 + « . , i ) ( « M + X M . 

. . dl dX 
ou, en développant e t remplaçant -— et -— par Ieurs valeurs 

dx\ dx 2 
da\)t 

«1,202,1 + 0(,1 O 2 2 

(3) 
+ 

dxi dx% 
db*\ db 

+ (ai ,1—6l ,2) 6í,l — (ai,i—í»2,2y ,1 _ dx 1 dx% 

équation qui doit ê t re vérifiée identiquement. Donc 

X = O, 

(!) 

/ d a 2 1 dai 1 

j dx 1 dx% 

j dbiA dbJi1 

( dx\ dx 2 

« 1 , 2 ^ 2 , 1 — ^ 1 , 1 « 2 , 2 

(«2,1 — — («1,1 — h , \ -

Pour obtenir l a seconde condition, égalons Ies valeurs de - — ^ 
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fournies par Ies équat ions (2). Nous avons ainsi, en é l iminant tou-
dX d l , /IN 

jours — et - r ~ , et en tenant compte de (I) 
d%t dx% 

. d a < z 9 da 1 , 8 . . , . . , > 

Ilte I t e T = - b l ^ a W + ( 0 2 , 1 - 6 2 , 2 ) « 1 , 2 

, /dbt 8 dòi 8 . , 1 
+ ( • a s — 

puis, en annulant Ies coedicients de ce t t e équat ion 

I d a i i i d a | 8 

! dx\ da: i 

Idbii db\$ 

\ dxi dx® 

( « 1 , 1 — 6 ! , 2 ) « 2 , 2 — ( « 2 , 1 — £ > 8 , 8 ) a i ( 8 

- 0 1 , 2 ^ 2 , 1 + ^1,102,8. 

Les quat re relations (I) et (II) sont Ies conditions de c o m p a t i -
bilité du système différentiel proposé. Il est du res te facile de Ie 
vérifier d i rec tement . En effet , Ies équat ions (A) sont équivalentes à 
celles-ci 

W 

dm , dy\ , 
= «1,1 J/l + «1,2^2 ^ = «2,12/1+«2,2 J/2 

d y z , , d í / 2 
^- = 01,12/1 + 01,8½ = 02,1 Í /1+68,8 2/2-

r 1 ^ í / l d i I J i Lgalant Ies valeurs de et de - — - — t i rées de ces 
dx 1 dx-i dx\ dx-i 

équations, nous a \ons 

+ 6 : , 1 « 2 , 2 — « 1 , 2 6 2 , 1 ^ 2 / 1 

(3) 

+ 

d a 8 , 1 d a i , i 

dx\ d X i 

d a i 2 da i 8 . "I 
I x I l T " f l l ' 4 ~ ( a l . l - f i i , 2 ) a ^ J/2 = 0 

—I 

S f ~ + ^ - ' - M - ( a M - M 6 . ,1 ] ; 

Z d b i f i d6i,a \ 

12 

2/1 



1 7 8 JOIiNAL DK SC1ENC1AS 

ce qui donne, en exp r iman t que Ies coefíicients de et de j/j 
sont nuls, Ies relat ions (I) et (II). 

Ces conditions é tant supposées satisfuites, nous allons déter-
miner Ies deux fonctions X qui forment nos deux coinbinaisons Ii-
néaires imméd ia t emen t intégrables . Posons 

(5) 
í h = 61,1 X2 + (ai , i — 01,¾) X — a i , 2 

( ^ 2 = 6-2,1 ^ 2 + («2,1 — h f i ) >. — «2,2; 

1'équation (C) prend la forme 

(y) d\ = hx dx i -f Zi2 dx 2-

La condition d ' intégrabií i té , qui se rédui t ici à 

dhi dh\ 
h ^ - k i I i = 0 ' 

doit ê t r e vérifiée. Nous avons alors, en effectuant 

[(«1,1 - 61,2) 62.1 — («2,1 —62,2) 61,1 j*2 — 2 (ai,262,1—61,1 

+ (01,1-61,2) ai,2 — («1,1—62,2) «1,? = O, 
(S) 

équation qui dé te rmine Ies deux valeurs de X satisfaisant à la 
quesl ion. 

Soient X] et X2 Ies deux racines de cet te équat ion et 

(«1,1 + >-i 61,1) dxx + (a2,1 + Xi 63,1) dx% = dl\ 

(«1,1 +^261,1) dx\ + (a2,i + X262,i) ( te2 = (//2; 

nous avons, en appelant c\ et C2 Ies constantes d' intégration, 

J/l + Xl ^2 = C1CfI j/2 + X2J/2 = C2*<2 
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et par suite 

[ j/i = - — ( C i ) ^ e i I - C 2 X i e ' i ) 
\ X j - X 2 

(2) í 

J/2 = — («1 E'1 — C 2 CF-)» 
\ *1— *2 

système in tégrant des équa t ions (A) . 
11 est facile de voir que 1'équation (3) ne peu t j amais avoir de 

racine double. En e f fe t , introduisons dans Ies valeurs (2) de yi 
et ja 1'hypothèse 

X i = X + e X = X 

il vient en faisant t end re e vers zéro 

J / l + Xy2 = O. 
Or Ia relat ion 

((01,262,1-^1,1 a2>2)2 + [(01,1—61,2)01,2 — (02,1—62,2) 01,2] 
(H) 

( + [oi,i —61,2) 62,I — SiO2lI-62)2) 6(,i] = O, 

qui exprime que 1'équation (3) a une rac ine double X expr ime 
aussi, comme il est facile de s 'en assurer par un calcul direct , 
que cette valeur X est une solution commune des équat ions 

(G) ft, = 0 Zi2 = O, 

et alors, à cause des formules (2) elle est indépendante à Ia fois 
de Xi et de a 2 . 

Nous nous trouvons donc dans Ie cas d 'une seule fonction y d é -
finie par deux équations diíTérenlielles qui se reduisent nécessa i re-
ment à une seule, ce que nous n'avons pas supposé. 

Il est clair aussi que 1'équation ( 3 j ne peut pas avoir de racine 
indépendante à Ia fois de x\ et de x2. Si l 'une des racines ne 
contiene ni x\, ni Xj>, elle es t racine commune des équat ions (6) 
et racine double de 1'équation (S), nous ren t rons dans Ie cas p r e -
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c e d e n t ; si Ies d e u x racines ne cont iennent ni x\ ni elles satis-
font aux équat ions (6) e t donnen t 

m i \ f f l 1 'a — _ 
AZ,I 02,1 — 63,2 6 2 , 1 ' 

relat ions qui mon t r en t que 1'équation (S) est vérifiée identique-
men t , ce qui est con t ra i re à n o t i e hypo thèse . 

On voit que Ie seul cas oú la mé thode puisse t o m b e r en dé-
faut est celui oíi l ' équat ion (S) est vérifiée iden t iquement . Les 
relat ions (I) et (II) deviennent alors à cause des équations (III) 

(IV) 

da^ 1 da\_\ da^p da\$ 
dx\ dx-i dx\ dx-i 

db-ij (/AiiI db^v db\;« 

dx 1 dx 2 dx 1 dx 2 

Si nous m e t l o n s Ie sys tème (A) sous la fo rme 

DY\ = ( A I I D X J + A I ^ D X I ) Y - + ( A \ $ D X I + A ^ D X 2)1/2 

í/1/2 = (61,1 dx\ + Aoi 1 dx%) t/i + (b\$dxi + dx%) 1/2 
(9) 

nous voyons q u e Ies coefficients de y\ et de t/2 sont des différen-
lielles exac tes . 

L ' équa t ion (S) é t an t vérifiée que lque soit X, 1'est aussi pour Ies 
valeurs de X qui ne cont iennent ni x\ ni x%\ !es équat ions (6) ayant 
leurs rac ines i ndépendan te s des variables s 'écr ivent 

( 1 0 ) a - f C X - A X 2 = O 

a, A, c é t a n t des cons tan te s ; et Ies équat ions (A) sont 

^yi = {f\ («i.*í)yi + a%í1 dxi + \f*{*i'*i) yi +ayí\dx 

(P) '(/t/2 = Myi + j / i (XÍ,X») + C/Í j t /2] DXX 

I +[Ayi + |/»(«i.«*) + c| Vi] dx* 
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en appelant Ic Ia valeur c o m m u n e des r a p p n r t s (III) , f\ (X l i X 2 ) et 
/"2 (X l l X 2 ) deux fonct ions de x\ et X2 sa t i s fa isant à Ia re lat ion 

(V) d f i ( X h X i ) 
dXj dx^ 

L'équat ion ( í ) devient alors 

(a) d L o g ( y 1 + Xy2) =f\(x\,«2)dxj + f-i(x\,x2)dx2 + Xb(Icdxi + d x 2 ) . 

Soint f ( x \ , x 2 ) 1 ' intégrale d e l ' express ion 

/ 1 ( « L . « 2 ) dx 1 + /"2 ( X 1 , X 2 ) 

i Ie discriminant de 1'équation (10) , Ti e t r 2 J e u x cons t an te s , 
nous avons pour in tégra les des équat ions (P) 

!/l = -

f(x{, 5-(^1+^2) r- y/ã",, , x —t/A, 
e L — ~ 

v/Ã 
(v/a + c ) n e 2 +(v/A-c)r2e 2 J 

e 2 r " ( k x t + i i ) _^(fcr ,+ír .2)l 

— ^ — L n e J -

Du res te 1'équation (10) ne peu t avoir ses rac ines éga le s sans 
que Ie syslème (P) ne con l ienne qu 'une seule fonction y, ce qui 
est contraire à not re hypo thèse . 

Si Ies fonctions f\ (X l l X 2 ) et / 2 ( ^ 1 , ^ 2 ) s e réduisent à des con-
stantes, nous re t rouvons Ies sys tèmes que nous avons considérés 
dans notre note p récéden te . L e s équat ions (P) se r amènen t à d e u x 
équations à coefíicients cons tan t s par Ia subs t i tu t ion 

Ij l 

2/2 = (,9/^1.^) Z2 

Ô désignant une cons tan te . 
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En résumé, 1'intégration d'un système de deux équations si-
multanées aux différentiel les totales et à m variables indépen-
dantes ne dépend que de la résolution d 'une équation du second 
deg ré et à 1'intégration de 2m différentielles exac tes de ces m 
variables. 

Dans un prochain ar t icle , nous considérons Ies systèmes géné-
r aux de n équat ions à m variables indépendantes et à coefficients 
quelconques. 
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B I B L I O G R A P H I A 

Henrique de Figueiredo. — Curvas planas algébricas. — Coimbra, 
1888. 

A theoria geral das curvas planas algébricas tem sido moderna-
mente objecto de trabalhos notáveis, que além de estenderem o 
campo da Geometria, têem concorrido para progresso de muitos 
pontos importantes da Analyse. É d'esta theoria geral que se oc-
cupa o sr. Henrique de Figueiredo no seu opusculo, apresentado 
á faculdade de mathemat ica da universidade de Coimbra como 
Dissertação para o concurso a uma cadeira da mesma faculdade. 

Principia o auctor por expor algumas noções geraes sobre os 
dois systemas de coordenadas homogeneas conhecidas pelos nomes 
de coordenadas pontos e de coordenadas linhas. Passando em se-
guida ao assumpto especial do livro, considera successivamente os 
theoremas relativos á passagem de curvas algébricas por pontos 
dados, os pontos múltiplos d 'estas curvas, as suas liesseanas, as 
suas polares; define as noções de genero e de classe e mostra a 
importancia d 'estas noções; apresenta as formulas de Plucher a 
que satisfazem os numeros caracterist icos de uma curva; e final-
mente estuda a theoria das curvas unicursaes, e indica a impor-
tancia que tem a consideração d 'estas curvas para o problema da 
integração das funcções algébricas. 

E. Cesaro. — Forme poliedriche regolari e semiregolari in tutti qli 
spazii (Memorias da Academia real das sciencias de Lisboa, 1888) . 

Na primeira par te d 'esta interessante Memoria demonstra o 
auctor os dois theoremas seguin tes : 

I 0 Exis tem só dezoito especies de polyedros em que as faces 
da mesma ordem concorrem em cada vértice no mesmo numero ; 

2." Existem só dezoito especies de polyedros em que os ver-
tices da mesma ordem se acham em cada face no mesmo numero . 
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D e v e - s e observar q u e o auctor cliama ordem de uma face ou 
de um vertice o numero de lados diminuído de duas unidades. 

Na segunda p a r t e mos t ra o auctor que todos os polvedros de 
que se occupou na p r imei ra p a r t e podem der ivar - se uns dos ou-
t ros por meio de ope rações mui to s imples , cujo es tudo o leva a 
p ropôr , para os des ignar , uma nomencla tura simples e clara. 

Na t e rce i ra p a r t e mos t ra que as fórmulas e m p r e g a d a s na pri-
meira p a r t e podem levar a r êdes de r ec ta s que sat isfazem ás con-
dições dos dois t h e o r e m a s n'ella demons t rados , e es tuda estas 
r êdes . 

F i n a l m e n t e na qua r t a pa r l e es tuda as fórmas polyedricas no 
espaço a n d imensões . 

F. Casorati. — Sopra Ie coupures dei sig. Hermite, i Quersclinitte 
e Ie superfície di Ricmann el i concelli d'integrazione si reale che 
complessa. 

N ' e s t a Memor ia impor t an t e es tuda o sábio professor da Uni-
vers idade de Pavia a luncçào $ (z) definida pelo integral 

para lhe p rocura r os diversos r a m o s cor responden tes aos differen-
tes caminhos seguidos pela variavel í na passagem de lo para t\, 
e para os r e p r e s e n t a r por superf íc ies de R iemann . 

Pr incipia o auc to r por cons iderar o caso de ser f [t, z) uma 
funcção racional de t e de z, caso es tudado pelo sr . H e r m i t e no 
caso de ser rect i l íneo o caminho seguido por t na passagem de 
<0 para t\, e que levou es te g r ande g e o m e t r a á noção de coupure. 
Mostra que cada ramo da funcção t em uma linha de discontinui-
dade [coupure), mas que a reun ião de todos os r amos dá uina só 
funcção con t inua . 

E s t u d a em seguida o caso em que f ( z , t ) r e p r e s e n t a uma func-
ção i rracional , isto é, uma raiz de uma equação algébrica com 
coefi icientes rac ionaes r e l a t i vamen te a z e a /. 

F i n a l m e n t e es tuda alguns casos em que f [ z , i ) é uma f u n c ç ã o 

t r anscenden te . 
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F. Amorclli e C. Morales.— Teoria elemenlal de las determinan-
tes.— Buenos Ayres, 1888. 

Esta obra , como outra sobre a theoria cios quaterniões , de que 
se deu noticia no \o lume anter ior d ' e s t e jornal , mostra o d e s e n -
volvimento que vai tomando o ensino das mathemat icas puras na 
Universidade de Buenos Avres , o que é devido pr incipalmente á 
iniciativa do professor na mesma Universidade, sr. dr . Valentin 
Balbin. Contém ella o curso feito por este illustre professor no 
anno de 1 8 8 4 e é redigida por dois dos seus discípulos, os srs. 
engenheiros F. Amoré t t i e C. Morales . 

No livro primeiro t r ac tam os auctores da theoria geral dos d e -
terminantes Ahi são estudadas as propr iedades fundamentaes dos 
determinantes, as regras para os calcular, as operações a que se 
sujeitam, e tc . 

No livro segundo, o mais in teressante da obra , consideram os 
auctores os de te rminantes de fórma especial, es tudando successiva-
mente os de te rminan tes recíprocos, os de te rminantes symetricos, 
os determinantes múltiplos, os circulantes, os a l te rnantes , os con-
tinuantes e os de te rminan tes funccionaes. 

Finalmente no livro terceiro vêem as applicaçôes analyticas da 
theoria dos de te rminan tes á resolução dos systemas de equações 
do primeiro gráo , á theoria da eliminação ent re equações algé-
bricas de qualquer gráo. e tc . , e algumas applicaçôes a ques tões 
de Geometria e lementa r . 

Pli. Gilbert. — Sur la convergence des intégrales à limites infinis 
(Iiulletin des Sciences Mathématiques, 2 .° sér ie , t. x u ) . 

N'este bello ar t igo apresenta o auctor exemplos de in tegraes 
definidos da fórma 

que lêem valores finitos sem que f ( x ) tenda para zero quando x 
tende para o infinito, ou mude indef inidamente de signal. 

Apresenta como primeiro exemplo o integral 

f ( x ) dx, 

J - a o 

(sen5^)?^) dx, 
o 
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onde 9 (x) r e p r e s e n t a uma funcção posit iva, c r e scen t e com x a 
pa r t i r de um valor d e t e r m i n a d o de x, e tal que 

l i m - T X <p ( ¢ + 1) 

Considera em seguida o in tegrai 

c 
I i}< (x) ( sen 2 Tíx)¥W d x , 

J o 

onde (J/ (x) é uma funcção positiva de x tal que 

r 1 

/ ^ (n + ^r)8 dx 

não pôde e x c e d e r um valor fixo q u a l q u e r que seja n. Mostra que 
e s t e in tegra l é f inito, e pa r t indo d 'e l le chega a es te resultado in-
t e r e s s a n t e : É possível d e t e r m i n a r a funcção f ( x ) de tal modo que, 
conse rvando-se positiva e t o rnando- se infinita um n u m e r o de vezes 
t ão g r a n d e q u a n t o se que i ra no mais p e q u e n o intervallo dado, a 
par t i r de um valor conven ien t emen te escolhido de x, o integral 

I f ( x ) d x seja todavia finito e d e t e r m i n a d o . 
J a 

D. S. Archilla y Espejo e D. G. Vicuna. — Discursos leidos ante 
la real Academia de Ciências. — Madrid, 1888. 

Contém es te opusculo os bel ios discursos pronunciados pelos 
srs . ArchiI la e Yicuiia p e r a n t e a A c a d e m i a das Sciencias de Ma-
dr id na r ecepção so lemne do p r imei ro d ' e s t e s dist inctos mathe-
ma t i cos . 

Foi o s r . Archi l la p rocu ra r á Analyse infini tesimal , de que é 
professor na Univers idade de Madr id , o a s s u m p t o para o seu dis-
curso, t o m a n d o pa ra lhema d 'e l le o modo de concebe r esta analyse. 

R e f e r i n d o - s e p r i m e i r o aos m e t h o d o s e m p r e g a d o s para resolver 
as ques tões de G e o m e t r i a infinitesimal an tes da descober ta do 
Calculo inf ini tesimal , e x p ò e e examina o me thodo empregado por 
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Archimedes, o maior geomet ra (ia ant iguidade, que , como o au-
ctor diz, creou a maior par te das noções fundamentaes que de ram 
origem e serviram de base a este calculo; e em seguida o m e -
thodo dos indivisíveis de Cavalieri, no qual apparece a applicação 
immediata da noção de inf ini tamente pequena a resolução das 
questões ma themat i cas . 

Occupa-se depois da descoberta do Calculo infinitesimal por 
Newton e Leibni tz e analysa os modos como estes grandes sábios 
concebiam este calculo. Segue-se a apreciação dos conceitos que 
do mesmo calculo faziam Eu le r , Lagrange , Carnot e Cauchy, de -
morando-se pr incipalmente na referencia a es te ultimo, cujo modo 
de vér adopta . 

Na resposta ao discurso an ter ior , o sr. Vicuíia, depois de ap re -
ciar as al tas qual idades do novo académico, occupa-se em indicar 
as obras escr iptas em Hespanha , em que se es tuda a analyse in-
finitesimal, ou em que se Taz uso d 'esta analyse. 

Em seguida aprecia o discurso do sr. Archilla e a obra impor-
tante in t i tu lada: Estwliosfundamenlales dei Calculo diferencial, 
onde este illustre professor expõe desenvolvidamente o mesmo 
assumpto cuja par te philosophica condensa no seu discurso. 

G. Tarry. — Essai sur la Géométrie des figures imaginaires [Asso-
eialion française pour Yavancement des sciences, 1887). 

O auctor considera o ponto imaginario como de te rminado por 
dois pontos, um ponto origem A e um ponto e x t r e m o A' r e p r e -
sentando um papel diíf'erente do pr imei ro . Representa o ponto 
imaginario pelo signal A A ' . O ponto AA é o ponto real. A po-
sição que toma o ponto A' depois de descrever uma c i rcumferen-
cia em roda de A chama posição ex te r ior do ponto A A ' . 

Para definir a recta imaginaria o auctor corta por uma t r ans -
versal tres rectas que passam por um ponto fixo, o que dá t rcs 
pontos A, IJ, C. Cons t rue em seguida um ponto P P ' de te rminado 
pela relação ( a A B C ) = Kx , onde a representa a posição ex te r io r 
•lo ponto P P ' e (?.ABC) uma quan t idade complexa de te rminada 

a B AB 
pela razão — = K e pelo angulo (CaB — CAB = y). Fazendo 
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variar a t ransversal , o ponto P P ' descreve uma rec ta real quando 
X = 0 ou } = ifr ir, e um Iopar geometr ico que o sr . Tarry chama 
rec ta imaginaria , nos outros casos. 

Na interessante Memoria a que nos es tamos refer indo, o au-
ctor apresenta uma serie de propr iedades dos pontos e rectas 
imaginar ias para just if icar a importancia da nova representação 
dos imaginarios. 

M. Lerch. — Sur une formule d'Arithmétique (Bulletin des Scien-
ces Mathématiques, 2e série, t. XII). 

Théorèmes d'Arithmétique (Item). 

Referem-se á Ar i thmet ica superior estes dois bellos artigos. 
No primeiro o auctor demonst ra a fórmula s egu in t e : 

onde ^ (p, q) r ep re sen t a o numero de divisores de p superiores 
a q, yXp* l) 0 numero de divisores de p eguaes ou inferiores a 
q, e a, m e k números positivos dos quaes o ultimo é superior 
á unidade. I) 'esta fórmula tira o auc tor a lgumas consequências 
in teressantes . 

No segundo art igo apresenta o auctor a fórmula notável 

onde 9 [a, n) r e p r e s e n t a o numero de te rmos da serie 1, 2 , 3 , . . . , a 
que são primos com n, e m um numero pr imo com n. 

Pondo n 'esta fórmula a = n o u » - l ob tém o sr. Lerch duas 
relações que ligam a funcção <p (n) de Euler e Gauss com a func-
ção ty [p, q). 

2 [<J> («i — oa, k + cr— 1) — y (m — ca, a)] 
o = 0 

k—í 
+ S [4 (m + X a 1 X - I ) - x ( m + Xa, a ) ] = O, 

0—1 

2 (m + a n , a) — <|; (m + a n , a)] = <p (a, »i) 
a=0 
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}]. d'Ocagne. — Quelques propriétés de Tellipse; dévialion, écart 
normal (Nouvelles Annales de Mathémaliques, 3 è r a e série, t. v i l ) . 

N e s t e ar t igo es tada o auctor a corre lação geomet r ica que 
existe en t re o angulo que a t angen te á ellipse em cada ponto faz 
com a tangente correspondente ao circulo principal, e a anomalia 
excentrica; e a correlação geometr ica que existe en t r e a inclina-
ção da normal sobre o d iâmet ro cor respondente e a mesma ano-
malia, o que o leva a uma serie de theoremas interessantes r e l a -
tivos à ellipse. 

A. Lugli. — Sul numero dei numeri primi da 1 ad n (Giornale 
di Matemaliche, t. x x v i ) . 

N'este art igo in teressante apresen ta o auctor um methodo mais 
simples do que os methodos de L e g e n d r e e Meissel para d e t e r -
minar o numero de números primos comprehendidos e n t r e 1 e 
um inteiro qualquer n. 

Ed. Weyr. — Note sur Ia théorie des quantités complexes formées 
avec n unités principales (Bullelin des Sciences Mathémaliques, 
2 e série, t . x í ) . 

M. Lerch. — Uber Funclionem mil beschrãnktem Exislenzbereich 
(.Abhandlungen der K. bõlimischen Gescllschaft der Wischenscha-
ften, 1888). 

Ueber die Nichldilferenliirbarkeil gewisser Functionen (Jour-
nal fur die reine und angewandte Mathematil;, t. 103) . 

M. d'Ocagne. — Sur Ies cordes communes à une eonique el à un 
cercle de rayon nul; Application à Ia théorie géomélrique des 
foyers dans Ies coniques (Proceedings of the Edinburgh Mathe-
matical Society, t. v) . 

Sur Ies invariants des formes binaires (Annales de la Société 
Scienlifique de Bruxelles, 1888). 
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E. Cesaro. — Sur deux classes remarquables de lignes planes (Nou-
rei Ies Annales de Mathématiques, 3 è m e série, t. v i l ) . 

Sur Ies Iois asymptotiques des nombres (Rendiconti delia R. 
Accademia dei Lencei, 1 8 8 8 ) . 

Sur Ies systèmes de nombres entiers (Item). 

S. Pinclierle. — Sur une généralisation des fonctions eulériennes 
(Comptes rendus de YAeadémie des Sciences de Paris, 1888). 

R. Guimarães. — Semelhança e rectificação dos arcos ellipticos.— 
Porto, 1881). 

Do excel lenle jornal Mathesis ( t . v i i i , pag. 137 ) extrahimos 
a seguinte noticia a respeito d ' e s t e opuseulo: 

«Es te interessante t rabalho t rac ta pr imeiro da associação, e 
em seguida da rectificação dos arcos ellipticos. Dois arcos são 
associados, se a sua difierença é reclificavel. Dois pontos M e N 
d ' uma ellipse são associados se as normaes á curva n'esles pontos 
estão egua lmente aífastadas do centro. Se A e B são os vertices 
da ellipse, AAI e BN são dois arcos associados, e t em-se a egual-
dade 

Jc 2 
AM — BN = — Xi Xi = p, 

a 

que é a t raducção do theorema de Fagnano . O auctor dá duas 
out ras demonst rações d 'es te ce lebre t heo rema ; a ultima é uma 
bella applicação do methodo de que se serviu Talbot para deduzir 
um grande numero de fórmulas analogas ás de Fagnano . No ter-
ceiro pa ragrapho encont ram-se os theoremas de Graves e de Mac-
Cullagh, que dão arcos de difTerença rectificavel sem que seja 
necessário que os arcos se t e rminem nos vertices da ellipse; cite-
mos t ambém uma general isação da relação 

E ( 9 ) + E ((J/) — E (pt.) = a/í2 sen sp sen ^ sen p., 
se 

E (<p) + E M - E ( H ) = O . 
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«A segunda par te d ' es te t rabalho comprehende t a m b é m t res 
paragraphos. No primeiro o auctor demonst ra que existe, sobre 
uni quadran te clliptico, uma infinidade de arcos rectificáveis por 
meio de rec tas , e dâ a re lação que deve existir en t re as coorde-
nadas das ex t remidades d ' e s tes arcos. D ' e s t e t heo rema conclue 
que existe uma infinidade de valores para os l imites de um in-
tegral elliptico de segunda especie, que to rnam este integral e x -
premivel a lgebr icamente . O segundo paragrapho é consagrado âs 
indagações sobre os limites super iores e inferiores do per imet ro 
E da ellipse. O auctor reproduz a demons t ração do t h e o r e m a 

dada pelo sr. Mister , assim como a substancia dos art igos dos 
srs. Barbar in e Mansion sobre os valores approximados de E. 

«No ultimo paragrapho o auctor es tabelece a impossibilidade 
de rectificar, de um modo gera l , um arco elliptico, e procura a 
equação da envolvente da ell ipse.» 

Pag. 116 , linh. 5 — em logar de necessaria para a convergência 
deve ler -se suficiente para a divergencia. 

Pag. 116 , l inh. 7— deve supprimir-se differente de. 
Pag. 116 , linh. i l — deve escrever -se Iim an tes do pr imeiro 

membro. 

ir (a + 6) < E < ir / 2 a 2 + 2 6 s , 

G. T. 

E R R A T A S 

Pag. 1 1 7 , linh. 11 — em logar de n í 
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