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N O T E SUR CERTflINES É Q U A T I O N S D I F F É R E N T I E L L E S 
L I N É A I R E S 

PAU 

A . GUTZMER 

(<à Berlin) 

Dans une note que j 'ai publièe dans Ie t. cxv du «Journal fUr 
die reine und angewandte Mnthematik», j 'ai montré que Ies équa-
tions différentielles linèaires et homogènes provenant de la réilé-
ration d'une équation de premier ordre 

( 1 ) 
dy 

v ^ + v x y -

sont identiques aux équations linéaires et homogènes remplies par 
Ies puissances des intégrales d'une équation l inèairede deuxième 
ordre. C'est une conséquence de ce fait que l'équation du deu-
xième ordre 

(2) du 
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peut toujours être représentée comme la réitération d'une équation 
de premier ordre de la forme (1) (*) et que Ies équations obte-
nues par la réitération de 1'équation (1) admettent Ies intégra-
Ies ( * * ) : 

yi = e , j/2 = yi 

On peut, comme je vais faire voir, présenter ce résultat encore 
sous un autre point de vue. 

Les intégrales (3) peuvent être écrites encore souscette forme: 

í / l . y*. = yi -m(x), y3 = yi.m(x), . . . yn = yH-í.m(x), 

ou l'on a posé 

elles se produisent donc d'une seule xj\ par la multiplication suc-
cessive de y\ par la même fonction m ( x ) . 

Inversement il est clair que Ies équalions differenlielles dont Ies 
bdétjrales possèdeitl la propriélé que Ie quotient de deux intégrales 

(#) Voir mes <• Bemerkungen íiber die Iteration linearer homogener Dif-
ferentialgleichungen» Comptes rendus de la société tehéque des Sciences, 
Prague3 1892. 

(##) 1. c.; voir aussi ce Journal, t. x, 1891. 

(3) 

dx 
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consécutives est loujuurs égal à la mime fonclion m (x), sont des 
réilérations d'une équation de premier ordrc de la forme (1). 

Car si l'on a Ies intégrales 

(4) j/i , yi. m (x), yi. m 2 (x), Xjl. m 3 (x), 

ou peut toujours détcrminer p0 et p\ par Ies équations 

-fOLdx 
JVo dx 

Vi = « , \ — = m[x), 
J Po 

ce qui donne 

/uv 1 1 y\ 
(5 Po= ,. T . p 1=—~rT- —; 

m\x) m\x) yi 

et il suit que Ies intégrales (Í-) satisfout à une équation provenant 
de la réitóration de 1'équation 

(6) I i v = O 
m\x) dx m'(x) Iji

 y 

et qui est déterminée aussitòt qu'on donne Ies valeurs de y\ et 
de m (x) (*). 

1 
(#) IIestaremarquor qu'il nefaut pas oniettre Ie facteur commun m< , < 

dans l'équation du premier ordre, parce que Ie résultat de Ia réitération 
changerait et qu'on obtiendrait Ies intégrales i / t . iji-x, tfo• x*,• . . au Iicu des 
intégrales (i). Voir mes «Bemerkungen» dans Ies comptes rendus de Pra-
gne, p. 55. 
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En considérant maintenant une équation du sctond ordre 

< 7> 

qui admet Ies intégrales fondamentales y\ et y i , on peut Ies mettre 
sous la forme 

en posant 

3/, et yi .m(x), 

, s y2 m [x] = —. 
yi 

En introduisant cette valeur de m (x) dans Ies expressions (5), on 
obtient: 

(8) 

I Ui2 . fhdx 
(Po= 7 7—=yr-e 

yíVt-ywi 

Çqidx 
\pi=-y \y'\e 

ce qui est d'accord avec Ie résultat que nous avons obtenu d'une 
autre manière (*). On a donc immédiatement notre théorème (#*) 
que Ioule équation di/férentielle linéaire et homogène du second 
ordre peut être représentée comme la réitération d'une équation 
linéaire et homogène du premier ordre. 

Ces considérations sétendent à !'équation linéiiire d 'ordre n+ 1 
à laquelle satisfait la n'"e puissance de 1'intégrale générale de I'é-

(#) Voir : Comptcs rendas de Prague3 1892, p. ò7. 
(##) 1. c., p. 57. 
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quation (7), car Ies expressions 

n n—1 « -2 2 
(9) JZ1. y{ Vi' V1 yt — V1V2 ' !Z2' 

n—1 n 

qui forment un système fondamentale d'intégrales de 1'équation 
d'ordre n + 1, naissent de la première par Ia multiplication ré-

Vi > 
pétée avec Ie facteur m(x) = —. II s'ensuit donc immédiatement 

!Zi 
que l'équation d'ordre n + 1, remplie par la nme puissance de Vin-
tégrale générale dune équation linéaire du second ordre (7), doit 
être la réiléralion d'une équation linéaire du premier ordre: 

La détermination de Po et Pj se fait par Ies équatlons 

P o ^ + Pi! / = 0 . 
dx 

e 

qui donnent: 

Po=Po. Pi = nPl » 

ou pq et pi sont définis par Ies équations (8). Donc : 
Si 1'équation 

(9) 
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est la réitération de l'équation 

n T x j r v y ^ 0 ' 

Véquation d'ordre n + 1 remplie par la n'"e puissance de fánté-
çjrale de (1), est la réitération de 1'équation 

Po + Wxy = 0. 

C'est exactement Ie théorème que nous avons établi d'une autre 
mauière dans Ie t. cxv du Journal fiir Mathematik. 

On voit donc, que Ies équations diíTérentielles provenant de la 
réitération d'une équation de premier ordre sont identiques à 
celles qui sont remplies par Ies puissances de 1'intégrale d'une 
équation différentieíle du second ordre, et à celles dont Ies inté-
grales se produisent d'une scule par la multiplication répétée avec 
la mème fonction de la variable indépendante. 
•> Ajoutons encore deux niots sur la réitération des équations 
non bomogènes de premier ordre. Etant donnée 1'équation 

(10) 
dy 

i>(y) =po^+piy=<i< 

on obtient par la réitération de 1'opération D: 

(10 = % +(PJ + P9PI)F=D(?) 
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et généralement 

(12) 1)" (y) = D - i ( ? ) . 

Comme 1'intégrale générale de 1'équation Da (y) — O est connue 
(expressions (3)), il reste seulement à déterminer l 'intégrale sup-
plémentaire de 1'équation non homogène (12), ce qui peut se faire 
par Ia variation des constantes arbitraires. En considérant par 
exemple 1'équation (11), il vient 

- í - ^ l > / • / • I J Po _ _ I dx D (a) dx J 
p±dx 

y=e . L - f - C , f * - í D - i í f l / ? ° . 4 . 
( J Po J Po J PO 

CiLdx 

+ f * / ' " M Z w . J 
J PO J Po ) 

C1 et C2 désignant deux constantes arbitraires et D(</) = po q'+piq. 
Si q est elle-même une intégrale de 1'équation D (q) == O, 1'é-

quation D (i)) = q est équivalente à 1'équation homogène D2(y) = 0. 
Ces équations Dn (y) = D n — 1 (q) Iournissent donc une classe 

d'équationsdifTérentielles non homogènes intégrables par des qua-
dratures. 

Berlin, mai 1895 . 
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L E S Q U A R T I Q U E S Ã TROIS PO I NTS D O U B L E S 
DiNFLEXION (*) 

(Extrait d'une lettre adressée à M. F. Gomes Teixeira) 

P A Il 

M . P . H . SCHOUTE 

(Professeur à 1'Université de Groningen) 

1. En soumettant une conique C8 à une t ransformation qua-
dratique involutive aux trois points fundamentaux A, B, C on 
engendre une quart ique rationnelle C4 aux trois points doubles 
A , B, C. 

Par rapport à la réalité du triangle A B C il y a deux cas à 
distinguer. Nous parlons d 'une C4 de première espèce si Ies trois 
points A, B, C sont réels et d 'une C4 de seconde espèce si Ie trian-
gle A B C n a d m e t qu'un seul couple d 'élóments opposés réel. 
Dans ces deux cas Ies exemples Ies plus simples de la transfor-
mation quadral ique sont 1'inversion isogonale et la transformation 
par rayons recteurs reciproques. 

Pnr rappor t au tr iangle de reférence A B C la transformation 

(#) Traduction analytique de resultais obtenus par Ia géoniétrie (voir 
Archiv. des Math. u. Pltysik, série 2, tome 2, 3, 4. (i). 
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quadratique est répreséntée par 

t i i 
IX^ X1 = JAX2 = V X3X3 , 

ou 1, a, v sont trois constantes. 
De plus on a en forme symbolique 

G2 (ai X1 + a2 X2 + a3 x3)(2) = O, 

C4 
\AXi [AX2 VX3 / 

Kiifin des deux coniques 

c ; _ (±X-L +JLXI + I x J L Y L 0 , 
1 V a I a 2 03 / 

2 
c; (Xaj XI + [A V2 Xi + v«3 x3)('-) = O, 

ou an 9 Í 2 , etc., sont Ies mineurs du dóterminant des an , Cfi2 , 
etc., Ia première touche Ies trois couples de tangentes de Ci aux 
points doubles, tandis que la seeonde touche Ies tangentes de C4 

par ces points qui la touchent ailleurs. 

SS. Considérons Ie cas ou A B C est triangle autopolaire de 
C2. Alors la quartique a trois points doubles d'inllexion en A, 
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B, C (théorème de Kupper) et Ies équations se simplifient. On 
trouve 

C 2 a n x \ + a ^ x \ + a Z 3 x \ = (i, 

4 <1\ j a 2 2 « 3 3 n 

L 2 2 + 2 = U ' 
1 tfj (A X^ V Xif 

2 2 
De plus Ies coniques C1 et C2 coíncident en 

. 2 2 2 2 . 
I x a x VX 

— L + — ? + — 1 = 0. 
« 1 1 « 2 2 « 3 3 

Nous appelons cette conique, qui touche Ies tangentes d'inlle-
xion sur Ies côtés de A B C, Ia conique d'inflexion de C s ; A B C 
en est un triangle autopolaire. 

Il est possible de choisir Ia transformation quadratique de ma-
nière que la conique donnée C2 et la conique duiflexion de sa 
transformée C4 se confondent (X = an , = , v = o33). Alors 
Ies tangentes à la conique d'inIlexion par un des points fonda-
mentaux se correspondent I'un à 1'autre 

3. Supposons A B C réel et C4 donc de premiòre espèce. 
D 'un point S de la sphère décrite sur A B comme diamètre pro-
jetons Ia figure que nous occupe sur un plan parallèle à S A B. 
AIors Ia projection nous donne une conique C2 à centre C dont 
CA 0 0 et CB0 0 sont Ies axes de symétrie. Donc C, CA a o , CB3 0 

sont en môme temps centre et axes de symétrie de la transfor-
mée C4 . Ainsi Ia quartique à trois points doubles d'inllexion réels 
(deux noeuds et un point isolé) a deux formes symétriques de 
première espèce. Car à mesure que C se trouve à 1'intérieur ou 
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à 1'extérieur de ia conique donnée, Ia projection est ellipse ou 
hyperbole. De ces deux quartiques symétriques l 'une est la 
kreuzcurve, I aulre la hohlenspilzencurve. 

Dans Ie permier cas on trouve 

a 2 h* 
^ = ^ + - ^ - 1 - 0 ; 

X i v 

dans Ie second cas on a 

C2 x-

62 - 1 

a 2 62 

C4 s — - — 1 = () 
XI W 2 

Ces courbes admettent nne génóration três simple. Elles sont 
Ies lieux du quatriême sommet R d'un rectangle C P l l Q dont 
une des diagonales PQ touclie Ia conique d'inflexion. 

Les noms des courbes se rapportent à Ieur forme, kreuzcurve 
= Courbe en forme d'un croix, kohlenspitzencurve = courbe en 
forme des deux charbons d'une lampe électrique. 

4. Quand AB Cne possède que deux éléments opposés réels, 
la forme la pius symétrique de Ci est celle de la Iemniscate de 
Bernoulli (transformée par rayons vecteurs réciproques et podaire 



14 JOIiNAL DE SCIENCIA S 

d'un liyperbole équilatère par rapport au centre) ; cette courbe 
forme la courbe symétrique de seconde espèce. 

ã. Par rapport à la courbe C i ^ t + + = O on a 
Ies tbéorèmes suivants: X j x~ 

a) Les points de contact des six tangentes menées par un point 
quelconque Q (arj du plan se trouvent sur une conique 

C" représentée par 

. «33 * + f l
2 2 ^ K I + S [ •A11 ^ 3 X 2 X 3 

= 0 . 

b) Les points de contact des quatre tangentes menées par un 
point de C1 se trouvent sur une droite (théorème de Emile Weyr). 

2 . v 

c) La conique C du point Q dégénère en deux droites si Q 

est un point de C4 ou de sa conique d'in(lexion. Dans Ie premier 
• 2 / \ cas Ies deux droites dont se compose C sont la tangente ei\ Q 

? 
à Ci et la droite de W eyr qui touche la conique d'inflexion ; dans 
Ie second cas Ies deux droites se coupent sur Ci et elles enve-
Iopjient deux nouvelles coniques. Dans Ie cas particulier de Ia 
Iemniscate ces nouvelles coniques sobtiennent par une rotation 

1 
de ± -- TC de Ia conique d'inllexion autour de son centre. Ces 

o 
trois byperboles équilatères sont Ies figures polaires réciproques 
Ies uns des autres par rapport à Ia troisième, etc. 

O. En polarisant Ies figures considérées par rapport à une 
conique, on trouve Ies tbéorèmes corrélatives sur Ies courbes de 
quatrième classe à trois tangentes doubles et en particulier à trois 
tangentes doubles de rebroussement (qui forment Ies tangentes de 
rebroussement en deux points de rebroussement). Alors en même 
temps la conique d'inllexion se polarise en une conique qui passe 
par Ies six points de rebroussement; nous 1'appelons Ia conique 
de rebroussement de la courbe de la quatrième classe. 

La polarisation transforme Ia tranformation quadratique par 
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points en une transformation quadratique par tangentes (exemple : 
la correspondance entre Ies asymptotes des hvperboles passan-
par trois points fixes donnés). 

On peut choisir la transformation quadratique tangentielle de 
manière qu'en 1'appliquant à la conique de rebroussenient on 
trouve Ia courbe de quatrième classe, etc. 

5. La courbe de quatrième classe de première espèce à trois 
tangentes doubles de rebroussenient réelles (deux tangentes à 
points de contact réels, une tangente isolée) a deux formes symé-
triques. De ces deux courbes l'une est Ia développée de 1'ellipse, 
1'autre la développée d'hyperbole. 

En polarisant par rapport à la conique d'inflexion on trouve 
dans Ie premier cas 

a 2 m2 + é 2 „2 = 1, 

et dans Ie second 

a 2 M2 621-4 

a 2 M2 — ò2 v 2 = 1, 

1 

En passant aux coordonées de points ces deux courbes de qua-
trième classe deviennent 

etc. 
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Pour a = b on trouve 1'astrol'de. 

8. La podaire négative de 1'hyperbole équilatere par rapport 
à Son centre forme la courbe symétriqne de quatriême classe de 
seconde espèce à trois tangentes doubles de rebroussement. 

La polarisation du théorême de Weyr , ele., n'offre [ias de 
difficulté. 

Groningen, 7 novembre 1896 . 
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SUR U N E P R O P R I É T É DE DEUX iYIOUVENIENTS 
Á LA POINSOT CONCORDANTS 

P A R I 

R . MAHCOLONGO 

Professeur à 1'Université de Messina 

Mr. Greenliill dans son remarquable rnémoire ((Dynamics of 
a top» (Proc. Lond. Math. Soe. vol. xxvi, 1895) a donné une 
nouvelle démonstration d'un théorème célebre de Jacobi sur la 
décomposition du mouvement d'un corps grave de révolution, sus-
pendu par un point de son axe, dans deux mouvements à la 
Poinsot. 

Il démontre en eííet três simplement cette propr ié té : 
L'exlrémité U de l axe du couple résultant des quanlités de mou-

vement décrit, dans Ie corps, une Iierpolhodie dans un plan perpen-
diculaire à l'axe et dans Vespace une aulre herpolhodie dans un 
plan horizontal. 

Les formules que j'ai établies directement dans mon mémoire 
Sopra due moti di Poinsot concordanti (Annali di Matem. Ser. u, 
tom. xxi, 1894) permettent aussi de déduire cette propriété d'une 
manière bien simple. 

Les composantes du couple OII sur Ies axes íTj y\ z j , fixes dans 
Ie corps, sont : 

Ap, Bq, Cr, (A - B) 

ou A, B, C, p, q, r, ont des significations bien connues. Mais 
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l'on a : 

Cr = Aa = constante ; 

donc II décrit, dans Ie corps, une courbe dans un plan perpendi-
culaire ò 1'axe. Soient x\ xj\ z\ Ies coordonnées de II |)ar rapport 
aux axes x\ y\ z\ ; nous aurons 

GU GV1 

à cause de la formule (20) de mon mémoire. 
C'est une herpolhodie dont Ie paramètre est r j . 
On voit aussi que tous Ies points de 1'axe instantané de rota-

tion déerivent des herpoihodies semblables entre elles et à celle 
du point H, dans des plans normaux à 1'axe du corps. 

La composante du couple OlI suivant 1'axe vertical ZQ e s t : 

Ap cos x\ ^o +% cos t/i ZQ + Cr cos zj so = AÃ = constante. 

Ces t 1'intégrale des aires. Donc II se meut dans un plan hori-
zontal. 

Soient XQ YO ^o Ies coordonnées de Il par rapport aux axes fixes. 
On a : 

# 0 = Ap cos x\ XQ + B G COS y\ + Cr cos z\ XQ, 

t/o = Ap cos X\ t/o + Bqi cos y\ t/o + Cr cos z\ t/o > 
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d'oà, à cause des formules 23), 24) on tire successivement: 

tfo+iyo=-^- A(cos Z1X0+ i cos zij/0) 
((cos x\So+i cos j/i zo)(p—iq) 

( 1 + COS ZL ZFL 

(cos x,zo — i cos j/i z0) ( / )+ iq) 

1 — COS ZJ ZO 
- 2 a , 

irO + iyo = Jf A (cos zi x 0 + Í cos zi j/o) • £ (u — a) — £ (u + a ,) — 

- £ 0 - ^ 0 , + 2 ^ ( 0 + 0 , ) + -^ - ; 

et, puisque: 

2 r 
a = £ (a + oj) — —£a, L 

1'expression entre crochets se transforme dans la suivante: 

V/ \ yf , N i y ,y ff (o + 0,) <JU* ( l / - O + O,) r [u - a)-Zu t 0 , ) + 1:0 + jfa = - Í . 
aa 00) <J(m— a)ff(M+a,) 

I)onc enfin: 

, Uv 0 +;— 
.L- O" A 17 g I u - v O I K 

xO + 1 J/o = — 2 í t Alio « 
cii ct'o 

Cest une autre lierpolhodie dont Ie paramètre est t'o. 
Le théorème est donc établi. 
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Nous terminerons par une observation. Dans un mouvement à 
la Poinsot, Ies binòmes tels q u e : 

cos 2¾ Z] + i cos yo zi = U 

sont de la fo rme : 

o (u + a) —«?« 
V = — e , 

GU 

sauf une constante et un facteur exponentiel eku (Ic constante). 
Mais Y satisfait à une équation de L a m é : 

V = (2pu + pa) V. 

Donc : U satisfait à une équation di/férentielle du second ordre 
linéaire et homogène. 

Dans Ie mouvement d'un corps grave de révolution suspendu 
par un point de sou axe, Ies mêmes binômes ont la fo rme: 

, r a Iu + a) c tu + O1) —(?a+ça,)M 
V = — e 

sauf une constante et un facteur exponentiel. 
Mais 1'on démontre aussitôt que V satisfait à 1'équation diffé-

rent iel le : 

v// S i , , 1 (I>'u-P'a) {p'u-p'a\)\ v V " = 4 pu f pa + pai + — 7 — r V, 
( 2 (pu—pa){pu— pa\)\ 
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o u : 

V " = \ G p u - { 2 p a + 2 p a 1 + 1 ^ ^ - K ( t t + a ) - Ç ( u + f l i H a + i : a , ] J , 

qui se réduit à une équation de Lamé, pourvu q u e : 

p 'a + p ' a j = 0 . 

(Mr. Brioschi comme on sait, a considéré Ie cas général). 
Donc : L satisfait à une équation différentielle du second ordre 

linéaire et homogène. 

Messine: mars 1896 . 
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G. Darloux: Leçons sur la théorie générale des surfae.es el sur 
Ies applicalions géométriques du Calcid infinitésimale, Paris, G. 
Villars. 

Entre as obras mais consideráveis que têem sido consagradas 
á Geometria e que se têem tornado celebres occupa um logar dos 
mais importantes a presente obra do sr. Darboux, tal é a pro-
fundeza com que são considerados os assumptos, as vistas origi-
naes que encerra e a elegancia com que está redigida; obra 
muito sugestiva e que por isso tem sido desde o apparecimento 
do primeiro volume o ponto de partida de muitos trabalhos im-
portantes, que têem apparecido nas principaes publicações scien-
tificas que encerram trabalhos mathematicos. E não é só debaixo 
do ponto de vista geometrico que a obra do eminente geometra 
francez é importante; muitas questões de Analyse, a que levam 
as theorias geometricas consideradas, são estudadas n'ella de uma 
maneira completa, sendo umas vezes empregada a Analyse em 
proveito da G e o m e t r i a , outras vezes tendo logar o inverso. 

N'um dos volumes anteriores d'este jornal deu-se noticia do 
primeiro volume d'esta obra. Aqui vamos dar noticia das doutri-
nas que encerram o segundo e o terceiro volume. 

Os primeiros quatorze capitulos do segundo volume das Leçons 
sur la theorie générale des surfaces são consagradas á theoria das 
congruências de linhas e á integração das equações âs derivadas 
parciaes lineares, a que esta theoria conduz. N'elles o auctor prin-
cipia por apresentar os princípios geraes da theoria das congruên-
cias (cap. i), que o levam a fazer no capitulo n um estudo pro-
fundo do methodo dado por Laplace, nas Mémoires de YAcadémie 
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des sciences de Paris, 1775, para integrar a equação 

c/2s , dz dz 
T~r + a-r- + b-r + c z = = 0 > dxdy dx dy 

onde procura, em especial, as condições para que o methodo 
conduza, depois de um certo numero de operações, a uma equação 
integrável. Ksta equação encerra como caso particular a seguinte, 
conhecida pelo nome de equação de Euler e Puisson, 

d-z n dz m dz p 
dx dx x — y dx x — y dy {x—y )2" 

que representa na obra do sr. Darboux um papel importante, e 
h qual por isso dedicou um hello e interessante capitulo (cap. m) . 
As mesmas equações é consagrado o capitulo ív, onde é exposto 
um methodo de integração das mesmas equações devido a Rie-
mann. De questões analyticas tractam ainda o capitulo v, onde 
o auctor se occupa das equações differenciaes lineares ordinarias 
de qualquer ordem, estudando de um modo profundo algumas 
ideias de Lagrange relativas a estas equações, estudo que o leva 
a resultados que lhe permittem completar, no capitulo vi , o estudo 
dos methodos de Laplace e Hiemann expostos no capitulo Ii e ív; 
o capitulo vil, onde é estudada a equação 

dh 
dx d y 

o capitulo VIII, onde são apresentadas algumas proposições geraes 
que permittem ligar com qualquer equação linear de segunda 
ordem uma serie de equações da mesma forma e da mesma or-
dem, que se integram ao mesmo tempo que aquella de que deri 
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vam; finalmente o capitulo ix , consagrado ás equações da fórma 

a que o sr. Darboux dá o nome de equações harmónicas. As 
theorias analyticas a que vimos de nos referir sào applicadas em 
vários logares do resto da obra. 

No capitulo x entra o auctor outra vez no campo da Geome-
tria, estudando n'este capitulo alguns problemas relativos ás con-
gruências de curvas, no capitulo xi as superfícies cujas linhas de 
curvatura são isothermes, no capitulo xn as trajectórias orlhogo-
naes d'uma Iamilia de superfícies, no capitulo xm as congruências 
de rectas perpendiculares a uma superfície, no capitulo xiv as 
superfícies cujos planos principaes são conjugados em relação a 
uma superfície do 2 .° grão e 110 capitulo xv as congruências de 
circulos. 

Passa depois o sr. Darboux ao estudo das linhas traçadas sobre 
as superfícies. A esta doutrina são consagrados cinco capitulos, 
sendo no primeiro estabelecidas as Iormulasgeraes d'esta doutrina, 
no segundo as formulas de Codazzi, no terceiro a theoria da cur-
vatura normal e da torsão geodesica, no quarto a theoria das 
linhas geodesicas e 110 quinto a das famílias de curvas parallelas. 
Os tres últimos capitulos d'este volume, estreitamente ligados com 
os anteriores em quanto ao methodo, são consagrados ao estudo 
dos problemas de 3Iecaniea nos quaes existe uma funeção de 
força, sendo um capitulo consagrado aos movimentos que se effe-
ctuam n u m plano, o outro aos movimentos no espaço e o terceiro 
ao problema geral da Mecanica. Esta ligação da Geometria com 
a Mecanica apparece em maitos pontos da obra, sendo os metho-
dos da Mecanica umas vezes approveitadas para o estudo de ques-
tões geometricas, outras vezes, como nos capitulos a que vimos 
de nos referir , tendo logar o inverso. 

O volume terceiro da obra que estamos considerando consta de 
duas partes, sendo uma destinada ao estudo das linhas geodesicas 
e da curvatura geodesica, a outra ao estudo da deformação das 
superfícies. 

A theoria das linhas geodesicas occupa os primeiros oito capi-
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tulo do volume, consagrados ao estudo do methodo de Jacobi para 
determinar as linhas geodesicas (cap. i), á integração das equa-
ções das linhas geodesicas (cap. n e ív), à representação geode-
sica de duas superfícies uma sobre a outra (cap. iu ) , ao estudo 
do problema que tem por fim a determinação da distancia entre 
dous pontos d'uma superfície (cap. v), á theoria da curvatura 
geodesica (cap. vi), ã determinação das curvas quando 6 dada a 
curvatura geodesica em funcção das coordenadas dos pontos da 
curva e em especial á determinação das curvas cuja curvatura 
geodesica é constante (cap. vn) , e finalmente á theoria dos triân-
gulos geodesicos e á demonstração do theorema de Gauss relativo 
a estes triângulos. 

A segunda parte do volume é, como já dissémos, consagrada 
ao estudo da deformação das superfícies. Abre por um capitulo 
onde é exposta a theoria dos parametros differenciaes que se deve 
a Beltrami; é estudado depois o problema que tem por fim reco-
nhecer se duas superfícies são applicaveis uma sobre a outra, vem 
depois o methodo de Gauss para determinar todas as superfícies 
applicaveis sobre uma superfície dada ; seguem-se difíerentes 
methodos para formar a equação ás derivadas parciaes das super-
fícies applicaveis sobre uma superfície dada. Coin estes elementos 
estuda o auctor em seguida a deformação das superfícies regra-
das, demonstra as relações que 31. Weingarten achou entre as 
superfícies applicaveis sobre as superfícies de revolução e as su-
perfícies para as quaes os raios de curvatura principaes são func-
ções um do oufro, estuda as popriedades d'esta classe de super-
fícies e applica os theoremas de RI. Weingar ten ás superfícies para 
as quaes a curvatura total ou a curvatura media 6 constante. 

Nos restantes capítulos do volume são consideradas as super-
fícies de cur\atura tolal negativa e as superfícies de curvatura 
constante. 

No quarto volume estuda o sr. Darhoux o problema da defor-
mação infinitamente pequena das superfícies e o problema da 
representação espherica. Os primeiros quatro capitulos são consa-
grados ao estudo de dous methodos para resolver o primeiro 
d'estes problemas, e ao estudo de doze superfícies que esta ques-
tão leva a considerar, o quinto a algumas applicações d'estes 
methodos. No capitulo vi é estudado o rolamento de duas super-
fícies uma sobre a outra. O problema da representação espherica 
e a sua relação com o problema da deformação das superfícies 
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são o objecto dos capítulos ix a xi , sendo os dois primeiros con-
sagrados ao estudo geral d'aquelle problema e os tres últimos ás 
applicações dos resultados obtidos ás superfícies de linhas de cur-
vatura planas e ás superfícies de linhas de curvatura esphericas. 
No capitulo xá são generalisados alguns resultados relativos ás 
equações ás derivadas parciaes anteriormente consideradas e as 
theorias geometricas a que foram applicadas. Nos capituios XHI 
e Xiv são finalmente, estudados alguns resultados recentemente 
descobertos por M. Weingarten, relativos á applicaçâo das super-
fícies umas sobre as outras. 

Termina a obra por onze notas. A primeira é devida a M. 
Picard, que expõe n'ella o seu methodo de approximaçôes succes-
sivas para determinar os integraes das equações differenciaes. A 
segunda é devida a M. Koenigs, que resolve n'ella o problema 
das geodesicas que admittem muitos integraes quadraticos. A ter-
ceira 6 devida a M. Cosserat, que se occupa da theoria das equa-
ções ás derivadas parciaes de segunda ordem. As restantes são 
de M. Darboux, que ahi trata da torsão, das curvas empenadas 
e das curvas de torsão constante, das formulas de Euler e do 
movimento do solido invariavel, das superfícies espiraes, da forma 
das linhas de curvatura na visinhança d'um ponto umbilical, das 
linhas asymptoticas e das linhas de curvatura das superfícies dorida 
de Fresnel, da Geometria Cayleyana, das equações ás derivadas 
parciaes, etc. 

Gino Loria: Il passato ed il presente delle principale teorie geome-
triclie, Torino, C. Clausen, 1896. 

Com a publicação des ta bella e importante monographia histó-
rica teve o sr. Gino Loria por fim, como eile mesmo diz, lançar 
uma vista retrospectiva sobre todo o vasto edifício da sciencia 
geometrica. 

Principia o illustre professor da Universidade de Génova por 
descrever o desenvolvimento da Geometria desde a sua origem até 
1830, referindo-se ás origens des ta sciencia, ao progresso que 
ella teve na antiga Grécia, a respeito do qual o auctor tinha já 
anteriormente publicado importantes trabalhos, ao nascimento da 
Geometria analytica a duas e a tres dimensões, ao renascimento 
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da Geometria pura, etc., mencionando todos os methodos impor-
tantes, apresentados n'esle longo período de tempo, para o estudo 
das questões geometricas, e os trabalhos mais notáveis que a res-
peito d'elles foram publicados. 

Nos capitulos ii, ia e ív expõe o auctor as pliases por que 
passaram, nos seus progressos successivos, a theoria das curvas 
planas algébricas, a theoria das superfícies algébricas e a theoria 
das curvas algébricas a dupla curvatura. 

No capitulo v vem a historia da Geometria differencial, no 
capitulo vi a historia das indagações sobre a fórma das curvas, 
no capitulo vil a historia da Geometria da recta, no capitulo v i u 
a historia da theoria das transformações, no capitulo i\ a historia 
da Geometria numerativa, 110 capitulo x a historia da Geometria 
nào-euclideana e no capitulo xi a historia da Geometria a qual-
quer numero de dimensões. 

Termina a obra por um epilogo onde o auctor se refere a 
algumas catliegorias de indagações geometricas ás quaes não fez 
referencia nos capitulos anteriores. 

Por esta rapida indicação dos assumptos considerados pelo 
sr. Gino Loria no seu hello livro, vê-se como é \asto o programma 
que se propoz tractar. O modo como conseguiu desempenhar esta 
missão que a si mesmo se impoz está á altura da sua situação 
como um dos geómetras da actualidade que melhor conhece a 
historia das sciencias mathematicas. Accrescentaremos ainda que 
a exposição de cada assumpto é acompanhada de indicações binlio-
graphicas muito completas que augmentam a utilidade do livro e 
revelam a grande erudição do seu auctor. 

II. G. Zculhcn: Geschiehl der Malhcmalik in Alterlhum und Mit-
telaller, Copenhague, IIosl und Sõn, 1896. 

Esta obra importante 6 consagrada á historia das mathemati-
cas, da qual o sr. Zeuthen expõe a parle mais essencial. Foi 
escripla pela primeira vez em dinamarquez para servir de livro 
de texto aos que na Dinamarca se preparam para o professorado 
de mathematicas. 

Entre os assumptos mais interessantes, que são considerados 
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figura o da reconstituição dos methodos empregados pelos geó-
metras da antiguidade para o estudo das cónicas, assumpto ao 
qual o eminente geometra de Copenhague consagrou uma obra 
que se tornou célebre. 

A. Capelli: Lezioni di Álgebra complemenlare, Napoli, Pellerano, 
1895. 

O objecto principal d'este livro excellente é estabelecer os fun-
damentos do ramo da Analvse conhecido pelo nome de Analyse 
algébrica. Tudo o que ha de mais essencial n'esle assumpto é 
n'elle exposto de um modo elegante, claro e completamente ri-
goroso. 

Abre o livro por uma pequena introducção consagrada à noção 
de funcçâo, á qual se segue o capitulo i consagrado ás opera-
ções sobre números reaes. IV'este capitulo é exposta primeira-
mente de uma maneira muito clara a theoria dos números irracio-
naes, para os quaes o auctor adopta a definição de Dedekind ; 
depois são cuidadosamente estudadas a noção de limite, a theoria 
das series de termos reaes, e a theoria das fracções continuas 
numéricas. 

No capitulo H occupa-se o auctor da Analyse combinatória e 
das suas applicações á Álgebra. Vêem n'elle a theoria das per-
mutações e das combinações, os princípios da theoria das substi-
tuições entre os elementos de uma permutação, a demonstração 
das formulas do desenvolvimento do binomio e dos polynomios, e 
a demonstração da formula de Taylor para o caso das funcções 
inteiras de uma e de muitas variaveis. 

No capitulo IH é exposta a theoria dos determinantes e a sua 
applicação á theoria das equações do primeiro gráo. 

O capitulo iv é destinado aos números complexos. Ahi são 
expostos os princípios da theoria d'estes números, é considerada 
a sua representação geometrica e são estudadas as series com-
postas de termos complexos. 

O capitulo v é consagrado á theoria das raizes das equações 
algébricas. Encontra-se n'elle, entre outros assumptos, a demons-
tração, dada por Cauchy, do theorema fundamental da theoria das 
equações, com todos os desenvolvimentos necessários para a tornar 
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rigorosa, a theoria das funeções symetricas das raizes das equa-
ções, a theoria dos descriminantes de uma equação algébrica, os 
methodos para desembaraçar de radicaes as equações algébricas, 
o desenvolvimento em serie das funeções racionaes, etc. 

No capitulo vi é considerada a divesibilidade das funeções e 
a theoria da eliminação entre equações algébricas. Esta ultima 
doutrina é exposta de um modo notavelmente claro e simples. 

No capitulo vil occupa-se o sr. Capelli das principaes t ransfor-
mações das equações algébricas e da resolução das equações do 
terceiro e do quarto gráo. 

O capitulo viu é um dos mais interessantes da obra, e o assum-
pto d'elle não se encontra tratado ordinariamente nos livros de 
Álgebra complementar. Contém a theoria dos números irracionaes 
algébricos, e, como consequência d'esta theoria, a demonstração 
da impossibilidade da resolução algébrica das equações de gráo 
superior ao quarto, e a da impossibilidade de resolver com a 
regoa e o compasso o problema celebre da trisecçâo do angulo. 

O capitulo ix é consagrado ao estudo das propriedades geraes 
das equações algébricas com coeflicientes reaes (theoremas de 
Budan, Descartes, Fourier , Cauchy, etc.), e o capitulo x aos 
methodos para a resolução numérica das equações. 

Cada assumpto considerado é seguido por uma serie de exer -
cidos e de notas, entre as quaes se encontram muitos theoremas 
importantes que o auctor julgou poderem ser dispensados n u m a 
primeira leitura. 

Por esta rapida noticia só se vê quaes os principaes assumptos 
que são considerados pelo sr. Capelli no seu bello trabalho ; acres-
centaremos porém ainda que á roda de cada um d'elles se agru-
pam muitas questões interessantes, que não podemos especificar, 
e que tornam a obra do iIItistre geometra italiano vivamente 
interessante. 

C. A. Laisant: Recueil de problèmes de Malhématiques—Geo-
mélrie du Iriangle, Paris, Gauthier- Villars, 1896. 

O presente volume é o sexto da collecção util de problemas 
de que temos dado noticia em vários logares de s t e jornal. É 
consagrado ao ramo da Geometria elementar conhecido pelo nome 
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de Geometria recente do triangulo, o qual nos últimos tempos 
tem tomado um desenvolvimento tal e tem dado logar a tantas 
questões que o sr. Laisant entendeu dever-lhe reservar um vo-
lume especial. 

Os problemas que este volume contém estão classificados do 
modo seguinte : I Pontos notáveis. !I Rectas e ângulos notáveis. 
IlI Círculos notáveis. IVr Cónicas notáveis. V Systemas de triân-
gulos. VI Questões diversas (transversaes reciprocas, pontos em 
linha recta, rectas concorrentes, arias, etc.). VII Logares geo-
métricos e envolventes. VIIl Relações métricas e trigonométricas. 

Observations méridiennes de la planète Mars pendam Vopposilion 
de 1892; Lisbonne, 1895. 

Foi com o mais vivo prazer que vimos que o Observatório 
astronomico de Lisboa vem de iniciar a publicação das suas obser-
vações. As condições especiaes em que está collocado este Obser-
vatório e o modo como está organisado levam, com effeito, a 
esperar que elle tomará em breve um logar importante na scien-
cia. honrando d'este modo o paiz. 

E bem sabido que os primeiros annos da vida de qualquer 
Observatório astronomico são gastos no estudo longo e fastidioso, 
mas indispensável, dos instrumentos e apparelhos com os quaes 
se devem depois fazer as observações; este estudo foi feito no 
Observatório de Lisboa com o maior cuidado, como se vê, na 
parte que respeita a alguns d'elles, no volume que vem de ser 
publicado, preparando-se assim este estabelecimento importante 
para apresentar resultados quanto possivel rigorosos no estudo das 
questões astronómicas de que tenha de se occupar. 

O volume a que nos estamos referindo é consagrado ás obser-
vações meridianas do planeta Marte, feitas durante a opposiçao 
de 1802 . Estas observações foram emprehendidas em virtude de 
um convite feito pelo Observatório astronomico de Washington 
aos Observatórios de todos os paizes, para fazerem observações 
meridianas do planeta Marte durante a opposição de 1S92, se-
gundo um plano do professor Earstman, a fim de, combinando os 
resultados obtidos segundo este plano em diversos observatórios 
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colloeados nos dois hemispherios, se procurar obter o valor da 
parallaxe solar com mais exactidão do que é actualmente conhe-
cido. 

Como é natural, principia o volume pela descripção dos instru-
mentos e apparelhos com os quaes foram feitas as observações 
(circular meridiano de Repsold, apparelhos chronometricos, appa-
relhos mtteorologicos) e dos methodos empregados para fazer 
estas observações. Vêem depois as descripções dos meios usados 
para obter as constantes do circular meridiano, os valores d 'es-
tas constantes, as descripções dos methodos e dos elementos em-
pregados para a reducção das observações, e finalmente a apre-
sentação d'alguns resultados deduzidos das observações (latitude 
do Observatório, posições medias das estrellas de comparação, 
diâmetro de Marte, logares apparentes de Marte). Termina o 
volume por uma collecção de 85 tabellas contendo as observações 
meridianas de Marte que foram feitas no intervallo de 20 de 
junho de 1 8 9 2 a 23 de setembro do mesmo anno. 

M. Lerch : Sur une relation ayant rapporls avec la ihéorie de la 
fonetion gamma (Bullelin de 1'Académie des Sciencies de Pra-
gue, 189 o). 

N'esta nota importante apresenta o illustre geometra um des-
envolvimento da funcçâo 

do qual tira a formula notável que dã o desenvolvimento em serie 
periódica da funcção D Iog T [y) : 

cc e •%xt:(v-\-n) 
'V. 

v + n 
M=O 

OO 1. 

= (log 2TT — I ' [1]) sen i\? + cos vn 4 sen DÍT. 
I » 
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H. Burlihardt: Vber einige malhematische resullale neuerer astro-
nomieher untersuchungen, insbesondere úber irregulãre integrale 
Unearer differentialgleichungen (Congress Malhemalical Papers, 
vol. í j . 

Ernesto Pascal: Sulle varie forme che possono darsi alie relazioni 
fra i determinanti di una malrice reltangolare (Annali di Ma-
tematica, 1896). 

Sulla rieerca dei secondo termine dello sviluppo iti serie delle 
funzioni sigma abeliane pari di genere Ire (Annali di Matema-
tica, 1896). 

Su di un teorema dei Netto relativo ai determinanti e su di 
un altro teorema ad esse affine (Rend. delia R. Accademie dei 
Lincei, 1896). 

Burali Forti: Jl método dei Grassmann nella Geometria projettiva 
(Rend. dei Circolo nuitematico di Palermo, 1896). 

E. Carvallo: Sur Vabsorption de la lumière par Ies rnilieux doués 
du pouvoir rotatoire (Comptes rendus de V Aeadémie des Sciences 
de Paris, 1896). 

E. Lenoble: La théorie atomique et la theorie dualistique, Paris, 
G. Villars, Í896. 

G. T. 



33 

2 / NOTA S O B R E L O S C Í R C U L O S R A D I C A L E S 
Y A N T I - R A D I C A L E S 

POR 

J U A N J . D U R A N L O R I G A 

Comnndai i le de a r t i l l e r ia 

I 

En cl anterior articulo liemos definido el circulo radical como 
lugar geométrico de los puntos cujas potencias con relacion à dos 
circulos tijos (O) y (O') son iguales y de signos contrários y liemos 
visto que el diclio circulo tiene por centro el médio dei segmento 
que une los delas circunferências dadas y que su rádio es, llamando 
R y R' los conocidos 

P = - I y A ( R 2 + R ' V d i 

Se comprende la posibilidad de resolver el problema inverso 
es decir dadas das circunferências (O) y (p) encontrar otra, que 
unida ál la (O) tenga por circunferência radical Ia (p) y à Ia que 
Ilamaremos circunferência anli-radical de la (O) respeclo á (p); 
pero antes de entrar en esta investigalion, ampliaremos algo lo 
dieho respecto á circunferências radicales en el anterior trabajo. 

3 
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Por de pronto debemos observar que formando parte las dos 
circunferências dadas y la radical de un haz de círculos puesto que 
las tres pertencen á un sistema co-axial gozaran de las muchas 
propriedades de estos sistemas y que asi mismo se podria hacer 
derivar su estúdio de Ia geometria projectiva aunque hemos pre-
ferido darle unaforma mas dementa i . 

La consideracion de circunferências radicales, permite deducir 
las conocidas relaciones entre los coeficientes para que dos cir-
cunferências sean ortogonales, tomando como fundamento el he-
cho de que si dos círculos son ortogonales la radical pasa por sus 
centros y reciprocamente por Io que tendrá que verificarse en el 
caso de ortogonalidad como condicion necesaria y suficiente que 
las coordenadas dei centro de uno de ellos verifiquen Ia ecuacion 
dei circulo radical. 

Sean las ecuaciones de los circulos Cuyas condiciones para que 
sean ortogonales, queremos establecer las siguintes: 

x* + y* + 2 A X + 21íy + C =O 

x- + y3 + 2A'íe + 2B y + C = O. 

La ecuacion dei circulo radical es 

2 (Xi +1/ 2) + 2 (A + A1) x + 2 (B + B') y 4- C + C' = 0 . 

Las coordenadas dei centro de uno de ellos por ejemplo el pri 
meiro son — Ay- B tendrá pués que verificarse. 

2 (A a + B2
y - 2 (A + A') A - 2 (B + B') B + C + C' = 0 

que se reduce á Ia conocida relacion 

2 (AA' + B B ) = C + C'. 
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Cuando las ecuaciones de los círculos estan dadas en coorde-
nadas baricéntricas será comodo este procedimiento para averiguar 
si dos círculos son ortogonales, sobre lodo cuando se conoceu à 
priori las coordenadas dei centro de uno de ellos. Tratemos p. e. 
de demonstrar que el circulo de Longchamps es ortogonal respe-
cto á los círculos potenciales (llamamos círculos potenciales á los 
descritos desde los médios de los lados como centros con rádios 
ignales á las medianas correspondientes (vease P. M., tom. 5.°, 
pag. 70) tenemos 

Ecuacion dei circulo de Longchamps 

(a + (5 + y) (a2* + I i (B + c2-/) - a 2 fíy - ò2 «-/ - c2« 3 - 0 

Id dei potencial Pu 

p„ (« + (3 + -/) ((3 + y) + a" + l j i a V + c2 = O 

ecuacion dei circulo radical 

(« + 3 + y) a2a + PQ+c^-paP -pay)~ 2 (a2(3-/ + ò2a-/+c2«(3)=0 

Hemos IIamado pa à Ia cantidad 

62 + c 2 - a 2 

2 ' 

Como el centro de Prt es el médio dei lado a sus coordenadas 
baricéntricas son a = O P = y con Io que resulta 

2^ (ò2[í + c«(3 - 2/)(((B) - 2a-jí® ~ O 

luego etc. 
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Si una de las circunferências se reduce á un punto, la circun-
ferência radical tendrâ por rádio 

y si ambas se convierten en puntos la circunferência radical será 
siempre imaginaria v tendrá por radio 

Observaremos tambien que se puede generalizar la nocion de 
circulo radical baciendo que Ia relacion de potencias tenga un 

TtYl' 
\ a l o r — t o d o s los circulos asi obtenidos forman parte de un 

mismo Iiaz gozando de muchas propriedades comunes. 
El teorema de que si se tienen tres circulos y se combinan de 

dos en dos, el eje radical de las circunferências radicales de dos 
grupos lo es dei tercero, será igualmente cierto a un que se ge-
neralice la nocion de circulo radical y por consiguiente: 

Si se tienen tres circunferências y se encuentran las radicales 
de dos grupos para cualquier relacion de potencia todos estos 
circulos forman parte de un mismo haz. 

Diremos por último que se puede extender la nocion de circulo 
radical á las esferas y asi inismo á los circulos trazados sobre una 
superíicie esférica. 

Entremos yá á esludiar lo que hemos llamado anteriormente 
circulas anti-r adi cales. 

Dada una circunferência (O) y Ia radical (p) puede determi-
narse Ia (O') circunferência anti-radical de (O) respecto á (p) 

íi 

Il 
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tomando una distancia pO'— Op con Io que se obtendrá su centro 
O'; para C calcular surádio despejaremos IV en la fórmula que dá 
el valor de p y se ticne 

R ' = t / a (p 4 + d4) — R 2 

H 

Hamando ahora d á la distancia Op. 
Para que la circunferência (O) sea real, tendrá que verificarsc 

/ R 2 - S o 2 

si 
2 ( p 2 + d2) — R 2 = O 

Ia circunferência anli-radical se reduce á un punto. 
Dadas las ecuaciones de dos circunferências 

(C) x* + y* + 2kx + 2By + C = 0 

(C') x 4 + y» + 2 'A« + 2B'y + C - = O 

Ia anti-radical de (C) respecto á (C') tiene por ecuacion 

^4 + y2 + 2 (2A — A ) x + 2 ( 2 B ' - B ) y + 2 C ' - C = 0 

si se trata de coordenadas baricenlricas se tendrá igualmente 

(C) (a + (3 + y) (ua + v{3 + wy) - a2 Sy - ò2 ay - c2 a(3 = 0 

(C) (« + (3 + y) (m'« + v'(3 + w/y) ~ Py - í>2 «'/ - c2 * (3 = 0 
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circunferência \ 
anti-radical ((« + (3 + y) [ ( 2 u ' - u) a + ( 2 / - v) f 3 + ( 2 t o ' - to)-/] -
de (C) res- [ - a 2 [íy - fí* 0 7 - Cs afs = 0 . 
pecto (C') ) 

Si una de las circunferências degenera en un punto circulo, el 
rádio de la circunferência anti-radical de una (0) respecto a un 
punto p tendrá por valor 

siendo d la distancia Op , su centro estará sobre Op á una distan-
cia 00 '20p . 

La circunferência anti-radical será real, un circulo punto ó ima-
ginaria segun se verifique 

y a y 6 las coordenadas dei punto, se tendrá para ecuacion de 
la circunferência anti-radical de (0) respecto á p 

X1 + j/2 - 2 (2a + A) x - 2 (26 + B) y + 2 (a2 + ò2) - C = 0 

y si la circunferência tiene su centro en el origen y el punto p está 
sobre el eje de las x á una distancia d Ia ecuacion s e r á : 

rf = R i / 2 . < V 

Si la ecuacion de la circunferência e s : 

ír2 + j/2 + 2 A x + 2 B y + C = 0 

x* + _ Mx + 2 d s + R2 = 0 . 
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De la expresion que dá el valor dei rádio R' de Ia circunfe-
rência anti-radical, deducimos 

2 ( U 2 + R'*) = OO'2 

y por consiguiente resulta que los puntos de contacto de las tan-
gentes comunes á una circunferência y su anti-radical respecto 
á un punto estan cuatro á cuatro sobre dos rectas que cortan á 

R4 
la linea 00 ' en un mismo punto distante de 0 la cantidad —- es 

d 
dcíir que este punto es el pié de Ia polar de p respecto á (0) dichas 
rectas se inclinan 45° sobre Ia linea de centros y las tangentes 
cirijidas desde cualquier punto de ellas á las circunferências (0) 
y (0 ) forman un haz armonico. 

Tambien Ia relacion citada demuestra que si permaneciendo 
fija la circunferência (0) el punto p se mueve sobre la líneu 00 ' 
la envolvente de los circulos anti-radicales es la hiperbola equi-
talera 

x * - 1 = R 2 . 

Es claro que todas las circunferências que pasan por Ios puntos 
H y K en que la anti-radical (0' corta á la línea de centros son 
tambien anti-radicales de la (0) respecto al punto p pero enten-
demos por anti-radical Ia que tiene su centro sobre Op. Si bus-
camos la circunferências radicales de el haz que se obtendria y 
la dada (0) todas pasarân por el punto o por lo que se obten-
drian dichas lineas uniendo un punto cualquiera dei diâmetro per-
pendicular á HK con cl centro 0 v tomado como centro y rádio 
el médio de esta recta y su distancia á p. 

Si la circunferência (0) se reduce tambien á uri punto (circulo 
punto) entraremos en el caso de encontrar ia circunferência anti-
radical de un punto 0 respecto á oiro a y bien fácil es ver que 
bastará para obterneia prolongar Op una longitud p0' = 0p con 
Io que se determina el centro 0' y el rádio tendrá por valor 
R' = d j / 2 resulta por consiguiente que la circunferência anti-
radical de un punto respecto á otro es siempre real. Seve asi 



40 J O I i N A L DE SCIENCIA S 

mismo (juc Ios dos puntos son inversos respecto á la circunfe-
rência. 

Si permaneciendo fijo el punto 0 se mueve el otro sobre la 
linea Op la hiperbola equitatera envolvente de los círculos anti-
radieales, que consideramos en el caso de circunferência y punto, 
degenera en este caso en dos rectas que tienen por ecuacion. 

j/= ± x 

es decir que son las asintotas de la anterior biperbola. 
La circunstancia de formar dos puntos y Ia circunferência anti-

radical un haz en el que dichos puntos, son los puntos limitei 
permite citar una porcion de propiedades; nos limitaremos i 
enunciar la siguiente que hemos de utilizar. Si se une un punlo 
cualquiera A de plano con dos puntos O y p y en los extremis 
de AO y Ao se levantan perpendiculares, estas rectas y la polir 
de A respecto á Ia circunferência anti-radical de Oy? son coa-
currentes. 

Si se quiere encontrar el lugar geometrico de los puntos Ie 
interseccion de estas rectas cuando A describe una cierta linea, 
bastará recurrir á las siguientes formulas de transformacion bien 
faciles de obtener 

X ( X - d ) 
X = d —X » y •• 

Y 

llamando d á la distancia de los puntos O y p v tomando como 
ejes cartesianos la recta Op y Ia perpendicular en 0. 

Estas formulas hacen ver que si el punto A describe una recta 
que pasa por 0 el correspondiente describe tambien otra perpen-
dicular en 0 á Ia primera — A una paralela ai eje de Ias y cor-
responde otra recta tambien paralela — A una paralela ai de las x 
una parabola. 

Todo circulo que pasa por Op se corresponde asi mismo A la 
parabola que tiene por ecuacion x^ = 2.py una hiperbola ect. ect, 

Dada una circunferência 0, sobre uno de sus diâmetros, solo 
existen dos puntos 0?/p (ó sus simétricos) lales que el circulo anti-
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radical de O respeclo á p se a cl (0'), podriamos llamar á los 
puiitos asi ligados á cada circunferência dei plano puntos radical-
mente asociados á diclia circunferência. Si no se fija el diâmetro 
enloces los lugares geométricos de 0 y p son dos circunferências 
concêntricas con la dada, de rádio doble una que otra y tales que 
el de la (0 ) es la media proporcional; á estos círculos podriamos 
llamar tambien círculos radicalmente asociados al ((V. 

Puede deducirse de Io anterior Ia siguiente pequena propo-
sicion. 

Se tiene una circunferência de centro 0 v sus dos radicalmente 
asociadas y se traza un rádio cuulquiera 0abe (a, b y c son los 
puntos en que corta sucesivãmente á Ias tres circunferências). 

Uniendo cualquier punto A dei plano con a y c y levantando 
perpendiculares en dichos puntos á las rectas obtenidas, diclios 
perpendiculares y Ia polar de A respecto al circulo dado, son 
concurrentes. 

Si en particular se toma el punto A sobre Ia circunferência 
dada (O resulta esta otra proposicion. 

Las perpendiculares en sus estremos á las rectas que unen un 
punto A de una circunferência con los estremos de un mismo rádio 
de las radicalmente asociadas se cortan sobre la tangente en A 
á la circunferência primitiva, siendo por Io tanto dicha tangente 
el lugar geométrico de las intersecciones de todas las perpendi-
culares relativas al punto A. 

Si las coordenadas de dos puntos A v A' son respectivamente 
a y b, a1 v b' Ia ecuacion de la circunferência anti-radical de A 
respecto á A es 

r4 + y* + 2 (a - 2a') x + 2 (b - 26') y + 2(a'1+ b'2) - (a4 + ò4) = 0. 

La consideracion de circunferências radicales y anti-radicales 
en Ia geometria dei triangulo y á tomando en cuenta circunferên-
cias efectivas, y á degeneradas en puntos y hasta haciendo entrar 
Ia nocion de Io imagincrio podrá dar lugar como y a en otra oca-
sion hemos dicho ó estúdios interesantes. Como una aplicacion 
muy sencilla vamos á estudiar Iigeramente las circunferências 
anti-radicales de un vértice de un triangulo respecto á otro. 

Se a A B C el triangulo propuesto, y suponiendo recorrido su 
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perimetro en un cierto sentido, por ejemplo el órden alfabético, 
encontremos la circunferência anti-radical de A respecto á B, de 
B respecto á C. y de C. respecto á A que Ilamaremos respecti-
vamente 

(Cl), ( A i ) y ( B i ) . 

Obtendremos los centros de las circunferências prolongando los 
lados (en el sentido que se considera) una longitud igual á si 

mismo y en cuanto á los rádios tendrán por valores e ^ ã . a / ã 

y b\/ 2 . 
Encontremos la ecuacion dei circulo A). 
Sabemos que en la forma indicada por Mr. de Longchamps 

(J. S. 1886 , p. 57) la ecuacion de todo circulo es 

(a + (3 + y) (ua + vfí + w y) - a2 fiy - ò 2 ay - C2 «[3 = O 

en la que u, vyfi son las potencias de los vertices dei triangulo 
respecto al circulo que se considera. 

En el caso en que estamos se tiene 

U = 26 « -c * v = 2a2 W = - O 2 

Iuego Ia ecuacion dei circulo (Aj) es 

a 4 (3 + y) [ ( 26 2 - c2) a +2a 2 (3 - a2y] - a2 f3y - G2 ay - c2 a(3 = O 

v de un modo análogo ó por permutacion circular se obtendran 
ías de (B1) y (C1). 

Si se encuentra cl centro radical de (A1), (B|) v (C1) se ob-
tiene 

a: [3Iy = O1 P a I b i P b : C iPc 
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es decir que coincide con el centro dei circulo circunscripto. 
Calculemos el radio dei circulo ortotomico. 
La potencia de 0 respecto á (Aj) es 

2 
OAi - 2 a 8 

pero 

2 

OAi = R 2 + 2 a 2 

resulta por consiguiente que el circulo ortotomico tiene por radio R 
y coincide con el circulo circunscripto. 

Esse resultado debia preverse puesto que siendo los vertices 
los puntos limites dei haz de que Iorman parte Ios circulos anti-
radicales, la circunferência que pase á Ia vez por los tres vértices 
debe ser ortogonal à aquellos circulos, es decir el ortotomico de 
( A i ) (B,) y (C1). 

Las polares dei centro dei circulo circunscripto respecto A los 
circulos que estudiamos pasan por los vértices dei triangulo tan-
gencial (puntos asociados al punto de Lemoine) puesto que las 
perpendiculares á OB, OC y OA en sus extremos se cortan en 
dichos puntos. Dichos polares dividen á los lados dei triangulo 
fundamental en la razon de 2 á 1. 

La polar dei vértice A por ejemplo, respecto al circulo (Ai) 
pasa por el punto simétrico de A con relacion al centro dei cir-
culo circunscripto por cortarse en dicho punto las perpendiculares 
en B y C á los lados AB y AC. 

Siendo los puntos Bt/ C inversos respecto al circulo (Aj) resulta 
que si trazamos por C una cuerda cualquiera mn en dicho circulo, 
los puntos m, n, B y Ai sou conciclicos. 

Coino los puntos II y K (puntos en que el lado BC corta á j_Ai ) 
son conjugados armónicos respecto á B y C se tiene. 

HC 
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y por conseguiente en qunlquier punto n de Ia circunferência (Ajs 

se verificará que 

es decir que diclia circunferência es el lugar geometrico de los 
puntos tales que los cuadrados de sus distancias á B son dobles 
que los cuadrados de distancias á C. 

Las polares de cualquier vertice dei triangulo respecto á los 
circulos (Ai), (Bj) y (Ci) son concurrentes y lo mismo sucede con 
los ejes radicales. 

Las polares de uno de los puntos de Brocard respecto á las 
circunferências que estudiamos pasan por el punto diametralmente 
opuesto de la circunferência adjunta correspondiente. 

Una cosa análoga se verifica si se consideran los centros iso-
gonos y los circu'os de Torrichelti. 

Si sobre OAi > OBi y OBj como diâmetros se describen circun-
ferências, estas son las radicales dei circulo circunscripto y los 
(A)), (B) y (Ci) y por consiguiente se ve comprobado pre los ejes 
radicales de estos últimos pasan por 0. 

Las potencias de los vértices dei triangulo respecto á los cir-
culos de Neuberg y á los (A|), (B1) y (Cj) son iguales y designo 
contrario, por exemplo Ia potencia de C respecto á (Nff) es igual, 
salvo el signo, á Iade C respecto á (Ai) asi es que las circunfe-
rências radicales de los citados circulos pasan por los vértices dei 
triangulo fundamental. La ecuacion de dichos circulos radicales, 
por ejemplo el correspondiente á (Nff) y (Ai) es 

( « + Ci + y) t 2 6 2 - c 2 ) « + 3 « 2 P] í3Z - 2 è 2 «y - 2 c * «i3 = 

Si queremos encontrar el rádio de la circunferência radical 
cuya ecuacion hemos escrito bastara sustituir en la formula 

2 2 
n B = 2 b C 
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Ios valores 

R = aVx2 R' = - cot2 w — 3 <i = - 9+ cot2 

v resulta para el rádio que buscamos la sencillisima expresion 

Este resultado podria tambien obtenerse observando que la 
recta que une C con el centro dei circulo es paralela é igual á la 
mitad de BNa. 

Los ejes radicales de los círculos de Neuberg y los (Ai), (Bj) 
y (Ci) pasan por los vértices dei primer triangulo de Brocard 
(puntos semi-reciprocos dei punto de Lemoine) y cortan á Ios 
lados dei triangulo en la íelacion de 2 á 1 por ejemplo el eje 
radical de (Na) y (A t) pasa por el vértice Ai cuyus coordenados 
son 

El triangulo de centros Aj Bi Ci es tripleinente homologico 
con el fundamental siendo A B y C los centros de homologia y 
los lados dei primero los ejes de homologia. 

Las polares dei punto de Tarry respecto á los círculos (Aj), 
(Ai), (Bj), (Ci) se cortan en el punto de Steiner. 

Entre los lados dei triangulo de centros y el fundamental se 
verifica la igualdad 

seguiente 

a 
cosec to. 

'•> • 2 
A1 B | + B1 C, + A, C j = 7 (a* + 6 2 +c2) 
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es decir que la potencia total dei primer triangulo es siete veces 
la dei segundo. 

La polar dei vertice B respecto al circulo (Aj) es la perpendi-
cular á BC levantado en el punto C. y Ios ejes radicales de los 
mismos elementos son los mediatrices. 

En el caso particular de que se verifique en un triangulo la 
igualdad 

c 2 = 20¾ 

el circulo (Aj) se convierte en el de Apolonius. 
Si se considera recorrido el perímetro dei triangulo en sentido 

contrario resultarán otros circulos (Ag). (Bj) y (C») gozando de 
analogas propriedades á las de los (Aj) (B i) y (Cj); siri embargo 
de Ia combinacion de unos y otros pueden deducirse otras nuevas, 
por exemplo, los centros radicales de (N a) , (Aj), (Aj); (Nj), (Bj), 
(Bj) etc. son los vértices dei pirmer triangulo de Brocard. 

Otras várias propiedades podrian citarse pero reservamos para 
una tercera nota la parte de aplicacion (en particular á la geome-
tria dei triangulo) que facilmente se deduce de la consideracion 
y estúdio de los circulos radicales y anti-radicales. 
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C O N G R E S S O I N T E R N A C I O N A L DOS MATHEIY1ATIC0S, 
EM ZURICH, EIYI 1897 

Em agosto do anno corrente hade reunir-se em Zuricli um 
Congresso internacional dos matliematicos. O bom acolhimento 
que esta ideia leve de parte dos mathematicos os mais eminentes 
e a excellente posição do lugar escolhido para a reunião do Con-
gresso fazem esperar que elle será muito concorrido e dará os 
melhores resultados. Eis a circular que vem de ser dirigida aos 
geómetras pelos membros da commissão encarregada de preparar 
este Congresso. 

«Monsieur: — Vous n igncrez pas que l'idée d'un congrès in-
ternational des mathématiciens a été, dans ces derniers temps 
surtout, 1'objet de nombreuses délibérations de la part des savants 
intéressés à sa réalisation. Il Ieur a paru, en raison des exeellents 
résultats obtenus dans d 'autres domaines scientifiques, par une 
entente in/ernationale, qu'il y aurait de três sérieux avantages 
à assurer l'exécution de ce projet. 

«A la suite d'un échange de vues três actif on tomba d'accord 
sur un premier point. C'est que la Suisse, par sa situation géo-
graphique centrale, par ses traditions et son expérience des con-
grès internationaux, paraissait toute désignée pour tenter un pre-
mier essai de réunion des mathématiciens. On \oulut bien ensuite 
choisir Zurich comme siège du congrès. 

«Les mathématiciens de Zurich ne se font aucune illusion sur 
Ies dilTicuHés qu'ils auront à surmonter. Mais, dans 1'intérêt même 
de cette entreprise, ils ont pensé ne pouvoir décliner les ouver-
tures si honorables qui Ieur ont été Iaites de tous còtés. Ils se 
décidèrent donc à prendre toutes Ies mesures préparatoires pour 
Ie futur congrès et à contribuer à sa réussite dans la mesure de 
leurs forces. Ainsi se constitua, avec Ie concours de mathémati-
ciens d'autres nations, Ie comité d'organisation soussigné, chargé 
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de réunir à Zurich1 en 1897, Ies mathématiciens du monde en-
t ier . 

«Le eongrès, auquel vous êtres cordialement prié d'assister, aura 
lieu, à Zurieh, Ies 9, 10 et 11 aout 1897, dans Ies salles de 
1'Ecole polytechnique fédérale, Le comité ne manquera pas de 
vous communiquer, en temps opportun, Ie texte du programme 
arrêté en vous priant de Iui envoyer votre adhésion. Mais, dès à 
présent, il est permis d'observer que Ies travaux scientifiques et 
Ies questions d o r d r e administratif porteront essentiellement sur 
des sujet d'intérêt général ou d'importance reconnue. 

«Les eongrès scientifiques ont aussi ce précieux avantage de 
favoriser et d 'entretenir Ies relations personnelles. Le comité local 
ne manquera pas d'accorder toute sa sollicitude à cette partie 
de sa tache et, dans ce but , il élaborera un modeste programme 
de fêtes et de réunions intimes. 

«Puissent Ies espérances fondées sur ce premier eongrès se 
réaliser pleinement! Puissent de nombreux participante contri-
buer par Ieur présence à créer, entre collègues, non seulement 
des rapports scientifiques suivis, mais encore des relations cor-
diales basées sur une connaissance personnelle ! Puisse enfin notre 
eongrès servir à 1'avancement et au progrès des sciences mathé-
mat iques!» 
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SOBRE AS V E L O C I D A D E S NA E S P I R A L 

POR 

ANTONIO C A B R E I R A 

1. As espiraes de Archimedes e Iogarithmiea imprimem movi-
mento accelerado ao ponto movei que as percorre; a hyperbolica 
imprime-lhe um movimento retardado. 

Estas curvas podem representar-se pelas seguintes equações 
que deduzimos na nossa memoria «Sobre a geometria da espiral»: 

Ora, se 0 no fim do tempo unidade fòr ir, no fim do tempo t, 
ter/i o valor 

d 

(1) 

6 = i t / ; 

d'onde 

a 
r = at, r = — , r = a ' . (2) 

Introduzindo as der ivadas do vector , em re laçSo á \ar iave l t e m p o , 
4 
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na formula 

t_ 
n a 

13 = 

que exprime a velocidade d 'um ponto moveí que percorre qual-
quer curva, vem, respectivamente, 

(3) 

I - J C 1 + ( " W i ' 

V 3 = « ' ( /« a + T:2)*. 

W 

(S) 

Derivando estas velocidades em relação íi mesma variavel, obtemos 
as quantidades 

dv\ 

~di 

Tt-Zt 

U + OT 

(6) 

~di 

2 + (*<)* 

[l + (*<) 2 ] 2 / 3 

(7) 

^^ = a' (i2« + i t 2 ) T l a , (8) 

Logo a velocidade do movimento sobre a primeira e ultima es-
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pirai augmenta com t e a do movimento sobre a segunda diminue 
com t. Quando t tende para ao, a acceleração na primeira espiral 
tende para ir a, na segunda para O e na terceira para <x . 

2. O quociente das velocidades de dois pontos moveis que, simul-
taneamente e respectivamente percorrem as espiraes de Archimedes 
e hyperbolica, cuja característica geometrica é commum, representa 
o quadrado do tempo decorrido. 

Com effeito, dividindo a formula (3) pela (4) vem 

W 

visto, pela hypothese figurada, serem communs a e t. 

3. O dobro da raiz quadrada do quociente das velocidades de 
dois pontos moveis que simultaneamente e respectivamente percor-
rem as espiraes de Archimedes e hyperbolica, de commum caracte-
rística geometrica, representa o quebrado, cujo numerador é a dife-
rença entre o produeto da acceleração sobre a primeira curva pelo 
velocidade sobre a segunda, e o produeto da velocidade sobre a pri-
meira pela acceleração sobre a segunda, e cujo denominador é o 
quadrado da velocidade sobre a segunda. 

Derivando, na expressão (9), r, e t2 relativamente a t, vem 

dv\ dv-2 
— ^ - V t -

== 2í == 2 \ / — . (10) 
V2

4 V D2
 v ' 

•I. A acceleração d um ponto movei que percorre a espiral lo-
garithmica é egual ao produeto da velocidade correspondente pelo 
logarithmo neperiano da característica geometrica. 

É a conclusão que se tira, comparando as formulas (5) e (8). 



52 JORNAL DE SCIENCtAS 

B i B L I O G R A P H I A 

E. Picard: Traité d'Analyse, l. m, Paris, Gauthier- Villars, 
1896. 

O terceiro volume da bella e importante obra do sr. Picard, 
do qual vamos dar uma rapida noticia, 6 quasi todo consagrado 
á theoria das equações diflerenciaes. Esta theoria, que tem tomado 
nos últimos tempos uma extensão considerável, é nelle exposta 
pelo eminente geometra francez com grande desenvolvimento, 
principalmente na parte que se refere ás questões de maior inte-
resse na actualidade. 

Nos primeiros capitulos do livro o auctor continua o estudo das 
singularidades dos inlegraes das equações diflerenciaes, principiado 
no volume anterior. A este assumpto são consagrados o capitulo i, 
onde são expostas as generalidades sobre as singularidades das 
equações diflerenciaes, o capitulo II, onde são estudadas as singu-
laridades dos inlegraes das equações diflerenciaes de primeira 
ordem a duas variaveis, o capitulo IH, que se refere às soluções 
singulares das equações diflerenciaes ordinarias, e o capitulo ív, 
onde o auctor se occupa de algumas classes particulares de equa-
ções diflerenciaes. 

No capitulo v da obra volta o sr. Picard a occupar-se do im-
portante methodo de aproximações successivas, já considerado no 
volume anterior e ao qual elle tem consagrado importantes tra-
balhos. Este methodo, 6 aproveitado no capitulo vi, para o estudo 
profundo da equação 

(/4U 
J + A W j - O , 
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onde k(x) representa uma funcção positiva de x entre dous 
números dados, e, no capitulo v n , para o estudo de algumas equa-
ções nào lineares. 

Nos capitulos viir, ix e x são exposlos os profundos trabalhos 
de Poincaré sobre as soluções periódicas e as soluções asympto-
ticas de certas equações differcnciaes, sobre os pontos singulares 
dos integraes reaes dus equações de primeira ordem e sobre a 
forma das curvas que satisfazem a uma equação diíTerencial de 
primeira ordem e do primeiro grão. 

A vasta theoria das equações differenciaes lineares de qualquer 
ordem é o objecto dos capitulos seguintes, principiando no capi-
tulo xi pela exposição das generalidades sobre os pontos singu-
lares das equações differenciaes lineares, seguindo nos capitulos 
X i I e X i i I a theoria das funcções hypergeometricas, no capitulo x iv 
o estudo de certas equações differenciaes irregulares no infinito 
e no capitulo xv o estudo de algumas equações integráveis. Os 
dois últimos capitulos do livro são consagrados á theoria impor-
tante e difficil das substituições, sendo no primeiro expostas com 
todo o desenvolvimento as ideias de Galois sobre a theoria das 
equações algébricas como preparação para o estudo, no capitulo 
seguinte, da theoria correspondente nas equações differenciaes. 

O sábio illustre a quem é devida a presente obra tem sido 
um dos que principalmente têm concorrido para os progressos 
rápidos que a theoria das equações differenciaes tem feito nos 
últimos annos; por isso na sua obra ha muita originalidade e 
uma grande profundeza no modo de estudar as questões difficeis 
a que é consagrada. 

C. de Freycinet: Essais sur Ia Philosophie des Sciences, Paris, 
Gautliier- Villars, IS96. 

Lè-se com vivo prazer esta interessante obra, que versa sobre 
a philosophia da Analyse e da Mecanica. Para se ver qual a ordem 
de ideias que presidiu à sua concepção, nada podemos fazer de 
melhor do que transcrever as palavras pronunciadas pelo seu 
illustre auctor, quando a apresentou à Academia das Sciencias 
de Paris. 

«As sciencias não se limitam a estender o dominio dos nossos 
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conhecimentos positivos. Elias tornam-se por seu turno um ob-
jecto de estudo para o espirito, que ama o tirar d elias o pensa-
mento philosophico, definir seus methodos e seus processos, re-
montar até aos seus principios e conhecer os laços que as ligam 
ás ideias geraes, fundo commum onde se alimentam os diversos 
ramos do saber humano. Haveria interesse em que, de tempos a 
tempos, cada sciencia fosse resumida, segundo este ponto de vista 
e em certo modo inventariada de maneira a offereoer ao publico 
illustrado os seus resultados os mais característicos. Eu ensaiei 
executar este trabalho sobre dois ramos de que me tenho mais 
particularmente occupado: a Analyse infinitesimal e a Macanica 
racional. As pessoas que procurassem na minha obra um tratado 
mais ou menos didáctico estariam inteiramente enganadas. Não 
encontrarão n'ella senão um resumo philosophico, em linguagem 
ordinaria, sem fórmulas nem figuras geometricas, e que procurei 
tornar assecivel a todos os espíritos cultos. 

«Propuz-me sobretudo mostrar o caminho 110 qual eu desejaria 
ver os sábios entrar . Meu fim seria attingido se eu decidisse certos 
d'elles a realçar, por sua auctoridade, este genero de trabalhos, 
e, se inspirasse desde já a alguns litteratos o gosto de se apro-
ximar de duas sciencias mais fáceis de penetrar do que se suppõe, 
e que marcam um dos mais poderosos esforços do espirito hu-
mano na indagação da verdade». 

A obra está dividida em duas partes. Na primeira, relativa á 
Analyse, são consideradas as noções de espaço, de tempo, de 
infinito, de continuidade e divisibilidade, de infinitamente pequeno 
e de limite, e é analysado o espirito philosophico do methodo infi-
nitesimal e da Analyse infinitesimal. Na segunda parte, relativa 
á Mecanica, são consideradas as noções de força, massa, capaci-
dade dvnamica, quantidade de movimento, força viva e energia, 
a gravidade, as leis geraes do movimento, etc. Terminam o livro 
tres notas interessantes, a primeira sobre a realidade do espaço 
e do tempo, a segunda sobre a infinidade do Universo, a terceira 
sobre um argumento do determinismo. 
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Demartrcs: Cours d'AnaIyse, Troisième partie. Paris, Hermann, 
1896. 

A terceira parte do Curso professado pelo sr. Demartres na 
Faculdade das Sciencias de Lille versa sobre a theoria das equa-
ções diíferenciaes. Sem sair do campo elementar o auctor ahi 
expõe com clareza e rigor Iogico o que existe sobre esta doutrina 
de fundamental 011 de mais importante. Principia pelas generali-
dades relativas aos systemas de equações differenciaes, a que 
consagra quatro lições. Passa ao estudo dos methodos de inte-
grarão, aos quaes consagra tres lições. Veem depois seis lições 
sobre a integração das equações de ordem superior e das equa-
ções simultaneas, tres lições sobre a integração das equações ás 
derivadas parciaes e finalmente tres lições sobre o calculo das 
variações. 

Para a exposição dos princípios geraes o auctor inspirou-se 
principalmente nos trabalhos de Cauchy. 

M. d Ocagne: Cours de Géométrie descriptive ct de Géoméírie infi-
nilèsimale, Paris, Gautliier-Villars, 1896. 

Contém esta obra excellente os assumptos que o sr. d'Ocagne 
ensina no Curso que professa na Escola de pontes e estradas de 
Paris, e ainda outros assumptos geometricos que podem interessar 
aos engenheiros. Estes assumptos estão separados em dois grupos, 
um contendo tudo o que se refere á representação dos corpos 
(Geometria descriptiva), o outro tudo o que se refere ás suas 
propriedades intrínsecas (Geometria infinitesimal). 

Na exposição d'estes assumptos, que é feita com muita cla-
reza e elegancia, o sr. d'Ocagne não emprega exclusivamente, 
como outros auctores, os methodos puramente geometricos, mas 
sim combina os methodos analyticos com os methodos geometricos, 
empregando em cada circumstancia especial aquelle de que mais 
convém usar, tendo em vista a natureza da questão considerada. 
Também em cada questão expõe primeiramente os methodos 
geraes, ao estudo dos quaes dedica a maior attenção, para depois 
expor os assumptos de natureza mais particular. 
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A primeira parte da obra está dividida em quatro capitulos, 
onde são respectivamente consideradas as projecções cotadas, i 
prespectiva axonometrica, a theoria das sombras e a perspectivi 
linear. A segunda parte está também dividida em quatro capitulos, 
onde o auctor estuda respectivamente as curvas planas, as curvis 
empenadas, as superfícies em geral e algumas superfícies de natu-
reza especial (superfícies envolventes de espheras, superfícies em-
penadas, superfícies planificáveis). Na exposição dos assumptos 
d'esta segunda parte nota-se o cuidado que o auctor emprega pira 
dar ás demonstrações das fórmulas infinitesimaes, obtidas geone-
tricamente, o rigor das demonstrações analvticas. 

É considerável o uumero de passagens da obra em que se 
encontram vistas originaes do auctor. Demonstrações novas de 
theoremas conhecidos, construcçôes mais simples do que as conhe-
cidas, fórmas de exposição mais claras e rigorosas do que as 
anteriormente empregadas cncontram-se em muitos logares do 
bello livro do sr. cfOcagne, em especial na parte que se refere á 
Geomelria infinitesimal. Não mencionaremos aqui quaes estes 
logares que merecem mais attenção, porque o espaço de que 
dispomos não o permit te; limitar-nos-hemos a aconselhar viva-
mente aos engenheiros e aos geómetras portuguezes este livro, 
interessante para os primeiros, pelas construcçôes geometricas 
que encerra e de que poderão aproveitar-se, para os segundos pelos 
methodos e theoremas que n'elle são expostos. 

JL Niewenglowski: Cours de Géomélrie analytique, t. / / / , Paris, 
Gauthier-Villars, 1896. 

Deu-se já n'este jornal noticia dos tomos í . ° e 2.° do Curso 
de Geometria analytica do sr. Niewenglowski, os quaes são con-
sagrados á Geometria plana. O presente volume é consagrado á 
Geometria rio espaço e é, como os anteriores, um livro excellente, 
onde os assumptos de Geometria a tres dimensões são expostos 
com grande clareza desde os primeiros principios até ás questões 
mais elevadas. 

Por um resumo que vamos apresentar da taboa das matérias, 
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pôde apreciar-se a abundancia de assumptos da obra e a sua im-
por! ancia : 

I Coordenadas. Ii Transformação das coordenadas rectilíneas. 
IlI Plano e linha recta. IY Pontos, rectas, planos imaginados. 
V Esphera. VI Curvas empenadas; tangentes, plano osculador, 
curvaturas. VII Planos tangentes. VIlI Logares geometricos. 
Geração das superfícies ou das linhas. IX Noções sobre as super-
fícies regradas. X Envolventes. XI Noções sobre os systemas de 
rectas. Complexos. Congruências. XII Figuras homotheticas. 
XIII Classificação das quadricas referidas a coordenadas pontuaes. 
XIV Theoria do centro XV Planos diametraes. Diâmetros. 
XVI Planos principaes. Cordas pnncipaes. Eixos. Equação em S. 
XVII Reducção da equação do segundo grão. XIX Polares reci-
procas. XX Propriedades dos diâmetros conjugados nas quadricas 
com centro. XXI Cónes do segundo grão. XXII Planos tangentes ; 
Esphera de Monge; logares dos vertices dos cónes de revolução 
circunscriptos a uma quadrica. XXIH Normaes. XXIV Genera-
trizes rectilíneas. XXNr Secções circulares XXVI Discussão de 
uma equação numérica do segundo grão. XXVII Determinação 
das quadricas. XXVlII Intersecção de duas quadricas. XXIX 
Focaes. Quadricas homofocaes. XXX Elementos de uma secção 
plana de uma quadrica. XXXI Applicação dos imaginarios á Geo-
Iivtria analytica a tres dimensões. 

Todos estes assumptos são expostos com desenvolvimento e 
são acompanhados de exercícios interessantes. 

Termina o volume uma nota interessante de M. Borel, onde 6 
exposta com desenvolvimento a theoria das transformações em 
Geometria. 

A. Antomari: Lcçons de Slalique, Paris, Nony, 1891. 

E exposta n'este opusculo com muita clareza e bom methodo 
a parte da Statica exigida pelos modernos progrnmmas aos can-
didatos à Escola Polytechnica de Paris. Está dividido em duas 
partes, sendo a primeira consagrada á statica do ponto e a se-
gunda á statica dos systemas invariaveis. 

A primeira parte consta de cinco capitulos onde são conside-
rados os assumptos seguintes: I Primeiras noções sobre as forças; 
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dynamometros. II Composição de muitas forcas applicatlas a um 
mesmo ponto. III Theorema das projecções applicado ás forças. 
IV Theoremas sobre os momentos. Y Equilíbrio de um ponto 
collocado sobre uma linha ou sobre uma superfície. 

A segunda parte contém seis capitulos, onde são estudadas as 
questões seguintes : 

I Noções preliminares. Il Theoria das forças parallelas. IlI 
Theoria dos centros de gravidade. IV Reducção das forças appli-
cadas a um corpo solido. Equilíbrio de um corpo. V Equilíbrio 
de um corpo solido submettido a ligações. VI Equilíbrio das 
machinas. 

No fim de cada uma das partes do livro vem uma lista de 
exercícios relativos aos assumptos n'ella considerados, sendo 41 
relativos aos assumptos da primeira parte, 133 relativos aos assum-
ptos da segunda. Estes exercicios são muito bem escolhidos. 

J. Tannery et J. MoIk : Elcments de la tliéorie des /onclions elli-
ptiques, Paris, t. II, Gauthier- Villars, 1896. 

No l . ° volume d'esta bella e importante obra, do qual se deu 
já noticia n'este jornal, os auctores, depois de considerarem algu-
mas questões de Analyse necessarias para o seu fim, estudaram, 
como dissémos, com desenvolvimento a theoria das funeções p, 
cr e £ de Weierstrass. O segundo volume, de que hoje damos 
noticia, é consagrado á theoria das funeções 6 de Jacobi, ao es-
tudo de algumas funeções introduzidas na sciencia pelo sr. Ilermite, 
cuja theoria está ligada com a d'aquellas funeções, e ao estudo 
dos quocientes das funeções o e das funeções f). As funeções 8 
sào definidas pelas series periódicas de Jacobi, ás quaes os auctores 
são conduzidos pelos desenvolvimentos, que primeiramente obtéem, 
das funeções <r em series de exponenciaes; as propriedades das 
funeções Q são deduzidas das propriedades das funeções o-, ante-
riormente estudadas, por intermédio das relações d'estas funeções. 
N'este volume é também considerada a theoria das transformações 
das funções 6 e dos seus quocientes, á qual é consagrada uma 
parte importante do volume. 

Os auctores tiverarq a feliz ideia de junctar a este volume uma 
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tabella das formulas relativas á theoria das funcções ellipticas 
demonstradas n'elle e no anterior, [sto 6 tanto mais de apreciar 
quanto é certo que o numero das formulas, a que dá logar a theo-
ria das funcções ellipticas, é muito considerável e d'ahi vem a 
diíliculdade de as reter na memoria. Estas formulas estão dis-
postas ordenadamente em (J0 grupos, contendo cada um certo 
numero de formulas que téem entre si aflinidade. 

E. Pascal: I determinanti. Theoria ed applicazioni, LK Hoepli, 
Milano, 1897. 

A secção mathematica da collecção de Manuaes Hoepli, a 
que por varias vezes nos temos referido n'este jornal, foi enri-
quecida com mais um volume, devido ao sábio professor da Uni-
versidade de Pavia, sr. E. Pascal, o qual versa sobre a theoria 
dos determinantes e suas applicaçôes. É um volume de 330 pa-
ginas, muito bem escripto, no qual o auctor condensou com muita 
habilidade tudo o que de mais importante existe sobre esta dou-
trina, incluindo mesmo muitos assumptos que não faziam parte 
dos tratados sobre determinantes anteriormente publicados, acom-
panhando cada assumpto de preciosas informações bibliographicas, 
que permittem aos leitores cordiecer as origens de cada questão 
estudada e os habilitam a proseguir o estudo dos assumptos con-
siderados no livro. 

O livro está dividido em duas partes. Na primeira parte são 
expostos os p r i n c í p i o s da theoria e os methodos geraes para o 
calculo dos determinantes. Na segunda parle são expostos os tra-
balhos de caracter mais especial e as applicaçôes. Estas applica-
çôes são todas anahticas; o auctor entendeu, e muito bem, que 
as applicaçôes geometricas devem estudar-se nos livros de Geo-
metria analjtica, 

Para organizar este trabalho o sr. Pascal entrou em conside-
ração com os trabalhos mais modernos sobre o assumpto estu-
dado ; por isso o seu livro é o mais proprio que existe para se 
conhecer o estado actual da importante doutrina a que é consa-
grado. 
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X. Anlomari: Cours de Géométrie descriptive, Paris. Nony, 1897. 

O curso de Geometria descriptiva, (|ue vem de publicar o sr. 
Antomari, é destinado aos alumnos que se preparam para a Escola 
Polytechnica, Escola Normal superior, Escola central, etc., de 
Paris, e contém por isso os assumptos que fazem parte dos pro-
grammas para a entrada para essas escolas. É um bom livro de 
texto, muito claro, contendo a parte elementar da Geometria 
descriptiva, desde os primeiros princípios, com muitos problemas 
proprios para os alumnos se desenvolverem na arte das cons-
trucções, que entre nós pode ser empregado com vantagem pelos 
alumnos das nossas escolas no estudo da primeira parte da sciencia 
a que é consagrado. 

A obra está dividida em quatro partes. A primeira parte, con-
sagrada aos princípios da Geometria descriptiva, consta de urna 
introducçào, onde sAo expostos os methodos de projecção cónica 
e cylindrica, e de oito capítulos, cujos assumptos são os seguintes: 
I Representação dos corpos. II Linha recta. IlI O plano. IV A 
recta e o plano combinados. V Os methodos de Geometria des-
criptiva (mudança dos planos de projecção, rotações, rebatimen-
tos). VI Distancias e ângulos; applicação á construcção dos ân-
gulos triédros. VII Secções planas; intersecções e sombras dos 
polyedros. VIlI Noções de Geometria cotada. 

A segunda parte consta de quatro capitulos, onde são estudadas 
a representação das superfícies e a construcção dos planos tan-
gentes, e, em especial, a representação dos cylindros, dos cones 
e das superfícies de revolução e a construcção dos seus planos 
tangeutes. 

Na terceira parte occupa-se o auctor das secções planas das 
superfícies, e, em especial, das secções planas dos cylindros, cones 
e superfícies de revolução. 

A quarta parte é consagrada á determinação das intersecções 
das superfícies, e consta de tres capitulos, onde são respectiva-
mente consideradas a intersecção de duas superfícies cónicas ou 
cylindricas, as intersecções do cóne ou do cylindro com as super-
fícies de revolução e a intersecção de duas superfícies de revo-
lução. 
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Lucien Levy: Sur Ies syslèmes de surfaces triplement orthogonaux 
(Mémoires couronnés de TAcadernie de Belgique, t. LIV, 1896). 

O assumpto d'esta interessante Memoria é a theoria dos sys-
temas de superfícies triplamente orthogonaes. Principia por uma 
parte histórica, onde o auctor dá noticia de todos os trabalhos 
importantes, publicados nos últimos trinta annos, a respeito d'esta 
questão. Ao estudo da parte essencial d'estes trabalhos são con-
sagrados os quatro primeiros capítulos. No quinto capitulo o auctor 
apresenta as suas indagações sobre a determinação dos systemas 
orthogonaes dos quaes uma família de trajectórias é espherica. 
N'uma série de notas são depois desenvolvidos ou completados 
alguns pontos da Memoria. 

Jorge F. d'Avillez: Nula sobre algumas proposições de Geometria 
(Jornal de sciencias malh., physicas e naturaes, 1896). 

Sobre a área de um triangulo parabolico (Jlem). 
Sobre um systema Iri-Uingente (item). 

Estes tres trabalhos interessantes revelam no seu joven auctor 
feliz disposição para trabalhos geometricos. O primeiro versa sohre 
algumas consequências da proposição seguinte: è constante a 
grandeza da recta que une os pés das perpendiculares tiradas de 
qualquer ponto de uma circumferencia sobre dois diâmetros dados. 
No segundo determina o auctor a área do triangulo formado pelos 
tres parabolas consideradas no vol. XII, pag. 137, d'este jornal. 
No terceiro estuda as propriedades dos círculos tangentes inte-
riormente á ellipse nas extremidades do eixo menor, e tangentes 
exteriormente um ao outro, o centro de um d estes círculos 
estando no ponto em que a normal á curva n um ponto dado corta 
o eixo considerado. 
Annuaire pour Tan IS91 publié par Ie lhireau des Longitudes, 

Paris, G.- Villars. 

O Annuaire du Lioreau des Longitudes para 1897 contém as 
informações praticas que é uso conter cada anno, noticias devidas 
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aos sábios mais illustres, sobre a Estatística, a Geographía, a 
Mineralogia, ele. , e finalmente as noticias scientificas seguintes: 

í . ° Noticia sobre o movimento própria do systema solar, por 
F . Tisserand. 

2.° Os raios cathodicos e os raios Bõntgen, por II. Poincaré-
3.° Js epochas na Historia astronomica dos planetas, por J. 

Janssen. 
4.° Noticia sobre a quarta reunião da Commissão internacional 

para a execução da carta photographica do céo, por F. Tisserand. 
5.° Noticia sobre os trabalhos da Commissão internacional das 

estreitas fundamentaes, por F. Tisserand. 
6.° Discurso pronunciado nos funeraes de H. Fizeaut por A. 

Cornu. 
7.° Discursos pronunciados nos funeraes de Tisserand, por 

Poincaré, J. Janssen e Loewy. 
8 .° Trabalhos no Monte Branco em 1896, por J. Janssen. 

A. Capelli: Sopra un principio generale di Aritmética ed una nuova 
deduzione dei teorema di Hilbert (Rend. delia R. Accademia 
delia Scienze di Napoli, 1896). 

• Estensione dei teorema di Hilbert al caso di polinomi con 
infiniti termi (Item). 

R. Marcolongo: Sula equazione A2 U+ K2 U = O in uno spazio 
di n dimensioni (Annali di Matemática, 1896). 

A. Gutzmer: Zur Theoriederadjungirten Differentialgleichungen, 
Halle a. S., 1896. 

Remarque sur la formule théta de Jacob (Nouvelles Annales 
des Mathématiques, 1896). 

O primeiro d'estes opusculos contém a íhese apresentada pelo 
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sr. GQtzmer à Universidade de Halle. O segundo contém uma 
bella demonstração da relação entre os productos das quatro Iunc-
cções théta, que Jacobi tomou para base da theoria das funcções 
ellipticas no seu Curso cm Konigsberg. 

M. Lerch: Sur une espèce de séries semiconvergentes (Académie des 
Sciences de Prague, 1896). 

Sur la transformation abélienne des séries írigonométriques 
(Item). 

•Sur un théorème arithmétique de Zolotarev (Item). 
Uvahy z poctu integrál niho (liem). 

E. Lampe: Ueber Korper groiseter Anziehung (Verh. der Physi-
Icalischen Gesellsehaft zu Uerlin, 1896). 

Alf Guldberg: Zur Tlieorie der Dijferenlialgleichungen die Funda 
mentallòsungen besilzen (Journal fúr die reine und angewandte 
Malhematik, líd. 115). 

Om en speciel klasse lineaere Iwmogene differentialligninger 
(Christiania Videnskabs-Sélikabs Forliandl inger, No. 9). 

G. Peano: Saggio di Calculo geometrico (Atti delle R. Accademia 
delle Scienze di Torino, 1896). 

Giovanni Vailati: Del conceito di centro di gravitá nella Statica 
d'Archimede (Atti delia R. Accademia di Torino, 1897), 
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S. Phicherlc: Sulla generalizzazione delia proprietá dei determi-
nante wronskiano (Rend. delia R. Aecademia dei Lincei, 189 7). 

Cenno Sulla Geometria dello spazio fiinzionale (Rendiconli 
delia R. Accademia di Bologne, 1897). 

G. Maupin: Quelqiies réflexions sur Ie jeu de Ia manille aux en-
cheres, Paris, ADIU/, 1897. 

II. Burkhardt: Uber Yeetoranalgsis (Jahresbericht der Deutchen 
Malhematiker Vereimgung, t. rj. 

G. T. 
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S O B R E O S C O E F F I C I E N T E S D O D E S E N V O L V I M E N T O 
D A P O T E N C I A D E G R A U Q U A L Q U E R D ' U M P O L Y N O M I O 

POR 

J . P E D R O T E I X E I R A 

n ! 
Os coefficientes —--r-——- do desenvolvimento da potencia do 

a ! p\... j).! 
grau n d um polynomio, correspondentes aos valores de a, (3,... (/., 
primos entre si, são múltiplos de n. 

Com effeito, sejam a, (3,... }/. primos entre si e dividamos estes 
números e n — 1 por um inteiro positivo a. Sendo aj , (3j , 
( n — l ) l os quocientes e «', (3',... JJ<.', (n—1)' os restos das divi-
sões, a equação 

a + [3 + • •• + (A — n 
dá 

/ I V x a J . « ' + P ' + - . + ^ ' ( n — 1 ) ' + 1 ( n - l ) i = í i + ( 3 t + . . . + P1 + — . 

Como »', j3',... [>•' não podem ser conjunctamente nullos e como 

restos das divi 
eguaes, teremos 

a' + (3' + ... + u.' ( n - l ) ' + l 
os restos das divisões —, devem ser 

« ' + ( 3 ' + . . y > ( n ~ l ) ' + 1 , 

e por isso 

( n - l ) i > « t + p | + . . . + Hi-
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Sendo (n— 1)¾ , *2 , fa ^2 a respeito de ( n — l ) i , a i , (3j 
(íj o que estas quantidades são a respeito de n— 1, a, |5,... 
facilmente se vê que 

(*» — l ) í = «2 + Pa + - + Hi 

e assim por deante. 
Mas as maiores potencias d'um numero primo a que dividem 

( n - 1 ) ! , « ! (5!... M ! 

são respectivamente 

2(n—i)i Za i-I-Ip,+... .+2[XÍ 
a , a r ; 

logo 

( » - ! ) ' 
« ! ( 3 ! , . . . 

» 

é um inteiro, o que demonstra o theorema. 
Como corollariõ d'este theorema temos esta proposição: 

( " - I ) ! 
«! ( 3 ! . . . ^i! 

6 um inteiro para os valores de a, j 3 , . . . p que constituem as 
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soluções inteiras e positivas das equações 

a + (3 . . . + (i = n, 

(3 + 2 y + . . .+»«|i = n—1. 

Estes inteiros encontram-se como coefficientes dos termos de 
certas series que se obtém pelo theorema de Lagrange. 
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E. Pascal: Calcolo delle variazioni e calcolo delle differenze finita, 
U. Hoepli, Milano, 1897. 

O volume, de que vamos dar noticia, consta de duas partes, 
a primeira consagrada ao Calculo das variações, a segunda ao 
Calculo das difFerenças finitas. 

Na primeira parte o sr. Pascal segue com cuidado o encadea-
mento dos trabalhos a que tem dado logar o calculo das variações, 
principiando pela historia dos trabalhos anteriores aos de Lagrange, 
passando depois a expôr os d'este illustre geometra e em seguida 
os numerosos trabalhos, publicados pelos geómetras, para dar á 
doutrina de Lagrange o rigor que lhe faltava em alguns pontos 
e para a continuar. Assim organisada, a bella obra do sr. Pascal 
não só satisfaz ao fim de fazer conhecer o estado actual do assum-
pto a que é consagrada, mas faz conhecer a ordem dos progressos 
realizados n'este assumpto até chegar a este estado. 

Todos os problemas relativos ao calculo das variações podem 
ser agrupados, como diz o sr. Pascal, á roda de tres problemas 
fundamentaes, o primeiro relativo ã primeira variação dos inte-
graes simples, o segundo relativo á variação de segunda ordem 
dos mesmos integraes, o terceiro relativo ás variações dos inte-
graes múltiplos com limites variaveis. Todos estes problemas são 
considerados pelo sábio professor da Universidade de Pavia no 
seu bello trabalho, sendo a respeito de cada um d'elles apresen-
tado o que existe de mais essencial e sendo a exposição acompa-
nhada de muitas indicações bibliographicas para uso dos que qui-
zerem estudar com maior desenvolvimento cada assumpto espe-
cial. Os problemas notáveis que teem sido resolvidos por meio do 
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calculo das variações são também apresentados e acompanhados 
da sua historia e da sua bibliographia. 

A segunda parte do livro que estamos considerando é, como 
já dissemos, consagrado ao calculo das differençus finitas. N'ella 
é exposto o que existe de mais importante a respeito do calculo 
directo das diíTerenças e da interpolação, e são apresentadas 
algumas noções sobre o calculo inverso das diíTerenças. A expo-
sição é acompanhada, como no calculo das variações, de preciosas 
indicações bibliographicas, próprias a habilitar o leitor para um 
estudo largo do assumpto. 

Ao que vem de ser dito acrescentaremos que o volume, a que 
nos estamos referindo, faz parte da magnifica collecção do Ma-
nuali Hoepli, a que já por varias vezes nos temos referido n'este 
jornal, a qual o sr. Pascal tem illustrado com excellentes trabalhos. 

Oeuvres mathématicjues de Evariste Galais. Paris, Gauthier-Vil-
Iars el Fils, 1891. 

Evariste Galois nasceu perto de Paris em 25 de outubro de 
1811 e morreu n'esta cidade, em resultado de um ferimento que 
recebeu em um duelo, cm 31 de maio de 1832. Pois, apesar de 
uma vida tào curta, que não chegou mesmo a a l t i ng i r21 annos, 
deixou trabalhos da mais alta importancia sobre a theoria das 
equações algébricas, que representam n'esta theoria um papel 
fundamental e que revelam quanto era extraordinário o génio 
d'este joven tão grande e tão infeliz, do qual diz M. Picard, no 
prefacio que antecede as suas obras : Galais tem sem duvida eguaes 
entre os grandes mathematicos d'este século; nenhum porém o ex-
cede pela originalidade e profundeza de suas concepções. 

As obras de Galois foram publicadas em 1846 por LiouvilIe 
no seu jornal. A importancia d'ellas levou a Sociedade mathe-
matica de França a reunil-as em um volume, que vem de ser 
publicado por M. G.-Yillars. Contém este volume cinco artigos 
publicados por Galois nos Annalcs de Gergonne e no Bulletin de 
Férussac, a carta dirigida por Galois a Augusto Chevalier na ves-
pora de sua morte, especie de testamento scientifico em que o 
grande geometra dá parte dos trabalhos que fez sobre a theoria 
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das equações e sobre a analyse, a sua celebre memoria sobre as 
coudições de resolubilidade das equações por meio de radicaes e 
finalmente um fragmento sobre as equações primitivas que podem 
ser resolvidas por meio de radicaes. 

In memoriam N. 1. Lobatschevskii, Kasan, 1897. 

Contém este volume algumas memorias apresentadas à Socie-
dade Physico-mathematica de Kasan na occasiào da festa da 
inauguração do monumento levantado ao eminente geometra russo 
Lobatschevsky n'esta cidade, a qual teve logar em setembro 
de 1896 . 

A primeira memoria contida no volume considerado é devida 
ao sr. Hermite . N'ella applica o grande geometra a theoria da 
transformação de segunda ordem na theoria das funcções ellipticas 
á demonstração de dois desenvolvimentos em serie notáveis. 
Vêem depois artigos de G. Halsted sobre darwinismo e geome-
tria não euclideqna, de P. Girardville sobre a theoria do vôo das 
aves, de Laisant sobre a curvatura das curvas planas, de Lemoine 
sobre duas novas decomposições dos números inteiros, sobre a 
Géometrographia e sobre a transformação continua no triangulo 
e no tetraédro, de Neuberg sobre um problema de Jacobi, e de 
M. d'Ocagne sobre a representação por meio de rectas e de cir-
culos das equações do terceiro gráo a tres variaveis. 

B. Baillaud: Cours d'Astronomie, Paris, Gaulhier-Villars el Fils, 
1893-1896. 

As doutrinas do Curso de Astronomia que acaba de publicar 
o sr. Baillaud, director do Observatório de Toulouse, estão dis-
tribuídas em dois volumes, o primeiro dos quaes foi publicado 
em 1 8 9 3 e o segundo em 1896 . O primeiro volume é consagrado 
á exposição de certos assumptos do interesse não só para os astró-
nomos mas tambom para os que se occupam d'outras sciencias 
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de observação. O segundo volume é consagrado á Astronomia pro-
priamente dita. Os assumptos tanto do primeiro como do segundo 
volume são muito bem escolhidos, estão dispostos em muito boa 
ordem e são muite bem tratados quer na parte theorica quer na 
parte pratica. 

O primeiro volume da obra que estamos considerando está 
dividido em nove capítulos. Nos dois primeiros é estudada a theo-
ria das probabilidades e o methodo do» menores quadrados. Os 
capitulos IH, iv, v e vi são consagrados aos assumptos d'Oplica 
necessários para bem conhecer os instrumentos opticos que se 
usam nas observações. Para esse fim são estudadas com bastante 
desenvolvimento a theoria das lentes, a dos prismas e a dos ins-
trumentos opticos (oculos, microscopios, telescopios, etc.). O capi-
tulo vii é consagrado ao estudo dos instrumentos para a medida 
do tempo, ao estudo dos instrumentos accessorios das observações 
(nível, nonio, microscopio micrometrico, etc.), e ao estudo dos 
instrumentos para a medida das coordenadas dos astros. No capi-
tulo v i u é estudada a Trigonometria espherica e são expostos 
alguns preceitos a que se deve attender quando se effectuam os 
cálculos numéricos. Finalmente o capitulo ix é consagrado a algu-
mas questões de Analyse applicaveis em Astronomia, como são a 
theoria das differenças, a interpolação, os methodos para o cal-
culo approximado dos integraes definidos, a theoria das series 
trigonométricas, etc. 

O segundo volume, muito mais extenso do que o primeiro, é 
todo consagrado á Astronomia e está dividido em vinte e um 
capitulos, onde são estudados os assumptos seguintes: I Esphera 
celeste. Coordenadas dos astros. Movimento diurno. II Refracção. 
III Parallaxe. IV Aberração. V Prececção dos equinocios. N u -
tação. VI Movimentos do sol. Medidas do tempo. VII Movimentos 
dos planetas, VlII e IX Determinação das orbitas dos planetas. 
X Movimento dos cometas. Determinação das suas orbitas. XI, 
XII e XIII Questões de Mechanica celeste (lei de Newton; equa-
ções dos movimentos dos planeias á roda do sol; perturbações 
planetarias, etc.). XlV Movimentos da lua. XV Movimentos dos 
satelites de Júpiter. XVI a XIX Fórma e medida da terra. Trian-
gulações geodesicas. Cartas geographicas, etc. XX Rotação dos 
astros. Eclipses. XXI Distancias das estrellas. Spetroscopia. 
Photographia. 

Todos os assumptos a que vimos de nos referir são estu-
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dados pelo illustre astronomo francez com muito desenvolvimento 
e por uma forma que em ponto algum desmente a auctoridade 
que o seu nome dá á obra. 

Réperloirc bibliographique des Sciences mathématiques, Paris, 
Gaulhier-Villars et Fils. 

Deu-se noticia no anterior volume d'este jornal do appareci-
mento da 1." serie de paginas d'este trabalho importante, cuja 
publicação foi resolvida, como dissémos, pelo Congresso de ma-
thematica que teve logar em Paris na occasião da ultima expo-
sição internacional. 

IIoje podemos accrescentar que foram publicadas mais tres 
series de folhas, contendo cada uma cem folhas e abrangendo 
perto de tres mil trabalhos. 

P. Mansion: Notice sur Ics travaux mathématiques de Eugene 
Charles Catalan, Bruxelles, 1896. 

Contém este opusculo interessante uma noticia muito bem feita 
sobre os trabalhos de E. C. Catalan, nascido em Bruges em 1814, 
morto em Liège a 14 de fevereiro de 1894 , e um retrato d'este 
illustre geometra. 

E. Vivanti: Sulle equazioni a derivala parziali dei second'ordine 
a tre variabili independenti (Malhcmatische Ânnalen, t, 48). 

Contributo alia teoria delle equazioni a derivate parziali dei 
secondo ordine (Rendiconti dei R. Insl. Lombardo, 1896). 

No primeiro d'estes bellos trabalhos occupa-se o sr. Vivanti 
em extender o methodo de integração dado por Monge e Ampere 
para as equações ás derivadas parciaes de segunda ordem com 
duas variaveis independentes ás equações com tres variaveis inde-
pendentes. 
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No segundo são consideradas pelo auctor as equações do mesmo 
typo com um numero qualquer de variaveis independentes. 

A. Gulzmer: Remarque sur la formule ihéla de Jaeobi (Nouvelles 
Annales, 1896). 

X'este artigo, traduzido por Laugel do Jornal de Crelle, onde 
foi primitivamente publicado, apresenta o sr. Giitzmer uma bella 
demonstração da relação, descoberta por Jacobi, que liga os pro-
ductos das quatro funcções 6. 

Jacques Deruyts: Quelqucs propriétés du délerminant d'un systèmc 
transformable (Bulletin de 1'Académie de Belgique, 1896). 

- Sur Ies fonctions invariantes associées à un systliime trans-
formable (Ibidem). 

G. Pirondini: Una questione geometrica (Annali di Matematica, 
1896). 

C. Burali-Forti: Excrcice de Iraduction en symboles de Logique 
mathcmatique (Bulletin de Malhémaúques élémentaires, 1897). 

- Una questione sui numeri transfiniti (Rend. dei Circolo ma-
temático di Palermo, 1897). 

• Jl método dei Grassmannnella Geometria projettiva (Ibidem). 
Sopra un teorema dei sig. G. Cantor (Atti delia R. Acca-

demia delle Seienze di Torino, 1896). 
Le classi finite (ibidem). 
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G. Lazzeri: Sopraunproblema di Strategia navale (Revista ma-
rittima, Roma, 1896). 

H. Faye: Sur Ies fausses trombes (Comptes rendus de 1'Acad. des 
Sciences de Paris, 1897). 

Ch. Hermite: Notice sur M. Weierstrass (Comptes rendus de l'A-
cademie des sciences de Paris, 1891). 

E. Lampe: Karl Weierstrass. Gedàchtnissrede gehatten in der 
sitzung der physikalischen Gesellschafl zu Berlin am 5 mãrz 
1897; Leipzig, 1897. 

G. de Longchamps: L'Êcole Polytechnique à propos des récents 
programmcs (Journal des matliématiques spéciales, 1897). 

u. Peano: Studii di Lógica matemalica (Atli delia R. Accademia 
delle Scienze di Torino, 1897). 

Ginoi Loria: 1 poligoni di Steiner nelle cubiclie razionali (Bui. da 
Sociedade R. das Sciencias de Praga, 1896). 
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— Versiera, Vesiera e Pseudo versiera (Bibliotheca malliema-
tica, 1897). 

M. Lerch: Uber eine formei aus der Theorie der Gammafunclion 
(Monatshefte filr Mathemalik, t. vm). 

• Sur quelques formules concernant Ies fonctions elliptiques et 
les intégrales Eulériennes (Bui. da Sociedade Real das Sciencias 
de Praga, 1897). 

Giovani Vailati: Il principio dei lavori virtuali da Aristolele á 
Erone de Alessandria (Atli delia R. Accademia delle Scienze di 
Torino, 189 7). 

E. Cesàro: Sulla dislribuzione dei numeri primi (Rend. delia R. 
Accademia delle Scienze di Napoli, 1896). 

A. Macfarlane: Application of hypcrbolic analysis (o tlie dis-
charge of a condensor (American lnslitule of Electrical Engi-
neers, New-York, 1897). 



76 JOI iNAL DE SCIENCIA S 

Ch. Hermile: Surune formule de M. G. Fontené (Rulletin des 
sciences malhémaiiques, 1896). 

Sur la fonclion Iog F (a) Journal filr Mathemalik, t. 115). 
Sur une exlension du théorème de Laurent (Ibilemf l, 116). 

G. T. 
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SUR L E C Y L I N D R E 0 R T H 0 G 0 N A L A Q U E L Q U E S S U R F A C E S 

P A R 

GEMINIANO P I R O N M N I 

(ú Parme) 

§ 1 

Dans ce travail on étude Ie cylindre orthogonal à un cóne, à 
un autre cylindre, à un hélicolde et à une surface de révolution. 
Soien t : 

V Ie point de Paxe des z placé à la distance k de 1'origine; 
W Ie point du plan y = 0 ayant pour coordonnées x = m, z = n; 
L une ligne à double courbure ; A (x , y, z) un point quelconque 
de L; II et Ii Ies cònes passant par la Iigne L et ayant Ies som-
mels aux points V, W; cos cos fi, cos y et cos ai , cos (3j , cos yj 
Ies cosinus direeteurs des normales aux cônes II , K dans un point 
quelconque de L. 

Puisque Ies cosinus direeteurs des rayons VA, "NYA sont pro-
portionnels á : 

x, y, z — k; x — m, y, z— n, 
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on a : 

cos a : cos (5 : cos y = yz'— (z — k)y':(z — k)x'—xz': xy' — yx' 

cos a j : cos P 1 : cos yi = yz'— (z — n)y':(z — n) x' — 

— (x — m)z':(x — tn) y' — yx1. 

La condition d'orthogonalité des deux cônes Ie Iong de Ieur 
intersection L est donc exprimée par 1'équation: 

(1) [i/z' - (z-k) y' ] [yz'-(z-n) y'] + [ (z-k) x'-xz'] [(z-n)x'~ 

— ( x — m ) z'] + {xy'—yx'[(x—m) y' — yx1] = 0. 

. § 2 

Orthogonalilé d'un cylindre et d'un cone.— Les génératrices du 
cvlindre soient parallèles à 1'axe des z et Ie sommet du cône soit 
à 1'origine des axes. 
. Divisons par k 1'équation qu'on dérive de 1'égalité (1) en y sup-

posant m = n = o, et ensuite faisons augmenter k jusqu'à 1'infini. 
L'équation 

(2) z'(xx' + yy')-z(x'* +1/'2) = 0 

qu'on obtient, exprime 1'orthogonalité du cylindre II et du cône K. 
L'équation (2) est in tégrable; et si l'on fait usage des coor-
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données cylindriques, on a : 

x— R . c o s u 

y = R- sin u 
rw+R12 , rR J 
I — -— du / r~ du 
I RR1 J R' 

z = c.e =c. R e 

c étant une constante arbitraire et (R, u) Ies coordonnés polaires 
sur Ie plan z = 0. 

Il y a donc une infinité de cónes K coupant un cylindre donné H 
à angle d ro i t : lorsqu'on connait la ligne L ou Ie cylindre H est 
coupé par un des cònes K, on obtient Ies autres lignes analogues 
en altérant Ies coordonnées z dans un rapport constant quelconque. 

En faisant usage des équations (3), on trouve que, lorsque la 
section droite A du cylindre H est définie par Ies équations: 

£ = / » , 1 = / v 7 W 2 

(ir étant 1'arc de A), la ligne plane à laquelle se réduit L après 
Ie développement du cylindre H sur un plan, est représentée par 
1'équation cartésienne: 

/

« da 

z = c.e 

A 1'aide de cette propriété on peut déterminer Ies lignes L 
suivant IesquelIes un cylindre donné II est coupé orthogonalement 
par une suite de cônes K. 

Exemple.— Si la section droite du cylindre H est un cercle 
passant h !'origine des axes et ayant Ie centre sur 1'axe des y, 
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on a: 

R = a . c o s w , 

a étant Ie diamètre. On déduit donc des équations ( 3 ) : 

X = O,.COs2M, y = a . c o s w s i n u , z = a c . c o t w ; 

et puisquon a d ' ic i : 

yz = ac x, 

on conclut que les Hgnes L ou Ie cylindre II est coupé orthogo-
nalement par les cónes K sont placées sur des surfaces réglées 
du deuxième ordre. 

Si l'on remarque que dans ce cas : 

1'équation (4) donne: 

(5) z = c. cot ( — 

La construction des lignes L est donc réduite à enrouler Ie plan 
de la ligne (5) sur un cylindre circulaire. 

En t re un cylindre et un cóne orthogonaux entre eux il y a une 
telle relation, qu'on peut déterminer une de ces surfaces Iorsque 
1'autre est connue: 

Soit donné Ie cylindre I I . — Coupons Ie cóne K par uue sphòre 
de rayon h ayant Ie centre au sommet; soit L0 la ligne d'inter-
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section et A0 'a projection de Lo sur Ie plan s = 0. Les coor-
données d'un point quelconque de L0 sont : 

h . c o s u 
X 0 = — = = = = = = , 

J *J I " 
V 1 + C9 . e 

Ii. sin u 

et de ces équations il sui t : 

Ii 

J 2JHDU 

V i+cKe 

La dernière équation démoptre que Ies points correspondants des 
Iignes A. Ao ont Ies angles polaires. Cette propriété et 
léquation (6) définissent Ia ligne A0 (et par conséquent la ligne 
L0) lorsque A est connue. 

6 

i 

(«) R0 ^O+.'Z0 = 

tangw. 
«O 
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La connaissance du cylindre H entraine donc celle du cône K. 
Exemple. — Le cylindre II soit circulaire et dans la position 

désignée dans 1'exemple précédent. 
On a dans ce cas R = a. cosw et conséquemment: 

h . cosu 
" o ~ — —. 

^ C O S 2 M + C 2 

La ligne Lo ou Ie còne K est coupé par la sphère est donc dé-
íinie par les équations : 

h cos2 M h sin u cos u Iic 
xo = —• J/o = —» zo = . — • 

V C O S 2 M + ^ V COS 2 M + C 2 V C O S I M + C 2 

Soit donné Ie cone K . — L'équation (6) nous donne: 

J i d u ^ - R i
0 R - A 2 R 0 

c . e 

et si l'on pose 

R 0 = A. ? (u) , 

on a par intégration: 

> 0 0 [*'(«)-IJ 
( 7 ) / * ' ( « ) 

R = a . e 
R-

du 

a étant une constante arbilraire. 



MATHEMATICAS E ASTRONOMlCA S 83 

On voit d'ici qu'il y a une infinité de cylindres II orthogonaux 
à un cone donné H ; Ies lignes suivant IesquelIes K est coupé par 
Ies cylindres sont des courbes omotbétiques par rapport au som-
met. Il suit que : 

((Les cylindres orthogonaux à uncóne donné sont semblables entre 
eux». 

Un coup d'oeil à 1'équation (6) démontre Ia même propriété. 
L'équation (7) peut servir à la détermination des cylindres 

orthogonaux à un cône donné. 
Exemple.— Le cône K soit circulaire et son axe soit perpen-

diculaire aux génératrices des cylindres IL 
On peut supposer que l'axe du cône coincide avec 1'axe des 

x; si Ion appelle ô Ie denii-angle au sommet, on a: 

. . cos 9 
?(") = 

COSM 

et conséquemment: 

K - i a . 

COSi 9 
( tangu) 

sin u 

Cette équation défmit Ies sections droites des cylindres II . 
Soit H un cylindre quelconque et K, K', K' ' , K w , . . . . des 

cones coupant orthogonalement II suivant Ies lignes L, Lj , L a , 
L 3 , . . . . 

Soit II ' un autre cylindre orthogonal íi K, et soient L' , L \ . 
L L 3 , . . . . Ies lignes ou II ' coupe Ies cônes K, K', K' ' , I i ' " , . . . 

Puisque Ies deux cylindres I I , 11' sont orthogonaux au cône K, 
ils sont aussi omothétiques par rapport au sommet O des cônes; 
conséquemment ils sont coupés suivant deux lignes omothétiques, 
par un cône quelconque ayant Ie sommet en O. Les courbes : 

( L l t L ' , ) , ( L 2 , L ' 2 ) , ( L 3 l U 3 ) , . . 

sont donc des lignes omothétiques par rapport au point O, ce qui 



84 JORNAL DE SGIENCIAg 

démontre que Ie cylindre 11' est orthogonal à tous Ies cônes K', 

On a donc Ie t béo rème : 
«Si l'on construit Ies cones (en nombre inpni) K, K', K", K ' " , . . . 

orthogonaux à un même cylindre H et ensuite Ies cylindres (en 
nombre infíni) H ' . II", H ' " , . . . . qui, comme Ie cylindre H, sont 
orthogonaux au cône K, Ies cones et Ies cylindres constituen deuxs 
familles de sur faces orthogonales entre ellesv. 

Orthogonalité de deux cylindres. — Faisons Ie choix des axes 
coordonnés de façon, que 1'axe des z soit parallèle aux généra-
trices du cylindre H et que Ie plan coordonné y = O soit parallèle 
aux génératrices de 1'autre cylindre K. 

Soit Ô 1'inclinaison mutuelle des génératrices des deux cy-
lindres. 

Pour avoir la condition d'orthogonalité, divisons 1'équation (1) 
par Im et ensuite faisons augmenter k, m, n, jusqu'à 1'infini, avec 
la condition: 

K", K ' " , . . 

§ 3 

On obtient ainsi 1'équation diíTérentielle: 

tang o. X1 z' = XLI + y'%, 

d'oú Ion dérive : 
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On a donc Ie théorème : 
Si sur Ies gènéralrices du cylindre H, dont la seciion droite sur 

Ie plan coordonné z = 0 est la ligne y = f ;x) , on porte des dis-
tances z définies par l'équation: 

on obtient la ligne L ou Ie cylindre H est coupè orthogonalement 
par un autre cylindre K». 

•"L/équation (8) démontre Ies propriétés suivantes: 
«Deux cylindres orthogonaux ne peuvent pas avoir Ies généra-

trices orthogonales». 
«Les lignes L ou un cylindre H est coupè orthogonalement par 

une suite d'autres cylindres K, dont les génératrices sont parallèles 
à un même plan, s'obtiennent d une de ces lignes en altérant les 
coordonnées z dans un rapporl conslant arbitraire». 

Supposons que la coordonnée x de la ligne A, section droite 
du cylindre H, s 'exprime en fonction de l'arc <j par 1'équation. 

(8) 3 = COt6 [x+ff'i{x).dx], 

x = X(ff). 

Puisque 

à cause de 1'équation (8) on a: 

a ? 
dz = cot ô ——. 

CtX 

d<s 

Si donc on étale Ie cylindre H sur un plan, la ligne plane Lo, 
transformée de la courbe L ou les cylindres H, K se coupent 
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orthogonalement, a pour équation cartésienne 

(9) Z = CotO 

La transforméc plane LQ de L soit donnée à priori et 

• 

d<s 

( 1 0 ) Z = J4(C) 
» 

soit son équation. L'identification des égalités (9), (10) donne: 

C d a 
X W = X = COt ô j ^ . 

Que l'on suppose p. (<r) = X (c), et l'on arrive au théorème: 
« Lorsque la section droite d'un cylindre H est la ligne représen-

tée par une des équations: 

, ( d* 
x = l (a), a; = cot9 X'(a) 

(I élanl Varc de la ligne) la transformée LO de la ligne L ou Ie 
cylindre II est coupe orthogonalement par un aulre cylindre K est 
représentée, en coordonnées cartésiennes, respectivement par une des 
équations: 
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Si, par exemple, on suppose \ (¢) = — > il résul te : 

. da a. cot D , 
C O t b I V Ã = - 2 ~ L ° Ê A ' 

On conelut que : 
«íjrrsque la seclion droite \ du cylindre H est la cycloide 

x = — ou bien la courbe x = — I o g c, la transformée plane 
a 2 

Lo de la ligne L est respectivement la courbe logarithmique 

z = ^ Iog a ou bien la parabole z = — » . 

Allons déterminer Ia seetion droite du cylindre K orlhogonal 
au cylindre donné H. La génératrice de K passant par Ie point 
arbitraire (x , y, z) de la ligne L est représentée par les équations: 

X — x Z — z 
Y = J/, 

sin 6 cos O 

si donc on coupe Ie cylindre K par Ie p lan : 

X sin 9 + Z cos O = o 
« » 

orthogonal aux génératrices et passant par l a x e des y, les coor-
données d'un point quelconque de la ligne d'intersection Ai sont 
données comme il su i t : 

X = [x cos Ç) — z sin ¢)) cos O, Y = J/, I = — (x cos O — - sin ô) sin 0. 

Que 1'on prenne, sur Ie plan coupant n> 1'intersection des plans 
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II et y = o pour axe des X1 et la droite oy pour axe des j/j ; Ia 
ligne Ai est alors représentée par Ies équat ions: 

X 1 = X cos Q — Z sin Ô = x cos 8 — z sin 6; Iy1=Y = y ; 

Z1==^X sin G + Z cos 6 = o. 

Si donc on rappelle 1'équation (8), on a Ie théorème: 
Si la section droite du cylindre H est représentée par 1'équation 

y = f (x) , la section droite du cylindre K orthogonal à H est dé-
finie par Ies équations : 

X 1 = — c o s Q / / 7 8 (x).dx, yx = f[x), 

Les dernières formules démontrent q u e : 
«Les sections droites des cylindres K orthogonaux à un cylindre 

donné H sobtiennent d'une de ces courbes, en altérant les coordon-
nées X1 dans un rapport constant quelconque». 

Il suit que lorsqu'un des cylindres K est algébrique et de l'or-
dre n, tous les autres jouissent de la même propriété. Si l'un des 
cylindres K est circulaire, tous les autres sont elliptiques, etc. 

Exemple.—Le cylindre II donné soit circulaire. On peut écrire: 

f(x)= V7O2-X2, 

a étant Ie rayon; et si 1'on applique Ie théorème précédent, on 
t rouve : 

X\ =COS Ô I x - - ^ l o g J L Í i L M 1 ==V 7 O 2 -X 2 . 
2 b a - x * 
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c'est-à-dire, en éliminant x : 

xx = [V c p - y f - a Iog J cos ô. 

Cette équation démontre que la section droite d'un des cylindres K 
s'obtient de la courbe C aux tangentes constantes, comine TelIi-
pse s'obtient du cercle. 

La môme liirne C donne Iieu á toutes Ies sections droites. 
On peut remarquer , en terminant, qu'aux séries des cylindres 

H, K est applicable Ie dernier théorème du § 2. 

Orthogonalilé d'un hélicoide el d'un cilindre.— La ligne Lo r e -
présentée par les équations: 

(11) X 0 = R, j/o = o, Z0 = U 

soit Ie profil méridien d'un helicoíde S, dont 1'axe coincide avec 
l'axe coordonné des z. Désignons par p Ie paramètre du mouve-
ment hélicoídal (c'est-à-dire Ie rapport entre la vitesse de trans-
lation et celle de rotation). 

Soient R et u les coordonnés polaires sur Ie plan z=o, 1'axe 
des x étant 1'axe polaire. Dans cette hypothèse les coordonnées 
d'un point quelconque A d'une ligne L placée sur la surface S 
sont données comme il su i t : 

(12) x = Rcos<p, t/ = Rsin<p, z = U + /?<p, 

R, U et <p étant trois fonctions de u. 
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Les cosinus directeurs de Ia normale à 1'hélico'ide S, dans Ie 
point A de Ia ligne L, sont proportionnels à: 

(13) xz' —py', yz'+px', -(xx'+yy'); 

et les cosinus directeurs de la normale au cylindre H passant par 
la ligne L et dont les génératrices (parallèles au plan y = o) sont 
inclinées de 1'angle 0 sur 1'axe des z, sont proportionnels à: 

(14) y ' c o s d , z' sin 9 — x! cos 0 , —y' sin 6. 

La condition d'ortliogonalité des surfaces S, II Ie Iong de la 
ligne L est donc : 

(15) z'*y —z'[(x'y-xy')colO—pá?] -p (x'* + y'*)colQ + 

+ y'(xx' + yy') = 0 

c'est-à-dire en force des équations (12): 

(16) (U' +p<f' ) 2 . R sin <p + (U' + p<f') [R4 <p'. cot Ô +p (R' cos ® -

- R sin ? . < p ' ) ] - p (R'2 + R 2
9 ' 2 ) cot 0+ (R ' s in ? +Rcos? . <p')RR'=0-

Le détermination du cylindre orthogonal à un hélicoíde donné 
est donc ramenée à 1'intégration de l'équation (16). 

Cas particulier.— Les génératrices du cylindre II soient paral-
lèles à 1'axe de Thélicoide S. Dans ce cas Tintégration de !'équa-
tion (16) peut être effectuée; divisons en effet par cotô et sup-
posons ensuite Ô = 0. On a : 

(U' + p f ' ) R 2 9' = p (R i + R 2 ?'*), 
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d o u : 

9 _ i > R 2 U ' 

et par intégration: 

C R'2 

~P J PTF1 (17) < f>—P] ^ g Y f j d w + constante. 

Donc : 

«Uhélicoide dont Ie profil mérldien est la ligne (11) est coupé 
orthogonalement par un cylindre dont Ies génératrices sont paral-
lèles à Vaxe de Vhélicoide suivant la ligne représentée par Ies équa-
tions (12), 9 étant définie par 1'équation (17)». 

Exemples: 
I o ) L 'axe de 1'hélicoíde soit une directrice rectiligne de la sur-

face. On a : 

R = U . t a n g i , 

e étant une constante, et 1'équation (17) donne: 

< p _ & = _ J L . 
Y U 

On a donc, après 1'élimination de U: 

p tang e 
R = 

/c — <p 

ce qui démontre que la section droite du cylindre H orthogonal 
est une spirale hyperbolique. 
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2o) S soit un hélicoide à courbure constante négative (c'est-à-
dire un hélicoide de M. Dini). Le profil méridien est une ligne 
aux tangentes constantes, ayant 1'axe de 1'hélicoíde pour asym-
ptote. 

On a donc: 

u . ^ - T t i - ^ ' + ^ ) . 

a étant une constante, et 1'équation (17) donne : 

d , ( a + V7a2 - K 2 \ 
? = ~ T , 0 g V R J -

La section droite du cylindre H est donc la courbe représentée 
en coordonnées polaires R, <p par 1'équation: 

cos h étant Ie symbole de la fonction analytique qu'on appelle co-
sinus hyperbolique. 

Si l'on suppose de résoudre 1'équation (15) par rapport à z' 
et ensuite d' intégrer 1'équation obtenue, on arrive au théorème: 

«La ligne L représentée par les équalions : 

ÍC = R C O S M , y = R s i n u 

z = • -/S1 
V l i 

(x'y—xj/^cotô—px'± 

j/[(®y-xy')cot6— p x ' ] 2 - 4 j / [ - p ( x " i + y " i ) c o l H + y ' ( x x ' - \ - y y ' ) ] du 
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dans Ie mouvement helicoidal de paramètre p aulour de l'axe des z, 
engendre un hélicoide S, et sur cette surface elle est, dans loutes 
ses positions, la courbe suivant Iaqtielle Ihélicoide est coupé a angle 
droit par un cylindre». 

On voit d'ici que lorsque !'hélicoide S n'est pas donné d'a-
vance, la détermination de Ia ligne L est ramenée à des quadra-
tures. 

Cas particulier.— Les génératrices du cylindre H soient paral-
Ules à l'axe de Ihélicoide. 

Dans cette hypothèse on a 0 = o et Ies équations qu'on vient 
d'écrire deviennent: 

( 1 8 ) X = R C O S M , y = R s i n M , z=pu+j du + const. 

Celles-ci conduisent à un résultat três remarquable, que nous allons 
établir : 

Soit S une surface dont Ies points sont rapportés à deux sys-
tèmes de lignes coordonnées quelconques u = const., D = const. 

Soit MA une des ligues u = const. et MB une des lignes 
v = const.; dX, dY, dZ les diílérentiels des cosinus directeurs de 
la normale à S, comptés Ie Iong de MA et d£, dr,, ceux des 
coordonnées des points de S, comptés Ie Iong de MB. 

La condition nécessaire et sulfisante pour que les deux dire-
ctions MA, MB soient à tangentes conjuguées est la suivante: 

Et puisque: 

dX = ~ d u , Sl = dv< 
Bu Sv 
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la condition précédente se réduit à 1 'autre: 

— = 0 
^jSu ' Sv 

On a donc Ie théorème général suivant de la géométrie des sur -
faces: 

«Lorsque Ies eoordonnées vi, £ des points d'une sur face quel-
conque non dévrloppable sont exprimées en fonction de deux para-
mètre u, v indépendants entre eux, Ies lignes eoordonnées u = const., 
v = const. sont à tangentes conjuguées, pourvu quil subsiste la con-
dition : 

A S2VL 

SuSv SuSv SuSv 

Sc h . K 
Su Su Su 

Si Svi K 
Sv Sv Su 

Or si x, y, z (fonctions de u) sont Ies eoordonnées d'un point 
quelconque d'une ligne L, Thélicoíde engendré par celte ligne est 
défini par Ies équations: 

£ = x cosi) — y sin v, vi = x sin v + y cos r, £ = z + p v . , 

p étant Ie paramètre du mouvement hélicoídal. 
Posons: 

X = R C O S M , y = R s i n u 
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et supposons que les lignes u = Const., » = const. soient à tan-
gentes conjuguées. 

On arrive alors à !'équation : 

qui coincide avec la troisième des équations (18). Donc : 
«Les courbes, Ie Iong desqnelles un hélieoule quelconque esí coupè 

orthogonalement par des cylindres dont les generatrices sont paral-
lèles à l'axe, sont les lignes à tangentes conjuguées avec les hélices 
de 1'hélicoide » . 

Les équations (18) démontrent que Ie profil méridien de l 'hé-
licoide engendré par la ligne mobile L est défmi par les équa-
tions ; 

Nous avons donc Ie théorème: 
«Lê profil méridien de 1'hélicoide orthogonal au cylindre ayant 

les génératrices parallèles à l'axe des L el dont la seclion droite est 
la courbe : 

A l'aide de ce théorème on peut déterminer !'hélicoide coupé 

R =f{u\ 

est représenté par les équations: 
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orthogonalement par un cylindre donné, lorsque l axe de l 'hél i-
coíde est parailèle aux génératrices du cylindre et passe par Ie 
pôle auquel la section droite est référée. 

Si par exemple, la section droite du cylindre est Ia spirale 
d'Archimède R = au, on trouve : 

P 
ao = au, ZQ + m = —— 

u 

d'oú, en éliminant u : 

^O («o + c) + ap = O, 

Le profil méridien est donc une hyperbole équilatère, ayant un 
des asymptotes sur 1'axe de !'hélicoide. 

§ 6 

Orthogonalité d'une surface de révolution et d'un cylindre.— Si 
l'on veut déterminer Ie cylindre H qui est orthogonal à une sur-
face de révolution donnée S, 1'équation différentielle du problème 
s'obtient en supposant p = 0 dans 1'équation (16) du § 4. 

Si donc la ligne méridienne de la surface S est définie par les 
équations: 

( U ) *o = R, Ô = U 

(R et U étant des fonctions d'un paramètre quelconque u) Ie pro-
blème dont il s'agit est ramené à 1'intégration de 1'équation difíé-
rentiélle : 

(19) RR' cos 9 . + cot 6 . RU'? ' + (U'2 + R'2) sin ? = 0. 

Cette intégration ne peut pas être effectuée dans Ie cas général. 
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La résolution du problònie est complòte quand la surface de 
révolution S est un cylindre. 

En eflet dans ce cas on a 

R = const. = k ; 

et si l'on pose U = ?', l 'équalion différentielle (19) se réduit 
l ' au t re : 

A c o t 6 . ç ' + s i n ç = 0, 

c 'es t -à-di re : 

dro 
A cot 6 . - ^ l - d u , 

Sin 9 

d'oú, en in tégrant : 

—tangs 

tang — = a . e 
k U 

Si l'on calcule d'ici les valeurs de sin çp et cos <p et on en fait Ia 
soustitution dans les óquations qu'on déduit des ógalités (12) en 
y faisant /> = 0, on trouve que Ie cylindre circulaire donné est 
coupé orthogonalement par un autre cylindre suivant la l igne: 

— 2 tang 8 — tang d 
— -U — U k k 

1 — a 2 . e , 2 a.e 
ar= k. , V = A-. i tang» " — 2tang» ' 

k '" k " 
1 +a-.e 1 + a 2 . e 

7 

Z = U 
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On serait parvenu au mème résultat par la méthode du § 3; il 
sufiisait de prendre Ie cylindre H circulaire. 

Cas particulier.'—Les génératrices du cylindre II soient per-
pendiculares à Vaxe de la surface. 

Dans ce cas S = — et 1'équation de condition (19) se réduit à 

1'autre 

R R ' . cos <p. + (U'« + R'4) sin <p = 0 . 

Celle-ci peut s 'écr i re : 

cos<p.<j /_ U ' M - R ' 2 

s i n ç = ~~ RR' 

et 1'intégration donne: 

sin ç = k. e 
-J rnv 

du 
- I RR7 du 

= — .e 
IL 

On a donc Ie théorème: 
«La surface de révolution S dont la ligne méridienne est (11) 

est coupée orthogonalement par un cylindre dont Ies génératrices 
sont parallèles à Vaxe des x, suivant la ligne L définie par Ies 
équations: 

x = 
J - I 
V R 2 - * 2 . e , y = k.e 

•U'2 

du 
RR' 

y = k.e , z = U , 

/ 

k étant une constante arhitraire». 
Ces équations démontrent qu'il y a une infinité decylindres, 
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avec Ies génératrices parallèles à 1'axe des x, coupant Ia sur-
face S à angle droit. 

Si II et H1 sont deux de ces cylindres, L et Lj leurs interse-
ctions avec S, les coordonnées y el y\ relatives aux points de ces 
deux lignes sont proportionnelles. 

Si donc L est connue, pour construire la ligne Lj on faira 
parcourir à cliaque point de L Ie parallèle de Ia surface et on 
arrôtera Ie mouvement lorsque la distance du point mobile du 
plan y = O est réduite dans un rapport conslant convenable. 

Si l'on suppose que 

(20) X0 = ? W 

soit 1'équalioH de la ligne méridienne de S, on a: 

R = <p(U) 

et conséquemment: 

/ ' J J ' * , r dv = r dz0 J R R ' " J ¥(U) . <f' (U) J ?(U). í - ' (U) J 9(zo).?'(*o) ' 

Si donc on designe par n, £ les coordonnées des points de la se-
ction droite du cylindre II sur Ie plan x = 0, on trouve: 

TI = y = k. e 
- I 

d'ou, en éliminant ^o-

(21) -t = k . e 
J ?(£).<?'00 



100 JOIiNAL DE SCIENCIA S 

D o n c : 
«Le cylindre (donl les généralrices sont parallèles à Vaxe des x) 

qui coupe orthogonalement la surface de révolution donl la ligne 
méridienne est représenlée par 1'équation (20) , a pour section droite 
la courbe (21)». 

Si H, Hj sont deux cylindres correspondant aux valeurs k et 
ki de la constante arbitraire k, on a 1'équation (21) et 1'autre: 

d'ou l'on dérive: 

m étant une constante. Donc : 
« Si la section droite d'un des cylindres orthogonaux à une sur-

face de révolution donnée est représenlée par 1'équation: 

la section droite d'un quelconque des aulres est représenlée par 1'é-
quation : 

m étant une constante arbitraire». 
Il suit que les cylindres susdits sont du même o rd re ; et, en par-

ticulier, si l'un d'entre eux est elliptique, hyperbolique ou para-
bolique, c'est Ie même des autres. 

Exemple.— La ligne méridienne de S soit la ligne des s inus: 

Di =k\.e 

/ X i - O = O . 

f { m , Z ) - 0 , 
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Nous avons: 

, 0 - . . - ( 1 ) . / ^ ^ = , O g , . „ 6 ( A 

ct puisque il résulte: 

V) = fc.cot 

on conclut que la section droite du cylindre est Ia ligne des co-
tangentes. 

§ 6 

Allons déterminer, dans la manière Ia plus générale, Ia ligne L 
de 1'espace Ie Iong de Iaqiielle une surface de révolution et un 
cylindre peuvent se couper orthogonalement. 

En posant ç(u) = u dans 1'équation (19),Jon a: 

(22) (U'2 + R'2) sin u + R (U' cot 6 + R ' cos u) = O ; 

(23) 

et si l*on integre l'équation qu'on obtient de celle-ci en la résol-
vant par rapport à U', on a Ie théorème : 

«La ligne représentée par les équalions: 

I x = Rcosu , j/ = sinu 

1 / — R cot 6 ± V ^ R 2 C o t 2 6 — £R'(R'sin u-f llcosu) s inu 

il du + co nst. 
sinw 
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après une rotation aulour de 1'axe des z, engendre une surface S 
sur laquelle elle est (dans sa positiun primitive) 1'interseelion de 
eette surface avec un cylindre orthogonal dont Ics généralrices sont 
parallèles au plan y = 0. 

R est une fonction arbitraire de u et h est Vinclinaison des gé-
néralrices du cylindre sur Vaxe de la surface». 

Le double s igne±: qu'on trouve dans la troisiòme équation (2) 
d é m o n t r e q u e : 

«Sur un cylindre dont les généralrices sont parallèles à l axe 
des z, on trouve, en général, deux lignes L, L, jouissanl de la pro-
priélé precedente». 

Ces lignes L, L, peuvent être nommées lignes conjuguées. 
Une telle propriété peut ê t re démontré par d 'autres considéra-

t ions ; en effet si Li (R, Uj) est la ligne conjuguée à L, 1'équa-
tion différentielle (22) , appliquée à la nouvelle ligne, donne 

( 2 4 ) ( U ' 2 + R'2) sinu + R ( tf cot 0 + R' cosu) = 0. 

En retranchant les équations (22) , (24), on obt ient : 

( U ^ 2 - U'2) sin u + R ( U i
i - U ' ) cotO = 0, 

c ' es t -à -d i re : 

(U^ + U') sinM + R cot 6 = 0. 

Et puisque on dérive de cette équation : 

u ' «= — U' — cot 6. 
1 sin w 



MATHIiMATlCAS E ASTUONOMICAS 103 

1'intégration donne : 

Uj = — U — cot 6 { -— du + const. 
J sin u 

A 1'aide de cette équation on peut, en général, déterminer Ia 
ligne L] conjuguée d'une ligne donnée L. Cependant il peut arriver 
qu'une ligne L ne possède pas sa conjuguée L i . Le cas exce-
ptionnel a Iieu lorsque Uj résulte constante. c'est-à-dire Iors-
qu'on a : 

On voit d'ici que : 
«Sur un cylindre donné à priori on peut toujours trouxer une 

des ligues precedentes L de façon que elle ne soit pas accompagnée 
par sa conjuguée Li». 

Par exemple, Ies cylindres ayant pour section droite l'un ou 
Iau t re des deux cerc les : 

coupent Ies surfaces de révolution dont la ligne meridienne est 
l'une ou 1'autre des deux courbes : 

U + cotEt 
/ K , 
——. du = const. 

J s inu 

R = a . s i n u , R = a . c o s u 

U + a c o t 0 . a r c s i n = const., 

U + a cot 6. Iog 
V V - R 2 

= const. 
a 

suivant des lignes L qui ne possèdent pas leurs conjuguées L j . 
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Lorsque les génératrices du cylindre II sont perpendiculares à 

1'axe de la surface S, on a 9 = ~ et les équations (23) devien-
n e n t : ^ 

I a? = R C O S M , y = RsinM, 
(25) ) _ _ 

j V — RYlV sin u + R cos u) sin u 
I z = d z ^ 7 - d u . 
[ SIILM 

On conclut que la ligne L est réelle seulement dans les parties 
ou la quantité 

— R' (R' sin u + R cos u ) sin u 

est positive. 
Lorsque, par exemple, la projection de L sur Ie plan z = 0 

est Ie cercle R = a . s inM, la troisième équation (25) devient : 

V — 2 a 2 sin2u cos4 M 
z = ± : — — d u ; 

sin M 

Ia ligne L est donc tout-à-fait imaginaire. 
Si au contraire la projection de L est Ie cercle Il = a . c o s u , 

on a 

z — ± a j V^cos2 u — sin2 u. du 

et z est réel seulement lorsque u est compris entre O et —, en-
3TC 5TC 7 C 9 * 4 

t re — et -—, entre —- et -—, etc. 
4 4 4 4 

La ligne L est donc formé par une iníinité de morceaux sépa-
rés entre eux. 
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§7 

Soit donné un cylindre I I ; on veut déterminer une surface de 
révolution S orthogonale à II . 

Les génératrices de II soient parallèles au plan y = 0 et in-
clinées de 1'angle Ô sur 1'axe des z. 

La section du cylindre avec Ie plan x = 0 soit définie par Ies 
équat ions: 

t étant un paramctre quelconque. Soit L 1'intersection du cylindre 
H et de la surface S dont 1'axe coincide avec 1'axe des z: en 
désignant par A (0, vi, '() et M (x , y, z) deux points correspon-
dants des lignes A, L, et par /"(<) la distance AM, nous avons: 

x = /"(/) .sin 0, y = -n(t), z = Ç(t) + f(t).c os0. 

Puisque Ie cylindre II passe par la l igne: 

? = 0 , V1 = V1 ( í ) , C = C W . 

Ies cosinus directeurs de la normale à II sont pro]»ortionnels aux 
quantités (l i) du § 4, quantités qui à présent deviennent: 

•/i'cosO, —vi'sin 6 

Les cosinus directeurs de la normale à la surface de rotation en-
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gendrée par la ligne L sont proportionnels aux quant i tés : 

xz = f . sin 9 (r' + f cos 9), yz' = „ (£' + f cos ¢), 

- ( a ^ + y j / ) = - ( / • / • ' sin29 + W) 

que l'on obtient en supposant p = 0 dans Ies expressions (13) 
d u S 4 " 

La condition d'orthogona!ité des suríaces l i , S est donc expri-
mée par 1'équation: 

(26) « • /"cos 9 + V . f f + V C 2 + . f > cos 0 + W 2 = 0 . 

' Si l'on suppose f = const = m, 1'équation (26) se réduit à 
1'autre: 

d'ou l'on dédui t : 

± VZm2Cos2G- 4vi2—wicos 9 

dn 2-/) 

et après 1'intégration: 

mcos9 1 l / — r — 
£ = const. — I o g vi ± — * wi cos 9 — 4-vi 

Ji mL f 

»i cos 9 + Z m 2 cos2 9 — 4vi2 l 
m cos o. Iog v. 
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Une telle équation définit la base A du cylindre I I . 
Cette ligue A est Ia base d'une infinité de cylindres ayant la 

propriété d etre coupés orthogonalement par une même surface de 
révolution S, Ie loug d'une ligne plane parallòle à l axe de la 
surface. 

Dans tous ces cylindres la quantilé mcosG est constante. 
Cas parliculier — Les généralrices du cylindre H soient perpen-

diculares à 1'axe de la surface. 

Dans ce cas 9 = —, et 1'équation différentielle (2(5) se réduit 
à 1'autre: 2 

+ + W 2 = O . 

On déduit d ' ic i : 

et en in tégrant : 

p = a- rP-Zj-^j-dl. 

La ligne L est donc définie par les équat ions: 

(27) ^ s J a S - ( I ) - 2 J m 0
v ^ w • dl, y = r/t), z = « f ) 

dans Iesquelles a est une constante arbi t ra i re . 
Si l'on fait tourner la ligne L autour de 1'axe des z, on engen-

dre une surface de révolution S dont la ligne méridienne LQ est 

/ T = - W -
Yl1C'2 

V 
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définie par les équat ions: 

ícq = ^ x 2 + y2 

\ / - a J 

Si donc on suppose q u e : 

(28) 

soit 1'équation de la section droite du cylindre H sur Ie plan x=ti, 
on a : 

Et , puisque 1'élimination de £ entre ces deux équations conduit à 
1'autre équat ion: 

on a Ie théorème: 
«Lorsquun cylindre, donl les génératrices sont parallèles à l'axe 

des x, a pour section droite la ligne (28) , la surface de révolution 
orthogonale au cylindre a pour ligne méridienne la courbe repré-
sentée par 1'équation (29)». 

Il suit qu'il v a une infinité de surfaces de révolution S coupant 
un cylindre donné H à angle droi t ; leurs ligues méridiennes s'ob-

conséquemment: 
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tiennent en donnant toutes Ies valeurs possibles à Ia constante 
arbitraire a dans 1'équation (29). 

Considérons Ies surfaces S correspondant aux valeurs a et A 
de la constante arbitraire et désignons par ^o , Xo Ies abscisses 
des points correspondants des ligues méridiennes. 

On a 1'équation (29) el 1 'autre: 

x»=n/^ÍIF 
d'oíi l'on dérive: 

X — x = A - a = const. = m 
o o 

et conséquemment: 

X 0 = V " 1 + - V 

On a donc Ie théorème: 
«Lorsque la ligne méridienne d'une des surfaces de révolution 

coupant orthogonalement un cylindre domlé est la courbe repré-
sentée par 1'équation: 

À(«0, ^0) = 0 ' 

la ligne méridienne d'une des autres surfaces orthogonales au méme 
cylindre est représentée par 1'autre équation : 

"k , \frn + = 0 , 

ra étant une constante quelconque». 
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Que l'on prenne une Surface de révolution S0 ayant pour ligne 
méridienne la c o u r b e : 

= f i z o) 

et orthogonale au cylindre H0 ; les autres surfaces de révolution S, 
en nombre infini, ortbogonales au même cylindre I i 0 , ont pour 
lignes rnéridiennes les courbes définies par 1'équation : 

y/m + x*=f(z{)), 

c'est-à-dire par 1'autre: 

m étant une constante quelconque. 
Si, en appliquant 1'équation (21), on cherche les cvlindres or-

thogonaux aux surfaces S, on trouve les sections droi tes: 

f dí-
~JF W-R o 

i\ = k . e ; 

conséquemment ces cylindres II sont orthogonaux à la surface S0 . 
On a donc Ie théorème général : 
aSi Von construit les surfaces de révolution S, S', S", S ' " , . . (en 

nombre infini) ortlwgonales à un même cylindre Ii et ensuite les 
cylindres H', I I" , II"', . . (en nombre infini) qui, comme II , sont 
orthogonaux à S, les surfaces de révolution et les cylindres consti-
tuem deux familles de surfaces ortlwgonales entre elles». 

Ces deux familles de surfaces n'apparliennent pas à un système 
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triple de surfaces orthogonales, puisque elles ne se coupent pas 
suivant Ieiirs lignes de courbure. 

Supposons qu'une surface de révolution S, orthogonale à un 
cylindre donné II, soit une surface du deuxième ordre douée de 
centre. On a : 

2 O = V P + ? ® ! . 

p et q étant des constantes. 
Quant aux lignes méridiennes des autres surfaces de révolu-

tion orthogonales au mèmc cylindre II, on a: 

(30) zo=\fp + q(m+x^)=\ (p + mq) + qx* 

et par conséquent «ces surfaces de révolution sont elles-mêmes du 
deuxième ordre, à centre». 

Lorsque la surface primitive est un ellipsoide, on a: 

p> O, q< O 

et 1'équation (30) représente une conique du genre ellipse, car 
2 

Ie coeflicient de a^ est négatif. 

Si au contraire la surface primitive est un hyperboloíde à deux 
nappes, on a: 

p > O, q > O 

et 1'équation (30) représente une conique du genre hyperbole. 
La surface de révolution correspondante e s t : 

• P un hyperboloíde à deux nappes, si m> 



1 1 2 JOnN 1AL D E S C l f i N C l A S 

un bvperboloide á une nappe, si m < 
<7 

une couple de droites, si m = — — . 
9 

On a donc Ie t l iéorème: 
a Silune des surfaces de révolution qui coupent orthogonalement 

un cylindre donné est un Mipsoidet ou un hyperboloide, Ies autres 
surfaces coupant orthogonalement Ie mê me cylindre sont rcspective-
ment des ellipsoides ou des hyperboloides. Cette serie dhyperbolot-
des est composée de deux familles, l'une d'hyperboloides à deux 
nappes et 1'autre dhyperboloides àune nappe; el Ies deux familles 
sont séparées entre elles par un cône de rotation». 

Lorsqu'une des surfaces S est un paraboloide, on a: 

x 

et pour Ies lignes mérídiennes des outres surfaces S orthogonales 
au môme cylindre on a : 

2 
m + x' * 

a 

D o n c : 
«St Vune des surfaces de révolution qui coupent orthogonalement 

un cylindre donné est un paraboloide, loutes Ies autres sont aussi 
des paraboloides». 

Allons déterininer la section droite du cylindre II coupant or-
tbogonalement une série de surfaces du deuxième ordre. 

Si ces surfaces sont à centre, 1'équation (30) donne: 

( 3 1 ) 

* / Z L ~ ( P + M < I ) 

* « = V q 
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et, par lapplication de 1'équation ( 3 i ) , ou ob t i en t : 

- 1 
•n^k.t, . 

Si au conlraire les surfaces de révolution sont des parabololdes, 
on a après 1'équation ( 3 1 ) : 

(IZ11 •m 

et conséquemment: 

Si donc on a recours à un théorème démontre dans ce on a: 
iLes surfaces du deuxième ordre à centre ayant pour lignes mé-

ridiennes les coniques: 

2O = V ( p + m g ) + g x 2 , 

ou bien les paraboloides ayant pour lignes méridiennes les para-
boles: 

s 
m-\-x 

Z L 
0 a 

(m étant une constante arbitraire) et les cylindres dont les généra-
lrices sont parallèles à l axe des x el dont les sections droites sont 
les lignes: 

— 1 
Yl 

8 
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ou bien les autres: 

7i=k.e 

respectivement (k étant une constante arbitraire), constituem deux 
séries de surfaces orthogonales entre elles». 

Lorsque la surface S est un ellipsoíde, q est négat i f ; en po-
san t : 

la section droite du cylindre orthogonal est définie par 1'équation: 

Q 
Vj = h • ^ . 

Si l'on pose 1'équation de 1'ellipse méridienne sous la forme: 

on a : 

d 'ou: 

í 2 
X Z 

A* B* 

et conséquemment: 

^ B 2 

A* 
B 2 

•fi = h.z, . 
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On voit d'ici que les cylindres orthogonaux à la série d'ellipsoí-
B s 

des sont algébriques lorsque — est rationnel. 
A 

Il y a deux cas dans Iesquels les cylindres susdits sont du deu-
xième ordre ; et cela a r m e lorsque: 

ou bien 

A2 A 

B4- _ 1 

2 

Dans ces cas les sections droites des cylindres orthogonaux sont 
les paraboles représentées par 1'équation : 

ou bien par 1'autre : 

Ces ligues ont Ie sommet à I origine et 1'axe coincide avec 1'axe 
des y, ou bien avec l axe des z. 

Les surfaces de révolution S soient des hyperboloides; on a vu 
qu'entre ces surfaces il v a une fainille d'hyperboloides à deux 
nappes. La surface S considérée soit un de ces hyperboloides: q 
est alors positif et la section droite d'un quelconque des cylindres 
orthogonaux est représentée par 1'équation: 



i 16 

La ligne méridinnne de la surface S soit 1'hyperbole: 

puisqu'on troflve 

2. X 
o 0 _ 4. 

B 2 A 4 ' 

B 2 

5 = 

1'équation de la section droite du cylindre peut s ' écr i re : 

Une telle ligne est donc algébrique lorsque est rationnel; 

il y a un cas unique dans lequel elle se réduit à une conique, et 
B 2 

cela a Iieu lorsque — - = 1 , c'est-à-dire lorsque la série de sur-
faces de révolution est constituée par des hyperboloídes équilatères 
à une ou à deux nappes. Dans ces cas les sections droites des 
cylindres orthogonaux sont des cylindres équilatères, dont Ies 
asymptotes coíncident axec les axes coordonnés. 

On a déjà remarqué que dans la série d'hyperboloides de ré-
volution ceux à une nappe sont séparés de ceux à deux nappes 
par un còne de révolution. Considérons ce cas-limile, et désignons 
par s Ie demi-angle au sommet du còne. 

Nous avons: 

,. B 
Iim — = cot s 

A 

et conséquemment les sections droites des cylindres orthogonaux 
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sont : 

CdU 2 

= A , 

k étant une constante arbitraire. 
Ces courbes sont algébriques si cot 2 e est rationnel; Iorsque 

elles sont des coniques, celles-ci sont des hyperboles équilatères 

et cela a Iieu lorsque e = - ^ - . 
S i c o t i = ^ i O n a : 4 

• / !s 2 = A . 

Les sections droites des cylindres orthogonaux sont, dans ce 
cas, des courbes hyperboliques du troisiòme ordre, appartenant 
à la 69 . è m e espèce de 1'énumcration de Newton. 

Si Ia section droite d'un des cylindres coupant oríhogonale-
ment la surface de révolution S est la courbe parabolique géné-
rale : 

n 
V) = /K , 

les sections droites de tous les autres cylindres orthogonaux sont 
des lignes de la même famille (Yoir Ie § 5). 

Dans ce cas : 

n 
M 3 O = ^ ' 

et, en appliquant 1'équation ('29), on trouve que Ia ligne méri-
dienne de S e s t : 

2 , 1 2 
x + — 2 =a. 

o n o 
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On voit donc que : 
«Toutes Ies surfaces de révolution S orlhogonales au cylindre 

donné sont des surfaces du deuxiètne ordre à centre, senblables. 
Pour n positif, ces surfaces sont des ellipsoides; pour n negatif, 
elles sont des hyperboloidft» • 

Si l'on fait n = 2, »1 = —n = —1, on obtient des résultats 
2 

qu'on a obtenu dans la question précédente. 

Lorsque deux surfaces se coupent orthogonalement Ie longd'une 
ligne L, et cette courbe est une géodésique ou une asymptotique 
d'une des surfaces, elle est respectivement une asymptotique on 
une géodésique de 1'autre. 

Il suit qu'un cylindre II et une surface de révolution S se cou-
pent orthogonalement Ie Iong d'une asvmptotique L de S, lorsque 
Ia I igneL est une hélice du cilindre l í . 

Or, si dans Ies équations (27), qui déíinissent L, on prend l'arc <r 
de Ia section droite du cylindre orthogonal au Iieu du paràmètre t, 
on a : 

et Ies équations (27) diviennent: 

Celles-ci représentent une hélice d'un cylindre ayant Ies géné-
ratrices parallèles à 1'axe des x lorsque 

§ 8 

X = 
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m et n étant des constantes. Et dans ce cas on obt ien t : 

± / / w + m > ) 
" M» I I / /J-2 TO2 

( 3 2 ) n = / i ( m a + n ) , z,= J \ 1 - — ( m a f n ) . c / a , wi' 

/1 étant une constante arbitraire. 
Les équations (32) définissent la section droite A du cylindre H 

coupant la surface S orthogonalement. 
D'ailleurs on a: 

x = ma + n, y = 7j, z = z,; 

donc la ligne méridienne de Ia surface de révolution S est définie 
par les équations: 

X0 = + n) V í + Zi2(ma + n) 

(33) r __ a i i + n ^ . 
/ v / h*- m * 

ZQ = Z = J V 1 5 (wicr + n) .da. 

On peut donc énoncer Ie théorème: 
«Dans la surface de révolution ayant pour axe l'axe des i et 

pour ligne méridienne la courbe déterminée par les équations (33) , 
un des systèmes de lignes asymptotiques est formé par une suite 
d'hélices placées sur des cylindres dont les génératrices sont perpen-
diculares à laxe de la surface». 

Si l'on remarque que les binormales d'une ligne asvmptotique 
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d'une surface de révolutiou coupent 1'axe de cette surface, on 
peut d i r e : 

« L'hélice quon vient de déterminer jouit de la propriété caraclé-
ristique que ses binormales votit couper tine droite fixe, perpendi-
culaire aux généralrices du cylindre conlenant lhélice». 
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