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(Sesión del 23 de Mayo de 1929)

Procurando a relação entre o numero de raizes inteiras e positivas.
exceptuando as soluções nulas, das equações indeterminadas da

forma:

x +y = 10

x+y+z=10
x+y+z+v=10

em que os coeficientes das incognitas são iguais a unidade e em ql!e
o 2.° mem'bro é constante, e o numero de combinações de IO obje
tos dois a dois, tres a tres, n a n, notámos que essa relação é uma

fracção que tern por numerador o numero de incognitas das equa

ções consideradas e por denominador o 2.° membro da equação.
Passaremos a indicar as tentativas que fizémos para chegar a esta

conclusão e finalmente a sua justificação.
Suponhamos a equação x + y = IO e procuremos as suas raizes.

inteiras e positivas, exceptuando as soluções nulas.

Uma das raizes inteiras é evidentemente x = I e y = 9.
Todas as raizes inteiras são dadas pelas fórmulas:

x = I + t e y -= 9 - t.

As raizes inteiras e positivas serâo as dadas pelos valores de tque
tornem simultaneamente I + t> o e 9 - t > o ou t> - I e t < ç,
ou sejam 9 raizes.
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O numero de combinações de IO objectos dois a dois é 45 e a re

lação entre o numero de raizes e o numero de combinações e

"45=::5=10
Suponhamos agora a equação: x + y + z = IO e façamos y+z=u,

-para reduzirmos a forma: x + u = IO.

Todas as raizes inteiras são dadas pelas formulas x=l+t é u=9-t
e todas as raizes inteiras e positivas pelos valores de t que tornem si

multaneamente l+t>o e 9-t>0, ou sejam os valores de t>-l
e t <9
e portanto os valores o, I, 2, 3, 4, 5,6, 7,8
.aos quais correspondem os valores de

u=9 e x=1
u=8 e x=2

u=7 e x=5
u=6 e x=4

u=5 e x=5

u=4 e x=6

u=5 e x=7
u=2 e x=8

u=1 e x=9

9 2

e como u = y + z, verefica-se que o numero de raizes que resultam

para cada uma das hipóteses apresentadas é sucessivamente 8, 7, 6,
5,4, 3, 2, I e portanto a sua totalidade: 8 + 7 + 6 + 5 + 4 + 3 +
+ 2 + 1= 36.

.

Na contagem das raizes exceptuou-se a ultima hipotese por condu-

zir a soluções nulas.

O numero de combinações de IO objectos tres a tres e 120.

A I
-

t 'd' d 'b' ,. 56 õ
re açao en re o numero e raizes e e com inaçoes e:

120
=

10
Continuando ainda a verificar se o principio se mantem para a

-equação: x + y + z + v = IO, fazendo y + z + v = w, para a re

duzir a forma: x + w = IO , já sabemos que as raizes que satisfazem

.são as que tornam simultaneamente:

x = 1 w=9 ou y+z+v=9
x=2 w=8 ou y+z+v=8
x=5 w,=7 ou y+z+v=7
x=4 w =6 ou y+z+.v=6
x=5 w=5 ou y+z+v=5
x=6 w=4 ou y+z+v=4
x=7 w=5 ou y+z+v=5
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e contando o numero de raizes para cada uma das hipoteses apre

sentadas, verificamos que são respectivamente: 28, 2 I, I S', IO, 6, 3,
I, e portanto a sua totalidade: 28 + 21 + IS + Io + 6 + 3 + 1=84

O numero de combinações de IO objectos quatro a quatro e 2 IO, e

I
-

t de rai d bi
- 84 4

a re açao en re o numero e raizes e e com maçoes 210
=

10·
Investigando a origen d'esta relação, notámos que o numero de

combinações de m objectos nan depende, quanto á forma como

se géram os diferentes agrupamentos que hão-de dar lugar ao nume

ro total de combinações, do numero m (total) dos objectos, por isso

que cada agrupamento difére, pelo memos, por um objecto, ao passo

que o numero de soluções das equações, ernquanto á forma dos agru
pamentos que as hão-de gerar, depende do numero de incognitas
das equações, visto que os objectos são agrupados diferentemente

em cada uma das hipoteses e apenas a sua totalidade tem de ser igual
a m.

Para demonstrarnos, na gene"ralidade, que a relação entre o nume

ro de soluções inteiras e positivas, exceptuando as soluções nulas,
da equação indeterminada da forma:

Xl +x2+····· +xn= m

e o numero de combinações de m objectos n a n, sendo m o 2.°

membro da equação e n o número de incognitas, e igual a relação .E__
. m

começamos por demostrar o seguinte.
Teorema=-D numero de raizes inteiras e positivas, exceptuando

as soluções nulas, da equação indeterminada:

é igual ao numero de combinações de m-I objectos n-I an-I.

Com efeito, supondo que a equação tem apenas duas incognitas,
teremos:

e o numero de soluções inteiras e positivas, exceptuando as soluções
nulas, é evidentemente:

m-t
m-I =c

n-I

(numeros de combinações de m-I objectos n-I a n-I, em que n = 2)
FeIo método de indução matematica, vamos demonstrar que se

3
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,

admitirmos que o teorema é verdadeiro quando a equação tiver n in-

cognitas, ainda se verificará para n + I.

Suponhamos uma equação, com n + I incognitas, da forma:

.

e façamos:
Xl + X2 + + xn + xn + 1

= m

Xl +X2 +
'

.. +Xn +�=y
resultará a equação:

o numero total de soluções inteiras e positivas, exceptuando as

soluções nulas, será a soma do numero de soluções das equações:

y=n

y=n+I
y=n+2

xn+l =m-n

Xn+l = m-n-I

Xn+l = m-n-ã

y=m-I

ou das equações equivalentes:

Xl + X2 + + Xn = n

Xl + X2 + + Xn = n + 1

Xl + X2 + + Xn = n + 2

Xn+1 = m-n

Xn+l =m-n-I

Xn+1 = rn-n-ã

x, + X2 + + X
n
= m-I

cujo numero total". de soluções inteiras e positivas, exceptuando as

soluções nulas, será, admitindo que o teorema é verdadeiro para n

incognitas:

n-ICn_I + nCn_l + n + ICn-I + + m-2Cn-l
mas, como aquela soma e igual a:

/

em consequencia d'um corolario do teorema que nos diz: que: o nu

mero de combinações de m objectos nan e igual ao numero de

combinações de m-I objectos n a n, mais o numero de combinações
de m-I objectos n-I a n-I, está demo strado que o teorema e verda

deiro para n+ I incognitas; e como e verdadeiro para duas será ver-
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dadeiro para trez e assim sucessivamente para qualquer numero de

incognitas.
Corolario.-Na equação indeterminada da forma:

x. + X2 + .... + xn = m

a relação, do numero de soluções inteiras e positivas, exceptuando
as soluções nulas, para o numero de combinações de m objectos n

.

1
n

a n, e Igua a
m'

Com efeito, representando o- numero de soluções por mSn
e o numèro de combinações por mCn .

m-lCn-I n

m
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