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Programa da 3* classe

Estudo da geometria no plano :

a) Proporcionalidade dos segmentos determinados por rectas
paralelas em duas concorrentes e por um feixe de rectas concor-
rentes em duas paralelas.

H) lgualdade e semelhanga de triingulos; condigBes de igual-
<dade e semelhanca.

¢) Teorema de Pitdgoras. Definicdo do seno, coseno e tan-
gente de um Angulo. Relacoes entre os lados e os dngulos dos
tridngulos.

& d) Resolugdo de ftridngulos rectangulos, usando tdbuas na-
urais..

e) Angulos ao centro de um circulo ; angulos inscritos e ex-
inscritos ; relagdes com os arcos respectivos. Segmento capaz de
um angulo dado. Iriangulos e quadrilateros inscritiveis e circuns=
critiveis ao circulo.

f) Simetria em relagdo a um ponto ¢ a uma recia

2) Semelhanga e homotétia.

i) Comprimento de um arco de curva e drea de uma superficie
plana.

i) Comprimento da circunferéncia rectificada.

J) Areas do guadrado, rectingulo, paralelogramo, tridngulo,
trapézio e dos poligonos regulares.

) Area do circulo, sector circular, corda circular e do segmento
de circulo.

CAPITULO 1

Proporcionalidade dos segmentos determinados
por rectas paralelas
em duas concorrenfes e por um feixe
de rectas concOrrentes em duas paralelas

Segmeutas propama:m:s — Sdo aqueles cujos valores numé-
ricos, referidos & mesma unidade, formam uma proporgio. Por
exemplo : quando a razdo de dois deles for igual A razio de ou-
tros dois. ' :
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I Teorema — Quando um feixe de paralelas é cortado por
duas concorrentes, a segmentos iguais, numa das concorrentes cor-
respondem segmentos iguais na outra (fig 1).

Sendo AO | BP || CQ || DR,

/ \ e sendo AB = CD

serd OP = QR

. L \ De facto, tracando AX e CY paraleias
a OR serd :

AX ||CY e ABX | CDY e
BAX=DCY e portanto

S LS

Py PN
ABX = CLY e porisso
AX = CY e como
Fig. 1 AX=O0P e CY = QR logo
- QR
Il Teorema ou teorema de Tales — Um feixe de paralelas

cortado por duas transversais intersecta estas em segmentos pro-
porcionais (fig. 2)

Sendo AO || BP || CQ || DR
eré _&_B._ — _(_)_P
¢ CD ~ QR
A 0

Dividindo AB e CD num nfi-

mero exacto de vezes (m e n) te- B p
remos: AB=mXa e CD =

n X a, supondo @ o segmento
que serviu de unidade. C
Tirando pelos pontos de di-

visdo paralelas, teremos: . %

OP=mXoe QR =hXo

: r - A R
€ assim teremos: 7
@i . nXa _-mn Fig. 2
CDNEEEGae " » :



—ay
% OP  mXo_ m

QR X v n

€ como duas quantidades iguais « uma terceira sdo iguais en-
ire si

AR Op:
CD, =0k

1/I Teorema — Os segmentos determinados numa recta por
um feixe de concorrentes sio proporcionais 208 segmentos cor-
respondentes gue esse mesmo feixe determina em qualguer pa-
walela 4 recta considerada (fig. 3).

Q

cio

i

Fig. 3
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Sendo AA/, BB' e CC' concorrentes em O e a| a' teremos :

AB BE N
NBCHCOTAC

{Ora, pelo teorema de Tales

. OATTUAB o OB T
QAT EAT B AR S



) e
OA “UAC; - OB#ESUBC

mas _O_A“’_ S ECT e GB’ = ﬁ

1 P ey oy

0go i A' B’ - B' C’ 5 ANC?
CAPITULO I

Igualdade e semelhanca de tridngulos ; condicdes
de ignaldade e semelhanca

IGUALDADE DE TRIANGULOS

Sendo um tridngulo formado por 6 elementos (3 lados e 3 dn-
gulos) dois tridngulos serdo iguais, isto é, poderdio sobrepdr-se
quando os elementos dum forem iguais aos elementos do outro.

Basta porém, reconhecer-se a igualdade de 3 elementos (ndo
sendo todos dngulos) para afirmarmos a igualdade dos triingulos.
Assim, dois tridngulos serdo iguais:

1.°— Quando tivérem um Adngulo igual compreendido entre
dois lados iguais.

2.° — Quando tivérem um lado igual e iguais os ingulos cor-
respondentes.

3.° — Quando tivérem os trés lados respectivamente igualis.

4 ° —Quando tiverem um lado igual e 0 Angulo oposto tam-
bem igual.

Tratando-se de tridingulos rectingulos serio iguais :

1.° — Quando forem iguais a hipotenusa e um dos dngulos
agudos.

2,° — Quando forem iguiis a hipotenusa e um dos catetos.

SEMELHANCA DE TRIANGULOS

Figuras semelhantes — Sdo as que tendo a mesma forma, sem
ocupdrem a mesma drea, se correspondem ponto a ponto, se-
gmento a segmento.

Dois tridngulos sio semelhantes quando teem:

1.° — dois Angulos respectivamente iguais.

2.° —dois lados de um proporcionais a dois lados do outro,
sendo iguais os Angulos por eles formados.

3.° — 0s 3 lados respectivamente proporcionais.

I_J\ o
= Ry
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CAPITULO III

Y
Teorema de Pitdgoras, Definigdo do seno, coseno
e tangente de um dngulo,
Relacoes entre os lados e os dngulos dos tridngulos

Para demonstrar o teorema de Pitdgoras necessitamos de de-~
monstrar primeiramente o seguinie :

Teorema — Num tridngulo rectingulo, qualquer cateto é meia
proporcipnal enfre a hipote-
n{usa e a sua projeccio sobre A
ela,

No tridngulo ABC (fig. 4)
AD! BC e portanto o tridn-
gulo ADB ¢ semelhante a BAC ¢
e CAD é semeihante a CAB.

logo : B DD m C
BCu. AB L .AB'YTAC 4
AB BD AC DC Fig. 4
i au cu  au bu
ou : = —_
ch mi hn nu
ou ainda :
L
G A R
e.porianto 3

cd=—=sa->5im -k be=Vgxin

Teorema de Pitdgoras — O guadrado da kipotcnusd ¢ igual

a soma dos quadrados dos catelos.
Somando os dois filtimos valores obtidos no teorema anterior

vem :
b2 ;-2 = (a X m) +«(a X n)
ou seja:’ '
b2 -+ ¢2 = a X (m + n)



mas como :
m-+n=a
teremos :
b2+ c2=aXa
ou seja: b2 -} c%al =

Definigao do senc, coseno e tangente de um dngulo. Relagoes
entre os lados e os dngulos dos éridngulos.

Se cortamos um plano por dois eixos perpendiculares X—X'
e y-y' (fig.5) que se encontrem em O podemos determinar a
posi¢io de qualquer ponto existente no plano pelo conhecimento
das coordenadas respectivas que se chamam respectivamente abcissa
e ordenada. Abeissa é o segmento desde o ponto de intercessio dos
dois eixos até a0 en=
contro da projeccio Y
do ponto (0Q).

Ordenadaé apro:
jeccdo do ponto so-
bre o eixo horizon-
tal (QP)

Se ligamos o pon-
to com o centro dos
dois eixos teremos
XOZ que terd como
seno a relagdio da
respectiva ordenada
QP para OP e como
coseno a relagio da :
respectiva  abcissa :
0Q para OP. Y

Assim  diremos Fig, 5
que : 3 ;

Seno de um dngulo—¢é a relagio entre a-sua ordenada e arecta
gue marca a sua abertura. ;

Coseno deum dngulo—é a relagio entre a sua abcissa e a recla
que marca a sua abertura.

Claro que qualquer que seja a posigio do ponto P o valor do
seno. e do coseno ndo varia visto que os segmentos respectivos
continuam sendo proporcionais.
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Alem do seno e do coseno como fungdes goniométricas cu
trignométricas, ainda temos :

A

sen 4
Tangente—é arelagio entre o seno e o coseno, tg & — :

cos o

A

1
oS &

Secante—é o inverso do coseno, sec g =

: ¥
(Cosecante—¢é o inverso do seno, cosec x = =
: SEN 2
i L
tg
Relagdes entre os lados e os dngulos dos tridngulos :

Cotangente—é o inverso da tangente cot y

1.°—Num tridingulo qualquer lado é menor que a soma dos
outros dois e maior que a sua diferenga.

2,°~Num tridngulo, ao maior Angulo opde-se o maior lado.

3.°~Num iriingulo, ao menor ingulo opde-se 0 menor lado.

4.°—Um (ridngulo equildtero é sempre equifingulo, isto é tem
tem todos os dngulos iguais.

5.— A soma dos Angulos internos de um triangulo éigual a 2
rectos, 180.°

6.° -~ 0O 4ngulo externo dum trifingulo é igual & soma dos in-
gulos internos ndo adjacentes.

7.°—0s dois dngulos agudos dum tridngulo recldngulo sio com-
plementares.

8.°—Um tridngulo ndo pode ter mais que um angulo recto ou
que um obtuso, nem pode ter um dngulo recto e outro obtuse.

CAPITULO IV

Resolucdo de tridngulos rectingulos
usando tdbuas naturais

1.°—Num tridngulo rectdngulo qualquer caleto é igual ao pro-
duto da hipotenusa pelo seno do dngulo uposto ou pelo coseno do
dngulo agudo adjacente.

2. —Num tridngulo rectdngulo qualquer cateto é igual ao pro-
duto do outro pela tangente do dngulu oposto ou pela cotangente
do angulo agudo adjacente.
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CAPITULO V

Angulos ao centro de um circulo ; 4ngulos inscritos
e ex-inscritos ; relacdes
com oOs arcos respectivos. Segmento capaz
de um angulo dado. Triangulos
e guadrildteros inscritiveis e circunscritiveis ao circulo

Chama-se dngulo ao centro, ao ingulo formado por dois raios
que terminam nas extremidades dum mesmo lado e que tem o vér-
tice no centro.

Sendo os ingulos ao centro, tantos quantos os lados do poli-
gono, e valendo a soma de todos eles 360°, o valor de um deles

é ?-’%'L sendo n o niimero dos lados do poligono.

Chama-se angulo inscrito,ao ingulo que tem o seu vértice na
gircunferéncia e cujos lados sdo cordas desta.

Podem-se dar 3 casos :
1.°—0 angulo estd inscrito num semi-circulo ; € um angulo
recto.
2.°*—0 4ngulo estd inscrito num segmento maior que um semi-
circulo ; é agudo.
— 0O Angulo estd inscrifo num segmento menor que um semi=
circulo 5 é obtuso.

Chama-se dngulo ex-inscrito, ao ingulo que tem o seu vértice
na circunferémcia e um dos lados secante a esta.

Chama-se segmento capaz de um ingulo, ao segmento com-
preendido na circunferéncia e que ¢ medida comum de todos os
angulos inscritos nela e cujos lados terminam no segmento.

Chamam-se poligonos inscrifos numa circunferéncia, aqueles cu-
jos lados sdo cordas da circunferéncia,

Chzmam-se poligonos circunscritiveis aqueles, cujos lados sio
tangentes da circunferéncia.

Nos poligonos regulares inscritos em funqia do raio, o lado &

igual :
Tridngulo RV 3

Qtadrado RV 2

= T, 1 5
- ':;ﬂ'",r_,.a ¥



1. S A
Ty 10-2
Pentdgono 7 R \/ V-5
Hexdgono R
Octdégono R \//'r2——1./ 5
Decigono é R ( VST }
Dodecigono R\/’j OYVATT

Estas rafzes teem os valores seguintes :

A — / /
Vo — 14142 \,‘-'2-1' 3 — 0,7653
Vs = 1,732 V 10—2V3 — 2352
V5 —1=1231

CAPITULO VI :

Simetria em relacgdo
a um ponto e a uma- recta. Semelhanca e homotétia

‘Dois pontos dizem-se siméfricos em relagio a uma recta, quando
esta & perpendicular a recta que une o dols pontos considerados
_e.adivide a0 meio.
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Chama-se eixo de simefria i recta que une os dois pontos,
Chama-se lugar geomélrico 4 figura formado por um conjunto
de pontos que gosam todos da mesma propriedade.

1 °—0 lugar geométrico dos pontos que distam igualmente dos
extremos dum segmento é a perpendicular ao meio desse segmento.

2.°—0 lugar geométrico dos pontos que distam igualmente dos
fados dum ingulo é a bissectriz do fngulo considerado.

Chamam-se fipuras semelhantes, as que teem a mesma forma
sem, todavia, ocuparem'a mesma drea.

Elementos homdlogos — Sdo os elementos correspondentes de
duas figuras semelhantes.

Razdo dos segmentos — E’ o cociente dos niimeros que repre-
sentam as suas medidas, expressas na mesma unidade.

Razdo de semelhanga— E o nfimero que exprime a razio entre
0s lados homélogos. —

Propriedade das figuras semelhantes.

1. — Os ingulos homdélogos sdo iguais.

2.° — Os lados homdlogos sdo proporcionais.

3.° — A razdo das dreas das fignras é igual ao quadrado da ra-
zdo de semelhanca das mesmas figuras.

A semelhanga entre figuras indica-se com o sinal U .
A's figuras semelhantes tambem se dd o nome de figuras ho-
motéticas.

Os principais casos de homotétia sio :

1.* — A figura semelhante de uma semi-recta é uma semi-recta
paralela.

2.° — A figura semelhante duma recta é uma recta paralela.

3.2 — A figura semelhante dum Angulo é um dngulo igual.

4. — A figura semelhante dum poligono é um poligono cujos
lados sdo proporcionais e cujos dngulos sdo iguais.

5.2 — A figura semelhante duma circunferéncia é outra gircun-~
feréncia.

Construgdao de figuras semelhantes — Podem seguir-se os se-
guintes processos :
1. — Recorrendn i quadriculdgem. S
2.° — Decompondo a figura dada em tridngulos e construindo
1riingulos semelhantes com os quais se forma a nova figura.
— Marcando dois pontos féra da figura e unindo-os por um
segmentu medem-se o5 ingulos sob o0s quais se vém desses tlms 3



pontos, os diversos segmentos da figura. Traga-se um segmento
homélogo do que se obteve, unindo os dois pontos referidos e
nos extremos désse segmento marcam-se aquéles Angulos, obtendo
assim uma figura semelhante.

CAPITULO VII

Comprimento de um arco de curva e drea
de uma superficie plana.
Comprimento da circunferé@ncia reétificada

Chédma-se linha curva aquela que ndo 86 ndo € recta como nio
é formada por segmentos de recta.

Chiama-se circunferéncia ao lugar geométrico de todos os pon-
tos que distam igualmente dum ponto fixo chamado centro.

A medigdo dos arcos de circunferncia faz-se de maneira ani-
loga 4 dos dngulos sendo as unidades geralmente adoptadas o
grau, o gradp e o quadrante.

O comprimento de um arco de curva & igual i rectificagio
dessa curva, isto é: considerando um fio ajustado sobre a linha
curva, serd esse fio depois de esticado.

Da mesma forma se pode obter o perimetro da circunferéncia.

Mas como dividindo o comprimento de qualquer circunferén-
cia pelo seu didmetro se encontra sempre 0 mesmo valor 3,14160 que
se designa por =, podemos obter o perimetro da circunferéncia (c)
de raio (r) da forma seguinte:

Per (c) A
-, g L ; iy
Como AAmeko = e como diimetro R
Peri(e) . -
temos e T T
ou seja : " Per(C)=nX2R
Per (C)=2=R

Chima-se drea de uma superficie plana — ao espago ocupado
. por =:8a superficie ; € portanto igual ao producto do seu compri-
mento pela sua alfura.

As dreas avaliam-se, comparando-as com uma unidade da mesma
especie, sendo geralmente empregada como unidade a drea do-



uadrado que tem um metro linear de comprimento e de altura
?\ristn que no quadrado o compnmento e a largura sdo iguais,
Entre as figuras planas existem umas certas equival€ncias, isto
g. que apezar de terem formas diversas ucupam ma mesma
rea.

Essas equivaléncias sdo :
1.“—Um paralelogramo & equivalente a um rectingulo da
mesma base e altura.
— Um tridngulo ¢ equivalente a metade dum paralelogramo
com a mesma base e altura.
3. —Um trapézio é equivalente a dois triingulos cada um dos
Euiiis tem por base, uma base do trapézio e por altura a allura
ele.
4°— Um trapézio é equivalente a um rectingulo da mesma
altura e cuja base ¢ a mediana do trapézio.
Chima-se mediana do trapézic ao segmento que une o meio
<os dois lados ndo paralelos.
.2 — Um poligono regular é equivalente 4 soma de tantos
triingulos iguais quantos os seus lados, tendo cada tridngulo ror
base o lado do poligono e por altura o apotema.

CAPITULO VIII

Areas do rectingulo, quadrado, parale[ogramn trapézno
e poligones regulares

Area do rectdngulo — & igual ao pro-_
ducto de dois lados censecutivos, isto &, da
base pela altura (fig. 0).

Ari=/B > h

Demonstragdo : Dado o rectingulo A B

C D e supondo que a unidade € contida um

niimero exacto de vezes em AB e em AC, e

tirando por esses pontos paralelos a AB e

AC, ficard o rectingulo decomposto num

Fnhm certo nmimero de rectingulos tendo a uni-
c e p dade como comprimento e como altura.

: Ora, verifica-se que o nlimero de rectin-

S " gulos assim obtido . é igual ao prod_uc:o das
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unidades conttdas no comprimento’ pelos contidos na altura, logo

.a sua 4rea é igual ao produto (‘i‘; base pela altura.
o rea do quadrado — E’ 1gual ao qua-

A r B' drado do lado (t:g. 1)

' Ar = |2

] Demonstragdo—Um quadrado é no
fim de contas um rectingulo com a mes-
ma base e a mesma altura edassim tz=-

mos :
Aft=—B i
< B p' mascomo; B—leh=I
Fig. 7 teremos: Ar=I1X1=12

Area do paralelogramo—E igual ao pro-duto da base pela al-
tura (fig. 8).

Ar = BXh

Demonstragio —
Um paralelogramo ¢
equivalente a um rec-
tingulo da mesma base
e da_miesma altura. De
facto os 2 tridngulos
da mesma base ABB'
e DCE sdo iguais visto :
que AB = DC porque : Fig. 8
s30 lados opostos do :
palelogramo.

Os dngulos I =1" e 3= 3' porque s@o Angulos de lados respec-
tivamente paralelos e da mesma espécie.

E porisso os 2 triingulos que
teem um lado e os ingulos adjacen-
tes iguais, sdo iguais e portanto po-
demos transportar ABB/ para DCE
e ficamos com um rectingulo cuja
base € igual 4 do paralelogramo e
cuja altura é a altura de. paralela-
gramo. Y

Area do tridngulo — E jgual a
metade do produto da base pela al-
tura (fig. 9). ;
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Ar= 5 B¥%h .

&

Demonstragio—Um triangulo é equivalente 4 metade dum pa-
ralelogramo com a mesma base e a mesma altura, Com efeito, os
dois tridngulos B A C e C A D sdo iguiis, visto gue AC; € comum
e 0s angulos 3 =4 porque sao alternos interngs no sistema de parale-
los AD e BC cortados pela secante AC e os dngulos 1=2 pois sdo
alternos internos no sistema de paralelas AB e CD cortados pela
secante AC. Ora se os dois triingulos sdo iguais, o paralelogramo
é equivalente a dois triingulos iguais e portanto um triingulo é
equivalente a metade do paralelogramo. Como a 4rea do para-
lelogramo é igual ao produto da base pela altura Ar —=B X h ;
a drea do tridngulo serd igual a metade desta

ou seja : AL =0 T Ty Bl
- i A'rea do trapézio —
L 8. == A E’ igual ao produclo da

i .. semi-soma das bases pela
.h altura (fig. 10).

b4 b’
2

>h

ar —

Fig. 10 ;

r Demonstragio — E

evidente que o trapézio A B CD é igual aos tridngulos CA D

-+ D A B ; logo, a sua drea ha-de ser igual a soma das dreas dos
dois tridngulos.

e portanto :

T

B —; AB X h + é‘ COXh
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ou seja : Ar = é-(i\B-}-CD)Xh
SEoRI0 5 AB=b; CD=Vb
teremos :
Lo b
Ar=-.§, (b—{—h’)}(h:h '25 ¢ h

Area do trapézie ¢ » fungdo da mediana—E igual a0 produto
da mediana pela altura do trapézio. (fig. 1.)

Fig. 11
Ar=MXh

Demonstracdo — A mediana é iguul a semi-soma das bases.
Na figura 11 temos :

no tridngulo ABD :

FE= — AD

e no tridngulo DBC :



logo: FE +EG = ﬁ?_‘;;?_(_:
ou seja: FG = AL J{ BC

e como FG é a medianag/l temos :

M= AD v;_B_@

portanto, substituindo na formula da drea do trapézio :

b+ b
o valor - g por M teremos:

Ar=M X h

Area do poligono n’guiar E igual ao produto do semi-perime-
tro pelo apGtema. (fig, 1

"Ar = 135_1'_2_(2)_ > ap

Demonstragdo — Um poli-
gono pode sempre decompor-
se num certo nimero de tridn-
gulos tendo por vértice o cen-
tro e por base os lados respec-
Fig. 12 tivos. A drea do poligono serd

portanto iguat 2 soma dasdreas
dos trid ngulos, e como os tridngulos nos poligonos regulares sio

iguais, serd igunal 4 drea de um dos triingulos muitiplicada pelo d
% nimero de vezes,

F
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isto é: :

1
sz(_z bX h)Xn

1 1 1
ecomo—2-b~,!—_2_b S .

timetro e h é igual ao apotema do poligono.

b... n vezes é igual a metade do pe-

temos : Ar = P'?rz.(.P_) X ap.

CAPITULO IX

Area do circulo, corba circular, sector circular
e segmento de circulo

: Area do circulo—F igual a0 produto de = pelo quadrado'do
Taio. (fig. 13)

i

Ar =% R2

Demonstragdo— A circunfe-
Y réncia é o limite para que ten-
dem os poligonos inscritos e
circunscritos quando se duplica

= it indefinidamente o ntimero dos
E seus lados, portanto, sendo :
AT = Peg(_p) 4 ap, teremos :
limite da Ar. de poligono =
Fig. 13 drea do circulo.

logo : lim, E%—@ X lim. ap = drea do circulo



AEE T

Ora o limite do Per (p) é a circunferéncia e o limite do ap. &
0 raio.

2= R

logo : 2 X R = drea do circulo
e porianto: = R X R = drea do circulo
ou seja : ' Ar = = R2

Area da corda circular - E igual ao produto de = pela diferenga
entre os quadrados dos raios das circunferéncias que a deiermi-
nam. (fig. 14)

% Ar == (R2-1r2)
e

— — Demonstragdo —

== A 4rea do circulo
grande serd:
Ar == R2
R’

L ——— A idrea do cir-
————f culo pequeno serd -

Ar= =12
- — Ora a coréa cir~
N == cular é a diferencga

‘% das duas dreas.

' Fig. 14 lagos
Ar=rsR2—=12

ou seja, pondo = em factor comum :
" Ar = = (R2 — r2)



A'rea do sector circular — E' ignal ao produto do nfimero dos
seus graus pelo cociente da 4drea do seu circulo por 360°. (fig. 15)

Demonstracdo — Um cir-
ulo pode ser considerado como
um sector circular de 360°
que tem por drea = R2

assim teremos :

Um sector circular de 360°
tem Ar = = R2,
Um sector circular de 1°
= R2

terd Ar= 3600
Logo: um sectoﬂr circular de

3 _=R2
n° terd Ar = 360 Xon,

A'rea do segmento de circnlo
— E’ igual a diferenga entre a
! area do sector ¢ a do tridngulo
compreendido entre a cor-
da e os raios tirados para
-0s extremos da mesma cor-
da. (fig. 16)

= R2 1
Ar = l‘S_G{T /\Tl_’}—

= ;‘ b X h

Demonstragdo—E’ evi-
dente que, sendo :

<{IIII//////
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\t

-

36%2 X n, a &reado sector




E —%— b X h a drea do tridngulo ABO a drea do segmento serd
gual & diferenca da: duas, e portanto :

e R2 ey /1 \
ar= (g Xa) = (g X b)

Fim da 3.° classe



Programa da 4.* classe

Estudo da geometria no espago.-
l a) Teoria da perpendicularidade e do paralelismo de rectas e

planos.

&) Triedros, relacio entre os seus elementos; condigbes de
igualdade. )

¢) Poliedros : poliedros regulares, prismas e pirimides, °

d) Troncos de prismas e de pirimides. Areas, laterais e totais
e volumes destes poliedros.

¢) Homotétia e semelhanca no espaco.

f) Simetria no espacgo,

CAPITULO 1

Teoria da perpendicularidade e do paralelismo
de rectas e planos

Chama-se plano 4 superficie ilimitada sobre a qual assenta
completamente gualquer recta que tenha 2 pontos no plano.

1. — Por duas rectas que se cortam,
Um plano pode ser de-] 2.°—Por uma recta e um ponto fora dela.
terminado: 3.° — Por 3 pontos nio em linha recta,
4.° — Por duas reclas paralelas.

Diedro ou Angulo Diedro — E' a abertura compreendida entre
dois semi-planos que se encontram.

Os seus elementos sfo:

Faces — Sio os semi-planos que o formam,

Aresta  E' a intersecgdo das faces.

Rectilineo dum diedro — E' o fngulo formado por 2 perpendi-
colares a aresta tiradas no mesmo ponto e existentes cada
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qual na sua face do diedro. Serve para calcular as medidas dos
wiedros.

Postulado de Euclides — Por um ponto féra de uma recta sé
¢ possivel fazer passar uma paralela a essa recta,

Se a recta for paralela a um plano e por ela passar um outro
plano que corte o nrimeiro, a sua interseccio é uma recta paralela
a primeira.

-Portanto tambem, uma recta paralela a uma recta dum plano,
¢é paralela ao plano.

Destes dois principios deduzem-se as regras seguintes:

1, — Por uma recta paralela a um plano pode-se fazer passar
s0 um plano que seja paralelo ao primeiro.

2.° — Qualquer plano que corta outro, corta todos os parale-
los a esse outro.

3.°—Dois planos paralelos a um terceiro sdo paralelos entre si.

Quando duas rectas se encontram no espagco podem ser 3

1.6 — Complanas : Quando existem no mesmo plano.

2.° — Ndo complanas: Quando ndo existem no mesmo plano.

As rectas ao encontrarem-se formam entre si 4 ingulos iguais
2 a2 por serem verticalmente opostos;

. perpendiculares, nor- | o
mais, ortogonais ou { %° IgrrlossLartiaten

rectingulares l 580 rectos
As duas rectas
podem ger
. os dngulos sdo dife-
obliguas — « rentes: 2 sdo agu-
dos e 2 obiusos.

Da defini¢do de idngulo de duas rectas, resulta:
Quando duas rectas séo perpendiculares gualquer para-
le!a a uma é perpendicular 4 ontra.
— Por um ponto é possivel conduzir quantas perpendicula-
res qmzermos a uma outra recta dada.

Uma recta ¢ perpendicular a um plano quando é perpendicu=
lar a todas as rectas existentes no plano.

Deste principio, resulta que :
1.° — Se duas rectas sdo paralelas qualquer plano perpendicu-
lar a uma é perpendicular i outra.
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. 2. —Se dois planos sdo paralelos qualqueér reota perpendicu=
lar a um € perpendicular ao outro. ;

CAPITULO I

Triedros; relagdes entre os seus elementos;
condicbes de igualdade

Chéma-se friedro ou dngulo ftriedro i abertura compreendida
entre 3 semi-planos que se encontram,

Os triedros, como quaisquer outros dngulos poliédricos ou in-
guloides sio no fim de contas superficfes piramidais.

Superficie piramidal — ' a superficie produzida pelo movi-
mento duma recta passando por um ponfo e apoiando-se sobre
uma poligonal (fig, 17).

Vertice — E' o ponto O, em torno do
qual a recta se move.
Geratriz — E’ arecta O G que se move,
Arestas — Sdo as geratrizes que passam
pelos vertices da poligonal.
Face — O conjunto das geratrizes que
t. seapoiam num lado da diretriz.

elementos da superficie
piramidal

Superficie piramidal fechada — E’ aquela cuja directriz é um
poligono. Tem tantas arestas, quantas as faces.

Relagoes entre os elementos dum triedro :

1. — Qualguer face €& maior
que a diferenca das outras duas.

2. — Qualquer  face é menor
que a soma das outras duas.

3. — A soma dos diedros dum
triedro ¢ maior que 2 rectos e me-
nor que 6.

4,° — Se um triedro tem duas fa-
ces iguais tem dois diedros iguais.

5.°—Se um triedro tem as 3 faces
iguais tem todos os diedros iguais.
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Ieuvaldade de triedros

Dois triedros sdo iguais, quando teem, semelhantemente dis-
postos, e respectivamente iguais :

1.* =~ Duas faces e o diedro por elas formado ,
2.° — Uma face e os diedros adjacentes ;

3." — 3 faces ;

4 * — 3 diedros.

CAPITULO 11

Poliedros ; poliedros regulares, prismas e pirimides

Poliedro — E’ o sé6lido formado por uma superficie poliédrica.

Superficie poliédrica— E' a superficie formada por poligonos
planos, tendo 2 a 2 um lado comum.

Poliedro regular — Um poliedro é regular quando tem iguais,
todas as faces, diedros e ingulos.

_.Os poliedros regulares sio :g

—

Tetraedro—Tem 4 faces que so tridngulos equilatéros (fig. 18).

Hexaedro ou cubo — Tem 6 faces b E
a drados (fig. 19). =
que s@o quadrados (fig ) A /—B'l
F
B c 7 .
A
D B A o
Bk
B ==k o )
F
D

Fig. 18 ¢ Flg. 10t #
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Fig. 20
Dodecaedro — Tem 12 faces que sdo peatagonos regulares
(fig. 21).

Fig. 21

Ieosaedro — Tem 20 faces que sdo tridngulos equiliteros
(fig. 22). ;

CARACTERISTICAS PRINCIPAIS DOS POLIEDRGS

I Nomes ‘ Faces T:E:d?ﬁ: “'ﬁ‘:;‘ farestns Pia:::dﬁii:ﬁ:" rﬁ;igs""
!Tetraedro‘ ofin s 403 4 E 6 3 0
(et . iRl i g e

Hexsedro....| ‘6 | 4 | 8| 12 Frg
Octaedm.... | 8 I] 3- _5_ 6 i 1; : 4 Wi 3 ;
Dodecaedro..| 12 : 5_ _-i. 20 —i' 30 I 3 - 100 ‘
ilcosaedro.,.!- 26 —3 fl 12 30 5 |T
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Os poliedros podem portanto agrupar-se em 3 classes :
.°—Poliedros cujas faces sdo tridingulos equildteros : tetraedro,
octaedro e icosaedro. _
2.°—Poliedro cujas faces sdo quadrados : hexaedro ou cubo.
. 2.°—Poliedro cujas faces sio poligonos regulares : dodecae-
ro.

A'reas dos poliedros

Poliedros da I.® classe ¢

Tetraedro.

A férmula que nos dd a drea dum triingulo em fungio do
lado e :

BV 3
AT/ 4

Ora como o tetraedro tem 4 triangulos equiléteros a sua drea
serd :

412 04 3 .
\ Ar= RS — oV S e

Ogtaedro.

Aplicando o mesmo principio, comoo octaedro tem 8 tridngu-
dos a sua drea serd:

R
gRVY 3 35
sl U S 12 >< 3,464

Ir = 4
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leosaedro.

Aplicando o mesmo principio, e lembrando que o icosaedro
tem 20 tridngulos, a sua area serd :

2012V 3

Ar = i =512V 3=12x866

Poliedro da 2." classe:

Hexaedro ou cubo,

A férmula que nos d4 a sua drea, tendo em linha de conta que
a drea do quadrado é:

e que o cubo tem 6 quadrados, serd :

Ar — 6 12

Poliedro da 3.7 classe :

Dodecaedro.
A férmula que nos d4 a drea de um poligono regular €:
Art= P;_r Xodps

Ora, como o dodecaedro tem 12 lados, a sua irea serd :

Ar=¥)(ap=6?er)<ap.
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Prismas ¢ Piramides

Prisma — E' a porgdo de superficie prismética limitada por
dois plancs ndo paralelos is arestas. (fig. 23)

Superficie prismdtica—E’ a superficie gerada por uma recta
perpendicular ao perimetro de um poligono, posta em movimento
ao longo dele.

bases—Os dois poligonos iguais e pi—

ralelos.
Elementos do prisma ¢ altura—A " distincia entre as duas ba-
= : ses.

faces — Os rectangulos que formam a
superficie lateral.

Secgdo recta de um prisma — O poligono determinado na su-
perficie prismdtica por um plano perpendicylar as arestas laterais.
Prisma recto — E' aquele cujas bases sio seccoes rectas,

Prisma obliq:m—-é o0 que tem as bases obliquas as faces. (fig. 24)

Fig. 24

" Fig. 23

Prisma régular—E’ o prisma recto cujas bases sdo poligonos

regulares.
' -
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Paralelipipedo — E' o prisma cujas bases sio paralelogra-
mos. (fig- 25)

| recto—quando as arestas sdo perpendi-
culares as bases.
obliguo —quando as arestas sfo obliquas

as bases.
O paralelipipedo | rectdngulo — quando as bases sdo rec-
pode ser: tangulos.
rogibaedm quando as faces sfio rom-
as.

cubo — quando as bases e as faces sdo
quadrados iguais,

Pirdmide — E’ a porgio de superficie piramidal
Jimitada por um plano nao paralelo as arestas.
{fig. 26)

Superficie piramidal — E' aquela cuja directriz é
um poligono (veja-se fig. 17 na pag 25).

Altura da piramide — E' a distincia do vértice ao
plano da base.

Pirdmide regular — ' aquela que tem por base
um poligono regular.

Fig. 26

'Apétema da piramide — E' a perpendicular baixgadis
sobre o meio da aresta da base.

a.,. EE;:I wiva
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| faces laterais — tantos tridn-
gulos quantas as faces do
angulo sélido a que per-
| tence a superficie pirami-
a superficie ral.
lateral | arestas laterais—os lados dos
constituida tridngulos que existem nas
por: aresias do iangulo sélido.
Numa pirdmide vertice — ponto de concor-
hd a conside- réncia das arestas laterais.
rar : E’ o vértice do dngulo so-
lido.
a base - poli- \ arestas — os lados do poli-

gono pla-|\ gono base; sdo tantas
no, resul- quantas as faces laterais.
tdnte da sec- ( vérlices — pontos de encon-
tro das arestas das bases.

0.
| Notam-se ne~ | Sdo tantos, quantas as ares-
N tas laterais,

A'reas do prisma g da Dil’él‘ﬂlde
Prisma :

A’rea lateral — Cada uma das faces de um prisma, tem por
drea:

Ar =B h

Ora o prisma tem n faces, logo a sua 4rea serd :
Ar=n (B <h)

Mas como n > B = Perimetro da base, vem :

Ar = Per. (B) X h

Jl're.avratizl A drea total, tem, necessiriamente, que serigual

ao proditto da drea lateral, pelas dreas das duas bases ou, o que &
(4] mesmu. pe o dobro da 4rea da base.
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CArt=Per (B) x h + 27 B) 5

donde vem :
Ar t. = Per (B) > h -}~ Per (B) X ap
ou seja : -
; Ar t. = Per (B) < (h -} ap)
Pir‘i;}lide.

) Area lateral — Cada uma ‘das faces duma pirimide tem por
area : .

b
ALES 2 X h
e como h é o0 apotema da pirimide, pode escrever-se :
Lsb
Ar = 2 X Ap

Como a pirdmide tem 7 faces iguais, a sua drea serd :

ar = DX X A

€ como :
n > b = Perimetro da base
vem :

Ar = Ff_er2iB_) X Ap
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Area fotal— A drea total serd igual a drea lateral multiplicada
pela drea da base :

3 r
APt - E‘ﬂ'i(_B) X Ap -+ Per (_B) < ap
o1, pondo :
Ref —(—l em factor comum :
B ’
Art= Per,,( ) X (Ap i ap)

Yolumes do prisma e da Dil"ﬁlﬁiﬂﬁs

Prisma — Para demonsirarmos o volume do prisma precisa-
mos de demonstrar o volume do paralelipipedo., Ora, o volume de
um paralelipipedo é igual ao produto das suas 3 dimen:oes. De
facto, suponhamos que a unidade cabe um mimero exacto de ve-
zes nas 3 dimensdes do paralelipipedo; fica este dividido em n pa=
ralelipipedos todos com a unidade como medida de comprimenio,
de largura e de altura e consequentemente com a unidade de vo-
lume (fig. 18 da pag. 26). Logo o paralelipipedo todo hi-de ser
ignal A soma destes paralelipipedos, ou seja, igual-ao produto dag
suas 3 dimensoes.

E assim vem :

V=Ar{B)><h P

Ora, se cortamos um paralelipipedo por um plano que siga a
d;recqzo das duas rectas diagonais das 2 bases, dividimos este em
2 prismas triangulares, cada um dos quais é equwalentca metade
do paralelipipedo e portanto os seus volumes serio iguais 4 me-
taclle do volume do paralelipipedo ou seja para cada prisma trian-
gular.
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V= Ar(B) X h

E como cada prisma se pode
decompdr num niimero certo de
prismas triangulares, temos qie
o volume de qualquer prisma & :

V=Ar(B) Xh

Pirdmide — Todo o prisma
triangular é decomponivel em 3
pirimides equivalentes (fig. 19
na pig 26).

Ora, como o volume de qual-
quer prisma triangular é :

A B
V=Ar(B) Xh
)

- O volume da pirimide serd :
. W R

< )

SRLK R Vi L Ar@B) X b
Fig. 27 3

CAPITULO IV

Troncos de prisma e de pirimide. Area da superficie
lateral e total destes poliedros

Tronco de prisma — & 080~
- lido que se obtem cortando o
prisma por um plano -obliquo.
(fig. 27)
Trenco de piramide — E' a
porcio de pirimide compreen=-
; dida entre a base e uma seccio
produzida por um plano cor-
* tando todas as arestas laterais,
{fig. 28) |
 Altara do tronco de pard-
mide — E' a distincia entre os
planos das bases.
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i superficie lateral | faces laterais — tantos trapé-
— gue pertence zios quantas as faces da pi-
a superficie da rimide de que provém.
pirdmide ecom- | arestas laterais—separam duas
Num tronco preende : faces laterais consecutivas.
/ a base da pirimide e o poli-

de pirimi- {
de hd acon- gono resultante da secgdo,
siderar : chamando-se :

bases : ( superiOr ou menor, 4 mais pro-

xima do vértice do dngulo
sélido de que provém ; e in-
ferior ou maior, 4 ontra.

Area do tronco de prisma:

Area lateral — E igual & soma das dreas das faces laterais.

Ar=ar a-+acb -+ arc.:

Area total — E' igual 2 soma das dreas das bases mais a irea
lateral.

Art. = Ar (B) - Ar (B') —ar a +arb |+ Arec...

Area do tronco de pirdmide.

Area lateral —Como as faces sdo trapézios, cada 4rea de cada

A al
face, sera % _2a X h e como h = apltema da pirimide, tere-

]
mos a_—j):_a_ % AD;

Como o tronco tem »n faces iguais vira :
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e :.-omo-n W a= Per (B)en X a‘# Per (B') vem :

A Per (B) —:Per (B) SCTAD

Area toftal — Sera igual 4 4rea lateral mais as duas dreas das
bases, ou seja:

=t B Per (B .

e — Pel’ (B) 2Pl.‘l' (._) P4 A[J _:_ " eri.(- J b ap -
3 1

oE -r-trz-(-B ) X ap

oty pondo Per (B) e Per (B') em faclo. comum :

Per (B) .
2 >

X (Ap +-ap) + Eer i) e (Ap |- ap)

Art. = 2

Volumes dos troncos

Volunie do tronco de prisma — E' igual ao produto da drea da
seccdo recta pela média aritmética das arestas laterais.

Lo e

V = Ar(s) X 2

Volume do tronco de piramide — E' igual a um tergo do pro-
«<duto da altura pela soma das dreas das bases, com a média geo-
métrica das bases :

'd .

V= —';— X ( Ar (B) + Ar(B) V' Ar (8) X Ar (B))

/
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CAPITULO V

Homotétia e semelhanca no espago

Chamam-se figuras homotéticas as que teem a mesma forma ;
Ex: os cubos us esferas, efc,

As regras sdo as seguintes : :
i 1.*— A figura homotética dum tridngulo é um triingulo seme~
ante.
22— A figura homotética de um dngulo, & um Angulo igual.
3.4— A figura homotética dum plano é um plano paralelo.
4.*—A figura homotética dum diedro é um diedro igual.
5.*—A figura homotética dum poliedro é um poliedro de faces
paralelas e semelhantes.
0.*—A figura homotética duma esfera € outra esfera,
7.*—A figura homatética dum cfrculo é outro cireulo.
Chama-se razdo de semelhanga, 4 razio entre segmentos ho-
mologos.

A razio de 2 figu- da razdo de se-
das 4reas ‘ ras seme- aodgu:;iraa; melhanca das
ou | lhantes & ciibo ' mesmas figu-~

dos volumes igual ras.

Duas figuras iguais sdo sempre semelhantes, mas duas figuras -
semelhantes pddem nio ser iguais.

CAPITULO VI

Simetria no espaco

Dois ponlos dizem-se simétricos em relagdo a um plano quandeo
esse plano é perpendicular 4 recta que os une e a divide ao meio.

Duas figaras dizem-se siméfricas em relagio a um plano,quando
todos os seus pontos-sdo simétricos em relagio a ele.

tis elementos simétricos de duas figuras simétricas sio homo~
logos.

As figuras siméiricas duma recta e dum plano sdo respectiva-
mente uma recta e um plano.

As figuras simétricas dum dngulo ou dum diedro sdo respecti-
vamente um ingulo igual e um diedro igual.
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As figuras simétricas de um segmento e dum tridngulo sdo res-
pectivamente um segmento igual e um triingulo igual.

As figuras que sdo simétricas em relagio a uma reecta sdo
iguais, isto é, sobreponiveis.

E' 0 que as distingue das simétricas em relagio a um plano ou
a um eixo queé embora constituidas por elementos iguais ndo sdo
iguais, como facilmente se reconhece observando-se a imagem dum
objecto produzida num espelho plano. i

Quando se diz que uma figura & simétrica em relagao a outra
. entende-se que essa simetria & em relagio a um plano ou a um
ponto e nfo em relacdo a uma recta, g

Fim da 4.° classe
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Continuagéio do estudo da geometria no espago.

a) Superficies cilindricas e cénicas. Cones e cilindros de revo-
lugdo. Tronco de cone e cilindro. Areas das superficies laterais e
volumes dos cones, cilindros e, troncos respectivos.

b) Esfera, plano tangente. Area da superficie da esfera, do fuso
esférico, da zona esférica e da calote =sférica.

¢) Volume da esfera, do sector esférico, da camada esférica e
da cunha esférica.

d) Tridngulos esféricos, seus elementos. Coordenados esféri-
cos, sistemas de coordenados usadas em cosmografia.

CAPITULO 1

Superficies cilindricas e cénicas. Cones e cilindros
de revolucfio. Troncos de cone e de cilindros. Areas
das superficies laterais e volumes dos cones,
cilindros e troncos respectivos

Superficie cilindrica — E' a superficie gerada por uma recta
deslocando-se paralelamente a si mesma e apoiando-se numa linha
curva. (fig. 29).

Na superficie cilindrica hid a considerar :
Geratriz — | a recta mével A B.
Directri; — E a linha de apoio AC D.

A superficie cilindrica pode ser:
Fechada — Quando a directriz é uma linha fechada.
Aberta — No caso contririo.

~ Chama-se sec¢do recia, 4 secqdo feita por um plano perpen-
dicular as geratrizes.
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Superficie cilindrica de revolugdo — E a que se obtem gquande
4 recta gira em torno de outra conservando-se paralela a si mesma
e sempre 4 mesma distincia. ¢

 Neste caso, cha-
ma-se rdio A distan- ; £
cia do eixo 2 gera- 8
trize chama-se eixo ’\
4 recta fixa em tor-
no da qual gira a
geratriz.

Cilindro — E' o
solido obtido cor-~
tando uma superfi-
cie cilindrica fechada
por dois planos pa--
ralelos (fig. 30).

U

No cilindro ha a
considerar :

1.> — Saperficie
lateral — E' a por-
gdo da superficie ci-
lindrica.

2.° — Bases - Os :
dois segmentos de : Fig. 29
planos.

3. — Altura — A distancia dos planos das bases.

4.° — Geratrizes — Segmentos das geratrizes que constituem a
superficie lateral.

( recto — Quando ¢ deferminado por 2

O cilindro pode ser: - secgoes rectas.
| obliguo — No caso contrério.
Cilindro de revolugdo —
5 , E'" o cilindro recto de su-
- D perficie lateral de revolu-
¢ao.

Tronco de cilindro — E’
o sélido obtide por um

B
y g 1 plano ndo paralelo ds bases
do cilindro e cortando todas
as geratrizes.

Fig. 30
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. { recto —Quando uma das bases é uma
pode ser: i~ seccdo recta.
{ obligue — No caso contrédrio.

Superficie conica — E' a superficie gerada por uma recta A B,
- passando sempre por um ponto fixo V, e por uma curva tam-
bem fixa A E D (fig. 31).

Fig. 31

Os elementos da superficie cénica sio :

Geratriz — E' a recta mbvel A B.

Vértice — E' o ponto fixo V.

Directri; — E' a linha curva fixa A E D. :

Se a directriz tem centro, chama-se eixo, 4 recta determinada
pelo centro e pelo vértice da superficie conica.
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Cone — E' o s6lido obtido pela seccio d ici i
(tig. 32). s op cgdo duma superficie conica

Fig. 32
Vértice — O vértice da superficie conica.
Superficie lateral — A porgio da super-

ficie conica. y
Ba{e — A figura plana resultante da sec-

¥ ke . A0 -
O conie  canstituido por: Aicmm — A perpendicular do vértice ao
plano da base.
Geratrizes — Os segmentos de geratri-
|  zes da superficie lateral compreendi-
! dos entre a base e o vértice.

Secgdo recta — E' a secgdo feita na superficie cénica por um
plano perpendiculdr ao eixo.

Cone de revolucdo — E' o cone cuja superfzcu: lateral pertence
a uma superficie de revolugdo e cuja base é uma secgio recta
(fig. 32).

Tronco do cone — E’ o s6lido obtido pela secciio do cone por
wm plano cortando todas as geratrizes (fig. 33).
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de bases paralelas — As suas secgoes
sio circunferéncias.

pode ser: ¢ de bases obliguas — Uma das secgoes é
uma circunferéncia; a outra uma eli-
pse.

O cilindro, o cone, o tronco de cilindro e o tronco de cone

podem considerar-se os limites do prisma, da pirimide, do

tronco de prisma e do tronco de pirimide, varidveis, inscritos e
circunscritos aos soblidos respectivos e cujas bases teem por limi-
tes as bases daqueles.

Areas das supserflcies laterais
e totais,
do cilindro cone e troncos respectivos

Cilindro :

Como dissemos _anle:_'iormenle, o cilindro € o limite para que
tendem os prismas inscritos e circunscritos quando se dobra inde-
finidamente o nimero dos seus lados, e assim temos que a sua

Area lateral

serd o limite da 4rea lateral do prisma

Ar = lim Per (B) Xh
€ Como lim Per(B) =2x=R
e lim h = g (geratriz)

vem _ Ar=2=RXg
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Area total

Pelos motivos apontados, a 4rea total do cilindro serd :

Ar=lim Per (B) X (h -+ ap)

€ como lim ap=r
vem Ar=2=R X (g + R)
(.one:

Sendo o cone o limite para que tendem fas pirdmides inscritas
e circunscritas quando se dobra indefinidamente o nimero dos

seus lados, a sua

Area lateral

serd o limite da drea lateral da pirimide:
Ar — lim P—"z-@ 56 A

e como lim Per(B) =2 =R

lim Ap = g (geratriz)

vem B =" Xeg

ou
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Area fotal

Pela mesma razdo a drea total do cone seri :

Ar = lim E’f@ X (Ap - ap)
e como limap =r
vem Ar=2;><(g'—- ry
ou seja =R X (g+ 1)

Tronco de cilindro

Um tronco de cilindro € equivalente a um cilindro cuja base ¢
a seccdio recta e cuja altura é o eixo do tronco e assim teremos que

a sua
Area lateral

'serd igual ao perimetro da base multiplicado pelo eixo:
Ar=2=2R X e

Tronco de cone

Como o tronco de tore de bases paraielas é o limite dos tron-
«cos de pirAmide inscritos e circunscritos quando se dobra indefi-
nidamente o niimero dos seus lados, temos que, a sua

Area lateral v

serd : s Ay lm' B (B) -f:—ﬂPer (BI} X Ap
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e como lim Per (B) =2 = R
e lim Per (B) =2 =R/
e lim Ap — g (geratriz)
vem : Ar=2“R—f2'2'“R‘+g
ou seja : Ar=(R-+=R)Xg¢g
ou ainda : Ar=R+RK)X=g

Area total :

Por igual razio, a sua 4rea total serd :

Ar = lim Per (B} LAp + p) : Pi(—-s-—] X (Ap + ap')

€ como : lim ap =R
e: “im arp' =R
vem : Ar= X(g R)—‘— ng-l-JR‘t

ouseja: At==RX @+ R +=RX@+R)
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Volumes dos cilindros, conss
g Lroncos respectivos

Cilindro :
Recordando o que dissemos sdbre as dreas vem :
V =Ilim Ar (B) X h

lim Ar (B) = = R2

e como

e: lim h = g (geratriz)

vem : V==R2Xpg
Cone :

Pela mesma razdo vem :
] 1
V =lim 3 Ar (B) X

e como : lim Ar (B) = = R2

vem= —; = R2X h

Trenco de cone,

Pelos motivos apontados :

V = lim % h X Ar{B) + Ar (B') + ¥ Ar (B) X Ar (B)
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V= hX (sR+=R2+V=REX 7 RR)
e portanto :
V=-1hX(R+=R2+=RR)
ou ainda:
Vi ; h=X (R2 ER24 R R)
CAPITULO I

Esfera, plano tangente. Area da superficie da esfera,
do fuso esférico, da zona esférica
e da calote esférica, Volume da esfera,
do sector esférico,
da camada esférica e da cunha esférica

Chama-se esfera a superficie gerada por uma circunferéncia
posta em movimento de rotagdo em térno do didmetro.

Chama-se plano tangente a esfera ao plano que tem apenas um
ponto de contacto com a esfera e contém as tangentes a todas as
linhas tracadas na superficie da esfera e que passam pelo ponto
de contacto. ; )

Segmento esférico é todo o solido resultante da secciio feifa na
superficie esférica por um plano.

Chama-se calole esférica i porgdo de superficie esfériza de um
segmento-

Hemistérios — s@o as duas partes iguais em que um circulo

- méximo divide a esfera.

Circulo méximo — é o circulo que passa pelo centro da esfera.

Camada esférica — é o s6lido de revolugio gerado por uma
corda circular girando em térno dum dos diametros das circunfe-
réncias concéntricas que a formam.

4
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Chama-se espessura da camada esférica i diferenga dos raios
das duas esferas.

Cunha esférica—é a porgio de esfera compreendida entre dois
semi-circulos maximos.

Quando a esfera é cortada por dois planos que passam pelo
centro, estes dividem a esfera em 4 cunhas que sdo iguais 2 a 2.

Quadrante esférico—é cada uma das 4 cunhas iguiis em que a
esfera fica dividida por 2 planos perpendiculares,

Zona esférica—é a porgio de superficie esférica compreendida
entre 2 circulos bases, Obtem-se cortando a esfera por 2 planos
paralelos.

Iﬁ&mda out fuse esférico—é a porgio de superficie esférica duma
cunha,

Numa superficie esférica ha a considerar :

1.°— A esfera é o lugar geométrico de todos os pontos equi-
distantes do centro.

2."—Todos os raios da esfera sdo iguais.

3.°—Todos os diimetros da esfera sio iguais.

- Areas da superficia da esfera,
do fuso .esferico, da zona esferica
6 da calote esferica

) Area da esfera—é igual ao quadruplo da drea dum circulo ma-
Ximeoe.

Ar =4 = R2

Area da zona esférica—é igual ao produto da altura pela cir-
cunferéncim do circulp maximo da esfera a que a zona pertence.

Ar =2 = R SCH

Com efeito, se consideramos a zona esférica cortada por pla-
nos paralelos de forma que figuem todas as secgdes com o mesmo
raio R e tendo por alturas h, h’, h*' e considerando os planos equi-
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distantes, teremos que a sua drea se transforma desde que se unam
0s extremos respectivos numa série de 4reas de troncos de cone.

portanto :
Ar = lim Ar (I) 4= Ar (1) - Ar (IID)...
‘e assim :

Ar=Ilim2=shmn 2= h'ma +-2=h" ma...

€ ainda :

Ar=1lim 2 =ma (h 4+ b" + h")... =1lim 2 = H mn
-ora, sendo : H=h+h +h"
vem : Ar=2=H X lmm = 2= R X H

A'rea da calote—A expressio da drea da zona aplica-se igual-
‘mente & calote e assim :

Ar=2=RXH

A'rea da ldnula ou fuso esférico — Fécilmente se reconhece
que a drea das linulas da mesma esfera sio proporcionais as suas
amp@itudes.

evidente que a superficie de uma esfera se pode comsiderar
uma linula de 360° ou 2 = radianos.

Ar=4x R2
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A litnula de n® terd portanto :

‘.._.47:R2 o
R e

ou: . Ap = :gg Xant
Volume da ssfera,
do sector ssferico, da camada esferica
e da cunha esferica

Volume da esfera~F igual a -—g-— = pelo cubo do raio.

De facto, uma esfera pode considerar-se um tronco esférico
cujas bases sio pontos, e assim, ficariamoscom:r =o;r' = o0 ;

=

e portanto : Ne—=1 X ¢ ‘-2(:)--2-
2
ou: V=r><2r->§4r
3
ou ainda : V——*RXE;—
4 o
logo : Vo min

Volume do sector esfe'rfco~E o s6lido gerado pela rotagao de
um sector circular em térno de uma racta do seu plano. O seu vo-
lume é igual & terca parte do produlo da 4rea da sua superficie es-
férica pelo raio.

]
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Desiznando por e a medida da superficie esférica do sector, isto
£, fazendo:

2=zRH=¢e
teremos : V= ; e Xr

Volume da camada esférica — Como ja vimos, a camada esfé-
rica é o sblido de revolucdo limitado por duas superficies esféri-
cas concéntricas.

Ora, sendo r e r' 08 raios, interior e exterior da esfera a que
pertence a camada, e r' —r = e (espessura da camada) teremos que
o volume da esfera interior sera :

€ que o volume da esfera exterior serd :

4
— = '3
3 E

1ogo, o volume da camada serd a diferenga das duas esferas:

4 4
= - ™ 3— 13 15
v 3 r 3 r

ou seja :

v

. (r3~;’5;

Ll

€ como: d-r—=e
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serd : ed+r=r

e portanto:

'V-—:—';—': (r+ePB—rd
ou seja:
Ve 5 n(5+3re f3en+e-r)
4 o
logo @ Vo= me(Bre1-312+ 2

3

Volume da cunha esferica—Um plano perpendicular ao didme—
tro que serve de aresta da cunha, corta as faces desta determinando

um angulo o e corta a superficie esférica da cunha segundo uma
circunfer@ncia cuja amplitude é igual & do Angulo-giro [ ; assim
serd :

' Vol. da cuna __
Vol. da esfera 7
«
logo : ¥ = vol. da esfera.

w

Volume do segmento estérico— Como o segmento se pode con-
siderar um tronco esférico, tendo como uma das bases um ponto.
temos:

- P ha
e portanto : V==nh (—;— s _6_)
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e designando por r, a medida do raio da esfera vem:

2=(2r —h)h

e portanto :

Y 2(2!'12--}; L 2)
ou seja: VI:hE}({ngh
log;: VT.;_ﬁthBr__h)

Volume do tronco esférico—Como para a demonstracdo dal-
guns volumes necessitimos conhecer a formula do volume do
tronco esférico, julgamos oportuno indical-a :

12 4. r'2 2
V- :h(_r r 3 I_1

2 :6)

CAPITULO I

Tridngulos esféricos, seus elementos.
Coordenadas esféricas ; sistemas.de coordenadas
usados em cosmografia

Tridngulo esférico — E' a figura'obtida, unindo por arcos de
eirculo mdximo, menores que uma semi-circunferéncia, trés pontos
de uma superficie esférica.

Um: tridngulo esférico pode ser como um triingulo plano : is6s=
celes, escaleno, equilitero, rectingulo, etc.

As medidas dos lados e 4ngulos dum triingulo esférico podem
fazer-se pelas faces e diedros do triedro ao centro corresponden-

_ te, visto serem iguais.
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1. — Qualquer lado é menor que a so-
et = i ior
Catacteristicas rr:]r;?e;:le(:'l[;;mtros dois e maior que a sua
gt '"é%grta"tes 2.°— A soma dos lados € menor que

4 rectos.

RIEABOCSERiocicts 3.°— A soma dos fAngulos estd com-
i preendida entre 2 e 6 rectos.

Deste Gltimo principio se conclue que os tridngulos esféricos
podem ser rectingulos, bi-rectingulos e tri-rectingulos.

Chama-se excesso esférico dum triingulo i diferenca entre a
soma dos seus Angulos e dois recios.

Igualdade de triangulos esféricos

1.° — Quando teem dois lados e o in-
gulo ror eles formado, iguais.
Dois triangulos sio 2.° — Um lado e os fingulos adjacen-
iguais : tes iguais.
3. —Trés lados iguais.
4,°— Trés dngulos iguais.

A'rea do iridngulo esférico - Para determinar a area do triin-
gulo esférico temos que estabelecer primeiro os seguintes princi-
plos :

l.* —Dois tridngulos esféricos simétricos K sdo equivalentes.

2. — Quando 3 arcos de circulo mdximo se cortam, a soma
de dois triingulos opostos pelo vértice é equivalente 2 linula de-
finida pelos arcos que se cruzun nesse vértice e contém um dos
tridingulos.

A d4rea do {ridngulo esférico é igual ao producto do arco de
circulo méaximo, pela razio do excesso esférico para 180°.

st
S T

sendo : = excesso estérico-
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Coordenadas esféricas.
Sistemas de coordenadas usadas
8m cosmografia

A posigdo de um ponto numa esfera pode ser definida pelas
gircunferéncias de dois circulos miximos perpendiculares en-
tre si.

Qualquer gue seja o sistema que utilizemos, um dos circulos
€ tomado como circulo primario cu prunitivo e na circunferéncia
hd um ponto fixo a partir do qual se conta a origem,

O outro circulo, que se chama circalo secunddrio passa pelo
ponto e pelos polos do circulo primdrio.

Na cosmografia utilizam-se 3 sistémas de coordenadas: hori-
sontais, equatoriais e ecliticas;- conforme o circulo primario for o
horizonte astronémico, o equador celeste ou a eclitica celeste.

1.° sistema ; Coordenadas horisontais — O circulo fundamental
¢, como dissemos, o horisonte astroncmico, e como a esfera ce-
leste estdi a uma tal distincia de nds que 2 podemos considerar
no infinito, é indiferente tomarmos o horizonte astronémico, ou
0 visual, visto que sendo todos paralelos, se encontram no in-
finito.

As coordenadas horisontais so duas: Alfura e azimute

. Chama-se alfura, ao arco de vertical que passa pelo astro,
compreendidc entre este e o horizonte.

Chama-se verfical de um astro, ao circulo maximo gue passa
pelo astro e pelo zenite e nadir.

Chama-se azimute, ao arco de horizonte compreendido entre
o ponfo Sul e o ponto de intersecdo do horizonte com o vertical
do astro.

Chama-se ponfo Sul, ao ponto em que a projeccio do polo
sul encontra o horizonte.

Chama-se distdncia zenital, ao arco de vertical compreendido
entre o astro e o zenite.

A distincia zenital é complementar da altura, isto é :

distincia zenital - altura = 90°

As coordenadas horizontais sdo de grande vm?;rego por ser
muito ficilasua determinacgdo, visto ripidamente se poder calcular
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em qualquer. altura a posi¢io do horizonte astrondmico; téem,
porém, o inconveniente de variarem com o lugar de observa;ao
2.° sistema : Coordenadas equatoriais — O circulo fundamen-
tal é, como ji vimos, o equador celeste. Este é determinado pela
intersecdo do plano do equador terresire com a esfera celeste.

As coordenadas equatoriais siio duas: Declinagio e ascengdo
recta

Chama-se declinagao, ao arco de circulo horério compreendido
entre o astro e o equador.

Chama-se circulo hordrio ou meridiano celeste, ao circulo mé-
ximo que passa pelo astro e pelos polos do mundo.

Chamam-se polos do mundo, aos pontos onde o eixo da terra
encontra a esfera celeste. Teem como os polos da terra a designa-
¢do de polo norte e polo sul.

Chama se ascengdo recta, ao arco de equador compreendido
entre o ponto vernal e a intercesdo do equadér com o circulo ho-
rario do astro.

Chama-se ponto vernal, ao ponto onde a eclitica infercepta o
equador no equinécio da primavera; tambem se lhe dd o nome

de pn_'\r;:efro ponto de Aries, Representa-se pela letra 7 ou pelo
sinal

O/outro ponto onde a eclitica intercepta o equador no equi=
nociv do outono chama-se primeiro ponto de libra ou da ba-
langa.

Representa-se pelo sinal <= _

Chama-se distdncia polar, ao arco de circulo horirio com-
preendido entre o astro e o polo.

A distincia polar é complementar da declinagio, isto é:

distdncia polar -~ declinagio = 90

As coordenadas equatoriais nio téem o inconveniente das
horisontais, mas, como o equador devido ao movimento de per-
cessdo dos equindcios desliza sobre a eclitica 5" por ano, visto
o movimento de percessio dos equinocios se realizar em 22.000
anos, da lugar a erros

3.° sistema : Coordenadas ecliticas — O circulo fundamental é
a eclitica.

As coordenadas ecliticas sdo duas: Lalitude e longitude ce-
lestes . . _ 3
Chama-se latitude celeste, a0 arco de cireulo de latitude com-
preendido entre o astro e o equador.
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Chama-se c:rcldo de latitude, ao circulo méiximo que passa pe-
los polos da eclitica

ghamam -se polos da eclitica, aos pontos onde a perpendicu-
lar ao centro da eclitica encontra a esfera celeste. Designam-se
por : polo superior e polo inferior; o primeiro corresponde ao
polo norte, o segundo ao polo sul,

Chama-se longitude celeste, ao arco de eclitica compreendido
entre 0 ponto de intercessdo desta com o circulo de latitude do
astro e o ponto vernal.

Note-se que o ponto vernal é fixo na eclitica e ndo variivel
como sucede no equador.

Chama-se distdncia ao poloe da eclitica, ao arco de circnlo de
latitude compreendida entre o astro e o polo da eclitica. E’'com-
plementar da latitude, quer dizer:

distdncia ao polo da eclitica - latitude = 00°

As coordenadas ecliticas sdo as finicas de absoluta seguranca,
mas como as inais ficeis de cbter sdo as horizontais, na pritica,
obteem-se as horizontais e transporta-se depois para as equa\o-
riais ou para as ecliticas.

Assim, na fig 34 o astro A tem como coordenadas hor:son—
tais :

Altura = A a
Azimute=S a
e comeo:
distincia zenital = AZ
Se determinarmos a altura do polo Pn encontramos:

Altura = Pn H
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€ portanto:

90° — Pn H= Pn Z (distincia zenital do polo)
Ora as coordenadas equatoriais do mesmo astro A serdo:

Declinagio — A ay

Ascensdo recta = 7 ay

mas como Pn A=00°— A ap, temos gue conhecidos Z A e ZPn
das coordenadas horisontais e conhecido o ingulo Z do triingulo
esférico Z A Pn estd determinado o valor de Pn A e como

Pn A=90"—A as
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teremos :

Aag=090"—Pn A

e assim obtivemos a declinagio do astro sem ser necessirio me-
dil-a e trabalhando s6 com as coordenadas horisontais.

Se guizessemos a latitude do astro, teriamos entdo que medir a
altura do polo da eclitica Pe e teriamos:

Altura =Pe H

Distincia zenital = Pe Z

ora, como

90° —PeiH=Pe Z

ficariamos com (0 ‘ridngulo esférico A Z Pe de que sio conhe-
cidos :

A Z — distéincia zenital do astro
Pe Z = distincia zenital do polo da eclitica e o dngulo Z

consequentemente, fica determinado o yalor de Pe A que € a
distincia ao polo da eclitica; e como:

00° —Pe A= A a3

obteremos a latitude sem ser necessirio medil-a e s6 utilizando
coordenadas horisontais.
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Coordenadas terrestres

\

A terra é considerada tedricamente como sendo uma esfera,
e assim, tambem € por coordenadas que se determina a posicio
de qualquer lugar na esfera terrestre.

As coordenadas sdo: latitude e longitude.

A latitude mede-se, achando a altura do polo acima do ho-
risonte.

A longitude determina-se pela diferenga horaria, entre o lugar
considerado e o meridiano principal .

» Fim da 5. classe,
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Diciondrio de verbos irregulares, defectivos e im-
pessoais franceses, traduzidos & conjugados nos tem-

pos simples ¢ compostos com os respectivos auxiliares,

para uso dos estudantes da lingua francesa, por J. P.,
1 volume de 152 pag, 2,* edigio aumentada contendo
mais de 400 verbos, cartonado ,... ., .....00iic0nn
Resumo de Quimica para o 3.° ano dos liceus com os 29
problemas resalvidos, da ultima edigao (1 9"7}. R
Resumo de Quimica do 4. uno, (nova edigdo com 6g
problemas resolvidos) (1928). . 23 PR e ¥ U
Resumo de Quimica do 5.° ann. da Wltima ed:qao, com os
100 proolemas resolvidos, 2.* edigao correcta (de 1926) .
Resumo de Quimica do 6.° ano da ltima edigic, com 0k
problemas resclvidos ¢ mais 12 problemas sobre a mesma
matéria, (edigio de 1926) . R T
Resumo dl! fisica, (com f'guras e Bs pmblemas Tesolvi-
dos) 5.* edigdo, actualizada, (edigio de 1928), .\ .u. . -
-Quadros de Zoologia do 1.° ¢ 2.° anos ds liceus, (edigao
A RS N S e s D T A O iy RS &
| o5 de Zuologm 3 °a 5 o anos dos Isceus,. i ariia
r » Geografia de 1.° a 3.° anos e de Histéria
wereal, 4.° e 5.° ancs, edigdo de 1926.... . ..
de Portugal, para o cursa dos liceus, pelo Dr,
A, Torres de Mascarenhas, 1 vol, ilustrado, (g.*
mlizada] edicdo de 1926, catonada....,..
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