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SEGUNDA PARTE,

l oUu
ELEMENTOS DE CALCULO
DIFFERENCIAL, E INTEGRAL.

0 T T T T T S T R M S R e M NN
NOGCOES PRELIEMINARES.

1 HAVEM’DS dado na primeira Parte as
gras neceflarias para calcular as quantidades em
odo ¢ qualquer eftado de grandeza em que pédem
uppor-fe; falta ainda confiderar as varidcGes , pelas
uais as meflmas quantidades podem chegar a tal ou
al eftado de grandeza. Efte novo objeito {érma
utro ramo da Analyfe, que he o da maior utili-
ade nas Sciencias Phylico-Mathematicas , ¢ prin-
ipalmente na Mechanica , onde muitas vezes nag
¢ conlegue determinar as relagbes das quantidades
Ue entrad nos problemas pertencentes 4 dita Sci-
ncia, fem (e ter primeiramente confiderado a re-
¢ad das fuas variagbes, ifto he , dos augmentos e
3s diminuicdes , que as mefnas quantidades rece-
em a cada inftante.

He pois conveniente que nos demoremos hum
Uco nefta parte do Caleulo, cujo objedto he re-
Iver asg quantidades até os feus Elementos, e
ltar dos Elementos para as melmas quantidades ;

A parte
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parte que nad he, propriamente fallando, hum
novo methodo de calculo; he huma applicacad
dos methodos enfinados na primeira Parte , ou an-
tes huma fimplificacad das regras que Ia fe derad.

2 Dous fad os objeflos que prefentemente nos
propomos : © primeito he enfinar o methodo de de-
fcer das quantidades para os feus Elementos, o
qual fe chama Caleuls Differencial. O fegundo mof-
tra o caminho para tornar dos Elementos das quan- |
tidades para as melmas quantidades ; efte methodo
chama-{e Calenlo Integral.

Como vamos confliderar as quantidades re-
lativamente aos feus Elementos, ifto he , relativa-
mente aos feus augmentos infinitamente pequenos,
he neceflario expor primeiramente o que entende-
mos por quantidades infinitamente pequenas , infi-
nitas &c. , ¢ moftrar a fubordinagad , que no cal-
culo deve haver entre eftas quantidades.

4 Dizemos que huma quantidade he infinita,
ou infinitamente pequena em comparacad de outra ,
quando he impoffivel aflignar quantidade alguma
ou tab grande ou tad pequena , que eXprima a ra-
zad que ha entre aquellas duas quantidades , ifto
he , o0 numero de vezes que huma contém a outra.

Como huma quantidade deixaria de fer quan- &
tidade , fe pudefle deixar de fer capaz de augmento |
ou de diminuigad, fegue-fe que nad ha huma
quantidade tab grande ou tad peguena a refpeito 5
de outra , de maneira que nad poflamos conceber
outra quantidade terceira, infinitamente maior ot
infinitamente menor gue ella,

Por exemplo, fe x for infinito em comparagad
de a, ainda que nefta hypothefe he impollivel ailig- -

nar §
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nar a fua razad , com tudo nad ha embaragco para

concebermos huma terceira quantidade , a qual feja

em comparagad de ¥ o mefmo que x he em compa-

racab de a ; ifto he, que feja o quarto termo de

huma proporgad , cujos tres primeiros foffem a ; »
4

.. ¥ 130 quarto termo pois -’:—feriinﬁnimmen-

te maior que x, porque contém x tantas vezes ,
quantas fe [uppGe que x contém a. Da mefma forte

podemos conceber muito bem o quarto termo da
» ﬂ:

propor¢ad x ta 1. a; e efte quarto termo ——
. X

ferd infinitamente menor que a; porque de-
ve fer contido em @ tantas vezes , quantas fe
fuppoem que @ he contido em x. A noffla imagi-
nacad nad reconhece limite algum a efte refpeito :

ainda fe péde conceber da mefma forte huma nova
2

quantidade , que a refpeito de ; feja tad infinita-

a? :
mente pequena , como he — em comparacad de
-

a, Eis-aqui a que chamamos infinites , e infinita-
menle pequenss de differentes ordens.

_Em geral , o produ@o de duas quantidades in-
finitas 3, ou infinitamente pequenas da primeira or-
dem he infinitamente maior, ou infinitamente me-
nor que cada hum dos feus dous faftores. Com
ffrﬂm » Xy Ly . ¥t 13 mas x fendo infinito con-

°M a unidade infinitas vezes ; logo xy conterd y

Uma infinidade de vezes. Hum raciocinio feme.-

lhante moitra, que o produ@o ou a potencia de
qualquer numerg de dimensaes ,» cujos faltores fe_
A2 jad
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jab todos infinitos da primeira ordem , he de huma
ordem de infinito defignada pelo numero dos feus
fa&tores. Aflim quando x he infinito, x4 he infi-
nito da quarta ordem , illo he , infinitamente maior
que x’ , 0 qual he infinitamente maior que x* , e
elte tambem infinitamente maior que x. Com ef-
feito x4 T &b IY xi T2l ¥ Tx Y ¥ ? 1. Acons
teceria o contrario , {e x folle infinitamente peque-
no ; entad x4 feria infinitamente pequenc da quar-
ta ordem , ifto hey, infinitamente mais pequeno que |
x} , o qual feria infinitamente mais pequeno qué
x2 , e elte ultimo infinitamente mais pequeno

lll]'E '

Pelo contrario huma fraccad cujo numerador |
for huma quantidade finita, e cujo denominador |
for huma potencia qualquer de huma quantidade
infinita , fera infinitamente pequena de huama or-
dem dcfignada pelo expoente d2 mefma potencia. &

Aflim , fendo « infinito, —- he infinitamente pe-
&

b :
queno da fegunda ordem ; —  he infinitamente
&

pequeno da ferceira ordem. Com effeito .

b b |

— I — e X LT

* x2 x X

Quando porém lum produo nad tiver todos
os falores infinitos , a fua ordem de infinito na
fe deve determinar fenad pelo numero dos falto-
res infinitos : aflim axy he da melnia ordem que
xy. Com effeito axy L xyi. a1, covalor deft
ultima razad péde-fe determinar, fe 2 for huma
quantidade finita.
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Note-fe bem a differenca que ha quando fe
omparad os infinitos ou infinitamente pequenos
entre i, ou qugndo fe comparap com as quantida-
des, a cujo refpeito fad inhnitos ou infinitamente
pequenos. Se x he infinito em comparagad dea,
nad ha quantidade que pofla medir a fua razad ;
mas na mefma hypothefle 2 razad de » para », mul-
tiplicado ou dividido por qualquer numero finito ,
he huma razad finita : aflim x infinito ou infinita-
mente pequeno nad he comparavel aa, {uppondo-
fe a finito; mas he comparavel a ¥, porque
XogdXx .o Il

5§ Para fe exprimir no calculo que huma quan-
tidade x he infinita em comparagad de outra quan-
tidade « ; ou, quevem a fer o mefmo , para ex-
primir que « he infinitamente pequeno em coinpa-
ra¢ad de x , he neceflario delprezar na expreilad
algebrica , em que fe acharem ambas as quantida-
des , todas as potencias de x inferiores & mais ele-
vada, e confeguintemente todos os termos em que

x4
ey fup-
puzermos x infinito relativamentg a @ ¢ 4, fuppri-

: T T
miremos a e b , o que dara % ou 3

% 5
de fj—i na hypothefe de x fer inhnito. Com

5% 45
34—
;3 mas fuppondo-fe »

o

na6 houver ». Por exemplo, e em

por valor

effeito 3 Te
5%+ &

in-
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b

infiriito a relpeito de a e de &, as fracgdes ok =
L

que reprefental as razbes de a e de 4 para », devem
necellariamente fupprimir-{e ; porque eftas razoes,
pela mefma hypothele , fad inferiores a qualquer

quantidade per mais pequena que fe [upponha :
lIogo nefte cafo a quantidade propofta deve redu- |

zir-fe a ..i-

Da mefma forte a quantidade #* 4+ ax-} 4 fe |
reduz a ¥? , quando x he infinito. Porque nefta
hypothefe , como acabamos de ver , deve-fe fup-
primir 4 em comparagad de ax; mas x#? he tam-
bem infinito em cemparacad de ax, pois que |
x* *ax .. x ! a,cpor tanto deve-fe fupprimir ax ;
logo nefte cafo a quantidade fe torna em x2.

_ Peclo contrario fe x for infinitamente pequeno, |
devemos confervar {omente os termos em que ¥

tiver menor expoente, Affim x* 4 ax reduz-fe a |
ax na hypothefe de » infinitamente pequeno ;

b b
f__"l'___ reduz-fe a — na melma hypothefe,

cx +d d

Nem receemos que eftas omifsges alterem as
confequencias que fe deduzirem dos calculos a que
cllas fe applicarem ; antes pelo contrario {6 por
eftas omifsges he que exprimimos o que intentamos
exprimir , ifto he, que » he infinito ou infinitamen-
te pequeno ; {6 por eltes defprezos he que podemos
chegar a huma conclufad conforme 4 hypothefe. Por-
que , fuppﬂndu,r infinito , fenad delprezarmos os

termos em que acabamos de fallar ; fe por exemplo
¢
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34—
em 5 ou * nad defprezarmos '@
5% EIT b x
5 "
b / a b
—, como o calculoentad nad exprime que — € =

x x
fab razdes inferiores a qualquer quantidade afligna-
vel , nad refponderd ao que fe procura , que he
faber qual he o valor defta quantidade na hypo-
thefe de » fer infinito. Em huma palavra, fe ain-

2 a . ; ﬂ ﬁ = s
da attribuiffemos a — e.— alguma influencia no
& -

valor bufcado, contradiriamos a fuppofigad que
haviamos feito.

Nab faltarid occafides em que poflamos veri-
ficar a exa&idad do principio relativo ao defpre-
zo das quantidades infinitas das ordens inferiores;
mas entretanto contentarnos-hemos com dar hum
exemplo , o qual péde fervir de confirmagad do que
acabamos de dizer. Vé-fe que os termos da ferie

300, by TNl g% ohg1aieh

P i i ) ’

2 S ST T
Xima6 mais da unidade , mas nunca podem paflar
defte limite por mais que fe continuem. Cada

termo péde fer reprefentado por :«Tj‘—: , [ubltituin-

do em lugar de x o numero do mefmo termo.
Como pois os termos continuamente [e vad avezi-
nhando da unidade , e tanto mais {e approximad
quanto mais fe apartad da origem; eftd claro que (6a
huma diftancia infinita da ori gem he que poderad to-

| car

8c. cada vez [e appro-
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car o dito limite da unidade ; logo para acharmos
o ultimo termo da ferie , devemos fuppor ¥ infini-

H .
to no feu termo geral

x I

dade, conforme o principio eftabelecido , reduz-fe a |

: -
—, 1lto he a 1 ; logo o delprezar o termo 41
x

ada tal como deve fer. Ultimamente em fazer |
o delprezo obra-fe confequente com a hypothefe. |

Tal he a fubordinagad que deve haver no cal-
culo entre as quantidades infinitas ou infinitamen-
te pequenas. Na applicagad porém defte principio
podem occorrer alguns cafos, fobre que vamos
prevenir o Leitor.

Cada huma das duas quantidades #* 4 ax - 4, |

e x? 4 ax + ¢ e reduz a x? na hypothele de x in-
finito , de maneira que entab a fua differenca parece
fer nada ; mas realmente a differenca he b — ¢, ou
¢ — b, para qualquer valor de x. Eis-aqui a folu-
¢ad defta difficuldade apparente.

A differenca das duas quantidades he # — ¢ ou
¢ — b ; mas quando a bu?camus depois de haver
fuppofte % infinito em cada huma das mefmas
quantidades , o que fazemos he averigoar que vem

2 fer a differen¢a a relpeito das ditas quantida- ©

des ; e como cada huma dellas he entad infinita ,
devemos achar que efta differenga he nada em com-
paragab dellas, como com effeito fe acha, Quando
pois procurarmos em que fe torna o refultado de
certas operagbes fobre muitas quantidad:sh na
1"-

. Porém efta quanti-

tanto nab altera a conclufad , que antes |
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othefe de # infinfto , devemos executar no mef-
o refultado a regra acima dada , € nad em cada
uantidade tomada Teparadamente.

Defte modo acharemos , que a foma de — »* -
ex + b e x* 4 bx + ¢, quando x he infinito ,
fe reduz a ax -+ bx ; porque em geral he ax - bx
-+ b 4 ¢, que fuppondo x infinito fe reduz a ax
- éx. Da mefma forte a quantidade x—/ (xx—bb) ,
que parece fer nada na hypothefe de x infinito, he

verdadeiramente -?— . Porque 4/ xx —bb ) he a
x
indicaca da raiz quadrada de xx — &4 logo para
acharmos a differenca entre clla e x , devemos re-
duzir 4/(xx — 8b) em ferie (Alg. 149), € teremos
bl b4
#— f(xx—bb) =x—x 4+ ;-—}- g + &c.

bb
ou — - HTF - &c., que fuppondo x infinito

2%
- bb
em comparagad de 4, fe reduz a Pl

E L E-




10 ELEeEMeENTOS S

ELEMENTOS

DE
CALCULO DIFFERENCIAL

6 QUANDD confideramos huma quanti-
dade variavel como. crefcendo por augmentos infi-
tamente pequenos, fe quizermos conhecer o valor
dos mefmos augmentos , o meio mais natural que
fe offerece he determinar feparadamente o valor da
quantidade propofta em dous inftantes confecuti-
vos , do que refultardd dous valores ; entad a dif-
ferenca entre clles he o augmento ou diminuigad
inftantanea que a quantidade recebe, € a que fe di
o nome de differenga , ou de differencial, ou tambem
de fluxai da quantidade.

7 Para exprimirmos a differencial de huma
quantidade’ variavel fimples como x ou y, efcreve- =
remos dx ou dy, ifto he, allentamos antes da va- |
riavel a letra @, que he a inicial da palavra diffe-
renca. Para indicar porém a differencial de huma
quantidade compofta , como x* , oun 5% 4 3%°,7
on 4/( #* — a* ), encerramos adita quantidade en-
tre parenthefes, pondo antes delle a letra 4; aflim
efcrevemos d(x* ), d(5x" 4 322), d( /[ #°
— H y &C. _ '

Daqui em diante reprefentaremos as quantida-
des variaveis pelas ultimas letras ¢, u, x, y, z &0

AL §
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Ifabeto, e as conftantes, ou as que confervad fem-
ire o mefmo valor, pelas primeiras letras 4, &, ¢, &c.
e algumas vezes for neceflario ufar de outra forte,
ab deixaremos de o advertir. Quanto a letra &,
126 nos ferviremos della, fenad para indicar a dif-
erencial da quantidade junto de que fe achar.

8 Conforme a idéa que acabamos de dar fobre

differencial de huma variavel, efta claro que
ara acharmos a differencial de huma quantidade
ue nad contém variaveis fenad do primeiro grao,
em eftarem multiplicadas ou divididas entre fi,
[creveremos antes de cada variavel a letra 4,
onfervando o final que cada huma tiver.

Por exemplo , a differencial de x 4 y — =z fera
% = dy — dz. Com effeito, para acharmos efta dif-
erencial, devemos confiderar x como tornando-[e

mx-de, yem y-+dy, z em z-+dz, e por
anto a quantidade propofta , que em hum eftado he
-+ y — z,no immediato viraa fer x 4 dx 4y 4
'y — z — dz; logo a diiferenca entre eftes dous va-
ores inltantaneos , ou ¥ +dx -}y + dy — 2 — dz
x* —y<4z,ou dx 4 dy — dz he a differencial’
2 quantidade propofta.
O melmo fe praticard , quando as variaveis que
ntradb na quantidade tiverem coeflicientes,

Alim...d(se43y) =35dx 4 3dp. . . d(ax
by) = adx 4 bdy. Porque quando xey fe tor-
3 em x 4+ de e y-+-dy, a quantidade ax -4 by
tormaem a(x 4dr) 4 b(y 4 dy) — ax -} adx
by 4 bdy ; logo a differenca dos dous eftados ,

u a differencial da quantidade he adx - bdy il ito
€
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he , em geral cada huma das variaveis deve ter
antes de i a letra 4.

Se na quantidade propofta entrar hum termo
conftante, a differencial feri a mefma que fe tal
termo nad houvefle ; porque @ differencial de huma
conflante he nada, Com effeito , {fe huma conftan-
te tivefle differencial ou augmento , deixaria de’
fer conftante. Aflim d (ax - &) = adx.

g Seas quantidades variaveis fimples eftiverem

multiplicadas entre fi . . . D{f‘}rmnnr:ma.r Succef-|
Jfivamente em ordem a cada buma das VAriaveis , |

coms fe todas as outras foffem conflantes , e ajunta-
remos todas as differenciais,

Por exemplo, para differenciar xy praticare-
mos primeiramente como fe x fofle conftante , ¢
virh xdy, cfcrevendo em ultimo lugar a variavel
que tem d, para evitar equivocagab; depois diffe-
renciaremos xy como fe y fofle conftante, o que
dar4 ydx , de maneira que a differencial total de 4

fera xdy -+ ydx,

Com effeito fuppondo conforme o noffo prin- |
cipio que x fe torna em x + dx, e yem y 4 dy, 1|
fe tornari em (x 4+ dx) (y + dy) = xy + xdy +|
ydx 4 dxdy 5 e a differenga ferd xy 4 wdy -+ ydx |
4 dxdy — xy = xdy < ydx -+ dedy. Mas pan|
exprimir que dx e dy fad infinitamente pequenos,

devemos ( g ) delprezar o infinitamente pequeno
da fegunda ordem dxdy em comparagal dexdj
e ydx , que fad infinitamente pequenos da primeirs;
logo a differencial de xy he xdy < ydx.

Do
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"D mefmo modo d (xyz) = zd (xy) - xydz
vydz 4 xzdy < yzdx , o que fe demonftrara
omo acima ; ¢ d (uxyz )= yzd (ux) 4 uxd (yz )
uxydz 4 uxzdy - uyzdx 4 xyzdu,
10 Para differenciar buma potencia qualquer de
uma variavel , diminua-fe o ﬁ'u expoente de huma

unidade , ¢ multipligue-fe pelo mefms expoente que
tinha , ¢ pela differencial da variavel,

Affim d ( ¥? ) = 2xdx , multiplicando pelo ex-
poente 2 , tirando 1 do mefmo expoente 2, € mul-
tiplicando em fim pela differencial 4x da variavel x.

Do mefmo moilo d{ .t'f:l_—_S.rﬂ,:f.r_ oo (-X4%)

—4xldy .. d(x77 )=—1qx—4dx ... d{:i]
4

= Ix~%dr. . d{x" ) = _‘;; x%a?x,ecm ge-

ral d (2™ ) == mam=tdx , {cja qual for o expoente
m , pofitivo ou negativo , inteiro ou fraccionario.

Com effeito fuppondo que x fe torna em x -
dy , xm vira a fer (x 4 dx)® = x™ 4 mx™ —'dx

+m. L fant ;“"1&'.1'1 + &c. (Alg. 149 ). Mas

M, ———0 xm—37Jy? Jefvanece em comparagab

ﬂ*—‘.mx"“"’ tdx » € 0 mefino acontece aos termos (-
glintes , que feriad infinitamente pequenos de or-
ens inferiores ; logo & (% )= x" mx™—1dx
XN == gyt =1

Se houver hum coefficiente ou multiplicador
onftante , nem poriffo havera mudan¢a na ope-
ragad ; o mefmo coefficiente fe confervari i{m dif-
eren-
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ferencial affim como eftiver na quantidade. Por’
exemplo 4 (ax™) — max™—'dx.

11 Para poder differenciar todo o genero de
quantidades Algebricas , bafta faber o que temos
dito até aqui: tudo o que fe fegue para diante nad|
he mais que huma applicagad das regras que
acabamos de dar.

12 Se tivermos ax’y?, confideraremos x? e y2 como|
duas variaveis fimples , e (g) teremos 4 ( ax’y? ) =

axid (y* ) 4 ay* d ( ¥} ) = 2axiydy -+ 3ay* x%dx. |
Do melmo modo & ( ax?izt ) — gaxz4y*dy —+
4ax?yizidz | 2axy’ztdx. Em geral 4 ( ax™y* ) =]
nax™y* — idy 4 may"xm— tdx,

13 Se for dada a fraccad %, efcrevendo -1

¥
(Alg. 141) afim ... xy—*, e applicando a regra |}

dada (g e 10), teremos d (xy—') == y='dx — xy—dy |
dx xedy ydx — :rrff

—
———— —
— =

b ; ¥y
Logo: A differencial de hama fracgas be igual
@ differencial do numeradsr multiplicada pels n"frm- -
minador , menos a differencial do denominador mul- |
tiplicada pelo HH.?HH‘H{!IF:’-.'-" Jendo tude dividide pelr
quadrads do rerﬁmmmmfar '

B ol om s S axz
Aflim d | =3 d( )
axydz 4 ayzdz — ﬂrz.-:;r_y

il » ”'d(#-l- 9
a7

14
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14 Paffando agora as quantidades complexas,
¢ nellas vad entrarem potencias de quantida-
es complexas , differenciaremos fepararadamente
ada hum dos termos, de que ellas conftarem.

Afim ... d{ ax’ 4 bx® 4 exy ) = ax%dx 4

bxdx -{-:x-ﬂ'_r-l— cydx oo . d (“""‘: + "5"'+ g*)

cx*dy — 2cxydx :
21?1*:.".1'—*—&.:’!#—1—- - v oo d ( Xy
ay* 4= b )= 3x?ydx 4~ x3dy -} 2aydy, lembran-
0-nos de que a diiferencial de huma conllante
¢ nada. :

15 Se a quantidade complexa tiver hum ex-
oente total , como em (a4 bx -+ cx* )5, con-
ideraremos toda a quantidade affe&a do expoente
omo  huma 6 variavel, a qual fe differenciara
onforme a regra das potencias. Aflim & (a -+ b=

cx? P e—gCadbxtcx*yd ( ad bx+4
x' )= 5 Ca -t bx -} ex2 )4 (bdx 4+ 20xdx). Da
1 +

efma forte d'( a -+ b2 )3_"_." *-%- (a4 bx® JT

3 '

brxdy = —:.-{-'-E.t'.:fx (a-fdx2 )5 .

.16 Se a quantidade complexa fe compuzer de
ifferantes faftores , conflideraremos cada hum del-

¢s como huma variavel fimples, e obflervaremos
oy

“Tegra rl:::s produftos. Affim »¥ (a4 fx° }T ’
ue fe péde confiderar como compoita de dous

4 =
a&tores x? e(adbx2)’ ,dardd[? (a4bx2)" ]
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’ g
= (a4 b)) d(0)Frdat+ b)) =

‘i . E T i
3% (et b2 )} dx = 2 bxt (a4 bx? ) ' dx

i
Da melma forte d’(%-%;) ot
3 (e B ‘xtay dx—a(xta) (x4 B)dr
(x4 &)+
(x4 35— 2a) (x+ a) dx

B TESL :

17 Se a quantidade Frﬂppﬁa for radical,, fub-

r

fliluiremos expoentes fraccionarios em lugar dos
radicais (Alg. 128 ), e differenciaremos. Aflim |

dly)=d () =1 v 0 AV |
WA e
foi}:%xrdx...J[f(m—-n}]:

SO - CRRITR e Wt R e
d (aa — y))" =~ ydy (a3 —3) Viai—)
ca (e V{(atber y))=d[mm(adt be )7 ]

F

- pye x'ﬂ*#_’n’x[ﬂ-{-&r”}Tu + mxm—Tdy
IE" j

i oA z g 2

( atbx* ) "'d(_z+.,/(aa+m; =

2xdz

'ﬂ(-;E [z4 vV(ztta)]) =—— +
dadz - 2zzdz

ada y/ (aa- 2z) 3
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Das Differencas fegundas , terceiras , &e.

18 ALEm das Differengas primeiras, de
ue acabamos de tratar , confiderad-fe tambem as
differencas fegundas; terceiras , &c. Para as deli-
gnar , he coltume por antes da variavel tantas le-
tras d , quanto for o numero da differenca que fe
quer exprimir. Aflim a differenca fegunda de x in-
dica-fe por ddx , e tambem por d%x , a differenca
terceira por dddx , e tambem por d'x, &c.; ex-
prefsbes que nad fe devem confundir com o qua-
drado ou cubo &c. de dx, que reprefentaremos
fimplesmente por dx? , dx? , em vez de (dx )?,
(dx)' , &c. 3 nem com a differencial de x2 , ou de
'y &c. que ja affentimos em exprimir fempre
r d[x*c}, djfx* Jojdpc.

Por differenca ou differencial fegunda de huma
quantidade entendemos a differenca da differenga
rimeira , ifto he, confideramos a variavel como
ccebendo augmentos defiguais , mas tais que a
ifferenca éntre clles he infinitamente pequena em
comparacad dos mefmos augmentos. Affim , ddx
he infinitamente pequeno em comparacad de dx ,
: nas differencas terceiras dddx he infinitamente
¢queno em comparagad de Jdx, &c,

Sab pois ddx e dx* infinitamente pequenos da
egunda ordem , mas com tudo naé a6 iguais en-
re i ddx he a differenga fegunda de x , ou a dif-
erenca de duas differencas confecutivas , e dx? he

quadrado de huma diﬂ%rﬂnga.

. O meio mais natural que fe offerece para deter-
nar as differencas fegundas , he confiderar a
B quan-
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quantidade em tres eftados confecutives infinita-

mente vizinhos , tomar 2 diﬂ'erem;a entre o fegun- !

do cftado e o primeiro, entre o terceiro e o fe-
gundo , e tomar depois a differenca deftas duas
differengas. Por exemplo , o primeiro eftado de »
he x , o fegundo he x 4 dx, o terceiro he x 4 dx

L

—+ d (x4 dx); adifferenga entre o fegundo eo |

primeiro he dx , e entre o terceiro e o fegondo he

dx 4+ d (dx) ; em fim a differenca entre eitas duas |

differencas, ou a differenca fegunda de x he 4 (dx);
logo ddx = d (dx). Donde fe fegue que para ter-

mos as differengas fegundas differenciaremes as dif- |
ferengas primerras pelas regras dadas para eflas fe |

acharem.,

Por exemplo dd (xy) = d (xdy = ydx) = xddy 1

- dydx 4 dydx -} yddx = xddy -+ 2dydx -+ pddve. |
Do mefmo modo dd ( x? | = d (2xdx) = 2xddx + |
gded oL . ﬂrd'(“—‘"}:“d(mn‘ﬂ“;&-]:

m (m—1) ax®=3dx* 4+ maxm=iddx ., , dd (_'f..)
y

__id(ix xﬂ'y)__cfix_ﬁd'.m’;
T pouas, v s Rk L

——

}.I .},i-

}.".’

i}laé receemos  nefte  calculo , que os infinita- |

mente pequenos da fegunda ordem que fe del-
prezad nas differencas primeiras , produzad de-
feito algum nas differengas = fegundas ; porque
a difterencial de huma quantidade infinitamen-

te pequena da fegunda ordem he infinitamente |

xddy

2xdy? _ 2xdy? + y'ddx — xyddy—2ydxdy |
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quena da terceira, e por tanto deve-le defprezar
m comparagal das differencas fegundas, que fad
niinitamente pequenas da fegunda ordem.

A regra fera a mefma , [e na quantidade entra-
em diﬂ%ren;as primeiras , quer eftas fejad reful-
ado de huma differenciacad exafla , quer nad.

d
fim . . . d (xdy) = xddy + drdy . .. d ()=
&
xddy — dxdy Ao dyddx — dxddy

, e ( dx
() ="
19 Quanto s differencas terceiras , quartas &c.
ifcorrendo como acima , devemos differenciar do

odo ordinario as differencas fegundas , terceiras,

C. confiderando-as como outras tantas variaveis
ifferentes.

20 Nos. calculos em que entrad muitas varia-
¢is , ordinariamente para fimplificar fuppGe-fe
onftante huma das differencas primeiras, Efta
uppoficad he licita , porque podemos tomar huma
as differengas primeiras por termo fixo de com-
racad das outras differencas primeiras; e fim-
lifica o trabalho , porque faz defaparecer to-
05 os termos affetos da differencial da quantida-
€ que fe toma por conftante. Suppondo por ex-
mplo dx conflante , he ddx — o0 , e todos os ter-
0% ai’fp&us de ddx fe defvanecerié. A unica atten-
25 pois que devemos ter nefte cafo he naé diffe-
tciar a differencial conftante naquelles termos

d
que ella fe achar. Aflim a differencial de ?x— ;
J
ppondo dy conftante , he ﬂT’fd‘r . Se pelo
y

B2 con-
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contrario fuppuzermos dy conftante , a differen-

ciﬁl de -fff- fera -ﬂ- 3

d dy .
Ifto mefmo que fe obferva na paffagem das dif-
ferencas primeiras para as fegundas , fe deve obfer-
var em todas as mais diffevenciagdes: confidera-
remos fempre como conflante aquella differencs
primeira que aflim houvermos tratado.

21  ADVERTENCIA, Havemos até aqm
fuppofto, que as variaveis x,y, &c. augmentad
todas ao mefmo tempo, ifto he , que tornando-fe
xemx—dx, y vem a fer y4dy, e aflim das
outras. Acontecendo porém que diminuaé humas
em quanto as outras crcfcem , devemos depois de
fazer a differenciagadb mudar no refultado o final
da differencial da variavel que vai diminuindo, ou/
tambem podemos confervar a differencial do mef-|

mo modo que a dad as regras precedentes , mas n3
applicagad que della fe fizer a qualquer problem:
tomaremos ' negativamente a quantidade repre-
fentada pela ditferencial da variavel que dimi-
nue. Com effeito fe y tem ¢ de diminuicad , ¢
fe na differenciagad fuppomos tacitamente que y f¢
faz vy -+ dy , he precifo que‘y —g=y+dy,
[

—g—dy,o0ug= —dy; logo ncltes cafos, fi-
1a da differenciagad , devemos fempre chamar — 4
ao que chamavamos dy. Dilto encontraremos mui- |
105 exemplos no decurfo deita Obra.

O melmo fe entende das differengas fegnndas

a refpeito das differencas primeiras. Se a differen-
cial primeira diminuir , differenciaremos pelo modof
ordipario ; mas va applicagal a qualquer proble:

ma,
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2, o qie fe houver chamado ddy fe chamard
ddy , lendo dy a differenca de que fe trata.

Tais fad as regras para differenciar as quan-
tdades , quande ellas fe propoem immediata-
ente. Succede porém muitasvezes , que em lu-
ar das mefmas quantidades entrad no calculo ou-
ras que as exprimem ; como por exemplo, em
ugar dos angulos nos fervimos ordinariamente
0s feus fenos, tangentes , &c. e em lugar das
uantidades ufamos muitas vezes dos feus logari-
mos. Vejamos pois de que modo fe deve diffe~

ciar elte genero de exprefsdes.

Das Differenciais das quantidades affeas
de Senos , Cofenos , .

22 SUppunhamus que temos para differen-
1ar o feno do angulo ou do arcoz, que he coftu-
¢ exprimir por fen z. Coneebendo que o an-
lo 2 fe faz 2 4-dz, ferd d (fen z) = fen (x4 dz)
fenz = fenz cof dz -} fendz cof x— [fenz,
uppondo o raio =— 1 (Trig. 34). Mas o feno de hum
1co infinitamente pequeno dz he clte mefmo ar-
€0, ¢ 0 feu cofeno nab differe do raio; logo fen dz
d%, ecof dz=1; ¢ confegnintemente 4 (fen z)

= dz ¢uf z, logo a differencial do feno de qualquer

ree he igual i differencial ds :-'u{ﬁﬂﬂ arco multipli-
ada pely Seu eofens,

23 Do mefmo modo d (cof z) = eof (z -+ dz)

“) 2= cof z ¢cof dz — fen z fen dz — cof g
- L
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— dz [en z. Logo a differencial do cofens de qualquer
arce be igual @ differencial negativa do mefmo arco ,
multiplicada pelo [eu feno.

Com os dous principios & ( fen z ) = dz cof z,
e d(cof ) = — dz fen z podemos differenciar
qualquer quantidade compolta de fenos e cofenos,
applicando as regras acima dadas.

Aflimd (cof 3z )=—3dz fen 3z. . .d (cof mz)
= — mdz fen mz, fendom conftante ... d ( fen mz)
=mdzcof mz...d(fenzcoft ) =dz coft cof
—dt fenz fent ... d(zfenz)=dzfenz+

2d% cof % oo o d (fen™ 2 ) = mdz cof % fenm~'z.

oo d (cof™ z)=—mdz fen z cof M=% . . . dd (¢sf %)
—=d( — dz fen z ) = —Ja’zﬁnz.—
dz? cof Z+. . dd (fen z ) = ddz cof z — dz* fen z.

24 Se tivermos para dlﬂ'nrcnclir tang % ou |

ﬁna
rq;"z

3 fenz ﬂ'ﬂ cof 2z < dz fen*z dz

——( Trig. 29 ), appl::andn as regras achare-

cof z cof 2z cof 2z
na hypothefe de fer o raio — 1. Logo « dif-
erencial da tangente de bum arco o he :gunfndg'ﬁrm-

cial do mefmo arce, dividida pelo quadrade do feu

cofena,

25 Se nos derem para differenciar ¢t z ou
cof 2 —dz fen*z —dz cof *z

O ivainos 4
fen z Jenz Jencz
— dz
= fentz

are

Logo a di ﬁ:r:nrmf da cotangente de hum |
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arco he igual @ differencial negativa do mefmo arco ,
dividida pelo quadrads dv fea [eno.

Do mefmo modo fe acharad as differenciais fe-
‘gundas , terceiras &c. das quantidades affeftas de
enos , cofenos , tangentes &cc.

Das quatro regras dadas fe fegue, que a diffe-
rencial de hum arco he igual 2 differencial do feu
feno, dividida pelo feu coleno , ou i differencial
negativa do feu cefeno, dividida pelo feufeno, on
a differencial da fua tangente , multiplicada pelo
quadrado do feu cofeno , gu tambem a differencial
negativa da cotangente , multiplicada pelo qua-
drado do feu feno.

Affim fe for z hum arco cujo feno feja y, o co-
feno x, e f a tangente, teremos 4 (A, fen _ri oudz —

dy — dx dt
§ = —,dz:-—lu—l—-—-n-ﬂ #
WAk Pl yiieng %y € 4T st 757 e
ady
; =Ve—7)’
d’z: _-—-gg ] .i:_._..
p”{u'—x‘}’dﬁ_ﬂa*—l—:* :

Se o raio fofle igual aa, feria dz —

Das Differenciais logaritbmicas.

26 SEjaﬁ yey' dous termos confecutivos de
ima progreffab geometrica, cujo expoente {eja
71 €a,a’ os dous primeiros termos. Sejad do mel-

mo modo ¥ ¢ x’ dous termos confecutivos de hu-

ma progreflad arithmetica , v.:v:u.'n:s[.nu:nnr.hm'n::sf:il 20s
ous
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dous y ey’ da geometrica, e cujos primeiros dous
termos fejad 4 e &'; ifto he, fupponhamos
g DN F v omlas
i BT aRe L gl g gl S0 o,

Serab x e x' os logarithmos refpe@ivamente de
yey' ( Arithm. 216 ).

IF 4 'f
Como ( Arithm. 211) temos —=— —; fe
i

for z a differenca entre y' ey, ifto flﬂ , fe for y' =
! !

y+ =z, vird A : » OU ﬂ: —a'—a. Mas
a natureza da progreffad arithmetica ( Arith. 204 )
di ¥'— x — b'— b ; logo fe fuppuzermos @’ —a i |
b1—b > 1. m, fendo m hum numero qualquer,

maz . ;
teremos = «'—x 3 equacab que exprime

J
em geral a razad de huma progreflab geometrica
valquer para outra qualquer progrellad arithme- |

tica correlpondente.

Se emn ambas as progrefsbes os termos confe-
cutivos forem infinitamente vizinhos , ferd z — 4y,
¢ x! — x = dx; alfim a equagad fc torna em |

mady
' : aall
mero finito ; porque duas quantidades infinitamente
pequenas podem conter huma a outra tantas ve-
zes ,quantas huma quantidade finita contém a ou-
tra tambem finita. |
Vé-fe pois que a differencial dx do logarithmo
de hum numero reprefentado por y he igual a dif-
ferencial dy defte numero , dividida pelo mefmo
. DU

= dx, ¢ m nad deixara poriffo de fer hum nu- |
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fumero y , e multiplicada pelo primeiro termo a
da progreflad geometrica fundamental e pelo nu-
mero m , que denota a razad da differenca dos dous
primeiros termos da progreflad arithmetica para a
differenca dos dous primeiros termos da progreflad
geometrica. Como efte numero m fixa de algum
modo a relagad das duas progrefsdes , da-fe-lhe o
nome de miduls.

Logo hum mefmo numero y pode ter differen-
tes logarithmos , conforme os valores que fe derem
am ea a. Mas entre todos os differentes fylte-
mas, o mais commodo nos calculos aﬁebricm he

aquelle em que a—1 , e m=1I. efta hypo-
thele a equacad ot — dx , que comprehende to-

d
dos os fyltemas , fe torna em Y —dx.

27 Segue-fe pois, que no Ji"}rﬁcma de logari-
thmos de que fe ufa nos calculos a differencial do
logarithmo de huma quantidade he igual @ J{ﬂ.‘trﬂr-
ctal da quantidade , dividida pela mefma quantidade.

~_ Antes de comegarmos a fazer ufo defte prin-
cipio na differenciacab de qualquer quantidade ,
devemos notar : 10 que Os logarithmos de que
tratamos , nad fab os tabulares, mas fab os que
fe chamad hyperbslicss pela razad que adiante ve-
remos , quando enfinarmos o modo facil de paffar
de huns para outros.

2° Como o primeiro termo & da progreflad

arithmetica nad apparece na equagad -Hiﬂtr- = dx,

y
tanto efta como a outra particular %— = dx, que
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he deduzida daquella, tem fempre lugar , feja qual |
for o logarithmo do primeiro termo da progreilad |
ometrica. Aflim podemos fuppollo ; para maior
%:cﬂidade » igual a nada, e confeguintemente feri
cifra o logarithmo da unidade ; mas naé nos ef-
quecamos de que ilto he inteiramente arbitrario. =

Tomando pois a unidade por primeiro termo
da progreflad geometrica , e cifra por primeiro ter- |
mo da arithmetica , podemos aqui applicar as re- |
gras dadas ( Arithm. 227 , e feg.j, ifto he , em
lugar de / ( ab ) podemos tomar Ja =+ i , denotan- |

do /o logarithmo. Da melma forte / {H —la—1b; |

como tambem /a™ =— mlz ; ¢ em fim I:r’a“ -

= m
fﬂ e .I’n'.'l'a
i 4

dx

Ifto pofto , dix = — . . . di(atx) =]

x
d(a+x) AL e i, vt
a4 x a-J TR atx

J[fﬂ—-f[‘d—i—x}]m &

a » advertindo
x
que a differencial da conftante /a he nada.

d.
Do melmo modo df%:.__xf.___ﬂrg(x:] |

24, dx d)
= . dl(xy) = dllx ) = 2%

£

X dx dy a4 x dx
-|£IT=T'—I—-1-EJE_‘# a+;+

dax
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dx 2xdx
ppa e A dl (aa -} xx) = = S LY

. dl y'[a.n'.-l— xx) = o i o oo dl[xm (@ 4 bx7)7]

min—ry B ™ x) = e o de
- 3

+ mxm fr—iy J—# . oo d(lix) = -j?— (fazendo
X

T ) i‘::‘:’__ < dCeaf Ix) =m — dlx . fen Ix =

XX
sl _

cof x

d
——fnle o . . di(cefx) =
— dxtangx.

Das Differenciais das quantidades exponenciais.

28 P Ara acharmos o modo de differenciar as
quantidades exponenciais , ilto he, as quantidades
'f-'ujﬂ expoente he variavel , como ¢*, a¥f , &c. ,
podemos fervir-nos do principio dado (27), do qual
!:t deduz , que a differencial de huma quantidade be.
1gual a0 produlio da mefma quantidade multiplicada
Pela differencial da Seu lagarithma.

Afim . , . d( %7 ) == 0 (10 ) ==27d (ylx ) ==

o (B . 2 g A

T4d(n)= a*d Cla* ) + y2d (%) =#"n’x:’a—!:-
y
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ﬁ(n’z{r-}-?) . d (@ 4 )= (al_l..:r:)"
(del(at 4 5 ) 22

a? 4 x*
cujo logarithmo he 1, ferd d( e* ) =se¥dyle == e¥dx ; |
logo elta exponencial particular tem por differen-
cial a mefma quantidade multiplicada pela diffe-
rencial do feu expoente, |

). Se for ¢ 0 numero, |

Semelhantemente d( .ﬂ") =V d( yllx) =
dx zdy

% - _z:_y Ix + a"zfx.{-.r) : l;}gn fera d (;‘:')

== ¢¢1¢%dz. Do mefmo modo fe acharid as diffe-
renciais fegundas , terceiras, &c. das qnantidades |
cXponenciais , tanto da primeira ordem da férma

¥Y , como da fegunda ordem da férma +¥".

Appffmgﬁu das regras precedenles.

29 P.Arn moltrarmos em alguns exemplos o |
ufo das regras dadas , e a fua grande vantagem na
Algebra ordinaria , vamos applicallas aos obje- |
&los de que temos idéas , ifto he , a problemas de
Geometria e de Calcule.
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Applicagal is Subtangentes ; Tangentes , Subnor-
mais , Ic. das Curvas,

10 P Ara tirarmos huma tangente a qunlquur
curva AM ( Fig. 1.), reprefentamos efta linha co-
mo hum polygono de infinitos lados infinitamente
pequencs 3 o prolongamento MT de hum delles
Min he a tangente , a g:al fe detérmina para cada

pents M , calculando da maneira feguinte o valor
da fubtangente PT.

Pelas extremidades do lado infinitamente pe-
queno Mam imaginemos as duas ordenadas MP ,
mp , e pelo ponto M a linha Mr parallela ao eixo
das abfciffas” AP. Seja AP —x, PM =y; ferd

P ouMr =dx , e mr =4dy. Ifto pofto o trian-
gulo infinitamente pequeno Mrm he {emelhante 20
angulo finito TPM , e aflim teremos rm (dy) %

rM (dx) 17 PM (y) : PT ; logo P’ ={-§E.

Efta he a formula geral para determinar a fob-
gente de qualquer curva, feja qual for o angu-
das coordenadas , com tanto que os y fejad pa-
rallc'lu.s. entre fi. Para iffo na6é ha mais do que dif-

frenciar a equacad dada da curva , a fim de tirar

dx :
o valor de 5 entad fe multiplicarmos efta ex-

tin
lo

Frcﬂhﬁ por y , e puzermos nella em lugar dey o
12‘-‘- valor deduzido da mefma equacad da curva,
ﬂrtmus PT expreffa fimplesmente em x ¢ con-

antes ; e querendo determinar a fubtangente para
Qualquer ponto M, fubftituiremos em vgar de »

0 valor da gbfeifa correfpondente a M.
Do
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Do mefmo modo o triangulo re&angulo

TPM da a tangente MT = 1/(}“4-}—:;?-)

n" ]
— y-1/ ( 14 ;: . Se as coordenadas nad
Y

forem orthogonais , ferd (Trig. 180) MT =
' dx? 2dx _
¥ V(I + ﬂ':r': — Jj I‘Efﬂ-) » fendo s o an-

gulo das coordenadas.
Quanto 4 fubnormal , imaginando MQ perpen-
dicular a tangente MT' , teremos (Cor.8.6.Eucl.)

2 i i
PQ = ;T = ‘L-r——:— . Semelhantemente a normal

MQ =y 4/ (14 5)-

Exemplos.
o b;': ellipfe , cuja equagad ( Alg. 2;;4.) he
/
fj === -;; fﬂ#-—l’-").tﬂmﬂs ﬂydf — -E:' [ﬂ'ﬁ"-l'

| ydx 2a%?
— 2xdx ) ; logo PT ou -Fd_:?_.. Xy
AX —— XX

= —J}?—;- » que he o mefmo refultado que acha-

mos (Alg. 301) , mas de hum modo menos expe-
dito que o prelente.

A {ubnormal ou yey = s (ﬂ_ix)
bh dx aa ;

e (1 a—x),como achimos (Alg. 300).
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Se fizermos applicagaé da formula das tan-
gentes , e normais , tambem acharemos os mefl-
mos valores , que fe deduzirad (Alg.301, e 303).

Aqui fe vé huma confirmacad do que diife-
mos (5) . Fazendo ufo nefte lugar das regras do
Calculo Differencial , que fuppbem a omiilad das
quantidades infinitamente pequenas da fegunda or-
dem em comparacad das da primeira , chegimos
40s imefmos refultados , que tinhamos achado na
Secgad fegunda da primeira Parte por hum mo-
do 0 mais dire&o , e o0 mais rigorofo. Logo quan-
do delprezamos afim femelhantes quantidades ,
nad fazemos mais , que imprimir no calculo o ca-
ratter que elle deve ter para exprimir o eftado da
quelitad,

Il Na parabola (Alg. 356) temos y* = px ;

d. .
logo 2ydy = pdx , e d': == I: . A fubtangente pois
.I.‘f:‘. 2 a
- = . — 2x; e a fubnormal i

Jj ? dx 2y
P

_— —

, ' © que concorda .com o que ja achamos
{Allg':;ﬁ? y € 3&'1{.;' .
IT1. A equagad geral ym = x"am—#, que ex-
Prime as parabolas de todos os generos , fendo men
fimeros pofitivos da mym—1 dy == wam—* xn—1dx ;

ydx my™ m
logo = ) — x. Donde fe vé,

que neltas curvas a [ubtangente he igual 4 abfciffa
* tomada tantas vezes , quantas {a6 as unidades do
€Xpoente de y, dividido pelo expoents de x. Se
=2, en=1, que he ocafo da parabo'a or-
di-
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dimria » temos a [ubtangente igual a 2x , como ja
vimos.

Sem=—=3,en=1,temos y} =%, equa-
cab que pertence a primeira parabsla cubica ; fe
m—173, en=—2, acurva he a fegunda parabola
cubica , cuja equagad he y' = ax* .

IV. Seacurva BM (Fig. 2) for a Logarathmi-
¢a , ilto he , huma curva tal , que as abfciflas AP,
Ap, &c. tomadas em progreffad arithmetica , cor-
refpondad ordenadas PM , pm , &c. em progreflad
geometrica ; efta claro que a fua equagad ferd
ﬂ =—dx (26) . Teremos pois o == am;

b 9y
ilto he , para todos os pontos de huma me{ma lo-
garithmica a fubtangente PT he a mefma , ¢
igual 4 primeira ordenada AB ou « tomada tan-
tas vezes , quantas (a0 as unidades do modulo.

71 Quando a equacad da curva he tal, que
y diminue crelcendo ¥, como na Figura 3 , en-

tad rM deve exprimir-fe por — dy(21), o que da
PT — ydx

. O calculo pois he aqui o mef-

mo em tudo , % excepgad de que a tangenfe em
vez de cahir para além da origem A das abfciffas
em ordem a PM , cahe para a parte oppolla. Del-

d
te modo a formula ;E-i pode fervir em todos 03

calos ; porque fe as ordenadas forem diminuindo
o valor da fubtangente vird em férma negativa , ©
allim nos advertira que o tomemos no mefmo fen-
tido da abfciffa,

V.

m
C
|
t



pe CAareveio 13

V. Nocirculo, cuja equagad ( Alg. 285 ) he
ydx

dy

' —a? — &7 ,temos 2ydy = — 2xdx ; logo

| 2 z
a® — x '
: == ; querdizer , que deve-

0s tomar a fuhtangﬁnte PT ( Fig. 4 ) no fentido

CP dosx, porque na deduccad da formula ke

dy
uppuzemos , que ella fe tomava em fentido con=
rarte. Do meimo modo acharemos a fubnormal

— %, ¢ a normal = @, como deve fer,
VI. A equacab geral dis Hyperbslas referidas is
{ymptotas yx® == a"" % da mly - nix == (m -}~ n)la;

m d
Ogo F'r —_— n;' ; e cnnfeguintcmtme a
n'h‘““gfmt 2 = L oy Sem == 1
dv n .

oul na hyperbola ordinaria (Alg.347) , temos a fub-
tangente — — x ; logo devemos tomar na afym-
Ptota proxXima ao ponto M de que fe trata (Fig.5),
€ no fentido dos x , a linha PT =— AP — x.

Aflim fe determinad em geral por hum (6 calcu-
loas tangentes , fubtangentes |, &¢. de todas as cur-
vas de huma mefma familia , ilto he, das curvas
“Uj2 equacad tem a mefma férna , e fdmente diffe-
- M grandeza dos expoentes , como por exemplo
a refpeito dos Circulos a equagad he y* — 1" (a
;':]"'_” » 4 qual comprehende o circulo propria-

e tal, quando m =2, en=1; a refpei-

to das Ejlipfes , . o -;—I” (0= x)jm=n; ca
C | rel-
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¢
& 4
~+ * j»—+ . A conftrucgad deltas equagdes , ¢ con-

feguintemente a determinagad da figura das curvas |
refpeftivas nad tem dificuldade (Alg. 283) . Bem |
fe vé, que y nabd tem mais que hum valor real
quando o feu cxpoente he impar, e dous quando
he par (Alg.172) ; pelo que ahuma mefma ab-
fcilla nad correfponde mais gne hum ramo de cur-
va no primeiro cafo , e dous no fegundo , os quais
cahem de differentes partes do eixo das ablciffas,

32 Agora podemos refolver os dous problemas
feguintes : 1° Tirar buma tangente a qualquer curve
de hum ponts dado fira della, 2° Tirar buma per- |
pendicular a qualquer cwrva por bum ponto dads no

Jeu plano.
Porque {uppondo que DM ( Fig. 6) he a tan- |

gente procurada , tire-fe pelo ponto dado D a redla
DB parallela a PM, efeja AB=g,BD =,
AP ==x, PM =y ; ferda BP =4+ =, e cop-

feguintemente BT = PT — BP — yo¥ —_——

d
Os triangulos femelhantes TED , TPﬁd datb TB.
BD :; TP : PM ; logo fubitituindo os valeres,

teremos a equacad {i;- —y — g = %{ , ilte

he (y—10) -'::;- == g - ¥ , a qual juntamente com

I;Erpl:itﬂ das H_}'prﬂafar sl R

x*(2a

a equagad da curva dard o valor de x correfpon-
dente ao ponto M , aonde a tangente deve termi-
nar. Se for pollivel tirar de D mais que huma tan-

gen-
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gente,, a equacab dara os valores de x, que cor-
refpondem aos differentes pontos ,em que tem lu-
gar a (olugad.

Quanto a perpendicular DQ ¢ Fig. 7 ), como

temos PQ == -‘5?-'(311) » € os triangulos feme-

Ihantes QPM , QBD dad DB { BQ_:: PM : PQ ;
confervando as melmas denominagbes de cima ,

"y d
wrn{b-—_,r]:;:=g+x.

Ambas as folucdes dadas fe podem fimplifi-
car, fazendo pafiar o eixo das abfciflas pelo ponto
dado D, e confervando-o parallelo & fua primeira
pofiad. Aflim, tomando DK ( Fig, 6) por eixo
das abfciffas , e fuppondo KM = z , em lugar de
y fubftituiremos z 4- » na equagad da curva , e
3 do problema. Podemos tambem tomar o ponto
D para origem das abfciflas.

Se a curva tiver hum centro , como o circu-

lo, aellipfe &ec. , fempre podemos fuppor que o

ponto D) efta em hum diametro , e affim a folucad
ficard mais limples.

33 No triangulo re@angulo Mmr ( Fig. 1) te-

d.
mos [T:ig. 164. } tang Mmr = -‘-5 y fang mMr =

4 d d
L Sfen Mmr == Tt .

Mm = V=t ar)’
4 . Se quizermos pois fa-
V(dx? +-dy* )
ber em que lugar huma curva on a fua tangente faz
Coma ordenada ou com a abfcia hum anguloe da-

% igualaremos a exprefla refpe@iva, que agora
2 acha-

ﬁ" .F‘HM.?' ==
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achimos , 4 tangente ou 2o feno conhecido’, e pels
equacad tanto finita, como differencial da curva,
acharemos o valor ou valores de x correfpondentes
aos pontos , em que exilte o dito angalo. Se a que-
ftas for impoflivel , o valor ou valores de x virad
imaginarios , ou tambeni a equagad moftrard hum
ablurdo manifefto.

Na hyperbola, por exemplo , que tiver por
equacad yy — 2 (ax -t xx), e quizermos faber on-
de a curva faz com #ordenada hum angulo cu-

3 . y
a tangente — m e
J g 4 - 2x

v/ 2lax 4 xx) ¢
TR ] B

I
ﬂ V——u———-—
1 1 —a2m?

Se o angulo for de 45°, ferd m =1 ; log¢
¥ — — la £ Lay/—1 , valores imaginarios , S
quais moftrad , que a hyperbola propolta nunca faz
com a ordenada hum angulo de 452 . -

Pouca reflexad balta para ver , que fe nos proble
mas antecedentes tivermos  fomente a equagad
differencial , o calculo nadé poderd fatisfazer do
mefmo modo que fe a tivermos em rermos fini-
tos. Porque 1° fe na equagad que refolve o proble-
ma appareeer ainda x e y depors da fobflituigad do

dx
valor de a‘jl'_ , a equacad da curva nad pode fervir

para eliminar y, pois qtic pela hypothele contem
dx e dy. 2° E ainda quando nad haja neceflida-
de de eliminar 'y , como acontece em o’

cafos , naé poderemos fegurar-nes fe o valor des
¥4 {a-
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fatisfars 4 quellad , porque para iffo feria neceffario
fubftituir efte valor na equacaé da curva , e dedu-
zir hum valor real para 53 mas da equagad diffe-
rencial nad fe pode tirar o valor de y.

O unico modo de reflolver em {emelhantes ca-
fos os problemas , de que tratamos , confifte em
conftruir a equacad ultima em x ey, que fe dedu-
zio das condigdes do problema; entad efta confltruc-
cad (fuppondo que a curva ¢{ta defcrita Jdara huma
fegunda linha, cuja interfeccad ou interfeccles
com a primeira dad a folugad ou folugdes procura=

das.

34 Podemos tambem pelos mefmes principios
determinar as alymprotas rectilineas das curvas.

Porque , tendo as curvas huma alymptota re-
@ilinea , quando a tangente na extremidade de hum
feu ramo infinito encentra o eixo das ablciffas ou
das ordenadas em huma diftancia finita da origem ,
efta claro, que fe em AT = PT — AP (Fig8),
ydx
ﬂ’:f
“Zermos x ou y infinito , conforme eliminarmos y ou
¥ 5 os valores finitos que refultarem para AT fe-
r46 as diftancias AC , por onde devem palffar as

Sysn — X, dept}is. de fer calculado, fuppu-

'af}’WPmtas. Para acharmos a outra diltancia necel-

faria para determinar a pofigad das mefinas alym-
totas , imaginemos por A alinha AK paralicla

‘45 ordenadas , e pela femclhanga dos triangulos

TPM, TAK tr.r:mm;; AK =y -ﬁi 3 valor

dx

-que_depois de fer calculado dard , fuppoudo fe »

ou y infinito 4 as diftancias AR por onde pafia a
alymptota.” s dillagg R 'EPxi:m-
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Exemplo. Se tivermos y9 — x* (a4 ) por
equagad da curva, vird 3y°dy — ( 2ax + 3% ) dx;

i
logo AT nu‘rf’i—x: 37

dy 2ax = 3x°
ax

ot que na hypothefe de # infinito di

AT — ja. Da mefma forte fe achari ‘AK ou
xdy 2ax* - 3% ax?
J‘ =pr E =J’ 15 3 & ] v H ¥
: ) 3¥y/[(a 4 x)*x]
que na hypothefe de x infinito fe reduz a AK
— %a. ’I{zm pois a curva huma afymptota , cuja
pofigad fe determina pelos dous pontos achados,

Se o valor de AK fahir infinito, fendo finito
ode AT , a alymptota fera parallela aos y. Se pe- |
lo contrario fendo AT infinito , o valor de AK vier
finito , cifra, ou infinitamente pequeno , a afym-
ptota fera parallela aos x.

35 Até aqui havemos fuppofto, que as orde-
nadas erad parallelas , e fe contavaé da mefma li-
nha fobre que fe contad as abfciflas. Porém hu-
mas vezes fazemos partir as ordenadas de hum
ponto fixo ; outras vezes tomamos por ablciflas os
arcos de huma curva, e g:r ordenadas linhas re-

&as , ou linhas curvas. qualquer modo que fe
reportem os pontos da curva principal , fempre te-
nos, ou ao menos fempre podemos ter huma equa-
¢ad , que exprima a relacad entre as abfciffas e as
ordenadas. Querendo fazer ufo della para determi-
nar as tangentes , ou outras linhas , devemos pra-
ticar de maneira , que as linhas de que para iflo
. no3
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nos fervirmos ‘nad contenhad outras differenciais ,
que naé fejad as das variaveis da equagad , como
vamos moltrar em alguns exem plos.

6 1. Seja BS( Figs 9 ) buma curva que lem por
abjciffas os arcos AM de huma curva conbecida AM ,
é qual fabemss j& tirar tavgentes , e por ordenadas as
reflas MS parallelas a buma linha dada ; Sfuppands
que a relagais de AM para MS [fe exprime por huma
equagai qualquer , iflo be , que MS he buma fungad
qualguer de AM , tirar buma tangente a hum ponto
dade § da.curva propsfla BS.

Imaginemos , como acima, o clemento Ss
produzido a1é encontrar -em Q_a tangente MT ao
ponto correfpondente M da curva AM tire-fe Sk
parallela a MT ou Mm , € feja AM — x ,MS=y;
fera Mim — Sk = dx , ¢ sk — sm — SM =dy.

Ifto pofto , os triangulos femelhantes Sks , QMS
dadt MQ — -j?: ; logo tomando fobre MT a
¥

parte MQ_igual ao valor de % que der a equa-

cab differencial da curva , teremos o ponto Q_;
a linha QS pois tirada por elle e por S fera a tan-
gente procurada.

Supponhamos por exemplo, que a curva BS
fe conftroe tomando fempre MS igual a huma par-

i
te — doarco AM ; entad teremos by=ax, ¢

; g
tunfegumtemcntc :f_.r- —— ] 1I'::n_gu:uv MO — x. PL'I'-

.:‘.lf]f il
fim em todas as curvas, cujas ordenadas paralle-
las forem proposcionais as abfciflas correfponden-
tes,
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tes, ou eftas fejas re@as ou curvas, ferd a fubtan.
gente igual & ab(ciffa correfpondente. 3

37 Nefta mefma hypothefe fe AM for hum
circulo , a curva BS feri huma Cycloide. Quando |
b—=—u, ou MS — BEM (Fig. 10}, temos a eyeloide
fimples ou ordinaria , a qual he defcrita por hum |
ponto da circumferencia § do circulo CNS rodan-
do fobre huma linha C,

Efta claro, que nefta cycloide a bafe Cc he igual
@ circumferencia do circulo genitor , e que fendo
BM—=x, e PS—y, a equacad da curva he
y =%+ fen x; donde fe vé que a cycloide he do
genero das curvas tranfcendentes. Se a < b, acur-
va chama-fe cycloide encurtada ( Fig. 11 ), a qual
he defcrita por hum ponto da circumferencia do
circulo, que além do movimento de revolugad tem |
tambem o de translacab no mefmo fentido ; nefta |
curva a bafe he menor que a circumferencia do |
circulo genitor, Se a ™ 4, temos a cycloide alsnga-
da ( Fig. 12 ), em cuja formacad o movimento pro-
greflivo fe faz para a parte contraria do movimen-
to de rotacad ;'nefta a bafe he maior que a circum-
ferencia do circulo genitor. O diametro AB do cir-
culo , quando he perpendicular ao meio da bafe,
chama-le o esxo da cycloide ; o ponto B he o verti-
ce. Se em lugar de hum ponto da circumferencia do
circulo tomarmos hum ponto dentro ou fora delle
para defcrever a cycloide , e fe em vez de fe effei-
tuar a rotagad do circulo fobre huma re@a , efte mo-
vimento fe fizer fobre a circumferencia de outro cir-
culo, entab a curva delcrita fera do genero das que
{e chamad Epicycloides.

38 II. Supponds no problema precedente (36 ),

que as ordenadus fe contai defde huma reda determi-
na-
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wada AP ( Fig. 9.} ; achar a fubtangente Pl fobre
a mefma linba AP.

Tire-fe Su parallela a AP ;efejaPM =y, a
tangente TM da curya conhecida AM — 1+, e afua
fubtangente PT = 5. Ifto pofto , confervando as

outras denominacdes , os triangulos femelhantes

- d.
TPM , Mrm daé Mr ou Su = i;i ; logo com

parando os dous triangulos Sus , IPS , teremos PI
__ Jdydx -

td

3gj 111, Refultands a eurva BMs ( Fig. 13 )
de duas curvas conhecidas AL , CN por huma equa-
gai emlre as ordemadas correfpondentes PL (.t'} ’
PM [_}'J B2 [z}'; lirar a langenle a hum ponta
qualguer M

Imaginemos a ordenada infinitamente vizi-
vha paml, e as linhas Lu , Mr , no parallclas
a AP. Seja a fubtangente conhecida PS da cur-
va AL — 5 , e a_ fubtangente PR da curva
-CN_.‘-: s, Itto polto , os triangulos femelhantes
LPS, IvL da6 PL (x) :PS(s)::ul(dx)iLu;

sdx

I':'Eﬂ Lu ou Mr ou on — —— . Mas os trian-
X
z szdy
gulos Nen , NPR da6 dz == — — i = — ——,
p s
notando que PM crelce , e PN diminue ; ¢ os
il
dous TPM , Mrin dad PT = 2o Mp= 2%,
dy xdy

logo ponde na equacad differencial da curva o
Yalor agora achado de dz , e fubftituindo na -}x-—
prel-
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preffab de PT o valor de ;f— tirado da melma

¥
equacad differencial , teremos o valor da fubtan-
gente.
Supponhamos por exemplo , que PM he fem-
pre meia proporcional entre PL e PN, ifto he,
fupponhamos que he y* =— xz , teremos 2ydy

szdx d.
= zdx 4 xdz =— zdx — 5 ';1ng-:}i:
255 'y?

xz(s'—3)

25’y
z(5! — s)
255

= Em geral , fe for y* — x#z%—» , achare-

. ¢ confeguintemente PT =

mss'
mos PT = —; .
ns'—(m—n) s

Eftes exemplos podem variar-fe com muita fa-
cilidade , tomando huma equagad como quizermos
entre x, y e z. Podemos, por exemplo, fuppor
que as curvas AL , CN fe tornad em linhas re-

&as ( Fig. 14) . Entad tomando fempre pM"™
igual a PL” ¢ PN"™", a curva BM ferd huma

feccad conica ao infinito : a faber , huma parabola,
quando algum dos pontos C ou A eftiver a huma
diftancia infinita , ifto he , quando huma das rectas
AL , CN for parallela ao diametro AB ; huma el-
lipfe , quando os dous angulos HAC , HCA fo-
rem agudos j; e particularmente hum circulo,
quando cada hum for de 45° ; em fim huma hy-
perbola , quando hum dos melmos angulos for
obtufo , ifto he , quando a ordenada ao ponto de
encontro H naé cahir entre as extremidades A

e C.

40
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g0 - IV. Suppends que as ordenadas partem de
bum panto fixo , ifte be , fupponds que a equagas da
curva exprime a relicai da ordenada CM ( Fig.14)
para o angule ACM comprebendido per ella ¢ pela
linha fixa AC , ou para o arco OS5 defcrilo com
bum raio determinada QC 5 tirar buma tangente a
qualguer ponts M.

Supponhamos que a perpendicular CT fobre
CM encontra a tangente procurada TM no pon-
to T, Entad imaginando o clemento Mm, e ti-
rando mC , concebamos o arco Mr delcrito com

o raio CM , e feja CO = a., CM =y, 0S = x.
Itto pofto, os triangulos Mrm , TCM , que fad
femelhantes por differir o angulo Mmr infi-
Ditamente pouco do angulo TMC , dato CT

— GM NP e . Mas os fe&ores [e-

ri dy aix o
melhantes CS: , CM» dad Mr — (.b Ll
2
}{: ; logo CT = _}'? , valor facil de calcular,
s

PDr':I[m: fuppomos que y he huma funcad de x.
Se for , por exemplo, CM (y): OS(x) i3
CO ou CS (a) : OSAO (4), acurva CMA

( Fig, 16 )i fera a Spiral de Archimedes , e tg-

ax dx b v2h
I pp— o = ey, — :"'. —
emos y — 57 logo Gy 0 , &CT -

=-~;_ = MQ,_, fendo MQ_ o arco defcrito com
0 raio CM. Efta curva mechanica defcreve-le

pu=




A4 ELrLeMENTOS

pelo movimento uniforme de hum ponto C fobre
o raio CA de C para A, em quanto efte melmo
raio gyra uniformemente ao redor do centro C.

Na equagad das fpirais de todas as ordens

» d.
= f; temos -%?- = mx ; logo fera a fub-

tangente =— m . MQ,
41 V. Na mefma b parh}ﬁ de partirem as orde-

nadas de bum ponte , [upponhamos que a equagan do
curva BM exprime a relagcai de CM para a ordena-
da farrrfgﬂd'fﬂf.f CS ( Fig. 17 ) de outra curva ci-
nhecida OS y pergunta-fe de que mado [e ba-de tirar
buma tangente a qualquer ponto M.

Imaginemos o elemento Mm , as ordenadas
CM, Cm, e os arcos Mr, S¢ deflcritos de C |
com os raios refpeétivos CM , CS. Por quanto 2
equacad fomente da a razab de rm para s¢, deve-
mes achar a razab de rm para Mr, que he necel-
faria para determinar a fubtangente.

Para iffo feja a fubtangente conhecida CQ

dacurva OS5 =5, CS = x, CM — y. Os

d.
triangulos CQS , S¢s dad ¢S — s ; loga com-
x

parando os fectores fzmelhantes CS¢, CMr , te-

swil:
remos Mr — b . Agora com efla e:-:prl:ﬂ'aﬁ
XX

“he facil de deduzir dos triangulos femelhantes

Mrm ,JTCM a formula da fubtangente CT
syidx

—

T x%dy

Sup-
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Supponhamos por exemplo , que para qual-
quer linha OS he SM fempre igual a huma linha

dada a ; tereremos x -}- a =y ; logo “_ﬂr;_ =10

, que fe conftruira

2
! ]

confeguintemente CT = 3

da muaneira {eguinte.
Conduziremos por M a linha MX parallela a
SQ. e tirando 5X , conduziremos parallelamente

aelta a linha MT, que fera a tangente procura-
da. Com effeito os triangulos femelhantes CSQ,

CMX das CX == ‘% cindons 530 OME
CM.CX 3y*

o x?

Quando OS he huma linha recta , a curva EM
( Fig. 18 ) chama-fe a Concoide de Nicomedes , cuja
afympiota he a re@ta OS , ¢ o pile 0 ponto C. Beja
AD ou SM == d , AC = ¥ f‘iPSI,PhT == ¥3
feri AS == & — PS = x — ¢/|aa — yy), € 0s t¥i=
angulos femelhantes PSM , CS5A darad xy =
(b4 y) v/laa— }-};j , equacad 4s coordenadas da
coucoide fuperior BM , pela qual (e vé que efla
curva algebrica pertence s linhas da quarta or-
dem, '

das CT =

Eftzs exemplos moftrad de que modo fe ha-de
proceder em outros calos, quer as curvas fejad
mechanicas, quer algebricas,

Ap-
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Applicaas aos limites das Linbas Curvas 5 ¢ em
geral aos limites das quantidades , e aos pro-
blemas de Maximis & Minimis.

42 Pﬂr quanto —?‘ exprime (33 ) a tangente

14
do angulo , que a curva ou a fua tangente faz em

dy
X
tangente do angulo, que a curva on a fua tangente
faz com o eixo das ablciffas, fegue-fe que para [aber
em que lugar a tangente de huma curva he parallela

as ordenadas , procuraremos em que lugar a razad

das differencinis das cooidenadas , ifto he, o valor de

. :
;; {e reduz a nada, ou (que vem a fer o mel-

cada ponto com a ordenada , e

exprim: a

mo ) em que lugar dx =o0 ; e para faber em que
Iugar a tangente da curva he parailela 4s abfciffas,
procuraremos em que lugar dy=—o; porque em
ambos os cafos os angulos fad nulles. Differenci-
ando pois a equac¢ad de huma curva, e igualando

. o S0 dx
a nada ov ao infinito o valor de o teremos hu-

ma equagad , a qual fendo combinada com a mef-
ma equacabd da curva dara os valores das coorde-
madas x e y, correfpondentes aos pontos , em que

= tangente da curva he parallela 4s ordenadas ou
as abiciias.

Para illultrar elta regra com hum exemplo fa-
miliar , tomemos a equagad yy - xx == 3ax — 240

-+

[e
pe

Iy T e

'l
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4 2by—bb , a qual pertence ao circulo (Alg.392),
fe (Fig.19) os x (AP) e 0s y (PM, PM') forem per-
pendiculares entre fi.

dx 2y — 2b ;
. a — ¢ lar-
Efta equagab da p> Sl Se igualar

mos o numerador a nada, teremos 2y=—124, ou
j = b. Subltituindo elte valor na equagad da curva ,
Vird xx¥ —3ax — — 2aa, que da x—=1 (@ xa ),
ifto he ¥== 24, ¢ » = a. He pois a curva ou a fua
tangente parallela 4s ordenadas em dous pontos R
e R’, dos quais hum R tem por abfcifiz a linha AQ_
=a, eooutro R’ tem por abfciffa a linha AQ!
= 2a, tendo ambos elles a linha / por ordenada.

Se i gualarmos tambem o denominador a nada,
3

teremos 3@ — 2x == 0, ou x — —¢ ; e {ubflituin-
2

do efte valor na equacad da curva, vird (y—& ) =
jaa;logoy =bxta,ilfohey—=4b-41a,ey="b
—{a. Eftes refultados nos moftrad , que a tangente
he parallela s abfciffas em dous pontos T e T,
dos quais hum T'tem por ordenada a linha ST’
=4 1a, e o outro T tem por ordenada a linha
ST =— ) — La, tendo ambos a mefma abfcifla

AS = 3_,

¥

. Os pontos Q e Q! chamad-fe os limites dasabfe
Ciffas porque entre Q_e Q' a cada ablciila corref-
Pondem os y reais PM , PM/?, e nad ha ponto al-
gUm de curva nem entre Q e A, nem para 2lém
de Q’; de maneira que fe {uppuzermos » menor

que
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que AQ_ou a, ou tambem maior que AQ’ ou 24,
ifto he, fe em lugar de » fubftituirmos na equagad
a—gq, ou 2a-4 ¢, nad vira valor algum real
para y.

Da mefma forte fe tirarmos pelo ponto A
alivha AL parallela ds ordenadas, que ferd o eixo

dellas, e pelos pontos T, “I'" tirarmos TL , T'L’
parallelamente s abfciffas, as linhas AL = ST =
b—1La, e AL'=ST'= 54 La ferdd os limites
das ordenadas ; porque fendo a tangente parallela
as abfcilfas , nad pode haver ordenada maior que

AL, nem menor que AL. Tambem fe na equa-
¢ad da curva metermos em lugar de y huma quan-

tidade &6 —fa —yg menor que b —1a, ou huma
quantidade & 4 1a -}- g maior que § -+ 1a, a reflo-

lugad da equagad dard valores imaginarios para x.

13 A ordenada ST he a maior de todas as que
termminad na parte concava R'T'R’* da circumfe-
rencia 3 2 ordenada ST he a menor de todas as que
terininad na parte convexa RTR’; e as ordenadas
QR Q'R! [ad fimultancamente as menores que
terminad na parte concava, e as Mmaiores que ter-

_minad na parte convexa.

44 Aflm 0 mefmo methodo determina 1° o5
limites das ordenadas e abfciffas : 2° os pontos em
que a tangente he parallela 4s abfciffas, ou s or-
denadas ; 3° em fim as maiores ¢ menores abfcif-
{as , ou ordenadas.

45 Huma funcad qualquer de huma varia-
vel ¥ pode conliderar-fe como a expreffad da orde-

na-
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x? (a — x)

naday de huma curva. Por exemplo , 3
[

pode tomar-fe i:-cla expreffab de huma quantida-
x? (@ — x)

de y; € a equacad y = , que entab te-

il
mos , pode confiderar-fe como a de huma curva,
cuja abfciffa feja x , e y a ordenada. Logo para fa-
x? (@ — x)

vem a [er ma-

ber fe huma quantidade
aa

ior ou menor em algum cafo do que em outro qual-
quer { o que fe chama fer fulceptivel de hum Afaxi-
mum, ou de hum Minimunt ), feguiremos o methodo
expolto , o qual conlilte em igualar a nada o va-

lor de —?— tirado da equacad ; que fempre pode-

J
mos formar entre x € y.

46 A ifto fe reduz o methodo chamado de Ma-
ximis & Minimis , que he hum dos mais uteis da
Analyfe , e que como acabamos de ver , enfina a
achar entre muitas guantidades que crefcem ou di-
minuem por huma lei, gual he a maior ou a menor
dellas , ou em geral qual he a que tem certas pro-
pricdades no mais alto grio em comparagad de to-
das as [uas femelhantes. Pailemos a dar alguns ex-
emplos tirades da Geometria e do Calculo.

27 Probl. 1. Dividir hum numers dads em duas
partes tais , que o few produéto feja bum Maximum.

Reprefentando huma deflas partes por x , a ou-
tra ferai s —  , e o produflo de ambas ferd ax —
xx; expre(lad que he (ufceptivel de maximum, como
veremos [e {ubftituirmos {uccellivamente oea cm

D lugar




50 ELEMENTOS

lugar dex. Suppondo pois y = ax — xx, teremos

i 1

ot . Se igualarmns o numerador a na-
dy a —2x

da, vird 1 =0, que he abfurdo ; logo naé podere-
mos achar o maximum, fenad igualando o denomina-
dor a nada. Fazendo iflo, vem @ — 2x = o, e con-
feguintemente x = la, que reduz o produ&o a a2
Logo de qualquer modo que fe divida hum numero
em duas partes, o producto dellas ferd o maior poffi-
vel , quando cada huma for a ametade do mefmo
numero ; ¢ conleguintemente o reélangulo forma-
do pelas partes de huma linha a {erd o maior poffi
vel , quando cada huma dellas for 1a.

48 Todas as vezes que tivermos a expteflad al-
gebrica da quantidade , nad he necelfario ignalalla
a huma nova variavel y ; balta fimplesmente diffe-
rencialla, e depois de dividir pela differencial da va-
riavel, igualar a nada o numerador ou o denomina-
dor , fe a differencial for huma fraccad. Affim no
noffo exemplo diiferenciaremos logo ax — xx, ¢
ignalando a differencial a nada, teremos a —
2x == 0, que igualmente di x — 4a.

49 Em geral: Dividir hum numers dads a em
duas partes tais, que o products de buma potencia
determinada de huma dellas pela mefma su cutra po-
tencia da outra parte feja o maisr poffivel.

Seja a primeira parte =¥, a potencia a gue
ella deve fer elevada == m , a potencia.a que deve
fer elevada a outra parte =n ; teremos x™ (g—x)*

= Max. ; logo ma® =1 (a—x)* = nxm (a—x)i =1

. J mia
iftohe ,m (@ —x ) =unx , que dé x = )

m =t n
e
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e conleguintemente o valor do .maximo produélo

r a
fera m™ n" (
m+n

emplo foffe dividir 0 numero 2 em duas partes
tais,, que o quadrado de huma multiplicado pelo
cubo da outra folle o maior poflivel , teriamos

)"H'". Se .a queftad por ex-

m==2,n : logo x s 3 :» ifto
B A s T ok
Z

he huma das partes deve fer — do numero ou da
quantidade propofta, e por confeguinte a outra de-

ve fer % da mefma quantidade.

Pelo que acima diffemos fe moftra, que huma
quantidade péde vir a fer a maior de todas as {uas
femelhantes por dous modos differentes ; ou quan-
do, como PM’( Fis. 19 ), comega a crefcer para
entrar depois a diminuir; ou quando, como P/M”,
val crefcendo para parar de repente, fozendo-fe
Q!R'; porém nefte ultimo cafo a quantidade he
a0 melmo tempo a maior das ordenadas que ter-
minad na parte convexa , e a menor das que ter-
minad na parte concava. Da meflina forte huma
quantidade péde vir a fer a menor das fuas feme-
1|'f:1|1’u:5 por dous modos ; ou quando, como PM,
diminue , e depois comega a crefcer ; ou quando,
como P/M'", diminue para parar de repente, ¢ en-
2 he ao mefmo tempo hum minimum e hum
Maxtmum 5 hum  sminemum 2 refpeito do ramo

'"T'M™, ¢ hum maximum a refpeito do ramo

MTM”.

50  Affim para diftinguir fe huma quantidade
D2 he
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he hum maximum , ou hum mimimum ;, ou hum ¢
outro ao melmo tempo ; fuppondo que a reprefen-
ta o valor de &, que convem ao maximum ou ao mi-
nimum , devemos fubRituir na quantidade propolia
em lugar de x fucceflivamente a—]—g y Gy 08—
Se 0s dous refultados extremos forem reais e me-
nores que 0 do meio, a quantidade fera hum ma-
ximum ; le pelo contrario os dous refultados extres
mos forem maieres que o do meio, a quantidade
{era hum minsmum ; em fim {e dos mefmos dous re-
fultados extremos hum' for imaginario e o outro
real , a quantidade fera ao melmo tempo hum ma-
ximum e hum minimum.

51 Quando o valor , que fe achar para a varia-
vel pelo methodo de maximis & minimis , fizer ne-
gativa a expreflab do maximum ou do minirium,
concluiremos que efle maximam ou minimum nab
pertence & queitad actual , mas a outra , que tenha
algumas condi¢bes contrarias as da primeira. Pro-
pondo-fe por exemplo : Dividir a linka AB (a) m
ponto C (Fig. 20), de maneira que ¢ quaciente do qua-
drade da diffancia AC (x) as ponts A, dividids pela
diftancia CB (a—x) as ponts B feja o menor peffivel,

_ 3 . 2x (a=— -
teremos F = Mirn ; logo (@ x}—i—-:r_____ﬂ_

r
i—x

(a—s

que ( igualando-fe o numerador a nada) di x —o,

ou x = 2a. O primeiro valor indica hum minimum,

mas que he evidente fem o calculo, Quanto ao fe-
-~ x¥

gundo, [e o fubltitvirmos em -——— , acharemos

] — X

— 4a ; donde concluiremos , que o minimum nad
pertence ao problema altual. Refle@tindo porém
no valor ¥ ==2a, ve-fe que o ponto. C nad pdde

eltar
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eftar entre A e B, e que a folucad pertence ao pro-
blema, em que fe propuzefle achar o ponto no
prolongamento de AB além de B a refpeito de A.
Com effeito nefte calo, chamandoa AC/,x, a diftan-

.
-

cia BC’ fera x—a, e aflim teremos z —

—

2% (x — a) — xF
(x —a)®

— 0, que da y=—=2a

Min ; logo

-
L

: . R X
como acima. Se fubflituirmos efle valer em ————,
x—a

teremos 44 ; logo elte calo tem hum minimum.

O denominador (¥ —a)? da exprellad differen-
cial , fendo igualado a pada, da ¥==a, que indica
hum maximum, pois que ental a quantidade he
infinita. Mas nem poriffo perde o verdadeiro ca-
rafler do maximum 3 porque ou {upponhamos x
maior , ou menor que @ , fempre vira huma quanti-
dade menor , do que fe fuppuzellemos » =—«

52 -Quando a expreffad de huma quantidade
fufceptivel de hum maximum ou minimum contiver
algum multiplicador ou divifor conftante , pode-

mos fupprimillo antes de differenciar, Reprefente %[

geralmente a quantidade fufceptivel de maximum
ou minimum , fendo a ¢ & conftantes ; deve fer
ady
b
fer dy— o ; logo fahe a mefma conclufab que no
cafo de f6mente y ler maximum ow minimuri , 1ito he

— o0 ; mas como a ¢/ nad fab nada, deve

-no caflo de fe i‘upprimir-i;-. Por efta reflexad fe

fimplificad os calculos e muitos calos. 583
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53 Probl. 1. Achar entre todas as linkas que
Je podem tirar por hum mefmo ponto D, dentro do
angule conbecids ABC fng. 21) , guafﬁa aque ﬁr.
ma com o5 lados defie angulo o menor triangulo pof-

- Jivel. |
Havendo pelo ponto D conduzido DG paralle-

Ia a AB, DK perpendicular fobre BC, e huma
refta qualquer EF, tire-fe pelo ponto de encon-
tro E de EF com AB a linha EL parallela a DK.
Seja BG=a,DK =4, e a bafe BF do triangulo
BEF =x. Bem fe vé que paffado hum certo ter-
mo , quanto mais crefcer BF , tanto mais creflce-
ra o triangulo ; e que pelo contrario fe BF dimi-
nuir, tambem o triangulo ha de diminuir , mas
{6 até certo limite; porque fe BF vieffe a fer quali
igual a BG, are@a EDF feria quafi parallela a
B, ifto he, eftaria proxima a confundir-fe com
GD ; e entad o triangulo feria extremamente gran-
de: ha pois hum valor de BF entre ¥ —a ¢
X=00 , que di o menor triangulo poffivel. Para
o achar , bufque-fe a expreffad geral do triangulo

BEF.

Os trian'gulns femelhantes BEF , GDF dad
GF :BF .. DF :EF, e 0s dous DKF, ELF dab
DFIEF ) DK YEL ; logo GF (x — a) : BF (x)

b
.« DK (). EL =-=;r—f—r; ; ferd pois a fuperficie do

triangulo BEF ou M— il

= . Affim
2 (x—a)

2

differenciando (52), acharemos » = 24 por

o —
hum
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bum caleulo ja feito ( 51 ). Logo [e tomarmos
BF ——=2BG, alinha FDE que fe tirar por D,
dar o menor triangulo procurado EBF = 2aé.

s4 Probl. I11. Achar o maior parallelepipeds de
lodos o5 que tem a mefma [uperficic ¢ a mefma als
lura.

Seja b a altura do parallelepipedo, ¢c a fua fu-
serficie, x e y 0s dous lados do reflangulo que lhe
ferve de bafe, A fuperficie total compbe-le de feis
iectangulos , dos quais dous tem cada hum a altu-
a b ¢ abale x; dous tem aaltura heabale y; e
»s dous ultimos tem a bale ¥ ca altura y ; allim a

fuperficie total cc = 2hx - 2hy - 2xy, que he con-

tante. Como a folidez Lxy deve fer a maior de to-
das as da mefma fuperficie, teremos xdy - ydx == o.
Tirando defta equagad o valor de dx, e fubltitu-
indo-o na expreffad differencial da fuperficie 2hdx

4 2hdy 4 2xdy -+ 2ydx =0, acharemos y=1x;
bgo 2 bafe deve fer hum quadrado. Para ter o lado
d:{te quadrado , poremos em lugar de y o feu valor
m equacab 2bx ;- 2hy - 2%y =c¢c, e teremos
4hx + 2x? =¢r , que div—=—"z% 1{',{"5";-' + %‘T} H
eicluindo pois a raiz negativa, que he inutl no
calo prefente , ferh — x 4 / (bh--1ec) o valor
tconveniente de x.

Querendo agora faber gual deve fer a altura
Y, para que o parallelepipeds tenba a mator folidez
oulre fodss os da meﬁjm jh‘ﬁf;‘ﬁﬂ} , advertiremos ,
que como a bafe deve fer hum quadrado xx, a fo-

lidez ha deexprimir-fe por bxx., Differenciando
pois
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pois efta tfpn.:ifaﬁ na hypothefe de » e ¥ ferem

variaveis , € igualando a differencial a nada , tere.

hd
mos dh — — zxx . Subftituindo efte valor en

ahdx + gxdh 4 4xdx = o, que exprime entab
outra condigad de fer conftante a fuperficie , acha-
remos b= ; logo o parallelepipedo procuradc

deve fer hum cubo, porque a altura b deve fe
igual ao lado do quadrado , que ferve de bafe. Pa-
ra achar agora o lado defte cubo , fubftitua-fe » en

lugar de b na equagab 4bx < 24% —= ¢, e viré
6x* —cc, que di x = 1/ fg— . Logp entre todo:

os parallelepipedos de fuperficie conftante , o qu:
tem maior capacidade he o cubo , cujo lado he 1
raiz. quadrada da fexta parte da mefma fuperficie

55 Procederemos do mefmo modo para acha
o cylindro recto de maior capacidade entre todss os di
mefma fuperficie. Porque fendo x o raio da bafe,
y aaltura, e 1 ;¢ arazad do raio para a femici-
cumferencia , teremos a fuperficie total — 2c:y
~+ 2¢cx* , ¢ a folidez — ¢x?% ., Se tratarmos pos
eftas equacbes como acabamos de fazer com as do
problema precedente , vira x =1y, Logo entre
todos os cylindros retos da mefma fuperficie, ¢
que tem a altura igual ao diametro da bafe, he o
de maior capacidade ; e reciprocamente entre to-
dos os de igual capacidade,, o que tem a alum

-iigqal ao diametro da bafe , he o de menor fuper-
Clc. ,

50
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56 Probl. 1V. Achar entre todos os triangulss
do mefmo perimetro e bafe , qual he o que tem maior

fuperficte.

Tire-fe a perpendicular CP( Fig. 22) , e feja
a bafe AB = a, o perimetro do triangulo ABC
=c¢, AP=x , CP=y; fera PB =a —«x,

AC = y/(xx+yp) e CB=y/ [y (a —x)* ].
Logo teremos o perimetro ou ¢ = a - y/(xx - yy)

+ V[H“*‘(“"f}’] y € 2 fupe:ﬁcic = fz't —
Max. Efta ultima cnndigaﬁ-dﬁ _E:i =0 , logo

dy = o ; € fubftituindo efle valor na primeira equa-
| xdx - ydy +
V(x5
Yy — (a — x) dx .

v Ly + (e — .r}’-l_j =0, Virax VT_}'}' + {ﬂ_le]

= (a —x) y/(xx 4 yy), ilto he xx=(a—x)?,
que da x = 14, por onde fe moftra, que o trian-

gulo deve fer ifolceles. Levantaremos pois huma
perpendicular no meio de AB, ¢ havendo defcrito
do ponto B com o raio igual a ametade da diffe-
renca entre o perimetro ¢ e a bafe @ hum arco, que
corte a perpendicular em C, fe tirarmos CB e
CA , teremos o triangulo de maior fuperficie en-
tre todos os ifoperimetros, conftruidos fobre a
melma bafe.

¢ab depois de differenciada, a faber

§7 Se quizermos faber em geral, qual be o trian-
&ulo de maior fuperficie entre todos os ifsperimeiros
: ; de-
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devemos notar , que pela folugad antecedente con.|
fta , que x deve fer ametade da bale, qualquer
que ella feja. Logo a equacad do perimetro ftf

reduz a ¢ —a = 2 4/ (laa +ﬂ} » que da

y. 5 ‘\/(H:EW) ; € por confeguinte a fuper-

p ; a cc — 2ac
ficie _-::'In triangulo = - 1/(-—;——) , que

deve fer hum maximum , feja qual for a bafe a. Dif-
ferenciaremos pois efta quantidade ou a /(¢ — 2¢|
na hypothefe de a variavel , e igvalando a diffe-

a

=
| V(¢ — 2a)
donde fe tira a = Xc; logo a bafe deve fer o ter-
fﬂ do perimetro ; € como ja vimos que o triangu-
o era ilofceles , fegue-fe que ha de fer equilatero.
Aflim de todos os triangulos iloperimetros , o equi-
latero he o que tem maior fuperficie. |

58 Se neftas duas folucées igualaffemos o de-
nominador a nada , na primeira viria » imagina-
rio, ¢ nafegunda ¢ = 1r, que tambem nad fa-
tisfaz ao problema; porque fe a bafe fofle ame-
tade do perimetro, os outros lados fe confundi-
riab com a mefma bafe , e o triangulo degeneran-
do entad cm linha re@a feria nullo. Daqui por
diante , para nad nos demorarmos em indagacoes
inuteis , nad igualaremos o numerador ou o deno-
minador a nada , fenad no cafo de refultar hums
folucad admiffivel.

59 No problema penultimo, para determinaf
o maior parallelepipedo entre todos os da melm?

fu-

rencial a nada, teremos /(¢ — 24) =
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fuperficie , fuppuzemo-los primeiramente todos da
melima altura, No ultimo problema tambem para
determinar © maior triangulo entre todos os do
mefino perimetro , comecamos a folugad pelos
triangulos da mefma bafe.

Efte methodo , ainda que indire®o, he ordi-
nariamente o mais fimples ; refolve-le o problema
fazendo variar primeiramente o menor numero de
quantidades que for poffivel , e fazendo depois va-
riar fucceflivamente cada huma das quantidades ,
que fe tinhad tratado como conftantes. Querendo
por exemplo dividir huma gquantidade a em tres

partes X', y, e a—xX—Y , fais'que o produito de
todas feja o maior poffivel , teremos d[xy(a — x
— )] =o. Porém em lugar de differenciar de
huma vez em ordem 4s duas variaveis x, y, dif-
ferenciaremos {6mente em ordem a x , e vird
@ — 2x — y = o, donde fe conclue ¥ =1 (@ — y);
valor que muda o producto em }y (¢ —y)? . Dif-
ferenciando agora rclativamente a y , acharemos
(a—-}-}*=2_r (a—1y), que da y=1a; logo as
tres partes devem fer iguais cada huma a hum ter-
¢o da quantidade propofta.

6o Podemos tambem fazer variar todas as va-
raveis ao mefmo tempo, e ajuntando depois todos
O termos em que entrar a differencial de huma
melma variavel , igualallos a nada ; executando
tambem a mefma coufa a refpeito da differencial de
€ada variavel. Affim no ultimo exemplo teriamos
aydx + axdy — 2xydx — x°dy — axydy — y*dx =0,

n [~
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e igualando feparadamente a nada os termos affe. |

&os dedx, eosde dy, acharemos aydx — 2xydx |
— ydx s=hy & axdy — x*dy — 2xydy = o, ifto he
a—2x—y=0, € a8 — X — 2y == 0, das quais
fe conclue como acima » = la ; e y== }a.

A razad he facil de perceber , advertindo que
nabd ha aqui outra condigad a que fe deva fatisfa-
zer , fenad que a differencial ?'eja nada ; e que 2
ifto [e fatisfaz , ou fuppondo cada differencial dx,
:;’y igual a nada , oque he verdade , mas naé da na- |

a a conhecer , ou fuppondo que a foma dos ter-
mos multiplicados por dx e por dy he cada hums
igual a nada. -

61 Quando as condicGes dos problemas fe expri-
mem por muitas c‘;uaqﬁts , antes de applicar efls
regra @ equacad differencial , que determina o ma-
xtmmum ou o minimum , devemos tirar das outras
equacoes differenciadas os valores das differenciais
de tantas variaveis , quantas fad as equacbes me-
nos a do maximum ou mimimum , e introduzil-
los nefla. Aflim no exemplo acima do maior pa-
rallelepipedo , no qual tinhamos 2hx - 2by 4 24

=¢c, ¢ bxy = Max , fe quizermos tratar 20
mefmo tempo b, ¥ , y como variaveis , tira
remos da primeira equacad differenciada o valor

dh = it xJJr——_ﬁdx b bd-‘-' . € fubftituin-
e o .

do-o na do maximum tambem differenciada , vir
bx*dy < by*dx — xy*dx — x?ydy = o. Agora pode-
mos iguglar feparadamente a nada a foma :_lus- ter-
o5 »
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mos ; que multiplicab dx e dy, e teremos hy?

—xy =o,oux=>h,¢c hx?* —xy=o0,0uy="~;

ce
logo b = — ; 0 que tudo concorda com a fo-

6
lugad achada.

62 Nabd {6 podemos fazer variar as quantida-
des ou {ucceflivamente , ou todas ao melmo tem=-
po , mas tambem podemos fuppor conitantes quail-
quer fungdes das melmas quantidades , com tanto
que o numero deftas novas condiges arbitrarias ,
juntamente com o das condi¢bes do problema , nad
exceda o numero das variaveis ¥, y, z, que entra-
rem no melmo problema. Efta advertencia pode
ler uiiliffima em muitas queltdes, principalmente
havendo radicais , como vamos a moltrar.

Probls V." Achar entre todss o5 gquadrilateros
ifoperimetros gual be o que tem maior [Juperficie.

Abaixem-fe dos angulos C e D fobre o lado
AB as perpendiculares DE , CF, e conduza-fe

Por D are@ta DK parallela a AB. Seja AE =1,
DE=t, AF =4 y CFa=x, BF =y, o peri-
metro do quadrilatero == a ; e os triangulos re-
Qangulos darag DA = V(ssd10n), DC ==
VI u)r 4 (x — £)?], CB = /(x5 -} yy) 2 logo
ferd @ s u  y' g/ (31 4 1) 4 /G5 4 0*
(* =22 ] 4 v/ (xx =+ yy) « Por outra parte ABCD

= DEFC 4 CFB — DAE = (r+-x)

i
p
X st
"'}‘ T':-— - —E— ;lagu devemos differenciar efta quail-
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tidade , ea cquagad antecedente. Porém como os
radicais fariad o calculo fubfequente mnito com-
plicado , fupponhamollos todos tres conftantes , o

que dard . .. d /(ss411) =0, ou sdi—1dt =o.
o [j—luu}(dj+rfn}+(x—f}f.rf.r—tfr]._—_-u-
.« xdx == ydy = o + A equagad do perimetro fendo
differenciada nefta fuppoficaéd di du -} dy =0 , e
condicad do maximum da udt 4 sdx + udx 4 tdu
~+ xds 4+ xdu 4 xdy 4 ydx = o . Deftas cinco
tdt

equacdes differenciais a primeira da ds = — 4
5

ot d) "
a terceira da dy — — %‘E- » € a quarta di dy =

~— dy. Subftituindo eltes valores na fegunda e na
quinta , teremos as equagbes . . . — (fdt - sdy)
(u4s)x—C(ydy 4 xdt)(x—21)s =0 .. .
suxdt — suydy — ssydy — tsxdy — xxtdt — syydy = o;
as quais moftrad que s==0 ; logo o angulo DAB
deve fer re&to, e confeguintemente a equacad do

perimetro fe tornaema =u 4 y 4 ¢t - v[e +
(*— 1P ]+ v(**+»*), ¢ a expreflad da fu-

perficie em (¢ -} .:r)-;- .

Differenciemos pois fuppondo {émente conftantes
os.dous radicais ; teremos « . « wdu <= (x — 1) (dx —
d)=—0...xdx4-ydy—o...dt ;du-tdy—o0.
o @ (dt 4 dx) 4 (14 x) du - xdy 4 ydx =0

A
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. d
A fegunda deftas equagbes da dy = — e g

¥
xdx — ydu

Y
ftituindo na primeira e na quarta , feremos as

cquacdes . . . yudu— (x — 1) (ydx — xdx -
JAu ) =0 . v s u (xdx — ydu - ydx) 4 (t+ x) ydu
— x%x 4 y*dx — o , as quais moltrab que
¥=o; logo o angulo CBA deve fer refto , e con-

terceira da df == — du — dy = ;€ [ub-

feguintemente a-equagad do perimetro fe reduz a
s=t4utaty[ut(x—1*]s¢a ex-
preflad da fuperficie a (/4 ») % .

Differenciemos agora , nad fuppondo conflante
fenad o radical ; teremos . . . wdu - (x—1)
(dx —dt y=—o...dt+dutdx —o... u(dt
+de) L (14 x)du=o0. A fegunda di &t =
= dx — du ; fubftituindo pois elle valor nas outras
duas , e combinando-as vird x = 1 ; logo a equa-
¢aG do perimetro fe reduz a a=2f -} 24, € a
expreidad da fupericie a ‘ut.

Eftas duas exprefsdes fendo differenciadas dab
"r"+f"rff:n. e udr!—}—r.q"u v = g v B Iugu.":ﬁ!-
Concluiremios pois ; queas linhas AB , AD, DC,.

CB fas Iguais entre i ; e como o angulo A deve

°r reto , o quadrilatero procurado neceffariamen-
le ]u de ﬁ:r hum L]I.]:Idl'ﬂdﬂ-

Efta

r propriedade podia achar-fe com mais fa-
-cihdade : P P

mas nad f{atisfariamos entab a0 que nos
Pl’ﬂ-’
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propuzemos , ifto he, a moftrar de que modo a
liberdade de tomar efta ou aquella quantidade por
conftante facilita o calculo em muitos calos. Se
applicarmos ifto melmo aos outros polygonos ,
acharemos que em geral de todas as figuras ifope-
rimetras do melmo pumero de lados , o polygono
regular deffe numero de lados he o que tem maior
fuperficie 3 donde fe fegue , que de todas as hguras
ifoperimetras o circulo he a que tem maior fuper-

- ficie,

Dus Pontos muliiplos.

63 A T¢ aqui examinamos o que acontece,
quando a razad entre as differenciais das coordena-
das he nada ; confideremos agora o que fuccede,

quando efta razad ou ;-I'ahr: pa férma indeter-

i

minada % :
o

Como a equacad de huma curva , depois de fef
differenciada , fe péde reduzir & forma Adx
Bdy = o (lendo A a foma dos termos multipli-
cados por dr, € B a dos termos multiplicados

: d y
por dy) , iltohe a :;,. — —%- , efta claro , que pa-

; Y .

ra B e A fe fazerem nada ao mefmo tempo , be ne-
cellario que ambos tenhadé hum commum divifor)
o qual (e reduza a nada em certos valores de x ¢
Por exemplo na curva , -cuja equagad he y* =
x{a —x)? ; dx 2ay
—_— emos — == ,

a i dy (@ — #)* — 2x [u—--ﬂ

ito

— |
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x

. i 4 x
ifto he -Ji=i Alda Lo ., que no
dy (a—x) — 2x (a— x)°

o
cafo de ¥ =a fe torna em — ; mas bem fe vé , que
o

a — x he commum divifor do numerador e do de-

. dx dx
nominador , € que o valor de 3 fe reduz a &

iay”;“

» que he = 1 no cafo particular de
@ — 3%

—

o
¥=a: logo nefte exemplo — ==+ 1.
o

Aflim para achar em femelhantes cafos o valor

d ;
de ;,x— » poder-fe-hia procurar o commum divifor
¥

dos dous termos da frar.::;aﬁ"i:[ue exprime o dito va-
lor | e dividillos pelo mefmo divifor.

Porém como elle methodo nad fatisfaz , quan-
i dx . .
do o valor de - contém mais que huma varia-

vel , nem quando contendo {6mente huma inclue
guantidades radicais 3 por ilfo daremos outro mais
geral € mais facil, moltrando primeiramente , que
efta lﬁngularidndc (OGmente tem lugar nos pomiss
multipls, ifto he , naquelles pontos por onde paf-
40 muitos ramos de huma mefma curva.

4 Seja SOMZ M'O N’ ( Fig. 24) huma
Cirva , em que fe encontrab a0 menos dous ramos
o ponto O. KR claro, que a cada abfciTa AP
ot ¥ correlponde ( a0 menos em certo intervallo )

hum. numere de valores PM , PM’ para y, € que
05
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os y correlpondentes ans ramos que fe encontrad ,
fazem-fe ignais no ponto O, i

Da mefma forte , fendo AZ o eixo das orde-
nadas , neceffariamente a cada huma dellas AQ
ha de correfponder ( ao menos em certo intervallo)
hum, pumero de abfcifias QN , QN', QN”, ¢
as correfpondentes aos ramos que fe encoutrad,
far-fe-had iguais no ponto do encontro.

Logo, reprefentando por a e & refpe@ivamen-
te os valores de x e y , que convem 20 ponto mul-
tiplo, aequacad defta curva deve fer tal , que fe
nella puzermos a em lugar de ¥, venhamos a ter
para y tantos valores ipuais a 4, quantos {6 os ra-
mos que pafiad pelo ponto multiplo ; e pondo tam-
bem & em lugar de y, venhamos a achar outros
tantos valores @ para &,

Donde fe vé , que a equacad devera reduzir-fe
aférma...(x —am F4(x —an—s(y—4" F

o (¥ -2 o bR B b (5l
[_}r —_ H' F"”Jl-— f_j-l — b :I"” T = o » L!cﬁgnundn W
o grio de multiplicidade do ponto de que fe trata,

¢ lendo ¥, F*, &c T fungbes de x e y ¢ de con-
ftantes.

Com eifeito. fe fizermos ¥ = a , a equagad
reduzindo-fe entad a (y— 4" T =0 ferd divi-
fivel m vezes pory— A, e confeguinterente dard
m vezes y==b; e fe fizermos y=='b, a equagal
do mefmo modo'dard m vezes x == a ; o qne nib

- - A - - r -
acontecerd , fe a equacad nad fe reduzir 4 forma
expoila.

Iito
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Ifto polto , fe differenciarmos a noffa equagad
m vezes fucceflivamente , fazendo variar tambem ,
fe quizermos , dx e dy , he facil de ver pelo princi-
pio da differenciacad, 1° que {omente a ultima
¢quacad differencial conterd termos nad affectos

de y — 4, oude » — a. Logo todas as vezes que

houver hum ponto multiplo , as differenciais pri-
meira , fegunda , terceira , &c da equacad, f{e nel-
las puzermos em lugar de x € y os {eus valores a e b
correfpondentes ao ponto multiplo , deverad ani-
quilar-fe todas , excepto a differencial do grio m.
2° Que nefta ultima equacad os termos affeCtos
de ddx , ddy ,d'x , &c e de todas as mais differen-
ciais de graos ulteriores , terdd todos por fallores
algumas pmcncias_dﬁ ¥ —a, oundey— b; e que
por confeguinte eftas meflimas differenciais had de
defapparecer no ponto multiplo.

d
Logo: 1° No ponto multiplo o valor de -T;

nab péde vir em outra férma , que nab feja a de
o

e

o » excepto fe bulcarmos o dito valor por meio

da ultima equagad differencial. 2° Efta vltima equa-
$30 como nad contém nem ddx , nem ddy , nem
alguma das differenciais vlteriores , péde refultar
Immediatamente da equacad propofta , differencia-
? mvezes {ucceflivamente , fuppondo fempre dy
¢ dy conflantes. 20 Nefta melma ultima equacad
d% e dy fubirad ao grio m ; e confeguintemente fe

a dividirmos por dy™, teremos , depois a refol-

dx 3 g By
ver , m valores de 7= 08 quais determinarad as

E2 tan-
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tangentes , que tem no ponto multiplo os differen-
tes ramos que por elle pallad. -

Se a curva , por exentplo , tiver a equagad
a(y—b) —x(x—a)* =0, différenciaremos
duas vezes, ¢ teremos 19 2ady (y—b) — dx (¥—a)?
— 2xdx (x—a) =—o0 , 2° 2addy ( y—1b') + ‘wa_y"'" —_—
ddx (x—a)* —2dx? (x —a) —2xddx (x—a ) —
adx? ( x —a ) — 2xde® — o. Subltituindo a em
lugar de x, ¢ & em lugar dey, a primeira equa-
cad differencial (e defvanece ye m fegunda os ter-
mos em que entra ddx e ddy tambem fe delvane-
cem , de mancira que clla fe reduz a 2ady* —
dadx® == a.

Tomando porém na fegnnda differenrciacad dx
e dy como conftantés , vird 2ady® — 2dx* (x~=a)
— 2dx* (x—a) — 2xdx* = o0, gue na mefma
fuppolicad de x==a fereduz tambem a ?aa’f -

o pdx (e
2adx* = o0, ¢ di g = %1 ,indicando aflim duas
tangentes vo ponto em que x —a, e y=4 ; logo
eite ponto he hum pento duplo ; e como entap s
- ydx
fublang-:l]le e =—=+&, a5 duas tangentes fazem

com a ordenada hum angulode 450 . A defcricab
da curva por meio da equacad confirma illo mel-

X
mo ; porque dando y=—= 4§ + (¥ —a) 1/ —- mof-
[

tra, que a curva tem dous ramos iguais e femelhan-
1€5, ©5 quais fe cruzad no ponto (%
y=24. Alfuvafigura he a mefima que [e vé (Fig.24)-

-

2

onde y—a,¢
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65 Para determinar pois fe huma curva , cuja
equacad reprefentamos por =, tem pontos multiplos,,
quais elles {26 , ¢ aoade eltad , bufcaremos a dif_

ferencial Adx - Bdy = o da equacad, ¢ fazendo
A =o, B =0, teremos tantos pantos multiplos,

quantos forem os valores de y, que com os correl-
pondentes de x fatishzerem 2 cquacad = , compre-
hendendo tambem nclles valores differentes dey
aquelles que fab iguais , mas que ou differem nos
finais, ou correlpondem a differentes abfciflas.
Para determinar depois o grao da multiplicidade do
ponto ou dos pontos achados,pallaremos a differen-
ciar « fucceffivamente ( fuppondo dx e dy conftantes )
até que pelos valoresde » e de y tirados das equa-
¢Ges A — o e B==o0 nab feaniquilem todos os ter-
mos da equagad differencial que E: for achando; entad
o grio da multiplicidade ferd da ordem da differen-
cial, em que iffo tiver lugar ; ifto he, o ponto fera
duplo , fe pelos ditos valores nad fe aniquilarem to-
dos os termos da equagad , que provier da fegunda
differenciacad ; triplo , fe pelos mefmos valores nad
fe aniquilarem todos os termos da equagad refultante
da terceira differenciacad ; e aflim por_diante.

Exemplo. Achar os pontos multiplss da curva
cuja equagai he yt — axy® 4 bx) =0.

Differenciando a equacad propofta, vem 4y’dy
— 2axydy — ay*dx 4 3x%dx =03 ¢ igualando
AeBanada, temos 4y’ — 2axy =m0, € 30%1 —
ay®==0, as quaig§ dab x =0, ey=0, ¥ =

a2 3
y I'I 3
&b’ ""J"=\/-1—m;; mas efltes dous ultimos va-

lo-
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lores nad fatisfazem & equacad propofta ; logo nefta
curva nad ha fenab o ponto multiplo, que he dado pe-
las equagbes ¥ == o € y =0, ifto he , nad ha ponto
multiplo fepad na origem das coordenadas.

Para achar a multiplicidade defte ponto , diffe-
renciaremos fegunda vez , e vird 12y2dy? — 2axdy*
— 2aydxdy — 2aydxdy 4 6bxdx* = o, cujos ter-
mos [e aniquilad todos , pondo x =0 e y = 0::logo

o ponto achado he mais que duplo , ifto he , paffad
por elle mais que dous ramos da curva.

Procedendo pois a terceira differenciacad , tere-
mos 24ydy’ — 2adxdy? — 2adxdy* — 2adxdy* -}
6bdxi —= o, que fuppondox¥=o0 e y =0, fe reduz
a 6bdx? — badxdy* — o. Como efta terceira diffe-
rencial nad fe aniquila, o ponto he hum pon-

to triplo, ou (que vem a fer.o mefmo ) he com-
mum a tres ramos da curva.

dxt adx

A mefma equacaé da =0, don-

rf_p i 5::}

S dx 1/ a ;
e — —,, — — -
de fe tira 3 0. € & + 7 O pri
meiro valor moftra , que huma das tangentes no
ponto 'multiplo he parallela as ordenadas, ifto he,
que hum dos ramos toca o eixo das crdenadas,

por fer entad o ponto multiplo na origem. Os ou-

tros. dous valores 1/’ —:—r,— 1/ -g- mnﬂ:a{i.quc

0s outros dous ramos fazem cada hum com o ei-
X0 das ordenadas hum angulo , cuja tangente he

v
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. V A , € que fe cltendem de ambas as partes delte

b
eixo. Péde-fe achar 2 figura da curva ( Alg. 283 )
X & :
pela fua equagab y === 1/ A S / (aa —

Abx }1 , e ver-fe-ha que he 2 mefma reprcfcntada:
na Figura 2%.

" Se a equagad que determina as tangentes nad
tiver todas as raizes reais , como acontece algumas
vezes, entad dos ramos que paifad pelo ponto multi-
plo ferdd tantos invifiveis, quantas forem as raizes
imaginarias. Quando os pontos , em que ilto acon=
tece , eftad deftacados do curfo da curva; chamad-fe
pontas conjugadss.Porém ainda que ﬂﬂfj:lﬂ' deftacados,
fempre {e reputa que unem o pumero de ramos
denotado pelo grio da fua multiplicidade : a curva
a que clles pertencem he individuo de huma fami-
lia mais extenfa , na qual todos cltes ramos [ad vi-
fivels ; mas fazem-{e invifiveis na curva indiviq
dual, porque alguma das conftantes , que entrad na
cquacad commua a toda a familia, he nada no cafo
particular da curva individual. Para exemplo delta
aniquilacad dos ramos tomemos a curva, que tem
por equacad m(yp—b)F — ¥ (x—a ) =o. A
curva da Figura 24 he hum cafo particular def-
ta, como fe achari fazendo m =—a. Purém fe
r'_'F?m'ﬂm'mﬂﬂ a — o, a folha, que como vimos , ha-
Vid na Figura 24 ,nab terd lugar ; porgue cntab

a cquacad fe reduz am(y—2)P —xI—o0, m
qual os dous ramos OMZ , OM'Z; que eltavad

S o do ponto Q, nad terad lugar ; ou ao me-
nos
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nos nad ferid vifiveis: digo ao menos nad ferid
vifiveis , porque podemos fuppor que elles fempre
Ii exiftem , ainda que invifiveis , fe tomarmos
nad como nada abfoluto, mas 6 como infinita-
mente pequeno, e allim nad deixari a curva de
ter duas tangentes.

66 De tudo o que acabamos de dizer por oc-
caliad dos pontos multiplos , podem-fe tirar mui-
tas confequencias uteis.

1° Todas as vezes que huma expreffag algebri-
ca fraccionaria % ( fendo A ¢ B fungées , por ex-

emplo, de huma ou duas variaveis xe y ) he tal que
pela [ubftituigad de certos valores determinados de

i o
cada variavel fe torna em — , acharembs o valor
3 .

que entab deve ter a expreflad, differenciando fe-
paradamente ¢ numerador e o denominador, na fup-
poli¢ad de ferem conftantes as differengas primei-
ras, e tantas vezes fucceflivas, quantas for necelfa-

rio para que elles nad fe reduzaé ao mefmo tem-

po a nada. Porque podemos fuppor -E— == :-:;r_ ;
ou Adx— Bdy— o, e aflim eftamos no cafo de que
temos tratado. Mas as differenciacGes confecutivas,
que requer o methodo expolto, dag . . dAdx—dBdy
=0 .. ddAdx —ddBdy—=o .. &'Adx — d’ﬂﬂfy

d« _ dB  de.  ddB  dx

R ] h- S - Fn= e ———— “w
b k) WAk et dy
_ 4B

= logo devemos differenciar feparadamente

Q
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o numerador e o denominador , € a ultima equacad

; dx
dari o valor ou valores de — =51
/ x? —a
3 1 he o valor de ., quans
Exemplos. 1. Qua FEIY T, q
do y=—=g? Temos B=x* —a* , A—=x—a;

dB 2xdx
— Ry =—=g.

dA T dx
2a (a—x) 1/%
II. Qual he o valor de

) 4B
quando @ =— % ? Temos — —

g
adx (a—=x) ;a:r — 2adx 1/.; il
— 2dx (a—x) — 2dx (a—x) —+ 2xdx

Do mefmo modo [e acharié nos cales particu-
lares os valores indeterminados de o X 9 , e de

logo

(a—x)? ¥ {n‘r—r}

-

€S — ©O; porque 2 :---:— , fendo a huma
quantidade finita.

67 2° Todas as vezes que huma equacad de
muitas variaveis x, y, z, &c for tal , que a certos
valores de huma dellas menos hum correfponda
certo numero de valores iguais da ultima, e que
o mefmo aconteca a todas ellas, acharemos efles
valores differenciando fucceffivamente a equacad
propoflta, dutras tantas vezes menos huma, na fup-
policad de dx , dy , dz, &c ferem conftantes, e izua-
lando a nada os multiplicadores de dx, oy, dz, &c,
0s de dx? , dxdy , dzdy, &c; e aflim por tliagte.

e
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Se todas eftas equacbes concordarem entre fi, e
com a propofta, os valores de x, y, z, &c que
ellas derem , ferad os valores procurados,

68 ADVERTENCIA. Por quanto nos pontos
multiplos os valores de x ¢y, achados depois de fe
igualar o coefliciente de dx e dedy a o, devem
fatisfazer & equagab da curva ; [e ella nad for dada
em termos finitos, ou nad fe puder obter nefta for-
ma pelos methodos do Calculo Integral’ , nunca
poderemos fegurar-nos da exiftencia dos ditos pon-
tos pelo calculo fémente,

Dos Pontos de inflexat viffveis e inviffveis.

69 SE huma curva BMJ ( Fig. 26 ) paffar de
convexa a ler concava, o ponto O, onde acontece
ella mudanca; chama-fe ponts de inflexaa.

! Para determinar efta efpecie ‘de pontos, obfer-
varemos que fendo a tangente em O commua aos
ramos OB, Of, que fetocad no ponto O, fe de
huma ¢ outra parte do mefmo ponto imaginarmos
dous elementos , ou ignais on defiguais ,a tangents
fera a continuagad de ambos , de maneira que eftes
elementos OM , Om eftario em linha reda.

Iito pollo, tirem-fe as ordenadas MP, OQ , mp,
efeja AP—ux, PM=y; ferd Mr —=dx, Or =
dy, Or' =dx J-ddx, mr' = dy 4 ddy. Os triangulos
MrO e Orm' (26 femelhantes ; mas fe fuppuzermos

MO — OUm , como he licito , os melmos triangulos

ferad rambem iguais , e teremos dx = dx -+ ddx ,

e dy—= dy - ddy, ilto he ddx = 0 ,.e ddy = o.
Logo
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Logo para determinar os pontos de inflexad
fimples , differenciaremos duas vezes fuccefliva-
mente a equacab da curva, fuppondo dx e dy con-
ftantes na Fﬂgundu differenciacad ; entab eliminan-
do dx ou dy de ambas as equagbes differenciais vira
huma terceira, que fendo primeiramente dividida
por dy? ou por dx* , e combinande-fe depois com
a equacab da curva, dara os valoresde x ey, que
convém ao ponto .de inflexad.

Exemplos. 1. Nacurva, cuja equacad he »? —
by* — a’, vem por primeira differenciagad., . . 3¢

— alydy == 0, e por fegunda ., . . 6xdx® — 2bdy?

Bbxddx= :
=0, as quais dad Oxdx* — A 5 M — o, ilte

4521.:-
he 44y* — 3%’ = o, Comparando pois efta com a

propofta , temos no ponto da inflexad x — a Vi,

= g

LA
I1. Na curva, cujaequacabhey=a -} (x—a) i ,

differenciando duas vezes confecutivamente terc-
el

mﬂﬂ---ﬂ'j’:—i‘- (A"—ﬂ)f ﬁ,.'l' e e D
by,
'_Ti (x—a) * dx*; como cita da dx— o0, vira

(*—a )i —o;logo ¥— a =y fab os valo-
res que correfpondem ao ponto' de jnflexad.

Como achimos d¥ — o, a tangente no ponto
de inflexad defta curva he parallela 4s ordenadas.
707
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70 O methodo , que ordinariamente fe d para
achar os pontos de inflexad, conlifte em differenciar
duas vezes a equagad | da curva, fuppondo dx con-
{tante, e igualar ddy anada,ounao infinito. Ainda que
efta regra conduz aos mefmos refultados, com tudo
de propolito nad quizemos fervir-nos della ; porque

na realidade o que entad he infinito he

o x2
tffj » que tanto nelte cafo como em outro qualquer
{6 pode fer nada ; mas como d¢ he nada nos pon-

tos de inflexad, em que he coltume fuppor ddy infi-

: dd o
nito , 'd;-:; he realmente =T » “que com efteito

he infinito, tomando o por huma quantidade infini-
tamente pequena.

71 Quando a curva tiver muitos pontos de in-
flexad , a equacad final paflard do primeiro grio,
¢ dara muitos valores de x : [uccede illo nas cur-
vas de curfo tortuofo, como na Figura 27.

72 Se concebermos que os dous pontos de in-
flexad O e O' { Fig. 27) fe avizinha® cada vez mais,

| L J
até que a fua diftancia feja infinitamente pequena;
entad [e repreflentarmos como acima os elementos
OM, Om, O'M’, O/m’, os dous lados Om e
M'O7 eltarad hum fobre o outro; e como no pon-

to de inflexad MO et em linha refta com Om , €
M’O’ com O’m’, fegue-fe que haverd tres ele”
mentos confecutivos em linha reta.

Sejah Mm , mm', m'm" ( Fig. 28 ) eltes tres
elementos , de cujas extremidades fe abaixem as or-

denadas MP, mp, m'p’, m"p" ; tirem-fe M:;.
T Mry
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mr’, m'r' parallelas a AP. Supponhamos AP=x,
PM —=y; teremos Mr—=dx, mr —=dy , mr'=
dy 4 ddx, r'm'=dy 4 ddy , m'r" = dx - 2ddx
+ dix, r''m"'=dy 4 2ddy 4 dy. Eftando pois os
tres elcmcntﬂs em linha refta, os tres triangulos
Mrm, mrim! m'r!m" fad femelhantes; e ﬁ': ufarmos

da llbcnlad{: que temos de fuppor os tres elementos
iguais , os tres triangulos ferad iguais, e allim te-

remos ddx —=o, ddy =0, dix—=0,; diy =0,

Logo em geral : differenciaremos a equacad da cur-
va tantas vekzes , fuppondo di e dy conftantes ,
quantos forem os pantos de inflexad’; entad tiran-
do da primeira equacad differencial u valor de dx
para o [pbftituir em todas as outras, e dividindo
depois a fegunda por dy? , a terceira por dy’ , &c
teremos oulras tantas equacdes , que devem ter lu-
gar com a pn}pﬂﬂa » para que haja huma, duas,
tres , &c inflexdes reunidas ; ifto he , os valores de
x e'y tirados deé duas equacdces d H.m devem fa-
tisfazer &s outras ém que fe haé de fub®ituir.

Quando as inflexdes reunidas nad forem fenab
doas, a inflexab ferd :nnﬁu.l : mas (e forem tres,
a inflexat ferd vilivel, Em geml a inflexab he vi-
fivel ou invifivel , conforme for par ou impar 0
nuniero das inflexGes reanidas. L ogo , reprefentan-
do geralmente a equagad de huma curva p-:-t pic==o}
para qua haja m pontos reunidos de inflexad, he
necellario que differenciando E , m = 1 vezes, fup-
]mmh rf-c e dy conftantes, todas as di Ferenciais

dix, yodix, diy, &c até o grio m-t1 [cjab

n:id-! ; E:t inflexad ferd vifivel on invilivel, con-
forme for par ou impar.

-
{3
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73 Para determinar agora os pontos de infle-
xad, quando as ordenadas partem de. hum ponto
fixo, tirem-fe ( Fig. 29) as ordenadas CM , Cm,
Cm’ a dous elementos da curva » 08 quais devem
cltar em linha reta no ponto de inflexas , e def-
crevad-[e os arcos Mr, mr!, que podemos fuppor
perpendiculares a Cm, e Cm'. Ifto pofto , como

Cmm’ 4+ rmM — 1860, ou Comr' 4+ r'mm’ 4 goo
— rMm = 180, ferd rimm’ — rMm — go° —
Cmr! = mCr’, porque o triangulo Cr'm he re@an
gulo emr'; logo a differenca entre r'mm’ e rMn
he {6 o angulo mCr7,

Tire-fe mn que faga o angulo m'mn = mCr';
fera o angulo mmr' — mMr , e por confeguinte 03
triangulos tmr’, mMr ferab femelhantes, Suppo-
nhamos CM —y, Mr—dv, Mm — ds ; teremos
mr=— dy , mr' = dx <+ ddx , m'r! — dy - ddy »
mmn' == ds -+ dds. Delcrevendo do ponto m com o
Taio mm' o arco m'n , os fetores femelhantes Cmr/,
nmm' dardd Cm (y~4dy ) s mr' (dx $-ddx ) 27 mm'
(ds t-dds ) ; m'n = %ﬁ ; mas pelos triangulos
femelhantes m'tn , mrM , e mr' temos My (dx).:

Mm{ds):: m’n( x ﬁ:’!: ﬁ:-.l!:Il-"f.al*|l'p::".1r]_:

y

drdy )

'
rm (dy) % mr' (dx 4 didx) = r't (dy+ ..ﬂrﬂ,j — m’f) 3

dvdr?
logo dxddy — dyddx — :ﬂ_ﬁ__ -0 o

X
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Ffta formula coincide com a das cocrdena-
das parallelas , quando fe [uppbe que o ponto C
eftd a huma diffancia infinita, € os dx e dy e to-
mad como conitantes ; porque entad y he infinito,
e o termo dxds? deve delprezar-fe. Se [uppuzermos
dx conftante , a formula ferd ddy = ! ; mas nad
deve efguecer efta' fuppoficad s, quando fe differen~
ciar aequa®ad da curva. Por outra parie , como 0s
dx [ad arcos defcritos com hum raio variavel , po-
demos referillos a arcos defcritos com hum raio
conftante CO , allim como f{e cofluma de ordina-
110 { 40 ), pondo em lugar de'dx o (eu valor, que

he fempre facil de achar, advertindo na femelhan-
€a dos {eflores CSr, CMr.

Nad nos demoraremos em dar nella mefma
hypothele as forimulas para achar os outros pontos

de infexad , porque piefentemente nad pode ha-
ver niifo difficuldade. .

Refiexab fobre bum Maximum & Minimum,.

74 S Eja a fungad F de litma on muitas va-
l"lﬂ'n.'ti‘i [ulceptivel de maximum o minimum. Con-
liderando elta fungad como orlenada ou abfcilfa
de huma curva ,. ¥to he , [uppondo x = F , vé-le
pelo que diffemos fobre s pontos de inflexad , que
{e JF. ou dx he o todas as vezes que _ha maximum
ou muntmum , ainverla nem fempre he verdadeira;
porque achamos (70} hum calo em que era dx == 0
no.ponto de inflexad , iffo he, em que a tangente
era parallela as ordenadas , e nelfe cafo nem a or-

: T de-
A




R0 ELEMENTOUS

denada, nem a abfcifla (ab miaximum, nem minimum,
Aflim para nos certificarmos da exiftencia do ma-
ximum ou do minimum , devemos differenciar mui-
tas vezes [uccellivamente a quantidade , fazendo
conftantes as differencas primeiras de cada varn-
vel ; entab fe os valores que as variaveis tem no
onto bufcado do maximum ou minimum , anigui-
ﬁtrem dF , ddF , e nad d’F , nad havera maximum
na curva , cuja equacadb he ¥ —= F, mgs {im hum
ponto vifivel de inflexab , e confeguintemente F
nad terd maximum nem minimum, Porém fe d'F
fe aniquilar , e nad d4F , haverd maximum ou mi-
miznum,  Em geral : Todas as vezes que a ultima
differencial que fe aniquila for de grio impar,
havera maximum ou minimum na quantidade,

Dos pontos de Reverfaid , e das differentes efpecies
de conlalio dos ramos de buma curva.

75 D Ous ramos de curva, quando chegad a
tocar-fe , ou oppdem hum ao outre as fuas conve-
xidades ( Fig. 30 ), ou fe abracad ( Fig. 31); e em
ambos os calos pode [ucceder , ou que continuem
no fen curfo de huma e outra parte do ponto do
contato , ou que parem de repente nelfle melmo
ponto ( Ffig, 32 ,¢ 27 ) . Nelte ultimo calo o pon-
to do contallo chama-fe ponto de reverfai , o qual
he de reverfus fimples ( Fig. 32) , e de reverfas de
bica ( Fig. 73 ) . Quando fe reunem mais que dous
ramos , eltas differentes variedades podem achar-le
juntamente no mefmo ponto ; e além dellas huma

infinidade de outras ; pedem , por exemplo , 0%
ﬁ!‘r
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famos a0 tocar-fe ter huma ou muitas inflexdes.
Péde acontecer , que fe achem reunidos hum pon-
to de inflexab e hum ponto de reverfad , e paregad
formar hum {6 ponto de reverfad. Allim [e o ramo
EBD ( Fig. 34 ) » que forma em E huma reverfad
ﬁmpl_cs com o ramo EC , tivelle hum ponto de -
flexab em B ; quando elte fe achafle infinitamente
vizinho do ponto E , nad haveria fenad a apparen-
cia de huma reverfad de bico:

Nab nos demoraremos em dar o caradter de
cada variedade ; obfervaremos {Omente , que quan-
do muitos ramos de curva (e tocad , 1° o ponto em
que ifto acontece , como he multiplo , ha de ter as
condicbes mencionadas (64 ). 2° A equacad que
ferve para determinar as tangentes dos pontos mul-
tiplos , terd entad (antas raizes iguais , quantos fo-
rem os ramos que fe tocad , porque nelfe cafo ha
outras tantas tangentes reunjdas. Aflim nha rever-
fad fimples {6 necellarias as mefmas condigdes dos

pontos duplos , e a equagad , que da as tangentes

dx

ou ——, deve ter duas raizes iguais. Quem defejar

inltruir-fe mais nefta materia , pdde conluhtar a
Analyfe das linhas curvas de Cramer. Genebra 1750,

Dos Raios da Cirvatura , ou da Evoluta.

76 S E de cada ponto M, m , m', &c de hu-
ma curva qualquer AM ( Fig.35 ) fe levantarem as
perpendiculares MN , mn, m'n’, &c ; as interfecs
¢oes confecutivas #, n’, &c formarad huma cur-
va,a que fc da o nome de evolura ; porque (¢ ima-

F gi-
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ginarmos applicado a ella hum fio ABN, que {
toque na origem B , entad , defenvolvendo-fe 1
curva , a extremidade A do fio defcreverd a curvi

“AM. Com effeite na evolucab de Na , por exem-
plo , confiderando efte arco como huma pequena re-
éta , o fio MNn delcreve ao redor’ de n como cen-
tro o arco Mm , ao qual he ncceflariamente perpen-
dicular, porque o raio de hum circulo he perpen-
dicular 4 fua circumferencia. Donde fe vé 19 que
o comprimento da tangente MN da evoluta he
igual a AB 4 BN ; logo a curva BN he reélifica-
vel. 22 Que o ponto n fe pode confiderar como
o ponto de reuniab de duas normais infinitamente
vizinhas MN , m#n’. Cada linha MN fe chama
rato da evoluta , on raio da curvatura , ou tambem
raio ofculador.

77 Ifto pofto , para determinar o valor do rai0
ofculador MN em qualquer ponto da curva dada
AM , imaginem-fe dous elementos confecutives
Mm , mm' ( Fig. 36) , duas perpendiculares
MN , mN, e produza-fe o elemento Mm, No
triangulo NMm re&tangulo em M teremos 1 «
fen MNm ou MNm ;. mN ou MN : Mm ; logo

Mm Mom
MN = MNm — umm’
va dividido pelo angulo do conta&o.

Se conduzirmos Mpr, mr' parallelas a AP,
efta clarg, que wmm’ — = d (rMm) , tendo Jugat
o final — quando a curva he concava como 10
noflo cafo , ¢ o final 4 quando a curva he conve:

— ao elemento da cur-

dx? dy .
xa; ¢ como (25,¢33)d (rMm) = ';T",('Ei')'

fup-
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fuppondo Mm ou 4/(dx® 4 dy? ) = ds, teremos

ds {5}
MN = 7S - ¥ Ao
- dx? : Wik
=8y _;_) a2 d {2
s ( dx x \ dy )

Eflta formula dos raios da evoluta no cafo das
ordenadas ferem parallelas entre fi , pade ter diffe-
rentes térmas , conforme fe tomar huma ou outra
ﬂ|ﬁur-:m.‘ia!- por conftante. Se tomarmos o elemens
to ds da curva por conftante , ilto he, e fuppuzer-
mos dds == o , a equagad ds? == dx? =+ dy* len=
do differenciada dard dyddy = = diddx ; logo

MN — iy

+ dudx

. 8e fuppuzermos dy conftante , ou

ds’

ddy = o ; vira MN —
4-‘:’}.;

—. Se dx porém fora

ds?
T dxddy
Lxemplss: 1. No circulo , cuja equacad -he

ady — xdy
Jy = 2ax — xx , teremos dy — — — ;5 lo=

v (24% — xx)’

¥ dy
ds == /l{dx }-dy? ) = — . ““ o~
gl} ¥ ":)i .t'—}'- .} / Vf{:ax___rx],Ed(ﬂrx')

differencial conftante , fera MN =

ey (___ :

'ld'.t‘ —.T-'h‘

) - — ntdx

. Subftia

(2ax — xx)

p dil
tuindo pois eftes valores na formula ;

~dy !
"dxw"‘dx)

F 2 te-
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aldyl

3
fﬂﬂ.t' —_— ,1:_:\:'} F

adx?

teremos = a ; quer dizer que o raio

3
(2ax — xx) 'S
ofculador he fempre da mefma grandeza , e igual a0

raio do circulo , de maneira que a evoluta fe reduz
‘a hum ponto, que he o centro , como ja fabemos.

II. Na parabola temos y* — px, que da

: d.
dy =1 dx V-;;Iugun':= ;x

‘f &
d(é) =Gk ;:_,Px dx ; e a formula fe tornar

:?;1/_4_”_;_1'_?.5:

geprefentarmos a normal por # , teremos # =

Ap 1/ - j’ﬂ (Alg. 364 ) ; logo o raio da ever

H!
luta = Yol refultado que tem lugar em todas 38

feccbes conicas.
I1I. Na cycloide ¢ Fig. 77 ) temos y = AS +
v/ (265 — xx), fendo AP = x, PM =y, AP




panC A v e Loy 85

nd{ﬁuﬁ5]1 ady — xdx
cof AS ~ g y"{zﬂx—x;‘f

a ady — xdx ady — xdx

a—x  /(2ax — xx) ; V(2ax — xx) N

dx x/(id_*x) JI—JIVEH d __‘ir_ =

— adx

&= 2a; logody =

r , e por confeguinte o raio da evo-
x*y/(2a — x)
luta MN = 2y/24 (2a — x) = 2BS . Veé-le pois.
1° que o raio he nullo no ponto C ; e por confe-
guinte aevoluta paffa por efte ponto. 2° Que o
raio no ponto A he o dobro de AB. @

78 Para acharmos a equagad da evoluta BN
( Fig. 38 ) , forme-fe o reétangulo PONQ_, e
fea MN =R, AQ =4, QN =1¢, AP ==,
PM =y, o elemento da curva AM —ds, No
triangulo rectangulo MON temos 1 : fen MNO

dx Rdx
(_E’s_-) .. MN (R) ; MO = — logo ¢t =
Rdx

T L

i~ — ¥+ Do mefmo modo NO ou PQ =
Ry

—

By logo u — E———}- x : exprelsbes que por

m:-m da equacad da curva darid a relacad entre u
el

Se
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Se por exemplo a curva AM for huma paray

J
bola, cuja normal CM — »n, teremos R = _” —
2l
dx PM d 1 :
~ATVEE S —_:—.—-=-.'r_, i=iiﬂfﬂnff*
s CM " as n
2
guintemente { = ﬂ_}-'- —_— = bt - d“‘f‘#f, e
& , quep P
213 =]
== P —I—Iﬂgx—l--EP,ﬂquﬂl di.t'=y :P.n
3

Logo fe fizermos u — sp==2, ilto he, fe con-
tarmos as abfciffas do ponto B, teremos x — iz,
e por confeguinte 27912 = 16z} . Donde fe vé,

que aevoluta NB da parabola ordinaria he a fe-
gunda pafbola cubica, cujo paramctro he igual

a :;- do parametro da parabola dada, Ffi4 claro,

que acvoluta da parabola toda MAM’ tem hum
ponto de rever(ab em B.

Do mefmo modo fe achard’, que a evoluta da
“eycloide CA ( Fig. 27 ) he outra cycloide igual
CE, mas em poficad inverfa.

79 Quando as ordenadas parrem de hum ponto
fixo Fig.39 ,para achar o valor de m'mu , que fe

N
deve fubltituir na formula MN — e

» defcre-
R

veremos os arcos Mr, mr!, e teremos m'mu ==
r'mu — momr'; mas (73) r'mu = mCr' 4 rMm

= MCr 4 /Mn; logo m'mu = MCr - rMm

— r'mm' = MCr — d (mMr) , I
Ifto
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Iﬂg pl:l_ﬂ'ﬂ . = fur T'l.”[r:ffx g € CM —_—J0

¥ dx
teremos MCr = — ; logom'me — — 5~
\ y
dx? dy
— (-—-), conforme a curva for concava ou
ds? \dx

convexa , € confeguintemente MN —

yds?

o Quando y == ¢0 , ifto he
ds*dx 3 ydx*d el
dx

quando as ordenadas fad parallelas , vem MN =
ds 1

5 dxid (%)

' Seja acurva CKM ( Fig. 40) a Spiral loga-
rithmica , cuja natureza he tal , que conduzindo
de qualquer dos feus pontos M a refta MIC a0 cen-
tro C, e a tangente MT , o angulo CMT [eja fem-

, como j4 achamos.

mr dy
pre 0 mefmo, ou ——— == — == Conft. Logo te-

Mr dx

ds

remos o rajo ofculador == -~ . Se tirarmos. pois

- &
CB perpendicular a MC , e MB perpendicular a
tangente MT , teremos Mr (dx) i Mm (ds) ::

CM(y): MB= fi , logo o raio = MB.
X

Comao prodnzindo BC , temos CEM L CMTS a
evoluta CBD he a mefma fpiral CKM em diffe-
rente poficad. Vé-fe pois, que a tangente MB he

de
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de comprimento igual 4 fpiral CDB , e por confe-
guinte MT = ao arco CEM.

8o Os raios da evoluta fervem para medir a
curvatura de qualquer curva em cada ponto. Com
effeito , como na evolucad do clemento N da cur-
va BN ( Fig.35) o fio delcreve o pequeno arco
mm' , fegue-fe que efte melmo arco tem huma
curvatura -igual a do circulo do raio man ; e confe-
guintemente na expreffad do raio da evoluta temos
para cada ponto o raio do circulo, que neffe mef-
mo ponto he de huma curvatura igual 4 da cur-
va. Logo, pois que as curvaturas dos circulos
eltab na razab ioverfa dos feus raios, com muita
facilidade podemos comparar a curvatura de huma
curva em qualquer ponto com a curvatura da mel-
ma , ou de outra curva em outro qualquer ponto.
Por exemplo, fe quizeffemos comparar a curva-
tura da parabola na fua origem com a curvatura,
que ella tem na extremidade da ordenada que pal-
fa pelo féco, fariamos fucceflivamente na expref-

fad do raio da evoluta x =0, e ¥ — Ip (Alg.356),
© que daria {p , e py/2 ; logo a curvatura no pri-

meiro ponto he para a curvatura no fegundo ::
2v2:4p .. 2¢/2 : 1 . Sobre as propriedades das

evolutas pade confultar-fe a Analyfe dos infinita-
mente pequencs do Marquez de I'Hspital , onde além
diflo. fe acharad outras applicacées do Calculo Dif-

ferencial.

81 ADVERTENCIA. Da fuppoficad que fi-
zemos { 70 ) de eltarem em linha reéta os dous ele-
mentos proximos de humga curva no ponto de in-

flexad , parece feguir-f¢’, que nelte ponto o raio da
| evo-

A s T | |
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evoluta he infinito ; porque entad as duas perpen-

diculares fat parallelas, Sem embargo, em mui-

tas curvas o raio da evoluta no ponto de infiexad

he nullo, como por exemplo na Parahula , cuja
3

—

equacal he v = x7 .

He porém de advertir, que na noffa fuppofi-
cad na6 ha coufa que determine a grandeza dos
dous elementos confecutivos 3 logo fe cada hum
delles fe reduzir a hum ponto , nem por iflo deixa-
146 de eftar ambos em linha re&a, e as duas perpen-
diculares cahindo huma fobre outra , fe encontrarad
no melmo ponto donde partem. Succede ifto nas
curvas , em que o raio da evoluta = o no ponto
de inflexad ; porque fendo entad a curvatura infi-
nita, cada hum dos dous elementos confecutivos
fe confunde com a tangente infinitamente menos
que em outro qualquer calo, e por confeguinte am-
bos elles fe devemn confiderar como dous pontos
reunidos. Logo podem os dous elementos eftar em
linha re@a, fem que por iffo o raio da evoluta (e~
ja infinito 3 mas daqui mefmo fe fegue tambem,
que no ponto de inflexad o raio da evoluta he fem-
pre ou infinito , ou nullo ( 70 &

Como ¢ raio da evoluta be pofitiva no ponto do
maximum, ¢ pegative na ponte d? minimum , fe-
gue-fe que para diltinguir fe huma quantidade y

fungad de x he hum maximum , ou hum 2LREIRLN

: ddy :
examinaremos fe a exprefiad —T he pofitiva-, ou
ax

ﬂf—‘gﬂtl'p'a; no primeiro calo y ferd hum minimum ,
¢ no fegundo hum maximunt.

Que




9o ELEMENTOS

Outras applicagoes do Calculo Differencial,

82 I. S Upponhamos que fe pede o valor. de
(a 4 %)™ . Reprefentando efte valor pela equacad

(a4#%)"=A+4Bx+4Cs? 4 Dsi + &c

differenciemo-la confecutivamente ; e dividindo por
dx , teremos
m(a - x)*=1 =B 4 2Cx 4 3Dx? + &c
m(m—1) (a4 xpr—2=2C 4 2.3 Dx 4 &c
m(m—1) (m—2) (a4 xp"—3 =2.9D 4 &c
¢ allim por diante,

Como todas eftas equagbes devem fer fempre
verdadeiras para qualquer valor de x , facamos
¥e=03; V2 , . . A=g®, , . B=man—r,
s sab W 31, o el O Lo T

2 2 3
av—3 . .. &c ; logo

L o B M—1 m—3 %
(atx) =a +mwa X1 W i X
=

+m. ”';" 3 "";‘_"" Py 55 gy s

De outra forte. Seja (a4 x)® =y, teremos
# ; "]F
?jr = ml (a 4 x) , que da (@ = x) Ei- — #ys == Os

Sup-
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d
Siippﬂm]{} § == A + B.v+ Cx2 + &c , vem J.:_:
= B 4 2Cx - &c. ; valores que fendo fubltitui-

d
dos na equacad (a 4 ) i— — my == 0, dab

aB < 2aCx 4 20Dx? 4 &c =0
—mA 4+ Bx4 20t
— mBx — mCx3

Logo aB —mA =0 , . . 2aC 4+ B—mB
=0..:;2aD42C—nmC =0} e como fendo
¥ =0, he y=a™, teremos A=a",..B=

m—I
mﬂm_:.., C=M|‘—_""_"ﬂlm_:! w W D=m-
2

m—I 7 — :
G " ﬂ” = -|

* 3
=1 m—3 3
Iﬂfx:lm=u"+m¢m_zx‘lfm.-—-=—.n x

e por confeguinte

t+ &e.

ey ek __—*:%, a nolfa formula dara
L]
a= o — Ao +m m—I
— a™ —_, ey
ey i
av—2',

-+ &c, ilto he, dividindo por &7,

[ ., ]

==

=

¢ pondo 7 em lugar de —m»

a
{“fm}n';#!'{lfun—m‘—i'n.#{-! = -Iwkc}

ata & [-*fﬁlz

for-
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formula em que a ferie para, quando # he nume.
ro inteiro negativo,

II. Em geral: Trate-fe de defenvolver huma fun-
¢ad y de x em huma ferie da férma A 4 Bx -}-
Cx? 4 D+’ 4 Ex4 -} &c. Exprimindo efta hypo-
thefe , e differenciando-a fucceflivamente na fuppo-
ficad de dx conltante, teremos as equagbes feguin-
tes para determinar os coeflicientes.

y=A-4 Bxr 4 Cs* 4 Dx? 4 Ex¢ 4 &c

%‘ =B + 2Cx + 3Ds* 4 4Ex 4 &c

T2
i =2C 4-2.3 Dx 4 3.4 Ex2 L &c

ds? "7

-ﬁ”
ZF — 2.3'D 4 2.3.4 Ex 4 &c

dx?
diy

Ee s
T =234 E 4 &c

¢ affim por diante,

Fazendo pois x = o, e reprefentando os va-

t ; r
leres que tem entad y -;y- : _: 29 ;_{, - _;:i, g
X X~ ix? X

&c- refpectivamente por V , VI, V7 V',
rn

V', &c teremos A:V,B:UF,C=L,
2

D Vit €\
_.-;-3—‘ ' EI"_"‘;S:, &Ci lﬂgﬂ
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£\ Wi 1|k|'lﬂ'l
— ] o ks 1 3 _____x* &':.,
Jim VA Vid — == 4 = rhigen +

Moftremos o ufo defte Theorema em alguns
exemplos.

1°  Pergunta-fe qual he o valor de /(a 4.

d T
Nefte cafo temos y=I(a - %) +» .-F'i- — ;:F; .
d2y -1 rﬁy "'__ 2
' O R I U 20
. J‘F S e Pundﬂ em todas eltas ex-

dx* 1.”‘+-‘-'

I
{
prefsdes ¥ = o , acharemos V=/la ... V'= g
¢ 2. S i 'l,.,r:rrﬂ__ﬂ___ ) \ V2 LT
' al 8 al
&cs 4 lﬂgt
ﬂ
A 2 a3 4
Hata)mmlat—m— S b — t &
2a® 3415 ,q.-lJ-l'
Semelhantemente
2 & derash
Ua—u) =z fa —{— + — + — pE2 + &),
3...'; .q.n“

Adiante veremos o modo de deduzir deftas fe-
gits Outras mais convergentes.

2° Querendo achar o valor de fem x, tere-
mos
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dy d*y

mﬂs.”y:ﬁﬂ.r...g—:rqf.r...d.—-—_-
X x2

., dy
L] L L = e i r x [ & B ——
@r" dxd

= fenx &c; logo V=0 ., s, Vi=p ., .,
Visoio e V"= a1, i s V=0 &c, s
confeguintemente

3 § 7
J"E'n:'c:-—.'-.‘— j——'!' - x

: — + &
2y 8.3.4% 2:3+4.5.0.7 s

O mefmo metheodo da

] 4 6
X X X
bof d= 1 = —— t——— = ——} k.

2 2.3-4 2.3-4 5.0
3° Para achar o valor de «*, teremos .
dy dy

g=a* . ¢ L =¥y . —=gxg .

dx : dx?

d:
—_‘}:z allag j logo V=1 .. .Vi=la ..
dxi

Wl o a'c N =2 Dg o o NV 25 Iig 4 & pot

cnnﬂ:guintc
22 2 4.4
f d x|
ﬂ.l'____t,fxf;-ri._f.'l'.r---—;—'l' ﬂi’&ft
R 2 3 3

S¢ a for o numero cujo logarithmo = 1, tes
remos x — ly ; logo

z 3 4
Iy !
AT s sl LS

3 2.3 2.3-4

y=1tht
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I1I. Mais geralmente : Seja

mtn m + an mt s

T
]:tﬂ.tm'l' Bx + Cx + Dx + Ex A= + &c.

Suppnndu x8 =1t , € A + Bt + Cr? + &c
= u ; e reprefentando por V o valor de » quando
t—=o0,epor V', V", V", &c os valores das

: du du diu
quantidades o M e o
t==0, eu =V, teremos A=V, B=V!,

1 jir "\."””
__"IJ D.—V  E = — &c, e confe-
2 . '

, &c quando fe faz

guintemente

Vi mtan VI mtm
_}l:.\"xm+v'.rm+ﬁ1-~—z—.r b —x 3

I
+ L .1.'“ hAS + &c.
3.34

IV. Suppondo como até agora , que y he hu-
ma funcad de x , efta claro, que quando x [e muda
em x - dx , y torna-fe em y - dy , e que fe » va-
tia uniformemente , € fe faz x -} 2d#, y vem a

fazer-fe y +-dy -+ d (y -+ dy) = = y -+ 2dy -} ddy .

Do mefmo modo quando » fe muda em x - 3dx,

y fc torna em y - 9dy + 3ddy + d’y 5 e em geral
fe na expreflad de y fe i'ubl'iimi'_: x - ndx em lugar

: ddy
+

|
de ¥ , y fe tornard em y -} ndy -+ n.
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N — 1 |

2 3

Ho—2
’ dl f.
; y +

1] —

. ;3— d4y - &c. Logo fe for ndx =— a quanti.

dade finita ¢, = ferh infinito ; e entad defignando
por ¥ o valor, que refulta para y de x fe fazer x = ¢,
ou de fe [ubftituir » + ¢ em lugar de x , teremos

1° Para fazernios algumas applicacdes , fup-
ponhamos que he conhecido o arco, cujo feno he
¥ , € queremos [aber qual he o arco correfponden-

te ao feno x 4 g, Temos nefte cafo y =
dy

Jrf-ﬁﬂxd...j‘,—;'—'

X

(1—s )3

Arc. fen (x + 9) == Are, fon x +

I
]

(1~ :zj :.{1—n'4==j

- £ (1 +3x) t &e,

8.3 (« --:'1']5'
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.. Do mefmo modo

3
Ares fon (% = g) == Are. fen 2 — 7 P s

! 3,
[‘:—::]" :[l—:":"
— flita) + &
1.3[1—:‘]1 '
d
2° Seja agora y = dre. ¢of x ; teremos .I':-
LR eyt & dly = —x ﬂ{_
. 1.1‘:'#‘ l“.fxl_
(1—s2 )3 (1 —s2)3
— :+2xr5 &c. Logo
(1—as)® :
dre. cof (x X g) == Arc.eof x 5 7 s = Fr.}_
{l-x‘ﬁ alsx —x) "
3
= q {l‘l"lﬂ}i oy e
:,3{1-:'5'1}‘ 7
. 3% Sefor y— fen x , que da -I‘:--_-.:rafr T
, d% d
‘ﬁrf=_ﬁ"’-" n’:; = —¢of x , &c, te-
remos -

fr (5t )= fm b gof w2 fmum T A

f-—l—i*fun'l- L
s G Jor
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Jn(w—g)==fonx—geofx— Zg* fuxt TS W

14
+_ —;I:E-
1 Jem

Do melmo modo

- |
rg"{:'l'g_]ErﬂfM—gﬁxx.—;? cof = 4 %rjfﬂﬂ

1 4 e
'|'-;4grcn;.|"':-, &e

eof (xmg)=cof 2t g frnx — -} g"rny"::— -E- g’ﬁﬂ.‘ﬂ

4
+;+g cef = 1 &e,

Quando ¥ — o, as formulas frn (x-}¢) ¢
eof (¥ ¢) coincidem com as que acima deduzimos.
: . . d cof *
-4° Sejay = ! Jen x ; teremos Ji '_f::x .

i RS d'y 2cof »
~ e T Jenx o OAF irca Senix

feguintemente

&c ; econ-

_‘_gr-\y":: 2a

1 fen {xtfjﬁn‘ﬁl:ﬁ:_ T %

Com igual facilidade fe achard Jeof (v % ) '
ltang (x £q), elecd(xx q).

SR
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ELEMENTOS

DE

CALCULO I'NTEGRAL

43 O MeTtHobpo inverfo do Calculo Dif-
ferencial, ifto he, o methodo que enfina a voltar
das quantidades differenciais para as finitas , de cu-
ja differenciagad aquellas refultarad, chama-fe
Caleuls Integral.

A letra f pofta antes de huma quantidade dif-
ferencial indica o feu inmtegral, de maneira que
clta letra he equivalente as palavras integral de, ou
Joma de 5 porque integrar , ou tomar o infegral, ou
tambem achar a fluente nab he mais do que fomar
todos os aumentos infinitamente pequenos , que
huma quantidade deve receber para chegar a hum
eltado hnito determinado.

Se todas as quantidades differenciais procedel-
fem de huma differenciacad exaéta, cada huma te-
ria o feu integral ; mas como por quantidade diffe-
rencial {e entende qualquer quantidade affedta de
dx , dy , &c , ha muitas que nad {ad fulceptiveis de
integracad, porque nab podem refultar de dif-
ferenciagad alguma , como por exemplo xdy,
xdy — ydx.

Ha outras differenciais que nad [e podem in=

“El'ﬂ.l‘ {enad por appruﬂmagaﬁ , COmo {ab as dif=
G 2 ferene
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ferenciais dos logarithmos , dos arcos de circulo
e em geral das quantidades que fe chamad tranf-
cendentes. Trataremos primeiramente das differens
ciais , que tem integragad exata ou algebrica.

Das Differenciais de buma wvariavel [fufcepls-
weis de integracad algebrica ; e primeira=
mente das differenciais monomias.

84 R. EGRA fundamental. Para inlegrar as
differenciais mongmias aumentaremass primeiramen-
te com huma unidade o expoente da vartavel , e divi-
diremos depois pelo expoente affim aumentads , ¢ pela
differencial da variavel.

Com effeito, aqui nad fe trata de mais qué
de achar a quantidade que havia fido differenciadz;
logo devemos applicar huma regra inverfa da dif-
ferenciagad (10). |

Como todo o termo conftante que entra em
qualquer quantidade nad aparece mais depois da dif-
ferenciaca® , ajuntaremos fempre ao integral huma
conflante que reprefentamos por C.

Ito poflo , ointegral de 2xdx ou f2xdr =
ax! ™ dx x3dx -
= = " ow J T — 5 Sk
(1+1)dx gy i gtn 2dn

-
+=q
mrT dyx 3
2. ax

GHow °

2
5
i

E 4
-I-G-.-fi#id'xmu

g
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v dx
-'[-ﬂ...fﬂd'r uufc:r—’:fx:——-ﬂ =
x} —2dx
'_:: 4 C. Em geral fendo m hum expoente po-
2X
fitivo ou negativo , inteiro ou fraccionario , tere-
ax™+dx axm+1
mos ﬂx“n'.r — —_— ——— G.
/ (m— 1) dx m = I T
L

ax .
= dx

Se m =0 , temos [ adx = o e

como fe vé claramente fem recorrer 3 regra.

“‘adx axt—4

—

Se m = —1, tcmusf
g =1

% -+ C, quantidade infinita , porque as fracgbes

eftab na razad inverfa dos denominadores ; logo
efte cafo nad fe comprehende na regra fundamen-
tal. Em quanto nad explicamos , porque razad
o integral toma a forma infinita , oblervare-

f L]
mos que -ﬂ—”i he a ‘differencial do Ingnnthmu
x
hyperbolico de x , e aflim f -ffri- — alx ou Ix*
I" L

~+C, como fe péde ver fazendo a di fferencia-
cad (27 ).
Se a quantidade monomia tiver radical , fubfti-

tuiremos em lugar delle hum expoente fraccio=
2

nario. Aflim Sfadx 1:-"3: o' faa’x i xT i
H

";T ax’ 4G, Logo
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Logo as differenciais monomias a huma va-
riavel integrad-fe exallamente, ou ao menos por
approximacad empregando os logarithmos.

85 A conllante que fe deve ajuntar indifpenfz-
velmente ao integral para o fazer completo, péde
ter o valor que lhe quizermos dar , quando a nofla
tencad he {6 achar huma quantidade tal , que fen-
do differenciada reproduza a differencial propolta;

ax™ +1
porque para todo o valor de C, 4 ( ey -1 C)
e= ax™dx. Porém quando a integracaé fe faz com
o fim de fatisfazer a hum problema propofto, 2
conflante nad he arbitraria, tem hum valor deter-
minado , o qual em geral fe achari formando huma
equagad particular, em que {6mente feja defconhe-
‘cida a conftante : ifto fe confegue pelas condices
do problema , como veremos para diante,

Das Differenciais complexas que fe integrad pela
regra fundamental.

86 1° PEIa regra precedente podemos tam-
bem integrar qualquer quantidade , em que nad
entrarem potencias de quantidades complexas, nem
divifores complexos que contenhad variaveis.

Affim /(axdx 4 ﬁx:fi + edx) = [axidx +

bx2dx axd b
e A
J=5 =2 2

; 4
; bd
melma fnrtef(ara’x - :r: ;
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ax b X s
T-———-?-’—‘;li—-l— (,ﬂ:—i—ﬁ}: i ﬂ,:f:fx(ﬂ—l—f?x}
b

= [adx +fﬁ'xdx: ax -

3
= -+ C.

87 20 Ainda quando entrem potencias de quan=-
tidades complexas , a integragad fe fard pela regra
fundamental, com tanto que as ditas potencias nad
efteiad no denominador , € que ao mefmo tempo o
expoente feja hum numero inteiro pofitivo.

Aflim fdx {a+5r‘ ) = [dx (' + 3a2bx®
bix’

4 qab2xs - bixé)— alx - a%x’ 4 E;—- o
bl_g‘-]"

7

88 Como nad ha quantidade complexa eleva-
da a huma potencia , cujo expoente feja numero
inteiro pofitivo , que nad poffa reduzir-fe (Alg.149)
a huma ferie finita de monomios ; fegue-fe que po-
demos integrar qualquer quantidade complexa, que
na0 contenha outras partes complexas mais, que
potencias cujos expoentes {ejad numeros inteiros
pofitivos. Se tivermos , por exemplo , para integrar

geidx (@ bx? JF = ateTde (¢ ex? - fal 15
defenvolveremos ( @ 4 bx% )* , e multiplicaremos
cada termo do refultado por gxidx ; defenvolvere-
mos depois (¢~ ex? 4 fx? )*, e multiplicare-

mos cada termo do refultado por a’x7dx entad
nad teremos .para integrar fenab huma ferie de
monomios , que he o ¢alo da regra fur{damental,

59

s:c,
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89 Deve-fe aqui exceptuar o cafo, em que ha-
ja algum expoente negativo , e fucceda que depois
da evolucab e multiplicagad , a variavel fique em
algum termo com o expoente — 1 ; mas nefte ca-
fo a integragad fe fard por logarithmos. Por exem-

ﬂﬁf 1 (a4 8x? ) = fax—idx ( a* + 24bx2

Xt

o 04 ) = [aix—idx - [2a%x—'dx 4 [abxdx

a’x—2 _ ab?x? z fﬂ'-‘r 2HL
=0 = + . -+ 2a% < =€

ik 2,12
SEUNWE o,

2 2 .

9o 3° Podemos tambem integrar pela regra
fundamental huma quantidade complexa , elevada 3
qualquer expoente , fe tudo o que multiplicar a
quantidade complexa for a differencial della mef-
ma , confiderada fem o feu expoente total , ou
efta differencial multiplicada ou dividida por
hum numero conflante : entad para integrar nad
ha mais que confiderar a quantidade complexa
como huma variavel fimples, e applicar a regra
fundamental palavra por palavra.

Com effeito a expreflad gx* —dx (a -} bx" )™
reprefenta todas as differenciais do cafo prefente;
porque gx® —!dx he a differencial de a 4 4x" mul-

tiplicada por —E&—- Se fizermos pois a -} bx* =2,

teremos nox" " 'dx — dz, e (a4 bs» )

= z"; e por conleguinte a noffa expreflad fﬁﬁ-
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pbde transformar-fe em hum monomio -f— z¥ dz
o+ 1 '
cujo integral he + C; logo

nb (m—+ 1)

g(abxr )mst
[ gen= s (kb= T

) 4 o ade (b x P +* __
Aflim fadx (b 4 x) = GENIEF)

+ C.

I 4+ ¢. Do melmo modo
pt+1I .

(a® <4 2ax ) dx
CE EOH

’ 4
__ (a%x + 2axdx) (ax—+ xx)" __ e/ TNAE -

L (adx 4 2xdx)
xx) -+ C.

Deve-fe exceptuar unicamente o cafo , em que
o expoente da quantidade complexa he — 15 por=
que entad he neceflario fazer a integragad por lo-
garithmos , como adiante veremos.

ou [ (a®dx -+ 2axdx) {n:r+x.r}_§'

Das Differenciais binomias , que fe podem
inlegrar algelyricamente.

g1 Pﬂr differencial binomia entendemos
aquella, em que a quantidade complexa a mais com-

pofta he huma potencia qualquer de hum bino-
i

num]n. Affim gxidx (a— bx? }T he huma diffe-
rencial binomia. O mefmo fe diz de gx™ ﬂ'f’; ( -“P‘f'_
‘-"H
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bx ), que péde reprefentar toda e qualquer diffe-
rencial binomia s pois que g, a, b, m, n, ? po-
dem exprimir todos os numeros Imaginaveis , po-
fitivos ou negativos.

Ignora-fe o methodo geral de integrar qualquer
differencial binomia. Porém pelo que fica dito fe
ve , que gx™dx (a-- bx" )7 he integravel algebri-
camente 1° quando p he numero inteiro pofitivo,
fejad quais forem os expoentes me n (87), ex-
ceptuando fomente o cafo mencionado (8g); 2°
quando o expoente m de x fora do binomio he me-
nor em huma unidade que o expoente n de x den-
tro do binomio (go), ifto he quando m—n — 1,
fejad quais forem nep, exceptuando o cafo de
p=—1. Além deltes cafos temos mais os dous
feguintes.

92 1° He integravel a differencial binomia, quan-
do o expoente m de ¥ féra do binomio , fendo au-
mentado de huma unidade , for divifivel pelo ex-
poente # de x dentro do binomio , e der por quoci-
ente hum numero inteiro politivo ; ifto he, quando

m-==1 . i 2
for numero inteiro pofitivo,
)

‘Porque feja a4 bx" — z , teremos x»+1 =

Fr B o |
2—aN"w ,quediamdy— _ U gx
'.:‘, N+

R ——

Ir

(z — a}'_:_

—1
; logo gx™ dx (a-+ bx") fe muda em

my 1

—1
ez (% ——g) % que he integravel todas
s i sk as

nb »
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m-1 W, -
as vezes que —— — for numero inteiro pofitivo.
Nefte cafo pois nad ha mais do que transformar a
differencial propofta, igualando o binomio a hu-
ma fimples variavel , ou fazendo ufo da transfor-
mada geral que acabamos de achar.
-
Por exemplo gxide (a- hx ) ?
e

vel , porque ~ — 2 numero inteiro pofitivo.

he integra=-

Faca-fe pois 4 - bx?=— z , teremos x4=—

A ; —a)d
(_z_é_ﬂ. *, & xide=— (= 2;" - ; logo fgx'dx

4 A
N AR & 1 de (z—a ) _
(a4 bx2 ) f =3 ——
LS .
fEE'i dz fgnz L NS P
2!{,1 2&2 F

(T+i> 252

4 4
= i |

gaz T | S T §e
(';_u)zaz R ¢ zﬂ&‘ ( T ; : +

c—_5_ (ﬂ-{-ﬁx‘]%[;- [n-l—&xi]—-—;_a]

242
-+ C.
Do mefmo modo fe tivermos para integrar

G $+1

gx%dx (a<-bx’ )~ 5 , como — 3 nume-

ro inteiro pofitivo, faremos a - bx* =z, €€
re-
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o =i ’
remos x? — p ) goque. 'di a¥dy =

(z—a)’dz
30

gz_ i dz
3%’

o 2 e
f azg

£ (ot b)) [ (b — 2 (ot b)

+.-;=] -+ ¢.
.93 2° Como gx™ dx (a~f-bx" ) — gxm*+ s (b+
m—pn -1

ax—* Y , que {e integra (g2) quando

m—1 4
ou — p — he hum numero inteiro po-
Fi |

p—— |

fitivo 5 fegue-fe que pide < e nad [er numero
n

inteiro pofitivo, e com tudo fer tambem integra-
vel a differencial binomia; baflta para iffo que 2
lo-
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foma do quociente = —:: ~edo expoente p do bi=

nomio , tomada com final contrario , feja numero
inteiro pofitivo. Nefte calo pois faremos a prepa-
ragad, dividindo os dous termos do binomio por
x, e multiplicando fora por a”" para nab alterar
o valor da exprefaé ; ifto he , fazendo mudar de
final o expoente # de x dentro do binomio ; ¢ de-
pois transformaremos como no calo precedente.

1 aadx
Por exemplo a differencial : — ou

(aa 4 I.T}%
! o

|
aadx (aa 4 xx)~ 2, em que h: —nab he numero

# L4 o u’ I : L -

mnteiro, da — . —_ i — 1, numer? Inicl=-
2 2 :

ro pofitivo. Pelo que prepararemos a expreflaé ,

reduzindo-a & forma gx™ *Pdx (b +-ax—") , € te-

]
remos aax—'dx (1 -}-aax=2)" 7. Applicando agora

o methodo antecedente , fupponhamos I -+ aax—*2

—_— EHI H
—— %, téremos x—2 =— . e dy = -

a2
dx

]
o logo faax—idx (1 4 qax—%) 2=

f—z"%‘n’z iy | +C = L
2 g T (1 4aax—2)

= €; e por confegninte 855 =

(aa -+ .t'x]l':; o

x
V{ﬂﬂ+x:}+c'
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94 Até agora temos fuppofto que nab havia
potencia de x, fenab em hum dos dous termos do
binomio, Se porém a houver em ambos elles , re-
duziremos o binomio anad a ter mais do que em

hum termo , fazendo ufo das regras ordinarias da
aadx

x4/ (ax - xx)

ou aax~'dx (ax - xx) =) , mudaremos elta ex-

Algebra. Aflim fe quizermos integrar

i
preffad em aax™ Tdx (a+ x) i . Applicando

oz A !

agora as regras dadas acharemos que 11 nad

he numero inteiro pofitivo , mas fe lhe ajuntar-
mos — 1, a foma tomada negativamente he 1. Fa-
remos pois negativo o expoente de x dentro do

binomio, ¢ teremos aax—2dx (1 4 ax—") *. Lo-
go fuppundu 1+ ax'—z, que di x—2dx =

e 1 e
=pa= e NS Jaax—2dx (1 4+ ax—7) : —

ﬂaz{l+ﬂ:—-ﬂﬂ v (t 4ax—=1) - C, e con

feguintemente f i C
i . — -
y #v/ax F23)

24 1/(1-1-—3).

Se huma differencial binomia nad fe compre=
hender em nenhum dos cafos precedentes, podes
mos perder a efperanca de achar o feu integr
puramente algebrico, E

m
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Em quanto s quantidades trinomias , quadrino-
mias &c, ellas fad integraveis nos calos menciona=
dos (86, e feg. ). Além deftes ha outros, em que
as ditas differenciais admittem integral algebrico ;
mas como eftes cafos fab muito poucos , e encon-

tral-le raras vezes, nad nos demoramos em ex-
pollos.

¥

Adiante daremos o methodo de delcobrir as
que fad integraveis, e as que {e podem reduzir a
huma differencial conhecida.

Da integracat das quantidades differencrars
que conflat de Senos , Cofenos Se.

95 Cﬂmu (22) d(fenz) = dz cofz, e
d(cofz) = — dz fen =z, ferd reciprocamente
Jdz cof z— [en z, ou mais geralmente fen =z
+ €, que tem a melma differencial ; e

[—dz Jen z = cof 2 -} C.
Se tivermos para integrar dz ¢of 3z , efcrevea

remos delte modo 302 cof g
3

<+C. Da melma forte [ dz fen 3%

, ¢ entad o inte=

——4%J—3dz fen3z— C — o/ 3% . 'Em
3
eral [d i 1 .
geral [dz fen mz — — — [ mdz fenmz —C
m
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i . A cfﬂ:rgrmz:%fmda c;fmz:
m

Jen mz +C
m
Se a expreflad for dz cof z ( fen z }° , notaremo!
que efta quantidade he o mefmo que (fen z )
d (fenz); logo tratando femz como huma fim-
ples variavel , teremos pela regra fundamental
¢ _ (femz )+t
J(Jenz) d(fenz) e
Do melmo modo f dz cof mz ( fenmz ) =

.-;:;.jmdz cof mz ( fen mz )* — {ﬁ,’[:j_}:; I-i--li’.
I

e fdz fenmz (cof mz ) — J— mdz fen w3

m

g (cof mz) **
(cof mz)* = C o

Querendo integrar dz fen pz cof gz , mudare-
mos ( Trig. 36 ) fen pz ¢cof gz em & fen (pz
gz) +1 Jen (P —=gq2) =% Jen (p+g)z T
Ifen(p—gq)2z; logo fdz fen pz cof gz =

. +
s/ (e fm (pg) e F

=l (p— V&S (P =g )2 =
c_ Yo/ ¥z def (p—g)%
o= Y b p o=y
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Da mefma forte fe tratard dz fen pz cof ¢3
[en rz & reduzindo eftes produéos a fenos ou a
colenos fimples (. Trig. 36 ).

Se tivermos para-integrar dz fen'z , mudare-
mos elta quantidade em dz fen z fen?z —
dz fen z X fert o feon z =dz fenz (} — 1 cof 22) =
ddafenz— Ldz fen z cof 22 5 e teduzindo fen =z
¢4f 2z, como fizemos em Jfen pz cof gz , facilments
acharemos o integral. Além de que , vifto fer fen'z

— —34 Jen z— -;:- ﬁn_' 3z [Trige 39 J » tCremos

Sz fen'n — 3 eof 2 4+ ny‘" 3z -+ C.
+ 3:4

Vé.fe pois de que modo fe ha-de integrar

ds fen'z, e dz cof "z (fendo # hum numero ine

teiro pofitivo ), como tambem as quantidades

da férma 4z ( fen pz )= (rgf,,r’:;j . fﬁn rz ) &c,

fendo m, n, 5 &c numeros imteiros  pofiti-
vos.

Além delte methodo podemos ufar do feguine
te, que he mais fimples, Para itfo advirta-fe que

tﬂt’!‘m lE:I'I'llJ'S ﬂ' [.!'.1.'] ‘“"’f + Jdr . r:-ri }r;fx =i
d (xy) —xdy, e por cﬂnﬁ:guimefjd’x — .t'f—-f.t"r’-!r_}l'-

Iito pofto teremos Sdz fentz = [dz [en z %
Jenr— 'z '—_-ffﬂ"'_’mfu’zfm %= [Ld(fenr —'2 ) 4
tuillA H J 4%
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Jdz fen 2] = — eof % fenr=1g 4 (pmy
JAzn fen? =3z cof 2z =— cof z fen"=1z <4 (n —1)
J dz [en® =2z (1 — fen*z ) —= — cof z fen* ="z
(ne1)f dz fen* =32 = (m—s1 ) [dz fenrz ;log

J dz fen"z — — s cof z fen® =1z - i o
n
Jdz fen®=2z. Do mefmo modo [ dz fen" —2dz =

I
s

H o——
B Al =—
fdz fen’ —4dz vy,

:_-4—[:5’5 Jenn =6z, &c. Logo quando # he nu-

mero par, temos

fopg Mo dox
JH-T i

I

-:':gfzﬁnﬂ*“-'-z-!-'

fﬁﬂuﬁ: % _rﬂrm(_} fmﬂ*i ' ;'E_'!} fﬂf:- . il J'Tr;"u : 'f:'i]}fu Fﬂ

y (m)(m3) (nes) o8
b ¥ e ey e )

(w-1) (w-3) (n- g) (x-7) i} Gt A0 =3

e u (- 1]{.!:-—.3,] [n-ﬁj T

e quando » he impar, temos

(-1} (-3 §
fa5 fials =—rqf.t(r-;—-ﬁa x4 _f_. . fen™ n{'u_:f‘n {.,Jhﬁ"u »

frat1) fmw=-3)l=5).. .a)_
?

-}., - mimaz) (4=4)(n-6) .. .1

feric que depende fOmente de cof z © fen 2.
| Aflim
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Alm [ dz fent m:ﬂ_:gfz(.-:r fensz 4=

.._5_ . 51_. _5.3*1'
ﬁ_4fe::z+{r~+‘1fmz)+ Z,®

6.4.2
1 4
dz fensz = € — — Jend —— [en*
Sdz feniz ry"z(s ﬁﬂz_l_i-ﬂﬁﬂ
4.2
+— .
L

Pelas mefmas formulas fe péde integrar dy cofy3
porque fazendo y = go® — z, temos dy — —dz ¢

cif y=fenz, e [dy cof by = — [ dz fenz.

O mefino methodo ferve para achar o valor de
S 4z [en"z éof iz, advertindo que por fer
ﬁ'[_f‘:'i'zr.?f-“;; —" r.{ff-i‘l— I ﬁHT—Iz 4l ol
pegf b =iy St 15 d% | teremos Jfdz fen"— 1z

I
“?ﬁr""+'3:—.- en' cof g - -ﬂ;-_fﬂ'ﬂ cof e — 1%

Jen'* 1z

I m— 1

- Iz I - "
ﬂ"i-'m“'mn+ N deln s H—I-mjdz s

ﬁ B 2 ® o "
¢)f"=3z, e affim por diante até chegar a [ dz fen2;
““f“’zﬁ'””ﬁ esf %, conforme m for par ou impar.

Podemos tambem fazer Jen z on ¢of z igual

R ¥, e transformar o= ﬁnﬂz cof "z em
m—

B -1
v [ e u o
-; #ffit l-l'_‘-—-'f’ﬂ} TaOUematidy (p—x) % 3
e J€ ¥C que a propofta he integravel ale
H

2 &

logo f dt Senz Cof Wz =
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gebricamente , quando hum dos dous expoentet
n.ou m he numero inteiro pofitivo impar.

Em fim todos os principios, que havemos dado
para a integragad das quantidades, fervem para inte-
grar as differenciais affe&as de {enos e cofenos, quan-
do tem huma integral algebrica; e quando nellas en-
trarem tangentes , reduzillas-hemos a differen-
ciais de fenos e de colenos , advertindo que #ang <

Applicacai das regras precedentes & quadralurt
' das Curvas.

9b Pﬁra. acharmos a fuperficie, oun ( que
vern a fer o0 mefmo) a quadratora das curvas , con-
fideramos eftas linhas como polygonos de infin-
tos lados : entad refolvendo a fuperficie em infinitos
tra:_m:zins infinitamente pequenos pelas pcrpendi-
culares MP, mp ( Fig. 40 ) tiradas das extremidi-
des M , m de cada lado fobre o eixo das abfciffas
cada trapezio PpmM he a differencial (6) do el
paco finito APM ; porque PpmM — Apm —
APM —d ( APM ). Se acharmos pois a exprel
{a5 algebrica de PpmM , o feu integral ferd o el-

pago procurado APM.
Seja AP=~«, PM =y fera Pp =dx, pm
=— y -k dy , e confeguintemente a {uperficie do tra=

PM < pm
. s
% ’ p

2 4 dex =

pezio ou

,d’x

-

N = |

= o o o W F
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'vd dydx P

ydx ~t .F'-}ii. Mas i;-— he (4) infinitamente pe-
queno em comparagad de ydx ; logo 4 (APM )=

ydx , e por confeguinte APM — [ ydx <~ C.
Sendo pois dada a equagad da curva , tiraremos
della o valor de y , que {ubllituiremos na formula
ydx , evirhk huma funcad differencial de ». Entab
para termos a fuperficie , integraremos effa diffe-
rencial , e determinaremos immediatamente a con-
ftante , recorrendo 4 origem do integral onde o feu
valor he nullo, e vendo o que he x neffe mefmo
onto para fubflituir o feu valor no integral. Aflim
¢ formara huma equacad particular, a qual dard o
valor de € que fe deve fubllituir na equagad geral.

Para fe ver a neceflidade de ajuntar huma con-
ftante , deve-fe notar que Pp mM tanto he a diffe-
rencial da {uperficie contada defde a origem A das
abfciffas,, como de outro qualquer efpaco KPMI,
contado de hum ponto fixo e determinado K ; por-
que temos igualmente Pp mM —=KpmL —KPML
= Jd (KPML). Logo na6-ha razab para attribuiro
integral, que fe achar , antes ao efpaco APM, do que
a outro qualquer KPML , que differe daquelle em
hum elpago determinado KAL. He pois nccelfario
que {e ajunte huma conftante, que exprima efta dif-

ferenca, ifto he que exprima de que ponto perten-
demos contar a fuperficie.

Exern-
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Exemplos,
I. Na parabola temos »=px, que di j:

¥

p%;ré » logo [ ydx =fpix% dx = -;—-p%.!r YL,

Se contarmos os efpacos defde o ponto A oris
gem das abfeiffas, a equacad geral [ydx —

.;':_Pi;-:-}—[:fﬂmduzz 0= o0+ C; logo =0,

e confeguintemente o ¢l aco indefinido APM =
;
T
2t =2 ry=2 AP.PM = ‘2 4o re-
3 3 3 3

- €langulo circumfcrito APMO, para qualquer AP

Se contarmos porém os efpacos defde o pen-
to K onde fuppomos ¥=—=14, a equacas geral fe
%l
tornara em o =— iﬁ‘ﬁ ' C€; logo € = —

i

-4; fﬁﬁr" s € por confeguinte KPML — -::— f %"
2 &, 2 2 2 2 I

A eSS TR =D e SN s AT
3 %503 3

SN < 4 o
3

De todas as fecgdes conicas fomente a paras

bola Le quadravel, 1I.
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11. A equacad das parabolas de todos os grios

" N—an
yr=atgm—r diy—x"a ™ ;logo [ydx =
- —n ma N
m—a RN T
e SRS RSV HR ST a x -+ C.
M= n

Querenda contar os.efpagos defde a origem A dos
x ( Figz. 41 ), temos C—o; logo APM =

m ]

—— i gy== & parte determinada —— —— do. rea

m—=n m—n
&angulo circumfcrito APMO. Pelo que todas as
parabolas {ad quadraveis.

1II. Nas hyperbolas referidas 4s afymptotas

m .|.IIT "
temos y—a * & ® ; logo [ydx =
mnt 4 BN —
[ i "
e x €. Se quizermos contar
m—-—n' s .J[- q.

os efpacos defde a origem dos x, acharemos € —0
M oa- 0

n a e
no-eo'dem s ne e 0 Ll T =Tl 'ho
Me—n o

cafo de m<n, ou de fer negativo 0 expoente
M o—=—n

———de x, e por confeguinte o Efpiﬂ?ﬂ APM

b s
he infinito. Pelo contrario fe contarmos os efpagos
defde o ponto K onde AK — 4 , terenios € == —
W= n 'm.....r;

—— R b | . feguinte o efpago
= _ » ¢ por confeguiute o elpag

S ydx
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S ydx ferd entad finito, quer m— feja pofitivo,
quer negativo, '

Para ifto fe perceber he precifo advertir, que

as curvas comprehendidas na equagad e
My n

ﬂ m L "
= —» qQuando m < n fe approximad mais da

e

Iﬂl

aflymptota AZ ( Fig. 42), que da alymptota AY;
porque quando x he infinito , y he infinitamente pe-

quenos da ordem -::—;:.. I, e quando y he infinito, #

bhe 6 infinitamente pequeno da ordem i;._ <1;

logo os efpacos APMS contados defde 2 aflymptots
AY fag infinitos, porgque o efpaco comprehendido
entre efta afymptota ¢ o ramo infinito BS he infi-
nito. Pelo contrario os elpagos comprehendidos
entre 0 ramo BM e a afymptota AZ até o in-
finito tem hum valor ﬁrnim; porque depﬂis de
hum mui curto intgrvallo o ramo fe approxima
rapidamente da fua afymptota, de forte que @
elpago’ infinitamente comprido KLMOZ —
M 4 o
Y Fgy

. - » ¢ PMO

Moy "
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Donde fe fegue , que ainda que nad poffamos ter
os ¢fpagos contados defde AY , com tudo pode=-
mos_ter os efpagos KLMP contados de hum pona
to K o mais proximo que quizermos de AY.

Sab pois quadraveis todas as hyperbolas refe-
ridas 4s alymptotas, excepto a hyperbola ordi-
naria,

IV. Na curva que tem por equagad y —
any — x! &
, a qual fe reprefenta na Figura 44,como

ad

{fe péde ver dando hum valor determinado a a;
€ confecutivamente a x» valores arbitrarios , achare=

f anxdx — xidy . 2aax® — x4

mos [ ydx —

——

ag 4aa
= €. Se contarmos os efpacos defde a origem A
2a0%2 — x4

das abfciffas, fera APM — . .

4aa

V. Na logarithmica temos [ydx — [ amdy —
amy - C. Suppondo que [/ ydx — © , quando y —
e == AB ( Fig. 45 ), virh o — ma? 4 C , que da
€ — — ma* ; logo ﬁPMB:am{j—ﬂ}:EEﬂ-
mo a fubtangente PT —am (30 ), fera APMB
igual ao reftangulo OIQM. Se fizermos y =—o,
vira o efpaco infinitamente comprido BXYA —
—ma* = PQIT.

VI. Sejay— fen x, que he a equacab da cur-
va dos fenos ; teremos [ydx — Jdx fenx = € —

cof




122 ELBsMENTOS

¢sf x. Se contarmos os efpacos do ponto A (Fig.46),
em que ¥ ==o, acharemos € =1 ; logo APM
=1 — ¢/ x. Segue-fe pois , que quando ¥ — 1Bc”
= ¢, fera AMA'A — 2, ifto he o dobro do qua-
drado do raio ; e quando ¥ — 2c— AA", ferd
o efpago — o, ilto he, o pofitivo igual ao negati-
vo. Em'geral , quando ¥ — 2#¢, o efpago ferd nul-
lo, e quando ¥ = (21 - 1) ¢ , fera o elpago — 2.

97 Moltrimos ( Alg.413) que fe péde imitar
qualquer contorno ABCD ( Fig. 47 ), fazendo pal-
far por certo numero de pontos A, B, C, D hu.
ma curva, cuja equacad f{eja da férma y — m +
nx - px? - gx’ 4- &c; e vimos de que modo fe

ceterminad as quantidades m , », p, &c. Suppo-
nhamos agora, que fe pertende achar a fup:rﬁcm

ABCDLK.,fem fer dada a equacad da curva AECD.

Para iffo faremos paffar (Alg. 413) por certo nu-
mero de pontes A, B, C, D huma curva AeBf
Cg D, a qual fe confundiri tanto mais com a pro-
pofta, quanto maior for o numero de pontos que
fe tomarem. E como temos a equacad daquella,
podemos confideralla como a equacab da curva
ABCD , ao menos na extenfad ABCD. Villo pois
o ella conftar de termos monomios , com facilidade
fe achara a fuperficie procurada,

Em geral péde fervir o mefmo calenlo par2
achar por approximagad tanto as fuperficies das
curvas , como o integral das quantidades , que nad

fe podem integrar exactamente. Com effeito toda 2
cqua-
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equacad differencial fe péde- confiderar como 2 ex-
preliab do elemerro da fuperficie *de huma curva |
cuja ordenada feja igual a tudo o que eftd multi-
plicado por dx ; por exemplo dxy/(aa + xx) he o
clemento da fuperficic da curva , cvja ordenada
y= y/(aa - xx). Aflim calculando por meio def-

ta equacgad alguns valores de y para alguns valores
de x, ¢ fazendo paffar pelas extremidades das orde-
nadas huma curva da natureza , que acabamos de
expdr , acharemos a [ua fuperficie , a qual fera o
valor approximado de fdxy/(aa - xx) na exten-
(a6 que fe tiver dado a .

Supponhamos tres ordenadas PM (2 ), P'M’
(2), PrM¥ (¢) (Frg. 48 ) correfpondentes as
tres ablciffas 0o, 1 , 2 nos pontos P, P/, P ; tere-

mns}.=E+{§_a]x+(it— .-5) (x2 —2);

2
logo fydx — PMM"P” — [adx 4+ (b—a)
f-"'ﬂr-“""(a . r—f—*) S (x%dx — xdx) = ax -
b—a i ﬂ+f f a &2 -
P 1l 1 Sl Gt ) T L
flituindo PP” — 2 em lugar de x, teremos a fu-

p:rE-:i::;..;. a -+ .‘;_ b4 — ¢ no cafo de tres
3

nrdtnndns. Em E.gr;ﬂ para mainr numern de orde=-

nadas fomaremos as fuperficies parciais de tres em

tres ordenadas | e ferd a {uperficie toda igual 2 hum
{Cr=
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terco da primeira , e da ultima ordenada , mais —

das de numero par, ifto he, da fegunda, qu:-:-

s 2 . ®
ta &c, mais — das de numero impar , ifto he , da

3

terceira , quinta , &c.

98 Tambem podemos achar a fuperficie das
curvas , refolvendo-as em triangulos em Jugar de
trapezios. Alfim confiderando a fuperficie do fe-
gmento ANQA (Fig. 41) como compofta de infini-
tos triangulos infinitamente pcquenos AQ g ; e
abaixarmos a perpendicular Q7 , ifto he , fe defcre-
vermos do centro A com o 1aio AQ o arco infini-

tamente pequeno Qf , entad fuppondo AQ =y, ¢
Qt = dx , teremos o tri:ngulu PLQ? oud | ANy)
A?‘Q:F’i‘dy.a’:: $ydx 5 logo
2 2
ANQA =} [ydx + C.

Se for ¢ o angulo comprehendido por AQ ¢
por huma linha fixa que palle por A, ifto he , oar-
co que mede elte angulo no circulo do raio 1, te-

remos Qt = yds , e por confegninte ANQA =
% [yyds 1 €

——

Exemplos.

I. Se da extremidade A ( Fig. 49) do diame-
tro AB de hum circulo ANBN' fe tirarem reflas
AQ_para os differentes pontos da tangente BQ_20

I_':I!L'rﬂ.-
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ponto B , e em cada huma dellas fe tomar QM =
AN , 4 curva MAM', que paffa pelos pontos M,
M’ aflim determinados , chama-fe a Ciffside de Dio-
ces, cuja afymptota he a tangente QBQl Seja
AB—a , AM —y, oangulo MAB — ¢, tere-
mos AQ — . , AN :MQ_ﬁa ¢of ¢ 3 logo
cif ¢
a e:_fm"‘ &

— — et PO L de =
o ¢ a caf ¢ ::_I,-rﬁ y € 1.;{.1".]" ?

ﬂ: df-l*l ﬁ’ f .I"": :
ol 't d —_ -

If“y,:ip gafdy -+ - s cof 2 1 tangy

— aay 4 &8 (3 fen ¢ cof o+1¢) 4 € ; c por

2
confeguinte AKMNA — -;—n.-:: tangs -} “é" aa fen 2

——?’1- aas {em conftante. Como o triangulo APM

y—

= —yyJens cof ¢, fers AKMPA = 3;- a%p —

'g-ﬂ"'ﬁﬂ 1¢+~I—;— a® fen 44 , que para ¢ — go°

fe torna em 3 ANBA = a0 triplo do femicirculo
genitor.

II. Na firal de Archimedes ( Fig. 50) te-

ax axidx
e A s logo } [yydy =1 | —— —
ax’? ~ ax?’
"}.Eﬁ' =-C, e por confeguinte CKMC =1 E‘F‘_l- y

He
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ab ’
—~ — 3o tergo do cirs

He pois CKMAC — ; If

culointeiro. Se § paffar de’260°, os triangulos ele-
mentares comprehenderdd os ji fomados 5 pelo que
toda a extenfad, que fe péde ‘dar a 1 / yyds, he de
[ gﬁD“ .

ITI. Se do centro C ( Fiz. g1 ), tomado na li-
nha indefinida €Q , fe defcreverem os 4rcos AG,
QM, &c iguais entre fi, a curva CKGM que fe
fizer paflar pelds extremidades G, M &c , ferd 2
Spiral byperbslica, Seja CA —= a4, AN — »«,
CM =y, AG= QM &c =} ; os [eGtores fe-
melhantes CAN , CQM daris xy — ab. Se qui-
zérmos quadrar efta curva , notaremos que dp =

dx alli ﬁﬂ‘:r:

—— — i logo I dy— 1} C.
e — gy 31080 £yl T

Applicagas & redtificacad das curvas.

99 Pﬂm rectificar huma curva AM (Fig.41)y
ifto he, para determinar o fen comprimento , ou
affignar huma reéta , que lhe feja igual , temos Mm
—. Am -—-AM::I’[/J&LMJ: VvV (Mr2 - rm? ) —
V/(dx% 4-dy )5 logo AM =/ y/(dx* 4-dy* ) + G
quer as ordenadas fejad parallelas , quer partad de
hum ponto fixo, Differenciaremos pois a :qun&iﬁ
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da curva para exprimir y/(dx® - dy* ) em ¥ e dx ,
ouy ¢ dy , e integraremos,

Exemplos.
I. Scacurva for a fegunda parabola cubica,
I
*d
cuja equagad he y! — ax? , teremos dx — 3 ;L 3
2a

dy?
ogo (et -ay* y = 1/ (d + 2= ) =
ﬂ"lr ( + :.] y € por Cﬂnf'ﬂgll]ntg {gg'}f ?/['.fxg

3
+ dy* ) ( t 4 :)1 -+ €. Se quizermos

contar a curva dr.:fde a origem A dos y, teremos

3
0 25 ——-—f—ﬂ ]uguﬁ.M___[( —|— 1—*1]-»

IL A equacad geral das parahﬂ]as =3
mdy nedx

au-ngn 45 -~ — 7 : lﬂgﬂ V'de: 4 p[}.'-' )

&

£ TS e+

WA I~ am

2o ) Efta quantidade he intee
gliw
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( o~ 1

2/l — 2
m
do + hum numero inteiro politivo , ifto he , quan.

2/ 4 1
do m — :; n ; logo fab re@ificaveis as para-

gravel quando ~- -.}) =1, fen

bolas que fe comprchendem na equagad y *
I :

e

—

III. - Na cycloide ( Fig. 52) temos dy =
' a— x |
dx 1'/ y fendo AB = a;logo /(dx* -+ dy)

3

il \/% ; ¢ integrando vem AM (1) =
24/ax == 2 AN ; logo s* — jax.

1V. Na fpiral logarithmica ( Fig. 53) temos
dy — tdx, lendo # a tangente do angulo CMT'; log?

v/ (dx? 4= dy* }:ﬂ’y‘\/(l—i* —:5-)::—?-,1'&-

do ¢ o cofeno de CMT ; e por confeguinte CKM
B

c

Applicacai as fuperficies curvase

100 I Rataremos unicamente das fuperficies

dos folidos de revolugad ; ifte ke, dos folides que
con=
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econcebemos gerados por huma curva AM ( Fig.54 )
movendo-{e ao redor de huma reéta AP,

Nefte movimento o elemento Mm defcreve a
pequena pyramide conica truncada , que he a diffe-
rencial, ou o elemento da fuperficie defcrita por
AM. E como a fuperficie da dita pyramide , por fer
Mm infinitamente pequeno , e igual ao produéto

de Mum ( ds ) pela circumferencia do raio PM (y ),
fera a fuperficie dos folidos de revolugad = [ Mm

circ, PM = 2¢ [ yds == 2¢ [y ¢/ (dx* 4+ 4dy* ) 4= C.
Exemplos.

I. Se quizermos achar a fuperficie de huma py«
ramide conica refta ABC ( Fig. 55), onde a linha
generante he huma hypothenufa AC , teremos
y = x tang a , fuppondo o angulo DAC = 4 ;Togo

2 = J
Vidd + ) =dy 1/ (s + - - 4

tangd a fena'

e confeguintemente 2¢ [y Vids2 4 dy? ) = Te i a

Fs - |
f}'a’j:ﬁﬁ+ﬂ:r. PM. AM - C. He pois
& fuperficie ABC—=¢.CD. AC—AC. I circ. CD.

, I1. Nos cylindros temos ds — dv, ey con
ante e igual ao raio do circulo da bafe. Logo

reprefentando eft

e raio por @, feri a fuperficie —
aac [ dx — 2a: P > P

L.
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IIT. Se o folido for huma esfera, a curva ge
nerante nefte cafo he o circnlo AMB ( Fig. 56),
que tem por equacad yy = 2ax — xx , [endo
MC —a,'AP=x',"PM =y, Logo &y

aidx — xdx

ol aaw L) A S Hilq T MR

(a —
o ‘/(I + 2ax —i.r ) e v/ (2ax — .v.r} A

‘mo tambem fe podia deduzir dﬂs triangulos feme-

lhantes CPM , Mrm , que dad ds — f_{ . Subfti

¥
tuindo pois na formula efte valor , ¢ o de y, tere-

mos 2¢ [y /(dx* 4-dy* ) = 2¢ [ adx — 2aex -} €,
ou fimplesmente 2acx, contando a fuperficie def-
de o ponto A, Logo a fuperficie da esfera he iguil
2 do cylindro circumfcrito.

1V. No folido paraboloide , que he gerado pe-
la_revolucad da parabola AM ( Fig. 54 } ao redor

do feu eixo, temos yy — px ; logo dx —

v/ (dx? + dy") = j}?- V(ip*+y* ). He pois 3

fuperficie do paraboloide :-';{ [ydy /(3 p* + ¥)
3
S . :
3}!{!? T J -+ €. Se contarmos a fuper
cie




==

=5

peg Carecvl o 8 %3

- ooty
eie defde A, onde y——o, temos o= 2 (§2%)

"I-E::;- ; Pt - C.qu:di{?:-—%.%ﬁil;
3

logo AMLA = = [(s* + 4°) = # .

Applicacad é medida dos folidos,

101 PAm medir o volume ou a folidez dos
torpos , podemos imaginallos partidos por {eccbes
infinitamente vizinhas , e parallelas entre i ; ou
tambem concebellos como compoftos de huma infi-
nidade de pyramides , as quais tenhad por vertice
commum hum melmo ponto. Quando os cnnﬁd?-
ramos como partidos por feccbes infinitamente vi-
zinhas , e parallelas entre i, 2 differenca entre
duas fuperficies oppoftas , que terminad cada fec-
¢ad, he infinitamente pequena , ¢ por confeguinte
devemos omittilla no calculo, Donde vem , que
confiderando affim cada ﬁ:gmcntn como hum PI'H'-'-
ma, fe for T a fuperficie de huma feccab, edr a
fua efpeffura, ifto he, a fua altura infinitamente
pequena , feri Tdx o elemento do folido, e por

confeguinte a folidez do corpo ferd [ Tdx -+ C.
Devemos pois determinar em cada cafo o valor T
da fecgad em x , ¢ integrar,

Exemplo. Se o folido for huma pyramide SABC
I2 ( Fig
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(Fig.57); fuppondo a fuperficie da bafe ABC =/,
a altura ST —4, e a diltancia S¢ de S a qualquer

feccad abe parallela @ bale — «, teremos (19. 6. Eu-

bb
‘cl)bb:wx 1l bb s abe ouT = -T';i; e por con

feguinte a folidez de qualquer porgad da pyramide

bb Db
xdr_-ﬂj’_"" 4+ €; ou fimplesmente

=7
bbx! ' ¥
-E&E-, fe efta porcab comecar no vertice. Como

bb :
temos. Sabe — b:ii ; x o, fegue-fe que a [oli-
dez de huma pyramide he igual i bafe muItiplicadi
pelo tergo da altura : o que concorda com o que f6

demonftra na Geometria ( 7. 12. Eucl.).

102 Quanto aos folidos de revolucad , a fuper-
ficie da feccad , que nefte cafo be hum circulo @
raio PM ( Fig.'54), fera ¢y*; logo hum folido
qualquer de revolugab — f¢y*dx +- C. Para fazef
ufo defta formula , devemes fubftituir o y* da linha
generante , ¢ integrar.

Exemplos.

107 I. Se quizerrog achar a folidez da esfe
ra, lfubftituiremos 2ax — xx em |ug:u' de f na for-

mula , e teremos a folidez de hum fegmento esle-
Il-
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fico = ¢ f(2ax — xx)dx = ¢ex* (a—} ] ; logo
pondo x == 2a teremos a folidez de toda a esfera

2 Ll L] L}
—_— j---ifllli' — do C}fllﬂdrﬂ l:m:umﬂ:nm.

3 3
104 II. Querendo zpplicar a mefma formula
20 Esferoide allongado , que he gerado pela revolu-,
¢ab da ellipfe 4 roda do feu eixo maior AB (Fig.58),
_ b
teremos gy — j—- (2ax — xx) , fendo J | sty -
aa

CD=4,AP==x, PM —y; epor confeguinte

b bb
Jeytde = s f{‘:nx-—-x:r}&x: bk 7 (a —1x)
ad aa
bb
<+ €, ou {implesmente : :r (a — % x), {e contar-
a

mos a folidez do ponto A. Efta pois o ellipfoide
inteiro para a esfera circumfcrita b6 { aa , e por
confeguinte he igual aos dous tergos do cylindro
circum{crito.

Para ter a folidez contada defde hum ponto K :I
onde fuppomos AK —¢, formaremos huma equagad’

pela condigad de fer o integral nullo quando ¥ —¢;

bb
ﬂqu:dariu:—rf[n-—ig}_[-c , ifto he,

i fj'.ﬁﬂf

—

(a — L ¢); logo a folidez de hum

ada
fegmento de esferoide elliptico , comprehendido en-

tre dous planos parallelos entre fi, e p:rpcn’dir:l.rih-:
' . Ics
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res ao eixo, em diftancia hum do outro =— » =,

tem por expreflad .f—j; (ax® — ge? — 1 &7 1 /)

Efta formula ferve para calcular a folidez , ¢
conleguintemente o pezo dos maflros , e das ver-
gas dos navios ; como tambem para medir a capa-
cidade dos toneis , cuja fuperficie exterior fe pola
conliderar como por¢ad de hum esferoide allon.

gadt}.

ro5 III. No paraboloide ( Fig. 54 ) temos
y=px,efcytdx — ¢ [pxdx —Lcpx® 4 €. Lo-
go o paraboloide ALMA — ¢px . I x—=¢y? . Lx=
4 ametade do produ@o da fuperficie do circulo,
cujo raio he PM, pela altura x , ou ( que vem 2
fer 0 mefmo) 4 ametade do produto da bafec do
folido pela fua altura ; e confeguintemente he ame-
tade do cylindro circumf{crito.

Se contarmos a folidez defde hum ponto K em
que ¥ — ¢, teremos ; (#* — ¢ ); formula, pe-

la qual fe péde medir a excavagad das minas.

106 Podemos applicar a mefma formula 20
Hyperbolside , que he o folido gerado pela revolugad
da hyperbola a0 redor de hum dos eixos ; como
tambem ao Ellipfaide chato , que he gerado pela re-
volugad da elliple a roda do feu eixo menor. Fa-
zendo o calculo, acharemos que o ellipfoide chato

he —; do cylindro circumfCrito 5 ifto he, que fendo
o : :
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a 0 eixo major da ellipfe generante , e & 0 menor ,

o esferoide allongado (104 ) tem a folidez —
2

2 cabb , ¢ o esferoide chato atem =— — caal;

3

logo o esferoide allongado eftd para o esferoide

chato ** 5 * a*: o eixo menor para o maior.

Ifto he o que bafta pelo que refpeita aos foli-
dos de revolucad. Porém para acoftumar os princi-
piantes a extender o ufo deltes methodos , vamos a
fazer mais duas applicagbes.

107 Esxemplo I, Achar a folidex da unba cy-
lindrica ABDE ( Fig. 59) , fermada pela [ecgai de
bum plane ABD. obliquo @ bafe de hum cylindro reélo ,
Jupponde para maior facilidade , que o difo plano paf-
Ja pele centre da bafe.

Se concebermos o folido partido por planos pa-
rallelos , infinitamente vizinhos , e PEI‘FE“E}W“]”‘EE
4 bafe AEB ( Fig. 60), as feccGes ferad triangulos:
femelhantes , cujas fuperficies confeguintemente fe-
rad como os quadrados dos lados homologos. Seja

pois o raio CE da bafe — a, aaltura DE =4,
AP — x ; fera a efpeflura Pp do eclemento compre-
hendido entre duas fecches contiguas — dx , € &
bafe PM do triangulo PMN — 4/(2ax — xx) .
Ifto pofto , como temos CED : PMN :: CE®;

2 /
PM?, ¢ CED —Iabh, feri PMN _—_E";-{m

— #%) 3 logo (101) a folidez da unha =
b
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h b ot s
. ﬂ' —_— —— - O S .
- (2a%dx — xxdx) = — (ax 5 )-—I—C ; ot

b ]
fimplesmente _— (ax‘ - :; ). contando-a del-
de o ponto A. Para acharmos todo o folido, nab

ha mais do que fuppor ¥ = 24, o que di 2 o
3
4

—
—

1 2
— ah . — a = CED % — AB. He pois a fo-
- 3 3 ¢

lidez da unha igual a dous ttrllfus do prifma , que
tenha o triangulo CED por bafe, e o diametro AB

por altura.

108 Exemplo 11. Achar a folidez de huma por-
gan de ellipforde allengads , comprelendida entre dous
planas parallelos entre fi , ¢ ao eixo matir,

He neceffario primeiramente demonftrar , que
as fecgbes do elliploide parallelas ao eixo maior,
{ad ellipfes femelhantes 2 ellipfe generante ; ifto he,
que os eixos de qualquer daquellas {ad entre fi co-

mo os eixos delta,

Para iffo imaginemos o elliploide cortado por
hum plano, o qual ( para fixar as idéas ) fuppomos
fer verticzl , e paflar pelo eixo maior AB (Fig.61);
a feccad fera a cllipfe ADBE igual 4 generante.
Jmaginemos tambem o ellipfoide cortado por ou-
tros tres planos , dos quais dous fejad verticais, ¢ 0
terceiro horizontal. Sejad as fecgbes dos dous pri-
meiros com o plano ADBE reprefentadas pelo eixo
menor DE, e pela parallela MN ; e a fecgad do ter-

ceiro com o mefmo plano feja reprelentada purIiT-
o
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Ifto pofto , digo que a feccad reprefentada por ST
he huma ellipfc femelhante 2 ADBE.

Imaginemos levantadas nos pontos R ¢ O duas
linhas {2z e r) perpendiculares 2o plano ADBE,
que fe encontrem com a fuperficie do ellipfoide.
Comno eltas fad ordenadas commuas da fecgad feita
por ST, e das feccOes circulares feitas por MN e
DE , teremos zz— DR x RE, et —= MO w ON.
Seja CD—14, CA=1a,CR=0P —«;
fecta DR —1b4u, RE=14—u, MO =
y+u, ON= y—u , e por confeguinte vira
2z =1 bb — uu , e #t — yy — uu. Mas fuppondo
CP — #, ¢ aordenada SR do eixo menor =¥,

bb
temos ( Alg. 307, e 304 ) yy = e (§aa—xx )»

e bt — %%(iﬁﬁ—-uu) , que da uu =1 bb

bhkk bhkk bbkk bhxx
L. ; logo zz = ye = - e g
aa ad dd ad

e por confeguinte zz ; ## 13 kk 3 bk — xx 1) SR’

ou SR % RT : SO % OT ; ifto he, o quadrado
da ordenada z , que corre(ponde ao ponto R ,efta

para o quadrado da ordenada ¢, que correfponde
20 ponto O , como o produflo das duas abfciflas
correfpondentes a4 primeira efti para o produéto
das ah_ﬁ:iffas correfpondentes & fegunda ; logo a fec-
€30 feita por ST he huma ellipfe.

Além
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Além difto a equacad 2z — Mf di‘z . k..,
)

b:a; mas 2 he a ametade da maior largura da
feccad , ou a ametade do eixo menor defta elliple,
et ou SR he a ametade do maior comprimento
da feccad , ou 2 ametade do eixo maior da melma
ellipfe ; logo os feus dous eixvs tem entre fi a mel-
ma razabd que os da ellipfe generante ; e como em
todo elte raciocinio nad entra a diftancia CR da
feccad que havemos confiderado , fegue-fe que o
mefmo fuccederd em outra qualquer feccad parals

lela a AB.

Ifto pofto , para achar a folidez de qualquer
porcad do ellipfoide comprehendida entre dous pla-
nos parallelos, reprefentados por AB e ST, [eja

a fuperficie da ellipfe generante — § ; ferd a fu-
Skk

perficie da ellipfe , cujo eixo maior he ST — v
e

kk
e por confeguinte o elemento do folido — rgﬂ—d- du
i
pr— m

remos a folidez —

(i bbdu — uudu). Integrando pois, tee

gy (14 —3 w) 46

ou fimplesmente -{:—5 (2 bbu — L ut), fe a con-

tarmos delde o centro C. Porém fe a pnr:;aﬁ
comegar em outro ponto K, em que CK = ¢,

teremos o — Egi (1bbe—3e )4 C, e confe-
guin-
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guintemente a folidez da parte do ellipfoide allon-
gado, comprehendida entre dous planos parallelos

ao eixo maior , tem por expre{lad }iﬁ [} 66 (u
? § bb
— )= jl — o) =g (e —e) (5

il "+EH+M)* Como u — ¢ he a diftane

3

cia dos dous planos paralleles , ou 2 altura da
porcad por elles comprehendida ; fe fuppuzermos

efta altura = b, fera a folidez ==

Sh

17 (1o — uu)
SIB Efﬂ Shh
&ﬁ[H i Laa +'_ {u—'&'ﬁ}

Scja a fuperficie da fecgad feita por ST , ou
Skk

i
faa

= $, a da feccab feita por LK = s', ¢ a

ametade da fua largura, ou a ametade do feu cixo
menor =/ ; teremos , em razad da femelhanga de

L

todas as fecgbes , § — }§ éjl ; logo vira por ultima
s'h h
U }"

Devemos pois 1° multiplicar a fuperﬁcm da feccad
menor pela altura do folido ; 2° mu]tiplicnr a fu-

exprellad reduzida do folido

perficie da feccab maior pela razaﬁ do quadra-

? |
do
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do da melma altura para o quadrado da femilargura
da feccad fuperior , e pela diftancia do centro 2 fec-
¢ad inferior menos o terco da altura de folido.

Efta regra péde-fe applicar utilmente 4 medida
da parte de hum navio mergulhada em razaé do pe-
20 da carga, com tanto que a figura defta parte fe
pofia comparar com hum tronco de ellipfoide. En-
tad s reprefentard a fecgad feita 4 flor d’agua quan-
do o navio efti fem carga , e ¢+’ quando ja elta car-
regado ; A repreflentara a diftancia das duas feccdes ;
! a maior largura de 5", e finalmente # a diftancia
de s & maior fecgad horizontal do esferoide.

Quanto ao modo de medir 5 e 5', devemos ad-
vertir, que huma fuperficie deftas fe determina pe-
la outra ; porque ambas pertencem i claffe das el-
lipfes femeclhantes , e por confeguinte eftad entre fi
como os quadrados dos {eus eixos maiores , ou me-
nores. Affim o que unicamente refta, he determi-
nar huma dellas. Adiante veremos, que a fuperfi-
cie da ellipfe he para a do circulo de diametro igual
ao eixo maior da mefma ellipfe, como o eixo me-
nor he para o maior ; e como fabemos avaliar a
fuperficie do circulo com a approximagad que qui-
zermos , facilmente poderemos determinar a fuper-
ficie de huma elliple, cujos eixos fejad conhecidos.

Dos methodes de integrar. por apprax!maﬂzﬁl

109 A S differenciais complexas, que nad fe
comprehendem nos cafos que acima examinimos ,
integrad-{e por approximacaé. Para iffo converte-fe

a quantidade propofta em huma ferie cunvergcéltﬁ
c




peg CarLcvurlro. T4t

de termos monomios (Alg. 151) , e integrando hum
certo numero delles , teremos o valor approxima-
do do integral procurado.

110 Exemplo 1. Achar o compriments do arco
de circulo AM |’L Fig. §6) por meio da feu fena verfo
AP,

Suppondo que Mm he o elemento do arco , tire-
fe Mr parallela a AP, ¢ 0 raio CM. Seja AP—«,
CM =1 ; ferda PM = y/(x — xx]; logo em ra-
zad dos triangulos (emelhantes CPM , Mrm tere-

1 dx
mos Mm — — -

o 1/{‘.1 —xX)
f 1dx
G -,-"[:::-—xx
Como cfta quantidade nad fe pode integrar pe-
las regras dadas , mudalla-hemos ("Alg. 112 €

, ¢ conleguintemente AM

S
141) Eﬂlf dx (1—=x) *; e reduzindo

L R § I
{r - :r} ! aferie, teremos (1—x) =1} ¥

+ -ﬁ+ — - x} 4+ &c ; logo
T -1 — e
f—_i-x “dx(1—x) 1==f(.;_:r 1;5’.\'—[_—5_ .t'{‘ dx

1
+-Ir%x=£x+ _ji.r .:z'x—}-&:,) e mtcgtam]n}.ﬂhh’[ ==

X
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E 2 J L
2 I 2 I.3 2 1.3.8 2, .,
" e B ot

':-4-*5 J '24.1.r'th
integral a que nad fe ajunta conftante, porque di
AM == o0, quando ¥ = o, como deve fer.

Dando 2 efta ferie a férma ° (l - ;— x -t

27 e i, - &c) » ve-fe que por fer x fem-
40 112

pre_menor que o diametro 1 ( excepto quando fe
applica a femicircumferencia ), os termos da ferie
tanto mais irdd diminuindo, quanto menor for o
feno verfo da queftas. Afim fe procurarmos , por
exemplo , o comprimento do arco , cujo feno ver-
fo he a centelima parte do diametro , teremos

1
# = 0,0l , x* = 0,1 ; logo o0 arco ==

3 i P
iix (1+ c,:I | 3(0,01) + 5(0,01) );:cu-

40 112

mo o termo feguinte da ferie feria ao menos cem
vezes menor que o ultimo deftes , por fer cada hum
mais de cem vezes menor que o feu antecedens
te , fe examinarmos qual he o valor do termo

I_Tfi (o,01)} , poderemos, tomando a centefima par-

te delle, julgar do grio da exadlidad , em que temos
o arco fem paffar além dos quatro primeiros ter-

mos da ferie. Fazendo ilto vem _fE (o,01)! ==
I

Qy
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0,00000§

T 0 ooooooo44b , cuja centelima par-

te he o, coooco000446 ; logo podemos com to-
da a feguranca avaliar cada termo da ferie até 10
decimais , fem o receio de que o valor do ar-
co, que refultar , tenha de erro huma unidade da

5
112

== 0, 0000000440 ; Eu_{n’ o1 )2 ==

nona caza de dizima. Afim teremos

(o,01)F

0, 01

6

2 totalidade da ferie ferd o, 1 (1, 0016742112) , ou
O,1co167421 , limitando-nos a 9 deciinais ; e ain-

cg poderiamos com toda a feguranga admittir a de-
Ima,

<, ﬂﬁﬂﬂﬂ?;ﬂ-ﬂﬂ H

= 0, 0016666666 ; logo

Achado efte arco , fe foubeffemos quantas vezes
o feu numero de graos fe contém em 360°, nad
€ra neceffario mais para ter o valor approximado
da circumferencia , do que multiplicar 0o compri-
mento achado por effe numero de vezes ; mas iflo
he o que fe ignora. :

Como fabemos (Trig. 22) que o feno de 30°
he ametade do raio » poderiamos calcular (Trig.21)
o fF“":' "'_"EI'fﬂ de 30° , fubftitnillo em lugar de » na
€€ acima , e¢ multiplicando o refultado por 12,
E;"E“I‘i::-‘_lﬂ comprimento proxime da circumferen-
e rem viria huma ['e_rlr: pouco convergente ,

™€ que feria neceflario calcular hum grande

nu
‘mﬂu de termos para achar o valor da circumfe-
ren-
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rencia com huma approximacad fufficiente ; pelo
que enfinaremos outro modo de refolver o proble
ma.

11t Exemplo 11. dchar o comprimento ds arc
de circuls AM (Fig.62) por meio da fua tangente AN,
Tire-fe a fecante Cmn infinitamente vizinha de

CMN , e com o raio CN defcreva-fe o arco Nr,
que podemos confiderar como huma perpendicular

aCn SejaCA=a, e AN = x; ferd Nu == dx,
e CN = /(aa + xx). Iito pofto , como o trian-
gulo CAN ou CAn he femelhante ao triangulo
CA % Nn
CN

femelhantes CNr, CMm dac Mm —
CA*® 7 Nn gady

= : , COmo

CNz 4ad =+ AX

; mas os feftores

CA x Nr,
€N’

Nra , teremos Nr =

logo virdh Mm = —-

ja achémos ( 25 } ; e por confeguinte / Mm ou AM

d. ;
o= a:-:—-xxx . Como If{tz quantidade nad fe pode

integrar exaltamente , demos-lhe a forma f aad®

(aa +- xx)" ", e defenvolvendo (aa 4 xx)”" em P

& §
A X
+__

a’

— &c) ; teremos

x? x4
a* as

Hi

X%l xddx

Jeadx (aa —}-:x]FI -rf(a’.a — i+

a4
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kSdy 4 x3dx & xt ;x5

o — R [ = K e— —
at a’ ) 3a? : Sa*

x 57

};T'*“ —— — &c ; logo AM ou Are. tang x —
ga

( T x? 1 x4 ognk. otk
# I—h-ﬂ' - — — — e —
WA v i, Ll LT SRR BN
_'E’:C)t

Fazendo x == a, teremos ( Trig. 23 ) 0 compti<

I I
mento do arco d::.1.5“=¢ J’(r—.-_l_-{—.___.,_.-

T Ry
§ Do + &c); e por confeguinte a circums
9 11
I
ferencia == 82 /1 — i, _I_ b i T —
d Wkl 7

b + &c) . Porém como os termos defta ferie di<

Minuem muito de vagar , refolvamos o arco de 45°
¢m dous arcos de tangentes conhecidas , porque de-
véndo fer entads cada huma dellas menor que o raio,
Virdd duas feries mais convergentes, que ambas jun-
tas daras o comprimento do arco de 45° . Sejabae ©
eltes *dous arcos , cuja foma = 45° ; teremos
tang (s - ()=1, e por confeguinte a formula
(Tr g 41 ) tang (== ¢ = s e dara
L — fang = lang &
K tang




146 ELEMENTOS

I — fang a
1 - tang o
tang s =%, teremos fang ¢ = 1 . Logo pondo m
ferie fucceflivamente L4 e {4 em lugar de »,
acharemos

lgng ¢ = . Se tomarmos pois

20

f ) 13
23\ 5T tas? e " Ta33

.;_ — &)

Se quizermos achar os valores de cada hum del-
tes arcos, exaflamente exprellos até a nona deci-
mal , devemos calcular os primeiros 15 termos da
primeira ferie, e os 10 primeiros termos {6mente da
fegunda. Efle calcule he muito facil de fazer, ¢
repararmos , que na primeird fe podem calcular o8
termos confecutivos , formando huma ferie, na
qual cada termo f[eja igual ao precedente multipli-

I * '
cado por ik ilto he, que feja -4:—. do precedente:

depois multiplica-fe effa feric termo por termo pes

g 1 I 1 1 F
laferier,—,— , —, — &c, e finalmente ajun-

v, SR TR |
tando em huma foma os termos de numero par » ©
os de numero impar em outra , tira-fe a foma dos
primeiros da foma dos fegundos , ¢ multiplicn-fﬂ 0

refto por E’ Do mefmo modo fe reduz o calculo

da
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da fegunda a formar huma ferie , na qual cada

termo feja o produéto do precedente por 11 » ou

por %’ » ilto he , 'que feja a nona parte do prece-

dente : depois multiplica-fe .efta ferie termo por

: I I I I
termo pela ferier, -, —, —, — &c, ¢ con-

R By d

tinua-fe a fazer o mefmo que na primeira , exce-

Pto que fe multiplica o refultado por :3:- » em lugar

de fe multiplicar por E- Se fizermos efta operagab
levando a approximacad até ro decimais , teremos

Para a primeira ferie -g- (os 9272952180 ) , ou
a(0,4636.476090);€ para a fegunda -g-[u,gﬁ 5251 6532];

oua (0,3217505544 ) ; logo o arco de 45°, que
he a foma daquelles dous , ferd a(0,7853981634 )
Tumandt}l pois o quadruplo , para termos a femi-
circumferencia’ , acharemos’ a (3,1415926516 ) ;
logo o raio he para a femicircumferencia (ou o
diametro he para toda a circumferencia ) 11 @

- [Enfd-Isgiﬁ_v;gEr} ss 13 2,1415926536 ; razab
que ainda fe poderia calcular muito mais approXie
midim:nte,

K 2 5I3
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112 Exemplo I11. dchar o logarithmo de qual-
quer numero dads.,

Concebamos o numero dividido em duas partes

a e x , lendo @ a maior ; a4 » reprefentari o no-

mero dado. Como (27) temos I (a -4 x) :f £ '
a—x

e elta quantidade nag fe pide integrar algebricas
dx

mente , reduzamos em ferie , e teremos _/‘_‘"_*
- a—x

=f“_1‘f‘(‘—-§-+ :: - -F&c);

at

. ! ; ‘
R A
&c 4 C.

Como efta equacad deve fempre ter [ugar , feja
qual for o valor de x, ponhamos x — o, vidd
C—=1la}; logo
I{a-—{lﬂ:faﬁ- o

&

X2 x3 x4

ﬂﬂ'-l 3&‘ e 4_‘24

+&.

Conhecendo pois o logarithmo de hum (6 nu-
mero a, podemos calcular por efta ferie o loga-
rithmo de outro qualquer numero a -- x . Sej?
por eﬁ:mp]u @ == 10, € @~ x ==11 ; tercmos

(0, 1)

4 3

(o,

}'u:'r.-'fm-l-u,:—-_l_}f_l_ — XCe

Pe

a1l
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Do melmo modo acharemos

2 3 vl
:{a_x}ﬂfaﬂ(::-+fﬂ+,£+ .‘—+a.-c)-

24* 341'? 4t
Como a ferie geral poucas vezes he affas
az

convergente , {fupponhamos x = T , leremos

-

a-t =

ffﬁ'_—x)uu 2la —1(a -+ z)=la —

- — ~—— — &c. Logo
2(a + z)? 3(a + z)° _
% 1_1
x e
f[n-l—:t.]zfd-l—d“‘:-i- o +—-—i+fu':,.

- 1 . :
2la + =) 3 4 %)

ferie que he fempre convergente.

A differenca das duas feries, que exprimem os
valores de / (a=x) ¢ I (a— x) , dard /(a 4 x) —
[{a — ) ou

a - x x % x5 L
f-—-__.=~2(_-]—.___ - ,——'r‘f'“:)'
a4 —x a 24" gal 74

Porém a fim de darmos mais hum exemplo do
modo de integrar por approximacad , refolvamos
eila melma queltad de outra maneira.

113 Lxemplo IV. Achar o lgarithme de hu-

ma fracgai , cujo numerador feja maior que ¢ dend-
minador.

Re-.




150 ELzMENTOS

Reprefentande por 2 a foma do numerador ¢
do denominador , e por x a fua differenga , ferd

(Trig.177) o numerador ==} a X x, o deno-

c 3 i ¥
minador =fa—1x,e confeguintemente -—-I;-

a —4i
exprimira a fraccad ; logo a differencial do feu lo-
garithmo , confiderando fémente » como varia

2udy

x?

9a’

+&c) fem conftante , porque quando

X

* Ainda que cita fracgad deva reprefentar qualquer fracead e
ta , iffo com tudo nad impede , que fe poily ?;_-.mfr a f._—.mf an:zp::-
rador com o denominador, como conitante ; porque nab hi fracgsiy
gue lc nad polia preparar de medo , que dé a foma do numerador ¢
o denominador igual a0 numero que quizermos, Por exemplo, pant

fazermos que a fracpad 3? tenha 13 por foma .do numerador e dode*
pominador , bafta que, havendo-lhe dado a férma :H-—. fupponhamoé
5

3% 4+ gu,ou 8n == 12 ; donde fe deduz w =— -il-ii=——-"-‘:'r-f""'li"I

.

== - -, cujo numerador fomado com o denominador di reak




