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SERIES DE NUMEROS

Generalidades preliminares

1 . DEFINIGIO DE SERIE.— Seja (C) um eonjuneto de quan-
tidades (fune¢des ou numeros), énfinito, numeravel, a i di-
mensdes. Sirva o symbolo

Umig, Mg, .0, Bl

para representar cada elemento de (C), conservando a lettra
w constante e fazendo variar d'um para outro elemento as
coordenadas infeiras do ponto (my, ma, ..., m).

A expressio

E Umy, Mg, ..., W (1}

My, Mgy oo ey Wi

chamaremos serie, a eada elemento do conjuncto fermo da
serie e ao symbolo #m, m,,..., m;, d'onde se derivam todos,

termo geral da serie.
1
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2. SERIES DE NUMEROS E SERIES DE FUNCGOES,— Con-
forme os termos das series siio numerog ou funecgdes de va-
riaveis z, ¥, 2,..., as series dizem-se de numeros ou de
funegdes.

Suppondo estas func¢des definidas, a eada ponto (zi, ¥1,
21, ...) corresponde um valor numerico para cada termo, e
portanto 4 serie de funcg¢bes uma serie de numeros.

As propriedades que vamos estudar referem-se ds series
de numeros ou és series de func¢bes para cada ponto.

Se uma propriedade tem logar niio s6 para um ponto mas
para um campo dado, diz-se que a serie gosa nesse campo
da propriedade considerada.

3. DIvisio DAS SERIES SCB O PONTO DE VISTA DA SUA COM-
PLEXIDADE, — Quando o eonjuncto (C) é a uma dimensiio, e
nio existem elementos do conjuncto com indices negativos,
eada indice é ao mesmo tempo a ordem do termo a que per-
tence e a serie serd

E?s.=uu+u4+m-t-...+u_+. o

m==il

Neste caso particular a serie chama-se simples.
Se o indice pdde tomar valores positivos e negativos a
serie diz-se simples e de duplo sentido e serd a expressiio

+a
2 Uy=...Ft_ ot Tyt u_ ottt

- M=—

No caso geral a serie é multipla ou de multipla entrada,
podendo tambem ser de duplo sentido ou d'um sé sentido




conforme ha a considerar valores positivos e negativos dos
indices ou sémente d'um signal. Em particular chama-se
dupla ou de dupla enfrada, a serie cujos termos dependem
de dois indices, tripla ou de tripla entrada se dependem de
tres, e assim por diante.

<L.. VALOR DA SERIE.-— Considere-se a parte limitada de
(C) que contém todos e sémente os elementos wm,, ms,...mi,
cujos indices positivos satisfazem dis condi¢es

myZa,mazl, ., mZh
e 0s negativos ds
S —oymaS—f, ..., mS—¥,

onde a, f,...,4 «, f/,..., ¥ sio numeros inteiros positivos
quaesquer.
Forme-se a somma d'estes elementos, que designaremos

o Su, AP %
¥ _“FJ_'B'I"'D_)".

Valor ou somma da serie (1) é o limite, caso exista, para
& Pisso
S e |
a B..., N, F, ..., ¥ erescem alem de todo o limite se-
gundo leis arbitrarias.

que tende a funcciio S quando as variaveis

5. CARACTER DA SERIE. — Quando .a serie tem valor, isto
é, quando existe o limite considerado, diz-se que & conver-
gente. !
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Se, porém, esse limite niio existe pide esta circumstancia
provir:

1) de que a funcgiio ¥ i: ! 'éil 5 resea alem de todo

Y TRy T
o limite para toda e qualquer lei de variagiio dos indices;
a serie chama-se neste caso divergente e diz-se que tem um
valor infinito ;

2) de que a mesma funceio oscille indefinidamente entre
certos valores finitos; :

3) de que essa funegiio tenda para um limite determinado
para certas leis de variagiio dos indices, mas niio tenda para
nenhum limite determinado para as outras, ou mesmo ten-
dendo para limites determinados sempre, todavia esses limites
niio sejam eguaes para todas as leis.

Nos casos 2) e 3) a serie chama-se indeterminada e diz-se
que o seu valor & indeterminado.

Di-se o nome de earacter da serie 4 propriedade que ella
possue de ser convergente, divergente ou indeterminada.

6. NOTA RELATIVA A8 SERIES SIMPLES. — Como dissemos
no n.° anterior, uma serie em geral pide ser indeterminada
da maneira 2) ou 3). Nas series simples, por haver 86 um
indice, ordem do termo, é evidente que s6 poderd dar-se a
indeterminag¢iio da primeira maneira.

7 . PRINCIPIOS GERAES DE CONVERGENCIA E DIVERGENCIA.
— A condig@io necessaria e sufficiente para a eonvergencia
d’uma serie &, por defini¢fio, a mesma que para a existencia
de limite da funcgio \ f: “;3" - quando as variaveis

il LB
tendem por valores inteiros positivos para .
Essa condigiio serd, pois, que a cada valor da quantidade




positiva ¢, por mais pequeno que seja, eorresponda um nu-
mero inteiro positivo A tal que a desigualdade

|, SH_S! E <€

tenha logar para todos os pares de valores S’ e 8" d’aquella
funceiio, correspondentes a valores das variaveis maiores
do que A.

Em particular, tractando-se d’uma serie simples b u, eujo
1
valor é evidentemente o limite da successiio

Si=w, A=t 8 =T U ...y s

ou da fune¢fio s, da variavel inteira n, a eondi¢iio pide enun-
ciar-se assim: que a fodo o valor da quantidade positiva e,
arbitrariamente pequeno, corresponda um numero v tal que
a desigualdade

| 8epp—8a | <¢ (2)

seja satisfeita para todos os valores de n > v, qualquer que
seja p.

= . CoNDICRO SUFFICIENTE PARA A CONVERGENCIA D'UMA
SERIE SIMPLES. — D'aqui se conclue, visto ser

Bupp— 8 | = | Unpr gt oo s F 0y, |

St |+l tga ]|+ | uy |,

uma condiefio sufficienfe muito importante para a conver-




gencia d'uma serie simples, a saber: que a serie formada
com os modulos dos seus termos possua o mesmo caracter,

O . CoNDIGAO NECESSARIA PARA A MESMA CONVERGENCIA, —
Deduz-se immediatamente de (2), fazendo p=1, que é neces-
gario, para a convergencia d'uma serie simples, que seja

lim. w,=0.

=X




II

As series e os polynomios

1. Inversio dos termos das serles simples

1 (). NOTA PRELIMINAR.— Se o conjuncto (C) fosse finito
a serie reduzir-gse-hia a uma somma indicada e o resultado
da operacfio gosaria em relagiio aos termos das propriedades
conhecidas seguintes : d '

1) A somma é eommutativa, isto é, independente da ordem
dos termos. |

2) E associativa, isto é: obtem-se o mesmo resultado re-
duzindo por meio de sommas parciaes o numero dos seus
termos a um NUMero Menor.

Se porém (C) é, como suppozemos, infinito, nada nos diz
a priori que a somma da serie, embora haja identidade de
designagiio, tenha as mesmas propriedades das sommas ver-
dadeiras.

Creou-se uma entidade ndva, que é como que uma exten-
siio aos conjunctos infinitos da somma propriamente dicta,
Mas o sentido da nova entidade é differente e torna-se ne-
cessario proeurar se as propriedades 1) e 2) acima enun-
ciadas subsistem ou nio.




" Osentido d'estas propriedades mesmo, por se tractar agora
d’um numero infinito de termos, precisa de ser esclarecido.

1 1. DeFINIgR0. — Diz-se que duas series simples

PR R ™
w4 ..l @)

differem somente pela ordem dos termos, quando existe uma
correspondencia univoca e reciproca entre os indices dos
termos d'uma das series e os dos termos da outra tal que,
se n e m sio dois numeros eorrespondentes, :

Péde tambem dizer-se que se passa d’uma das series para
a outra por uma nversio de termos; e é dada a inversiio
quando é dada a correspondencia entre os indices,

1 2. PROPRIEDADE COMMUTATIVA. — Diremos que uma
serie gosa d’esta propriedade quando conserva o caracter
qualquer que seja a inversfio, e distinguil-a-hemos pela pa-
lavra <absolutamentes anteposta 4 que indica esse caracter.

Quando ao contrario se quizer dar a entender que uma
serie niio gosa d’esta propriedade empregaremos a palavra
«gimplesmente», em vez de cabsolutamente-.

1 3. 1) SERIES ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES. — Seja
(1) uma serie simples de termos complexos, convergente e
de somma s.

Produza-se uma inversfio qualquer dos seus termos e seja
(2) a serie assim formada,




Tomemos nesta sémente o numero de termos precisos para
que entre elles se achem os n primeiros da serie (1) e seja
m esse numero. Fagamos

8§ =u +w+...4%,
Fo=uytus ... +u,.

Serd

Em=wturt...+ U+t +Un, A+ ...t

ni, M2, .. ., #, sendo inteiros positivos determinados maiores
que 7, 08 (uaes supporemos eseriptos por ordem erescente; e

b Zlan—a |+ | untt |+ ungr ]|+ oo | |
Fazendo tender n para o, por ser s a somma da serie (1),
seri

lim. |s,—8|=0;
=s

€ a somma
(Ungt |+ [ tnge | o |

tenderd ou niio para zero conforme for ou nfio convergente
a serie formada com os modulos dos termos de (1).

No primeiro caso serd, visto ser m=n

lim. |¢/,—38|=0

m == o0
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e portanto a serie (2) serd convergente e tar;i a mesma
somma que (1),

No segundo c¢aso nada se pode coneluir da desegualdade
e & necessario seguir outro eaminho.

Antes d’isso faremos notar gue ficou demonstrado neste
numero, tendo presente o n.” 8: que para uma serie ser
absolutamente convergente é sufficiente que seja convergente
a serie dos modulos dos seus termos.

1 4. Nora. — E importante observar que foda a serie
parcial, formada eom os termos d'uma serie absolutamente
eonvergente sem repeligio, & tambem absolutamente conver-
gende.

Seja (1) a serie primitiva e (2) a serie parcial assim for-
mada.

Tomando m bastante grande para que entre os m pri-
meiros termos de (2) se encontrem todos os termos de (1)
de ordem menor do que n, que entrem na formagiio da serie
parcial (2), os termos d’esta de ordem superior a m gerio
em (1) de ordem maior do que 7.

Ter-se-ha evidentemente

]ui.+1l;|ﬂ-}-+;1 "T.--_.l'!'ur._l_’ E|u,_+l!—‘—:1:_+,|—;-...-':;‘:u.+1§,

designando por u,,, aquelle dos termos iy, Wassy« -, Waip

que tem na serie (1) ordem mais elevada.

Ora por virtude da convergencia absoluta de (1) o gegundo
membro da desegualdade tende para zero, qualquer que
seja ¢, logo tambem o primeiro, qualquer que seja p, 0 que
demonstra o theorema.

1 5. 2) SERIES SIMPLESMENTE CONVERGENTES.— Suppo-
nhamos agora que a serie dos modulos dos termos de (1)
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& divergente, persistindo todavia na hypothese da conver-
gencia da proposta.
Fagamos

u,=a,+ b, , s=A+Bi,

onde a,, b,, sio quantidades reaes, A ¢ a somma de Ea,t e
B ade ?b.. ;
Como
|| =+va T8 < @]+ 8]

e & por hypothese 3w, divergente, a serie
S(lal+12.)

serd a fortiori divergente, para o que é necessario que pelo
menos uma das series =IEG|a‘I e ?!h_| o seja tambem. '
Consideremos entfio uma serie de termos reaes tal como
grzn e supponhamos divergente ? la.].
1
Designemos por P, e —N, respectivamente as sommas

Ea
dos p primeiros termos positivos e ¢ negatives de 2a,;
1
se p -+ g=mn, ter-se-ha

P,—N=a1tm+t...1a,

P,+N,=|m|+|aa|+u ot | @)
Em virtude da convergencia de Ea, de valor A, é
1

lim. |P,—N,|=A4A;
==k




e, pela divergencia de Z|a,|, é

lim. |P,+ N, |==.
n=ge

lim. P,=w , lim. N, =2,
N==

n=u0
isto &, sdo divergentes as series formadas com os termos po-
sitivos e com os termos negativos, tomados pela sua ordem
numa serie convergente de termos reaes, quando a serie dos
modulos € divergente.

Notemos, além d'isso, que os termos de ambas as series, a
dos termos positivos e a dos termos negativos, tendem para

ot
zero quando » augmenta, por ser ¥a, convergente (n.” 9).
1

Com estas duas observagdes é agora facil de ver que o

k-l
valor de Xa, depende da ordem por que se succedem o0s
1

termos d'um signal aos de outro signal.
Consideremos um numero o qualquer e forme-se a somma

N,+o.
Na suecessiio crescente

PhPis-“le—lnP:lPF!-l"“

haveri dois termos P,_, e P, entre os quaes ficard compre-
hendida aquella gquantidade, isto &, taes que

P,>N,+o2>P,.,. (8)

P,—N,>o>P,..—N,
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Fazendo tender ¢ e portanto p para o, a differenga entre
os dois membros extremos

Pr_" Nc_ (Pr—l_ Nq) e Pr_ Pr—i

tende para zero, por ser egual a um termo da serie pro-
posta. Logo cada um d’elles tende para ¢ e teremos

lim. (P, —N,) = lim. (a1t @2 +...+a) =0,
=00

g=w

suppondo, é claro, os termos da proposta dispostos por uma
ordem tal que se verifique sempre a desegualdade (3).

E facil além d’isso de vér que o raciocinio feito é appli-
cavel ainda quando se suppde ¢ uma quantidade, que tende
para c© ao mesmo tempo que #, ou ainda uma quantidade
indeterminada.

Portanto numa serie de termos complexos nas eondigbes

@
da proposta 2u,, pode dar-se um valor arbitrario & parte
1
0
real, ou 4 parte imaginaria ou a ambas, conforme é X|a, |
1
-
divergente ou 2| b, | ou ambas.
{]

A serie em qualquer dos casos é simplesmente convergente.

1 6. INVERSOES QUE NIO ALTERAM O VALOR DAS SERIES
SIMPLESMENTE CONVERGENTES. — O que acabamos de de-
monstrar mostra-nos o euidado que é preciso ter no-caleulo
sobre estas series, visto que o seu valor e caracter pdde
ser alterado por uma mudan¢a na ordem dos termos,

Nem sempre, porém, esta alterac¢iio tem logar e conviria
determinar as condig¢des necessarias e sufficientes para que
as inversdes sejam permittidas,
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Conhece-ge ji a seguinte condig¢io sufficiente, mas niio
necessaria:

Se o producto do deslocamento mazimo dos primeiros
termos até d ordem n pelo mazimo do modulo dos termos
de ordem mais elevada tender para zero gquando n tende
para «, a inversdo ndo muda o valor da serie.

L] :
Para a verificar seja Zu, a serie proposta de somma s
L]

=
e v, a serie que resulta d'uma inversdo na primeira, sendo
1

numeros correspondentes n e m.

O deslocamento do termo da ordem n & por definigfio,
| —m |. Designemos por d, o maior dos deslocamentos dos
primeiros n termos e formemos a successiio de numeros in-

teiros:
1+di=p,24 Bi=pa,.. .,n-i-3_=p_,... .
onde p, tende para =, quando n tender tambem.
Cada numero p, di a ordem maxima que podem oceupar
na segunda serie os » primeiros termos da proposta.

] 3 P -
Consideremos na segunda serie a somma S, dos p pri-
meiros termos e escolhamos n tal que

PP <P+

Podemos escrever

S’p=3'_—]—cr,

onde ¢ & a somma de termos da proposta de ordem supe-
rior a » em numero egual a

P _FnEP-H — 1 E_:aa-H .
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Por outro lado S/, contém um numero de termos da pro-
posta egual a »-+4d,, entre 08 quaes os n primeiros.

Designando por S, a somma d’estes ultimos, por =z, 0 mo-
dulo dos termos da proposta que seguem o da ordem =,
e por 6,9 quantidades comprehendidas entre —1 e -1,
ter-se-ha evidentemente

SF’=S.+g5'¢a_!._9Ia.+lzh'

Fazendo tender n para « e portanto p, os dois ultimos
termos do segundo membro tenderfo para zero, pela hypo-
these feita, e S, para s. Logo

lim. 8, =s.

1'7?. THEOREMA DE DIrICHLET. — Na hypothese da pro-
posta ser convergente, estudamos os dois casos de ser a serie
dos modulos convergente ou divergente. Estes casos sio 08
unicos a considerar, porque é evidente que uma serie de
termos positivoé nfo péde ser indeterminada.

Ora no primeiro ¢aso a serie é absolutamente convergente,
no segundo simplesmente convergente. Resulta portanto que
a condicfio, que no numero anterior demonstramos ser suffi-
ciente para a convergencia absoluta, é tambem necessaria.

E esta dupla proposi¢io que constitue o theorema de

Dirichlet.

18. 3) SERIES ABSOLUTAMENTE DIVERGENTES. — Seja

agora p u, divergente. Pelo menos uma das series
1

?me?h

sel-o ha tambem.
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Estudemos uma serie de termos reaes divergente e seja
= a,. Usando das mesmas notagdes que acima, teremos as
1

duas condicbes

lim. |P,—N,| ==

W=

lim. |P,+N,|=e,
H=x
a primeira das quaes significa que a serie g a, ¢ divergente
1

e a segunda que o é tambem a serie f;a,i, o que & evi-
1

dente.
Uma das series parciaes serd divergente, a outra conver-
gente, e, como os termos sfio posifivos, a serie convergente

sel-o-ha absolutamente.
Resta considerar uma serie divergente de termos posi-

tivos e seja

PPyt Put s

Produza-se uma inversfo qualquer e seja a nova serie
Pitpa+. Pt s

Tome-se nesta um numero de termos m, bastante para que

se achem entre elles 0os » primeiros da serie primitiva,
Serd

mSn e S’_;S,,

onde 8',, designa a somma d’aquelles m termos e 3, a dos .




E, como

lim. §,==,

tambem

lim, §' ==,
m=s0

D’onde se conclue: 1.° que toda a serie divergente de termos
positivos ¢ absolutamente divergente; 2.° que uma serie di-
vergente de termos positivos e negativos ¢ absolutamente di-
vergente, quando wma das duas series, formadas com os ter-
mos positivos e com os valores absolutos dos termos negativos,
€ convergente e a outra divergente.

Voltemos agora 4 serie 2 u, de termos complexos.
1

Esta serie serd absolutamente divergente, sempre que

uma das series Ea, ou §b,, o seja.
1 1

1 9. 4) SERIES INDETERMINADAS.— Notando que uma serie
de termos positivos nio péde ser indeterminada, reconhece-se
immediatamente que nio pode haver series absolutamente
indeterminadas. Com effeito, na discussiio precedente exami-
maram-se todos os casos que se podiam dar em relagio ds
series de termos positivos e negativos, a saber :

1) As duas series formadas com os termos positivos e
08 valores absolutos dos termos negativos da proposta siio
ambas convergentes: a serie é absolutamente convergente,

2) Ambas as series sfio divergentes: a proposta é simples-
mente convergente ou simplesmente divergente ou ainda
simplesmente indeterminada,

3) Uma das duas series é convergente, a outra diver-

gente: a proposta é absolutamente divergente,
2
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Logo toda a serie indeterminada ¢ reductivel por inversdo
a uma serie convergente com uma somma dada ou a uma
serie divergente ou ainda a wma serie indeterminada com
wma indeterminagdo arbitraria.

2. ALTERAGAO DA ORDEM D'UM NUMERO FINITO DE
TERMOS. — E quasi ocioso notar que uma inversio, que
altere a ordem sémente d'um numero finito de termos, nao
'p:‘ida mudar o caracter nem o valor d’'uma serie, porque
existiria um termo a partir do qual a serie proposta e a
transformada nio differiriam uma da outra.

11, Assoclago dos termos das series simples

2 1. PROPRIEDADE ASSOCIATIVA. — Proeuraremos agora
estudar a influencia que péde ter sobre o caracter e o valor
d'uma serie, o agrupamento dos seus termos em numero
finitp ou infinito, ou mais precisamente a substituigio d’um
numero finito de termos pela sua somma ou de uma elasse
¢ ainda d’uma infinidade de elasses, contendo cada uma uma
infinidade de termos da proposta, pelos seus valores.

Quando essa influencia é nulla diz-se que a serie gosa da
propriedade associativa.

22, AGRUPAMENTOS QUE INTERESSAM UM NUMERO FINITO
DE TERMOS. — Estes agrupamentos deixam invariavel o ea-
racter e o valor da serie, analogamente ao que foi obser-
vado no n.* 20.

Teremos, pois, sémente de oceupar-nos dos agrupamentos
eém numero infinito d'um numero finito de termos e dos
agrupamentos d’um numero infinito de termos.




19

23 . AGRUPAMENTO DE TERMOS CONSECUTIVOS. THEO-
REMA. — Numa serie convergente ou divergente pide substi-
tuir-se qualquer numero de termos eonsecutivos pela sua
B0,

1) Se

wituwa ... 8+ ...

¢ uma serie convergente de somma s, é possivel determinar’
um numero v tal que para todos os valores de n_v

| 8.—8 | <g,

sendo ¢ uma quantidade dada antecipadamente e tiio pe-
quena quanto se quizer.
Forme-se a serie

S48 ... 8.+ -4,

onde S, representa a somma d’'um certo numero de termos
consecutivos da proposta a partir do primeiro, S; uma somma
analoga, cujo primeiro termo ¢ consecutivo ao ultimo de Sy,
e assim por diante.

Supponhamos que o ultimo termo de S, é u,. Seri, qual-
quer que seja i,

Si+8+... 48, =wmtwt... +u

E como nS>m, para todos os valores de m v serd tam-
bem

| Bi+8a+...+8)—¢ ] <e
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9) Seja agora a serie dada divergente. Entdo, por maior
que seja o numero positive A, péde determinar-se um nu-
mero v tal que, para todos os valores de ﬂ.i—:,'v, ge tenha

| 8. | —A>0.
E, como n<m, serd tambem

| Si+8:24...8) | —A>0 [m<v].
e 8 p.d.

2. NoTa 1. — SERIES INDETERMINADAS. — O theorema
do n.° anterior niio tem logar para as series indeterminadas.
£ facil de demonstrar, ao contrario, que por agrupamentos
de termos conseculivos d'uma serie indeterminada econvenien-
temente escolhidos € sempre possivel reduzil-a a uma serie
convergente ou divergente.

A demonstraciio funda-se no seguinte theorema da Theoria
dos limites: Toda a successio é decomponivel em um nu-
mero finito ou infinito de successtes, cada uma das quaes
tem um limite finito ou infinito; os termos d’estas seguem-se
pela ordem da successdio primitiva.

Logo, se

YT oF 77 B S U6 T L
6 a serie proposta, da successiio
Bl=1Ul, B3 =M1 Ut , 0r y S =UTUz oo TU, .0
p6de destacar-se uma outra, tendo um limite finito ou in-

finito,

8,,3,.8,., s way
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em que p, ¢, #,... siio numeros inteiros crescentes alem de

todo o limite.. E portanto a sorie g
8, 2 (8'—3'} . (3: — 3') + ...
ou
(‘Ml Tt ... +ﬂ’r:‘ + (u.-{-l_.-_u;-g-: S o '}+ tasy .

cujos termos se obtéem por agrupamentos satisfazendo a
determinadas condig¢bes, é convergente ou divergente.

25. Nota 2.°—E claro que nas series simplesmente
econvergentes ou divergentes os agrupamentos da especie
até aqui considerada serféio os unicos sempre permittidos,
porque sio esses os unicos que ndo envolvem inversio dos
termos da proposta.

26 . TRANSFORMAGAO DAS SERIES SIMPLESMENTE CONVER-
GENTES EM ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES. — Seja Eu. uma
i

serie simplesmente convergente.
E possivel escolher inteiros ny, na>mni-+1, na>na+1,...
taes que a serie

"y L b
Stin+ 2 tUn-t+ ¥ Unt .o (4)
1 I'F|+1 'g"l—"

seja absolutamente convergente.
Consideremos uma serie convergente de termos positivos

gqualgquer 3 s
i

Pela convergencia da proposta corresponderfio aos termos




d'esta serie numeros inteiros v, w,.. ., taes que as desegual-
dades
na | ™

3 Un <O, | 3 Un|<twy,...
H!+I |'!—'—I

tenham logar: a primeira para todos os valores de ni > v
@ n2 > ni+1; a segunda para todos os valores de n: >w e
n3 >mns -+ 1; e assim por diante.

Todas ellas serfio, pois, satisfeitas tomando n; maior do
que vy, 73 maior do que n;--1 e va, »3 maior do que n2-} 1
e ng, ete.

Resulta que a serie dos modulos dos termos de (4) tem,
a partir do segundo, os seus termos inferiores aos da serie

=
3, Ambas estas series tem os termos positivos e a segunda
1

é, por hypothese, convergente. Nestas condigdes, ¢é facil de
demonstrar que a primeira tambem é convergente (vidé
cap. III), e que sfio portanto absolutamente convergentes
as series da forma (4), que derivam da proposta por agru-
pamentos de termos consecutivos realisados da maneira in-
dicada.

2'7. AGRUPAMENTOS QUAESQUER. SERIES ABSOLUTAMENTE
CONVERGENTES. THEOREMA. — Sgjam convergentes as series

PRI Lo L N (5),

|oog |+ o | +ooe+ | w4 (6):

& convergente e tem a mesma somma que (5) a serie
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cujos termos sdo as sommas de series parciaes, formadas com
termos de (5) de maneira que ecrista wm numero m assaz
grande para que as m primeiras d'estas series contenham
tantos termos de (5), quantos se queira, e nenhum d'estes
termos, por mator que seja m, se¢ enconlre repetido.

Com effeito: Se uma serie de termos positivos é conver-
gente, qualquer serie parcial formada com termos d’ella
sem repeti¢gio é tambem convergente. Resulta d’ahi que as
series parciaes, formadas eom termos da proposta sem re-
petigio, sfio absolutamente convergentes. Existirdo pois os
numeros vy, ¥z,..., sem o que o theorema nio teria sentido.

Consideremos as sommas

B, =M1 Ua T ... Uy

D Y0 R S

onde v, representa a somma dos ¢ primeiros termos da serie
parcial cuja somma é v, e p e ¢ sio numeros bastante grandes
para que s, contenha todos os termos de s,. Entdo desi-
gnando por s, n, - - -, s, 08 termos restantes de spg, serd

iqu—83|=[uul—|—un’—i— . aw ‘Jr‘ﬂn‘ I
‘::lun'[—!—'.u,.’f%— "!'l'"".- |
__{"?“-+1F+!1‘u+=|+*“":‘|“-+t|: [”i=ﬂ+k]-

Pela convergencia de (6), o 2. membro tende para zero,
quando n tende para «. E como, tendendo n para o e por-
tanto p e g, é por uma parte

. lim. 8,=8

e




e por outra

lim; & j=m4+m4 .. fot,
ip g==)

serd tambem s a somma d’esta ultima serie.

28. Nora.—Vé-se que as series absolutamente conver-
gentes gosam da propriedade associativa. O caracter e a
somma d’estas series é independente nfio s6 da ordem dos
termos, mas tambem da maneira de os agrupar.

Ellas podem portanto ser transformadas de muitas ma-
neiras sem perderem nada da sua essencia, isto é, sem dei-
xarem de representar o mesmo numero, ao contrario do que
suceede com as series simplesmente convergentes, que niio
possuem esta plasticidade. D’aqui resulta a grande impor-

tancia das series absolutamente convergentes em Analyse,

ITI. Decomposi¢do dos termos das series simples

29 . OBSERVAGOES DIVERSAS.— Pdde tambem propor-se,
conhecidas as propriedades d'uma serie, descobrir as da
transformada obtida pela substituigiio de eada termo da pri-
meira por parcellas de que elle seja a somma; e extender
ainda mais o problema se considerarmos os termos da pri-
meira como sommas de series parciaes, cujos termos elemen-
tares, dispostos por certa ordem, formam a segunda. O que
ha de mais importante sobre este assumpto é o theorema
que demonstraremos no numero immediato.

Antes d’isso faremos algumas observagdes que o estudo
anterior do problema inverso—a associagio —nos suggeriu,
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Péde, em primeiro logar, notar-se que as reciproeas do
theorema do n.» 23 nfo sfio verdadeiras. Assim, usando das
notagbes 14 empregadas, nfio podemos, da convergencia da

serie S S., concluir a da serie 5 u, ou, da condigido
1 1

ESm—s | =
| 3 | Se
deprehender a existencia da condicgio
E- —s8 | Fe
| 2w~ |2

Com effeito, se a primeira tem logar para todos os valores
de m=, v niio se deve, embora seja sempre 28, = Zu,, por
(] I

maior que seja m, affirmar que a segunda tenha logar para
todos os valores de n < v, mas sGmente para os valores de
n correspondentes aos de m; porque fazendo percorrer a
m a serie natural dos numeros, # salta em geral d'um nu-
mero inteiro a outro differindo do primeiro por mais d’'uma
unidade.

A mesma nota se applica ao caso da serie proposta ser
divergente.

Por outro lado vimos no n.° 24 que, por um conveniente
agrupamento dos termos d'uma serie indeterminada, se podia
transformal-a numa serie convergente ou divergente, o que
mostra evidentemente que a decomposi¢iio dos termos d’'uma
serie convergente ou divergente pdde, em muitos ecasos,
transformal-a numa serie indeterminada.

3 0. THEOREMA, — Seja S v, uma serie convergente. E
1
absolutamente convergente e tem a mesma somma que a pro-




26

posta toda a serie 5 Uy, CUJOS Lermos §d0 sem OMIsSado nem re-
1
L 3 . = o
petipdo o termos de series parciaes 21' m"”.? T B z' 0y

tendo respectivamente por sommas vy, v, ..., v,, ..., comtanto
que se verifiquem as seguintes condig¢des: 1) serem absolu-
tamente convergenles as series parciaes; 2) ser convergente

ol i % L
a serie Xp,, cujos termos siio os valores das series ¥ |wy™ |,
1 1

* : h
Lrsaw), v E:'Lu,,"'|, s A
e
Basta demonstrar que a serie X u, é absolutamente con-
i

vergente. D'ahi se coneluird immediatamente a identidade

da sua somma ¢ da da proposta em virtude do theorema
do n.* 27.

. z oo
Consideremos entfio a serie dos modulos ¥ |uy| e nella
i
um numero N sufficientemente grande para que a somma
o
8y =3|u,| abranja todos os n primeiros termos de cada
1

uma das m series
HI - =] i E -]
};-.u‘wll‘z]“ih'r:“':?lu-m]ﬂ" (7).

Chamemos S, a somma d’estes mn termos; seri
By — S =|[ta]+|ug|+...,

onde iu¢| ; |u5 |y ... 880 termos das series (7) de ordem mais
elevada que n. Seja #»--p a ordem mais elevada d'estes
termos, como pertencendo fis series (7). Em virtude da con-
vergencia d’estas series, n poderd ser eseolhido préviamente
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de férma que, dado um numero ¢, se verifiquem as desegual-
dades

£

<E”"

*E’]u“” & uP | < = E 5§ lug
n4-1 . i<:55,n+| . ﬂi,...-+| o

qualquer que seja p, e portanto com mais forte raziio a
desegualdade

- p wdp - Ay e
8¢ —8Bu|< 2 [0 |+ 2 [0l +...+ 2 |ul|
n1 ag it

<E.
Fazendo tender n para «, 8, tende para py +pa-t...+
+ pa, @ esta somma, quando m tende para o=, tem por limite

o
o valor da serie 2p,, por hypothese, convergente. E como a
L |

tendencia de m e » para o infinito arrasta a de N, S, tem
por limite o valor d’esta ultima serie. Logo & absolutamente

o
convergente a serie 2 uy, como se pretendia demonstrar.
1

IV. Operagdes sobre series

3 1. Nora 1¥1¢1AL, — Continuando a comparar as series
com 08 polynomios, e tendo ji estudado a influencia, que
a alteragfio de ordem, o agrupamento e a decomposigiio dos
termos d’'uma serie exerce sobre o valor e o caracter d’ella,
vamos agora tractar de eertas combinacdes de duas ou mais
series, que apresentam analogia com as operagdes dos poly-
nomios e que se chamam tambem operagdes sobre series,
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Definiremos a addipio e multiplicagiio de duas series e
ainda a multiplicagio d’uma serie por um numero, que pode
tambem considerar-se uma operag¢iio semelhante @ multipli-
cagio dos polynomios pelos monomios. 4

O interesse d’estas combinagies estd principalmente em
obter uma serie que muitas vezes tem por valor a somma
ou o producto e em geral uma funec¢io inteira dos valores
das series propostas.

Tracta-se precisamente de determinar em que casos se
obtém taes resultados, e, sob este ponto de vista, é evidente
que nio teremos a occupar-nos sendio das series conver-
gentes.

3 2. DEFINICOES. — Addicionar duas series Zu, e v,
é dar a serie

Z(u,+v).
Multiplicar por wm numero = uma serie Zu, é dar a serie
Iau,.
Multiplicar duas series Zu, e Zv, é dar a serie
Z(wmy,+usv,  +.:.+ b 31-u,0).

3 3. Appi¢io E MULTIPLICAGKO POR UM NUMERO. —1.°
Series convergentes em geral.

As propriedades das duas primeiras operagdes sfio dadas
com toda a generalidade pelo seguinte:

Theorema. — Da addi¢io de muitas series convergentes
multiplicadas préviamente por numeros resulta uma serie,
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cujo valor se obtem sommando os valores das propostas
multiplicados respectivamente pelos mesmos numeros.
Sejam &, §’,..., s as sommas das series propostas, §,,

s+ +y8)) a8 sommas dos n primeiros termos d'essas series

)
ea,a’,...,a”, os numeros por que se multiplicam respe-
ctivamente as mesmas,
Seja, além d’isso, S o valor da serie resultante das opera-
¢oes indicadas e S, a somma dos seus # primeiros termos.
Serd, por definigio,

B.=da'+a's"+...+a"80

@ portanto

lim.S,=8=ad's-}a"¢'+}...+a"s",
c.s8p. d

3. 2.° Series absolutamente convergentes. —1) A serie
resultante das operagoes enunciadas no theorema anterior &
absolutamente convergente, se as propostas o forem. Basta
notar que toda a inversiio dos termos d’aquella serie pdde
sempre suppir-se proveniente de determinadas inversdes
nestas.

Ora estas inversdes em nada podem influir no valor S da
serie resultante, pois que este depende sémente das sommas
s.8, ...,8" invariaveis pela hypothese da absoluta eon-
vergencia, e dos numeros ', a”’,...,a", sempre constantes.

2) Segundo a definigio dada, o termo da ordem » da serie,
formada pela addi¢iio de duas ou mais series, obtem-se som-
mando os termos da mesma ordem n das series propostas.
E evidente que, se estas ultimas sio absolutamente conver-
gentes, estabelecida uma correspondencia univoca e reci-
proeca entre ellas, a serie, cujos termos sejam a somma dos
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termos correspondentes das propostas, terd ainda a mesma
somma que a serie que resulta da addicfo.

3 5. MULTIPLICAGAO DE SERIES. — 1.° Series convergentes
em geral. Theorema. Da multiplicagido de duas series conver-
gentes ndo pdde provir uma serie divergente; e, se a serie
resultante for convergente, o seu valor serd equal ao producto
dos valores das propostas. "

x a0
Sejam ¥ u, e Yv, duas series convergentes de sommas s e §';
1 |

ot
2 W_=§ (wiv,wav,_, ...+ u,v1) a serie, que resulta da
1 1

multiplicagiio das duas primeiras.

Supponhamos que esta ultima & convergente, e designemos
por 8 o seu valor e por S, a somma- dos seus n primeiros
termos, por s, e s, as sommas analogas para as propostas.

Admittamos a seguinte proposi¢io da Theoria dos limites:

A media arithmetica dos n primeiros termos d'uma sue-
cessfio convergente tende para o limite da suceessfio, quando
n tende para o« .

Em virtude d’isto, podemos escrever

b n—m _ 1 (©)

LT -] LSt

Combinando as egualdades (8) e (9), vem immediatamente
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a seguinte :

. S;S. s'is', ;Sius',
.}in'[‘ ugha "'m]=s-ss’ (10).

E -]

Procuremos o valor numerico d’este limite.
A expressiio, cncerrada entre parenthesis, péde escrever-se
como segue:

. (SS,, —5 Es,.—s ._}:"3’,.) i
n\i 1 i

que, por ser
;S.=m AR 1 R R F S SO o Y S e O
50 transforma em

1 gia SR
;[}z. (#.—8)+8a(8i—8)+ ... T+ 8. (§oup—8)+
A+ rn (S —8) + o 0 (8= )]
Mas, por virtude da eonvergencia das propostas, existiriio
duas successtes de NUMEros e1,,...,6,..., @ 84,¢%,...,

€4y - +y positivos, ndo crescentes, e tendo por limite zero, taes
que as desegualdades

|al_-_siEEn e ls‘-_sf|25f. (11)

tenham logar para todos os valores inteiros de n. D'aqui
resulta que o modulo da expressiio considerada, que, para
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abreviar, representaremos por | E | satisfard 4 condigiio
-= 1 i ! '_L |
B | 2l et
+(|B'g|--i-j8':i—§-... - _.,)E-H]
ou
— ||+ ||+ —|—3|?r-§, o
|El< m o A
_}_,’sﬁ,--:-|s’g|—!—...+]a'.__ln—m‘
n—m TR

cujo limite para n—ow &, pelas proposigies citadas da Theoria
dos limites, zero.
Logo tambem

S—sd=0,

como queriamos provar.

Resta, para completar a demonstra¢iio do theorema, ver
se & possivel da multiplicagiio de duas series convergentes
provir uma serie divergente,

Neste easo nio teria logar a ultima das eumldu-.les (8),
por ser divergente a successio Sy,8:,...,8,,...; e nio
teria sentido a egualdade (10).

-

Mas, como & sempre

lim. E=0,
=032
ter-se-hia tambem

gis s"?s' ]
1= m i "n—m
lim. }—25 ].ll'l]'-[ ~ 5 r?;-—-ﬁt_ﬂ_' (12}
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egualdade impossivel, na hypothese supposta da divergencia
de f:bw_, pois que, tendo o segundo membro o valor 88, a
1

n
funeeiio ’:- 2 8, nilo poderia erescer alem de todo o limite.
|

3 6. Pdde, porém, a serie ?eul ser indeterminada sem que

deixe de subsistir (11), comtantg que a successiio

1 1
Sf:gsil"'t'_r;snp“' .(13)

tenda para um limite determinado.
E o que se dd com a multiplicagio das duas series

as quaes, como seria facil de vér pelos eriterios demonstrados
adiante, siio simplesmente convergentes.
O termo geral do producto é

1 1 1
e=xl—T¥VH | . .-l Ty o o) T f
s i (IOg{n—E—l) “Slogs " "¢ nlog?)
e o seu valor absoluto satisfaz 4 desegualdade

i,1 1
1+g+g+e.+3

|10.]> log (n-+1)




E, como &

Tl log y sy
lim. -Tlff-gi-l-"!l—{ =lim. 57— L} ']-—-]—)

S L (e L e,

— lim. n log (1 -4 :1!_) =loge ,

resulta que w, niio tende para zero, quando n tende para @,
=

prova da niio convergencia da sepie X, .
1

Todavia a sucecessio (13) tem um limite. Para o demon-
strar, notemos que, incidentemente, ficou estabelecida no
numero. antecedente a seguinte proposi¢io muito notavel:

Se for

lima,—a e lim b, =20,
A= = 20

#

lim. % (@b, aab, ... @, h.}'i— ab.

Ora, applicando este theorema 4 egualdade, facil de achar,
S =ud.+ud +...+ud,

vem immediatamente

T T O

= =00
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37, 2.° Multiplicagio d'wmna serie absolutamente eon-
vergente por uma simplesmenie convergente. Theorema. — O
resultado d’'esta operagdo ¢ sempre uma serie convergente.

Com effeito, se assim for, ji sabemos, pelo theorema an-
terior, que o seu valor é ss'. Procuremos entfio verificar a
egualdade

lim |8, —s¢|=0,

o=

na hypothese da absoluta convergeneia, por exemplo, da serie

oe

1 T

i s
Pdéde dar-se a 8, a forma :
S,y=u s, tes, +... e 8 ot .. u,s,

P B alg ; n
onde suppomos ser m o maior inteiro contido em o OU

S,, =N, {S'r. - 3') + Uy {S’ oy -‘1'} + .5 -h W (3}.- w1 _3'}
+ Ut (8em— &)+ o o, (8, — &)+ (0, Uyt . 0, S

E, em virtude da segunda das condi¢tes (11), serd

iS.—SSIEZ_«E”% I lui i‘:'“'_lr'lu--)’s'n—--l-l
+ (| Ys | | hga| o oo -2 | ) €1
+ (- uy .o s -u) 8—ss|.

Cada uma das linhas do segundo membro tende para zero
quando n tende para oo ; a 1.* porque

r

lim, €, uu=0 e 1iﬂl-i]‘¢-‘-.|=¢,

(e ] n=w "
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designando o uma quantidade finita; a 2.* por ser ¢'; finito e

lim. ¥ |u,|=0;

Hem o mefl

e finalmente a 3.* por ser

lim. o Yu, =85 .
e 1

e s p.d.

3 8. 3.0 Multiplicagdo de duas series absolutamente eon-
vergentes. 1) Theorema. Neste caso a serie resultante é sem-
pre absolutamente convergente.

E - ks
Por hypothese sfio convergentes as series AP IEAR
L} 1

logo é tambem convergente a que resulta da sua multiplica-
¢iio, isto é

E( ] o | 5o 1] [ori). (14)
E, como

|w- I = | wmv, TR e S, o T |

Zlw o] w2 ] At o,

- w 1
deduz-se a convergencia de :|w,]|.
|

e § p.d.

92) Cabe aqui uma nota semelhante & que fizemos para a
addi¢io de duas series absolutamente convergentes. A serie,
cujos termos sejam os productos dois a dois dos das propostas,
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tomados de todas as maneiras possiveis e dispostos por gqual-
quer ordem, serd ainda absolutamente convergente e terd a
mesma somma 8. Basta observar que, por ser convergente
a serie (14), é tambem convergente (n.° 30) a serie

[ ||on || ] |0 |+ g o | o0 o4 ||| o) 4. o0 (18),

que resulta da decomposi¢iio de cada uma das sommas de
termos positivos

| w I_ft'”|-:—...+|t|‘-,l[tl|]-

E, como (15) é absolutamente convergente, por todos os
seus termos serem positivos, sel-o-ha tambem toda a serie

=
2 | u,vg | e ainda a serie gua v;, eujos termos satisfagam ds
L] |

condi¢hes enunciadas.

3 9. GENERALISACGRO.— E evidente que o theorema, que
acabamos de demonstrar, se extende ao caso geral da mul-
tiplicagiio de n series.

Se estas series sflo eguaes, a operag¢iio chama-se elevapio
a potencia d’'uma serie.

Tendo em attengdo o theorema relativo 4 addi¢fio de series
e multiplicagiio d'uma serie por um numero (n.° 33), reco-
nhece-se tambem que para formar uma serie, etjo valor
seja uma funeciio inteira qualquer dos valores de series
absolutamente convergentes dadas, se deve operar sobre
estas como se fossem verdadeiros polynomios, e que a serie
assim formada é ainda absolutamente convergente.

O mesmo nfo succede relativamente ds series, que nio
gosam da absoluta convergencia, as quaes, como temos visto,
se afastam muito dos polynomios.
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Y. Serles maltiplas e suas relagies com as Seriss simples

4. SERIES DE SERIES. — Assim como a somma d'um
numero finito de termos pide levar 4 concepeiio das series
simples, assim tambem a addigio d’estas series conduz 4
nocio das series de series; e se as propriedades dos polyno-
mios nfio subsistem senfio em easos particulares, embora ex-
tensos, das series simples, tambem as propriedades da addi-
¢iio das series nfio se verificam em geral nas series de series.

Estas, como o nome o indica, sfo series, eujos termos, em
vez de simples numeros, siio tambem series. Os termos d'estas
podem, por sua vez, ser novas series e assim por diante até
chegar aos termos elementares da proposta.

A 1. RELAGXO EXTRE A NOGXO PRECEDENTE E A DE 8ERIES
MULTIPLAS. — E facil de vér que as series de series fazem
parte integrante da nogiio de series multiplas, represen-
tando, quando estas sio eonvergentes, uma maneira parti-
cular de effectuar a sua sommma. Com elfeito, voltando & eon-
sideraciio do conjuncto a i dimensoes (C), delinido no n.» 1,
é sabido que um tal eonjuneto péde transformar-se numa
guccessiio gimplesmente infinita de conjunetos a é—1 dimen-
goes, eada um d’estes numa successio simplesmente infinita
de conjunctos a i — 2 dimensdes e assim successivamente até
transformar o primitivo conjuneto numa sueecessio multi-
plamente infinita.

Assim, guppondo, para simplificar, que em (C) ha 86 in-

dices positivos, consideremos a somma S, o 5 dos ele-
f :

mentos cujos indices satisfazem {s eondigdes

my &, ?mzﬁ,...,m,il.




Se a serie multipla

E Wy mg, ... M (1.'3)

™y, Mg, o B

-

é convergente, qualquer que seja a lei por que se fagam
erescer os indices #, B, ..., 7, A para o infinito, deve obter-se
para a funcgio Sz, 3, ... 3,% 0 mesmo limite, que, por definigiio,
é o valor da serie.

Fazendo entfio creseer para o infinito successivamente

o ..,3, 1 e designando por S aquelle valor, serd

S=lim, | lim. [.....: (Hm. 8, 5 3.},
&= prpm——y 1 LI 8 ]

que é tambem o valor da serie de series

- =1 e =
\

b T

Umy yilgsaveym - (1?)
mi=0 m—1=0 w=0

A2 . Ixversio pos Livrres. —Se a serie multipla (16)
é convergente, a ordem, por que se tomam os differentes
limites, niio influe no valor de 8, e todas as series de series
correspondentes teriio em consequencia sommas eguaes.

A reciproea nio é verdadeira. Nio se péde concluir da
egualdade (’estas sommas a convergencia da serie multipla,
pois que, por defini¢io, é indispensavel que o mesmo valor
se obtenha, tomando o limite da fune¢iio S, 5, 5 3 para

qualquer outra lei de crescimento dos indices.

13 . SERIES MULTIPLAS ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES.
— Uma nogiio importante resulta de que o conjuncto (C) é
equivalente a wma successiio linear, o que quer dizer que
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é possivel estabelecer entre as coordenadas inteiras do
ponto (my ,ms,...,m ) e asuccessio dos numeros inteiros
positivos 1,2,...%,... uma eorrespondencia univoea e re-
ciproca. E o que tambem se exprime dizendo que o con-
juncto é numeravel.

Seja, pois,

Wi Uy oaayWyyeas

uma sueccessfio linear equivalente a (C) e
e T Cma (18)

a serie simples que lhe ecorresponde.

Ha uma infinidade de successdes lineares equivalentes a
(C), que siio todas as que se podem derivar d’uma qualquer
d’ellas por inversdes dos termos, e portanto uma infinidade
de series simples, taes como (18).

Se todas estas series tdem o mesmo valor, por outras
palavras, se qualquer d’ellas é absolutamente convergente,
diremos que é tambem absolutamente convergente a serie
multipla, que deriva de (C).

<44, THEOREMA. — Toda a serie multiple absolutamente
convergente € convergente, mas nem todas as series multiplas
convergentes o sio absolutamente.

Consideremos de novo a funcgiio 8, ¢ ; e uma lei de
crescimento determinada para os indices, que supporemos,
em primeiro logar, variando conjunctamente.

A cada valor dado a um d’estes indices corresponderiio
valores determinados para os outros e a cada ponto (z, 3,
+++,7) um valor tambem determinado para a funecfio,
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Seja 8;,8:,...,8,,... a successiio formada com estes
valores.

O limite d’esta é o valor da serie multipla proposta e
tambem o da serie simples

81+ (B:—8i)+ B —81)+..., (19)

cujos termos se podem considerar como agrupamentos de
termos consecutivos d'uma das series (18). Ora, sendo todas
estas series convergentes, o mesmo sucecederd ds series (19),
cujo valor serd, além d’isso, o valor commum das series (18),

Consideremos agora o crescimento successivo dos indices
deS, ,B,...,)para @, por uma ordem qualquer, por exemplo
aquella por que se acham eseriptos. Formamos assim a
serie de series (17).

Ora, fazendo crescer m;, vem a serie simples

<
Zeum”m*,.---m‘ (20)

absolutamente convergente, por ser composta de termos da
serie (18) sem repeti¢iio, embora com omissiio.
Fazendo em seguida tender ma para o, vem

e =
p 3 Umyymyyesopmis (21)

Ma =] M|I=la

.qua é tambem absolutamente convergente, visto provir de
agrupamentos de termos de (18) sem repetigiio, mas ainda
com omissiio. Formando com estes termos uma serie simples,
que é absolutamente convergente, e cuja somma é egual 4
de (21), podemos agora fazer variar o indice m; e raciocinar




como para dois indices, Vé-se bem d’este modo que a somma
da serie de series (17) serd egual & da serie simples (18),
como pretendiamos demonstrar.

Resta sémente provar que nem todas as series multiplas
convergentes o siio absolutamente. Bastard citar o seguinte
exemplo :

A serie dupla

wy— e 4-0+4-0 4.0,
40 s —u3+0 ...
>
+0 40 ftua—w+... (22),
404040 +up—...

S R R R T R N R A N A R

em que supporemos simplesmente convergente a serie sim-
ples

W — U Ur— U3 Uy — Uy —. . (23),
formada com os termos de (22), dispostos por uma certa or-
dem, é, apesar d'isso, convergente.

Formando eom o quadro (22) a somma S, o vése facil-

mente, suppondo o primeiro indice ereseendo na direegiio
horisontal e o segundo na vertical, que para 2 8 e para
« >3 se tem respectivamente

lim. SR“@=$¢| e iun..‘.‘%:j U —Up 1.

Mas, pela convergencia de (23),

lim; w, =0y
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logo serd, em todos os casos,
lim, S, ;= .
.35 . SERIES DUPLAS, — Seja uma serie dupla

3 tm my=%l w2 M.
Wy, My

g U . e (24)
+- U3t U UIZ .. -

7% @ a @8 8 00ediows®sasr

Se esta serie for convergente, sabemos ji que poderd
obter-se a sua somma, determinando o valor de qualquer
das series de series

X Zum,m ou Z X tm,mg,
my My ny Mg

cada uma das quaes pide considerar-se como uma serie sim-
ples, tendo respectivamente por termos as sommas das linhas
ou das columnas de (24).

Chama-se sommar horisontalmente a serie dupla dada,
obter a primeira d'estas series simples, e sommar vertical-
mente, obter a segunda.

As sommas de taes series simples sfo eguaes, quando a
proposta é convergente, e o seu valor ecommum & tambem
o d’esta ultima. A reciproca nfio é verdadeira, como vimos

Se, porém, fomando os modulos dos termos da serie dupla
dada, e sommando horisontalimente ow verticalmente se obii-
ver uma serie convergente, a proposta serd absolutamente
convergente,
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Esta proposigiio niio é differente do theorema do n.° 30.
Basta notar que, designando por “fux uma qualquer das
1

series simples, que se obtém ordenando arbitrariamente os
termos da proposta, essa serie péde considerar-se como

o
resultante da decomposigiio de Yv,, cujos termos sfio as
1

sommas das linhas da serie dada; e que se realisam aqui
as duas condigbes exigidas no theorema citado.

-
Serd, pois, absolutamente convergente X uy, e, por defi-
1

niciio, sel-o-ha tambem a serie dupla proposta.

4.6 . TRANSFORMAQRO DAS SERIES SIMPLES EM SERIES
DUPLAS E RECIPROCAMENTE. — Diz-se que uma serie simples
é equivalente a uma serie dupla eonvergente, quando tem
o mesmo valor que esta,

1) Dada uma serie simples 3 u, , ser-lhe-ha equivalente a
serie dupla 1

(wi—ua) -+(ua —u3) +...4(u, — Uy} T e
+(uzs—ua) +(ws —w) +.. (0 —wge) ...
2 bl e R T S T R P (25)
(U nsy) T (s —Upa) o o F (Vpas) — Vg ) 1 o

Com effeito, designando por s, a somma dos » primeiros
termos da serie simples, por s o valor da mesma serie e
por 8, a somma dos termos ecommuns #s s primeiras linhas
e » primeiras columnas de (25), serii, evidentemente,

S =01 — Uy T UT—Upyg T oo T Yy — Yy

8T 8, = Uminm
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lim. 8., =81 s8—s8=3s.

2) Vimos ji uma maneira da transformar as series duplas
nas series simples, sommando horisontalmente ou vertical-
mente. :

Conhece-se outro processo, devido a Clausen, que vamos
agora expor.

Em vez de sommarmos separadamente as linhas ou as
columnas, sommemos a linha da ordem » com a columna
da mesma ordem a partir do seu ponto de eruzamento, de
maneira a formar a serie

U n _:'_ (“d.n—!—l i H-+1 .u} %" (Hu.n-}t _:“'H-l}‘.',») _l-' LT B

Esta serie serd convergente, visto resultar da addigfio de
duas series convergentes.

Seja £, a sua somma; a serie E!,, serd equivalente i pro-
posta. ;

Com effeito, designando S, a somma das primeiras n li-
nhas, S/, a das primeiras n columnas, S a da serie dupla,
serd

lim. (8,4 8',—8,)=8.
Mas

8 48 —8. =un-t(uwe +un) -+ Sun) +...
+uza+(wan ws2) +(un +ua) ...
_i_. un+ (up,lq-l +_ t"'u{'--l .u) _i ¥ (ul|l+!-l;_ﬂj+| ,l) "E' ree

=#H+that...+4.




<47 . EXEMPLOS DE SERIES DUPLAS. — No n.* 5 enuncia-
mos 08 easos a que dava logar, a priori, a consideracio do
& 5 eyl : :
. _ . E facil de formar

—a y—F e, —a

exemplos de series duplas, que estejam nesscs diversos

limite da funeceio S

easos.
Ji vimos, no numero anterior 1), como se podiam formar
series duplas eonvergentes equivalentes a series simples
dadas.
Mas, para construir i vontade series duplas convergentes,
divergentes ou indeterminadas pdde ainda notar-se que,
por ser

_S I';u.ln'l' '"':,,'1:'4-» 1 ?II.II"

iy -

S-u_su—l.n=unl'i'u'mi IR il

BBt = (i Ur) (0, 2 ) oo e (U W) T Y

A

=28 — (St Sy ) T4

U, == s“ — (S. P T S‘._gl ,:' 'j_ S.u—h n—1

E possivel entio escolher a funegio S,, e calcular por
esta formula os termos de series duplas, convergentes, di-
vergentes ou indeterminadas,




d 1 ;
Assim, fazendo S_.,=m = obtem-se uma serie conver-

gente, porque é sempre lim. S, =0, qualquer que seja a lei
de variacio dos indices.
A serie serd divergente, se S,,=m-n, porque lim. 8, = .
m
m-n’

é

Se agora fizermos 8, —

lim, (lim.S.)=0 , lim. {(im.S,)=1

M= N=n e =X

e para outras leis obtém-se os valores comprghendidos entre
0 e 1; logo a serie é indeterminada [caso 3), n.° 5].

: : F 1\
No mesmo easo esti a serie em que for S, — (1 i - que

dd, sommando horisontalmente, o, verticalmente, 1, efe.
E muito notavel pela sua simplicidade o seguinte exemplo
de serie indeterminada :

0+1+40--0+04 ..
—1+0+1104+04...
+0—14+0+14+0+4...
40+0—140+1+...

a qual dd os valores 1, 0, —1, para o lim. 8, conforme
{or m menor, egual, ou maior do que n. Esta serie estd ainda
comprehendida no caso 3) do n.° 5.

Vamos finalmente apresentar um exemplo de indetermi-




nagio egualmente simples e correspondente ao caso 2) do
mesmo numero. Na serie

1404040+

+0—14+0+0+0-

FO4H04+1+0
L0404 0—1+

a funegiio S,, oscilla indefinidamente entre 0 e 1, qualquer
que seja a lei de erescimento dos indices, como é facil de
verificar.
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Determinacao do caracter d’uma serie simples

<48, PRINCIPIO GERAL DE CONVERGENCIA E DIVERGEN-
CIA. — A condi¢do necessaria e sufficiente para a conver-
gencia d’uma serie simples, enunciada no n.* 7, niio constitue
uma regra pratica geral para a determinaciio do caracter
da serie, porque, envolvendo uma infinidade de condigOes,
serd imposivel verifical-a directamente.

Niio bastaria reconhecer a existencia da egualdade

lim.|s,,,—s,|=0 (1)

==

para um ou muitos valores particulares de p, pois que a
convergencia exige que ella subsista, qualquer que seja o
valor de p, constante ou variavel com .

Se, porém, se verificar que a egualdade nfio tem logar
para um valor determinado de p, ou para uma determinada
lei de variagiio de p com n, péde affirmar-se que a serie
nio é convergente, podendo ainda ser divergente ou inde-
terminada.

Assim a condigiio deduzida no n.° 9 & simplesmente neces-

saria, como se péde provar por exemplos de series diver-
§




gentes e até indeterminadas em que essa eondigiio se veri-
fica.

D’entre as primeiras ecitaremos as comprehendidas na
expressio

onde a é uma constante positiva ou nulla, correspondendo

4 WL | 5
a “este ultimo valor a serie chamada harmonica Z . Na

verdade & P

|8 —

" 7
im. B
oy e SR

vé-se que a egualdade (1) nio ¢ satisfeita quando se sup-
poe p —=n. A serie, por ser de termos positivos, niio pode
ser indeterminada; logo serd divergente.

E exemplo das segundas a serie

i{.ﬂon: Vn - 1—senxyn)
i

= T\Vn TV sVRT1-“=ln
= X 2sen Sl A Pl i i
i

1
E ,
cujo termo geral tem por limite zero, por ser

gy YR TEVE opgppighal B0 RG

- — =0
L] 2 = 2(yn-t-1-t+yn)




e o factor

tynt+1+=yn
2 cos 3

fiear sempre finito.
Ora a somma dos » primeiros termos é sen = y/n, que niio

tende para um limite finito, nem para o . A serie &, pois,
indeterminada.

A 9. Os dois exemplos, que acabamos de estudar, mos-
tram a insufficiencia da condigfio lim. %, =0, ao mesmo tempo
que nos indicam dois proeessos para a resolug¢io do problema,
de que nos estamos occupando. O primeiro, a que ji mos
tinhamos referido, consiste na verificagiio da nio existencia
da egualdade (1) para valores particulares de p; o segundo
na formagfio da funegiio s, da variavel # e no estudo do seu
limite para n = co.

Notemos, porém, que o primeiro sdmente nos levou i ne-
gagiio da eonvergencia da proposta, e foi a circumstancia
casual d'esta ser de termos positivos que nos permittiu dis-
tinguir a divergencia da indeferminagpdo.

O segundo deriva immediatamente da defini¢fio de eara-
efer o conduzird, quando applicavel, 4 determinag¢io sem
ambiguidade nfio s6 do caracter da serie, mas até do seu
valor,

E o que succede, em particular, com as progressbes geo-
metricas.

Seja a serie

ﬁa.-r“——&—'-ar-’-m’—f—...-!—ax‘—!—... ;
[ ]




" a
lim. 8, = ——.
1—z

h=

Para|z|>1ez=1,

lim, 8,= .,
N==o0
Finalmente para z=—1, a serie torna-se
E—ar+a—a+t... ,

evidentemente indeterminada.
D’este conhecimento lan¢aremos mio, mais tarde, para a

determinacio do caracter d'outras series.
Sejam ainda as geries muito notaveis

(—ea) - (ea—ea) oo (i —&)+ o v oy

gp+(og—a) +(ea—2a) + ... + (2, —ax )+ ... .
Na primeira é
S, =a|—a,

¢ na segunda




Quando =z, tender para um limite determinado estas series
serdlo convergentes, e se lim. #,=0, a primeira terd por

somma ¢ e a segunda zero.

O processo de que estamos tractando 6, porém, d’uma
applicagiio muito restricta, porque a maior parte das vezes
niio serd conhecida a férma de s,.

S50 . CRITERIOS DE ABSOLUTA CONVERGENCIA. — A con-
di¢fio dada no n.° 8, se fosse necessaria para a convergencia,
restringiria o problema ds series de termos positivos. Ella &,
porém, segundo o theorema de Dirichlet, necessaria e suffi-
ciente para a absoluta eonvergencia e as series que gosam
d’esta propriedade siio, pelo que vimos no capitulo ante-
cedente, as mais importantes em Analyse.

Haverd, pois, o maior interesse em procurar criterios de
convergencia para as series de termos positivos.

1. Resolugly do problema pela comparagdo de serles

> 1. PROCESS0S DE COMPARAGAO DAS SERIES. — O estudo
comparativo d'uma serie com outra de caracter eonhecido,
péde levar i determinacio do caracter da primeira. Esta
comparagiio faz-se por dois processos: um d’elles consiste
em estudar a relagiio de dois termos correspondentes das
duas series; o outro em comparar a relagio d'um termo
para o precedente, tomada numa serie, com a relagfio eor-
respondente na outra.

Os theoremas que seguem servem de fundamento a estes
Proeessos.
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5 2. THEOREMA I. — Sejam duas series de termos posili-
VoS E u,={U) e E v.= (V) : € sufficiente, para a convergeneia
i ]

fou divergencia) da serie (V), que a serie (U) convirja fou
divirja) e que seja, além d’isso,

.=
—
%,

a partir d'um eerto valor de n.
Se a serie (V) é convergente, existe um numero m >>v, tal
que a desegualdade

ntp

-l 21ll::;-sl

por menor que seja ¢, tenha logar para todos os valores de
n>m, seja qual f6r o valor de p.
E, como '*'-E“-' serd tambem

nip
2 b
ufl

o que demonstra a convergencia da serie (V).

Se, ao eontrario, (U) é divergente, por maiores que sejam
os numeros A e #, haverd um numero p tal que tenha logar
a desegualdade
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E, para os valores de n _ v, a fortiori terd logar a desegual-
dade
atp
b

- ﬂ,}.‘\,

w4-1

o que prova a divergencia de (V).

-—

= 3. CoroLLARIOS, — 1) Se, a partir d'um certo valor v

x Vg . .
de n, a relagio T fica comprehendida entre dois numeros

positivos « e 3, a serie (V) serd convergente ou divergente
ao mesmo tempo que a serie (U). Porque, sendo

eu,<v,<pu,

os termos da serie (V) estariio comprehendidos, a partir da

3 %, ) Bu,, que (n.° 33) sfio
1

1

ordem v, entre os das series
convergentes ou divergentes ao mesmo tempo que (U).

: ; ‘ i VN g
Isto succederd, em particular, quando a relagiio ;‘ tiver
um limite differente de zero, para n=o.

x Uy g :
2) Se a relagio = fica, a partir d'um certo valor v de n,

inferior (ou superior) a um numero positivo, e se (U) é
convergente (ou divergente), serd tambem (V) convergente
(ou divergente).

E o que se di, em particular, quando aquella relagiio
tende para zero (ou @), quande n tende para .

51, TeeoreMA IL — Sejam as mesmas duas series de
termos positivos (U) e (V): ¢ sufficiente, para a convergencia
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fou divergencia) de (V), que convirja fou divirja) (U) e seja

L P

t"l"—l

u,

abos oy 0-:_)1 (ou 5:-2”-
=1

a partir d'um eerto valor v de n.
Com effeito, é

v 5 =N
i = f T L
12 -1 u, =
v L 1 ?!ri-'| ) 1 !"-
w 8u+! g 1&n+| i l:’lllsl o "}u-l'-! " u, e
D’onde
-E’v . o< o R . SN R TR Yty )
art Sl ‘B"H . g g.:'a : 4 Gﬂ,“.fﬂ,,“. 5 'ﬁa-r
—Y% ¥ =0 "
<-?.£E£” (nu:;, .lu,);
U, wt U, ng
que, por ser
V=V y=— — v ()u SR | — — \’
- — e — ( - s s s -
u,,{u,_=< e P " uy it T

demonstra a convergencia (ou divergeneia) da serie (V).

As ultimas desegualdades mostram tambem que este theo-
rema péde considerar-se como incluido no corollario 2) do
theorema I.

5 5. CoMPARAGRO COM AS PROGRESSOES GEOMETRICAS, —
O conheecimento do caracter e a simplicidade d’estas series
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fazem-nos prevér quanto serd util tomal-as para termo de
comparagio.

Pela applicaqﬁb dos theoremas anteriores, ou do primeiro
sémente, se assim o quizermos, deduzem-se effectivamente
duas regras simples e abrangendo um grande numero de

casos, para determinar o earacter d'uma serie de termos
positivos. Sfio os eriterios de Cauchy e de Dalembert.
1) Criterio de Cauchy.—Vimos que uma progressio geo-

-

. o - -
metrica ¥a' é convergente ou divergente, conforme for a
1

menor ou maior do que a unidade.
Portanto, fazendo u,= " e notando que de v.za' resulta

Vizga: se for a<1 (ou a>1) e Vv, <a (ou>a), serd ?v,
convergente (ou divergente).
2) Criterio de Dalembert. — Resulta immediatamente do

theorema II, tomando "= a", que: se for a>1 (ou <1) e

1 1
& <<= (cm > = ), serd Ew,, convergente (ou divergente).
Ve @ a 1

56 . CONVERGENCIA RELATIVA DAS SERIES. — O caso em

vl - = -
que — tende para zero ¢ particularmente interessante.
o

-
Tem-se

by Bl AS .
lim. ;“ = lim. n ptey 0,

onde S,, 8, sio respectivamente as sommas dos » primeiros
termos das series (U) e (V).
Mas demonstra-se que
8 B R

lim, S, =lim. - (=8

quando existe o segundo membro e é lim. S, = o.




Logo serd

i TRV
lim. i 0, (2)
quando for
[ !‘n
lim, -2 =10
i,

e divergente a serie (U).
1

s 1 -
Semelhantemente, se lim. " =0, serd

U,
iy s Wo-Riag o
lim. . lim. s e 0,
onde se fez
@ o0
R=3YueR,=209,.
il -l

Se, além d'isso, for convergente (V), serd

lim R, lim .= R
ey o - P
e portanto
lim, ]1‘2 i) (3)

Quando se verifica (2), diz-se que (V) €é menos divergente
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do que (U), e quando se verifica (3) diz-se que (V) & mais
convergente do que (U).
No primeiro caso a serie (V) poderd ser divergente ou
convergente, no segundo sémente convergente (n.° 53).
Notemos agora que o theorema I é decisivo quando (U)

- - ?',ﬂ - =
é convergente e lim, u-=ﬂ, ou quando (U) é divergente e

oL P
lim. -!—;=0, por outras palavras, quando (U) é menos con-

vergente ou divergente do que (V).

Convird, portanto, proecurar series menos convergentes
ou divergentes do que (U) para servirem de termo de com-
paragiio, no caso em que, com a serie (U), nada se possa con-
cluir da applicagiio do theorema.

Comprehénde-se entdio a vantagem da construcgiio d’'uma
escalla de series convergentes ou divergentes, cada uma das
quaes o seja em menor grau do que todas os precedentes.
A esta escalla corresponderd uma sucecessio de ecriterios,
cada um comprehendendo o precedente e applicando-se além
d’isso em outros casos.

Antes de passarmos a este estudo, preparar-nos-hemos com
as seguintes proposigoes.

5'7. THEOREMAS AUXILIARES. — A) Designando por z
wum numere positivo e por l o logaritmo natural, serd

T <i+a<z.

Com effeito, por ser
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é
2
Sy s AR 4 (s
o W i 5 142 (1-2,
ou
&> 1k 6 <1-Ls
B) Seja
Lha=LlL a , lla=a R = SRR Aive: JE . |
ter-se-ha

&y — &y &, — o _y
< la—le < ——

&, Ls--i a-n a-—i L--—l ar—l

. (4)

onde é Lya=Ix.lx...l2.
A proposi¢io A), fazendo

3 'i‘_ o by Hut

2=
!:-—I - :

e portanto
J{‘t __z] .. l!uan._ IJ [ - ]
dd immediatamente

Law—1L ., a _ 2L 4
Lot LB G RO L A BT

i_iz, by

Mudando s ems—1, 3—2, ..., 1, obtéem-se desegualdades
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analogas que transformam as precedentes em (4), como se
queria demonstrar,
C) Seja
[ 4

: ) . O— O,
a>a , , limug=0 , lin=2""T"=0;

n=— s “»_1

para um valor de n sufficientemente grande a differenga

= alua {4 S "% (]_ ' L L] 1

oy L2, . - L, z, - L, -

i |

serd sempre positiva e infinitamente pequena de 2." ordem

-~ By — &g
em relagio a —

1

Com effeito, a partir d'um valor de » bastante grande
serd real «,_, e ter-se-ha pelo theorema B)

o — o, _
J.ﬁ.—" 3.#'“_':‘_} 2 ity r
&, L, -y
d’onde
a,.La>aLl,_a.la_+a—a_, .
Mudando s em s—1, s—2,...,1, resultam relacies seme-

lhantes, que transformam a precedente em

1 LI Dy
oy L: oy = o L T Ey— ) . L- X, _:_ T
1 i ( l} ( i L| ﬂﬂ_|
1 Ll ap—l N 1 Ls &, 4

+1).

7 . L‘_,ar:
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Dividindo por =z _,L,z,_, e transpondo todos os termos
para o primeiro membro, resulta

a;;ﬂ,

que é a primeira parte do theorema.

Para demonstrar a segunda, notemes que & ainda

proposigiio B)

la,

¢ tambem

Multiplicando membro a membro, vem

i

T S TP 1 Y e P S PO R T
e R Ry SR S e R P G

D’onde se tira, designando por ¢ -uma quantidade que

tende para 1, quando n tende para o,

12

» -"3” 2sl- i
< e
. T
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D) Demonstremos ainda gue é

i sl ;
o (log2)”

sendo m um numero positivo dado e log designando loga-
rithmos de base maior do que 1.

Com effeito é sempre possivel determinar um inteiro =n
tal que sejam satisfeitas as relagGes

n";&:‘z{(n 1),
d'onde
2 n"
Qo) ~ [log (u-+ 1)+
ou

-__f-__} PRI dhui P
(log2)* = (n-+1)"[log (n +1)J* .

que fazendo tender z para = e portanto », tende tambem
para «.

5 8. EscALA DE SERIES. — Vejamos agora como se
pidem construir series menos divergentes ou menos con-
vergentes do que uma serie divergente ou comvergente
dada.

Seja

u+ur-t...+u,+...

uma serie divergente de termos positivos,




G4

Designando por s, a somma dos n primeiros termos, a
esta serie péde dar-se a férma

si+®m—a)+....+(@E—8)+...,
onde
lim, s, = .

A serie
lsi+(Uss—1s1)...+(ls.— 18, ) +...

serda menos divergente do que a proposta, visto que pela
proposi¢io D) é

% L
lim. g 7 w .
g, = *

Se, ao contrario, a serie proposta é uma serie conver-
gente, de somma s, poderemos substituir-lhe a serie

:(1 &Y 1, ____(1 1_ :
T lﬂ'_; a) ce g:_a._‘,) Teeey

onde é

e portanto

lim. 1 =),
T
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Serd menos convergente, em virtude da mesma proposi-
¢io D), a seguinte serie:

(_1_.__1_ ;(Lﬂ_ln el _!_(_1,_ 1 X
lay Jﬂi)' laa fﬂ)'”' la, E;;)'

&9 . THEOREMA. — Seja

&>, ; lm o=, p>0:

fi==%
¢ divergente a serie
® a,—a
e, T o, 5)
wap Ty Loy g (
e convergenle a serie
= o, — X,y (ﬂ)

2 a L a, ()T
tomando p assaz grande para que seja
hadp>1.

Com effeito, a serie

kS
: ('{- 1_'—-{_ an--l)
n=p41

é divergente, visto ser a somma dos n—p primeiros termos

p=Lla,—1 2

e S S s e e




66

lim. Lea,=om.

L

Serd a fortiori divergente a serie

gue tem os seus termos maiores do que os termos correspon-
dentes da anterior [Theorema B)], e portanto tambem a
serie (5), que se deduz d'esta fazendo

s=k-11.

Consideremos agora a serie

) 1 1 3
z T
A=p (tr“n—l '{: a-) :

evidentemente convergente por ser

s Loy !
s A - IRR
e
lim. L =0.
y==o laJ'F

Serd a fortiori convergente a serie

2 % —a

n=p o, L, qe, . a;_)1+; :
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por virtude dos theoremas A) e D), e portanto tambem a
serie (6), que d'esta se deduz, fazendo

g=k+1.
e 8 p.d.

G O. CoroLLARIOS. — D’este theorema sfio corollarios, os

seguintes criterios de convergencia e divergencia:
1) Seja

g, >y, lima=m

"=

Gy —&,—a, By Oy 1 : 1 =
5 SE ML [1~r st ahiei s g )J

Uips ™ Cppg— % | &, Lie,_, Lye,
para todos os valores de » >p: serd divergente a serie de
x
termos positivos 2 u,.
E 1
2) Seja
& >a,_,, lim,esz =o

e, sendo ¢ um numero fixo,

?'LI '..'- gy — Jlrv| [ I [ i
'ij,l__l g g [1 -(I ,L—j'a;“—_-t".--_:

para todos os valores de n >v: serd convergente a serie de
=

termos positivos 2 u,.
1

L)
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3) Seja

M oyt SN el Wk

Uy n ' aln nln "7

onde a1, as, as . .., sio numeros determinados: conforme for
maior ou menor do que a unidade o primeiro d’'estes nu-

o
meros que differe da unidade, assim a serie Yu, serd con-
& i
vergente ou divergente.

1. Resolugdo do problema pelo estudo da serie em sl

6 1. TueorREMA DE KUMMER.-— 1.° Para que seja conver-
gente wma serie de termos positivos f u, € necessario e sulfi-
1

ciente que exista wina funcgdo sempre positiva g,, tal que seja,
para todos os valores de n,

Pa— Pat -";-“-H . (7)

9.0 Para que seja divergente a serie de termos positivos
L - -
3 u, & necessario e sufficiente que exista uma funegdo ¢, sempre

i
positiva e tal que sefa

lim. g, =0 ?":g?!f.'{uﬂﬂ : (8)

1.° Se a condigdio (7) & satisfeita, ter-se-ha

Fa _?-f-l‘—_::__;itn-l-l '

I“1‘—'!:-‘.—1 T "_;n+i :“ 'u-dq-, y




Po = Putr > Ynps T Unga T < o o T Unyy -

E, como g, > 9., +u,, vé-se que, fazendo tender n para
@ , 3, decrescerd sempre e tenderi, portanto, para um limite
positivo ou nullo, que designaremos por . Logo

: ey —
lim, £ u, <. — 1P,
P=cx -

o que demonstra a convergenecia da proposta, e a sufficien-
cia da condiciio,
Esta é tambem necessaria, porque, se a serie dada é con-

vergente, seri

Hm. (e Tty -.)=0

-

e poder-se-ha fazer
Pa=Kn: Ty
onde r, designa a serie que se deduz. da proposta suppri-

mindo os primeiros n termos, isto é o resfo da ordem n da

serie, e

i e

By — Pupt > Kaps (Fe— 710 |-:} ;“«ﬂ »

que é a condi¢iio do enunciado.
2.0 Se existe uma funcgio g,, que satisfaga ds condigdes
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da segunda parte do theorema, a serie é divergente. Com
effeito, por ser

lim. ¢,=0 e ¢,>0

6 sempre possivel, qualquer que seja n, fixar um numero
m>n, tal que

Pon = Pruth * k=1, 2. 8, 4,.. .]

Por virtude d’esta relagiio e pela restante condigiio im-
posta a g, serd

oo Prtr < Pt Uinga T < o Pt Yraps < P s (UYmga o - 0 - 200,)
on
mi-p
X [
Z2u>1-22
mil P

Ora, como é lim. g,,, =0, seri
’1:'!.

oo
lim, 2 u,>1,

p=m w1

Poder-se-ha, pois, tomar p sufficientemente grande para
que seja

mdp il
2 u,>1

m=1
e portanto, visto que n <m,

ME.P w1,

nt1
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que, por ser n arbitrario, demonstra a divergencia da pro-
posta.
Reciprocamente, se a proposta é divergente, a funegiio

onde é
0<}l2}\r{-|<1
e s, tem a significaciio usual, satisfaz ds condigles citadas;

porque, além de ser g, positiva, e, visto que lim. s,= o,
lim.g,=0, é tambem

=

:- ?:"'“ < ?:j' <ty -

6 2. Noras. — 1) E claro que, se existe uma funegiio o,
nas condi¢cbes do enunciado da primeira ou da segunda
parte do theorema, existiriio infinitas func¢bes nas mesmas
condigdes.

2) Sendo evidente que o earacter d'uma serie nfio é alte-
rado pela suppressio arbitraria d’um numero finito de
termos, poder-se-ha ficar certo da convergencia ou da diver-
gencia da proposta se for conhecida uma funeg¢iio g,, que
satisfaga ds primeiras ou #s segundas condigBes, sbmente
para valores de m» superiores a um certo numero.

A existencia de cada funcefio 3,, que verifica um dos
grupos de condi¢les para todos os valores de n, arrasta a
d'uma funccdo J,, que sémente o verifica para os valores
de n» maiores do que um numero determinado m, e reci-
procamente. Basta notar que de g, pdde formar-se ,, to-
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mando §, =g, para » >m e {, arbitraria paran ~m; e de d,
deriva-se uma funcgfio 3,, tomando ainda g, =4, paran>m
e escolhendo ¢1,%2,...,%,. de forma a satisfazer ds condi-
¢Oes respectivas.

6 3. COoROLLARIOS. 1) CRITERIO DE DALEMBERT. — Do
criterio geral de Kummer deduzem-se, attribuindo a g, for-
mas particulares, eriterios especiaes de convergencia e
divergencia, alguns dos quaes muito importantes pela sua
facil e larga applicagiio. Assim, designando por % uma
constante positiva, e fazendo

resulta que é sufficiente para a convergencia que seja

U — Uy > ke,

Ung
u,

ko
1+k

a partir d'um certo valor de n.
Se, em vez d'isso, for

Uppt —
—<1
s (10)

para todos os valores de n superiores a um determinado
numero, a serie serd divergente, porque nilo se verificard
a condigiio lim. w,= 0, necessaria para a convergencia,




E este o eriterio de Dalembert, que jé tinha sido demons-
trado no n.® 55 por oufro processo.

. gLl Uy
Para o applicar procura-se, em geral, o limite de -~

para = ® e pide suceeder: a) que esse limite seja menor
do que a unidade; ») que seja maior do que a unidade
ou ®; ¢) que seja egual 4 unidade; d) que a relagiio nio
tenda para nenhum limite finito ou infinito.

a) Neste caso existird, em virtude da defini¢iio de limite,
um numero v, tal que para »>v a relagio i::*' seja sempre
inferior a um numero menor do que a unidade, compre-
hendido entre esta e o limite. Serd satisfeita a desegual-
dade (9) e a serie serd convergente.

b) Poder-se-ha determinar um numero v tal que para
7 v a mesma relaciio seja sempre maior do que a unidade
e a serie serd divergente.

¢) e d) Sio duvidosos estes casos porque niio se pide
deduzir d’elles nenhuma das desegualdades (9) ou (10). No

. :
caso d) a relaciio -?-F oscilla, quando se faz tender n» para

infinito entre certos valores, podendo mesmo tornar-se, para
uma successiio de valores de n, destacada da successio dos
numeros inteiros e positivos, superior a toda a grandeza,
sem que a duvida deixe de subsistir, porque o criterio sé
é applicavel quando as desegualdades (9) ou (10) tiverem
logar para fodos os valores de n superiores a um certo
numero.

G44. 2) CrRirErio DE DuHAMEL E RaABE. — Fazendo
agora

G=nku,,
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onde k designa um inteiro positivo qualquer, vird a seguinte
condigéio sufficiente para a convergencia

ke, —(n-+1) k> Uy, [n>v],

U, ,__1_
n(u"+'—1)}1 tg [7>v].

Em segundo logar, seri uma condi¢io sufficiente de
divergencia que seja

n(ﬁ—l){:l, (n>v],

L

ou nu, crescente com 7.
A regra pdéde, pois, enunciar-se assim:
Uma serie de termos positivos serd eonvergente ou diver-

- u, \ S

gente, conforme a expressaon ( —"-—1 ) tende para um limite
L]

superior ow inferior d unidade, quando n tende para = .

Subsistem dois casos duvidosos: aquelle em que a expres-
sido considerada tende para a unidade e aquelle em que ella
niio tende para um limite finito, nem para .

; FA x W,
Applica-se este eriterio quando a relagio ?H

tem por
g |

limite a unidade, caso em que o anterior é fallivel.
Se, porém, for ao mesmo tempo

lim,—/— =1 e lim.n(—uL—IJ—1

1

¢ necessario recorrer a outras regras.




Colloeando

vamos estudar a funeciio

:x=:-'e.|:u( . —])—1] ’
Ungt

que permittird levantar em muitos casos a difficuldade.

G 5. 3) REGrA DE CAHEN.—Se no theorema de Kummer
.1
(1.°) fizermos 9,=a, £ — ou, para mais simplicidade, ¢,=a, o,,
i {a |

vié-se facilmente que serd a serie proposta convergente, se a
desegualdade

U, / i, 2
&, 0, — T H,|+| o, 417 1 (!.ﬂ“ i ﬂ.+_| o, > 1
Uty Uy

tiver logar para todos os valores de # maiores que um certo
numero.
Se, ao contrario, a funegio

U,
FI:- o S al.:—l o,
v Uy

fica, a partir d'um certo valor de n, inferior 4 unidade, a
serie serd divergente.

Esta proposi¢io tem como caso particular a regra de
Cahen, cujo enunciado é o seguinte:

P —




Se uma serie de termos positivos € convergente a funepdio
e eresce indefinidamente com n.

Com effeito, fazendo @,=n, a serie proposta serd diver-
gente se for

o <1

on

¥

" i 5 :
E, como a serie 2 ., € menos divergente do que a serie

= o
b ¥ - » -
<n', a relagdio —* entre as sommas dos seus n primeiros
1

termos tenderd para zero, quando n augmenta. Logo a des-
egualdade s6 poderd deixar de subsistir, se « crescer inde-
finidamente com n.

G 6. 4) CriTERIOS DE BERTRAND. — Fazendo
L=nlogn , a=nloglogn,...,

obtéem-se regras devidas a Bertrand.

G 7 . Estupo pa FuNcgXo nu,.— Um outro eriterio im-
portante resulta da consideraciio do limite de n u, para n= .
E o seguinte: E condigdo sufficiente para a divergencia
d’'uma serie, quaesquer que sejam 0s signaes dos termos,
que seja

lim. nu, =1, 7;: 0].
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Por um theorema ji citado da theoria dos limites sabe-se
que, se a, tende para um limite quando » tende para o, é
satisfeita a seguinte egualdade

. . . :
lim. = (@i + @+ ... +a)=lim. a.

Se, pois, nu, tende para um limite 2, ter-se-ha evidente-
mente

’ 1 s
lim. = (12wt ... +nw)=1lm. nu,=J.
ou
; i : .
lim. el K 2(ma—a) ...+ n(s, —-3,_.)]
= lim.| (14 : ) 4 8y -+ 82 -} :I—} 11
= l - slr-*n(.;_sa-_...--s,,) =/}, (11)

Ora, se a proposta for convergente, a applicaciio do mesmo

theorema & successfio sy, s3,..., s, dd tambem
il . i | .
lim. — (81484 ... +8)=1im. 8,
n
que reduz (11) a

lim, (1-+ ;)sqwlim,.?_ =0=1.

T .
Portanto se a serie é convergente e nu, tende ptra um
limite finito, esse limite serd zero.
Se, an contrario, este limite for differente de zero a serie




nfio poderd ser convergente e, como, a partir d’uma ordem
sufficientemente elevada, os termos serdio todos do signal do
limite, ella serd divergente, e o theorema estd demonstrado.
A condigfio nilo é porém necessaria para a divergencia, como

0 demonstra o exemplo da serie 2 , que é divergente

nlogn
apesar de ser

lim,

1
log»

Este mesmo exemplo prova tambem que a condicfio
lim. nu,=0 & insufficiente para a convergencia. E deve-se
notar que esta condigiio nem mesmo é necessaria, porque a
a serie péde convergir sem que o producto » u, tenda para
nenhum limite. E o que succede numa serie de termos po-
sitives, cujos valores sio

s ! 1
it L L

1

quando as ordens respectivas forem
B e R (12)

e formam para as outras ordens uma outra serie conver-
gente.

A serie total é tambem convergente e todavia o producto
nu, péde exceder todo o limite, se se faz percorrer a n a
successdo (12), pois que para

n=m? nu,=m=yq .




(i)

6 8. Cesard poz em evidencia a importancia do criterio
de divergencia achado no numero precedente, demonstrando
que elle & util precisamente quando as regras de Dalembert
¢ de Raabe se tornam inuteis.

Com effeito, se

lim. 7w, =2 e

AV
_"-‘:

ter-se-ha

: 7 7 n-+1)u, A 1
lim. - o }j.zhm, —_— =1
oo We oz 11 nu, i e T e R

mn

e da regra de Dalembert nada se poderd concluir.
Devemos entiio applicar a de Duhamel e Raabe, procurando
determinar o limite da funce¢iio

u,
7 | —1].
ot

Mas é facil de verificar a egualdade

lim. n ( o 1) =1
L

on

lim., (n 1)t —nu, =0, (13)
L

Bastard considerar a serie de termo geral

r+Dup—nu,=vy,,
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que é convergenfe por ser evidentemente
U, =n1u,
L]

e tender nu,, por hypothese, para o limite finito 2.
O primeiro membro de (13) torna-se, depois de multipli-
cado por #=lim, (n 1) (u,;,), em

1 . .
lim. (2 + 1) %,y lim. = =<lim.nv,,
2

-1

que é egual a 0, por virtude da convergencia de i?w,. Na
1

verdade a funcefio n v, niio pide oscillar, porque a relagiio
de dois termos consecutivos da mesma serie oscillaria tam-
bem e ndo tenderia para a unidade, como é facil de vér,
que acontece neste caso.

Estd, pois, verificada a egualdade e portanto a improfi-
cuidade do eriterio de Duhamel e Raabe no caso consi-
derado.

6 9. SERIES DE TERMOS POSITIVOS E NEGATIVOS. —Quasi
todos os eriterios precedentes se referem a series de termos
positivos, podendo, portanto, servir apenas para determinar
o caracter das series absolutamente convergentes ou diver-
gentes. -

Somente o ultimo eriterio, que deduzimos da consideracio
da funeciio nu,, diz respeito a series de termos positivos e
negativos.

No easo particular d'uma serie de termos alternadamente
positivos e negativos, que abreviadamenee se chama serie
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alternada, conhece-se a seguinte proposigio muito impor-

tante:
E convergente a serie alternada

ai —1tu,,

1
em que for, a partir d'um certo valor de n |

w,>u,, e lim, w,=0.

e

Podemos suppdr, para a demonstragio, que estas condi-
¢des se verificam desde o primeiro termo, porque a suppres-
gfio d'um numero limitado de termos nfio altera o caracter
d'uma serie, e ainda, pela mesma razfo, que 0 primeiro
termo é positivo. .
A somma sy, dos 2 & primeiros termos serd evidentemente
positiva, e creseerd com k, por ser

Sappn T S = U g T Unga -

E, eomo é
8y =11 — (U2 —U3) —...— (s — Ui 1) — U,

serd ainda a mesma somma inferior a wu;.
Logo, designando por s um numero determinado inferior
a uy, serd

lim. 8g=—8<1u1.
Se n 6 impar e egual a 2k -1, é evidentemente

S:.t{-l —8u= Uiy




g, como

lim, %,,,, =0,
==
lim. 8, =1lim. 8, =s,
0 que demonstra o theorema.

7 O. Nora.— As condi¢des enunciadas no theorema an-
terior para a convergencia das series alternadas sio suffi-
cientes, mas nfilo necessarias. Assim uma serie alternada
péde ser convergente sem que os termos deeres¢am sempre,

Existem, com effeito, series de termos positivos, em que
a relacio u;,,. péde tomar valores tio grandes quanto se

-

quizer,
Exemplo: Na serie

e+ fad B ad B,

onde f<a<1, a relagio ﬂ;“ tende para zero ou para w,

conforme n & impar ou par.

A serie alternada, que d'esta se deriva mudando os signaes
aos termos da ordem par, serd ainda convergente, e os ter-
mos niio irdo sempre deecrescendo.
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