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nio entram em 8, sdo todas inferiores a Tt a1 (prop.
III) ; logo
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Propesi¢io VIII

(3.° Teorema de Bernoulli)

Tem-se uma probabilidade sempre crescente de que a
razdo do niimero de acontecimentos favordveis para o ni-
mero de acontecimentos conlrdrios se ndo afastard da ra-
zdo das suas probabilidades respectivas além de certos
limites ; e, por mais apertados que esses limites sejam, a
probabilidade de que se trata, aproxvimar-se-hd da unidade
tanto quanto se queira, logo que o ndmero de experiéneias
aumente suficientemente.

Com efeito, como ji vimos na proposi¢io V, caso o
afastamento « seja positivo, teremos
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onde A e B sfio constantes, sendo A > 0.

Mas, S representa na prop. VII a probabilidade de que

o afastamento seja igual ou menor do que x; 1 —S repre-

sentard a probabilidade de que o afastamento seja supe-
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expressiio esta que tende para zero quando m tende para
infinito, visto que A > 0.

Este teorema é também chamado lei dos grandes nume-
ros.

Observacio

Nio consideramos o caso de a<0 porque para éle che-
gavamos a uma desigualdade andloga a (1), ficando por
isso caidos no mesmo caso.

0O 3.° teorema de Bernoulli pode enunciar-se do seguinte
modo :

A probabilidade de que o afastamento seja da ordem do
nimero de experiéncias, tende para zero quando o nimero
de experiéneias tende para infinito.

Proposi¢io IX

A probabilidade de que o afastamento « seja tal que
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tende para zero quando m eresee, logo que n > 1,
Com efeito, de (1) tira-se
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Ora, ao segundo membro desta desigualdade pode dar-se
a forma
m

L
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desprezando as parcelas finitas em presenca das infinitas,
ou ainda, pela mesma razfo, a forma
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expressiio esta que tenderd para zero logo que »>1, por-
que neste caso haverd sempre um inteiro ¢ tal que

-1
Al BT TN Y
n-l1

Esta proposigiio pode enunciar-se :

Hi uma probabilidade nula de que a ordem do niimero
de erperiencias em relagdo ao afastamento a, seja inferior

a sequnda.
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Proposicio X
A probabilidade de que

o
<&

Ve

tende para zero quando m aumenta indefinidamente, se

n>2

Com efeito, visto que
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onde C, tende para uma constante quando m tende para
infinito. Ora, se
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@
limm S =0
N = 4O
50
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a 5 <0, ou, w2
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Logo, € nula a probabilidade de que o niimero de erpe
riéncias seja de ordem superior a segunda, em relagio .

Portanto
Proposicio XI

A ordem do niimero de experiéncias relativa ao afasta-
mento serd a segunda como resulta das proposigdes IX

e X.

Todo o nimero se pode supdr eserito com a forma de-
cimal e ecom um nimero infinito de casas. Assim, o nii-

1 . &
mero 3 pode eserever-se debaixo da forma 0,5000...
Supondo todos os niimeros com esta forma, considere-

mos o seguinte
Problema
Tira-se, a sorte, um niimero do intervalo (0, 1); qual a
probabilidade de que os seus algarismos se sucedam de

modo a satisfazerem 4 lei de BERNOULLI ¥
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Este problema, assim posto, nfio encontra solugiio nas
defini¢bes que demos da probabilidade. /

Com efeito, @éste problema pertence a probabilidade
continua, visto que a tiragem se faz no intervalo (0, 1) e
nods, no ecapitulo correspondente dos presentes Elementos,
definimos, apenas, probabilidade de regides em relagiio a
regides. Portanto, para que éste problema li encontrasse
resposta, necessdirio seria que 0s nimeros que constituem
a classe favorivel, constituissem intervalos completos, con-
tidos no intervalo (0, 1), o que nfio é verdade; ou, talvez
melhor, o que nfio pode afirmar-se a priori.

Modifiquemos por isso o enunciado do problema, do se-
guinte modo : qual a probabilidade de que os primeiros
N algarismos do nuwmero achado satisfagam d lei de BER-
NOULLI #

Este problema jd tem uma solugfio, porque o0s niimeros
cujos primeiros N algarismos sfio idénticos, formam um
intervalo.

Esses intervalos uns serfio favordveis, outros nfo.

A soma dos intervalos favoriveis, dividida pelo inter-
valo total, dard a solugfio pedida.

Ora, sendo estes intervalos todos iguais, eles serfio
igualmente possiveis e a possibilidade de cada um deles
serd

1
10%

visto que 10" é o seu nimero.
Consideremos, agora, uma urna eom 10 bolas, nume-
radas de 0 a 9. Qualquer nimero com N casds se pode
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supor obtido por meio de N tiragens nessa urna e a pos-
sibilidade de cada um désses nimeros serd

1 1 ) 1

03019

isto 6, a mesma de qualquer dos intervalos pareciais pre-
cedentes.

Portanto, no problema em questdio, tanto faz langar a
sorte um ponto no intervalo (0, 1), como fazer N tiragens,
i sorte, numa urna que contenha 10 bolas, numeradas de
0a9.

A mesma coneclusiio podiamos chegar, servindo nos da
férmula do problema tratado na pdgina 74 dos presentes
Elementos, onde teriamos de supdr f(z)-==z, o que nos
dava, imediatamente,

10

qualquer que fosse a e d.

Mas sendo assim, a relagiio do numero de combinagbes
que satisfazem ao teorema de BERNOULLI, para o nimero
total de combinacdes, tende para 1, & medida que N au-
menta. E nisto mesmo que consiste o teorema de BER-
NOULLI.

Logo, a probabilidade pedida no segundo inunciado,
tende para 1, & medida que N aumenta. A probabilidade
pedida no primeiro que corresponde ao limite para N — o,
serd igual a 1.
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Este mesmo racioefnio prova que ¢é igual a 1 a proba-
bilidade de que sejam satisfeitas todas as outras leis and-
logas s de BERNOULLL

Daqui podemos eoncluir que a probabilidade de que o
numero achado seja racional, € igual a zero.

Com efeito, um nimero racional dd sempre logar a uma
dizima periddiea.

E, de duas uma: ou bem no periodo do niimero racio-
nal entram todos os algarismos de 0 a 9 e em proporgies
iguais; e nesse caso a distribuigdio dos algarismos satis-
fard & lei de BERNOULLI, mas ndio satisfard a nenhuma
das outras, visto que o afastamento absoluto passard pe-
riodicamente pelos mesmos valores e portanto ficard in-
ferior a certo miximo; ou o periodo do nimero racional
nio satisfaz a condigfio precedente e nesse caso nio é sa-
tisfeita a lei de BERNOULLI

Os niimeros racionais correspondem pois, a uma classe
de combinagies que, ou niio satisfazem & lei de BERNOULLI
ou ndio satisfazem as leis andlogas. A sua probabilidade
serd, pois, nula,




Capitulo V — Teoremas de Jacob Bernoulli e lei dos desvios 121

A SEGUNDA PARTE
Lei dos desvios

Demonstrado, dum modo rigoroso, o 3. teorema de
JaCcOB BERNOULLI e outros anilogos, relativos i ordem de
grandeza dos afastamentos ou desvios, vamos deduzir
uma relagiio aproximada entre os desvios e as suas pro-
babilidades.

Proposicio XII

Representando por T, a probabilidade da combinacio
de probabilidade méixima, combinaciio esta a que podemos
chamar normal, a probabilidade de que o afastamento
seja inferior, em valor absoluto, a k, serd dada por

k
P{k};Tﬁ—k I " a "-L Tu =s +Tn+k= )2 Trl-f—l'-
i=—k
Ora,
m ! : 3
Teti= o Ton—a—g1 2" "

onde n# representa o nimero de bolas brancas da combi-
na¢io normal e por isso é da forma

n=(m+1)p—r, O<r<1).

Supondo m bastante grande, poderemos, na formula
aproximada que nos di

(m—nt+i! e (mt+i)l,
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substituir
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- 1 | i
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mas (3.° teorema de BERNOULLI) a probabilidade de que
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tende para zero quando m aumenta; haverd pois, uma
probabilidade sempre crescente de que ||
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Ora, o termo em «, tende para zero, como se sabe da
férmula de aproximaciio; os termos em

i i - g8+

-y ] 8

m' mt' m" m"
tem uma probabilidade de se manterem superiores a ¢,
por menor que ¢ seja, que tende para zero quando o ni-
mero m aumenta (prop. IX e X); logo, haverd uma pro-

babilidade sempre crescente com m de que H seja tal que

il
g = i

@ portanto
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ou, fazendo

z=AV2mpq,

2 My L
P (k) = —— " dh . V2
V2mmpg ) o Sk w7

£ PN e
T l'n'— 8 (E!-.'
¥z J o
onde
k
V2ampq

A )y chama-se afastamento relativo para o distinguir do
afastamento k, também chamado afastamento absoluto. Ao
nimero

V "E.'mp q

chama-se unidade de afastamento.

Costuma chamar-se probabilidade de ), i probabilidade
de que o afastamento relativo se mantenha, em wvalor
absoluto, inferior a A.

Portanto,
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Proposi¢io XIII

Haverd uma probabilidade sempre ereseente com m de
que seja
Y
m‘;--.‘?'-'---J e " dh
V= o

a probabilidade do afastamento \.

A 6()) eostuma chamar-se lei dos desvios, lei dos afas-
tamentos e também lei de Gauss.

A lei que acabamos de deduzir é apenas uma lei pro-
vivel e, além disso, aproximada. A sua probabilidade,
porém, tende muito rapidamente para 1, quando m au-
menta, e o8 érros cometidos na sua dedugfio tendem rapi-
damente para zero. A conveniénecia desta lei é tal que,
em muitas aplicagbes, o resultado obtido é igual ao resul-
tado verdadeiro. Na resolugio dos problemas sdbre os
afastamentos é ela sempre que se emprega.

A probabilidade de que a varifivel . esteja compreen-
dida entre 0 e = serd

P=- e Gh=—= 6

Vx 0 V= 2

L&

- TORR adaaies 2 z
- ; =1,
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resultado éste, rigoroso, como era de esperar; quando A
tende para infinito, m tende também para o infinito e
nestas condigdes a lei torna-se eracta.

As tabelas seguintes dfio os valores de (L) de centesima
em centesima. Por elas se vé quiio rapidamente 6 (1) tende
para 1, quando . eresce.

y f, i 0. X .
0,00.... 0,0000000 0,24.... 02657000  0,48.. . 0,5027498
0,01.... 0,0112833  0,25.... 0,2763263  0,49.... 0,5116683
0,02.. . 0,0225644  0,26.... 0,2868997  0,50.... 0,5204999

0,03.... 0,0338410 = 0,27.... 0,2974182  0,51.... 0,5292437
0,04.... 0,0451109  0,28.... 0,3078800  0,52.... 0,5378987
0,05.... 00563718  0,29.... 0,3182834  0,53.... 0,5464641
0,06 ... 0,0676215  0,80. .. 0,3286267  0,54.... 0,5549392
0,07.... 0,0788577  0,31.... 0,3389081  0,55.... 0,5633233
0,08.... 0,0900781  0,32.... 0,3491259  0,56.... 0,5716157
0,09.... 0,10128068 0,33.... 0,3592785  0,57.... 0,5798158
0,10.... 0,1124630  0,34.... 0,3693644  0,58.... 0,5879229
0,11.... 0,1236230 0,35 ... 0,3793819  0,59... 0,5959365
0,12.... 0,134758¢  0,36.... 0,3893296  0,60.... 0,6038561
0,13.... 0,1458671  0,37.... 0,3992059  0,61.... 0,6116812

014.... 0,1569470  0,38.... 0,4090093  0,62.... 0,6194114
0,15.... 0,1679959  0,39.... 0,4187380  0,63.... 0,6270463
0,16.... 0,1790117  0,40.... 0,4283922 0,64 ... 0,6345857
0,17.... 0,1899923  041.... 04379690  0,65.... 0,6420292
0,18.... 0,2009357  042.... 0,4474676  0,66.... 0,6493765

0,19.... 0,2118398  0,43.... 0,4568867  0,67.... 0,6566275
0,20.... 02227025  0,44.... 0,4662251  0,68.... 0,6637820
0,21.... 0,2335218  0,45.... 0,4754818 0,69 ... 0,6708399
0,22.... 0,2442958  046.... 0,4846555  0,70.... 0,6778010

023.... 0,2550225  047.... 0,4937452  0,71.... 0,6846654
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L. . A b, A .,

0,72... 0,6914330  1,08. .. 0,8733261  1,44.... 0,9582966
0,73.... 0,6981038  1,09.... 0,8768030  1,45.... 0,9596950
0,74.... 0,7046780  1,10.... 0,8802050  1,46.... 0,9610535
0,75.... 0,7111556  1,11.... 0,8835330  1,47.... 0,9623729
0,76.... 07175367  1,12.... 0,8867879  1,48.... 0,9636541
0,77.... 0,7238216  1,13.... 0,8899707  149.... 0,9648979
0,78.... 0,7300104  1,14.... 0,8930823  1,50.... 0,9661052
0,79.... 0,7361035 1,15 ... 0,8961238  1,51.... 0,9672768
0,80. .. 0,7421010  1,16.... 0,8990962  1,52.... 0,9684135
0,81.... 0,7480033  1,17.... 0,9020004  1,53.... 0,9695162
0,82.... 0,7538108  1,18.... 0,9048374  1,54.... 0,9703857
0,83.... 07595238  1,19.... 0,9076083  1,55.... 0,9716227

0,84.... 0,7651427  1,20.... 09103140  1,56.... 0,9726281
0,85.... 07706680  021.... 0,9129555  1,57.... 0,9736026

0,86.... 0,7761002  0,22.... 0,9155359  1,58.... 0,9745470
0,87.... 0,7814308  0,23.... 09180501  1,59.... 0,9754620
0,88.... 0,7866873  1,24.... 09205052  1,60... 0,9763484
0,89 ... 0,7918432 1,25.... 0,9220001  1,61.... 0,9772069
0,90.... 0,7969082  1,26.... 0,9252359  1,62.... 0,978038t
0,91.... 0,8018828  1,27.... 0,0275136  1,63.... 0,9788429
0,92.... 0,8067677  1,28.... 0,9297342  1,64.... 0,9796218
0,93.... 0,8115635  1,29.... 09318987  1,65.... 0,9803756
0,94.... 0,8162710  1,30.... 0,9340080  1,66.... 0,9811049

0,95.... 0,8208008  1,31.... 0,9360632  1,67.... 0,9818104
0,96.... 0,8254236  1,32.... 0,9380652  1,68.... 0,9824928
0,97.... 0,8298703  1,33.... 0,9400150  1,69.... 0,9831526
0,98.... 0,8342315  1,34.... 0,9419137  1,70.... 0,9837904
0,99 ... 08385081  1,35.... 0,9437622  1,71.... 0,9844070

1,00 ... 08427008  1,36.... 0,9455614  1,72.... 0,9850028
1,01.... 0,8468105  1,37.... 0,9473124  1,73.... 0,9855785
1,02.... 0,8508380  1,38.... 0,9490160  1,74. .. 0,9861346
1,03.... 08547842  1,39.... 0,9506733  1,75.... 0,9866717
1,04.... 08586499  1,40.... 0,9522651  1,76.... 0,9871903
1,05.... 0,8624360  1,41.... 09538524  1,77.... 0,9876910
1,06.... 0,8661435  1,42.... 0,9558762  1,78.... 0,9881742

1,07.... 0,8697732 1,43.... 0,9568573 1,79.... 0,9886406
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% 6., % 0, % 6.

1,80.... 0,9890805  2,16.... 0,9977472  2,52.... 0,9996345
1,81.... 09895245  2,17.... 0,9978511  2,53.... 0,9996537
1,82.... 09899431  2,18.... 0,9979505  2,54.... 0,9996720

1,83.... 0,9903467  2,19.... 0,9980459  2,55.... 0,9996893
1,84.... 09907359  2,20.... 09981372  2,56.. . 0,9997058
1,85.... 09911110  2,21.... 09982244  2,57.... 0,9997215
1,86.... 0,9914725  2,22.... 0,9983079  2,58.... 0,9997364
1,87.... 0,9918207 2,23 ... 0,9983878  2,59.... 0,9997505
1,88.... 09921562  2,24.... 0,9984642 2,60 ... 0,9997640
1,89.... 0,9924793  2,25.... 0,9985373  2,61.... 0,9997767

1,90.... 0,9927904 2,96 ... 0,9986071  2,62.... 0,9997888
1,91.... 09930899  2,27.... 09986739  2,63.... 0,9998003
1,92.... 09933782 2,98 ... 0,9987377 . 2,64.... 0,9998112

1,93.... 0,9936557 2,29.... 0,9987986  2,65.... 0,9998215
1,94.. . 0,0939226 2,30.... 0,9988568  2,66.... 0,9998313
1,95.... 09941794  2,31.... 09989124  2,67. .. 0,9998406
1,96.... 0,9944263  2,32.... 0,0989655  2,68.... 0,9998494

1,97.... 0,9946637 2,33 ... 0,9990162  2,69.... 0,9998578
1,98.... 09948920  2,34.... 0,9990846  2,70.... 0,9998657

1,99. .. 09951114  2,35.... 0,9991107  2,71.... 0,9998732
2,00.... 0,9953223 2,36 ... 0,9991548 2,72 ... 0,9998803
2,01.... 0,9955248 2,37 ... 0,9991968  2,73. .. 0,9998870
2,02.... 09957195 2,38.... 0,9992369  2,74.... 0,9998933
2,03.... 0,9959063 2,39 ... 0,9992751  2,75.... 0,9998994
2,04 ... 0,0960858 2,40 ... 0,9993115  2,76.... 0,9999051
2,05.... 0,9962581  2,41.... 09993462 2,77 ... 0,9999105

2,06.... 09964235  242.... 0,9993793  2,78.... 0,9999156
2,07.... 0,9965822  243... 0,9994108 2,79 ... 0,9999204
2,08.... 09967344  2,44.... 0,9994408  2,80.... 0,9999250
2,09 ... 0,9968805  2,45.... 0,9994694  2,81.... 0,9999293
2,10.... 09970205  2,46.... 0,9994966  2,82.... 0,9999334
2,11.... 09971548  247.... 0,9995226  2,83.... 0,9999372
2,12.... 0,9972836  248.... 0,9995472  2,84.. . 0,9999409
2,13.... 0,9974070  2,49.... 0,9995707  2,85.... 0,0999443
2,14.... 0,9975253  2,50.... 0,9995930  2,86.... 0,9999476
2,15.... 0,9976386  2,51.... 09996143  2,87.... 0,9999507
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f,
. 0,0999536
0,9999563
0,9999589
. 0,9999613
. 0,9999636

. 0,9999658

.. 0,9999679

. 0,9999698

.. 0,9999716
.. 0,0999733
. 0,9999750
. 0.9999765
.. 0,9999779
.. 0,9999793
.. 0,9999805
. 0,9999817
. 0,9999820
. 0,9999839
0,9999849
0,9999859
. 0,9999867
.. 0,9999876
. 0,0099884

... 0,9990891

. 0,0999898
.. 0,9999904
.. 0,9999910

. 0,9999916

oo 0,9999921
. 0,0999926

.. 0,9999931
.. 0,0999936
. 0,9999940
.. 0,9999944
.. 0,9999947
. 0,9999951

-
A

3,24 ..
3,95. ..
3,98.
3,27...
3,28. ..
3,99...
3,30. ..
8,817,
3,32...
3,33. .
S84
3,35...
3,36...
387
3,38....
3,99,
3,40 ..
3,41...
3,42...
3,43. ..
3.44...
5,45, ..
3,46. ..
3,47..
3,48...
3,49. ..
3,50 ..
3,51 ..
3,52...
8,53 ..
3,54...
3,55. .
3,56...
3,57 ..
3,58. ..
3,59...

0,
0,9999954
0,9999957
0,9999960
0,9999962
0,9999965
0,9999967
0,9999996
0,9999971
0,9999973
0,9999975
0,9999977
0,9999978
0,9999980
0,9999981
0,9999982
0,9999984
0,9999985
0,9999986
0,9999987
0,9999988
0,9999989
0,9999989
0,99999900780
0,99999907672
0,99999914101
0,99999920097
0,99999925691
0,99999930905
0,99999935766
0,99999940296
0,99999944519

. 0,99999948452

0,99999952115
0,99999955527
0,99999958703
0,99999961661

fi.
0,99999964414
0,99999966975
0,99999969358
0,99999971574
0,99999973636
0,99999975551
0,99999977333
0,99999978990
0,99999980528
0,99999981957
0,99999983285
0,99999984517
0,99999985663
0,99999986726
0,99999987712
0,99999988629
0,99999989477
0,99999990265
0,99999990995
0,99999991672
0,99999992200
0,99999992881
0,99999993421
0,99999993921
0,99999994383
0,99999994812
0,99999995208
0,99999995575
0,99999995915
0,99999996230
0,99999996522
0,99999996790
0,99999997039
0,99999997260
0,99999997482
0,99999997678
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X . X . A f.
3,96. .. 0,99999997860 4,10 .. 0,99999999330 4,50.. 0,99999999981
3,97... 0,99999998028 4,20... 0,99999999714 4,60... 0,99999999992
3,08 .. 0,99999998183 4,30 . 0,99999999880 4,70... 0,99999999997
3,99... 0,90999998327 4,40. . 0,99999999951 4,80... 0,99999999999
4,00. .. 0,99999998459

Proposi¢iio X1V

A um afastamento absoluto

k= M’fﬂmpq

(p) 2
P) uma expressio da forma

(g)

corresponde para

(p) mp+ n 2_mpq
(q) mq —hV2mpq '

onde supomos o afastamento no sentido do acontecimento
da probabilidade p; donde,

@ _» _ mplnompg p
e B e &
\Vimpg \WVipg

mq? — g V’Emﬁ; ' g*V'm —hgV2pq

Se o afastametto fosse considerado no sentido do ¢, niio
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tinhamos mais do que mudar o sinal ao .. Em qualquer
caso teremos que

S e N € }.Viﬂpg___

@ q | |gVm—igV2pq |

T
S ) ot

o (1)
V2pg (1 £ eg)

A probabilidade de que (1) seja satisfeita serd (prop. XII)

R sl T J :
V2pg (1+ eg)

Por mais pequeno que : seja, P tenderd rapidamente

para zero, por causa do factor m.

Exemplo:

Jogam-se 200 jogos de eara ou X, a tostdo cada jogo. Qual
a probabilidade de ganhar ou perder uma quantia supe-
rior a 10 tostGes ?
Resp. :
Neste caso é
1
pmgem—-: m=200; k>10;

logo, se

fc:'.«.\/g.:z{}u. : ; =10k >10.

5
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seri

BE | g
A>1 o 1—0(1)=5=3

aproximadamente,

Proposi¢io XV

BoreL (') generalizou a lei dos desvios

2 2 Lt
6(h)=— I 8" dk
V=n 0

para o caso das tiragens serem feitas em urnas de com-
posigoes diferentes,
Assim, sejam

preq, preq, ... PuB .y

as composigies respectivas de » urnas contendo bolas
brancas e bolas pretas.

Facamos m, tiragens na primeira urna, ms na segunda...
m, na tdltima. O nimero mais provivel de bolas brancas
serd

mipst+mzpat ... tm,p,.

Mas, em geral, niio serd éste niimero, a que poderiamos

(") E. BoreL, Eléments de la Théorie des Probabilités, deuxitme
édition, pdg. 77.
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chamar normal, o obtido. Haverdi, em geral, um afasta-
mento absoluto &, soma algebrica de n afastamentos, A,
ha, ..., h, provenientes das urnas respectivas.

Ora BorgL demonstrou, dum modo muito facil alids,
que a lei dos desvios ainda terd a mesma forma, caso se
tome para unidade do afastamento % a raiz quadrada da
soma dos quadrados dos afastamentos correspondentes iis
diversas urnas,
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CAPITULO VI

ESPERANCA MATEMATICA
E VALOR MEDIO

DEFINICAO 1.

Seja (A) uma classe possivel contendo a classe (A". A
cada elemento de (A') facamos ecorresponder um nimero.
Obtemos assim uma funciio que representaremos por f(A').
! Multiplicando a probabilidade de cada elemento de (A)
pelo valor correspondente da funciio f(A') e somando, ob-
temos um nimero que & de costume chamar-se esperanga
matemdtica da elasse (A'), relativa a fungdo f(A').

Supondo que a probabilidade dos elementos de (A') é
relativa 4 classe (A), 4 esperanca matemitica da classe (A")
quando ela coinecide com (A), chama-se valor médio ou
valor provdvel da funciio £(A)(").

Representaremos a esperanca matemdtica com o simbolo

E[fiA)]

(') Embora esta distingio entre esperan¢a matemitica e va-
lor médio nfio costume vir explicitamente feita nos livros de Pro-
babilidades, todos os autores diio a éstes termos a significa¢io
que acabamos de atribuir-lhes.
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e o valor médio ou provivel eom o simbolo
M [AA)].

Assim, se a cada face dum dado fizermos corresponder o
respectivo nimero de pontos, construimos uma funcio
cujo valor médio é

1 : T35 | &
-._‘M_ﬁ.l--_ - . _-...;-“-+E--——-3,0.

A esperanca matemdtica relativa és faces 1, 2, seri

Proposicio I

A esperanga matemdtica duma elasse é igual d soma das
esperangas malemdticas das swas partes, como resulta ime-
diatamente da def. 1.*

Proposi¢iio 11

-

E igualmente evidente que a esperanga matematica de
uma soma ¢ igual d soma das esperangas matemdticas das
parecelas,
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Proposicioe 111

Sejam (A) e (B) duas classes possiveis e (A, B) a classe
composta das duas e suponhamos que fazemos

f(A,B)=7(A).7(B).
Nestas condiches teremos
E[f(A,B)]=E[f(A)].E[f(B],

isto é, a esperanga matemdtica da classe composta ¢ igual
ao produto das esperangas matemdticas das classes com-
ponentes.

Com efeito, representando por P, a probabilidade do
elemento z, teremos

E[f(A)]=XFf(A)Py; E[f(B)]=Z/(B)Py;
E[f(A,B)]=X/(A,B)Pay;
ora
Lf(A,B)Pig=EF(A).7(B). P\. Ps
=Xf(A).Py. EF(B) . Ps;
logo
E[f(A,B)]=E[f(A)] . E[f(B)],
¢ d. d.
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DEFINIGAO 2.
Seja M um ponto livre ou sujeito, variando numa re-
giio que contdm a regido (A) e representemos por P (M)
a sua lei de probabilidade em relagiio a (A). Seja, além

disso, ¢ (M) uma funcfio das coordenadas de M, definida
em (A). Sendo (A') uma regifio contida em (A), ao niimero

Ew) g (M)] = J"Pr;hlmmdm
(A7)

chamaremos esperanga matemdtica da regido (A') relativa
d fungdo o (M). No easo particular de (A') coineidir com
(A), chamaremos a ésse nimero valor médio ou valor pro-
vdvel de o (M).

Proposicio 1V

E evidente que, se

(A= (A1) +(A)+ ... + (A,
serd
E(A)=E(A)+E(As)+ ... +E(A.)

Proposicio V
E igualmente evidente que

E[ps(M)+ga(M)t...]=E[g (M)]4E [ga(M)] + .




Capitulo VI — Esperanca matemdtica e valor médio 141

Proposicio IV

Se M for um ponto variando em (A) e N outro variando
em (B), serd, anilogamente ao caso da prop. III,

Eo, o (M) . $ (V)] = f P (M) P (N)p ()¢ (N) & (A, B)
o B

% P(Mj-;;{M)d(A}f’ P (N) 4 (N) d(B)
(B)

o 1A)

=Eu [p(M)]. Eg [$(N)].

Proposicio VII

Seja M um ponto variando numa certa regiio que con-
tém (A), £/(M) uma dada funciio das suas coordenadas, e
P (M) a sua lei de probabilidade relativamente a (A). J4
vimos que, por definiciio, é .

Ew [f(M)]= Ii._“ P (M) £(M) d(A).

v

Ora, pondo (M) =z, teremos
E:f zP{M}mmzf' p fP{l\I]d(A}
() 0

sendo o segundo integral estendido & regifio de (A) em
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que z toma valores compreendidos entre z e z-+ dz. Mas
éste integral é, por definiciio de P (M), a probabilidade
de que z esteja compreendido entre z e z-- dz e o seu valor
pode representar-se por

P(z)dz,

sendo P (z) a lei da probabilidade de z. Logo,
& 1 ..z

Ey[p(M)]= ’ zP(2)dz=Ey4(2).
« 0

Por um exemplo que adiante daremos, se verd a utili-
dade desta proposicio na determinacfio das esperancas ma-
temdticas.

Proposigio VIII

Sendo dada a lei da probabilidade da varidvel z, a es-
peranga matemdtica de qualquer fungio de z, ¢(z), serd
dada por

E. [7()] = f " o(2) P(z) dz.
0
Para provar isto, bastaria fazer
fiM) =o(z)

na proposigiio antecedente e tomar ainda o segundo inte-
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=

gral estendido & regiio em que z foma valores com-
preendidos entre z e z - dz.

Proposi¢io IX

A esperanga matemdtica duma eonstante € igual it pré-
pria constante multiplicada pela probabilidade da regido
isto é

En(C)=C.Py
como resulta imediatamente da definigio.
Para o valor médio seri

Puy=1 e MOC)=C.

Proposi¢io X

Se wma fungio M) ¢ sempre positiva e o seu valor mé-
dio se pode tornar inferior a qualquer nidmero 3, por mais
pequeno que b seja, a probabilidade de que M) se mante-

nha superior a certo numero m, numa regido (A'), € menor
d b
o que — .
e

Com efeito, se, ao longo de (A), é

AM) > m,
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segue-se que

f A PO d(A) = f AM)P(M)d(A)-- f AM)P(M)d(A)
o 1) (A=A o W)

%f AM) P(M) d(A)
(A")
Sm.Puy;

m.Py<h

Problema

Consideremos um poligono articulado aberto, de lados
EJ, Ii| *wey zu #

e sejam A e B os seus pontos extremos, Langa-se, i sorte,
esse poligono sdbre um plnao : determinar

M, (d),

d=AB.
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Solucio
No ecdleulo de M, (d*) nés podemos (prop. VIII) entrar
com a lei da probabilidade de d. Além disso, a lei da
probabilidade de «, nds podemos substituir a lei de pro-
babilidade de qualquer ponto M, a ¢ convenientemente
ligado (Prop. VII); o ponto equivalente do poligono, por

exemplo. Posto isto, consideremos o easo do poligono ter
um lado 86, /;; serd (prop. IX)

M (d%) =My (L) =4°.

Consideremos agora o caso do poligono ter dois lados;
teremos (prop. VIII)

by
M (d*) = u' P(d). d*. dd);

=} y --“i" (L4212 —211; cos x)
J U0 5

=24 1.2,
sendo « o dngulo de /; com k.

Suponhamos que no caso de ¢ lados ainda tinhamos

Md") =30+ L., 1
10
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e provemos que nesse caso ainda
M1 (d?)

nos é dado pela mesma lei.
Representando por 7 o segmento que une a origem de /,
com a extremidade de l;, teremos, por hipitese,

M{d)=4+0L"1... T &
Ora, representando pcr o, g, ...%;, 08 ingulos das
articulacdes, d! serd uma fungiio flu), a3, ... «;) désses

ingulos e o valor médio procurado serd de forma

day  doa i,

Miy1= ]f{:x;, a, ... )5 o e oo

ql dua d-'i,_1 da;
] A o e ] fu;, Oy e ) =
‘day  duaa dxi—1
el f o ‘;-_ [? i1 +20i41 cos a;)dy;
dtq_ tlea dai—yq

DT T
=M; (324 L)
=M; 3 -M; (Pig1)

U R B Pig,
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Logo,
M,(@)=01*4+832+... 4N

Se os lados forem todos iguais e representarmos o pe-
rimetro por L, seri

M,=nl®= L 1
n

Daqui resulta, para # = =, que

O valor provivel do quadrado da distincia que separa
08 pontos extremos duma curva flerivel, langada d sorte si-
bre um plano, € nulo, qualquer que seja o comprimento da
eurva, logo que seja finito.

Proposicio XI

A esperanga matemitica pode, as vezes, caleular-se sem
a determinagiio prévia das parcelas que a constituem ou
sem a determinag¢io da lei da probabilidade. Determina-se
a soma duma sd vez. Vamos dar disso um exemplo curioso
servindo-nos do problema da agulha. Como vimos na nota
da pégina 64, dividindo a agulha em partes iguais, cada
parte ficava eom probabilidades iguais. Se as partes em
vez de se conservarem topo a topo, e sGbre a mesma re-
cta, tomarem outra posigiio relativa, a sua probabilidade
ainda serd a mesma, como fdcilmente se pode vér; se
essas partes, em vez de se conservarem invariavelmente
ligadas, formarem um sistema articulado, a probabilidade
de cada parte a mesma serd ainda, como resulta da defi-
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ni¢iio de langamento, i sorte, duma figura de forma va-
ridvel.

Suponhamos, agora, que a cada encontro de qualquer
lado do sistema gue estamos considerando com uma das
paralelas, fazemos corresponder um mesmo nimero, a uni-
dade. A esperanga matemitica de eada parte serd igual
i sua probabilidade. A soma de todas estas esperangas,
serd proporeional ao nimero dessas partes que supomos
de igual comprimento e, por isso, proporecional ao peri-
metro do sistema. Isto qualquer que seja o sistema, rigido
ou articulado, qualquer gue seja o comprimento dos seus
lados. Passando para o limite, podemos ainda dizer que
o integral das esperancas elementares duma curva flexivel
ou rigida é proporcional ao seu comprimento :

E()=Kli,

sendo K independente da forma, natureza e perimetro da
figura considerada.

Para determinar K, consideremos uma cireunferéncia
de didmetro igual a distincia de duas paralelas consecu-
tivas.

Langando, & sorte, esta circunferéncia sdbre o plano das
paralelas, ela encontrard sempre uma paralela e uma 86,
em dois pontos; logo

E(ra)=Kra=2
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O valor achado para K dé-nos

E(a!;:-—“” ¢

T

Este valor coincide com a probabilidade de encontro
achado, no problema da agulha, para o caso de [ < a. E
assim deve ser, porque, caso [ < a, a agulha s6 pode ter
um encontro ou nenhum e por isso a sua esperan¢a mate-
mitica coincidird com a probabilidade. Podiamos apro-
veitar este facto para resolver o problema da agulha
neste caso,

Se as rectas paralelas fossem substituidas por circulos
concéntricos e equidistantes, a esperan¢ga matemitiea seria
a mesma, mas nada podiamos concluir acérea da proba-
bilidade do encontro dum segmento rectilinio com as eir-
cunferéncias désses circulos.

Proposicio XII

Consideremos um fenémeno de duas modalidades e se-
jam p e ¢ as suas respectivas probabilidades; & modali-
dade de probabilidade p fagamos corresponder o niimero
a ¢ i modalidade ¢, o nimero b.

O valor médio da fun¢fio assim construida, serd

M= ap - byq.

Provoquemos o fenémeno em questio um grande nd-
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mero de vezes e suponhamos que a modalidade p se re-
pete (p) vezes e a modalidade ¢, (g) vezes.
Seja
M = Umf +(g)b
(p)--q)

a média arimética dos valores obtidos para a dita fungfo.
Consideremos a expressiio

‘ MM ‘ 43 ﬂp—{-bq—-“”’_? 1 blq) ‘
(p)+(q)
| i ; ;
<l|al.|p ) '+-'b|-|‘?-{ 1 ;

+@| p)q)
ela tende para zero, i medida que (p)+(g) aumenta, ou
melhor, a probabilidade de que | M —M' | se mantenha
inferior a ¢ por menor que e seja, tendera para zero, i
medida que (p)+ (g) tenda para o infinito (3.° teorema
de BERNOULLI).

O que acaba de dizer-se désse fendmeno de duas moda-
lidades diz-se dum fendémeno dum nimero qualquer de
modalidades.

O que se disse do valor médio, diz-se igualmente da
esperanc¢a matemitica de qualquer eclasse. Dai a seguinte
proposigio:

A esperanga matemdtica duma elasse finita de elementos




Capitulo V1 — Esperanga malemdtica e valor médio 151

numéricos, isto &, de elementos a que se fazem correspon-
der-niimeros, ¢ igual ao limite da soma dos niimeros dessa
classe, oblidos numa série de experitneias, divididae pelo
niimero total de erperiéncias, quando éste ltimo mimero
tende para o infinito.

E a esta proposi¢io que a esperan¢a matemidtica deve
toda a sua importineia.

No caso da classe considerada coincidir com a elasse
possivel, a esperanga matemdtiea confunde-se com o valor
médio e a proposigiio antecedente transforma-se nesta ou-
tra:

O wvalor médio duma fungdo susceplivel de passar por
um numero finito de valores, ¢ igual ao limite da média
arithmética dos valores achados para a fungdo, numa série
de erperiéneias cujo numero aumenta indefinidamendte.

Daf toda a importincia de que gosa a média arithmé-
tica nas aplicagdes do Cilculo das Probabilidades.

As proposig¢ies antecedentes podem ainda generalizar-se
para uma fungiio variando dum modo continuo, numa
dada regido.

Generalizemos a proposi¢iio para o valor médio que 86
difere da esperan¢a matemitica, na forma.

Seja (A) a regidio, AM) a fungfio, P(M) a lei da probabi-
lidade,
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O valor médio da funcio serd

M= [ AM).PM). d(A).

J

Decomponhamos (A) em n partes e numeremo-las de
1 a n. A esperanca matemitica da regifio parcial (A;), serd

E - ] AM) POM) d(A)
o (A

=) | " P(M)d(A)

o (Ai)
=lr'|.‘l[,:] . Pl.'n'] 11)

visto que P(M) & uma funciio sempre positiva e portanto
podemos aplicar o 1.° teorema da média; em (1), AM,) re-
presentardi, portanto, o valor de AM) num ponto de (A,
e Py, a probabilidade da regifo (A)).

Por outro lado, teremos que

\"[ = E| — Eﬂ‘[ ) Puf? L

Suponhamos agora que grupamos os valores obtidos
para a fumgio AAM) em classes correspondentes iis regides
parciais (A,) e, dentro de cada uma dessas regides (A;),
substituamos AIM) por FM;)--: onde g, em virtude da
suposta continuidade de AM), serd infinitamente pequeno
em relaciio a fiM;) e, portanto, tenderd para zero, & me-
dida que (A;) tenda para zero.
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Consideremos a média dos valores de fAM) decomposta
em duas parcelas, a primeira correspondente aos valores
fM,) e a segunda correspondente aos valores de ;. Quando
o nimero de experiéncias aumente indefinidamente, a pri-
meira parcela tende (prop. antecedente) para ZAM,) P, e
portanto para M, qualguer que seja o modo da divisio de
(A); a segunda parcela tenderd para um nimero cujo va-
lor absoluto é inferior a outro nifmero positivo, tido pe-
queno quanto se gueira, visto que nds podemos fazer a
divisfio de (A) em partes tio pequenas quanto queiramos.

A segunda parcela tenderd, pois, para zero.

O limite da média dos valores de AM) ezistird, portanto,
serd igual ao valor médio ou provdvel de fiM),

c. d. d.

Como vimos no capitulo precedente, a probabilidade de
que o afastamento relativo A se mantenha, em valor abso-
luto, inferior a % é dada por

2 2 A2
(L) =—= e - d)
":._ il

A lei de probabilidade da varidvel . seri, pois,

1
Vx

¥

% -.'._] = e
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O valor médio de i, serd
R P S
M{A) = —== ehdi=0;
V)ﬁj —0

o valor médio de | X |, serd

1 2%
M([A))=—=| M
Vi) _w
1 -
- —;=‘ 2¢~ M ad
VzJo
o S
—_—— — e
Vv A - i
1
V=

o valor médio de ()?), serd

w

1 Ly
MOW) = f a0
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Donde se conclue que

o =

MO ™

ST R

A=

A proposicio XII do presente capitulo, dd a esta rela-
¢fio uma significacfio notével : a de podermos rectificar a
circunferéncia, por meio de lan¢camentos & sorte,
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CAPITULO VII

Nos capitulos precedentes vimos o que se entende por
probabilidade dum fenémeno que pode identificar-se com
uma tiragem feita, i sorte, numa classe finita de elementos,

ou com um lancamento, feito & sorte, numa regido, no
caso de sermos nis mesmos 0s agentes dessa liragem ou

langamento e a classe ou regifio serem por nés conhecidas
qualitativa e quantitativamente. Vimos também como re-
duzir qualquer conjunto de tiragens ou langamentos, a uma
86 tiragem ou lan¢amento, feitos numa classe ou regido.

Vejamos agora como, servindo-nos dos principios neles
estabelecidos, poderemos alargar o campo de acgiio desta
seiéneia.

Mas, para mais ficil e claramente fazermos esse estudo,
principiemos por fazer uma classifica¢io dos factos que
pretendemos estudar.

Para isso admitiremos que, seres a nés semilhantes e
agentes doutra natureza, podem, em certas cireumstdncias,
fazer tiragens andlogas as tiragens (ou langamentos)
feitas, & sorte, por ndés mesmos. Depois justificaremos e
esclareceremos esta hipdtese.

Admitida ela, devidiremos os fendmenos que cahem
debaixo da algada desta sciéneia, em trés grupos. No pri-
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meiro grupo, fiearfio os fenémenos que podem identificar-se
com langamentos ou tiragens, feitas a sorte, por ndés
mesmos; no segundo, os fenémenos anilogos a tiragens
ou langamentos, feitos por um ser semelhante a nés; no
tereeiro, os fenémenos andlogos a lan¢amentos ou tiragens
fuitas por agentes doutra natureza.

Cada um déstes grupos, devidi-lo-hemos em dois sub-
grupos. No 1." desses sub-grupos, ficariio os fenémenos
dos quais se considera um nimero finito de modalidades;
no 2.% os fenémenos dos quais se considera um conjunto
de modalidades formando um eontinuo.

Em cada um déstes sub-grupos consideraremos, ainda,
trés casos. Assim, no 1.° sub-grupo de cada grupe, pode-
mos conhecer o fendmeno qualitativa e quantitativamente
(1.” caso); conhecé-lo qualitativamente e desconhecé-lo
quantitativamente (2." caso); ou desconhecé-lo qualitativa
e quantitativamente (3.° caso).

No 2.° sub-grupo de cada grupo, podemos conhecer a
lei de probabilidade do fenémeno e o seu eampo de exis-
ténecia (1.° caso); conhecer o campo de existéneia, mas
desconhecer a lei (2.° caso); desconhecer a lei e 0 seu
campo de existéncia (3.” caso).

A primeira divisiio tem por critério a natureza do
agente da tiragem ou langamento; a segunda, a natureza
do fendémeno; a terceira o nosso grau de conhecimento.

Como vimos na Introdugiio a estes FElementos, nos

supunhamos conhecido todo o fendmeno que podia inden-

tificar-se com uma tiragem ‘ou langamento) feita, & sorte,
por nés mesmos, numa classe (ou regiio) conhecida quali-

tativa e quantitativamente. 15 esse 0 nosso fendmeno
padrdo, o nosso faeto elementar. Todo o fenémeno, para
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que possa fazer parte do estudo desta sciéncia, deve poder
reduzir-se a este.

Principiaremos essa redugiio pelo

1." Grupo

que, como ji vimos, é ecaracterizado por nele, as tiragens
ou langamentos serem feitos, & sorte, por nds mesmos.
Neste grupo, vimos, também, haver dois sub-grupos,
sendo o
1.° BUB-GRUPO

constituido pelos fendémenos nos quais consideravamos um
nimero finito de modalidades, isto &, por fenémenos and-
logos a tiragens feitas em classes finitas e descontinuae,
ou a langamentos feitos em regides, divididas num niimero
finito de partes.

0

1." caso

déste sub-grupo foi ji estudado nos capitulos I, II e III
dos presentes Elementos. E nele que estd incluido o fend-
meno padriio e é, portanto, a ele que teremos de reduzir o

2. easo

que passamos a estudar e, em seguida o 3.°. Este 2.° easo
é caracterizado por as tiragens serem feitas em classes
conhecidas qualitativamente e desconhecidas quantitati-
vamente.

Reduzir o 2.' caso ao 1.% serd, pois, determinar quanti-
tativamente a classe em que as tiragens siio feitas.

Essa determinagio poder-se-hi fazer com uma probabi-

11
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lidade (') e aprorimagdo tdo grandes quanto se queira,
logo que possamos fazer tantas tiragens quantas quizermos
(3.° teorema de J. BERNOULLI).

A determinagfio serd, pois, aprorimada e provdivel. Mas
a probabilidade de que a aproximagiio dé lugar a um
érro, em valdr absoluto, inferior a =, por mais pequeno
que ¢ seja, diferiri de wm tiio pouco quanto quizermos.
Este 2. caso, fica, pois, separado do 1.°, pelo mesmo hiato
que separa a probabilidade da certeza (*).

(") Com <uma probabilidade tio grande quanto se queira» deve
entender-se — uma probabilidade tio préoxima de wm quanto se
queira,

(*) A eerteza &, para nis, a probabilidade de tirar uma bola
branea duma urna que 86 contém bolas dessa edr. Para LAPLACE
havia uma diferenca essencial entre probabilidade e cerfeza:
«Quand tous les cas sont favorables & un événement, sa proba-
bilité se change en certitude, et son expression devient égale &
'unité, Sous ee rapport, la eertitude et la probabilité sont compa-
rables, quoiqu’il y ait une différence essentielle entre les deux
états de 'esprit, lorsqu'une vérité lui est rigourensement démon-
trée, ou lorsqu’il apercoit encore une petite source d'erreurs
(LAPLACE, Essai Philosophigue sur Les probabilités), Para JAcoB
BERNOULLI, essa diferenca essencial nio existia: - Certitudo rerum,
spectata in ordine ad nds, non omnium eadem est, sed multipli-
citer variat secundum majis et minus. Illa de quibus revelatione,
ratione, sensu, experientia, dwsliz aut aliter ita constat, ut de
eorum existentia vel futuritione nullo modo dubitare possimus,
summa et absoluta certitudine gaudent. Caetera omnia imperfectio-
rem ejus mensuram in mentibus nostris obtinent, majorem mino-
remve, prout plures vel pauciores sunt probabilitates, quae sua-
dent rem aliquam esse, fore aut fuisse-.

Probabilitas enim est gradus certitudinis, et ab hae differt ut
patrs i toto (J. BERNouLLl, Ars Conjectandi, Pars Quarta, C. I).
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A identificagiio nfio poderd deixar de ser prowvdvel, mas
i falta de melhor, aceiti-la-hemos, visto que o conheci-
mento duma probabilidade representa, para nés, alguma
coisa de titil.

Na avaliagfio da probabilidade das coisas «reside toda
a sciéncia dos fildsofos e toda a prudéncia dos politicos»
(... in gquo solo omnis Philosophi sapientia et Politici
prudentia versatur) (1).

A identificacfio do

3. easo

com o 1.°% faz-se do mesmo modo; os elementos a deter-
minar sfio, agora, dois, em vez de um. Mas o processo da

sua determina¢iio é ainda o mesmo do caso antecedente.
Consideremos, agora, o

2." SUB-GRUPO

que, como vimos era constituido por fendmenos dos quais
se considerava um nimero infinito de modalidades, for-
mando um eontinuo que nds suporemos de sequnda espécie,
na terminologia de H. Poixcarg (*, Suporemos, pois, que
a cada modalidade do fendmeno em questiio, fazemos cor-
responder um ponto do espago (a um nimero conveniente
de dimensdes). O
1." easo

deste sub-grupo, que é caracterizado por nele se supir 1
conheecida a lei de probabilidade e o seu campo de exis-

() Jacor BERNOULLL, Ars Conjectandi, pars quarta, cap. II.
(*) H. PoiNcarg, La Seience et ' Hypothése, chap. I1.
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téneia, foi ji estudado nos capitulos II, ITI e IV. Passemos,
portanto, para o

2." easo

no qual se supGe conhecido o campo de existéncia da lei
de probabilidade, sendo, porém, essa lei desconhecida. A
redugiio deste grupo ao antecedente, consiste na determi-
nacio dessa lei.

Quando fazemos uma série de langamentos, @ sorte,
numa regifio e observamos os pontos directamente lan-
¢ados, a razfio do niimero de pontos que cahem dentro
duma parte dessa regifio para o niimero de pontos que
cahem dentro doutra de igual extensfio, tende para uni-
dade, 4 medida que o niimero de pontos langados aumenta
(3.” teorema de BErRNOULLI). Isto &, & medida que o nlimero
de langamentos aumenta, a distribuigfio dos pontos lan¢ados
tende a tornar-se uniforme,.

Ji se niio di o mesmo se, em vez de observarmos o
ponto lang¢ado directamente, i sorte, observarmos uma
sua imagem ou projec¢ido. Neste caso, ainda em virtude
do mesmo teorema de BERNOULLI, a distribuigfio far-se-ha
de harmonia com a correspondente lei de probabilidade.
Os pontos observados condensar-se-hdo nas vizinhangas
dos mdzrimos dessa lei. Conhecendo a lei de probabilidade
podemos, pois, prevér a distribuigiio das imagens ou pro-
jecgOes dos pontos langados & sorte, com uma probabili-
dade que aumenta com o niimero de pontos a abservar,

Reciproecamente, nés poderemos, observando um grande
nimero de Jangamentos, determinar a lei de probabilidade
do ponto observado, com uma probabilidade tdo grande
quanto se queira; ou antes, podemos determinar o valor
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do integral dessa fung¢fio desconhecida, estendido a qual-
quer segmento da regido considerada (3.° teorema de
BERNOULLI).

Este facto fornece-nos dois métodos para a determinagio
da lei desconhecida. ;

147

Pode dar-se que, razdes inerentes i natureza do fend-
meno a estudar, nos justifiquem a adopcgio, d priori, duma
lei de probabilidade, como, por exemplo, acontece com
os érros de observagio. Neste caso, faremos um grande
nimero de séries de langamentos, sendo cada série for-
mada por um nimero de langamentos suficientemente
grande, para que seja deminuta a probabilidade de que a
sua distribuicfio se nio harmonize com a distribui¢fo pre-
vista pela lei admitida d& priori, se essa lei for a verdadeira.

A razio do mimero de séries que se harmonizarem eom
a lei admitida, para o nimero total de séries, dar-nos-hi
um nimero a que (como ji vimos no 2.° caso do 1.° grupo)
poderemos chamar probabilidade dessa lei. Se julgarmos
essa probabilidade suficiente, a lei serd admitida; se ndo,
serd regeitada.

0

g o

=

método congiste no seguinte: divide-se a regiio em que

varia o ponto observado, regiiio esta que se supde conhe-

cida, num nimero de partes suficientemente (') grande.
Faz-se, em seguida, um nimero suficientemente grande

=

de lancamentos & sorte. A raziio do nimero de pontos

{!) O nimero de partes e o niimero de lancamentos a fazer,
dependeri do rigor de que precisarmos nos resultados.
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observados em cada uma dessas partes, para o nimero
total de langamentos, ddir-nos-hd, com uma aproximagio
@ probabilidade que podemos tornar tdo grandes quanto
queiramos, o integral da fun¢fiio desconhecida, ao longo
de cada uma dessas regides parciais.

Dividindo eada niimero achado, pela grandeza da regifio
correspondente, obtemos outros tantos valores da fungiio
procurada. Mas isto nfio basta para determinar a lei.

H# uma infinidade de fung¢des que, integradas ao longo
das regides consideradas, diio nimeros iguais aos antece-
dentes. Como escolher uma, dentre tantas ?

Todas as fungdes cujos integrais sejam iguais aos ni-
meros achados, siio igualmente bdas visto que se harmo-
nizam igualmente eom o 3.° teorema de BERNOULLL
Escolheremos, & falta de razio mais forte, aquela que
mais bem se preste s aplicacdes que lhe quizermos dar,
isto &, a mais simples, para o fim que tenhamos em vista.

Como no sub-grupo antecedente, o

J." easo

reduz-se ao 2.°. Os pontos observados distribuir-se-hio
numa regiiio de contérno absolutamente arbitrdrio.
Podemos, mesmo, supdr que o campo de existéneia da
lei é ilimitado em todos os sentidos; a determinagio da
lei nos diz depois quais as partes dessa regiiio de proba-
bilidade nula; isto é a prépria lei limitard o seu campo
de existéncia. :
Do mesmo modo, no 3.” easo do 1.° sub-grupo, nés
podiamos supdr que o fendémeno era qualitativamente
indeterminado; a determinagfio quantitativa da classe nos
diria depois quais as modalidades de probabilidade nula.
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Debaixo deste ponto de vista, estes dois ltimos easos nio
sio distintos um do outro. Convém, porém, distingui-los,
para facilitar a exposigiio.

Nota

No que acabamos de dizer, nos supdmos, implicitamente
que as classes (ou regides) em que as tiragens sio feitas,
se manteem qualitativa e quantitativamente invaridveis.
De contririo, nada podia fazer-se. A nfio ser que a variagio
se fizesse duma maneira lenta e regular e fosse possivel
determinar a lei de variaciio, de modo a poder fazer as
devidas correcedes.

Passemos agora para o

2. Grupo

de fendmenos e justifiquemos, em primeiro lugar, a
hipitese em que apoiamos a sua construgiio, ou antes,
expliquemos o que queremos dizer com ela.

A proposigiio tirar, & sorte, um elemento duma classe,
tem para nés um sentido quando nds somos os agentes da
tiragem.

Mas quando o agente da tiragem seja um ser semilbante
a nds, essa proposi¢io nfio tem, para nés, sentido, ou
antes, niio tem, para nés, um sentido diferente do da
proposigiio tirar wm elemento duma classe. Casos haveri,
porém, em que seja legitimo dar a esta proposi¢io o
mesmo sentido da primeira.

Com efeito, em que condig¢hes devemos nds de fazer uma
tiragem, para que a possamos dizer feila, a sorte ?

Em primeiro lugar, devemos desconhecer, por completo,
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a distribuigio dos elementos na classe em que a tiragem
é feita,

Em segundo lugar, devemos fazer a tiragem de modo
que niio possamos prevér o elemento que vai sair, nem tio
pouco a sua qualidade, nfio podendo essa previsdo ser
feita por nds, nem por nenhum ser semelhante a nds.

Ora, todas as vezes que as tiragens sejam feitas nestas
circunstineias, por um ser semelhante a nds, nada se
opde, a priori, a que fagamos a hipétese de que as tiragens
darfio os mesmos resultados que dariam se elas fdssem
feitas por nds mesmos.

Assim, dada uma urna, contendo nove décimos de holas
brancas para um décimo de bolas pretas, nés apostariamos
que sairia uma bola branca, numa tiragem feita, & sorte,
se nds mesmos fossemos os agentes da tiragem. E conti-
nuariamos a apostar na mesma edr, se, o agente da tira-
gem sendo outrem, ela fisse feita nas cireunstiincias atrds
descritas, isto 6, se puzéssemos o agente da tiragem em
condigbes de nilo poder prevér o elemento que ia tirar,
nem de poder ter o menor indicio da distribuigio das
bolas dentro da urna. E na admissfio desta hipétese que
se fundam todos os jogos de azar e ¢ para a justificagio
dela que, por exemplo, se baralham as cartas dum baralho,
antes de serem dadas e se di ao verso das mesmas uma
aparéncia identica,

Todas as vezes que esta hipitese niio possa ser feita,
por falta duma ou de ambas as condi¢des, o fenémeno
saird fora do dominio desta sciéncia.
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A hipitese de que esse agente estd a fazer tiragens i
sorte, deve ser posta de parte, todas as vezes que os re-
sultados se nfio harmonisem com as leis de BERNOULLI e
andlogas, porque aqui, como aliis em qualquer sciéncia,
as condigbes exteriores podem enganar-nos,

Assim o pensava o padre GaLiani, filésofo e economista
do século xvIi, como se vé por esta anedota que dele
conta BERTRAND:

«Un jour, & Naples, un home de Basilicate, en présence
de I'abbé GALIANI, agita trois dés dans un cornet e paria
d’amener rafle de 6; il I'amena sur-le-champ. Cette chance
est possible, dit-on; I'home réunit une seconde fois, et I'on
répéta la méme chose; il réunit les dés dans le cornet
trois, quatre, cinq fois, et toujours rafle de 6. Sangue di
Bacco, 8’ecria I’abbé, les dés sont pipés» (V).

Pelo que acabamos de vér, os fenémenos do segundo
grupo, ou bem se identificam com os do primeiro e nesse
caso ji estdo estudados; ou niio se identificam e nesse
caso niio fazem parte do objecto desta sciéncia.

No que acabamos de dizer dcérea dos fendmenos do

(") J. BErRTRAND Caleul des Probabilites, Préface.
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segundo grupo, ndo nos referimos explicitamente aos
fenémenos do segundo sub-grupe, porque a analogia que
existe entre a composigido qualitativa duma classe e o
campo de existéncia da lei de probabilidade, composipgdo
quantitativa e forma da mesma lei, nos dispensa dessa refe-
réncia.

Consideremos, agora, o

3." Grrupo
de fendmenos.

Quando fazemos uma série de tiragens (ou lancamentos',
i sorte, os elementos obtidos sucedem-se desordenada-
mente, isto é, sem obedecerem a nenhuma lei. De contririo,
podé-los-hiamos prever, o que é incompativel com o que a
intuigio nos diz das tiragens feitas & sorte, consideradas
nos casos jd estudados. Ora, quando as modalidades dum
qualquer fenémeno se sucedem dum modo desordenado,
esse facto desperta, também, em nés, uma vaga nogio de
sorte ou acaso.

Poderemos nds reduzir, identificar, esta vaga nogiio
de acaso, agora considerada, com a de hii pouco ? Isto &,
poderemos nés determinar gquantitativamente uma classe,
formada qualitativamente pelas modalidades do fendémeno
em questiio, de modo a podermos supdr que os fendmenos,
produzidos pelas suas causas naturais, se sucedem como se
fdssem tirados, & sorte, por nds mesmos, nessa classe ?
Ou, no caso de conhecermos apenas em parte o niimero
de modalidades do fenémeno (o que podemos sempre
supdr), poderemos nés determinar qualitativa e quantita-
tivamente a classe correspondente ?

Admitiremos que sim.
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Como justificar esta hipotese ?

Duma s6 maneira: verificando que as conclusdes que
dela se tiram, se harmonizam com os factos.

Essas conclusdes teem todas, por remate, os teoremas
de BERNOULLI e proposi¢des andlogas.

A primeira conclusiio a verificar, seria a correspon-
dente ao 3.° teorema de BERNOULLI, porque ela nos servia
para determinar qualitativa e quantitativamente a classe,

Ora, o 3." teorema de BErRNOULLI diz-nos que: ha uma
probabilidade sempre crescente de que a razio do niimero
de fenémenos observados duma modalidade para o nlimero
total de experiéncias, difira da probabilidade dessa moda-
lidade tio pouco quante se queira. Por outras palavras:
se, apos cada experiéncia, dividirmos o niimero de vezes
que obtivemos cada uma das modalidades, pelo niimero
total de experiéncias, obtemos nimeros que tendem para
um limite que é a probabilidade da modalidade corres-
pondente; a probabilidade de que esses nimeros se avizi-
nhem dos respectivos limites, aumenta com o nimero de
experiéncias.

De modo que, enquanto o niimero de experiéncias for
deminuto, os nimeros obtidos variarfio muito irregular-
mente (visto que a probabilidade de que se avizinhem do
limite, é deminuta); mas essa irregularidade ird deminuindo
A medida que o nimero de experiéncias aumentar.

Se os factos observados se niio harmonizarem com o
que acabamos de dizer, é porque a hipitese de que par-
timos nfio & ligitima, quer porque os fendmenos niio
sejam identicos a tiragens feitas i sorte, quer porque a
classe em que as tiragens siio feitas, varie.

Se a verificaciio se fizer, ndo s6 para o 3.° teorema de




172 Elementos de Cidleulo das Probabilidades

BERNOULLI, mas também para as proposigdes andlogas, é
porque a hipdtese era legitima durante o intervalo de
tempo gasto nessa verificagfio.

E, enquanto que o meio em que o fendmeno se produz,
nilo variar sensivelmente, nada se opde a que continuemos
a ter a hipitese por aceitivel. Se 0 meio variar, a hipés-
tese ainda pode ser aceitivel; mas pode a variagio do
meio alterar a composi¢iio da classe e nesse caso seri
preciso determind-la de novo e tantas vezes quantas as
precisas para determinar a lei de variagiio, se essa lei
existir.
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