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TEOREMA. — Qualquer involugdo do grupo cremonianoc
é equivalente a uma das seguintes:

a) homologia harmdnica;

b) involugdes de Jonquidres;

¢) involugdes com sete ow oito pontos fundamentais
distintos tendo eomo invariante um sistema irredutivel de
ciibicas com ésses ponios bases.

70. — Involugdes de Jonquiéres. A involugiio tem como
invariante um feixe de reectas, podendo todas as rectas
serem invariantes ou nio.

No primeiro caso, é evidente que todos os pares de
pontos conjugados hiio de estar alinhados com o ponto
F._i, o a involugdio é perspectiva; ao ponto F,,_; chama-se
centro da involugiio e designamo-lo por O.

Uma involugiio perspectiva é de classe zero, Com
efeito, uma recta arbitrdria do plano tem por conjugada
uma curva de ordem m que a encontra em m pontos, eada
um dos quais, devendo ter o conjugado sObre a recta, e,
a0 mesmo tempo, alinhado com O, s6 pode ser duplo. O
logar déstes 6 uma curva dupla de ordem m. Esta pro-
priedade é inversa da demonstrada no n.” 26, d.

Cada raio do feixe O encontra a curva dupla em dois
pontos, que separam harménicamente qualquer par de
pontos conjugados existentes nesse raio. Se um raio do
feixe & tangente a4 curva dupla num ponto fora de 0O, a
involuciio sdbre ésse raio é parabdlica e todos os seus
pontos teem por conjugado o referido ponto de contacto;
logo &ste ponto é um dos pontos fundamentais simples e
a tangente a recta fundamental respectiva.

Se a curva dupla niio eontém singularidades fora de O,
isto &, se tem o género m —2, por uma bem conhecida
formula de PLUCKER, a elasse é igual a 4m—@6, e pelo
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ponto O, além das tangentes aos # —2 ramos que por é&le
passam, podemos conduzir outras 2 m —2 tangentes, cujos
pontos de contacto siio todos os pontos fundamentais sim-
ples; as tangentes siio as respectivas rectas fundamentais.

Por outro lado qualquer raio » do feixe 0, encontra a
curva dupla em dois pontos P e Q e a primeira polar dessa

lati tea O to M, tal £9.,90
ra relativamente a O num o M, tal qu FE_ =
curva relativamente a num ponto M, tal que PM | QM
=0, donde (PQOM) =—1, por onde se reconhece que M

é conjugado de O na involugiio. Obrigando r a deserever
o feixe O, reconhece-se que a curva fundamental de ordem
m—1 relativa a O & a primeira polar indicada.

71. —- Suponhamos agora que a curva dupla tem sin-
gularidades fora de O. E evidente que ésses pontos sé
podem ser duplos. Se a eurva for de género p<m—2,
ainda podemos conduzir por O 2p+2 tangentes & curva
dupla, cujos pontos de contacto sio pontos fundamentais
simples. Cada um dos m —p —2 pontos duplos deve con-
tar-se por dois pontos fundamentais simples infinitamente
proximos. Se submetermos o plano = da involugiio a uma
transformagiio quadritica com os pontos fundamentais em
O, num dos pontos duplos da curva dupla e em qualquer
dos 2p +2 pontos simples, é facil de calcular a ordem da
involugiio equivalente de =. Com efeito, a uma recta
de 7' corresponde uma cénica de = circunserita aos trés
pontos fundamentais; esta cdnica tem por conjugada na
involugdo déste plano uma curva de ordem m passando
com m—2 ramos por O, e simplesmente pelos pontos
duplos da eurva dupla e pontos fundamentais simples.
Esta curva transforma-se em =’ numa curva de ordem
m—1 com um ponto miiltiplo de ordem m—2, corres-
pondente a recta donde partimos; como a ecurva dupla se
transforma numa curva dupla em =’ de ordem m —1 com
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um ponto de ordem m —2 e m—p—3 pontos duplos, a
iavolugiio de =' é da natureza da de = com a ordem di-
minuida duma unidade.

Operando repetidas vezes, chegar-se hi a uma involu-
¢fio em que a curva dupla niio tem pontos duplos; logo
éste caso é redutivel ao primeiro.

No entanto, se é p =0, a involugiio quadriitica, a que
se chega, pode reduzir-se @ homologia harmdnica, me-
diante uma transformacgfio quadrdtica com os pontos fun-
damentais nos dois pontos fundamentais da involugiio
situados na cénica dupla e noutro ponto qualquer da
mesma curva.

Se a curva dupla for redutivel, como cada raio do
feixe O deve encontri-la em dois pontos, niio pode uma
das partes ser um raio désse feixe; a curva s6 pode de-
compor-se em duas partes de ordens 3, e 83 (51 + 52 = 11i)
passando por O respectivamente com 3, —1 e 53 —1 ramos.

Estas curvas encontram-se ainda em 3, +&:—1 pontos
fora de O, que podemos identificar com os pontos duplos
do caso anterior,

Procedendo andlogamente, chegamos a éstes resulta-
dos: se §; =23z chega-se & homologia harmodnica ; se 3; =52
chega-se a uma involugdio perspectiva com uma curva
dupla de ordem 3; —8: com um ponto miltiplo de ordem
81 —38:—1 em O, easo que vamos estudar.

Se a curva dupla tem em O um ponto miltiplo de
ordem m — 1, sobre cada raio do feixe com centro em O,
hé uma involug¢iio em que um dos pontos duplos é ésse
mesmo ponto.

Dos pontos simples m — 1 siio infinitamente proximos
de O e sdbre a curva dupla; os restantes nio podem estar
sobre esta curva, porque das suas intersecgbes com uma
curva conjugada duma recta arbitriria do plano deve
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haver m varidveis; ora com os m — 1 meneionados temos
m?—[(m—1)24 (m— 1)]=m. Mas, como devem ser infi-
nitamente proximos de O, as curvas correspondentes fis
rectas do plano teem nesse ponto contactos de ordem
s8i+1, ;24-1, ... tais que ;1 4+ s+...=m—1. Subme-
tendo o plano a uma transformagio quadritica tal que
um ponto fundamental seja O, outro o ponto infinitamente
préximo sbbre a tangente a um daqueles ramos das curvas
correspondentes as rectas do plano, e o terceiro em qual-
quer ponto da curva dupla, a involugiio equivalente que
se obtém & de ordem inferior e da mesma natureza. Re-
petindo a construgdo chega-se 3 homologia harménica.

72. — Se a involugfio nfio é perspectiva, o feixe inva-
riante tem apenas dois raios invariantes, podendo dar-se
0s casos de serem ambos constituidos por pontos duplos,
um apenas, ou nenhum.

@) Se os dois raios invariantes sfio constituidos por
pontos duplos, transformando quadrdticamente o plano
noutro, pondo um ponto fundamental em O, outro num
ponto fundamental simples e outro em qualquer ponto
duma daquelas rectas, obtem-se uma involucio equivalente
nas condi¢tes de b).

b) Seum dos raios invariantes é econstituido por pontos
duplos, transformemos o plano, pondo um ponto funda-
mentado em O, outro num ponto fundamental simples e
outro num ponto da recta dupla; obtemos uma involucio
nas condicGes de e).

¢) Resta analisar o caso de as duas rectas invariantes
niio serem duplas, Os pontos conjugados sObre estas rectas
formam involuches que conterfio quatro pontos duplos
isolados da involugfio eremoniana considerada. Trans-
formando o plano de modo que o triingulo fundamental
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tenha num vértice em O e os outros em dois pontos fun-
damentais simples, tais que a reecta fundamental relativa
a qualquer nfio passe pelo outro, a involugio muda numa

- equivalente de ordem inferior; assim se chegard & invo-

lugiio quadritica a que nos referimos no n.* 53, da qual
se passa para a homologia harmdénica, pondo dois pontos
fundamentais em dois dos pontos fundamentais da invo-
lugfio e o terceiro num ponto duplo,

Como as transformacles quadriticas indicadas sio
exequiveis em todos os casos, vemos que as involugGes de
Jonguiéres podem deduzir-se da homologia harmdnieca,
excepto quando teem uma curva dupla nfio unicursal,
porque se reduzem ao caso indieado no n.° 70.

78. Tipo com sete pontos fundamentais. Pomos de
parte os casos de trés pontos estarem em linha recta ou
de seis formarem um hexdigono de Paseal, porque seria
redutivel a réde de cibicas ecom ésses pontos bases. Desi-
gnando por k), k:,... %7 as suas ordens, temos

7
Ek=3m—3;
=1

por outro lado para as eiibicas determinadas pelos mesmos
pontos eom um ponto duplo num déles, serd

k.*hé{k;éﬁm (i=1, 2, ... 7).

Destas relagdes deduz-se m <8 e k<3, sendo i=1,
2,.. 7, isto é a involugfio nfo pode ter ordem superior a
oito, nem pontos fundamentais de ordem superior a trés.

Se um dos pontos for simples, por exemplo & =1, e
a recta fundamental respectiva passar por éle, a involugiio
é doutro tipo, em virtude do n.° 44. Se a recta é a que une
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os pontos fundamentais de ordem k: e k3, transformando
o plano noutro por uma transformacgiio quadritica, com
os pontos fundamentais nestes e noutro de ordem /i
obtem-se nma involu¢fio equivalente, cuja ordem

m' =m — 4k + apn -+ 2a12 1+ 2ous

se deduz seguindo um raeciocinio bem conheeido. Como &
ki>an e by > o+ o3, vem m' <m—Jy, e a involugiio é
redutivel.

Se a involugdo tem um ponto fundamental duplo (k;=2)
e a chOnica correspondente passa por éle, atendendo
ao n.” 44, a involug¢io tem um feixe invariante de curvas
unieursais, caso ji estudado.

Se ela passa pelos pontos de ordem k|, %,...%ks temos

Say=2% (i=1,2,...5),

=1
de modo que transformando o plano e pondo os pontos
fundamentais nos trés primeiros déstes pontos, a ordem
da involugio equivalente que se obtém &

m' = ayy + w55 4 2ous;

mas aptas<lh e wstas<hks; logo m'<k+k. Se
ks + ks fOsse igual a m, a recta que unia ésses pontos era
fundamental e estariamos no caso anterior; logo é sempre
m' < m.

Resta considerar o caso m =8, £ =3. As curvas fun-
damentais serfio eciibicas, que devem ser determinadas
pelos pontos fundamentais; logo devem passar por todos
e ter um ponto duplo num déles.

Se éste ponto nfo [0sse o correspondente, a involugio
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conteria um feixe invariante de curvas unicursais (n.® 44)
e seria redutivel.

Resta tomar eomo tipo a involugiio de 8.* ordem com
sete pontos fundamentais triplos, tendo cada eurva fun-
damental um ponto duplo no respectivo ponto fundamental.

A jacobiana da réde de cibicas é uma curva de 6.* or-
dem com pontos duplos nos sete pontos fundamentais e
é a earva dupla da involugio.

Esta involugiio foi descoberta por GEISER, a propdsito
dum probléma diferente (!). Designd-la hemos pelo seu
nome.

74. Tipo com oito poitos fundamentais. Esta involu-
¢iio conteril como invariante o sistema de eurvas de 6. or-
dem com ésses pontos bases duplos. Istes pontos, além
de distintos, nfio podem estar trés em linha recta, seis
nfio podem formar um hexdgono de Pascal, nem passar por
éles uma cidbica com um ponto duplo num déles, alidis o
sistéma seria redutivel, o que nos levaria aos casos ante-
riores.

Designando por ki, ki,...ks as ordens désses pontos
temos

B

,‘£.2k;=3m—3;

1=l
para as curvas de 6." ordem tendo a mais um ponto tri-
plo num déles ter-se ha

=
E+Z2kh<3m (=1,2, ...8).
i

(') GeISER, Uber zwei geomelrische Probleme, J. DE CRELLE
T. 67 —p. 78 a 89,
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Destas relagdes vem m <17 e k<6 sendo =1, 2... 8.

Se a involu¢io contém um ponto fundamental simples
ou duplo, é redutivel, em virtnde do que dissemos no
nimero anterior.

Se tém um ponto triplo (ks = 3), e a eiibica correspon-
dente passa por éle, a involugiio nilo oferece interesse em
virtude do n.” 44.

Suponhamos, entfio, que passa pelos outros sete pontos,
com um ponto duplo no de ordem k temos

ki +:é:kl=3 m e oy -{—g‘.z.;= 3k (i=1, 2,3)

A coniea determinada pelos pontos de ordem ky, ki,
ks, ks, k7, niio 6 fundamental, alidis estariamos no caso
anterior; se designarmos por e a ordem da curva conju-
gada e por g o niimero de ramos com que esta passa pelo
ponto de ordem k;, temos

Eh=2m—e (I=1, 4,5, 6, 7)
Zay=2k—5 (l=1,4,5,6,7;1=1, 2, 89)

Destas relages vem

3
kithkthkhh=m+te o Zay=k—s (i=1, 2, 3)

=3 .

Transformando o plano noutro, com os pontos fun-
damentais nos pontos de ordem ki, k:, k3 vem uma invo-
lugio de ordem m'=m — (3 e—e1—ea—e3)<<m, que é
inferior.

Se a involugfio contivesse um ponto fundamental de
4.* ordem, a curva correspondente nio podia ter um
ponto triplo porque nfio ficaria determinada pelos oito
pontos (n.” 21); logo deve ter tres pontos duplos e cinco
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simples; quer tenha no ponto correspondente um ponto
simples ou duplo, estamos reduzidos a casos estudados,
em virtude do n.” 44. O mesmo, se houvesse um ponto
quintuplo.

Resta o caso de serem séxtuplos todos o8 pontos fun-
damentais e portanto m=17. As curvas fundamentais
gio curvas de 6. ordemr com um ponto triplo e sete
duplos; o ponto triplo deve estar sébre o ponto corres-
pondente, alids teriamos um caso ji estudado.

Esta involugdio econstitue um novo tipo, descoberto
por BERTINI. Designd-la hemos pelo seu nome.

75. A diseussiio déste § resume-se no seguinte:

TEOREMA. — Qualquer involugdo do grupo eremoniano
no plano pode deduzir-se, por meio dumae transformapdo
do mesmo grupo, duma das seguintes involugdes lipos:

I) homologia harmdnica.

IT) involugdo perspectiva de Jonguicres de ordem m com
uma curva dupla de género m — 2.

IIT) involugdo de oitava ordem eom sete pontos funda-
mentais triplos (GEISER).

IV) involugdo de décima sétima ordem com oito pontos
fundamentais séxtuplos (BERTINI).

76. — Ao teorema anterior pode dar-se outra forma
baseada no que expuzemos no n.” 57.

O segundo tipo tem eomo invariante um sistéma o ?
|{C"| de ordem e grau m, com um ponto base de ordem
m —2 no centro da involugio, eom pontos bases simples
sobre os 2m — 2 pontos fundamentais simples e mais m — 2
pontos bases simplés em quaisquer pontos duplos da in-
volugio. Estabelecendo uma correspondéncia projectiva
entre as suas curvas e os planos do espago, a involugio
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pode considerar-se imagem duma homografia involutiva
entre os pontos duma superficie 3". A curva C"—! que
tem no centro da involugfio um ponto miltiplo de ordem
m —3 e passa simplesmente pelos 3m —4 pontos bases
simples de |C™| fica bem determinada. Qualquer curva
déste sistema c? encontra-a em m — 2 pontos varidveis,
tais que um determina todos os outros. Com efeito, se dois

déles fOssem arbitrarios, um terceiro (destinado a fixar

uma curva de [C"|) determinaria uma reeta conduzida
pelo centro da involugfio, que juntamente com C"—! eons-
tituiria a curva do sistema obrigada a passar por éles.
Por outras palavras, todas as curvas de |C"| que passam
por um ponto de C*— !, passam ainda por outros m — 3,
e formam uma rede; os planos homélogos do espaco for-
mam, portanto, uma estréla com o centro um ponto ‘de
8™ o qual, tendo por imagem m — 2 pontos do plano da
involugfio, é um ponto miltiplo desta ordem.

O seu logar é uma recta miltipla de ordem m —2,
existente na superficie. Esta nio pode conter outra linha
miiltipla, porque as suas sec¢bes planas, tendo por ima-
gens as curvas de género m —2 de |C"|, devem possuir
0 mesmo género,

A involugiio de GEISER tem como invariante um sis-
téma = de eurvas de 6.* ordem, com pontos bases duplos
nos seus sete pontos fundamentais; mas as curvas deéste
sistéma, que passam simplesmente por trés pontos duplos
da involugfio, Dy, D: e Dy, formam um sistéma w=? de
género trés e grau ecinco, também invariante. Estabele-
cendo a conheecida correspondéncia entre as suas curvas
¢ os planos do espago, obtem-se uma superficie de 5.* ordem
com cincoenta e seis ednicas, correspondentes aos sete pon-
tos fundamentais, #s vinte e uma rectas de unifio ddstes,
iis vinte uma edénicas determinadas por cinco déles, e is
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gete cibicas que passam pelos mesmos pontos com um
ponto duplo num déles. Com efeito, qualquer destas linhas
é encontrada em dois pontos varidveis pelas curvas do
sistéma w3 | C8), .

A rede das cibicas que passam por 8sses sete pontos
é representada por um sistéma <? de curvas de 4.* ordem
e género um sibre a superficie.

Qualquer das trés cibicas que passam pelos sete pontos
fundamentais e por dois dos pontos D, sfio encontradas
pelas C® em dois pontos, um dos quais, apenas, é arbitri-
rio, como se mostraria ficilmente, seguindo um racioeinio
idéntico ao de hd pouco. Essas curvas seriio portanto
representadas por trés rectas duplas sbbre a superficie.

Como aquelas elibicas se encontram em trés pontos
féra dos pontos bases do sistéma | C%|, tais que as curvas
déste, que passam por um déles, passam necessdriamente
pelos outros, os planos homélogos formam uma estréla,
cujo centro deve estar simultineamente sObre as rectas
duplas. Logo estas sfio concorrentes.

A superficie nfio pode conter outras linhas miltiplas,
porque as suas sec¢bes planas deverfio ser de 5.* ordem
e género trés,

Na involugiio de BERTINI, as curvas de 9.* ordem, com
pontos triplos nos oito pontos fundamentais, constituem
vm sistema linear ==f invoriante. As curvas déste sistéma,
que passam com dois ramos por um ponto duplo D da
involugiio, formam nm sistéma linear »* de género 3 e
griu 5. Procedendo como nos casos anteriores, obtém-se
uma superficie de 5.* ordem,

A eiibica que passa pelos pontos fundamentais e por D
corresponde uma recta dupla sobre a superficie.

Logo:

TEOREMA. — Qualguer involugdo do grupo eremoniano

5 ot g s Some- £ ’ i gt ] i B
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no plano pode econsiderar-se imagem duma homografia
involutiva entre os pontos dum plano, ou duma superficie
de ordem m com wma recta miiltipla de ordem m —2, ou
duma superficie de 5.* ordem com tres reetas duplas con-
correntes ouw duma superficie de 5." ordem com uma recta
dupla.
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