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THEORIE ANALYTIOUE

ni

SYSTEME DU MONDE.

LIVRE TROISIEME.

THEORIE DES COMETES.

Jusqu'a la fin du xvn® siecle on avait regardé les
cometes comme des phénomeénes particuliers dans le
systeme du monde. Newton montra gu'elles sont,
comme les planétes, soumises aux lois de Ja gravita-
tion universelle; et il rendit un éminent service i
I"astronomie en les rattachant par ce lien au reste de
notre systeme solaire, et a la philﬁsmphie en dissipant
pour jamais les vaines terreurs qu'inspirait leur appa-
rition.

La théorie des cometes peut se diviser en deux
points principaux : le premier a pour nbje: la déter-
mination de leurs orbites, d’apres les données four-
nies par I'observation; le second, celle des perturba-
tions qu'elles peuvent éprouver par Paction des
planetes. Nous allons examiner successivement dans
ce livre ces deux grandes questions.
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CHAPITRE PREMIER.

DETERMINATION APPROCHEE DES ORBITES DES
COMETES,

1. Les cometes sont des astres qui difféerent des
planétes, non-seulement par leurs apparences physi-
ques, mais encore par la marche irréguliere qu'ils
affectent. Elles parcourent au hasard toutes les ré-
gions de l'espace, les unes dans un sens, les autres
dans la direction opposée. Les plans de leurs orbites
ne sont plus compris dans une zone étroite de la
sphére céleste ; ils peuvent avoir entre eux des incli-
naisons quelconques. Mais les cométes sont, comme
les planétes, assujetties a la loi de la pesanteur uni-
verselle, et elles décrivent, en vertu de ce principe,
des courbes rentrantes, dont le Soleil occupe un des
foyers. Probablement, et 'analogie nous porte a le
croire, les orbes des cometes sont, comme ceux des
planétes, des courbes elliptiques; mais ces ellipses
sont tres-allongées et leurs grands axes presque infinis,
puisque nous n'apercevons ces astres que dans une
partie de leur cours lorsqu’ils approchent du Soleil,
et qu'ensuite ils disparaissent totalement de nos yeux
armés de tous les instruments que l'esprit humain
inventa pour en prolonger la portée. Ce ne serait
donc qu'une question de pure curiosité, intéressante
sous le point de vue analytique, mais peu importante
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aux besoins de I'astronomie, que celle qui aurait pour
but de déterminer les éléments de 'orbite d’une co-
mete, d’aprés les observations faites pendant la courte
durée de son apparition, si nous ne devions plus I'a-
percevoir dans la suite, et si elle avait abandonné
pour toujours les limites de notre systéme planétaire.
Mais il faut observer que c'est le seul moyen que
nous ayons de reconnaitre cet astre, lorsque, apres
avoir accompli sa révolution, il reviendra vers le So-
leil. 11 ne faut pas, en effet, compter pour cela sur ses
propriétés optiques : 1'étendue da noyau, la cheve.
lure, la disposition de la queue, l'éclat de sa lumiére,
toutes ces données varient a chaque instant de forme,
de grandeur et d'intensité, 4 mesure que les cométes
approchent du Soleil ou de Ia Terre, et les circon-
stances enfin dans lesquelles elles se trouvent, chan-
gent a chaque révolution, parce que la matiére si
rare qui compose leur chevelure et lear queue se dis-
sipe graduellement dans Pespace.

C’est donc en comparant les éléments de la cométe
que Fon observe, & ceux des cométes qui ont été ob-
servées précédemment, que I'on peut s’assurer si cet
astre apparait, en effet, pour la premiére fois, ou si
ce n'est qu’une cométe déja connue qui revient i son
périhélie. 11 devient done indispensable de calculer
ses ¢léments. Newton le premier, dans son admirable
ouvrage des Principes, a donné une solution de ce
probléme, fondée sur des econsidérations géométri-
ques tres-ingénieuses. Halley, par des calculs im-
menses, 'appliqua & toutes les cométes connues de
son temps. Ce travail porta son fruit, et ce grand as-

| I
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tronome reconnut le premier Videntité des cometes
observées en 1456, 1531, 1607 et 168a; résultat im-
portant, et qui valut un nouveau triomphe a la théo-
rie de la pesanteur universelle, en montrant que la
marche des cométes, si irréguliére en apparence, est
aussi certaine que celle des planétes, et en mettant les
géométres 4 méme de suivre le cours et de prédire
les retours futurs de ces astres, qu'on avait’ regardés
jusque-la comme des phénoménes a part et en dehors
de toutes les lois qui régissent les autres corps du sys-
teme du monde.

La question que nous allons traiter intéresse donc
non-seulement les géometres comme un bel exercice
d’analyse, mais encore les astronomes comme un
point de théorie qui peut avoir d'importantes appli-
cations. Aussi beaucoup d'entre eux en ont fait 'ob-
jet de leurs méditations, et nous avons aujourd’hui,
pour résoudre ce probléme, plusieurs méthodes qui
conduisent, par des voies différentes, i des résultats
également satisfaisants. Cele que nous allons exposer
ici a I'avantage de se plier, avec la plus grande faci-
lité, aux ealculs numériques et de conduire par des
approximations successives aux résultats les plus
exaclts p(‘ut-étr* que la qﬂcsliml puisse comporter.
Elle dérive assez simplement des formules données
par Lagrange, qui le premier a traité cette question
d’une maniére purement analytique ; mais elle a I'a-
vantage d'éviter les principaux inconvénients que pré-
sentait, dans les applications numériques, la méthode
donnée par ce grand géometre dans les Meémoires de
Berlin pour 1778, et qu'il a reproduite ensuite dans le
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second volume de la Mécanique analytique; inconvé-
nients qu'il aurait sans doute reconnus lui-méme, s'il
etit pris le soin d’appliquer ses formules a la détermi-
nation de I'orbite de quelque cométe connue. E

On sait qu'il suffit, en général, de trois observa-
tions pour déterminer toutes les circonstances du
mouvement d'une comeéte. Cette question est méme
susceptible d'une solution rigoureuse ; mais les équa-
tions finales auxquelles elle conduit, sont tellement
compliquées et d'un degré si élevé, qu'il serait abso-
lument impossible d’en faire usage: aussi a-t-on pris

le parti de recourir aux méthodes d'approximation. »
Celle qu'on a généralement adoptée, est fondée sur la r
supposition que les observations qu’on emploie sont .

peu éloignées I'une de 'autre, ce qui permet de trai-
ter comme de tres-petites quantités les intervalles de
temps qui les séparent. On peut alors, au moyven de
trois longitudes et de trois latitudes observées, déter-
minex tous les éléments de l'orbite, savoir : I'excen-
- tricité, la longitude du périhélie et celle de Uépogque,
Uinclinaison,\a longitude du neeud et e grand axe. Ce
dernier élément est le seul (ui puisse laisser de Uineer-
titude, parce qu'il faudrait, pour le déterminer exac-
tement, connaitre la durée d’une révolution de la co-
méte, ce qu'on ignore presque toujours; mais on peut
remarquer que, lorsque la comete est pres de son pé-
rihélie, et c'est alors seulement que nous 'apercevons,
Pellipse qu'elle décrit se confond sensiblement avee
la parabole qui‘a son sommet en ce point et qui est
décrite du méme [b}cr: en sorte que le mouvement
apparent de l'astre et les résultats de I'observation
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sont les mémes que s'il avait lieu sur cette courbe. On
suppose par cette raison, pour faciliter le calcul des
éléments, que l'orbite est parabolique. La solution
du probléme contient alors une équation de plus
que d’inconmues, et I'on pent en profiter pour choi-
sir, entre les diverses combinaisons de ces équations,
celle qui doit conduire & des résultats plus exacts.
Lorsqu’on est parvenu, de cette maniére, a une pre-
miére connaissance approchée de T'orbite, en em-
ployant trois nouvelles observations séparées par des
intervalles de temps plus considérables, on rectifie les
éléments que 'on a obtenus, de maniére a satisfaire le
plus exactement possible a I'ensemble des observa-
tions connues. Plusieurs méthodes analytiques ont été
imaginées dans ce but; mais comme il s’agit ici d'une
application numérique bien plus que d'une question
théorique, nous avons préféré a des méthodes plus sa-
vantes celle qui, 4 'exactitude et & la simplicité, nous
a paru réunir I'avantage d’éviter les longueurs de cal-
cul et la perte de temps que les recherches de ce genre
occasionnaient trop souvent aux astronomes.

Aprés ces notions nécessaires sur la solution géné-
rale du probléme, nous allons en développer I'ana-
lyse; nous donnerons ensuite des exemples numéri-
ques, qui faciliteront 'application de la méthode que
nous nous proposons d'exposer ici.

2. Soient , ¥, zles coordonnées de la comete dans
son orbite autour du Soleil, rapportées 4 un plan fixe
que nous supposerons étre celui de I'écliptique. Soil

T \r.x_-’-':}—j'o_‘jr z% sa distance au Soleil.

R i S
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Soient X et Y les coordonnées de la Terre dans
I’écliptique, et R = y'X? 4+ Y* sa distance au Soleil ou
son rayon vecteur.

Enfin, désignons par £, 0, { les trois coordonnées
de la comeéte rapportées i trois axes rectangulaires
passant par le centre de la Terre, en sorte qu’'on ait

z=X+§ r=¥+tyn s=3§ ()

Pour transformer les coordonnées x, y, z en coordon-
nées polaires comparables aux données fournies par
l'observation, soit @ la longitude géocentrique de la
comete, b sa latitude et p sa distance au centre de la
Terre projetée sur le plan de I'écliptique, enfin soit A
la longitude de la Terre dans le méme instant; il est
ais¢ de voir qu'on aura

X=RcosA, Y=RsinA, £=pcosa,
n=psina, &= ptangb.
Ces valeurs substituées dans les équations (1) donne-

ront:
x = RcosA + pcosa,

R

y =RsinA 4+ psina, } (2)
b — P lﬂl]g b
Chaque observation fournira trois équations sem-

blables. Sil'on ajoute ensemble les carrés de ces équa-
. - L
tions, on en tire

p*=R*'+apRcos(A — a)+ .-uzlf)* (3)

équation qui résulte d'ailleurs directement de la
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considération du triangle rectiligne formé par les
droites qui joignent le Soleil, la cométe et la Terre.
En effet, si 'on nomme ¢ I'angle compris entre le So-
leil et la comete, ou ce que les astronomes appellent

. p ha i
son élongation, R et — seront les cotés qui com-
cosh

prennent cet angle, et r le coté opposé. On aura
done
cOse

g e SONe sl
=R 2""‘Hcm;b_'_cns’.‘!: (3)

Or, l'angle ¢ a pour mesure I'hypoténuse d'un tri-
angle sphérique rectangle dont b et.180°— A + a
sont les deux autres colés, ce qui donne

cos¢ = — cos(A — a) cosh,

et les deux valeurs de r? sont par conséquent iden-
liques.

Les observations font connaitre les déux angles a
et b; 'angle A et le rayon R se calculent par les Ta-
bles du Soleil. Les équations (2) renferment donc en-
core quatre inconnues &, ¥, 2 el p, et ne peuvent
suffire par conséquent pour les déterminer. 11 faut,
pour y parvenir, faire quelque hypothése sur la na-
ture de l'orbite que décrit la comete: la plus simple
estde supposer que cette courbe est une parabole.
Dans ce cas, comme dans celui du mouvement ellip-
tique, on peut (n®32, livre II) exprimer les coor-
données de la comete, relatives a4 des observations
séparées par des intervalles peu considérables, en
séries ordonnées par rapport au temps et ne dépen-
dant que de six quantités supposées connues, qui
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sont les trois coordonnées de la cométe a une époque
déterminée, et les trois coefficients différentiels de
ces coordonnées. Sil'on substitue ces valeurs dans les
équations (2), elles renfermeront sept inconnues, sa-
voir, les six quantités dont nous venons de parler et
I'indéterminée p; mais chaque observation donnant
trois équations semblables, si I'on choisit trois ob-
servations faites 4 des intervalles de temps connus, il
est clair que les neuf équations qui en résulteront,
ne renfermeront plus que neuf inconnues et suffiront
par conséquent pour en déterminer la valeur. On
aura méme, en y joignant I'équation relative au mou-
vement dans la parabole, une équation de plus que
d'inconnues, et le probléme avec ces données pourra
¢tre complétement résolu.

Prenons donc trois observations séparées par des
intervalles de temps 6 et 6', assez courts pour que les
séries (k) du n® 32, livre I1, soient convergentes. Pre-
nons pour I'époque d'ott nous comptons le temps ¢,
et qu'on est libre de choisir arbitrairement, celle qui
répond a l'observation moyenne. Demgnons par x,
7, z les coordonnées de la cométe i cet 1mtant rap-

s an & . & AL
portées au centre du So!ell, et par x, = Tg'-r' =3

dz
2= :}—
par x°, »°, z° les coordonnées de la comete qui ré-
pondent & lvpﬂqm- t = — G de l'observation qui a
précédé, et par a’, y’, 2 celles quirépondent al’ époque
t =0’ de l'observation suivante. Si I'on développe
par la méthode du numéro cité, ces six quantités sui-

leurs trois coefficients différeiitiels. Désignons
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vant les puissances de § et de §°, on aura, pour les dé-
terminer, des expressions de cette forme :

2=Vxr+ux, rI=Vx+Ux,
)ﬂﬁ:vf +U.ri'| I?,-’:vfj +U,J-l'
P=vz 4+Uz, 2=V +Uz.

Les lettres v, u, v/, 0’ expriment des fonctions or-

données par rapport aux puissances de 6 et de @',
qui renferment en outre le rayon r et les quantités

rd ds wii ey ) s
$= —“et= relatifs a I'époque o11 'on comple t=o.

elt
Les valeurs de v, U, v/, U’ se déterminent en faisant
successivement £ — — @ et ¢t = §' dans les fonctions

que nous avons représentées par Vet U dans le n°® 52,
livre 11.

3. Cela posé, soient a°, a, a’ les trois longitudes
géocentriques de la comete, b°, b, ' ses trois latitudes,
et p°, p, p' les distances de la cométe i la Terre, pro-
jetées sur le plan de I'écliptique, dans chacune des
trois observations. Soient de plus A°, A, A’ les trois
longitudes héliocentriques de la Terre, c’est-a-dire vues
du centre du Soleil, R?, R, R’ ses trois rayons vec-
teurs correspondants, et enfin X°, Y%, X, Y, X', Y'ses
coordonnées rapportées au centre du Soleil et rela-
tives aux mémes instants, en sorte qu’on ait

Xe=DR°cosA®’, X =ReosA; X'=R'cosA’,
Yo=R°sinA’, Y = RsinA, Y =R'sinA’
Les équations (2) donneront pour les trois obser-

»

R iy
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vations faites aux époques ou l'on compte ¢ = o,
t=—0 ett=20", le systeme d’équations suivant :

Pour la premiére époque :
x =Y + pcosa,
ry=Y + psina, ; (a)
3= g tangh.
Pour la deuxiéme :
vx + vx, = X°+ p° cosa’,
vy+uy, = Y+ ¢°sina®,
VZ+4 Uz = ° tang b°.

Pour la troisiéme :
vVx + Ux,=X'+ p'cosa/,
Vy+ Uy =Y + pgsina’, ) (c)
VZiUz= o tang b'. s
1l ne s'agit plus que d’éliminer entre ces neunf équa-
tions les inconnues qu’elles renferment, pour avoir
les valeurs des quantités qui sont nécessaires i la
détermination de l'orbite de la cométe. Or, nous
avons vu, n® 34, livre 11, qu’il suffisait pour cela de
connaitre les trois distances accourcies ¢°, g, ¢’ et les
trois rayons vecteurs correspondants r°, r, . En éli-
minant done, des neuf équations précédentes, les six
inconnues &, ¥, %, X,, ¥,, 3,, on parviendra i trois
équations finales entre p°, g et g’ an moyen desquelles
on déterminera leurs valeurs. Celles de 1%, ret v se-
ront données respectivement par une équation sem-
blable a I'équation (3 ), que fournira chacune des trois
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observations, et Pon pourra, par conséquent, résoudre
ainsi complétement la question.

Pour effectuer I'élimination précédente dela maniére
la plus simple, on commencera par faire disparaitre
des équations (b) et (¢) les trois coefficients différen-
tielsa,, y,, z, et 'on remplacera ensuite dans les équa-
tions résultantes les coordonnées x, y, z par leurs va-
leurs tirées des équations (a), en faisant vu’—v'u=uv",
et en supposant, pour abréger,

Xo-X%'+Xv"=L; Yo—Y%U+ Yu'=L'.

On trouvera ainsi les trois équelliu:ls suivanles :

U'p® cosa®— Up' cos @' —D"pecosa=1,
U'p® sina®— Up'sin a'—0"psina=1L/, }(4)

U'p®tang b° — Up' tangd' — v"p tangb = o.

Ces équations sont les formules principales sur les-
quelles est fondée la solution de la question qui nous
occupe. Si ces équations étaient rigoureuses, elles
conduiraient, de quelque maniére qu’on les combi-
nat, & des résultats également exacts, mais plusieurs
des quantités qu’elles renferment ne peuvent étre dé-
terminées numériquement que par approximation, et
celles qui dépendent des données de 1'observation
participent des erreurs dont ces observations sont sus-
ceptibles ; il faudra donc avoir égard i ces circon-
stances dans I'usage que I'on fera des équations précé-
dentes, et I'on verra qu'elles doivent étre combinées
avec beaucoup de discernement, pour que les résultats
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quon en tire offrent toujours dans Ta pratique des
garanties suffisantes d'exactitude.

& Nous avons dit, n® 2, que les valeurs des quatre
quantités v, v, v/, v’ pouvaient se développer en
séries ordonnées par rapport aux puissances ascen-

dantes du temps, et qui renferment de plus les trois

. - s rdr ds "
indéterminées r, s = %ot 7 Il faut donc connaitre

préalablement les valeurs de ces trois quantités avant
de pouvoir faire usage des formules précédentes. Or
la premiére peut aisément se déterminer au moyen
de I'équation (3) du n® 2. En effet, si dans cette
¢quation on substitue pour g sa valeur donnée par I'é-
limination de ¢ et o dans les équations (4), I'équation
résultante, en la résolvant, fera connaitre la valeur de
I'inconnue r en fonction des deux autres indétermi-

. ds . - ¥
nees s et —- Quantaces deux derniéres quantités nous

donnerons le moyen de faire disparaitre la premiere
de ces formules, et la seconde n'y sera pas introduite
par lasubstitution des valeurs de v, u, v/, u', lorsqu’on
ne poussera les approximations que jusqu’aux carrés
du temps, ce qui suffira dans presque toutes les circon-
stances. Nous pouvons donc ne pas nous en occuper
pour le moment, et regarder les valeurs des trois in-
connues g% p, p' comme complétement déterminées,
en fonction de quantités toutes connues, au moyen des
équations (4).

5. Pour développer ces équations reprenons les va-
leurs de Vet U données, n® a2, livre I1.
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En ne portant Fapproximation que jusqu’aux qua-
triémes puissances du lemps £, on a

v o st s e B
==t t\a" =56

(m)

: [ st
U=¢-— &7 e 4—r‘,*
En faisant successivement f= — 6§ et t =0', on

aura les valeurs des quantités que nous avons repré-
sentées par ¥, U, V', U". On trouve ainsi, en rejetant
les termes inutiles,

s ATY g T 0" 50"

el Sy T ar’

B i W L e
it v ek T R

et comme U" = vU' — Vv'U, on aura

(' 0)  s(0'—0)(0'+0p

br? 4r (7)

v=6"+0 —

Pour donner a nos formules toute la simplicité
qu'elles: sont susceptibles d’acquérir, il convient
d'exprimer les coordonnées X°, Y°, X', Y’ de la Terre,
qui se rapportent aux observations extrémes, en fonc-
tion du temps et des coordonnées X, Y relatives a
I'époque ou l'on compte ¢t = o. Nous supposerons
donc

X=VX+UX, X=VX4UX,

Yo= VY + UY,; Y=VY+UY,

s e S | :
: Yizi—r,etendc- |

en faisant, pour abréger, X, = —=, -
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signant par V, U, V', U’ des fonctions semblables i
celles que nous avons nommées v, v, v/, U’ et qu'on
obtiendra en faisant successivement ¢t = — 6§, ¢t = §'
dans les équations (m), aprés y avoir changé ren R et
s en S. On aura ainsi

s 2 lqg! o = ge Sg':
Vel ‘—'—rw+rm’

5‘; ’ ¥ ‘;ﬂ“
U= 9+6R,+4w U=0"— "'411-

Si 'on remplace X°, X', Y°, Y’ par leurs valeurs pré-
cédentes dans les expressions de L et L' (n® 3), elles
deviennent

L=@U—-0)X-UX

L'=@-U)Y-UY,
en faisant, pourabréger,
U'=VUv — V'u, U'=Uv — Uv;

or, en vertu des valeurs de V, V', U, U’, u, U, on
trouve
N4 90" 8" 40 0" 4 0°

2R’ ST i1
: So6’ 8"+ 02 ¢ _
+ (zR. + 2 (0 — o),

. 007 (07 —0Y) :
L “b—(:—fﬁ)

el, par snite,

L L LB LGSR
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Si l'on suppose done, pour simplifier les formules,

1 i(;l_ —pl.:) —(0'—0) (3 ‘1?'” )

on aura, aux quantités pres du cinquiéme ordre que
nous négligeons,
/ bt & A
=" (x—‘-— —X))
3 []
0" — 0 ]
]

2

=W (T +-

ou bien, en nommant R_et A les valeurs du rayon

vecteur et de la longitude de la Terre, relatives a 'ob-
r

servation correspondante au temps j + —5—> qui

tient le milieu entre les temps j—6,j et j—+0' des

trois observations données, et en remarquant qu'on

peut supposer ici, aux quantités prr}.s que nous négli-

;.‘.l.‘ﬂllﬁ.
' — 0 o

R, cosA, = X + —— X,

. B'— 8
RsinA =Y +——1,
on aura simplement
L=wR cosA, L' =WRsinA.

6. Reprenons maintenant les trois formules (4)
auxquelles nous sommes parvenu dans le n® 3;sil'on
y substitue pour L et 1 les valeurs précédentes, on
aura

v'p’cosa’ — up'cosa —U'peosa=w R, cosA , |
U'psina® — Up'sina’ — v’ psina=WR sinA @ (5)

U p® tang b* — wp' tangd’ — u”p tangh = o.
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La premiére combinaison qui se présente, est celle
qui consiste a déduire de ces formules les valeurs de
chacune des trois inconnues g°, p et ¢’ indépendam-
ment des deux autres. En faisant, pour abréger,
D = tangb® sin (@' — a) + tang b sin(a®— &)
-+ tangb'sin(a — a®),

on trouve ainsi, par les procédés ordinaires de 1'éli-
mination, toute réduction faite, f
_ WR,[tang bsin (A, —a') —tang b’ sin (A, —a)] |
P v' D

wR, [tangb'sin(A, —a’) — tang &"sin (A, — a*)] 6
p= e Tt R e R A, (6
v — ¥R, [tangbsin(A, —a') — tang b*sin(A, — a)]
: oD
Ces équations donnent, sous forme linéaire, les va-
leurs des trois inconnues p° p et g’ en fonction de
quantités qui se déduisent aisément des données de
I'observation ou des Tables astronomiques; elles se-

Fi

raient done les plus simples a employer a la solution
du probléme si 'on pouvait suffisamment compter
sur leur exactitude.
En effet, si pour simplifier les formules précédentes

on ﬁuppose Y

C'= tang &'sin (A, — a) — tang bsin (A, —a’),

C = tang b* sin (A, —a) — tang b’ sin(A, —a®), } (7),

C'= tang °sin (A, —a) — tang b sin (A, —a"),
on en conclura aisément les deux suivantes :

"JF Gﬂ uﬂ c(

= el AT Sk

Au moyen de ces ¢quations on pourra calculer imme-
1. s
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diatement les valeurs des deux inconnues p° et g/,
lorsque la valeur de I'inconnue p’sera déterminée.
Or, en négligeant les qu.mtités d'un ordre’ supérieur
au carré du temps, ce qui est permis dans les cas or-
dinaires, on a, n® 3,

66" (8 8’) !
‘T=_.¥_—(———I—)| U”:"e—'-'s.

La seconde des formules (6), en y substituant ces va-
leurs, devient
__6'R,C [ i W
r=—p (7~ m) 9

cette équation ne contient que les deux inconnues p
et r; jointe a I'équation (1), n° 2, elle doit suffire pour
les déterminer.

En effet, si, pour abréger, on fait
69'R,C

h= ==

2

on aura les deux équaliuns suivantes :
{3 1
p=nh kﬁ o IT‘) |

r*=R*+aRpcos(A —a)+

\'
4 |ﬂ|
cos’fw !

On pourrait ¢liminer entre ces équations I'une des
deux inconnues qu'elles renferment; en substituant
par exemple dans la deuxiéme i la place de p sa valeur
tirée de la premiére, on trouve

(r*—R*)—2AR'7 (rP—R*)cos(A —a) —R*ré(r' —R') =0

équation du huitiéme degré en rquis’abaissera d’elle-
méme au septieme en la divisant par le facteur r — R,

, (a)
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commun i tous les termes. Cette équation résolue
par- approximation, ferait connaitre la valeur de r
que l'on substituerait ensuite dans la premiére des
¢quations (10) pour en déduire la valeur correspon-
.dante de p. Mais il est plus commode dans les appli-
cations de conserver les deux équations (10), et de
déterminer simultanément les valeurs de p et de »
parla méthode ordinaire des fausses positiops.

Quand les valeurs de p et de r seront ainsi con-
nues, on calculera aisément celles des deux distances
accourcies g° et g’ par les formules (8), et 1'on en
déduira les valeurs des rayons vecteurs 1° et qui
lenr correspondent, au moyen de deux équations sem-
blables & I'équation (1) résultant de la considération
des triangles formés par les droites qui joignent les
lieux du Soleil, de la cométe et de la Terve, a I'in-
stant des deux observations extrémes. On déterminera
ensuite tous les éléments de Porbite au moyen des
formules n® 34, livre 11.

7. La solution précédente, qui réduit la question
envisagée d’'une maniére approchée, mais exacle, a
une équation du septieme degré i une seule inconnue,
est certainement ce que Panalyse peut offrir de plus
simple et de plus direct. Cette équation parait avoir
¢té présentée pour la premiére fois par Lambert, au-
quel nous devions déja I'extension a I'ellipse et I'hy-
perbole du beau théoréme d'Euler sur I'expression du
temps dans un arc parabolique (n° 30, livre I1). Ce
géomgtre, en considérant que le lieu apparent de la
comete dans la seconde observation s'écarte peu du
2.
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grand cercle mené par les lieux apparents dans la
premicre et dans ld troisieme observation, et en déter-
minant, d’une maniére trés-ingénieuse, leteudue de
cet &eartement, fut conduit directement, par une con-"
struction géométrique trés-simple , 4 une équation-
analogue a 'équation (@) (*). Mais on n'a pas tardé a
reconnaitre que l'usage de cette équation est sujet,
dans la pratique, a un grave inconvénient, qui résulte
de ce que la fonction D, qui entre au dénominateur de
lavaleur de p, est une quantité trés-petite du troisieme
ordre par rapport aux intgrvalles 0 et §'; en sorte que
les erreurs des observations peuvent avoir sur sa va-
leur une influence trés-considérable. 11 est évident,
en effet, que ces erreurs auront sur les quantités qui
dérivent des données de 'observation, une influence
d'autant plus sensible que ces quantités seront plus
petites. Il importe, par conséquent, comme nous 'a-
vons dit, n° 3, d’employer avec discernement les for-
mules (4) pour éviter les combinaisons ou entreraient
des quantités sur I'exactitude desquelles on ne pour-
rait pas compter dans les applications numériques.
Examinons donc, avant d’aller plus loin, la nature des
diverses fonctions dépendantes des données de I'ob-
servation qui entrent dans ces formules, parce que la
grandeur absolue de ces quantités peut influer beau-
coup sur la précision des résultats qui en seront dé-
duits.

8. Cherchons d'abord la signification des quanti-

tés que nous avons désignées par D, C°, C et C'. Con-
= —_—— — e - -
#*) Hﬂam:_mf: analytique , tome 11, section vir.
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sidérons pour cela le triangle sphérique formé par les
arcs de grands cercles qui joignent les lieux de la co-
mete dans les trois observations. Soient C°C, C°C’ et
CC' les trois cotés de ce triangle, et désignons par
', C, C° les angles respectivement opposés. Nom-
mons m?, n°, p® les cosinus des angles que fait le
rayon mené de la Terre a la cométe & I'instant de la
premiére observation avec les trois axes coordonnés,
el représentons respectivement parm,n,petm', n', p’
les mémes cosinus relatifs 4 la seconde et a la troi-
sieme observations; on aura, par les formules con-
nues,

cos(C°C) = m®m + nn + p°p,

cos(CC') = mm' + nn' + pp/,

cos(COC ) =m m’+ n°n’ + p°p';;
mais on a évidemment
m’ = cosa’ cosl®, n®= sina’sinb®, p° = sin b°,
m = cosa cos b, n =sinasinb, p =sinb,

’ ’ !

m' = cosa’'cost’, wn =sina' sinb/, p =sinb.
En substituant ces valeurs dans les équations précé-
dentes, on trouve
cos(C’C) = cos(a” — a) cosb® cosb + sinb? sinb,
cos(CC') = cos(a — a’) cosb cosb' + sinb sin ¥,

cos(C'C?) = cos (@' — a®)cosb°cosd’ + sinb®sin .
Représentons maintenant par A la combinaison sui-
vante :
A= (mn'—m'n)p’+(m'n® —m"n') p+ (m°n—mn®)p';

si l'on éléeve au carré cette quantité, on pourra éerire
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ainsi le résultat :
Al = {‘mt:+ n* +PIT} l:m"'-—i—~ n? +F:J (’m’a o nfi,{_ﬂ,r:}

+ 2(m’ m 4 n+ p' p) (Mo’ 4= 0t 0= p* p') (mm a4 pp')

= (m"‘-i— e +Plr} {NHH' = nn' _!_Ppr }:

— (m* don? 4= p*) (mm’ + m'n' + p'p' )

i {m"’ o Hr: +PI:) [:.‘H‘Jﬂ 4+ n'n +P’FJ1
équation qui se vérifie, en effet, en la développant.
Or, entre les quantités m®, n°, p°, etc., on a ces équa-
tions de condition
e s n*? +.P" = J'.l'.'?+.'.l’ +P1= by ”‘l1+ R”-}-—p”: 1,
on aura donc simplement

A? = 1 + 2 c0s(C"°C) cos(C°C') cos(C'C")

— cos?(C?°C) — cos(CC' ) — cos®* (C'C?).

Si, & la place de m®, m, m', n, etc., on substitue, dans
I'expression de A, les valeurs qu'elles représentent et
qu’on fasse attention & la signification de la quantité

que nous avons représentée par D, n°3, il est facile
= A
cos b cos b cos b

de voir qu'on aura D = - - On voit done

que la quantité D n’est qu'une combinaison des élé-
ments du triangle C°CC’ intercepté sur la surface de
la sphere par les trois lieux de la cométe et qui résulte
entierement des observations.

On peut donner a la valeur de A une autre fnrme,
qui a I'avantage de montrer de quelle manicre cette
quzmm{ par llcipf- aux erreurs dont ces observations
sont affectées. Pour cela tem‘nquons que 'angle C du
triangle C°CC' étant opposé au coté C°C, on a

cos((*C') = cos({C'C) cos(CC") + sin (C*C) sin (CC') cosC;
si I'on substitue cette valeur dans 'expression de A*
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et qu’on extraie la racine carrée, on trouve
A = sin(C°C) sin(CC’) sin C,

équation ou I'on peut d’ailleurs changer C en C° ou C
en C', et réciproquement.

Il est évident maintenant que si les observations
sont tres-rapprochées, comme on est obligé de le sup-
poser pour faciliter la détermination® des orbites des
cometes, les arcs C°C et CC’ seront fort petits, et
I'angle C différera peu de deux angles droits. La quan-
tité A et, par conséquent, D sera donc une tres-petite
quantité du troisieme ordre sur laquelle les erreurs
des observations auront la plus grande influence; il
faudra donc, pour I'exactitude des résultats, éviter
autant que possible 'emploi de cette quantité. On
peut remarquer encore que la valeur de D serait ri-
goureusement nulle, si C était égal a4 deux angles
droits, c'est-a-dire sile lieu de la comete, dans la troi-

siéme observation, se trouvait dans le plan du grand;

cercle mené par les lieux de la premiére et de la se-
conde observation, et ’on sait, en effet, que pour que
trois points dontles longitudes respectives sonta®, a, a’
et les latitudes 4°, b, &', soient situés dans le plan d'un
méme grand cercle, il faut qu'on ait 'équation de
condition

tang b sin (a’— a) 4 tang b sin (a*— a') 4 tang b’ sin(a — a* }=o0.
Passons aux quantités que nous avons nommées C,
C°, ¢, et commencons par la premiére : si 'on consi-
dére le triangle sphérique SC°C’ formé par les arcs de
grand cercle qui joignent les lieux du Soleil dans I'ob-
servation moyenne et ceux de la cométe dans les ob-

i aciiigielly, .




24 THEORIE ANALYTIQUE

servations extrémes, il sera facile de voir que C est
une fonction composée des éléments de ce triangle
de la méme maniére que D se forme des éléments du
triangle C°CC'. Il suffit, pour s’en convaincre, d'ob-
server que la valeur de C se déduit de celle de D en
remplacant, dans cette derniére fonction, les quanti-
tés qui se rapportent a l'observation moyenne, par
celles qui dépendent de la position du Soleil a I'époque
qui tient le milieu entre les instants des trois observa-
tions. Si I'on suppose donc

= sin(SC) sin (SC’) sin §,

A ¥ et
Csera du méme ordre queT",etI'on aura C=

cosb cosb’’
on aurait des expressions semblables pour C® et C'en
considérant les triangles sphériques SCC’ et SC°C'.

On voit, par conséquent, que les quantités C°, C, '
sout simplement du premier ordre. Elles dépendent
diailleurs, en partie, des lieux.du Soleil qui peuvent
'étm regardés comme exacts, puisqu'ils se calculent
; j1!:“‘- les Tables. On doit donc les employer de préfé-
rence & la quantité D, qui est du troisieme ordre et
qui ne dépend que des données de 'observation; il
conviendra méme, par cette raison, de rejeter tout &
fait cette quantité & cause de la gl';mti{.‘ influence que
peuventavoir sur elle les erreurs dont les observations
sont susceptibles.

Enfin, il y a un cas particulier ou les formules
méme qui ne contiennent que les trois quantités C°,
€, C’ peuvent encore se trouver en défaut : ¢'est celui
ot les lieux de la comete, dans deux des trois obser-
vations, sont situés a peu pres dans le méme plan que
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le Soleil a I'époque de Pobservation moyenne. On
voit, en effet, que cette circonstance rend trés-petite
I'une des trois quantités C°, C, ¢/, qui ne peut plus
alors étre délerminée avec assez de précision pour
offrir des résultats certains. Pour éviter cet inconvé-
nient, il faudra, dans ce cas, rejeter la combinaison
des formules générales du probléme dans laquelle
entrerait celle des quantités C°, C, €' dont I'usage
peut rendre les résultats défectueux.

9. Reprenons maintenant les trois équations (4);
nous voyons, par ce qui précede, qu'il n’est pas pos-
sible d’éliminer & la fois de ces équations deux des
inconnues g% p et pf, parce que les formules résul-
tantes contiendraient & leur dénominateur la fonction

D = tang ° sin (e’ — a) + tang b sin(a® — a’)

+ tang ' sin(a — a),
qui, étant une quantité du troisiéme ordre et formée
seulement au moyen des données de I'observation,
participe plus qu’aucune autre aux erreurs dont elles
sont affectées. 1l faut donc renoncer a 'emploi des
tormules (6) et borner I'usage des formules (5) a ex-
primer les valeurs de deux des inconnues g%, g et p’ en
fonction de la troisieme. Mais ces trois équations se
trouveront ainsi réduites & deux équations distinctes,
et il faudra, par conséquent, chercher dans les don-

nées de la question une nouvelle relation pour com-
pléter le nombre d’équations rigoureusement néces-
saire a la solution du probléme.

Or nous observerons que nous n’avons point fait
usage jusqu’ici des équations de condition qui résul-
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tent de la nature de la- courbe que la cométe est sup-
posée décrire. Parmi les formules que fournit la théo-
rie du mouvement dans la parabole, il en est plusieurs
qui peuvent également remplir 'objet que nous nous
proposons. Ainsi, dans les n® 20, 27 et 35 du livrell,
nous avons trouvé les formules suivantes :

1 d.rdr

et e

2 de? 4 dy'4- ds?

s ST IR (1)
3 3

o (r—+ r'+r}’--—-{r+ Jl"—.t}T

6

Ces trois équations ne contiennent aucun des élé-
ments de l'orbite parabolique, elles ne renferment
que des quantités qui peuvent aisément s'exprimer
en fonction des deux inconnues ret p et des données
de I'observation : elles sont done également propres,
par cette double raison, a suppléer a I'insuffisance de
I'équation (g). Aussi les géométres qui se sont succes-
sivement occupés de la question de la détermination
des orbites des comeétes, les ont-ils tour a tour em-
ployéesdans les différentes solutions qu’ils ont données
du probleme. Lagrange a fait usage de la premiére,
mais sa solution simple et élégante sous le rapport ana-
Iytique, laisse, comme nous I'avons dit, beaucoup a
désirer sous le rapport de la précision dans les appli-
cations numeériques. La seconde a fourni ensuite & Le-
gendre une nouvelle solution de la question qui serait
peut-étre celle dont I'usage, sous le rapport de la sim-
plicité des calculs, offrirait, dans les cas ordinaires, le
plus d’avantages dans la pratique, parce qu'elle ré-
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duit en définitive le probléme 4 la résolution d’une
équation du septiéme degré & une seule inconnue,
analogue a I'équation (a) du n® 6, mais qui a, comme -
cette derniére formule, l'inconvénient de devenir in- -
suffisante dans un cas d’exeeption qui se rencontre
fréquemment dans la théorie des cométes, et les for-
mules auxquelles on est alors ebligé de recourir, de-
viennent trop compliquées pour qu’on puisse les em-
pioyer dans les applications usuelles qu'on est obligé
d'en faire. La troisieme des formules (11) qui a,
comme les deux précédentes, 'avantage d'étre indé-
pendante des éléments de l'orbite qui sont les véri-
tables inconnues du probléme, ne pouvait, par cette
raison, manquer de frapper I'attention des géométres
qui ont tenté de le soumettre 4 P'analyse. Trembley,
de I'’Académie de Berlin, est, je crois, le premier qui
ait songé a employer cette formule dans la question de
la détermination algébrique des éléments des orbites
des cométes. Lagrange, qui s'en est occupé ensuite,
avait pensé que la forme transcendante de cette équa-
tion devait empécher qu'elle ne fit d’aucun usage
utile pour les applications numériques (*). M. Yvori,
géometre anglais trés-distingué, est depuis revenu sur
cette idée, et il a pensé avec raison que, comme il ne
s'agit point ici d’une solution rigoureuse qui exigerait
la résolution analytique de cette équation, mais d'une
simple solution numérique qui permet d'y satisfaire
par des essais, son emploi dans la question qui nous
occupe, ne compliquerait en rien le probléme qui,

(*) Voir Mécanique analytique, livre 11, section vir,
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dans toutes les méthodes connues jusqu'iciy se résout
toujours en derniére analyse par les procédés ordi-
naires d'approximation. Comme la méthode dont il
© s'agit, se préte d'ailleurs aisément aux applications nu-
mériques, qu'elle conduit en général anx résultats les
plus exacts que la question comporte, qu’elle embrasse !
a la fois tous les cas qui peuvent se présenter, et qu’en- '
fin elle a é1é adoptée par un grand nombre d'astro-
nomes pour la réduction de leurs observations, nous
allons I'exposer ici avec tous les détails nécessaires
pour en faciliter 'usage.

10. Reprenons les trois formules (5) dont 'usage
doit se borner désormais, n° 7, & déterminer deux des
inconnues ¢° p et o’ en fonction de la troisiéme. On
déduit d'abord de ces équations les deux suivantes :

Up'sin (A, — a’) — U’p* sin (A, — a*) 4~ U"psin (A, — a) = o,

Up'tang &' — U’p" tang &° -+ U"p tang & =0,
d’ou l'on tire
i U”p tang #'sin (A, — a)— tang b sin (A, —a')

v’ tang b’ sin (A, — a*) — lang &° sin (A, — a')’

(12)

v

U”p tang b sin(A, — a®) — lang b*sin (A, —a )
U tang b sin (A, — a*) — tang 5" sin (A, — a')

Ces valeurs coincident d'ailleurs avec celles que
nous avons trouvées n® 5, en substituant dans ces der-

nieres formules a la place de C°, Cet C' les quantités
que ces lettres représentent.

Les formules précédentes seront d'un usage siir et
commode toutes les fois que leur dénominateur ne
sera pas une quantité trop petite. Or nous avons vu,

n® G, que celle quantité que nous avons représentée
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par C dans le n® 5, se péduit & zéro toutes les fois que
les lieux de la cométe dans les deux observations ex-
trémes se trouvent compris dans le plan du méme
grand cercle que le lieu du Soleilanmoment de I'ob-
servation moyenne, et pluscxuclement au moment qui
tient le milieu entre la premicre et la troisieme obser-
vation.

Toutes les fois donc que cette coincidence n'aura
pas lien ou exactement ou a fort peu prés, on pourra
se servir des formules (12) qui sont les plus simples
que I'on puisse employer pour la détermination des

rapports F:; et '% :

Les quantités qui dans ces formules dépendent soit
des données de gubscrvaliun, soit de la position du
Soleil dans’écliptique, se calculeront aisément d’apres
IES Ci.l'('onstﬂﬂﬂl.'!i connues dll mouvement dﬂ la COI]]E![B
ou par le moyen des Tables astronomiques.

"

o g u” . e
Quant aux quantités — et —, elles sont fonctions

des intervalles G et G’ et des inconnues du probléme ;
en effet, on a (n® 4)

v G4 0 & fzra + 0 )e, =6 (074 66'—0t)

-- 2t

F {13}
u” 640 9L21'+9J s (67— 09 — g) ALl
—_—= e Tt —_—— e Ll

u ] Or 4r

Lorsqu'on fera I'applicatign des formules (12), on
pourra, dans les premiers essais, négliger le carré du
temps dans les expressions précédentes; ce qui
donnera

OF ¥ i+ 6 u” 6 40
—_— T — 3 B .
[
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On substituera ces valeurs dans les formules (12) qui
ne contiendrontplus que des quantités toutes connues,

et quu serviront & déterminer les r apporta. - vt F avec

une exactitude suffisante pour en :ledmre 195 pre-
mieres valeurs approchées de toutes les inconnues du
probléme.

Dans l'approximation suivante on conservera les

#

; - u” U
carrés du temps dans les expressions de — et de -,
L1} I
ce qui donnera

u” 9+G|: (204 0) 1T”__ti+(d'[I 11_{'18’+'1'¥'|

6r o T

u

& 67
On remplacera r par sa valeur donnée par la premiere
approximation, ces expressions ne renfermeront plus

ainsi que des quantités toutes connues. On pourra
d'ailleurs, pour plus d'exactitude, conserver l'in-

" L

5 U
connue r dans les expressions de o €t » et comme

on se contente de satisfaire aux équations du pro-
bléme par des essais, les calculs n’en seront que lége-
rement compliqués; en substituant dans les for-

r

" M U
mules (12) les valeurs précédentes de lJ;*et de > elles

serviront 4 déterminer des valeurs plus approchées
b ]

E 14
des deux rapports '; et E’
Pour aller plus loin, il faudrait connaitre I'indé-

L o

a7 . . u u
terminée s qui entre dans les expressmns de — et >

par rapport aux 1ntvrwlles § et 6 . Cette quannte ne
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peut s’obtenir exactement que lorsque toutes les in-
connues du probleme sont déterminées, mais on peut
I'évaluer avec une précision suffisante au moyen des
résultats obtenus par les précédentes approximations.
En effet, on observera que r® et r’ désignant les rayons
vecteurs de la cométe correspondants aux intervalles
§ et &, on a, aux quantités pres de l'ordre 62, n° 54,
livre 1II,

MM=rl—arsl, ri=r+arst,

d'on il est aisé de conclure
s0 1 1 £00 i .
IR BT LA Ee e T T L
.ﬁr" 6 (rr)? 6r 4 br 6(r 1)
en, substituant ces valeurs dans les formules (13) et
négligeant seulement les termes du quatricme ordre,
on aura

“_z—&—:u‘f——(‘?:&]-}-o’=+59' — )| ——
g 6( r}'
E;-= 0—;9-‘ gl:,;.-,r_:_qua,, 00— 0)

¥ 3 Efr‘r)_

Telles sont les expressions qu’il faudra (.'mplﬂ:.-'or
dans la troisiéme approximation. Lorsqu’on y aura
remplacé 1, r, ¥ par leurs valeurs données par les
approximations précédentes, elles ne contiendront
plus que des quantités toutes connues; on pourra done
les substituer dans les formules (12) et I'on parviendra
ainsi par des approximations successives i une solu-
tion aussi exacte que la question le comporte.

On peut faire prendre aux expressions précédentes
une forme plus appropriée aux applications numé-
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riques. Pour cela, observons que les deux valeurs (13)
]]Lll\b“t 'l.‘CI IIG all]bl H
—_—— i .
9 27 2. or gr
[/ &' a6’ o'ty —g) e Mo B Bt
st ,ﬁij_n’uf-' ﬁg+9{9. pj_sa(a 00+ )
fi 27 ark or® 4r

G40 66" s66°(6 —8) G’[ﬂ'-—- O} s0' (6" —06'+ '.Ii
—_—— L ¥

En combinant entre elles les deux équations

50 s
et —30 b o TN | S I e gy sl
r r

r

on trouve aisément les valeurs suivantes :

60’  $00'(0'— 0 __ 60

3 ars _:!{r“.'r""l'

2 R R T NN L M

6(en

On aura donc, aux quantités pres que nous négli-
geons,

—

tr? gre 6" 4

2
1

(bln J

69’

T a(rr’)
g!: .51 =1
_|_Q ] -’
[bllrr | 6(r'r) |
8- 66’
— B I-———
6’ _ a(rtrr')

6 g TR |
' [ 2 g 5
A% 2 G(r)  6(rr)¥

formules dans lesquelles on subslituera pour 79, ret:’
leurs valeurs résultant des calculs précédents et qui ne
contiendront plus que des quantités toutes connues.

11. Considérons maintenant le cas d’exception ou
le dénominateur des formules (12) devient une quan-
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tité tres-petite ou rigoureusement égale a zéro, 1l
faut, dans ce cas, recourir aux formules primitives (5);
en comhmant entre elles les deux premwrcs, on en

tire aisément les valeurs suivantes :
..0o_ upsin(a’"—a)— wR,sin(A, —a") )
Ly e g v’ sin(a’ — a*) # 6
}
u'p sin (@a— a') 4 wR, sin (A, — a*) (16)
A u sin (a*— a')

Ces formules, d'un usage un peu moins simple dans
les applications que les formules (12), 4 cause du
nouveau facteur indéterminé w qu’elles renferment,
ne seront pas sujettes a I'inconvénient des premiéres
dans le cas d'exception que nous examinons. Elles
devront méme leur étre préférées, toutes les fois
que le mouvement en longitude, assez grand par lui- .
méme, sera plus rapide que le mouvement en lafi-
tude. Dans le cas contraire, il vaudra mieux se servir
des formules (12), sauf le cas d'exception qui oblige
a en rejeter complétement Pemploi.

A

L
oy U o
Les valeurs des deux quantités -1 =68 calcule-

ront par des approximations successives, comme nous
I"avons dit dans le numéro précédent. Quant aux va-

P

leurs des deux quantités —'» —; nous remarquerons
o o
que nous avons supposé, n® o,

=2 (g) -0t~ ]

Cette quantité étant déja de 'ordre 6%, il suffira

. w o
dans les expressions de et = de faire u = —§ et

o'=g.
IT. >
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Dans les premiers essais on pourra supposer

el [ et &+ 8 u* 649
Valywy BE i, vy = iea
N »
ce qui-donne
o 0+V psin(a’'—a) 9+ psin(a—a") )
ol s:u(a—a} b= g sm{r:—n)r‘?

&

]
et I'on aura ainsi les valeurs des rapports %1 ::—; au

moyen de quantités toutes connues, avec une précision
suffisante pour diriger les premiers calculs.
Dans la seconde approximation on supposera

w*_0+8’|} 9[’20-1—0’)] b a+a'[ ﬁ'(29+ﬂ']]
. — , - — s ——— ]
L)

v o 6r [ 6r
et
4 w o 0(e4+0) (1 I w_ 0(840)f1 1 (18
= BT T - e ) Akl maied i~ et 3 1 b

En remplagant dans ces expressions r par sa valeur 1
résultante de I'approximation précédente, elles ne
contiendront plus que des quantités toutes connues :
on pourra donc calculer leurs valeurs numériques,
et en les substituant dans les formules (lﬁ), elles ne
renfermeront plus que les trois inconnues £°, o et p'.

Cette seconde approximation suffira pour les cas
ordinaires; pour aller plus loin, il faudrait détermi-

v"
ner les quantités 7 et T: au moyen des formules (14)
ou (15), n° 10. Quant aux deux quantités ;—v- et -E—:a
nous observerons que I'on a, n°® 10,
I s(8'—48)

T F T = nter')?
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on aura de méme
R ([T r——

g R (R'RR’)’

en vertu de ces valeurs, on trouvera, aux quantités
pres que nous négligeons, %

S Gl-n'3+ 0) [{r.ir'} e {R‘IRB"]]’J}

v (19)
=5 e ) ) =

Telles sont les valeurs qu'il faudra employer dans
la troisieme approximation, et comme elles ne con-
tiennent plus que les trois indéterminées r°, r et 1,
elles pourront se calculer, ainsi que les quantités

v o

—» —; au moyen des données fournies par les ap-
vV’ u

=‘\l[ ﬁ

CTE

proximations précédentes. On obtiendra ainsi, par des
substitutions successives, les valeurs de g et de g,
exprimées en fonction de p, avec toute la précision &
laquelle il est permis d’atteindre.

12. On pourrait en combinant entre elles les équa-
tions (5), trouverencore entre les inconnues et les don-
nées du probleme, un grand nombre d’autres relations
qui serviraient de méme 4 déterminer deux des incon-
nues g°, p et g' en fonction de la troisiéme; mais comme
les formules précédentes suffisent pour tous les cas qui
peuvent se présenter et sont celles dont I'usage nous
a paru le plus commode pour les applications numé-

riques, nous n'entrerons pas a ce sujet dans une di-
gression qui ne conduirait 4 aucun résultat utile.

15. Lorsqu'on aura ainsi déterminé les deux in-
L {7
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connues p° et o’ en fonction de p au moyen des formu-
les (12) ou (16), chacune des observations de la co-
mete pouvant fournir une équation semblable i I'équa-
tion(1),n° 2, on aura pour déterminer les trois rayons
vecteurg r°,r, r', correspondants aux trois distances
accourcies g°, p et p', les équations suivantes :

ro? = R® 4 2R°p°% cos(A® — a°) + E

cos' b’
k]
r* =R?* +aR p cos(A —a )+ wz,bs (20)
ri=R aR' ¢ cos (A" — a') + -ﬂ{;—,b

Nommons ¢ la corde qui joint les deux lieux de la
comete qui correspondent aux observations extrémes,
209", N et x’, 'y &' représentant les coordonnées
rectangulaires de ces points, on aura

p, - (_.1“' — a') + {.,Tn e Ir): + (;o el ;;‘)1,
ou bien, en substituant pour x°, »°, z°, x’, y', 3’
leurs valeurs fournies par les équations semblables
aux équations (2), n° 2, que donnent les deux obser-
vations extrémes de la comete :
o= ripp't—afrir cos(a' — a') + r'Reos(A — a*) i)
+r'Reos(A—a’) +R'R'cos(A"— A°)].

Enfin § + 67 étant U'intervalle de temps qui sépare
les deux observations extrémes, et ¢ la corde qui sous-
tend 'arc parabolique parcouru dans cet intervalle,

on aura
B )}
[ = ' 1 ¥ — ¢ 1
04 8= r+r'+e¢j * (r+ c) ) (22)

Si I'on substitue dans cette formule a la place de ¢
sa valeur déterminée par I'équation (21), elle ne ren-
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fermera plus que les quatre inconnues r°, 1, g% et p';
en la joignant donc aux deux formules (12) ou (16)
et aux trois équations (20), on aura entre les six in-
connues g% p, o', r% r, 1’ six équations qui suffiront
pour les déterminer. Ces équations ne poﬁvant.,élrc
résolues & cause de la complication des formules qui
en résulteraient, on se contentera d'y satisfaire par des
essais en les considérant toutes i la fois, et 'on ob-
tiendra ainsi par les méthodes ordinaires d’approxi-
mation, les valeurs de toutes les inconnues du pro-
bléeme avec tel degré d'exactitude qu'on se sera
proposé d’atteindre. '

Pour cela, on commencera par faire sur la valeur
de p une premiere hypotheése arbitraire; on détermi -
nera ensuite les valeurs correspondantes de p° et de g’
par les formules (12) ou par les formules (16 ), selon
les différents cas qui pourront se présenter, On caleu-
lera ensuite les valeurs des deux rayons vecteurs »*
et 7' au moyen de la premiére et de la troisieme des
équations (20) et celle de la corde ¢ qui joint les deux
extrémités de ces rayons au moyen de la formule (21).
Ces valeurs substituées dans la formule ( 22 ) devraient
satisfaire rigoureusement & cette équation, si la valeur
que l'on a supposée a la distance p était exacte; elles
feront done connaitre dans quel sens tombe erreur
de I'hypothése qu'on a faite sur cette valeur, et I'on
parviendra ainsi apres quelques essais i la déterminer
avec toute la precision désirable.

14. Voici maintenant comment, au moyen des six
quantités p° p, p’y 1% ret r’ supposées conuues, on
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obtiendra par des formules tres-simples tous les ¢lé-
ments de l'orbite parabolique.

Connaissant les deux rayons vecteurs r°, r’et la
corde ¢ qui joint leurs extrémités, on pourra calculer
la distance périhélie D et I'anomalie ¢ qui répond au
premier rayon vecteur r°. En effet, si I'on considere
le triangle formé par les trois droites r?, 1’ et c, qu’on
désigne par £ I'angle compris entre les deux rayons
vecteurs r° et 7’, et que, pour abréger, on suppose
r®+r's ¢=ap, r’+r'—c¢ = agq, on trouvera ai-
sément, n°® 27, livre I :

1+ t.mg";t;_Fq‘
—_— |lll_ L]
tang - { = yD _‘Gﬁ

FEn substituant dans cette seconde équation pour
tang & ¢ sa valeur tirée de la premiére, on en déduit

(g —r)(p—r')
D=¥_""_LY¥_ 2 (a3
(Vp—var (23)

On a d'ailleurs, par I'équation de l'orbite parabo-
lique, r° = D (1 + tang® {¢+*), d'ou l'on conclut

o= V5
tanglyve= ——2f __. (af
Ll = 2 Al
On peut encore déterminer I'anomalie ¢° et la dis-
tance périhélie D par les formules suivantes; de la
valeur précédente de tang 4 ¢°, en observant que

I'on a ¢ = p — q, il est facile de conclure

o b=t Wo—(p="V7 (,5)

wie 1
sl =¥
2

c v",.l
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Connaissant la valeur de sin £ ¢°, on en conclura
celle de cos § ¢°, et I'on aura ensuite la distance péri-
hélie par la formule ordinaire

1 D v
cos® - v* == (26)

Connaissant ainsi la distance périhélie D et I’ano-
malie ¢°, on cherchera dans la Table des Cométes le
temps T, qui répond & cette anomalie dans la parabole
dont la distance périhélie est I'unité, et en faisant en-
suite

3
t=DT

on aura le temps ¢ employé par la cométe a parcou-
vir Panomalie ¢°. Ce temps ajouté a I'époque de
premiére observation si la comeéte s’avance vers son
périhélie, ou en étant retranché si elle I'a déja dé-
passé, fera connaitre I'instant du passage au périhélie.
On pourra meéme, si on le trouve plus commode, cal-
culer directement le temps ¢ par la formule du n° 26,
livre 11,

t=(2D?)

e

(tang —; 0o 4 % tang? i v"), (27)

en ayant soin de diviser le second membre par I'are
du moyen mouvement diurne, pour que le temps ¢
soit exprimé en jours moyens solaires, conformément
a ce quia été dit n® 22, livre I1.

Ayant ainsi déterminé la distance périhélie et I'in-
stant du passage de la comete au périliélie, on aura
aisement les éléments d’out dépend la position de 1'or-
bite par les formules suivantes.
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Désiguons par z° et )° la longitude et la latitude
héliocentriques de la comete, au moment de la pre-
miere observation; si 'on projette sur le plan de I'é-
cliptique le lieu de la comete dans le méme instant,
et que I'on considére les deux triangles sphériques for-
més autour du Seleil et autour de la Terre, regardés
tour & tour comme les centres de la sphére céleste,
par les rayons vecteurs menés a la comete, a sa pro-
jection sur I'écliptique, et par la droite qui joint les
centres de la Terre et du Soleil, on trouvera aisément
les relations qui suivent :

.
sin )" = f: tangd®, cotl® sin (7" — A')=cotb’sin(a*— A").

On aurait de méme, en appelant =’ et )’ lalongi-
tude et la latitude de la comeéte dans la troisieme ob-
servation, .

F

sin)' — — tang &', eotd sin(n'—A') = cotd' sin(a’ —A").

A l'aide de ces formules, ou I'on connait les rayons
vecteurs r° et r’, ainsi que les distances accourcies
¢° et g, on pourra déterminer les longitudes et les
latitudes héliocentriques = et 2°, 7’ et )’ au moyen
des longitudes et des latitudes géocentriques a°, b°,
a' et ¥/ données par I'observation.

Le mouvement de la cométe sera direct ou rétro-
grade selon que la quantité 7" — =° sera positive ou
neégative.

Désignons par @ la longitude du neeud ascendant,
et par g linclinaison de 'orbite a I'écliptique; selon
que 'on considérera I'une ou I'autre des observations




DU SYSTEME DU MONDE.
extrémes, on aura
.y xang) __ _tamg)

angg = oy wuge= oy (39)
En comparant ces deux valeurs, il est ais¢ d’en con-
clure
tang )* sins’ — tang )’ sin =* )
tlﬂg:l':cﬂiﬁ' — tang )/ cosw®’ 9

tanga =

cette formule servira 4 déterminer la longitude « et
I'on en conclura linclinaison ¢ par I'une des deux
formules (28), en ayant soin de choisir celle dans la-
quelle le numérateur et le dénominateur du second
membre seront des plus grands nombres, comme la
moins susceptible d’étre affectée des erreurs des ob-
servations.

La méme valeur de tangz pouvant appartenir aux
deux angles « et 180° + &, pour déterminer lequel de
ces deux angles il faudra choisir, on doit observer
que les latitudes boréales sont toujours supposées po-
sitives et les latitudes australes négatives, et que 'an-
gle ¢ doit toujours étre supposé positif et moindre
qu'un angle droit. Par conséquent sin (r — z) doit
étre de méme signe que tangl. Cette condition de-
termine I'angle &, et cet angle sera la longitude du
nceud ascendant si le mouvement de la cométe est
direct ; il faudra lui ajouter 180 degrés pour avoir la
position du méme nceud si le mouvement est rétro-
grade.

Enfin, si I'on nomme » la distance de la comete a
son nceud ascendant au moment de la premiere ob-
servation, comptée sur le plan de I'orbite, n sera
Phypoténuse d'un triangle sphérique rectangle dont
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les deux cotés sont #° — & et 1°. On aura donce

cosn = cos)° cos(n® — ). (30)

L’anomalie ¢° ajoutée a I'angle » ou retranchée du
méme angle, selon que la cométe marchera vers le pe-
rihélie ou I'aura déja dépassé a I'instant de la pre-
miere observation, sera la distance du périhélie au
nceud comptée sur 'orbite, et en lui ajoutant la lon-
gitude a du nceud ascendant on aura & + n == ¢° pour
le liew du périhélie sur Uorbite.

15. Voici done en résumé la marche a suivre pour
déterminer de la maniére la plus simple et la plus
exacte, par la méthode précédente, les éléments de
I'orbite parabolique d'une cométe dont on a réuni un
certain nombre d'observations.

On choisira trois observations séparées par des in-
tervalles de temps assez courts pour que les séries
représentées par les quantités u, v, U', v/, etc., soient
convergentes, sans cependant étre trop resserrées,
parce que dans ce cas le mouvement géocentrique
de la cométe étant tres-peu considérable, les erreurs
des observations ont une plus grande influence sur
les résultats. En prenant généralement des observa-
tions dont les deux extrémes soient séparées par un
intervalle de temps qui n’excéde pas dix i douze jours,
on satisfera a la premiére condition sans tomber dans
I'inconvénient d’opérer sur des observations trop rap-
prochées.

Les trois longitudes a°, a, @' de la comete, et les
trois latitudes correspondantes 5°, b, &' sont données
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par I'observation ; on calculera par les Tables du So-
leil, le rayon vecteur R, et la longitude de cet astre
dans 'écliptique, qui répondent & l'instant qui tient
le milien entre les époques des trois observations ; en
ajoutant 180 degrés i cette longitude, on aura la lon-
gitude correspondante de la Terre vue du Soleil ou
I'angle que nous avons représenté par A,.

On calculera ensuite les trois quantités C°, G, C
au moyen des formules (7), et 'on formera les diverses
fonctions trigonométriques qui entrent dans les for-
mules précédentes et qui dépendent soit des données
de I'observation, soit de la position du Soleil dans
I'écliptique.

Quant & I'expression du temps £ qui entre dans ces
formules, il faut remarquer qu'ayant pris pour unité
la moyenne distance de la Terre au Soleil, le temps
doit étre représenté par les arcs du moyen mouve-
ment solaire, conformément 4 ce que nous avons dit
n® 22, livre II. Si I'on suppose donc que les inter-
valles @ et & sont donnés en jours et en parties déci-
males du jour, temps moyen, comme cela a lien ordi-
nairement, il faudra pour 'homogénéité des formules,
multiplier 6 et 8 par I'arc que parcourt en un jour le
Soleil en vertu de son mouvement moyen, cet arc
étant lui-méme réduit en parties du rayon. L'année
sidérale est de 365,25638; si 'on représente par =

le rapport de la circonférence au diametre, 3_—_652;;63-8
3

sera 1'arc du moyen mouvement du Soleil en un jour
par lequel on doit multiplier le temps, c’est-i-dire
qu'il faudra ajouter aux logarithmes de 6 et de &,
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exprimés en jours moyens, le logarithme constant
8,2355821.

On aura ainsi toutes les quantités nécessaires pour
réduire en nombres les six équations (12), (20) et (22)
qui doivent servir i la solution du probléme dans les
cas ordinaires, ou des six équations (16), (20) et (22)
qu’il faudra employer de préférence dans le cas excep-
tionnel dont nous avons parlé n°® 11.

Ces équations ainsi formées, 'pcmr en déduire les
valeurs des six inconnues nécessaires 4 la solution du
probléme, on emploiera le procédé indiqué n® 21.
On conservera ces équations dans la forme ou elles
sont données immédiatement, et I'on se contentera d’y
satisfaire par des essais. On supposera d’abord 4 1'in-
connue p une premiere valeur choisie arbitrairement,
ou indiguée par les notions qu’on aura pu se procurer
sur les limites entre lesquelles cette quantité se trouve
comprise.

On caleulera ensuite les valears correspondantes de
¢° etp’, au moyen des formules (12) dans les cas ordi-
naires, ou des formules (16) dans le cas d'exception

Dans les premiers essais, en négligeant les quantités
du second ordre, on pourra faire

i 046 o o+ ¢

I — ] W=o0,

oo RS Ak - o

-et l'on parviendra ainsi 4 une premiere valeur appro-
T 0 f
chéede p°, pet p'.

16. Pour obtenir une valeur plus exacte de ces trois

W u L

u
2 el
u U

quantites, il faudra dans les expressions de

W qui entrent dans les formules (12) et (16), conser-
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ver les termes dépendants du carré du temps; ces
expressions, comme on I'a vu plus haut, contiennent,
outre les quantités toutes connues, le rayon vecteur de
la cométe dans I'observation moyenne, mais le cal-
cul n'en sera pas arrété, parce qu'ayant fait une pre-
miére hypothése sur la valeur de p, on en déduira, au
moyen de la formule

— % o S
r*=R*+ aRp cos (A — a) + -,
une valeur correspondante de r suffisamment exacte
pour étre substituée dans les termes des valeurs de

II"‘ "

= BF et w qui dépendent du carré du temps. Les
formules (12) et (16) ne renfermeront plus ainsi que
des quantités toutes connues, et 'on en déduira les
valeurs de p° et g’ correspondantes i la valeur arbi-
traire que nous avons supposée a g.

On calculera ensuite les valeurs des deux rayons
vecteurs 7° et r' au moyen des deux équations

r“’=R“’+zB°p°cus(A°—a°)+$':b,, v

; ; ; P
r*=R"+ aR'p’ cos (A’ — a’') e =

et celle de la corde ¢, qui joint les deux lieux de la
comete dans les observations extrémes, au moyen de
la formule

A=r"tL B —_aV,

dans laquelle on fait, pour abréger,
V=R"R"cos (A'— A’) 4 p* R’ cos (A" — a*) +p' R cos (A*— a')
~+ %’ [cos (@' — a) + tang® tang b'].

Enfin les formules du mouvement parabolique don-
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neront I'équation
]
3

6(0 + ') (o 0192021) = (r"+ Pte) — (Pt P — ), (31) |

an moyen de laqu:alle on rectifiera successivement
les différentes hypothéses faites sur la valeur de p. !

En effet, en y substituant pour 1°, 1’ et ¢ leurs va-
leurs déterminées par les formules précédentes, et l
pour la quantité § + ¢’ sa valeur déduite des obser-
vations, la différence des résultats fera connaitre, selon
quelle sera positive ou négative, dans quel sens
tombe T'erreur de 'hypothése que I'on a faite sur la
valeur de p. 11 sera donc facile, lorsque, aprés quel-
ques essais, on sera parvent 4 deux resultats de signes
conltraires, de déterminer par une simple proportion
la véritable valeur qu'il faut supposer a p pour satis-
faire 4 1'équation (31) aussi exactement que I'on
voudra.

L’approximation précédente suffira toutes les fois
gu'on se proposera seulement d’obtenir des valeurs
approchées des éléments de 'orbite parabolique, que
'on rectifiera ensuite d'aprés I'ensemble des observa-
tions de la comeéte. Si I'on voulait obtenir un plus
grand degré d'exactitude, on substifuerait  la place

L "
de %, '-:—, et w, dans les formules (12) ou (16), leurs

valeurs données par les équations (15) et (19), et 'on
arriverait, en suivantla méme marche que précédem-
ment, i déterminer les six inconnues g% g, o, 17, retr’
avec toute la précision que peuvent comporter les

trois abservations données.
Les quantités ¢°, p, p', 19, r et r’ étant ainsi déter-
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minées, on en déduira tous les ¢léments de 1'orbite
parabolique au moyen des formules du n°14.

17. La méthode que nous venons d’exposer, résout
donc complétement la question ; elle a I'avantage de
conduire, en général, i des résultats aussi exacts qu’on
peut I'attendre des méthodes d’approximation, et de
se plier, sans qu’on soit obligé de changer considéra-
blement la marche des calculs, & tous les cas qui
peuvent seprésenter. Nous en ferons plus loin appli-
cation a quelque cométe dont la marche soit bien con-
nue, afin d’en faciliter I'usage.

Quel que soit, au reste, le degré de précision que
I'on puisse attendre des différentes méthodes imagi-
nées pour déterminer les premiers éléments appro-
chés de l'orbite d'une cométe, observée pendant la
durée ordinairement trés-courte de son apparition, il
faut remarquer que, comme on n'emploie générale-
ment dans ces méthodes que trois observations peu
distantes entre elles, et que d'ailleurs on est obligé de
négliger beaucoup de termes dans les formules pour
en faciliter le calcul, on ne doit regarder ces éléments
que comme une premieére approximation, et chercher
a les corriger de maniére a satisfaire le plus exacte-
ment possible a 'ensemble de toutes les observations
connues. La question envisagée sous ce point de vue
offre un nouveau probléme i résoudre; on a proposé
pour cela plusieurs méthodes dont la simplicité doit
faire le principal mérite. Nous exposerons, dans le
chapitre suivant, celle dont I'usage nous a paru le plus
commode pour les calculs numériques.

g —
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CHAPITRE IL

CORRECTION DES ELEMENTS DE L'ORBITE DETERMINES
PAR UNE PREMIERE APPROXIMATION.

18. Aprés avoir développé, avec tout le détail né-
cessaire, une méthode tres-simple pour arriver & une
connaissance approchée des éléments de I'orbite de la
cométe, nous allons donner le moyen de corriger ces
¢léments avee toute la précision que les observations
comportent.

Pour cela on choisira trois observations éloignées
entre elles, et au moyen des éléments résultant de la
premiére approximation, on déterminera les trois
anomalies ¢°, v, ¢ et les rayons vecteurs r° r, r’, qui
se rapportent respectivement a I'époque de chaque
observation. 1l suffira, pour cela, de connaitre 4 pen
pres la distance périhélie et I'instant du passage de la
cométe par ce point, et c'est en quoi consiste le
principal avantage de cette méthode, qui n’emploie
que deux des éléments de I'orbite pour les rectifier
tous. On désignera par Vet V' les :mglFs que coms-
prennent entre eux les rayons r° r, r’', ensorte r|u‘nn
aura V=v — v et V' =¢'—¢"; et en comparant
ces quantités aux mémes angles résultant de I'obser-
vation directe de la cométe, la différence sera U'erreur
due i l'incorrection des ¢léments employés.

Les observations, il est vrai, ne font pas connaitre
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immédiatement ces angles, mais on peut les déduire
tres-aisément des données qu’elles: fournissent. En
effet, on a, par chaque observation de la cométe, sa
longitude et sa latitude géocentrigues, ¢ estsa-dire
relatives a la Terre; on en conclura aisément, par la
Trigonométrie, ses longitudes et ses latitudes Aélio-
centriques, c'est-a-dire relatives au Soleil. Pour cela,
designons par S le Soleil, par T la Terre et par C la
cométe, et soit € la projection de C'sur le plan de
Pécliptique. Si Pon considére la pyramide triangu-
laire interceptée entre ces quatre points, on aura
d'abord STC'= long. © — long. cométe. En nom-
mant, comme précédemment, b la latitude géocen-
trique de la comeéte, ce qui donne CTC' = 4, on en
conclura cos CTS = cosC'TS cosb. Maintenant, dans
le triangle rectiligne CTS, on connait les detrx cotés
IS=R et CS=r, quisont les distances respectives
de la Terre et de la cométe au Soleil ; on connait de
plus 'angle CTS opposé & r; on pourra done calculer
I'angle SCT par la formule

sin SCT = %sin(}'[‘b‘, (1)

et Pon en conclura le troisicme angle CST du méme
triangle.

Cela posé, nommons ) la latitude et 7 1a longi-
tude héliocentrique de la comeéte; en considérant |4
pyramide triangulaire CC'ST, on aura A — CSC’ et
'on trouvera aisément

b A sin & sin CST x - <
sind == ————",' ot cos('ST ="0SL

sin CTS cos) {2}
IL. §
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L'angle C'ST étant donné par la derniére de ces for-
mules, si 'on nomme A la longitude héliocentrique
de la Terre, on aura

n=A-+ CST. (3)

On déterminera, de cette maniére, les latitudes et
les longitudes héliocentriques de la cométe pour les
trois époques données; voyons comment on en con-
clura les angles V et V'. Désignons par C°, C, C' les
licux respectifs de la comete correspondant aux trois
observations, par C’, C, C les projections de ces
points sur I'écliptique, et considérons le triangle sphé-
rique formé par les deux lieux C, C° et par le pole de
Iécliptiqiie. On connait dans ce triangle les deux
eotés de I'angle au pole qui sont les compléments des
latitudes héliocentriques C°SC? et CSC,, ainsi que
I'angle compris qui a pour mesure I'arc G°C, décrit
du_centre du Soleil ; on aura donc pour détermiver le
cOlé opposé C°C, que nous désignerons par U, la
formule

cos U = cos(m — =) cosk cosA® + sink sind®; (4)
de méme, en supposant C'C’ = U’, on aura

cos U' = cos(n’ — n°) cos )% cos )’ + sind’ sin).

Les deux angles U et U’ correspondant i ceux que
notis avons nommeés V et V' et que nous avons obte-

nus par les formules directes du mouvement ellip-
tique, on aura, si les éléments employés sont exacts,

e U ot V=U.
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Mais, comme ces €léments ue sont qu'approchés, ces
équations n’auront pas lieu rigoureusement, et pour .
que les valeurs de V et U, V' et U’ puissent étve égales,

il faudra faire subir quelques corrections i ces élé-
ments. Soient ¢V, ¢ V', 2U et ¢ U’ les variations cor-
reéspondantes desangles V, V', U, U’, on aura

V4+IV=UH+4dU, V4+V=U+ 0.

Voici done deux équations au moyen desquelles on
pourra déterminer les corrections a faire a la distance
perihélie et a I'époque du passage de la cométe par
ce point, pour satisfaire aux observations données; il
ne s'agit que de développer ces équations.

19. Pour cela, reprenons les formules du mouye-
ment parabolique .
D |
cositp # ’
e g 40

ki
S 9 T 2 I PEL
£ =133 [!.mg; v+ zlang’~¢). \

Supposons que l'on fasse subir, a la distance périﬁglic
D, et a l'instant du passage par le périhélie, de tress
petites variations que nous désignerons par la carac-
téristique @, en différentiant logarithmiquement les
formules prl’*t:t'!tlr-:utes, on trouvera

P

ar g L By
— = p + tmg-vaov, ‘

ﬂ’

le second membre de cette derpiere formule de-
vant (n® 45 étre multiplié par le nombrée dont le loga-
4.
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rithme est 8,2355821, pour le convertir en arcs de
cercle.

On aura, par ces équations, les variations du rayon
vecteur et de 'anomalie correspondantes a celles ‘qm:
subissent. D et . 1l s’agit de déterminer maintenant
les variations qu’éprouvent simultanément la latitude
héliocentrique A et la longitude héliocentrique z. En
différentiant logarithmiquement I'expression de sin),
trouvée plus haut, et en observant que les anglesb et
CTS ne varient pas, on aura

@) = tang cot CST.d' . (CST);
en différentiant de méme 1'équation (2) on trouve
3. (SCT) = — tarigSCT . 27,
et par suite
. (SCT) = — ¢ . (SCT) = tangSCT . a—:;
on aura donc enfin
@) = tang ) tang SCT cot CST 6—: (a)

La longitude = dépend de la formule

cos CST
cosk

cosTSC =
en différentiant logarithmiquement, on en tire
3. (TSC') = cot TSC' [tang CST 4. (CST ) — tangh di];
dailleurs @ . (TSC') = dn; on aura donc enfin

4
dr = cot TSC’ (mng CST tang SCT Tr — tang 61) - (B)

On déterminera par les formules (a) et (b) les varia-
tions de la latitude et de la longitude héliocentriques,
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relatives aux époques des trois observations que I'on
a choisies pour corriger I'orbite. Maintenant si, pour
faciliter le calcul de I'angle U, on suppose un angle
auxiliaire A déterminé par I'équation

. I I
sin® —A = cos® - (rm — n°) cos )’ cos ),
2 2
ce qui donne, en différentiant,
: el
A= — t:mg;.ﬁ [tang

-; (r—r") (dm—dn*) -+ lmgl‘&'l“-ﬁ-tanglé‘h], ()

on aura

:;in’:ia s cosi (A + l"’-i— A)cos é (A+2°—A),

ei, par suite,

tang = (1 + 14 A)W) + ) 3 A) )

] (r}

dU= — — tang i U
~+ tang i (x 21— A) (4 51'——&A}|.!

2

En substituant dans cette équation pour d), J)° et
dA, leurs valeurs précédentes, on aura celle de ¢U
exprimée en fonctionde @D et de d'¢. On déterminera
de la méme maniere &V, en observant que l'on a
IV = dv — dv°, et que dv et dv° sont donnés par la
seconde des formules (0'). On aura donc entre les va-
riations ¢'D et d'¢ deux équations de cette forme,

dU =mdD + ndt, |
dV = pdD + ¢d¢; ) (

'

e)

d'ou, en observant quon a ¢U —dV=V =1,




54 THEORIE ANALYTIQUE
on tire
(m—p)dD+(n—gq)dt=V —TU. (e)

On trouvera une équation semblable en combinant
la premiére observation avec la troisiéme; on aura
done deux équations quine renfermeront d’inconnues
que les variations dD et d¢, et qui suffiront par
conséquent pour les déterminer. Si le calcul était
exact, on aurait ainsi immédiatement les valeurs de la
distance périhélie et de I'époque du passage qui sa-
tisfont le plus exactement possible aux trois observa-
tions données; mais comme on a négligé dans la for-
mation de I'équation (e) les quantités du second ordre,
il faudra, & I'aide des éléments corrigés, recommencer
les calculs. précédents, et 'on déterminera ainsi les
corrections de ces, nouveaux éléments. Dans certains
cas, on sera méme obligé de répéter une troisiéme
fois ces opérations; mais elles n’ont rien d’embarras-
sant, et le calcul des premiéres corrections facilitera
celui des suivantes. :

20. Quand on séra ainsi arrivé i une connaissance
suffisamment exacte de ladistance périhélieet du temps
du passage, voici comment on déterminera avec le
méme degré de précision les autres éléments de I'or-
bite. On substituera dans les équations (a) et (b) pour
dtet 2D leurs valeurs résultantes des dernieres opé-
rations, et 'on en conelura les valeurs exactes de la
longitude et de la latitude héliocentriques de la co-

meéte pour les époques des observations données.
Si I'on compare ensuite entre elles la premiére et la
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derniére, on aura pour déterminer U'inclinaison ¢ de
I'orbite de la comete et la longitude « de son nceud
sur le plan de I'écliptique, les deux formules

sin{m— n") - e
CO8 @ = ————— €O0S) cosi’,
sin(¢ — ¢ )

sin (m — @) = tang) cotg.

Dans la premiére de ces formules, il faut avoir soin
de prendre 'angle v — ¢° de méme signe que & — =°,
paree quel'inclinaison g esttoujours supposée moi ndre
que go°. La seconde donnera pour Vangle # — adeux
valeurs comprises entre o et 180°, et il en résultera
par conséquent deux valeurs de 2. Pour déterminer
laquelle il faut choisir, on remarquerd que par la
premiére observation on a pareillement

sin (7° — &) = tangi® col g;

on prendra donc la moyenne entre les valeurs cor-
respondantes de «, et 'on saura, par ce qui a été dit
n® 14, si c¢'est au ncend ascendant ou an neead des-
cendant de l'orbite que cette longitude se rapporte.
Le signe de 7 — n® indiquera, selon qu'il sera po-
sitif ou négatif, si le mouvement de la comete est di-
rect ou s'il est rétrograde. Enfin on aura le lieu du
périliélie sur I'orbite par la formule (27) dun® 16.

21. La méthode que nous venons de donner pour
corriger, par les formules diftérentielles, les éléments
de l'orbite qui résultent d'une premiere approxima-
tion, est tres-exacte et trés-stre, mais les calculs
qu’elle exige demandent quelque attention ; les astro-
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nomes emploient de préférence la snivante, qui a I'a-
vantage d’étre pour ainsi dire mécanique, les mémes
calculs se reproduisant toujours pendant toute 'opé-
ration. Voicien quoi elle consiste. On suppose connus
a peu pres la distance périhélie et I'instant du passage
par ce point, et en partant de ces éléments et des
observations, on détermine, comme on 'a vu plus
haut, les ditférences d’anomalies de la premiére i la
deuxicme observation, et de la premiére a la troi-
sieme. Soient U et U’ ees deux angles; en les compa-
rant aux mémes différences d’anomalies que donnent
immeédiatement les deux éléments approchés et que
nous désignons par V et V', on aura

U—V=m U -V =m.

On fera varier d'une trés-petite quantité la distance
périhélie, et I'on calculera les mémes résultats dans
cette seconde hypothése. Soient n et »’ ce que devien-
nent alors les quantités m et m'; enfin, en conservant
la distance périhélie de la premiére hypothése, on
altérera un peu Pinstant du passage au périhélie, et
Pon calculera encore les angles U — Vet U — V',
Dans cette troisi¢me hypo[h{'sr", désignons par petp
ces angles, et soient u et ¢ les nombres par lesquels il
faudrait multiplier les deux variations supposées dans
Ja distance périhélie et dans I'instant du passage pour
avoir les véritables, on aura les deux équations sui-
vantes:
(m—n).u+(m—p).t = m,

(d
(m'—n)u+ (m'—p)t=m. ()

On tirera de 1 les valenrs de « et £, et 'on aura par
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consequent les corrections de la distance périhélie et
de l'instant du passage de la cométe en ce point. Si
les valeurs qui en résulteront, n'étaient pas suffisam-
ment exactes, on recommencerait avec ces deux élé-
ments corrigés les caleuls précédents, et, apreés quel-
ques essais, on parviendrait a connaitre la vraie di-
stance périhélie et l'instant du passage au périhélie
qui répondent aux observations données.

22. Sil'on voulait déterminer 1'orbite avec encore
plus de précision, au lien d’employer dans le calcul
des corrections de la distance périhélie et de I'instant
du passage trois observations seulement, on choisirait,
parmi les observations de la cométe, celles que I'on
supposerait les plus exactes, et en les comparant deux
a deux, on formerait un systeme d’équations sem-
blables aux équations (d) on aux équations (e). On
combinerait ensuite ces équations de la maniere la
plus avantageuse pour en tirer les valeurs des quan-
tités qui doivent servir a la‘correction des éléments
de la premiére approximation, et Fon déterminerait
ainsi l'orbite qun satisfait le plus exactement possible
i 'ensemble des observations connues de la cométe.

Il peut arriver dans certains cas que, malgré les
précautions que hous venons d'indiquer, I'orbite cor-
rigée ne représente qu'assez imparfaitement encore
les résultats de I'observation ; ¢’est qu’alors sans doute
le mouvement de la comeéte n'a pas lien dans une

parabole, comme nous I'avons supposé, et que son
orbite est elliptique ou hyperbolique. Cette derniére
espece d’orbites intéresse peu I'Astronomie. Quant
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aux éléments de 'orbite elliptique, on peut les déter-
miner par une méthode d’approximation semblable &
celle du n° 21, lorsqu'on a déterminé par les mé-
thodes précédentes la parabole qui représente a peu
pres le mouvement de la cométe. Pour cela, on choi-
sit quatre observations exactes qui embrassent toule
la partie visible de l'orbite, et I'on calcule les angles
" Vet U relatifs 4 ces observations dans quatre hypo-
theéses, d'abord en employant les éléments approchés
de l'orbite parabolique, ensuite en faisant varier la
distance périhélie, troisiemement en changeant seule-
ment l'instant du passage, et enfin en conservant la
distance périhélie et I'instant du passage de la pre-
miére hypothése et en supposant une orbite elliptique
tres-allongée, en sorte que la différence 1— e de son
excentricité 4 l'unité soit une 'trés-l';elite fraction. Les
formules du n® 26, livre 11, serviront, dans ce cas, 4
déterminer le rayon vecteur r et 'anomalie ¢ corres-
pondants & chaque observation. Cela posé, en nom-
mant respectivement u, &, s les nombres par lesquels
il faut multiplier les variations supposées dans la di-
stanee périhélie, dans I'instant du passage, et la quan-
tité 1 — e, pour avoir leurs véritables valeurs, on
formera trois équations semblables aux équations (d),
qui renfermeront chacune ces trois inconnues, et qui
serviront 4 les déterminer.

Nous ne faisons qu'indiquer ici cette méthode,
parce que les résultats qu’elle donne laisseront tou-
jours beaucoup d'incertitude sur la durée de la révo-
lution de la cométe qui est surtout importante a con-
naitre, et que le seul moyen certain de la déterminer
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est d'attendre que I'on ait observé un nouveau passage
de cet astré i son périhélie. ;

Pour faciliter I'usage des méthodes que nous venons
d’exposer, nousallonsen fairelapplication i la comete
de 1824, dont I'apparition a été assez longue pour
fournir un nombre d’observations suffisant 4 la dé-
termination exacte de son orbite.

Détermination de Uorbite de la cométe de 1824.

23. Parmilesobservations connuesde cette comete,
nous avons choisi les suivantes. Les époques sont
évaluées erf temps moyen a Paris, compté de minuit.

Epoques. Longitudes obscrvées.  Latitudes observies.

Aolt - 22',90153,  a°.230°.31".33", b*.57".42".32",
28, 87973, a.22§. 6.30, 6.5q.33.58.
Septem. 3, grood, a'.218. 4.34, Y61, § 20

Les lieux du Soleil correspondants aux mémes époques
et calculés par les Tables de Delambre, ont donné :

Long. du ® +-180° Logar. R.
. Ar. 329° 38 3'; i 0,004632q,
A, 335 25 24 , 0,00f0271,
A 341 15 54 , 0,0033786.

On a conclu de la, pour 'époque qui tient le milien
entre les trois observations,

A,= 335" 26" 38", log R,= o,004012q.

Au 1110}’0!1 dt‘. ces \-'-';!.IEUFH ol a &)l‘ll‘]l;‘ IL‘S suivantes ;:

A'—at... g9 7" 4§, A—a'...104%55°5",
A—aea . .o111.1854 , A—a . ..111.20.9,
L1233 1120, A—a".. . rieaa. 5.

A'—a',
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Nous avonsd’ailleurs ici §=53,97819 et ¢’=64,03032,
et, par suite, 6 4 6= 12),00851; en ajoutant aux
logarithmes de ces quantités, le logarithme constant
8,2355821, on forme les suivantes :

logh = g,0121519, logl = g,0159224,

log (6 + 6') = 9,3150713,
d'ot I'on conclut

]Gg;'__"_;e.'.=u,3039194, h:tgﬂ':]:‘9 = 0,2091489.

Cela pose, cet exemple ne tombant pas dans le cas
d’exception n° 11, nous emploierons les formules du
n® 10, dont les dénominateurs sont suffisamment
grands, et qui sont alors les plus simples. Pour les
réduire en nombres, nous commencerons par calculer,
au moyen des formules (7), les valeurs des trois quan-
tités C°, G, €', on aura d’abord :

sin(A, —a)... 9,0601652 sin{A, —a')... 9,9484470
tangd’..... o,2575401 tang b 0,2300982

0,2267053 0,1794452
Nombres  + 1,685410 — 1,511630
— 1,511630

C'= + 0,173780
On trouverait de la méme maniere

C=o0,171001, C' =0,343313.

Les formules (12), en vertu de ces valeurs, de-
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viennent
1" s
p=L[9,70§3095], ¢ =— ~f [9,6973083 ].

Dans les premiers essais il suffira de supposer

u” 040 u” 0+ 0
et R — 3

v o u ]

ce qui donne
g'=¢lo, 0034584], ¢'=p[0,00022797]

Mais les valeurs qu’on tirera des équations ainsi sim-
plifiées, ne peuvent étre considérées que comme une
approximation trés-imparfaite, propre tout au plus a
guider le calculateur dans les premiéres hypothéses.
11 est donc inutile de nous y arréter ici et nous passe-
rons tout de suite au second degre d’approximation
en supposant, n® 10,

|.-’“_0+El’ i 6264 0)
T O 6 ?

U ]

o 60V (20-+8)

i’ 6P y

En réduisant ces formules en nombres d’apres les va-
leurs précédentes de G et G, on trouve

e

v I :
= = [0,2091489] — =1 8,0249400],

' = —[0,3039194] -+ [8,0312241].

aura donc, pour calculer g° et g par le moyen
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de p et de r, les formules suivantes :

o = p[0,0034584) — f. (77292495 1,

¢’ =p[0,0002277] — f!_'_; 7285324 1.

Ces formules contenant l'inconnue r, on fera une pre-
miere hypothese sur la valear de p et I'on caleulera ¢
par I'équation suivante :

r=1,0187185 — p[g,8655557] + p*[0,5907660].

Connaissant ainsi p et r, les formules précédentes
donneront les valeurs de g et de ¢/, et 'on calculera
ensuite %, 1, 'V et ¢ par les équations

= 1,02156451 — ¢*[9,50957259] + [ 0,544 fg10], |

' =1501568070 — ¢’ [0,0427013] + 4" [0,6308356],

V=esga9g310 — ¢*[9,5524997] + ¢'¥'[0,5842617] ) (M)
[ p' Tg‘], 57&1158:‘. ],

=M _ 1 _qV,

Enfin, pour vérifier 'hypothése et en reconnaitre 1'er-
reur, on aura l'équation du temps ( 22 ) qui, en substi-
tuant pour @ et §' leurs valeurs, donne
1,2 Hi_fj’? = (r4r 4 o) — (4 ¥ —e) 3, l\.]"\
Supposons, qu'apres quelques essais, on soit arrivé
a la valeur suivante p = 0,41293159, ce qui donne

r?=1,380206597 " et r=1,1948470,
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on en déduit ensuite :

=g, Gin quS!]
M= ,t‘iglflJ;:i" = [0,1736691]

¥ = 1,22133400
¥ =1,13404775
2523158

,0128g00

P+ r'=2,35538175 a = 42
¢ =0,26034356 bh*=3

a'=2,62472531

b =2,08603819

- 1,2391255
+ 1,2394319

—+ U,:}QUQD59
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p' =[9,6146697] 5%
ri=1,49165730...[0,1113b99]
' = 1328606570
2,7777230
2V =2,7051770
Rt ﬂ‘;l’!dib[) _[8 8606135)
[9,4303067]

Soit pour nouvelle hypothése g =o0,41293464 = [ 9,01 588131,

ce qui donnera

r*=1,3802734 et r=|o0,069982/],

on en déduit les résultats suivants :

"=[0,6179113]
ri=1,4916653 =[o0,1736715]

r=1,22133730
¥ =1,13405077

¥ =12,35538807 a = 4,2523400

i — 3,0129000

c=0 :'Ih(}3|_) 0

a=—n l>'!_|"|.5"}"|"
b = 2,08604237

— 1,2394400
~+ 1.23094317

— 0, uonuu'%j

¢'=[9,6146729]

= 1,4q16653

ri=1;2860732 = [0, 10G2658]
2,';-'.-'; -335
aV=2 "n:uq;
et= u~=:';?..'.-3i',=1 =[8,8606201]

.+ [9,4303101]

Les erreurs qui résultent des deux hypotheéses pré-
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cédentes, étant de signes contraires, il s’ensuit que si

= : 5 ' e
'on fait n = -5—6—_1_9—8-5, qu’on désigne par A et B les

valeurs de g dans la premiére et dans la deuxieme
hypotheése, la vraie valeur de cette quantité sera
exprimée par A+ n(B— A). On trouvera ainsi
p = 0,41293286, et I'on en déduira la solution sui-
vaute :

p'=0,§148694, r=1,2213366, c=o0,2693447,
r :'5:?4'848‘1)

¢’ =0,4117855, ' =1,1340500.

On pourrait, dans les cas ordinaires, s’arréter a
cette seconde approximation ou nous avons tenu
compte des termes du second ordre, et les valeurs des
éléments paraboliques qu'on en conclurait seraient
assez exactes pour tous les usages qu'on en voudrait
faire; mais pour obtenir le dernier degré de précision
auquel la méthode puisse atteindre, il faut, dans les
formules (12), n® 10,.avoir égard aux termes du troi-
sicme nuile qui ajoutent aux valeurs des quantités

o

o
oL [ — les termes suivants:
o

= 9-'%"—“-'{8'“ + 69" — 62) [-.-L_ .3 ;I

b

’+’,5f= 66'— 6) B o
] -, 3
< or
6(r*r)? 3

En substituant pour +°, r, r leurs valeurs données
par Vapproximation précédente et pour § et 6 celles
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qui résultent des observations, les deux termes pré-
cédents deviennent

-+ 0,000030§93 et  + o,000030865.

En ajoutant respectivement ces deux quantités aux
ui! “’! * F 2
valeurs de — et de - données précédemment, on
daura
[.-'"

—= 2,0087504¢ — %{B,u?.;:z:-,ﬁ],

L

o = 1,99138686 — - [8,02494o0o].

On peut dailleurs calculer directement les deux quan-

Pl u”
tités — et — au moyen des formules (15), n° 10.
u
Les valeurs précédentes, substituées dans les for-
mules (12), donnent

p' = r[0,0034634 ] — £ [7,7292495),
¢ = p[0,0002333] — £7,7285324).

Ces deux équations, jointes aux cing formules (M)
et (N),fournissent toutes les données nécessaires pour
déterminer I'orbite parabolique avec le dernier degreé
d’exactitude dont le probléme est susceptible.

En satisfaisant 4 ces équations par des hypotheses
arbitraires sur la valeur de g, comme nous I'avons fait
précédemment, on trouve, aprés quelques essais, la
solution suivante :

" = 0,41486834, 1,2213362,
— 1,1 3.-1!‘-505 »

¢ =0,4§117863g, ¢ = 0,26934fo.
Il
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Pour déduire de ces valeurs les ¢léments de l'orbite
parabolique, on a formé d’abord les quantités p, ¢,
p — r° p— r’ et leurs logarithmes, et 'on a trouvé

P i—{r“ + r' 4 ¢)=1,31236535 =[o,1 18054171,

= i(r' + ' — ¢)=1,04302135 = [0,0182932],
p—r'=0,17831485 = [9,2511876],
p — r* = 0,09102915 = [8,9591805].
On a calculé ensuite, au moyen des formules (25)
et (26), la distance périhélie D et I'anomalie ¢ de la
maniére suivante :
p—r'iv.9,2511876  p—r'...8,9591805 c...9,4303074
Vp-..0,05g0274 V7...0,0001465 yr'...0,0434176
A ..9,3102150 B...8,gb683270 ¢ Vre...9,4737250
«++0,0465277 '
c\r'...q,4737250

..9,5728027 iv‘...m”ﬁq’?ﬂ”,

...9,9672016

Par la formule directe

(23), on a obtenu D=[o0,0214175].

.+.9,0345832
..0,0868353
logD...0,0214185
Le temps employé & parcourir 'anomalie ¢° se cal-
culera par la formule (27)

1
t = (2D?*)? (Imlgi v° %l:mg‘* ;v“) [r,7644179],

le nombre dont le logarithme est 1,7644179, comple-




¢...9,6179103

1:r' ..q9,9131647

tang &, . .0,1992661

sin}'.. .qg, 7303411

cosl’. . .9,9259782

tangi’. ..q, 8043629

col . . .g,8007339

sin (A°—a*)...9,9944776

sin (A* — =%)...9,50995744

A' — ... ad*a2b6" B
A’...329.38.37

L S
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ment de 8,2355821, étant
on doit multiplier la valeur du temps £, exprimé en
arcs du moyen mouvement solaire, pour le convertir

en jours moyens. Substituant pour D et ¢* leurs va-
leurs, on trouve

(D).,

.0, 1826429

1 ;
lang — . . .9,6055114

%lang’iv“. :

. Jobr12'ag”

1,7644179

1,5525920...35 ,6g209

.8,733g015

0,2864735. ..

1, 9340y

t...39, 62616

Ce temps, ajouté a I'époque de la premiére obser-
vation, puisque la comete s’avance vers son périhélie,
c’est-a-dire au 22,90153 aout, donne, pour I'instant
du passage au périhélie, le 29,52769 septembre.

Le calcul des longitudes et des latitudes héliocen-
triques a donné ensuite :

..9,6146720
.-9,9453675
.. 0,2575401
-..09,8175796
++9,8772979
. 9,9402819

-+ +9,7424599
. +9,9226583

sin (A" — ='). ..g,6053999

- 23" 46/ 19"
v 34ra5.54

=, .. 317%2g39"
5

67

(n® 15) celui par lequel
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La longitude & du neeud ascendant se calcule en-
suite par la formule (29); on a ainsi :

tang¥. . .9,8043629 tang ). ..g,9402817

sinz’. . .q,8297363 sin =°. . .9,q068074
9,634ogg2 9,84708g1

+ 0,70321665

— 0,43062500

;;T};-ﬁgzﬁgtﬁé
tang ¥’ . . .q,804362q tang )’ ...9,9402817

cosw’. . .q,B8675865 cos w's . .g,7713810
9,6719404 97116627
-——-o,ﬂhiﬁi&in
+ 0,46984000
“_030‘141}5860
9,4355126
8,653 1025
tangz. . .0,7824101 %, .+279" 22" 18"

L'inclinaison ¢ se déduit de la double équation (28),
n® 14,

; o chag) . tang)

Ny = sin(#'—a)~ sin(r — a)

On a ainsi :

7' — a = 26° 50’ 11" o —a=238°7"19"
tang ¥'. . .g,804362g9 on bien tang}'. ..9,9402817
sin(7*— a). . .0,6546042 sin(®' — ) ..g,7905225
tang ¢. . .0,1497587 tang g, : .;,l.ig';fig;

p=5441"19"

Enfin la distance » de la cométe 4 son neeud ascen-

dant, i I'instant de la premiére observation, se calcule
? y

par la formule (30) cosy = cos)® cos(n° — a); d'ou
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il résulte :
cosi'. . .g,9259782

cos (7' — ). ..9,9505105

0im. . .9,3:.'64337

Ce qui donne 5 = 41°11'43", et 'on aura, par con-
séquent, pour le lieu du périhélie sur I'orbite,

n 4 a -+ ¢ = §°29'5".

Ln_rassemblant ces différents résultats on aura, pour
les éléments paraboliques de la cométe,

Passage au peérihélie. . . ... +. Septembre  2¢/,52769
Distance périhélie.. ... ... siw e wiwin st 18 50008543
Lieu dunceud ascendant.............. 279°22"18"
Inclmaigon. . oo vivusivenannseeen o 54 f1g
Lieu dua péribélie.. ... ..... W 4.29. 5

Sens du mouvement direct.

24. Ces éléments doivent satisfaire exactement aux
deux observations extrémes et représenter a quelques
secondes pws l'observation moyenne; c'est ce que
nous allons vérifier en calculant, avec les éléments
précédents, les lieux des 23 et 28 aont, et du 3 sep-
tembre.

Clest ici le probléme inverse de celui que nous
avons résolu n° 18, Etant données la latitude et la lon-
gitude héliocentriques de la cométe, que I'on déduit
aisément des éléments de son orbite, il s'agit d'en
conclure la latitude et la longitude géocentriques cor-
respondantes a la méme époque. Pour dirigerle calcul,
nous supposerons que l'on a sous les yeux la figure

(jue nous avons indiquée n” 18; et nous considére-
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rons de nouveau la pyramide triangulaire STCC’ for-
mée par les droites qui joignent les lieux du Soleil et
de la Terre avec ceux dela cométe et de sa projec-
tion sur lécliptiqune, a I'instant de I'observation
moyenne. Nous désignerons de plus par N le lieu du
noeud ascendant de la cométe sur le plan de I'éclipti-
que, et nous ferons, pour abréger,

= lieudu périh. — neend, et K=CSN=¢—T,

en nommant comme précédemment ¢ I'anomalie vraie
correspondante 4 I'époque donnée. :
Cela posé, en désignant comme précédemment
par « la longitude du nceud ascendant et par « la
longitude héliocentrique de la cométe, on aura d'a-
bord
tang (& — @) = cos g tang K.

On conclura de la I'angle & — = et, en le retran-
chant de la longitude « du nceud ascendant, on aura
la longitude héliocentrique = de la comeéte. En re-
tranchant cet angle de la longitude de®a Terre au
méme instant, on aura 'angle au Soleil TSC' que, pour
abréger, nous nommerons S.

La latitude héliocentrique CSC’, que nous avons dé-
signée par 2, se calcule par la formule

sin) = sing sinK.
Connaissant la longitude et la latitude héliocen-
triques = et A, pour en conclure la longitude et la la-

titude géocentriques a et b, considérons le triangle
rectiligne CSC’; on a d’abord

SC' = rcos}, CC' = rsin),
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et si du point €' on abaisse une perpendiculaire C'I
sur la ligne ST qui joint les centres de la Terre et du
Soleil, on a ensuite
SI = SC' cosS, l C'l1 =8C'sinS.
La premiére valeur fait connaitre celle de

o= Yo e .
ﬂ_ﬂ—ﬁ-ﬂb Q,

: g S
ou bien, en observant que ST = R et faisant =%
TI=Hh l:l iy (I);
eten nommant T 'angle 4 la Terre STC', on en conclut
[ |

tang T = R

En ajoutant & l'angle T, calculé par cette formule, la
longitude du Soleil A —180°, on aura pour la longi-
tude géocentrique a de la cométe,

a=A—(180°— T).

Quant A la latitude géocentrique b, on la calculera

aisément par la formule
cC’

tang b = Soa
lorsque I'angle T sera déterminé; en effet, on aura,
par ce qui précede,

CC'=rsin}, TI=CTcosT;
d’ou I'on conclura
rsinkeosT
L

tang b = =

équation dont le second membre ne renferme que
des quantités connues.
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Ca!:}d du liew du 22 aoit,

Epoque donnée.. Aotit... 22,90153 ... 1,5754900
Passage au périh. Sept... 2g,5276q D v,0321280
37,62616 T... 1,5433620

Périh.— Neeud. ., .

I —parg. delalat.. K T... 34,94315

€08 1 7% ... 9,95739[6
cos’3¢%. . 9,9345832 sing. g,g117022 cosg...
D.....o... 0,0214187  sinK. 9,8186308 tang K

... 0,0868355

(ool 0.1 i

r... 85. 6.4
K= f1°11 {3
.-+ 0,7619427
..... 9,9421511

sini’. 9,7303420 tang (s’ —a). 9,7040938
COs Y. 9,9250781
' — ... .. 26°50"11”
8c'.. . 0,0128:136 R... 0,00§6329 «.......... 299.22.18
cos § . 9,9626098 a.... 8,8132178
— . ®=..%.., 306M2'ag"
2 e A 9,9754234 TI... 8,8178507 A'= . 329,38.3q
R......... 0,0046329 _—
= Bt 11 Y 236" 8"
9,9707909
Nomb. . 0,03495442 SC'........ o,0r28136
PR .. p,06504558 sinS..... - 9,5995745
Fo........ 0,0868355 C'IL........ g,612388:
sin )°. . . 9,7303420 S B 8,8178507
PR T .y 0 ms 9, 1999382 T
——— tang T « 0,7945374
9,0171157
¢ i (U S 8,8178507 180°— T 99° 7" 4"
—_— et 32q9.38.37
tang &°. . . .. 0,1992650 i
a%........«230°31'33"
B 59°42" 22" long obs. ... 230.31.33
lat. obser. . —

i Brifa.an

Différence.. o .0 o

Difference., o o

1]
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Calecul du liew du 28 aout.
Epoque donnée.. Aoit... 28,87g972 t... 1,5003457 ¢ 37°59' 39"
Passage au perih. Sept... 29,52769 D:. 0,0321280 ... 85. 6.47
31,64';;;)? el m K= §7° g 10’
rus%:-.. » 9,9757219
T.. 2¢,3g122
. 9,9514438 9,9117022  €0Sg:ia..... 9,7610427
0,0214187 q,8652045 0,0326663

. ©,0699749 0,7769067  tang(r—a). 9,79460ogo

L 31"'55’4’9”
e s 9,9737607 R. .. 0,0040271 e S (v O
. 9,9603194 res Qy1724803

. 9,9340801 ... g,1765074
0,0040271

9,9300530
‘ - 9,9737607
0,8512420 : 9,6113740
. 0,1487580 T T
CLi.. s g,0B5138
0,0699749 9,1765074
9,7769067 SR
9,5605849
9+4074665
.. g,1765074
BT D 180°— T... 111719"10”
. 0,2309591 il o) 335.25_._‘:'.'i_
e PO 2_::!4“_l]'laiH
PR S ey long. obser. 224. 6.30
lat, obs.." ... 5g.33.58 -- —

—— Erreur. .. .. 1b”
Erreur j
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Epoque donnée.. Sept.. 3,g1oof ¢.... 1,4085393

THEORIE ANALYTIQUE

Caleul du fiew du 3 septembre.

3
Passage au périh, Sept.. 29,52769 D?.. 0,0321280 T...

cos’ ~¢'.. .. 9,0667866
B nisra 0,0214187
R e 0,0546321
cosd...... 9,8772979
SC'. .+ 9,9319300
cos § . 9,9614976
Blr s b 9,8934276
B..AE 0,0033786

9,8g004go
Nomb...... 0,7763350
B . 0,2236650
s . 0,0846321
7)1 ST g,8175804
cosT...... g9,7383055

9,6105180
TI. . 9,3529769
tang b'... .. 0,2595413
it .. 61°4 20"

Lat. obs,. ..
Dillérence. ..

61. 4. 20
O 0 o0

25,61765 T... 1,3764113 K.
I r
cos ... 9,9933933

T = 23790921

sing. Q,Q117022
sin K. g,9058782
sini’. g,8175804

R... 0,0033786
... 9,3495981

TI... 9,3529764

cCO5®....
tangK......

#
Pasa

3!029' I'}Jr
85. 6. 47

.. 532 37" 30"

. 9,7619427

0,1327740

tang (= — 9). 9,8947167
L R 38 1'19"
et . 279.22.18
x . 3179°29'37"
£ Lot s o4 A2 341.15.54
B . 23°46'17"
SC’. . 9,9319284
sinS,.....- g9,6054003
-9 SRR 9,5373287
1 1 el S 9, 3529767
tang T . 0,1843520
180°—T... 123°11"20"
A, « 341.15.54
.. 218° 434’
long. obs... 218. 4.34
Différence.. - o o o
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i

Ainsi les éléments trouvés satisfont exactement aux
deux observations extrémes et représentent I'observa-
tion moyenne avec une erreur de 16” sur la longitude
et de 8" sur la latitude. Ces erreurs n’excédent pas
les limites de celles qu'on doit attendre des méthodes
les plus précises imaginées pour la détermination de
I'orbite d’'une cométe d’aprés trois observations. La
méthode dont nous venons de faire I'application a la
cométe de 1824, résout donc la question d'une ma-
niere tres-satisfaisante.

Rectification des éléments de Lorbite de la cométe
de 1824.

25. Nous nous proposons maintenant d’appliquer
a la cométe de 1824 la méthode que nous avons
donnée polir arriver 4 une connaissance exaclte des
éléments de 1'orbite d'une cométe, lorsque I'on connait
a peu prés la distance périhélie et le temps du pas-
sage au périhélie.

Nous avons choisi, pour corriger ces deux éléments,
]PS tl"OiS OI)SE]'VHHU“S Hlli"ﬂl][t’ﬁ -

Epoques. Longitudes observées.  Latitudes observérs.
Aoit. . .. #9275 a°252° 32/ 28" be 48 7'30",
22,9514 a.230.34.49 b.57.44.23,
Septembre 3,9100 a.218. §.34 b 61. 4.20.

Les lieux du Soleil, correspondant aux mémes
époques et calculés par les Tables de Delambre, don-
nent

Longitude @. log. R.
132°21" 58" o0, 0060678
149.41 .30 0 ,0046284

161.15.54 0,0033586.
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Supposons que, par les premiers essais, on ait trouve
pour la distance périhélie 1,04598 et pour I'époque
du passage le 28*, 3153; calculons avee ces éléments
approchés les angles U, V, U’ et V* par la méthode
exposée n° 18, Voici le détail de ce calcul :

Pas. pér.sept. 28,3153 ... .1 17355015 o' = 58° 2/ 22"

Ep.don. aodt, 449275 D:..u.unngSl cos; . g,g407858

t=54,3878 "T...1 7062164
T = 50',8{13

D
cos’ 1o°, .

e

cosC'TS. .
cosbh®, .
cosCTS. .
sin CTS. .
Re..

R g

sinSCT, .
sin CST. .

sinfo, .
1 : sin CTS..

sin e, .
cos CST. .
CO8§ A%,

cosC'ST..

0,0195234
9,8815716

0,1379518

9,7012595
9,8244563

g,ﬁnﬁjl_ﬁﬁ

9,9740669
0,0060678
9,8620482

9,8421829
9,6471418

98719247
0,0250331

9,5449996

9,9523802

0,9714931
9,9808871

long. @®. 132021’ 58"

long. comét. 252,32 28
S e
clong. C'TS = 120° 10 30"

CTS. 10g° 36 |!4"
SCT. 44. 3. ¢
153° 39’ 23"

CST. 2620’ 377

lat, hélio. ). ., 20°32" o

commut. C'ST.  16°52’ 29"

long. dela Terr. 312.21 .58
long. hel. =%, 295°aq’ 31"

Nous venons de déterminer, par ce caleul, I'ano-
malie, la longitude et la latitude héliocentriques de
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la comete relatives & l'instant de I'observation du
4 aout; en répétant les mémes opérations, par rap-
port aux époques du 22 aout et du 3 septembre, on
parviendra aux résultats suivants :

[ 58’“29'22” ¢ = 42"55’5:" v = 30*’]8’45”

§°= 295.29.31 §=306.59. 8 .| ¢'=3i8.12.19
= 20.32.00 A= 31.46.20 V= fo0.15.40

Ces valeurs donmeront, en comparant les denx
dernicres observations i celle du 4 aont,

o —p =15°33 1" ¢ —¢°=1129' 37"

e =23.|D.3';' 9'-—?“:21.42.&;3
et, au moyen de la formule (4), n° 18, on en conclura

cos(9 —4°)... g,9912026 sind’. .. 9,5449996
€08k, .. 9,9714931 sinh.... g,7214347

cosk.... 9,9294046 9,2664343
9,8921903 -+ 0, 184686
nomb. + 0,780172 4+ 0,780192
cosU + U_.EB;’iSﬁB
log. 9,9844634

On aura donc

.o 160340 8
Vians 25033037

V—1... ;g-zg-r PR o I IIG?”
On trouverait de méme
U'... 29°38 22"
V... 28.10.37

V=U'... 3251 5%
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26. Supposons maintenant que 'on fasse varier
d'une petite quantité la distance périhélie et I'instant
du passage, el déterminons les variations correspon-
dantes des angles U, V, U’, V'. Les calculs qui ont
servi a former ces angles, fourniront toutes les don-
neées nécessaires a cette nouvelle recherche. On aura
d’abord, par la seconde des formules (o'), n° 19,

0¢° = (2719") 8¢ — (212055") @D,

dv = (3519")d'¢ — (183485") 2D,

dv = (fo71") ¢t — (142491") 2D,
et par la premiere des mémes formules, en conver-
tissant tous lés termes en secondes,

g = (1522") d¢ + (784679") @D,

“= = (1382") d ¢ + (125050") 4D,

(1103") ¢'¢ + (158601") &D.

\

La formule (a) donnera ensuite
0z ar
dA\’= (0,73178) —
[: ’T ?8! r ?

o = (1,18286) 27,

»

N =1 ,r‘i-’,"uﬁg]ir—
et par la formule (&), on aura

u .
dn’= — (0,67577) =

dr = — (1,10568) 27,

p 3 g r
o' = — (1,9,-'4!)19)‘:-.-.“
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Par la formule (g), on formera les variations des
angles auxiliaires A et A’; on trouvera aihsi

P = — (0,65984) 2 — (1,19847) >

A’ = — (0,60698) "> — (1,44033) 7.

En substituant ces valeurs, ainsi que celles de
d2%, d%, d%' dans la formule (¢), et en rempla-
i o g At
cant ensuite —, —, — par leurs valeurs, on trou-
¥ r r r
vera
dU=—( 2")dt+ (8792")dD,
dU = — (68")dt + (13103") ¢D.

Les valeurs de dv°, dv, ¢ ¢ donment d’ailleurs

2V = — (800") dt — (28590")dD,
dV' = — (1352")dt — (69564") 9 D.

On aura done enfin, pour déterminer les variations
d't et ¢D, les deux équations suivantes :

798 d¢ + 37362 ¢D = 1167,
1284 &'t -+ 82667 ¢D = 1935;

d’ou 'on tire
@D = + 0,0025397, ¢ =+ 1,3434999.

On trouve, par conséquent, pour la distance péri-
hélie et pour 'instant du passage de la cométe par ce
point, d'apres ces premieres corrections,

D = 1,04852, inst. du pass. sept. 29'.6588.
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Avec ces nouveaux ¢léments, on recommencera les
calenls précédents, et I'on arrivera bientdt aux valeurs
de D et de £ qui satisfont le plus exactement possible
aux trois observations données,

27. Pour montrer comment on procéderait 4 la
correction des ¢léments de l'orbite par la méthode
des variations déterminées, exposée n° 21, reprenons
les trois observations du n°® 25, et, aprés avoir cal-
culé les angles U, V, U’, V' avec les valeurs que nous
avons supposées a la distance périhélie et & I'instant
du passage, nommons m et m’ les différences V— U
et V'— U’; on aura, par ce qui précede,

m =+ 1167", m'=+ 1935".

Faisons subir maintenant une légi:re variation a la
distance périhélie, sans altérer I'époque du passage.
Supposons, par exemplt*,

D =1,00508, inst. du pass. sept. 28.3153.

En calculant de nouveau, avec ces données, les angles
U, v, U, V', ontrouve

U =.a5%0'50" U'=37°333"

NV = 15.51.54 Y' = a8.56 .35
V—U=" 1' § V'—=U= 133 §"

n= 4 2464" n'= + 4o84"

“aisons varier enfin l'instant du passage, en conser-
vant la distance périhélie employée dans la premiére
opération ; supposons, par exemple,

D =1,04598, inst. du pass. sept. ag),3153.
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En recommencant avec ces.données les caleuls précé-
dents, on trouvera

U. . 50%y" 3

V... 15.30.15

¥—=%8... 6'r2"
p =+ 372"
Au moyen.des valeurs de m, m', n, v/, p et p', on
formera les suivantes:

m—n=-— 1297", m—p=-+ 795",
m' —n' = — Jojqg", m'— p!= 4 1283",

et I'on aura a résoudre ces deux équations,
— 12974 + 795t = 1167,
— 3o4gu + 1283 t = 1935;
d’ou 'on tire

% = — 0,0540362, t=-+ 1,37977.

En multipliant respectivement, par ces deux quan-
tités, les variations — 0,04 et + 1, que nous avons
supposées a la distance périhélie et i I'époque du pas-
sage, on aura, pour les variations véritables de ces

éléments,
8D =+ 0,0021614, 9t =+ 1,37977,

d’ou l'on conclura pour la distance périhélie et I'in-
stant du passage au périhélie corrigés,

D = 1,0481414, inst. du pass. sept. 29/,69507.

En calculant avec ces éléments les angles U, V, U, V7,
1l. 6
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On aura .
U... 15%14'a7" U'... 27°3714"
i ISP:.{I.]” X d 1:.3:!.[{'

U—V... +8" U-=V,.. o o'
On ferait. disparaitre entierement la différence, en
augmentant un peu la distance périhélie et en avan-
cant I'époque du passage ; mais comme elle ne s'é-
léeve qu'a quelques secondes, nous ne pousserons
pas plus loin cette recherche, et nous déterminerons,

d'aprés la distance périhélie et l'instant du passage

précédents, tous les éléments de 'orbite. Le caleul
que nous venons de faire des angles U, V, U’, V' a
donné

= -5g°23'36" ‘ = 44° 917" |v= 31°%6'22"
e 20:59.18 LA =13948.35- [V ="4r: 0. 8
7 =g .13 | A =306.19.1 | *'=317.33.a4

I
En combinant entre elles les valeurs qui se rapportent
a la premicre et a la derniere observation, parce que
ce sont celles qui donnent anx numérateurs et aux
dénommateurs des formules n® 20 les plus grands
nembres et dout on doit attendre, par cous:’.-quenl, le
plus @’exactitude, on trouve
e =w"27'34", a=.279%53".

¢ est l'inclinaison de 'orbite, etle mouvement de la
comeéte étant direct, z estla longitude du neend ascen-
dant. En nommant y la distance de la comete i ee
feeud, a I'époque de la premiére observation, on
trouve par la formule (30), n° 14,

9 = 26%6' 56",
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d'ou I'on conclura, pour le lien du périhélie sur
I'orbite,
¥ 4+ 9 + a = 4§°0'2b".

Les éléments de 1'orbite de la cométe de 1824 seront

donc
Passage au périhélie. Septembre. ... .. . 29,69507
Distance périhelie,.......... M 1, 0481414
Lieu du périhélie sur lorbite, .........  §°4o’ 25"
Longitude du neeud ascendant......... 279. 9. 53
Inclinaison de'orbite. . . ... .ot 5§.27. 34

Sens duw mouvement direct.

Gu
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CHAPITRE III.

PERTURBATIONS DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE DES
COMETES.

- 28. Les cométes sont, comme les planetes, assu-
jetties a des perturbations qui altérent leur mouve-
ment elliptique autour du Soleil, et qui font varier
par degrés les éléments de leurs orbites. Ces pertur-
bations sont, en général, beaucoup plus eonsidérables
pour les cometes que pour les planetes, et elles sont
surtout sensibles dans la durée des révolutions. Leur
détermination doit dépendre évidemment des mémes
principes que celle des inégalités planétaires, puis-
qu'elles dérivent de la méme cause, et la méthode
exposée n® 13, livre II, qui consiste & exprimer l'ef-
fet des forces perturbatrices par la variation des con-
stantes arbitraires qui entrent dans les formules du
mouvement elliptique, parait étre encore dans cette
question la plus appropriée i la nature du probléme,
On détermine, en effet, trés-simplement de celte ma-
nieére les variations différentielles de chacun des élé-
ments de l'orbite, et il ne s'agit plus que d'intégrer
ces formules pour avoir tous les éléments du mouve-
ment de la comete dans son orbite troublée. Malheu-
reusement cette intégration présente de grandes diffi-
cultés.__geg excentricités des orbites des cometes étant
en gemeral tres-considérables, et leurs inclinaisons &
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Pécliptique variant 4 Pinfini, il n’est plus possible de
développer la fonction perturbatrice en série conver-
gente ordonnée par rapport aux puissances ascen-
dantes de ces quantités, et il faut renoncer a 'avantage
d’avoir, pour déterminer les inégalités des cométes,
des formules qui, comme celles des perturbations
planétaires, embrassent un nombre indéfini de leurs
révolutions et ne demandent que des substitutions
numériques pour donner les résultats cherchés. Pour
intégrer les formules différenticlles des éléments de
I.m*hﬂu troublée, on est obligé ici de recourir aux
méthodes d’approximation connues sous le nom de
quadratures mécaniques. Ces méthodes consistent a
partager la courbe décrite par la comete en portions
trés-petites, par rapport auxquelles on détermine les
altérations produites par les forces perturbatrices sur
chacun des é¢léments de 1'orbite; différentes formules
donment ensuite le moyen d’en conclure les variations
totales de ces éléments dans l'intervalle compris entre
les deux extrémites de 'arc de trajectoire que I'on a
considéré. On peut déterminer de cette maniere les
altérations des éléments de U'orbite elliptique pendant
une révolution entiére de la comete, c'est-a-dire dans
Tespace de temps qui s'écoule entre deux passages de
cet astre au périhélie; mais les ealculs que cette mé-
thode exige dans les applications sont immenses, et il
convient de lés restreindre autant que possible, pour

éviter tout travail inutile an calculateur. Clest.ce gu’on
peut faire trés-simplement lorsque la comete est dans
la partie supérieure de son orbite, et que sa distance
au Soleil devient trés-grande, relativement a celle de
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la planéte perturbatrice au méme astre. La fonction
dont les perturbations dépendent peut, dans ce cas,
se développer en série ordonnée par rapport aux puis-
sances descendantes de cette distance, et les expres-
sions différentielles des altérations des éléments ellip-
tiques se partagent alors en deux parties, dont 'une
est intégrable par elleaméme et dont I'autre, beaucoup
moins considérable que la premiére, peut se détermi-
ner par des approximations successives aussi exacte-
ment que I'on veut.

La théorie des perturbations des comeétes peut donc
étre regardée comme compléte, et les travaux de La-
grange sur ce sujet, exposés dans un beau Mémoire
qui remporta le prix proposé par 'Académie des
Sciences, en 1780, n'ont presque rien laissé 4 faire a
ses successeurs. Sans doute on pourrait désirer, pour
déterminer ces perturbations; une méthode dont I'ap-
plication numérique firt plus simple; mais, parda na-
ture méme des difficultés que présente la question, il
me parait douteux qu'on y parvienne, et il est pro-
‘bable que pendant longtemps encore ce sera a la pa-
tience du calculateur i suppléer sur ce point aux im-
perfections de I'analyse.

Nous présenterons, dans ce chapitre, les expres-
sions différentielles des éléments de Vorbite troublée
des cométes, sous la forme particuliére qu'il convient
de leur donner, pour faciliter 'application de la mé-.
thode des quadratures mécadiques  leur intégration.
Nous dé\'clﬂppemns ensuite ces formules pour le cas
ou la comete est dans la partie supérieure de son or-
bite, et en considérant lés termes de ces expressions,

THEORIE ANALYTIQUE
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qui peuvent s'intégrer rigoureusement, nous donne-
rons les formules analytiques qui exprimeront, sous

forme finie, la partie la plus considérable des pertur-

bations. Nous exposerons enfin le moyen de détermi-_
ner par approximation l'autre partie avec toute la

précision désirable. Dans le chapitre suivant nous

présenterons, avec autant de détails que le permet-

tront les bornes de cet ouvrage, I'application de ces

formules aux trois cometes dont le retour périodique

est maintenant constaté.

29. Soient m la masse de la cométe, x, ¥, 2 ses
coordonnées rectangulaires rapportées au centre du
Soleil, dont la masse est représentée par M; soient
a’, y', 2" les coordonnées de la planete perturbatrice m’,
rapportées aux memes axes et a la méme origine que
les premiéres. Si 'on désigne par r et r’ les rayons
vecteurs de m et de m’, et que, pour abréger, on fasse

pt =t = EP ey = PP+ (=),

el

R=—"nr (E_: — M—bu’):
les trois équations différentielles du mouvement de m
autour de M, en négligeant, pour plus de simplicité, la
masse de la cométe devant celle du 8Soleil prise pour
unité, ce qui suppose m—+M=y ,sergnt(n“ 8, livrell)
d*x x di -"?-'4'-.*3:

ar T BT dil
(.‘ ; -

BT
d’f! e ﬂlJ
d'z L dR

de T VT

+ (A)
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Lorsque R est nul, ou lorsqu’on fait abstraction
des forces perturbatrices, ces équations sont celles du
mouvement ¢lliptique. Nous avons développé leurs
intégrales complétes dans le chapitre IV du livre cité.

Supposons donc que x, y, z. soient les trois coor-
données de la cométe dans I'orbite elliptique, et
x+dx, y+dy, z+Jz ce que deviennent ces
valeurs dans Vorbite troublée, da, dy et dz étant de
trés-petites quantités de I'ordre des forces perturba-
trices ; en substituant x + dx, y+oy,z+dzala
place de @, y, z dans les équations précédentes, et
négligeant, comme on le fait ordinairement dans la
théorie des comeétes, les termes du second ordre par
rapport a /', on aura

d'dx dz __ dxér_ dR

o =3 N Tade ‘

didy g 3vdr iR

"d—f+—{—‘ —— == | (B
(s r r dy ol

dids dz 353;’__.«!11 ‘

B i Ty At

Si ces équations étaient intégrables, elles donneraient
immédiatement les valeurs des variations d, dy et
dz, et en les joignant aux valeurs des trois coordon-
nées x, y, z rvelatives au mouvement elliptique, on
pourrait divlermiﬁelj_‘h chaque instant le lieu de la co-
mete dans son orbite troublée.

On peut satisfaire aux équations (B) dans deux cas
qu'il convient d’examiner, parce qu'il en résultera des
considérations qui nous seront ‘utiles dans la suite.
Supposons d’abord que la cométe s'approclee beau-
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coup du Soleil; les coordonnées x, y, z deviennent
G Wi Sl g t,t;_ﬂ'R dR dR
alors trés-petites, ainsi que les quantités 2= o0, 70

en effet, en développant R, on a

re s é{.rx'-+—_r_r'+ =z )
2

L
T

- 1
R=m [—7 —
_f

D'ott 'on voit gue si I'on suppose que &, ¥, z soient
de 'ordre m', les trois différentielles partielles de R
seront de I'ordre du carré des forces perturbatrices,
et les altérations qui en résulteront seront insensibles.
Il-est permis, par conséquent, de supposer fuls les
seconds membres des équations (A), d’autant plus

4 z - s
(que, dans ce cas, les termes —» Zd = deviennent tres-
r ' e J

erands. Le mouvement peut donc étre alors regardé
comme elliptique, et I'on satisfait, en effet, aux équa-
tions (B), en y faisant da, 8y et dz égaux & zéro.

Concevons maintenant la comete dans la partie
opposée de son orbite, et supposons que son rayon
vecteur r devienne trés-grand relativement au rayon
vecteur 7 de la planéte perturbatrice. On pourra dé-
velopper R en suite convergente par rapport aux-puis-
sances descendantes de r; on aura ainsi

bz T ‘ =y T, £ Tl
R ="m [;+ (xx’ + 2 +,.-.,)( 7

] r
en supposant, pour abréger, '

1 T ' Yl yy sl r)  Alad 4 yy gL )
_irfl'l—-j-+~ 5 0 L y Ll t B
=

ri rl

En différentiant cetle expression de R, abstraction
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faite de R, on trouve .

aic.. = S L 3 , o
o m L PR+ Rt Lo 1 S o i B T ]

r

valeur exacte, comme il est aisé"de's’en assurer, aux
i * ’ m'
quantités prés de 'ordre —; Ja premiére des équa-

tions (B).devient dong

a4

SR

didx’ 8z “3zdr 27—z & 3 4 . =i
= = m;}-‘l—-r-T{:rz-kﬁ'_r —|—3z.:’ -

Si 'on observe que 'on a

et que, négligeant le carré des forces perturbatrices,
on peut supposer dans les termes multipliés par m',
dix 2 d'z’ &

e, i iy ¥ e
il s ri ar Fl

On verra ais¢ment que cette équation peut s'écrire
ainsi :

didx : Ll ”,n"’J.- 5 4 ) ,,]’3.1" i)
—_— —— = N — = —mx E _——
et ; it e S wd ) \ ey F?
3 xy 3z
[ B ) 3 .'\I*-_' e .r\'_ F== Pt i
+ (0= my ) —— + (d3 — m'z) ~

Les équations différentielles en ¢y et ¢z fourniront
deux équations semblables. On satisfait & ces équa-
tions, abstraction faite du dernier terme de leur pre-
mier membre, en supposant dxr = m' 2, dy = m'y’
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et dz=m'z. Soient donc ®

dar= ma'+E Qr=mry+u z=mz+4&,
I'{-'_'(lualmn précédclllu deviendra

d*E 2 b 4 3.x \ 3y L Oms
- e = T—} 3 3 i
at’ \ r

f'!‘

. i e el £
et I'on y satisfera en_prenant £= gm'x, n=zmy,

I . . - . BN W
E=gzmz il en serait de méme des équations diffé-

rentielles relatives 4 v et 4 £3 on aura donc enfin

dr=m'y +2m'z, dy=m'y' 4 b m'y, dz=m's'+ -I— m'z.
3 3 3

Telles sont les valeurs de da, ¢y et ¢z qui résul-
tent des équations (B), abstraction faite des termes
que nous y avons négligés, et qui sont d’autant plus
exactes que la cométe s'éloigne davantage du Soleil.
Si I'on voulait avoir des intégrales de ces équations
plus approchées, on désignerait par &' x, 8"y, d'z, les
quantités trés-petites qu'il faut ajouter aux précé-
dentes pour avoir les valeurs exactes de dx, dy, 'z,
et changeant dans les équations (B) dx, ¢y, dz en
&’ax, d'y,d’zet R en R', on aurait trois nouvelles
équations qui serviraient a déterminer ces quantites.

20. Proposons-nous maintenant de_déterminer les
variations qu’il faut faire subir anx constantes qui
entrent dans les formules du mouvement elliptique,
pour satisfaire généralement aux équations (A), au
moyen des mémes intégrales. En supposant R nul,
nous sommes parvenu, dans le chapitre TV du livre 11,
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aux sepl int#;mlvs suivantes :

XY, — X, F=r¢c, X s— Xz =", \
XL~ Zy =g, -=cy,— '3 — |,

- (C)
2
S = 'z, —cx,— f,

~ |k

=da—c'y~J",

2
‘T::_'_J.’x_'_ 2t 2 _'_J_ = 0.

a w

en nommant, pour abréger, x,, 7, z, les trois quan-
dz dr ds

de’ de’ di ,

La constante a représente, dans ces équations, le

tites

demi-grand axe de l'orbite.

Les trois constantes ¢, ¢, ¢” fixent sa position. En
effet, si I'on nomme ¢ linclinaison du plan de cette
orbite sur le plan fixe des 2y, et « la longitude de
son neeud ascendant comptée sur le méme plan, on
aura

= langpcosa.y — tanggsine.x.

Cetle équation, étant comparée a Péquation
cz+ €'y + ¢"x =0, qui résulte des intégrales (C),
donne

73 1 Pt
Sl o €
tangop = i—f-—\ langg = — =

Les constantes f, f', f” déterminent I'excentricité
et le lien du périhélie. En effet, soient e le rapport
de I'excentricité au demi-grand axe, et i la longitude
du périhélie projeté sur le plan des xy, on aura

(n° 21, livre 1)

eV AT+ tangi -:Lf
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Pour :;imp!iﬁer les formules suivantes, nous pren-’
drons, pour le plan fixe auquel on rapporte la posi-
tion de la cométe et celle des planétes perturbatrices,
le plan de I'orbite primitive de la comeéte; dans ce
cas, I'angle g est nul a I'origine de la période que I'on
considére, en sorte que les constantes ¢’ et ¢” seront
de I'ordre des forces perturbatrices. On a d’ailleurs,
par le numéro cité,
fe+ft
J'=— e §
d’oti I'on veit que f” est du méme ordre que ¢’ et.¢”.
1l suit de la que si 'on n’a égard, comme nous le
ferons, qu'a la premiére puissance des forces pertur-
batrices, on pourra négliger le carré de f; si de plus
on nomme « la longitude du périhélie sur 'orbite,
comptée a partir de 'axe des 2, on aura, aux quan-
tités prés du second ordre, par rapport a l'inclinai-
son g, {=w; on aura donc simplement, pour déter-
miner les denx constantes e et w,
-

4!:\!‘-,1‘-_;;?, Sl o = —r_f——v—'. cosm = - -f =

VS S L VS S

ou, ce qui revient au meéme,
esinw = f', ecosw=j.

Déterminons maintenant les variations des six con-
stantes a, ¢, ¢, ¢, [ et f'..‘Comme les grandes ex-
centricités et les grandes inclinaisons des orbites des
cometes ne permettent pas d’appliquer a ces astres
. les formules que nous avons développées dans la théo-
rie des inégalités planétaires, nous ne snivrons pas ici
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Panalyse du chapitre VI du livre II, et nous exprime-
rons les altérations des éléments de 'orbite elli ptique
par des formules qui contiendront la quantité R et ses
différentielles sous la forme ou elles sont données im-
médiatement, c¢’est-a-dire en fonction des coordon-
_nées de la comete et des planétes perturbatrices. Les
intégrales (C), oti les constantes arbitraires se trou-
vent exprimées au moyen des coordonnées de la co-
méte et de leurs différences premiéres divisées par l'é-
lément du temps, sont trés-commodes pour cet objet.
En effet, nous avons va n° 37, livre cité, que si 'on
suppose a I'une quelconque des intégrales du mouve-
ment elliptique cette forme,

a = fonet. (2, 7: 2, x, T E)

la méme intégrale conviendra aux équations différen-
ticlles du mouvement troublé, pourvu qu’on y regarde
comme variable la constante a, et qu'on détermine sa
variation par I'équation

dx + ?—'u";- L (D)

lr, ' ds, '

da

n’ﬂ — Hr

La caractéristique ¢ désignant ici des différentia-
tions relatives aux constantes seulement, les variations
de ces constantes étant liées entre elles par les équa-
tions

dx = o, dy = o, ¢z =0;
dR SN SR
#I‘_;f.r nff, Dj'—gdf, L — d;ﬂrf

Si l'on substitue successivement a, ¢, ¢, ¢, f, f'
et leurs différentielles dans la formule générale (D),
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et qu'on remplace les trois quantités dx,, ¢y, 9z, par
leurs valeurs, en observant que z est de 'ordre des
forces perturbatrices et que nous négligeons leur
carré, on aura d'abord

H':__ = -3l ::!: i (A5 'f,“ et (1)
et ensuite

dy dr
iR
de = — 2= dt,
dz
de” _}'— e, ) (2)

de ( ‘in__:,“} ;{'}-_} P{{}—)fftﬂ‘)lrn

n‘-'.'l:‘l
df = (}.r-’& ¢f }'T- ) .r.-'.:r+(yr1'x—.mf”

Les variations des constantes [, f*, ¢, ¢” étant dé-
terminées, on en conclura aisément celles des con-
stantes e, w, ¢ et «. En effet, en différentiant les éqna-
tions (5), on aura

de = sinw df’ + cosw df,

edw = cosw df’' — sinw df.

Nous avons nommé o la longitude du périhelie
comptée de I'axe des 5 si 'on prend pour cette draite
le grand axe de I'orbite de la cométe, » sera de I'ordre
des forces perturbatrices, et les équations précédentes
donneront simplement

de = df,

edw — rlf,.l‘".
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Si I'on suppose, comme dans le n® 44, livre 11,
tang ¢ sine = p, langg cosa = ¢,

et qu'on remarque qu'on a (n®20 du méme livre)
i+ c? 4 c*=a(1 — e*), ce qui donne, en négli-
geant le carré des forces perturbatrices c=ya (1 —e%),

on auara
de’

\fc‘l (1—e)

Ces formules serviront a4 déterminer la position de
I'orbite troublée de la comete par rapport au plan de
son orbite primitive; il sera facile ensuite d’en con-
clure la position de cette orbite par rapport & un plan
fixe quelconque.

dc”

dp= i u'g = -

va(i—e)

31. Il nous reste i trouver I variation de la sixieme
arbitraire qui entre dans les formules du mouvement
elliptique, et que nous avons nommée la longitude de
I'époque. Reprenons, pour cela, les formules de ce

;o ¥ 3
mouvement; en faisant, pour nhrt'gel‘, n—a s ,0na
(n° 22 livre 11 ),

-4 g — W=l — esin,
(a)

il — apn mﬁ(-‘. --'-"j = ﬂ{l — eCosSi).

Dans ces équations, nf -+ ¢ représente la longitude
moyenne de la cométe, nt + ¢ — o est son anomalie
moyenne, u son anomalie excentrique, et ¢ — w son
anomalie vraie,

Soiept & et y les coordonnees rectangulaires de la

comete, r.'|])|mrlu.'=t-s au plan et au gruml axe de son
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orbite, les abscisses o étant com ptées du foyer vers le
périhélie, on aura

x=rcos(¢v —w), y=rsinlv—a);
on a d'ailleurs, en comparant les deux valeurs de r,

A

= [ — & COB,
1+ e‘.‘l‘."ils..i'-—nw}

d’on 'on tire
for
. I— & 8Sinu BOSHE — ¢
sin (¢ — m):-"'-’-- ————y COS(V— )= —— "
Il—eCos i I —eCosl

En substituant ces valeurs dans les expre:m:ous de x
et de y, on trouve

X=acosu—ae, y=ayi—e*sinu,

Cela posé, si I'on différentie la premiére des équa-
tions (@), on aura, dans le cas de I'ellipse inva-
riable,

ndt = du(1— e cosu).

Cette équation doit encore subsister dans le cas de
Iellipse troublée, c’est-a-dire lorsqu’on regarde ses
eléments comme variables; on aura donc ainsi

d: —dw =du(1— e cosu) — desinu, (3)

I'anomalie u ne variaht ici qu’a raison de la variation 3
tlc's cunstantPs que sa valeur renferme.

i I'on différentie I'expression de cos (¢ — o) en y
I.mmnt varier les constantese et o, etqu’on y substitue

ensuite pour sin (¢ — ) sa valeur, on trouvera aisé-
ment

sin & 1— & COS i
die = {

15 A6 e de.

\f|~—e’
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Cette valeur, substituée dans I'équation (3), donne

desinu(2—ecosu—e* ta 1 —rcosu)
oy BN L e M e S

1— & Vi—e!

formule qui déterminera la variation de &, lorsque
celles de e et de @ seront connues. On peut ccrire
ainsi cette équation,

dai= H'M(I—\ e -.)_ -‘.I't.SI.rlnl:‘t—flmrtu—t

1— &

rrfm'[ COS {‘,-. — ceosn)— ¢ X
:

yi—e

et si 'on remplace, dans le second membre, de et

edw par leurs valeurs df et d f’, et quon observe

que les valeurs de & et y, en les différentiant et

substituant pour du sa valeur tirée de I'équation
ndt =Jdu (1— e cosu), donnent

) andtsinn

(f-I.':"-‘-— .‘f}:

] amliy1— e cosn
L —Eeosn ; \—ecosn

1l est facile de ‘voiriqu'on pourra lui donner cette
forme,

ds —do(1 —J1—¢€) = — \v’ (fnj‘-—.z-rj,
e
(1— ¢ cosu)* n'z dy
" an(1— ¢*) f.'l i+ e ff )

Maintenant, si dans cette équation on subslitue
pour df et df’ leurs valeurs déterminées précedem-
ment, en remarquant que l'on a

v xdy — ydx =a* ndt\1— ¢,

a*(1— ecosu)® = r*=x*+ »?,
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on trouvera
s = ffm(l el Ly O < muft(:r Eg + ¥ T:T?) (5)

Cette équation donnera la valeur de d¢ au moyen
de celle de dw supposée connue. En remplacant o w
par sa valeur, on aurait, pour déterminer la valeur
de dz, une formule directe; mais il est plus commode
de lui laisser cette forme.

On peut observer quen différentiant la premiére
des équations (a), nous avons regardé n comme inva-
riable ; la variation de cette constante introduirait dans
I'expression précédente ded e le terme — fdn ; mais ce

‘terme disparaitrait dans 'expression différentielle de
la longitude moyenne nt <+ ¢, qui serait en effet
ndt + tdn — tdn + de.

1l est donc inutile d'y avoir égard, puisque I'ex-
pression de cette longitude est la seulequi contienne la
constante ¢ dans les formules du mouvement ellip-
tique; ou, ce qui revient au méme, on peut supposer
que le moyen mouvement est exprimé par ffh‘lr-t
dans le mouvement elliptique et dans le mouvement
troublé, la valeur de n étant, dans ce dernier, cas,
celle quirésultedes perturbations, Pour la déterminer,

observons que I'équation n = a * donne, en la dif-
{érentiant,

3 1
dn = - an.. -.
2 [}
= 1
En substituant donc pour f.";:s;s valeur, on aura

i i
— x4 f—-'-‘ﬁ’:"l-

tdn = — 3an iL!_ { : )
\ G i _1' o
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Cette équation donuera, en I'intégrant et en y ajou-
tant une constante, le moyen mouvement dans l'orbite
troublée.

52. Rassemblons les différentes formules que nous
venons de trouver. Si, pour simplifier, on fait

e Sl M 0 4 B IR Y Y
P

PJ Fi

ce qui donne

dR
— = m'X;

dR T dR I
_—= —_—= I L
35 . m'Y, i

iz
3 : {R dR
et que l'on substitue dans ces formules pour ke et

dx  dy

e les valeurs précédentes, et pour x et ¥, leurs'va-
25 les valeurs pré , et pour x et ,

leurs en fonction de #, on aura

doa —=— am' du.a’sine X +2m'du.a’\/ 1 — eceosuY,

de = m'du.a\1— e cosu (Y — y X)+m'du.a\1— ' rY,

edw=— m'du.asinu(zY —yX) —m’da.al,ll — .-_:’J-X,

ds =(1——\J‘|—e°)n‘m—zm'dn.r{.t'}{ri—;-\'}. {.ﬁ)
m' du

dp = i,
¥1i—¢*

dg = oo - L

Vi—¢ /
En joignant & ces équations la suivante :
dn=3m'du.a’n.sinuX — 3m'du.a’n\1 — . cosu¥, (7)

qui donne directement la variation du moyen mou-
vement, on pourra déterminer par de simples qua-
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dratures les altérations de chacun des éléments qui
fixent les dimensions et la position de l'orbite de la
cométe, ainsi que la situation de cet astre a un instant
donné.

Dans les applications numériques des formules
précédentes, on sera obligé de déterminer les valeurs
des différentes variables qu’elles renferment, corres-
pondantes & une valeur donnée de V'anomalie excen-
trique @. On a, par le n® 31, I'expression des coor-
données .z, 7, et du rayon vecteur r de la comete
en fonction de u; on pourra donc en déduire immé-
diatement leurs valeurs, et il ne restera plus qu'a cal-
culer les valeurs simultanées des coordonnées &/, 7',
2’ de la planéte perturbatrice. Pour cela, observons
que le grand axe de l'orbite de la cométe ayant été
pris pour axe des x, si I'on nomme 7 Vinclinaison de
I'orbe de la planéte sur celui de la cométe, ) la lon-
gitude de son nceud ascendant, comptée sur ce der-
nier plan, a partir de la ligne des apsides, qu'on
désigne de plus par ¢ 'angle que fait le rayon vecteur
r’ avec la ligne des nceuds, on aura, par une construc-

tion tres-simple,
a’'= r' cosy cosh — ' sin¢ sink cosvy,
¥’ = 1’ cos¢t sind + 1’ sin¢’ cos) cosy,

g = ) sin¢ siny.

1l sera facile, d’aprés les positions connues des or-
bites de la comete et des planétes perturbatrices, de
calculer les constantes ) ety qui entrent dans ces va-
leurs. Quant au rayon vecteur 7’ et a l'angle ¢/, on
observera que le temps ¢eoulé depuis le passage au
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périhélie est donné, en fonction de #, par I'équation
L}
t=qa’(u—esinu).
En joignant la valeur qui en résultera & I'instant du
passage, on aura I'époque qui se rapporte i la varia-
tion supposée dans 1'arc de lanomalie excentrique u;
les Tables astronomiques fourniront ensuite toutes les

données nécessaires pour déterminer les valeurs cor-
respondantes de ” et de ¢'.

33. Un des points les plus importants de la théorie
des cometes est I'altération du temps périodique ; elle
dépend de 'altération del'anomalie moyenne, et celle-
ci se détermine aisément au moyen des formules pré-
cedentes.

En effet, si 'en nomme & I'anomalie moyenne de
la comete, on aura, dans I'orbite elliptique,

E= fndt + : — w.

Cette équation conviendra encore an mouvement
troublé, pourva qu'on y regarde : et » comme va-
riables ¢t qu’on y substitue pour n sa valeur

n=N + fdn,

N étant une constante qui représente la valeur de n,
ou le moyen mouvement de la cométe dans 'unité de
temps, au commencement de la période quel'on con-
sidere, et [dn étant déterminé par la formule (7). On
aura donc, en différentiant la valeur de &, par rap-
port aux constantes seulement,

A=t fdn + de — dw;
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d’ou l'on tire, en intégrant,
Jd? = [dtfdn + [d: — [dw.

Cette équation servira a déterminer la variation de
I'anomalie moyenne; on peut la simplifier en faisant
disparaitre la double intégrale qu'elle renferme. En
effet, on a

Jdtfdn = tfdn — [tdn;

on aura done
Jdt = tfdn — ftdn + [de — Jda,

valeur qui ne dépend plus que de simples quadra-
tures, comme celles des altérations des autres éléments
de l'orbite.

Cela posé, on aura généralement pour l'expression
de 'anomalic moyenne dans l'orbite troublée, apres
un temps quelconque s

{=Nt+:&¢—w+ fd.

Si 'on suppose que I'on commence a.compter le
temps ¢ de l'instant du passage au périhélie, I'angle
¢ — wsera nul pour cette époque, puisque, par cette

hypothese, on a¢ = o en méme temps que £ = 0. On
aura done simplement

t=Nt -5 fdl;4
Soit T le temps qui s'écoule entre deux passages con-
sécutifs de la comete a son périhélie; lorsqu’elle aura
achevé sa révolution, on aura

J'n"'f -t 'l'_I‘er =) fl'.‘r;H —|—‘i.u'.:' o _F'.H‘"-l. l\-ﬁ‘l
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Les intégrales devant s'étendre depuis ¢ = o jus-
qua ¢ =T, l'anomalie augmente dans cet intervalle
de 360°; on aura donc, pour le méme instant,

am = NT + [dg, (9)

r étant la demi-circonlérence dont le rayon est
I'unité.

Prenons, pour fixer les idées, la cométe de 1682,
revenue a son périhélie en 1759, et dont il s'agit de
fixer le prochain retour. On calculerait immédiate-
ment linstant de ce passage au moyen de l'équa-
tion (9), si la valeur de la constante N, relative au péri-
hélie de 1759, était connue; mais cette valeur ne sau-
rait se conclure directement, comme celle des autres
éléments de I'orbite, des observations faites pendant
'apparition de 1759. Elle se déduit du temps qu'a
employé la comete a faire sa révolution anomalistique
de 1682 a 1759, et cette donnée est affectée des per-
turbations qu’a éprouvées cet astre durant cette pe-
riode. Pour la déterminer, supposons que T soit I'in-
tervalle de temps qui sépare les passages de 1682 et
de 1759, et que N soit la valeur de n qui répond A
I'origine de cette période; a l'instant du passage au
périhélie de 1759, par I'équation (g), on aura

N = ZZZLJ'E:T
les intégrales [ devant commencer a l'instant du pas-
sage au périhélie de 1682, ou nous fixons Porigine
du temps ¢, ét s’étendre depuis £ = o jusqu’a t =T;
et les valeurs des constantes e, ¢, o se rapportant aux
Uhser\'illiﬂl]ﬁ l"“ H'Il’;]l'l(' I]iISSHgl‘.
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Cetle ('-qualion donnera la valeur de N relative au

périhélie de 1682, et 'on en conclura celle de N,
relative au périhélie de 1759, par I'équation

N'= N + fdn,

I'intégrale commencant, comme les précédentes, a
linstant du passage au périhélie de 1682, et devant
s'étendre depuis £ = o jusqu'a ¢ = T. On aura ensuite
les valeurs du grand axe de I'orbite, qui se rapportent
aux mémes époques, par les équations

v 1 Ca W I

N'=- N = —

Soit, maintenant, T’ I'intervalle de temps inconnu
qui s’écoulera entre le passage au périhélie de 1759
et le prochain retour qu'il s'agit de déterminer. On
aura, pour cette époqm-,

Jdt =t fdn — _ﬁﬁ‘ii'+‘j'—dé_ — J‘ri’m, (10)
et, par suite,
ax=NT + f;it_,', (11)

les intégrales fcc-mmem;aut ici & l'instant du passage
au périhélie de 1759, et s'étendant depuis £=o jus-
qu'a ¢t ="T'; les valeurs des constantes e, ¢, w qu’elles
renferment, étant d'ailleurs celles qui résultent des
observations de la comete faites ala méme époque.
L’équation (1 1), qui ne renferme que l'inconnue T,
servira a4 déterminer sa valeur. On connaitra ainsi
I'intervalle de temps qui doit sécouler entre le pas-
sage de la cométe au périhélie effectué en 1759, et le




106 THEORIE ANALYTIQUE

passage suivant; on pourra, par conséquent, fixer
d'avance I'époque de son prochain retour au méme
point de son orbite.

o%. Toute la difficulté de la théorie des pertur-
bations des comeétes se réduit donc i intégrer les
tormules (6). Gette intégration, comme nous 1'avons
dit, n’est pas possible en général; on ne peut l'ef-
fectuer que par l¢ moyen des quadratures méca-
niques. L'analyse fournit différentes formules pour
cet objet; nous allons présenter celle que l'on a
genéralement adoptée, et qui résulte fort simple-
ment des premiers principes du calcul aux diffé-
rences.

Soit y une fonction quelconque de x, et soient
R0 T Ly e que devient successivement
cette fonction, lorsqu’on suppose x — o, x = «,
X=20,..., =1la; désignons par Ay®, Ay, ete.,
les différences finies de ces quantités prises deux a
deux, par A’y©®, A2y etc., leurs différences se-
condes et ainsi de suite, en sorte qu’on ait

i — yit = A pl0), |Ayi) —ay®) = a2y (877 (1) — A2y (0= y o),
]

AR e Mg S }.-L_r“" — Ayl = Avyn) | i.&’_;--.'ﬂ — AT y(N=Ary(1),

,"'\':—'Y?"":ﬁ_f::.,:”' ........ PR . AL AR R R R e LI

De ces ¢quations on e, par des substitutions fa-
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ciles,
}. 1) :_) a Sy ﬁ)ﬂn,
12 S FER30y® + &y,
J.-:: - J-tU] e, 'iﬁ}u . 3 ‘_5'."_)..:11:- e ASJ-I'J 5
elc.;

d'ou l'on conclut généralement

yli) = g e ip () _E_‘{‘!:” Aty(%) 4 4.'__:1;{{3—-21 By, L (m)
formule qui sera tres-convergente, si les différences
Ay, A2y, A® 9 ete., décroissent avec beaucoup
de rapidite.

Cela posé, on peut regarder y = f(x) comme I'é-
quation d'une courbe parabolique dont y représente
I'ordonnée et x I'abscisse ; cette courbe passera par les
extrémités des ordonnées équidistantes ™, y™, etc.,
et 'on aura d'autant plus de facilité pour la tracer,
que ces coordonnées seront plus rapprochées; y*
sera donc 'ordonnée qui répond a l'abscisse quel-
conque x=iex et [y“dx l'aire indéfinie comprise
entre la courbe et I'axe des x. Si, dans I'équation (m),

. . &€
on Sithtlll]l? I')Olll' I 54 \'il](‘llr —3y Ol aura
o

x afe—a) z(r—a)(x—
U = g\l Ay\Y o ——— & i} “+ —
®

b \
e s Ayt .,
1.2.%° 1, 2. 3087

Multiplions cette valeur par da et intégrons-la depuis
x=o0 jusqua x =z, l'expression résultante sera
celle de I'aire comprise entre les ordonnees y° et »''';
on trouvera

: 1 i g 1
rli-'-{f,{:x i e Ayt e — Ayt e — AT i)
\ 2 25

12
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De méme, pour l'aire comprise entre les ordonnées
et y®, on aura

'
_,‘_ywd.r__:.(_rm—p- ,ﬂ,J['}_.__»ﬂ A Fa 441 m‘_q,glyt'}q_ {3_1 Asy(t)-,, ),
120

et ainsi de suite.

En prenant donc la somme de toutes ces valeurs,
on aura, pour l'aire totale comprise entre les ordon-
nées 3 et y,

Srdx =a[yO+y®.. .+ y=n]
i "_;[ﬁ]:n; + Ay" - Ay® ., 4 Ay]

e %[1‘.‘-2}.;01 -+ ﬁ.'JJ,:l:u 3 ﬁzjii,' g e d‘lJ,;n_uI
- ete.
On a d’aillears
Ay® + Ay + Ay@®....4 Ayt = yin — o
&ﬂ'yia?-f— .’3?},.;”4_&23.;.2;____'_ .'3’_}“”_"': 3]':"" 524 :.\f‘-“:,
etc.

L'expression précédente devient done ainsi :
Jrdz= ﬂ[i)'f°'+f”+ ... 4 gl +'£yf"1
~ 2l = 477)
+ 5 [a% — ay0)
x %E[ﬁ‘ A ]
(8t — 4y

— elc.




DU SYSTEME DU MONDE. 100
La détermination des différences A y™, A*y™ ete.,
qui entrent dans cette formule, dépend des quantités
i 3 ete., tandis quion n'est supposé avoir
calculé ces ordonnées que depuis 3 jusqu'a y™. Ce
serait un inconvénient pour la pratique, mais on peut
I’éviter en donnant une autre forme a cette expres-
sion. Pour cela, remarquons que des équations (&),
on tire

&Lr;n} — A‘-?..'_Fl—l] =, &ljfﬂ-—-ﬂ} e A:‘.TE"‘—'? ,_i_ L\tc_.'
A2y = Alyn=2 g A% =3 - ALy - etc,
&’JE"; SE AaJ,.rr:—:; b W &i}.{n-—l. e 2_3“1!)-{:}—:,‘_ t‘l("
etc. #

d’ou I'on peut conclure généralement

. . YL F(i+1 LT
d*j'["-':.ﬁ'._f':"";-l-Fﬂ-""']’""—'_'n"f"':I—n}ﬁ"""_!’""_'_"‘-l-{‘{c.

Si I'on substitue ces valeurs, qui ne dépendent plus
que des quantités y", 3", etc., dans la formule (G ),

on aura

Srdz=a| 3 yO+yityPotrt el

byt leay?]
% [A2 ™ 4+ A2y )]
oAty e Aty
Y ke

ete.
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Le premier terme de cette série représente, comme
il est facile de s’en convainere, la somme des petits
trapezes compris entre les ordonnées ) '“',_}'f'],...,_;f‘"",
somme qui approchera d'autant plus de I'aire de la
courbe parabolique, que les-ordonnées seront plus
rapprochées et leurs variations plus petites.

35. Pour appliquer la série précédente i l'intégra-
tion des formules (6), représentons par Pdu la varia-
tion différentielle de I'un quelconque des éléments de
'orbite de la comeéte, et regardons P comme I'ordon-
née de la courbe parabolique dont I'anomalie excen-
ll'ﬂue u'st I'abgcisse. On fera varier 2 de degré en
degré ou de deux degrés en deux degrés, etc., se-
lon qu'on le jugera convenable, on déterminera les
valeurs correspondantes de P qu'on désignera par
P, P, P, ete., et I'on aura, par la formule (P), la
valeur de f Pdu correspondante a un are donné d’ano-
malie excentrique. On pourra presque toujours s'ar-
réter au premier terme de cette formule, les aatres
termes ne donnant que des corrections de I'ordre des
quantités négligées. Le seul cas o il deviendrait né-
cessaire de considérer ces termes, est celui o la co-
mete approche beaucoup de la planéte perturbatrice,

& . - 1 -
ce qui rend trés-grande la fraction = et, par suite, la

valeur de P. Mais alors il sera encore plus exact, pour
que les ordonnées P ne subissent pas de trop grandes
variations, de diminuer intervalle qui les stpare et
de faire croitre I'anomalie excentrique de demi-degré
en demi-degré ou de quinze minutes en quinze mi-
nutes, etc., selon les circonstances.
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306, On pourrait déterminer, par cette méthode,
les variations des éléments de l'orbite elliptique pen-
dant une révolution entiére de la comete; mais nous
avons vu que, lor'squ(' cet astre est dans la piu‘l?r‘ sli-
périeure de son orbite et que la comete s'éloigne
beaucoup de la planéte perturbatrice, la partie la plus
considérable de ses perturbations pouvait s'exprimer
par des formules analytiques qui n’exigent plus que
des substitutions numériques, ce qui facilite beaucoup
le caleul de ces perturbations. Développons donc,
dans I'hypothése précédente, les vanthons des élé-
ments de U'orbite.

Reprenons la valear de R

R=um (1 T 1.':’_'..."“"").
F r
Sil'on suppose la distance r de la comete au Soleil
tres-considérable par rapport a r’, distance de la pla-
nete perturbatrice & cet astre, on pourra réduire
I'expression précédente en série convergente, par rap-
port aux puissances descendantes de r, et 'on aura,
n°® 29,
R=m |-Jl +{xx'+ ¥y’ + ;-::-’}l — ——) I—.— L
u-]n'cqentaul une suite de termes dont le plus élevé
m'r'?

est de 'ordre e

L’'avantage qu'il y a 4 décomposer ainsi R en deux
parties, c’est que la fonction R’ est essentiellement

. . " § e
Lres-petite lorsque le rapporl = estunetres-petite frac-

tion, tandis qu’an contraive R conserve toujours une
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valeur finie, quel que soit I'éloignement de la comeéte,

xx' 4 yy' + sz’
eV

a cause du terme +—— qui ne dépend que de
r

la distence de la planete au Soleil. 11 en résulte qu'on
peut, dans une premiére approximation, négliger
tout a fait la seconde partie de R; les formules (6)
deviennent alors intégrables par elles-mémes, en sorte
que la partie la plus sensible des perturbations des
cométes, peut toujours étre exprimée analytiquement
par des formules finies, lorsque la cométe est dans la
partie supérieure de son orbite. Dans I'approximation
suivante, on considérera la fonction R’, mais il suffira
le plus souvent de s’arréter aux premiers termes de
son développement.

Faisons donc d’abord abstraction de R’; si 'on
désigne par la caractéristique o' des différentielles
uniquement relatives aux coordonnées de la comeéte,

on aura
dR=nm' Ff. = (& da-y dy) (i = r—') +(x2' +yy’) d. %].
. -

r?

0 ut, dans cette val mplacer = 2
n peut, valeur, remj =* = par

diz i oy ! diy &y’ o
— % T A S RPar = g5 ~ —=, errenr que
I'on commet étant de 'ordre du carré des forces per-
turbatrices. On trouve ainsi H

d'R = m'd. (Lr 5 x_—x’;.; 2 T E,‘dr_’f‘:;_.:’:" ﬁi'-T').

"Si I'on substitue cette valeur dans la formule (1),
n’ 50, et qu'on l'intégre, on aura
aw’ -y’ 1 dedz’ 4 dydy’

1
" & i
da = am'a (’_ ST o

)—!"- const.
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Si 'on détermine la constante que cette équation
renferme, par la condition que d'a soit nul an point de
I'orbite ot 'on a commencé 4 considérer séparément
les deux parties de R, I'expression résultante sera celle
de I'altération du grand axe aprés un temps quel-
conque, compté a partir de ce point, due i la partie
de R indépendante de R,

On peut obtenir, d’'une autre maniére, la valeur de
da. En effet, si I'on différentie, par rapport a la carac-
téristique d, qui aura ici la signification que nous lui
avons donnée, n® 29, I'équation

dr® 4 dy® 4 dz?
> s e

o1 alra
En

Nous avons trouvé, dans le numéro cité, par Finté-
gration directe des équations différentielles du mou-
vement troublé,

I i r r ]
gx = 3 MX -+ ', ‘:'\-?"Z;;m}'—l-m’f,
1
dz= 3T+ m'e,

En substituant ces valeurs et leurs différentielles dans
I'équation précédente, on aura
: iy X+ yY  dede' -4 dydy'
da=am'a’ l(——|—— ) r-'::l‘}--p—!r':_‘_ :. r
B rt dt?

, dr?l 4 r{'l-“ o 1
ou bien, en remplacant — — par sa valeur, = — -,
¥ di? "r I

R i PR B '+ yy! dedr’' < dydy’
da = —zm'a 4+ am'a® (<4 —2L -1 Py
3 i »y elt?

11. 8
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On voit que cette expression coincide avec celle
que nous avons déduite directement de la formule (1),

& 2 ’
| en supposant dauns celle-ci const. = — gm'a, lacon-

stante arbitraire é¢tant déterminée, dans ce cas, de
maniére a satisfaire aux équations

L] I # - I J'___. . B 1 B ' L —
dx — zmx —mx'=o0, dy—zuy m'r=a,

1 - i

;—g”l Z2— Mz =0,

D

v ~ I e 5
L'équation n* = = donne, en la différentiant par

rapport a d,

il
dn——=.-.4da
il
H En substituant donc pour da sa valeur précédente,

on aurda

2 gy’ | dedc’+ YY), (s

drn=m'n—3m'an :i-i" g)
;7 r rd de: e

/

e

Cette valeur, augmentée d'une constante, donnera
I'altération du moyen mouvement due ala partie de R
indépendante de R'.

i Déterminons, d’'une maniere semblable; la varia-
tion de l'excentricité et du périhélie due 4 la méme
partie de R.

La quatrieme des équations (C), en remplacant ¢
et ¢ par leurs valeurs et neégligeant le carré de z,
donne *

T dy (xdy — ydx)

o gLt




DU SYSTEME DU MONDE. 115

En différentiant, par rapperta la caractéristique d,
cette équation, on aura

rur—ru.r d.dy (.rﬂ'l-—-v_}n'r}
0-)(_. L de?

dy (wd.dy — yd.dz +-dydz — dxed r}
28 —ar

et en substituant dans celte équation, pour da, dy,
9z, leurs valeurs précédentes, elle donnera

= e R » o o=,
3= U —ydR) T (0T ay) | O
de r de?

o dy(xdy'— 'd.r—+-.r-:{} — ydz'y
R R

Si 'on ajoute une constante arbitraire an second
membre de cette équation, et qu'on.Ja détermine par

la condition que ¢/ soit nul 4 un point donné de I'or-
bite, I'équation résultante donnera 'altération de f i
partir de ce point, due a la partie de R indépendante
de R'. Cette valeur doit étre identique avec celle qui
résulterait de Pintégration directe de l'expression
de df, n® 50; cest en effet ce qu'il est facile de vé-
rifier en la développant dans hypothése précédente,

. - n‘f"‘,'l:
et en ﬂhﬁ[‘?l'\’ﬂl][ flll o1 P(‘.]l‘ }_ ﬁ'llh!"i'lt[lﬂ!' — F )
dirx Xz x' dy dry’
- a la place de = et de - elti— —5, — ==
P L . g r ra ¢ e? fae?

f

. ) »
a la place de= et de =

a8 N3 2 ' d | .nfhf -— 'mrr
Si T'on substitue pour 4 5 sa valeur
i
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- X ¥ . - .
J + = dans I'expression fle ¢ /; elle devient

3 Ly T (ar'—&'y)  dy (xvdy —ydr
d‘j“m[f+7-+f i e '
¢ dy (xdy’ — y'dx + 2'dy — ydx')
i de? :

En changeant, dans cette formule,  en y, 2’ en 5,
et réciproquement, on aura, pour déterminer 1'alté-
ration de f’ due 4 la partie de R indépendante de R,

e T R 2 zy — ' x) dx' (xdy — ydx)
af_m[_f+ = - - - s
__dr (zdy' — y' de 4 2'dy — ydx')~

: dt? i

Connaissant les variations de f et de f”, on aura celles
de e et de w, par les équations

de=df et edo=2df"

Considérons les variations de l'inclinaison et du
neeud de P'orbite due & la méme partié de R. En la
différentiant, on a

dR NEE 5? 3z : y
E=n[” -?;—'F(I‘.I"i—}’_r}:l'

Si I'on substitue cette valeur dans les valeurs de de-
et dc”, n° 30, et qu'on néglige les termes de 'ordre

“du carré des forces perturbatrices, on trouve

| 1
dc'= — m' xz' (;,- - F) dt,

de! = *m' gt (;i - ;';) dt.
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»

- xr z
Remplacons, dans ces équations, —s» 'r;s o7 par

drx d r dz L inté ] s " .
— — —— — ——— ) » -
e R = el intégrons les équations re
sultantes, nous aurons
i ' dr — zds
de' =m' (—-—-—),
dt

7

1A Iffz'—_z'df)_
oL = ( P

formules qui coincident d’ailleurs avec celles que
I'on obtiendrait directement en différentiant les va-
leurs des constantes ¢’ et ¢”, n® 30, par rapport a la
caractéristique d, et en substituant pour dz et d,d'z,
leurs valeurs dans les expressions résultantes.

Les valeurs de d¢’ et de d'¢” étantainsi connues, on
aura celles de dp et de ¢ ¢, dues a la partie de R indé-
pendante de R’, par les équations

dec” de’

—_— e O = = ——— 3
apm\r{a_{l—:"}- o4 \fcé[:l—c':'

et il sera facile d’en conclure les altérations corres-
pondantes de l'inclinaison et du neeud.

En retranchant les valeurs de da, én, df, /",
d¢c’, d¢”, a un point donné de 'orbite, de leurs valeurs
i un autre point donné, on aura les altérations dans
l'intervalle, de a, n, f; [, ¢, ¢", dues i la partie de
R indépendante de R'.

37. On pourrait exprimer, par une formule sem-
blable aux précédentes, la variations de la longitude
de I'époque due 4 la méme partie de R; mais cette
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formule estinutilea la détermination de I'altération de
I"anomalie moyenne, qui peut se faire trés-simplement
de la maniére suivante : supposons que I'on fixe I'o-
rigine du temps au point dé I'orbite oui I'on commence
A diviser en deux parties la fonction R, et nommons N
le moyen mouvement de la cométe en ce point, c¢’est-
d=dire la valeur de n qui résultedes perturbations pré-
cédentes; on aura, aprés un temps quelconque ¢,
compté du méme point,

Sndt + 3 — do =Nt + [dnde + 3¢ — du.

En désignant par &' n la variation de n dae 4 la partie
de R indépendante de R’, on aura done, pour déter-
miner laltération correspondante de I'anomalie
moyenne,

¢, = f & ndt + d:— du.
Si 'on différentie cette expression et qu'on y substitue
pourd.di—d.dw, sa valeur donnée par I'équation (4)
n® 31, on aura

k]

d.desinu (2 —e'—ecosu) didw.(1—e cosu)
] = =3

d. 3= d" ndt — T \.‘l—r:’

equation qu'on peut écrire ainsi :

desinu(2— e'— e cosu S (1— ecos u)?
ddt= —d, — i ]-i— ‘m—-!—j
1— ¢ J:_{.i

dn . (2c08u-+¢) sin e
+ | = +de ———— +2ed0 ———— ) ndl,
\ n 1— ! !,{I s gl

en observant quel’'on a, n° 31, ndt = du (1— ecosu).
Nous avons trouvé plus haut

de=df edn=2/4




