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I N T R O D U C Ç Ã O 

Dous traços historicos 

V 





Importancia e difficuldade dos estudos historicos. Archimedes, Galileu e os 
progressos da mecanica. Lagrange e a sua mecanica analytica. Relações 
entre a geometria, a mecanica e a physica mathematica. 

Uma das feições que mais caracterisam este século ê 
o estudo da historia. Em qualquer sciencia é rara hoje 
a obra cujo methodo, pelo menos, não seja determinado 
ou apoiado pelo desenvolvimento que a sciencia seguiu, 
desde os primeiros factos isolados até ás ultimas theorias 
ligadas e constituídas em doutrina. «O methodo historico 
«illumina as questões actuaes com o reflexo das antigas» 
disse, ha pouco, o erudito escriptor da — physica de Vol-
taire—. 

Mas a historia sem a critica philosophica nada vale 
para a sciencia: ê como o calculo material sem o racio-
cínio, como a palavra solta no espaço sem a idea firme 
no espirito. Por isso ê difficil a missão do verdadeiro his-
toriador, principalmente quando, em cada phase do de-
senvolvimento da sciencia a que dedica os seus estudos, 
encontra uma questão transcendente e de critica delicada. 

Tão elevadas dificuldades offerece a historia philo-
sophica da mecanica racional. Em qualquer occasião se-
riam insufficientes para ella os meus recursos; mas, se 
n'esta dissertação eu tentasse vencel-as, teria de sahir dos 
limites que me são prescriptos, alterando a natureza legal 
d'esta obra. 
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Descreverei então dous traços kistoricos apenas, não 
tanto para Seguir o espirito scientifico do século, como 
para justificar a escolha do assumpto d'es ta dissertação, 
escolha cuja responsabilidade é inteira e sómente minha, 
e que devo defender como a doutrina que escrevo, com o 
amor do pae que protege a pureza da filha. 

Foi a estatica — a sciencia do equilibrio — a primeira 
parte da mecânica racional que veio ao mundo scien-
tifico. Averiguar se este facto foi produzido por um 
mero acaso ou determinado por uma lei do espirito, se 
foi um capricho da sorte ou consequência d'uma regra 
lógica, fora discutir uma velha questão de methodo, real-
mente de valor nas abstracções da philosophia, talvez de 
grande vantagem pratica no ensino da sciencia, mas de 
pequena importancia para um estudo profundo da meca-
nica racional, e inteiramente inútil pai a o assumpto d'esta 
dissertação. 

Para a estatica foi Archimedes o que, passados annos, 
cerca d'um século, foi Hipparco para a astronomia. O 
sábio heroe de Syracusa, tão sublime pelas concepções 
com que enriqueceu a sciencia, como admiravel pelas 
machinas que construiu para a defesa da sua terra, foi o 
único que, entre os antigos, deixou uma theoria do equi-
librio, no seu l ivro—De cequiponderantibus—ou — De 
planorum cequilibriis. — Fundou a estatica no principio 
da alavanca, principio que estabeleceu com tamanho en-
thusiasmo, que por elle se compromettia até a fazer alterar 
o andamento eterno do mundo. É bem conhecido este 
feliz pensamento de Archimedes, a quem n'uma outra 
sciencia, passados séculos, Raspail quiz imitar, 
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«Uma boa definição é metade d'uma demonstração» 
escreveu Freycinet. A importancia d'esta grande ver-
dade é maior ainda quando se trata de estabelecer uma 
noção fundamental. Por esta consideração dedico especial 
cuidado, como faz Lamé, á definição da força elastica, 
para que jâ expuz os necessários elementos. 

Considere-se uma molécula no interior do solido; e 
imagine-se: 1.° uma espheracom o centro n'essa molécula 
e de raio egual ao da actividade molecular, limite da 
distancia, em que é insensível a acção mutua das molé-
culas; 2.° pelo centro d'essa esphera um plano qualquer, 
que assim a divide em dous hemispherios H e H', pelas 
regras fataes da geometria; 3.° sobre esse plano e no 
mesmo centro da esphera um elemento de superfície s> 
extremamente pequeno; 4.° e finalmente n'um dos hemis-
pherios, em H' por exemplo, um cylindro recto muito 
delgado, cuja base seja S. Por qualquer alteração de 
forma, as moléculas do hemispherio H exercem acções 
sobre as moléculas do cylindro; e a resultante de todas 
estas acções é a força elastica exercida por H sobre H' e 
referida ao elemento s. Esta resultante, que pôde ser 
designada por &E, é em geral obliqua ao elemento 
plano to; sendo-lhe normal, representa uma tracção ou uma 
pressão, conforme é dirigida para o hemispherio H ou 
para o H'; e finalmente, sendo-lhe parallela, tende a fazer 
mover o cylindro parallelamente ao plano de separação 
dos hemispherios e sobre esse plano, caso em que se lhe 
dá o nome de força elastica tangencial. Considerando-se 
agora um cylindro idêntico no hemispherio H, vê-se que 
a resultante das acções exercidas sobre as moléculas 
d'este cylindro pelas do hemispherio H' é a força elastica 
exercida por H' sobre H e referida ao elemento plano a, 
força que pôde ser representada por ãE'. Estas duas for-
ças têm evidentemente a mesma intensidade e direcções 
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oppostas, estando o corpo em equilibrio de elasticidade, 
depois d'uma pequena alteração de forma. E claro e ele-
mentar que E e E' representam estas forças elasticas re-
feridas á unidade da superfície. 

Lamé considera e define assim a força elastica. Cauchy 
tinlia adoptado também esta definição; abandonou-a de-
pois como viciosa. A duvida de Cauchy porem, longe de 
mostrar um vicio, confirma a excellencia d'esta definição. 

Parece que assim se introduz na força elastica um 
certo numero de acções estranhas, multiplicando-se umas 
das que n'ella entram realmente e omittindo-se algumas 
outras. O abbade Moigno, distincto e dedicado discípulo 
de Cauchy, para apresentar bem clara esta duvida, con-
sidera o exemplo d'um parallelipipedo rectângulo. N'este 
caso, diz elle, fácil é ver que entram tres vezes as acções 
dos oito ângulos triedros; duas vezes as dos diedros; e 
que pelo contrario são omittidas completamente as acções 
exercidas sobre estes triedros e diedros. Se esta illusão 
é fácil, egualmente fácil também, se não mais ainda, é 
ver: 1.° que mutuamente se destroem todas estas acções 
que parecem introduzidas além das reaes; e 2.° que são 
realmente consideradas também as acções a que estão 
sujeitos os ângulos triedros e diedros, nas acções exer-
cidas sobre as faces. 

É pois rigorosa esta definição, cujo caracter é geomé-
trico e physico. 

Lamé dá ainda uma outra definição, apparentemente 
mais simples, mas que em clareza e rigor é inferior á 
primeira. Considerando-se o corpo solido, depois d'uma 
pequena alteração de forma, em equilibrio de elastici-
dade, imagine-se que o corta um plano em duas partes H 
e H'. Se fosse supprimida a parte H, seria destruído evi-
dentemente o equilibrio deH ' ; mas poderia elle ser con-
servado, se em cada ponto do plano secante fosse appli-
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cada ao mesmo tempo uma força de intensidade e di-
recção convenientes. Esta força é precisamente & força 
elastica exercida por H sobre H'. Por esta definição fica 
a força elastica analoga á tensão d'um fio em equilibrio. 

Poderia ser admittida esta segunda definição no tempo 
em que se acreditava na continuidade da matéria e na 
acção do simples contacto; mas na physica actual não se 
pôde acceitar, porque nada esclarece, nem explica. Tinha 
sido dada também por Cauchy; mas ainda assim o ab-
bade Moigno, não obstante o seu enthusiasmo pelas con-
cepções do seu respeitável mestre, rejeita-a também, até 
com as mesmas palavras de Lamé. Acceital-a como exa-
cta fôra realmente retrogradar muito na physica. 

A solução completa de todas as questões da—physica 
mathematica — compõe-se de duas partes: a deducção 
das equações differenciaes que exprimem as leis do equi-
librio e do movimento; e a integração d'essas equações. 

Vou pois agora deduzir as equações differenciaes para 
o equilibrio do parallelipipedo elementar. 

Imagine-se no meio solido um parallelipipedo ele-
mentar 

(ú = dxdydz, 

com as arestas parallelas aos eixos coordenados; sejam 
designadas por A, B e C as três faces do angulo triedro 
no vertice mais proximo da origem, faces cujas areas são 

s,, •= dydz, «2 = dzdx e»)t= dxdy; 
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e por A', B' e C' as faces respectivamente parallelas a 
estas, que formam o angulo triedro opposto áquelle. 
O elemento w ha-de estar em equilibrio sob a acção das 
forças elasticas exercidas, sobre as suas seis faces e das 
forças que lhe solicitam a massa pw, representando p a 
densidade e pwXo, pwY0 e pwZ0 as componentes, no sen-
tido dos tres eixos, da resultante d'estas ultimas forças. 

Para se exprimir este equilibrio, sejam no vertice mais 
vizinho da origem 

I , X „ Õ>, Y„ S, Z „ 

Ú, X„ A, YJ, 5 T Z„ 

e 
X,J Y„ a, ZS 

os valores particulares das componentes da força elas-
tica: os da primeira linha horizontal quando o elemento 
plano é perpendicular ao eixo dos x; os da segunda 
quando elle é perpendicular ao eixo dos y; e os da ter-
ceira no mesmo caso para o eixo dos z. Estas nove quanti-
dades são funcções sómente de quatro variaveis, as tres 
coordenadas e o tempo, x, y, z e t. 

Como cada um dos planos , õ2 e 5S separa o meio 
solido em duas partes, estas nove quantidades são as 
componentes da força elastica, conforme a definição já 
dada, exercida pela parte do meio solido mais distante 
da origem sobre a outra, onde está a origem; e então as 
componentes da força elastica exercida pela segunda 
parte sobre a primeira são estas mesmas nove quantida-
des com signaes contrários. 

Seguem-se agora as seis equações do equilibrio do 
elemento solido <o, pelos princípios da mecanica. 
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Para a somma dos componentes, no sentido do eixo 
dos x, de todas as forças applicadas a este elemento, as 
faces A e A' dão os termos 

- • . X . + ^ f X . + ^ t o ) , 

que se reduzem a 

dX. 

""te' 

por ser 
5>tdx = m ; 

as faces B e B', pela mesma forma, dão 

dXt 

as faces C e C ' 

dXt 

i 

e finalmente o ultimo termo 

vem das forças que solicitam a massa pw. Assim se obtém 
pois a primeira das equações (1). 

A avaliação das componentes parallelas aos y dá a se-
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gunda e a das parallelas aos z a terceira. Assim appare-
cem as tres equações: 

ãX. , ãX. . dX, 
dx dy ãz 

d Y t d Y 2 . dY. 1 + fY, = 0 \ (l). dx dy dz 

Para serem obtidas as outras tres, as dos momentos, 
considere-se um eixo que passe pelo centro do paralleli-
pipedo w, parallelo ao eixo dos x. Vê-se assim : 

1.° que é nullo o momento da resultante das forças 
pwX , p<dYo e puZo, porque esta resultante é applicada ao 
centro de w, pela natureza da questão; 

2.° que não contribuem para a somma dos momentos 
as forças elasticas exercidas sobre as faces A e A', porque 
as suas resultantes encontram o eixo nos centros d'essas 
mesmas faces; nem as componentes 

+ + r„,Z, + s, (Z3 + ãz) 

das forças elasticas exercidas respectivamente sobre as 
faces B, B', C e C', porque concorrem n'um ponto do 
eixo; e nem as componentes 
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das mesmas forças elasticas, porque são paralleias ao 
eixo; 

3.° que as componentes 

— õ>2Z2 + s>2 (Z2 + i -^ -dy) q — a, Y, + s, (Y, + ^ d z ) , 

tangenciaes respectivamente ás faces B, B', C e C', n'um 
plano perpendicular ao eixo, formam dous binários de 
sentidos contrários, o das duas primeiras com o braço de 
alavanca egual a dy e o outro com o braço de alavanca 
egual a dz, sendo desprezados os infinitamente pequenos 
da ordem inferior. 

Serão estes binários 

s2 Z2 dy == « Z2 e Y t d z — a Y, 

reduzindo-se a equação dos momentos, para o eixo con-
siderado, á egualdade d'estes binários, isto é, á pri-
meira das equações (2). A consideração de mais dous eixos 
que passem pelo centro do parallelipipedo, um parallelo 
ao eixo dos y e outro parallelo ao dos z, dá as outras 
equações pela mesma forma. 

Assim apparecem as equações: 

Y, = Z,, 

z , = x , (2), 
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que exprimem que são eguaes, duas a duas, seis das nove 
componentes. 

As equações (1) e (2) são as do equilibrio do paralleli-
pipedo elementar. 

Diversas notações têm sido propostas para estas com-
ponentes, das quaes tres são normaes, em geral distin-
ctas, e tangenciaes as outras seis, eguaes duas a duas. 
D'uma nota publicada pelo abbade Moigno na obra 
—Leçons de mécanique analytique—transcrevo os qua-
dros d'essas notações, rectificando o da notação de Pois-
son e accrescentando uma outra de Lamé, indicando os x, 
y e z das linhas horizontaes o sentido da decomposição 
e os das verticaes os eixos a que são perpendiculares os 
elementos planos a que se referem as forças: 

Cauchy (1827) Poisson (1829) 

X y z X y z 

X A F E X r . Q, R, 

y F B D y Pa Q* R2 

z E D C . z P, Q, R, 

Lamé e Clapeyrm Kirchoff 

X y z X y z 

X N. T. T2 X X 
X 

X 
y 

X 
z 

y T, T, y Y 
X 

Y 
y 

Y 
z 

z T2 T. N. z Z 
X 

Z 
y 

Z 
« 
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4 Coriolis Lamé (se gunda) 

X y z X y z 

X p * XX P P x xz 
X c{x) 

X 

(x) 
a ; 

y 

(x) 
C 

z 

y p yx P 1 yy p lyz y 
0 t t 

X 

c(y) 
y 

Q(y) 
z 

z P r zx P zy P rzz 
z Q(z) 

X y 

(z) 

t 

Cestas notações são preferíveis as de Kirchoff, Corio-
lis e a segunda de Lamé, tanto pela completa generali-
dade a que se prestam, como pelo enunciado fácil e lúcido 
que dão ás equações (2), que então se reduzem a 

Z = Y , X = Z e Y = X 

y z' s x x y 

na notação de Kirchoff; a 

p = p , p =p e p = p czy lyz Lxz 1 zx 1 yx l x y 
na de Coriolis; e a 

C(S) = C ( 2 / ) , C (X) = G{Z) e C i y ) = C ( x ) 

y z z x x y 

na segunda de Lamé; mas n'esta dissertação adopto a 
primeira d'este autor, por ser a que elle adopta na obra 
—Leçons sur la thêorie mathématique de 1'élasticité des 
corps solides —- e porque também lhe adopto o methodo, 
pelas razões que em lugar proprio hei-de dar, 
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O abbade Moigno, na obra que já citei, adoptou a no-
tação de Coriolis, como também já tinha feito Cauchy 
em 1854 (Comptes rendus des séances de 1'Académie des 
Sciences, tom. XXXVIII, pag. 327). 

A notação de Poisson dá as seguintes relações, que 
elle também deduziu: 

Q1 = R2, R3 = I J j e P2 = Q3. 

E de notar as posições relativas que n'estes quadros 
todos têm as forças tangenciaes eguaes. 

Emfim, na notação que adopto, o equilibrio do ele-
mento parallelipipedico è expresso pelas seguintes equa-
ções : 

+ = ° > 

dz r W 

Imagine-se um tetraedro infinitamente pequeno, sendo 
parallelas aos eixos coordenados as tres arestas que se 
cortam no vertice mais proximo da origem; sejam desi-

(*) Estas equações sâo uma generalização das fundamentaes 
da hydrostatica. 
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gnadas por a, b e c as areas das tres faces triangulares 
do triedro do vertice considerado, faces que são perpen-
diculares a ao eixo dos x, b ao dos y e c ao dos z, pela 
disposição do tetraedro; e sejam finalmente G, m, n e p 
a area da outra face do tetraedro, que é inclinada, e os 
cosenos dos tres ângulos que com os eixos dos x, y e z 
faz a normal a esta face. Por meio de tlieoremas elemen-
tares facilmente apparecem as relações 

Ora, para que esteja em equilibrio o tetraedro sujeito 
á acção das forças elasticas exercidas sobre as suas quatro 
faces e das forças que lhe solicitam a massa, é necessário 
que sejam nullas as sommas das componentes d'estas for-
ças, no sentido de cada um dos tres eixos. 

Para esta somma no.-.sentido do eixo dos x a face incli-
nada a dá o termo 

Assim se obtém a primeira das equações (4). Um pro-
cesso idêntico para se obter as sommas das componentes 
nos sentidos dos y e 2 dá, do mesmo modo, as outras duas. 
Assim são deduzidas as tres equações: 

mz + nz + p2 — 1 

a = mã, b — nãe c=-põ>. 

as faces a, b e c os termos 

— mN,s>, — e — p T s ã . 

e 
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A inspecção d'estas equações demonstra um theorema 
geral, de que já appareceu um caso particular nas equa-
ções (2). Nj, T2 e T3 são as tres componentes da força 
elastica exercida, no vertice mais proximo da origem, 
sobre um elemento plano perpendicular ao eixo dos x; e 
então a componente d'esta força no sentido da normal á 
face inclinada é 

mN, + wTs +pTv 

que a primeira das equações (4) mostra ser egual a X, 
que representa a componente em projecção, no sentido 
•do eixo dos x, da força elastica exercida sobre o elemento 
inclinado. O mesmo resultado se obtém com qualquer das 
outras duas equações, em que Y e Z têm uma significa-
ção analoga á de X. 

Como os eixos são quaesquer, tem toda a generalidade 
o theorema seguinte: 

Sendo, ríurn mesmo ponto d'um meio solido, E e E' as 
forças elasticas exercidas sobre dous elementos planos w e &', 
cujas normaes sejam L e L', as projecções de E sobre L' e 
de E' sobre L são eguaes. 

Além da importancia geometrica que a tão simples 
theorema não pôde ser contestada, tem elle verdadeira 
importancia na physica mathematica. N'estes casos as 
melhores demonstrações são os factos, os exemplos; e, 
para completar esta doutrina, vou agora dar um, que hei-
de aproveitar no capitulo seguinte, onde empregarei este 
theorema com vantagem, mais que uma vez. 

Sejam considerados, com a mesma origem, dous sys-
temas de coordenadas rectangulares x, y, z e x', y', z'; 
sejam designados por mi, m% e rns, ni, n% e ??3, pi, p e p3 

os cosenos dos ângulos que os eixos dos x, y, z fazem 
com os x', y'i z\ sendo assim mi, ni e pi, m~2, e «?3, 
U3 e pz os cosenos dos ângulos que os eixos dos íc', y', z' 
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fazem com os outros; sejam representadas por NI, NA, 
N3, Ti, TA e T3 as componentes normaes e tangenciaes 
da força elastica no primeiro syetema, como indica a no-
tação adoptada; e por N'L5 N'A, N'3, T'I, T'2 e T'3 as com-
ponentes relativas ao outro systema, sendo estas para os 
segundos planos e eixos coordenados o que para os pri-
meiros são aquelFoutras. Este theorema — cia egualdade 
das componentes normaes reciprocas — dá immediatamente 
as relações: 

m.N', + m2T's + m% T' a = m.N, + n.T, + P l T s , \ 

ra.N', + ra,T', + « . T / ^ r n , T, + ra,N2 +pt T„ 

+ P / P , + f tT^m.T, H-n/T, + P l N„ 

m t T', + m2N', + n, T, + P l T „ 

n,T', + «5N'2 + '« T ' , = < T , + n2N2 + P l T „ 
) . . . . (5). 

2».T'. + Pt N'2 + ftT'. = « t T t + «2T, + 

m,T'2 + m, T ' , + = m,N, + n,T s + _p,T„ 

n ,T ' 2 + + n,N', = »«STS + «1.N, + f t T , 

e 
/ 

f P j ' , + = i»,Tt + 7i,T, / 

Para deduzir as equações (4) indica Lamé um outro 
methodo, independentemente da consideração do tetrae-
dro. Sem necessidade de o expor, aprecial-o-hei ligeira-
mente, para assim mostrar a verdadeira importancia do 
tetraedro elementar na physica mathematica. 

Deduzidas as equações do equilibrio do parallelipipedo 
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elementar e combinadas, depois de fáceis artifícios de 
calculo, com as equações do equilibrio conhecidas na me-
canica racional, facilmente apparecem as equações (4), 
que ficam tendo o mesmo valor e a mesma significação. 

Além de ser indirecto e arbitrario este methodo, é pouco 
lúcido, porque n'um problema de physica mathematica 
confunde considerações próprias d'esta sciencia com outras 
da mecanica racional. 

Por esta consideração unicamente, é preferível o te-
traedro de Cauchy, cuja importancia na physica mathe-
matica fica assim plenamente demonstrada. 

E apenas philosophica esta importancia; mas Lamé 
pretende que ella seja pratica também. Não me parece 
que n'isto tenha razão este fecundo escriptor de physica 
mathematica, porque a importancia das relações (4) é a 
mesma e com a mesma clareza se manifesta, qualquer 
que seja o methodo por que ellas hajam sido deduzidas, 
sendo esse methodo rigoroso, embora directo ou indirecto. 

O equilibrio de elasticidade d'uma parte qualquer d'um 
meio solido é completamente determinado pelas equações 
(3) e (4). Qualquer que seja a forma d'uma porção soli-
da, é certo e evidente que, no interior da sua massa, 
pôde ser decomposta em parallelipipedos elementares e, 
sobre os parallelipipedos que mais proximos ficarem da 
superfície, em tetraedros. Esta consideração não é pura-
mente abstracta; é apoiada pela noção da molécula. 

Com fáceis artifícios de calculo e por simples conside-
rações geometricas, Lamé verifica que effectivamente as 
seis equações (3) e (4) são as necessarias e suíficientes 
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para o equilibrio de elasticidade d'uma porção finita de 
fornia qualquer. Não considerando absolutamente indis-
pensável esta verificação, embora a repute de alguma im-
portancia, não seguirei este trabalho de Lamé e limitar-
me-hei a apresentar as equações: 
v 

2wX + 2p«X0 ==• 0, 

swY + spwY, = 0, 

súZ -f- Sp»Z0 = 0, 

2 (zY - f/Z) a, + Zp» (zY0 - yZt) = 0, 

2 (asZ — zX) s. + (ccZ, — zX0) = 0 

e 

%X — »Y) a + 2?<o (yX, - ®Y0) = 0, 

deduzidas unicamente das (3) e (4). 

Acerca das leis do equilibrio de elasticidade houve 
entre Navier e Poisson uma polemica animada, cujos por-
menores se encontram nos tomos xxxvm e xxxix da pri-
meira serie dos — annaes de chimica e physica-—. No ca-
talogo das obras de Poisson, por elle mesmo feito e que 
F. Arago publicou com a biographia de tão fecundo ma-
tliematico, vêm citadas, entre os artigos insertos nos re-
feridos annaes, as tres seguintes publicações: 

— Prêambule et extrait de mon mêmoire sur l'equilibre 
et le mouvement des corps élastiques — tom. xxxvn, pag. 
OO í , 
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— Rêponse à une note de M. Navier sur Varticle prêcé-
dent — tom. XXXVIII, pag. 433; e 

— Lettre de Poisson à Arago, en rêponse à une seconde 
note de Navier — tom. xxxix, pag. 204. 

Quiz ler e apreciar bem esta polemica; mas não me 
foi possivel encontrar a primeira serie dos — annaes de 
chimica e physica—, nem na bibliotheca da Universidade, 
nem na da faculdade de Philosophia, que n'estes últimos 
annos tem sido bem enriquecida, pela solicitude do meu 
respeitável mestre o Ex.mo Dr. Viegas. 

Felizmente nem para o assumpto d'este escripto, nem 
ainda para a apreciação dos methodos de Navier e Pois-
son, é indispensável o conhecimento de semelhante pole-
mica. 

O methodo de Navier — de integração ao redor d'um 
ponto — está condemnado, porquê suppõe e traduz a con-
tinuidade da matéria, erro que nem se presta a um sophis-
ma, nem a um capricho de raciocínio. 

O methodo de Poisson, a que não se pôde negar certo 
valor, considerado na época em que foi publicado, é 
muito inferior ao de Lamé, que segui. 

E simples e elegante*o methodo de Lamé; e o d,e Pois-
son obriga a cálculos longos. Lamé, no methodo referido, 
obtém as equações geraes da elasticidade sómente por 
considerações próprias da theoria respectiva; e Poisson 
confunde esta questão com as da mecanica racional. 
Poisson emprega também a consideração do tetraedro 
elementar; mas nem d'elle deduz as consequências que 
Lamé estabelece, nem mostra a sua importancia na theo-
ria da elasticidade. Ainda assim é digna de se ler a obra 
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— Mémoire sur 1'êquilibre et le mouveraent des corps êlas-
tiques —, publicada no tomo 8.° das memorias da Acade-
mia das Sc.iencias do Instituto de França. 

Poisson pensou também 110 erro do methodo de Na-
vier e, tentando destruil-o, apenas o illudiu. Realmente 
o erro é o mesmo nos integraes de Navier e nos somma-
torios de Poisson. D'esta difficuldacle sahiu Lamé, deixando 
indeterminada a funcção que representa a acção mole-
cular. 

N'este trabalho mostrou ser Lamé um espirito profunda-
mente philosophico, como em muitos outros. 

4 





CAPÍTULO SEGUNDO 

' Theoria do ellipsoide de elasticidade 
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Primeiro ellipsoide de elasticidade ou ellipsoide inverso da primeira especie, 
hyperboloides e cóne asymptotico. Segundo ellipsoide ou ellipsoide inverso 
da segunda especie. Terceiro ellipsoide ou ellipsoide directo. Existência 
das forças elasticas principaes. Determinação das grandezas d'estas forças. 
Direcções das mesmas. Ellipsoide, hyperboloides e cóne da direcção das 
forças elasticas. Ellipse, hyperboles e asymptotas. Caso d'uma única força 
elastica principal. Ellipsoide de revolução e esphera. 

Facilmente são reconhecidos nas equações (5) tres 
grupos distinctos, cada um de tres equações também dis-
tinctas. 

A somina das tres equações de cada grupo, respecti-
vamente multiplicadas por m{, m e p i , sendo o indice i 
successivamente 1, 2 e 3, com as relações bem conheci-
das na geometria entre estes cosenos, dá facilmente as 
formulas: 

N ' , = < N.-H».»Nt+-Pl> N . + 2 n t P t Tl+2Pl m, T,+2m, n , T „ ^ 

N ' 2 = m\ N, + n\ N 2 + p 5
2 N 3 + 2 m , p2 T, -!- 2p-> m2 T ,+2m 2 n2 T,, 

N ' , = m \ N , + n \ N . + ^ . N , + 2 « 3 V i T t f 2 P l m , T 2 + 2 m , n , T„ 

T',= m» m, N, + n2 N 2 + p2 pt N, 

+ («2 Pl + «, p2)
T, + (Pí + ps m2) T 2 + (m2 n, + m, n2) T, 

) ( 
T'z= m t m l N , + n t n i N 2 + p t N, 

+ («j Pi -f n{ p,) T t + (p t mrf pí ms) T 2 + («i, n, 4- ml nt) T, 

e 

T ' , = m1 m2 Nt + n, n2 N 2 + pí p2 N3 , 

+ («1 Pz f «2Pi) Tl + (pl m2 f p, mt)T2-jr (mt n 2 + m-> nl)Tt > 
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Tomando-se agora sobre a normal N'f, a partir do 
respectivo pé, um comprimento 

__ 1 

conforme N' t for uma quantidade positiva ou negativa; 
e sendo designadas por xt, yi e zi as coordenadas das 
extremidades d'este comprimento, no primeiro systema; 
ter-se-ha 

_ «Ij «i Pi 
Xl— 1/ -.Tr > Vi— T~ P e — 77 77," k zírN i v ±N'i v ttN1! 

r v ' 
ou 

Estas pequenas formulas, introduzidas na primeira das 
equações (6), dão 

N, aj^+Njj yS-i Ns z1
2+2T1 Ví ^+2T2 £ct zi + 2Ttx, 1 .. (7), 

equação d'uma superfície de segunda ordem com centro. 
Se, para quaesquer systemas de valores de xt, yi e zK, 

coordenadas das extremidades dos raios r, se conserva 
constantemente positivo ou negativo o primeiro membro 
d'esta equação, a superfície de segunda ordem é um el-
lipsoide, porque os raios r são reaes em todos os sentidos; 
no caso contrario, em que o primeiro membro é +1 para 
um systema de valores das coordenadas e para outro 
— 1, ha dous hyperboloides conjugados, com o mesmo 
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cone asymptotico. As intersecções d'estes hyperboloides 
com qualquer dos planos coordenados são, em cada um, 
duas hyperboles com as mesmas asymptotas; por exem-
plo no plano xy estas curvas são representadas pela 
equação 

N'um systema de eixos coordenados que se confundam 
com os tres eixos principaes d'esta superfície de segunda 
ordem, na equação (7) desapparecem os rectângulos das 
variaveis; e assim hão-de ser nullos os coeffícientes des-
tes rectângulos, que são as forças elasticas tangenciaes 
aos elementos planos perpendiculares aos novos eixos. . 

Por esta theoria simples e engenhosa estabelece o ab-
bade Moigno as seguintes conclusões, que têm o caracter 
de theoremas: 

1.íl E um ellipsoide a superfície formada pelas extremi-
dades das normaes a todos os elementos planos que passam 
pelo mesmo ponto d'um corpo, sendo-lhes dados, a partir 
d'este ponto, comprimentos eguaes ou proporcionaes ás raízes 
quadradas dos valores numéricos das componentes N'(, no 
sentido d'estas normaes, das forças elasticas que solicitam 
os diversos elementos, quando taes componentes são todas 
positivas ou todas negativas; e ê um de dous hyperboloides 
conjugados, quando a força elastica normal N't é positiva 
para uns elementos e negativa para outros, sendo nulla a 
força elastica normal para os elementos planos perpendicu-
lares ás generatrizes do cóne asymptotico, caso em que ha 
sãmente —forças elasticas tangenciaes —; 

2.a Em qualquer ponto d'um corpo ha tres elementos 
planos, perpendiculares entre si, que são solicito,dos sómente 
por forças elasticas normaes. 
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A estas ultimas forças deu Cauchy a denominação de 
forças elasticas principaes. 

E realmente de notar como os hyperboloides e o res-
pectivo cóne asymptotico representam a lei da continui-
dade nas forças elasticas. Se ha elementos planos para os 
quaes ê positiva a força elastica normal e outros para 
os quaes é negativa, casos que os dous hyperboloides re-
presentam, ha também elementos planos para os quaes é 
nulla essa força, caso representado pelo cóne asymptotico. 
Se ha tracções e pressões, ha também forças elasticas tan-
genciaes. 

Sem a pretensão de propor denominações novas, pa-
rece-me proprio para este ellipsoide a de — ellipsoide de 
elasticidade inverso da primeira especie—, sendo assim 
introduzida na theoria da elasticidade uma denominação 
analoga â que tem sido adoptada na theoria potencial. 

Das equações (4) resulta um outro ellipsoide, para que 
proponho a denominação de — ellipsoide de elasticidade 
inverso da segunda especie—. 

Sejam E a força elastica que solicita um elemento 
plano inclinado sobre os planos coordenados; X, Y e Z 
as suas componentes no sentido dos eixos coordenados x, 
y e z, eixos com que a direcção de E faz os ângulos dos 
cosenos a, b e c; e advirta-se que m, n e p representam 
os cosenos dos ângulos que com estes eixos faz a normal 
ao elemento plano. Tem-se assim, pelas equações (4), 

X — «E = wN, + nTs + pT.,, 

Y =,ÒE = mT3 + nX2 + pTt 
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e 
Z = cE = mT2 H- nT, - f -^N, , 

i> 

d'onde facilmente resulta 

Eí=(»íN1 + kT3 f pT,)21 (mT,+nN2+ p T , ) 2 f (mT,+wT, +j»N,)\ 

Tomando-se sobre a normal ao elemento plano consi-

derado um comprimento egual a —; e sendo y% 
E 

as coordenadas da extremidade da recta assim determi-
nada; ter-se-lia 

m n p 

ou 

m== Exí, n = Eyí e p = Ez,. 

Assim vem a equação d'um ellipsoide 

(Nj x, + T, Vl + T2«,)» t- (T3 x, + N2 y, t T, z,)2 

+ (T2xí + Tlyl | N j Z l ) ! = l (8). 

Vou emfim considerar um terceiro ellipsoide, a que 
me parece caber a denominação de—ellipsoide de elasti-
cidade directo—, admittidas as denominações que pro-
ponho para os outros dous. Este, que foi obtido por Lamé, 
apparece muito mais naturalmente. 

Por um ponto qualquer sejam tirados tres eixos rec-
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ctangulares, parallelos aos x, y e z. Sendo designadas 
por x . y4 e z{ as coordenadas, em relação a estes eixos, 
da extremidade d'uma recta que parta do ponto conside-
rado a representar, em grandeza e direcção, a força elas-
tica exercida sobre o elemento plano cuja normal faz com 
os x, y ez os ângulos dos cosenos m,ne p; as equações (4) 
dão: 

Sejam agora considerados tres eixos parallelos ás di-
recções das forças elasticas que solicitam os elementos 
planos perpendiculares aos eixos dos x, y e z; sejam re-
presentadas estas forças p o r F , F s e F j sejam designa-
das por x1

1, y'i e z't as coordenadas, em relação a estes 
novos eixos, do ponto cujas coordenadas, em relação aos 
primeiros, são xt, yt e z t ; e observe-se que em geral os 
novos eixos são oblíquos. Como as componentes de F . , 
F5 e F , no sentido dos eixos dos x, y e z, são Ts e T2 

de F . , T, N. e T da segunda e T , T e N, da outra, 
1 ^ * 1 • a 

os cosenos cios ângulos dos eixos novos com os antigos 
são dados pelo quadro seguinte: 

e 
(9). 

2/i 2, 
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As formulas da transformação das coordenadas dão 

N T T 
1 _ L 3 „ ! J _ ~ 

P\ 1 í \ y i 1) 

^ + + V (10). 

T I1 N-. 

Sendo resolvidas as equações (9), em relação a m, n 
e p, e as (10), em relação a 

xi yi 2 i 
FJ ' F 2 FJ ' 

são obtidos evidentemente os mesmos valores para 

a/, y\ z' 
" " V , ? e - L 2 J 

x'i „ „ „ 

São assim 

m = = F 7 ' n = í t e P~F1' 

d'onde resulta 

(ii), 
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lugar geométrico das extremidades das linhas que re-
presentam, em grandeza e direcção, as forças elasticas 
que solicitam todos os elementos planos que passam por 
um mesmo ponto. E esta a equação do terceiro ellipsoide. 
As forças elasticas correspondentes a tres elementos pla-
nos rectangulares dão tres diâmetros conjugados d'esta 
superfície. 

Além da extrema simplicidade com que se deduz este 
ellipsoide, tem sobre os outros a grande vantagem de dar 
directamente as forças elasticas. 

A comparação d'estes tres ellipsoides de elasticidade 
parece-me justificar bem as denominações que lhes pro-
ponho. 

& 
4 

Entre os systemas dos diâmetros conjugados das su-
perfícies de segunda ordem ha, em geral, um único em 
que elles são rectangulares: é o dos eixos. 

Suppondo-se que os planos coordenados primitivos 
estão dispostos por fornia que o ellipsoide (11) esteja re-
ferido aos seus eixos, são rectangulares x\, y\ e z\, como 
xlt í/i e Zjj e então têm lugar simultaneamente as equações 
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que combinadas para a eliminação de Nj, N2 e N3 dão 

(JL 1 V r ^ C - M " t 2 — O \ 
\ F | 2 F , 1 / * \ F S

2 F , 2 / 2 ' j 

(EV Ê v ) T ' 2 + (ÊV ~ F 7 ) T ' 2 = ° L r r t « I • 

e 1 

( F ? ~ f ? ) T 2 ' + ( • w ~ w ) T i 2 : = ° 7 

Fi, Fa e F3 são os eixos do ellipsoide, em geral dese-
guaes. E licito suppor estas quantidades collocadas assim, 
pela ordem decrescente da grandeza, por ser absoluta-
mente indifferente esta ordem, como é fácil ver. 

Na kypothese assim justificada 

F l > F 2 > F 3 | 
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as equações (14) conduzem fatalmente ao resultado 

T3 = 0, T2 = 0 e Ti = 0. 

As equações (12) ou (13) dão agora 

= N1, F2 = N2 e F3 = N3, 

o que significa que os eixos do ellipsoide são eguaes, em 
grandeza, ás normaes aos elementos planos sobre que se 
exercem as forças elasticas representadas por estes eixos. 

Finalmente as equações (10) dão 

( v \ = x í 7 / , = */, e z / ~ 

o que quer dizer que as direcções dos mesmos eixos e 
d'estas normaes são as mesmas. 

Assim se confundem os eixos do ellipsoide com as nor-
maes aos elementos planos sobre que se exercem as forças 
elasticas representadas pelos mesmos eixos. 

Eis deduzida directamente a conclusão a que conduz 
o primeiro ellipsoide acerca das— forças elasticas princi-
paes—: em qualquer ponto d'um corpo ha tres elementos 
planos, perpendiculares entre si, que são solicitados somente 
por forças elasticas normaes. Estes planos são as secções 
principaes do ellipsoide de elasticidade. 
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Segue-se, e xriuito naturalmente, a determinação das 
forças elasticas principo.es em cada ponto do corpo. 

Sejam A a grandeza desconhecida d'uma força elastica 
principal; m, n e p os cosenos dos ângulos que com os 
eixos x, y e z faz a sua direcção, também desconhecida; 
e designadas por X, Y e Z as suas componentes 110 sen-
tido dos tres eixos. Tem-se assim 

X = mA, Y — nk, Z = pA, 

wi(Nj — A) + WT3 + p T 2 = 0 , \ 

wiT3 + ?I(N2 — A) -f pTi = 0 I 
) (15) 

e I 

mT2 + raTj + p(N:f — A) — 0 / 

equações que com a relação 

m2 + n? -f p- = 1 

determinam os valores das incógnitas A , m , n e p, isto é, 
a intensidade e a direcção da força elastica principal. 

Por qualquer methodo de eliminação se obtém a 
equação 

(N, - A)(N, — A)(NS — A) + 2T,T2TJ - (NL — A)Ti2 

- (N, - A)T2
2 - (Nj - A ) l ? = 0, 



a que se pôde dar a forma 

A3 — (N, + N2 + N,)A2 + (N2N3 + NtN3 + N,N2 

— T2, — T\ — T2
3)A — (NjN2N3 + 2T,T2T3 — N ^ 2 , 

— NjT^ — NsT*3) = O : (16) 

São reaes todas as raizes d'esta equação. Por ella ser 
do terceiro gráo, é real uma das raizes pelo menos; e, 
demonstrado que uma das outras é real também, fica de-
monstrada a existencia das tres raizes reaes. Para isto, 
supponha-se que a raiz real A é a grandeza da força elas-
tica principal, cuja direcção faz com os eixos dos x, y e 2 
ângulos dos cosenos m, n e p; considere-se uma outra 
força elastica principal cuja grandeza seja B, em geral 
differente de A, e cuja direcção seja determinada pelos 
cosenos m í ) nK e sendo os eixos os mesmos; e sejam 
repetidos em relação a B, ni e com as mesmas 
considerações, os cálculos feitos com A, m, n e p. Assim 
se obtém a mesma equação (16), em que apparecem A, 
m, n e p substituidos por B, mu m e p t ; do que se con-
clue que B é real como A. 

Da existencia d'estas tres raizes reaes vou dar uma 
outra demonstração, de calculo muito simples também, 
que me parece muito interessante. 

A primeira das equações (lõ) pôde ter as formas 

» T s + p T , = m(A —1*0, 
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e finalmente 

J^L-u JL i jL — J>!L-.r\ . T*T3 xr A 
Tj T2 "r T3 ~ T2T3

 + Ti ~~ 1 

Egualrnente para as outras duas vêm as-formas 

Ti T2 T3 T ,T 3
1 ' Ta

 2 ' 

Tl ^ T2 ^ T3~ TiT2
 1 T3

 — 3j-

Pondo-se 
' V \ ' ' ' 

rp rp rr rp rp m 
i l i i _ N i = P , A j f - N t - Q e Ç 2 _ N 3 = R (17), 

tem-se evidente e facilmente 

i 
m n p 

_ t ; = % _ 
" TIT2T3 TiT2T3 ~ TIT2T3 

Tiâ(A P) 1 V ( A + Q ) T , « ( A + B ) 

5 
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e, por uma bem conhecida propriedade das fracções algé-
bricas, 

m n p 

m n p _ + % 

Ti T3 T3 ~ TtT,T3 , TtT2T3 TtT2T3 • 
Ti2(A + P) T2

2(A + Q) T,2 (A + R) 

D'estes cálculos tão simples resulta immediatamente 

T,T2T3 , TxT2T3 TiT2T3 
\ r m 2, A , D\ T i 2 ( A + P ) 1 T 2

2 (A+Q) t T3
2(A + R) 

relação que pôde ter a forma 

+ A J . D 1 J-R-Í T . T . T . Ti2(A + P) 1 T2
2(A + Q ) ' T3

2(A + R ) T,T2T3 

Suppondo-se collocadas pela ordem decrescente da 
grandeza as quantidades P, Q e R, que são as relações 
(17) entre as componentes das forças elasticas, isto é, 

P > Q > R, 

a simples inspecção d'esta equação do terceiro gráo mostra 
immediatamente que ella tem tres raizes reaes compre-
hendidas entre co e a s quantidades P, Q e R, cujos si-
gnaes dependem do que tem o producto TjTaTs. 
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A equação (18) pôde ter também a forma 

T j y ^ (A + P) (A i Q) (A + R) — - L ( A + Q) (A + R) 

- ^ ( A + P)(A + R ) - ^ ( A + P ) ( A + Q ) = 0 , 

que, com as relações (17), é equivalente á equação (16). 

i i 

Para a tlicoria completa das forcas elasticas principaes 
falta sómente a determinação da sua direcção. 

É intuitivo que esta determinação se obtém immediata-
mente, para cada forca elastica principal, logo que seja 
conhecida a posição do plano sobre que ella se exerce. 

Das equações (15) facilmente se conclue a equação 
d'este plano, pelos valores de m, n e p, d'ellas deduzi-
dos (*), 

x' — x y1 — y z' — z 

AT, +TVr,—NIT7 ÃT7+T3TT-_N2'r2
 e"AT3-t-T1T2-lí7rs

== ' 

(«) Para obter esta equação, recorri á forma notável, de em-
prego util e frequente, que toma a equação do plano pela intro-
diicção da perpendicular sobre elle abaixada da origem. 

Seja 
kx ;-By + Cs + D = 0 (,) 

»* 
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sendo x', y' e z' as coordenadas de qualquer ponto do 
plano, e x, y e z as coordenadas do ponto que tem sido 
considerado, coordenadas de que são funcções as forças 
elasticas. 

A equação do ellipsoide de elasticidade, para que pro-
ponho a denominação de directo, referida ao centro e aos 
eixos, ê 

sendo A, B e C as tres raízes da equação (16). 

a equação geral do plano disposta por forma que o termo D seja 
negativo no primeiro membro, o que é inteiramente admissível. 

A perpendicular !í tirada da origem sobre este plano, a dis-
tancia do plano á origem das coordenadas, é dada pela formula 
bem conhecida 

D 

• F/A 2 + B 2 + C 2 ' 

sendo negativo o radical pela hypothese de ser D negativo; e 
para os cosenos m, n e p dos ângulos de í com os eixos coorde-
nados, ha as formulas 

A B C 
f f l 12 • • -•• • — Q 7) ' ' •—— 

+ K A 2 + B 2 + C 2 ' + K A 2 - T - B 2 + C 2 + K A 2 + B 2 + C 2 ' 

É fácil mostrar porque estes radicaes são todos positivos nos 
valores d'estes cQsenos. 
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Como agora são normaes as forças elasticas que se 
exercem sobre os planos coordenados, tem-se 

N, = A, N 2 = B, N 3 = C e T J = T 2 = T 3 = 0 , 

resultando então das equações (9) 

x, y. 2. 

valores dos cosenos dos ângulos que com os novos eixos 
faz a normal ao elemento plano sobre que se exerce a 

O plano representado pela equação (a) corta os eixos coorde-
nados nos pontos 

x1 = — ? / 0 e z' = 0 para o eixo dos x, 

x'—0 , y' = — — e z' = 0 para o dos y 
D 

x' — 0 , y = 0 e z' = —~ para o dos z. 

É evidente, na hypothese posta, que os valores 

D 

e têm os mesmos signaes de A, B e C. Ora, sendo a dis-

tancia a/ positiva, são também positivos A, e, como é fácil ver, 

o coseno m, para o que é necessário que seja positivo o denomi-
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força elastica representada, em grandeza e direcção, pelo 
semidiametro D t, cuja extremidade tem por coordenadas 
xi, yi e 21. A equação d'este plano é pois 

equação que, combinada com a equação geral do plano 
tangente á superfície F (x, y. z) e bem conhecida no cal-
culo differencial applicado 

nador d'este, isto ê, o radical. Sendo negativa a distancia a/, são 
também negativos A e m, para o que é necessário que seja po-
sitivo o mesmo radical. Resultados idênticos dá a mesma discus-
são acerca dos cosenos n e p. 

Assim é finalmente 

D n D n D 
A r ~ " T m t B = — f n e C = = Fp> 

sendo a equação (*) transformada em 

mx -j- ny + pz = í , 

de que resulta immediatamente 

m(ítf — x) + n(y — y) + p(rf — 2) =. 0, 

equação do plano que passa pelo ponto (a/, y', z'). 
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mostra que tal plano é parallelo ao plano tangente á su-
perfície representada pela equação 

<20> 

no ponto (xlt y{) z{), em que o semidiametro Di a vae 
atravessar. 

Quando as tres raizes da equação (16) têm todas o 
mesmo signal, a superfície representada pela equação (20) 
é um ellipsoide concêntrico com o de elasticidade; e têm 
os seus eixos a mesma direcção dos d'este, sendo as suas 
grandezas proporcionaes ás raizes quadradas das forças 
elasticas princ-ipaes. N'este caso todo e qualquer semidia-
metro representa uma força elastica da mesma natu-
reza das forças elasticas principaes, isto é, ou uma tracção 
ou uma pressão, segundo estas forças são tracções ou 
pressões, conforme vae ser demonstrado. 

Se, a partir d'uma força elastica principal e do plano 
sobre que ella se exerce, se move este continuamente, por 
forma que tome todas as posições conforme a lei da con-
tinuidade, a força elastica evidentemente varia também 
conforme esta lei. Para que varie a natureza da força 
elastica, para que passe de tracção opressão ou de pressão 
a tracção, é evidentemente necessário que antes d'isso 
nem seja tracção, nem pressão, o que sómente pôde suc-
ceder quando a força elastica tem a direcção do plano. 
No caso do ellipsoide, a força elastica não pode ter seme-
lhante direcção, porque o plano sobre que ella se exerce 
é parallelo ao plano tangente ao ellipsoide da equação 
(20), no ponto em que a recta D1( direcção da foiça, 
atravessa esta superfície. 

Quando as raizes da equação (16) são de signaes dif-
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ferentes, a equação (20) representa um systema de dous 
hyperboloides conjugados, um d'uma folha e outro de 
duas, com o mesmo cóne asymptotico, cuja equação é 

<21> 

N'este caso as forças elasticas mudam de natureza, 
passando por tangenciaes. Se o semidiametro D4 encon-
tra o hyperboloide d'uma folha, representa uma força 
elastica da especie dupla nas forças elasticas principaes; 
se encontra o hyperboloide de duas folhas, representa 
uma força elastica da especie única; e finalmente o plano 
sobre que se exerce a força elastica tangencial é tangente 
ao cóne asymptotico, onde se opéra a transição da força 
elastica d'uma natureza para outra. Este cóne tem a de-
nominação de cóne das forças elasticas tangenciaes. 

Sendo nullo o ultimo termo da equação (16), é nulla 
uma das forças elasticas principaes; e então todas as forças 
elasticas existem no plano sobre que não se exerce força 
elastica alguma, como exige a egualdade das componen-
tes normaes reciprocas. 

Sejam então C a raiz nulla; a origem das coordenadas 
o ponto que tem sido considerado; os eixos x e y as li-
nhas que representam as forças elasticas principaes A e 
B; e y a inclinação, sobre o plano d'estes eixos, do ele-
mento plano solicitado pela força elastica representada 
pela recta D,, cuja extremidade tem as coordenadas Xi, 
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e, pela condição 

m1 + w2 + p 2 = 1, 

(22). 

A equação do elemento plano de inclinação y sobre o 
plano xy das forças elasticas é 

Assim desapparece o ellipsoide de elasticidade para vir 
a ellipse representada pela equação (22). 

As forças elasticas exercidas sobre todos os planos da 
mesma inclinação y são pois representadas pelos semi-
diametros d'uma ellipse cujos eixos são proporcionaes 
ambos a sen y, um a A e outro a B. O traço do plano de 
inclinação y, sobre que se exerce a força elastica repre-
sentada pelo semidiametro D4 d'esta ellipse, no plano xy, 
é parallelo á tangente á curva da equação 

A 
(23). 

A 
r 
B (24) 

no ponto em que a corta o mesmo semidiametro Di. 
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Se A e B têm o mesmo signal, a equação (24) repre-
senta uma ellipse; e, no caso contrario, representa um 
systema de duas hyperboles conjugadas, com as mesmas 
asymptotas. No caso de desapparecerem as hyperboles 
para virem as asymptotas, isto é, sendo a equação de D4 

V— — x \ / 
B 

representa Dt uma foi ça elastica tangencial exercida sobre 
o plano de inclinação y, cujo traço no plano xy ê a mes-
ma recta D t . 

Finalmente a equação (22) mostra que ás diversas in-
clinações do plano correspondem ellipses semelhantes, 

sendo a maior correspondente a -5-, caso em que ê per-

pendicular ao das forças elasticas o plano sobre que se 

exerce a força elastica representada pela recta Di. 

Se são nullas duas das forças elasticas principaes, o 
theorema da egualdade das componentes normaes reci-
procas exige que todas as forças elasticas tenham a mes-
ma direcção L, a da única força elastica principal. Pelo 
mesmo theorema, a força elastica exercida sobre um ele-
mento cuja normal é l, obtem-se projectando-se sobre l a 
força elastica principal existente e transportando-se a pro-
jecção obtida para a direcção L. 
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Como se vê, para estes casos é importantíssimo o theo-
rema das componentes normaes reciprocas. 

Se são eguaes duas das raizes da equação (16), são de 
revolução o ellipsoide de elasticidade e as superfícies re-
presentadas pela equação (20). Representam forças elas-
ticas normaes todos os semidiametros do equador do 
ellipsoide (19). 

No caso da egualdade de todas as tres raizes da equa-
ção (16), são espheras estas superfícies e têm o mesmo 
valor todas as forças elasticas. 
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CAPITULO TERCEIRO 

Importancia e uso do ellipsoide 
de elasticidade 
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Forma geometrica das leis que regera as forças elasticas. Relações impor-
tantes entre as componentes das forças elasticas relativas a eixos differen-
tes. Uma analogia de methodo entre a mecanica racional e a theoria 
mathematica da elasticidade. 

O argumento mais forte contra esta dissertação será 
talvez este pequeno capitulo, com que vou rematal-a. 
Pois, pergnntar-se-ha talvez, pois é necessário demonstrar 
o que evidentemente se revela ao espirito, o que a histo-
ria mostra com toda a luz, emfim uma verdade para que 
bem basta a hoje ainda celebrada inseripção da philosophia 
antiga, inscripção que se lê também n'uma das primeiras 
d'estas paginas? Pois, quando a sciencia e a litteratura 
possuem o sublime pensamento e a eloquente phrase de 
Aimé-Martin—LA GÉOMÉTRIE EST LA RAISON DE DI EU—, 
é admissível um argumento, é acceitavel uma tentativa 
para se mostrar a importancia de qualquer verdade geo-
metrica? 

Qualquer que seja o valor d'estas considerações, que 
não discuto aqui, não retiro este capitulo de tão acanha-
das dimensões. Ninguém pôde duvidar da importancia 
da luz, do calor e do ar ; e todavia a sciencia tem-lhe 
dedicado muitas paginas. 

Geral e fácil como a demonstração das leis que regem 
as forças elasticas, é o enunciado d'ellas, enunciado de 
forma inteiramente geometrica. Deduzidas, com todo o 
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rigor e generalidade da geometria, independentemente 
de qualquer demonstração relativa á homogeneidade dos 
corpos e á natureza das acções moleculares, são estas leis 
traduzidas por superfícies e curvas, sem perturbação al-
guma, com maior verdade ainda que o da traducção das 
leis dos movimentos celestes pelas secções cónicas. 

Não é simplesmente philosophica esta importancia; é 
também toda pratica. Para o engenheiro, que precisa 
de ter presentes sempre as leis a que ha-de recorrer e as 
regras que tem de applicar, com muita frequencia, con-
vém muito, é até quasi uma necessidade, o enunciado 
em forma geometrica, não só pela facilidade com que se 
diz, mas também e principalmente pela promptidão e 
segurança com que se fixa na memoria. 

E pois immensa e está bem demonstrada a importan-
cia d'esta theoria tão simples, tão natural e tão fecunda 
nas applicações. 

Sejam A, B e C as tres raizes da equação (16), de que 
são deduzidas, por formulas elementares, as equações 

A - t - B + C = N I + N T + N„ 

BC + CA + AB = N2 N, + N3 Ni + N, N2 _ T , J — T2» — T,1 

e 
ABC = N, N2N3 + 2Tj T2T3 —N, T, ! — N2T2» — N, T31. 

Como os eixos do ellipsoide de elasticidade se hão-de 
çonservar os mesmos quando as quantidades N t , N , N, , 
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+ j - 2 i l l w i 
T, T T, ' T3 ~ T2T3

1 + Ti ~ 

Egualmente para as outras duas vêm as formas 

Tl T2 Ts TiT3
 1 T2

 2> 

"1" rp m r p r p (A + ™ N3). Tx T2 T3 T,T2 

Pondo-se 

R P R P RN RN 'TL M 

^ - N , = P , ^ - N í = Q e ^ - N s = R (17), 

tem-se evidente e facilmente 

m , n p m , . n v 

m n p 

_ % = = % __ t 7 
TIT2T3 T,T2T3 ~ TIT2T3 

TX
2(A +• P) T2

2(A + Q) T32 (A + H) 
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e, por uma bem conhecida propriedade das fracções algé-
bricas, 

m n p 

J L + J L 4 . - P + 

TI T3 T3 T tT2T3 T / f / f , TXT2T3 ' 
TI2 (A + P) T2

2( A + Q) T3
2 (A. + R) 

D'estes cálculos tão simples resulta immediatamente 

T,T2T3 , T,T2T3 , TjT2T3 
= 1, T , 2 ( A + P ) 1 T 2

2(A.+ Q) 1 T3
2(A + R) 

relação que pôde ter a forma 

T 2 / A Cl\ T A _ L T T . T . ( 1 ® ) * Ti2(A + P) 1 T2
2(A + Q) • T3

2(A + R ) T,T2T3 

Suppondo-se collocadas pela ordem decrescente da 
grandeza as quantidades P, Q e R, que são as relações 
(17) entre as componentes das forças elasticas, isto é, 

• • 

P > Q > R , 

a simples inspecção d'esta equação do terceiro gráo mostra 
immediatamente que ella tem tres raizes reaes compre-
hendidas entre co e as quantidades P, Q e E, cujos si-
gnaes dependem do que tem o producto T/ lYl^. 



A equação (18) pó.de ter também a forma 

T j y j ^ (A + P) (A + Q) (A + R) — ( A + Q) (A + R) 

— - ^ ( A + P) (A + R ) - ~ ( A + P) (A + Q) = 0, 

que, com as relações (17), é equivalente á equação (16). 

Para a theoria completa das forças elasticas principaes 
falta sómente a determinação da sua direcção. 

E intuitivo que esta determinação se obtém immediata-
mente, para cada força elastica principal, logo que seja 
conhecida a posição do plano sobre que ella se exercei 

Das equações (15) facilmente se conelue a equação 
d'este plano, pelos valores de m, n e p, d'ellas deduzi-
dos (*), 

X' — x J .'/—.'/ z' — g __ 0 
ATj+T 2 T 3 —NiT t ' AT2 +T>TI—N2T2 AT3 -f-Tj T2—N3T, ' 

(*) Para obter esta equação, recorri á forma notável, de em-
prego util e frequente, que toma a equação do plano pela intro-
ducção da perpendicular sobre elle abaixada da origem. 

Seja 
kx \\y + C z + D = 0 (.) 
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sendo x\ y' e z! as coordenadas de qualquer ponto do 
plano, e x, y e z as coordenadas do ponto que tem sido 
considerado, coordenadas de que são funcções as forças 
elasticas. 

A equação do ellipsoide de elasticidade, para que pro-
ponho a denominação de directo, referida ao centro e aos 
eixos, é 

/JJ2 y2t gâ 
"Ã^ T P ^ ~ ^ ^ 

sendo A, B e C as tres raizes da equação (16). 

a equação geral do plano disposta por forma que o termo D seja 
negativo no primeiro membro, o que é inteiramente admissível. 

A perpendicular í tirada da origem sobre este plano, a dis-
tancia do plano á origem das coordenadas, é dada pela formula 
bem conhecida 

D 
* = —, 

— 1 / A 2 + B 2 H - C 2 

sendo negativo o radical pela hypothese de ser D negativo; e 
para os cosenos m, n e p dos ângulos de í com os eixos coorde-
nados, ha as formulas 

A B C yyj *—— ..... ^ • . . . Q /p .... 
- B / A 2 + B 2 + C 2 ' + ^ A 2 + B 2 + C 2 + K A 2 + B 2 + C 2 ' 

E fácil mostrar porque estes radicaes sào todos positivos nos 
valores crestes cosenos. 
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Como agora são normaes as forças elasticas que se 
exercem sobre os planos coordenados, tem-se 

Nt = A, N2 = B, N3 = C e T 1 = T 2 = T3 = 0, 

resultando então das equações (9) 

x, y. z. 
m=~Ã>n=Jkep=iT 

valores dos cosenos dos ângulos que com os novos eixos 
faz a normal ao elemento plano sobre que se exerce a 

O plano representado pela equação (a) corta os eixos coorde-
nados nos pontos 

x' = — y = Oe z' = 0 para o eixo dos x, 

x'— 0 , y' — w" e z' = 0 para o dos y 
JD 

c ' = 0 , y = 0 e z1 = para o dos z. 

É evidente, na hypothese posta, que os valores 5 - , 

e g- têm os mesmos signaes de A, B e C. Ora, sendo a dis-

tancia xf positiva, são também positivos A, e, como é fácil ver, 

o coseno m, para o que é necessário que seja positivo o denomi-
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força elastica representada, em grandeza e direcção, pelo 
semidiametro Di, cuja extremidade tem por coordenadas 
xi, yi e zi. A equação d'este plano é pois 

, m . z z i A 
7ÃT "B" ~CT ' 

equação que, combinada com a equação geral do plano 
tangente á superfície F (x, y, z) e bem conhecida no cal-
culo differencial applícado 

nador d'este, isto é, o radical. Sendo negativa a distancia a/, são 
também negativos A e m, para o que é necessário que seja po-
sitivo o mesmo radical. Resultados idênticos dá a mesma discus-
são acerca dos cosenos n e p. 

Assim é finalmente 

A — — ín, B = n e C = — p, 

sendo a equação (*) transformada em 

mx -\-ny-\-pz — $, 

de que resulta immediatamente 

m(x> — x) + n{y< — y) + p(z' — z)—0, 

equação do plano que passa pelo ponto (a/, y', z'). 
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mostra que tal plano é parallelo ao plano tangente á su-
perfície representada pela equação 

i 4 ' 4 = ± p w 

no ponto (xv yv 2j), em que o semidiametro Di a vae 
atravessar. 

Quando as tres raizes da equação (16) têm todas o 
mesmo signal, a superfície representada pela equação (20) 
é um ellipsoide concêntrico com o de elasticidade; e têm 
os seus eixos a mesma direcção dos d'este, sendo as suas 
grandezas proporcionaes ás raizes quadradas das forças 
elasticas principaes. N'este caso todo e qualquer semidia-
metro Dj representa uma força elastica da mesma natu-
reza das forças elasticas principaes, isto é, ou uma tracção 
ou uma pressão, segundo estas forças são tracções ou 
pressões, conforme vae ser demonstrado. 

Se, a partir d'uma força elastica principal e do plano 
sobre que ella se exerce, se move este continuamente, por 
forma que tome todas as posições conforme a lei da con-
tinuidade, a força elastica evidentemente varia também 
conforme esta lei. Para que varie a natureza da força 
elastica, para que passe de tracção a pressão ou de pressão 
a tracção, é evidentemente necessário que antes d'isso 
nem seja tracção, nem pressão, o que sómente pôde suc-
ceder quando a força elastica tem a direcção do plano. 
No caso do ellipsoide, a força elastica não pôde ter seme-
lhante direcção, porque o plano sobre que ella se exerce 
é parallelo ao plano tangente ao ellipsoide da equação 
(20), no ponto em que a recta D*, direcção da força, 
atravessa esta superfície. 

Quando as raizes da equação (16) são de signaes dif-
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ferentes, a equação (20) representa um systema de dous 
hyperboloides conjugados, um d'uma folha e outro de 
duas, com o mesmo cóne asymptotico, cuja equação é 

w 

N'este caso as forças elasticas mudam dç natureza, 
passando por tangenciaes. Sé o semidiametro Dt encon-
tra o hyperboloide d'uma folha, representa uma fdrça 
elastica da especie dupla nas forças elasticas principaes; 
se encontra o hyperboloide de duas folhas, representa 
uma força elastica da especie única; e finalmente o plano 
sobre que se exerce a força elastica tangencial é tangente 
ao cóne asymptotico, onde se opéra a transição da força 
elastica d'uma natureza para outra. Este cóne tem a de-
nominação de cóne das forças elasticas tangenciaes. 

Sendo nullo o ultimo termo da equação (16), é nulla 
uma das forças elasticas principaes; e então todas as forças 
elasticas existem no plano sobre que não se exerce força 
elastica alguma, como exige a egualdade das componen-
tes normaes reciprocas. 

Sejam então C a raiz nulla; a origem das coordenadas 
o ponto que tem sido considerado; os eixos x e y as li-
nhas que representam as forças elasticas principaes A e 
B; e y a inclinação, sobre o plano d'estes eixos, do ele-
mento plano solicitado pela força elastica representada 
pela recta D,, cuja extremidade tem as coordenadas xi, 



511 

í/i e Zi; tem-se então 

e, pela condição 

»»2 + n2 -f p2 = l 

(22), 

A equação do elemento plano de inclinação y sobre o 
plano xy das forças elasticas é 

Assim desapparece o ellipsoide de elasticidade para vir 
a ellipse representada pela equação (22). 

As forças elasticas exercidas sobre todos os planos da 
mesma inclinação y são pois representadas pelos semi-
diametros d'uma ellipse cujos eixos são proporcionaes 
ambos a sen y, um a A e outro a B. O traço do plano de 
inclinação y, sobre que se exerce a força elastica repre-
sentada pelo semidiametro Dj d'esta ellipse, no plano xy, 
é parallelo á tangente á curva da equação 

A (23). 

x 

A m 

no ponto em que a corta o mesmo semidiametro Dj. 
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Se A e B têm o mesmo signal, a equação (24) repre-
senta uma ellipse; e, no caso contrario, representa um 
systema de duas hyperboles conjugadas, com as mesmas 
asymptotas. No caso de desapparecerem as hyperboles 
para virem as asymptotas, isto é, sendo a equação de D, 

representa Dj uma força elastica tangencial exercida sobre 
o plano de inclinação cujo traço no plano xy è a mes-
ma recta D4. 

Finalmente a equação (22) mostra que ás diversas in-
clinações do plano correspondem ellipses semelhantes, 

sendo a maior correspondente a —, caso em que é per-
2 

pendicular ao das forças elasticas o plano sobre que se 
exerce a força elastica representada pela recta Di. 

Se são nullas duas das forças elásticas principaes, o 
theorema da egualdade das componentes normaes reci-
procas exige que todas as forças elasticas tenham a mes-
ma direcção L, a da única força elastica principal. Pelo 
mesmo theorema, a força elastica exercida sobre um ele-
mento cuja normal é l, obtem-se projectando-se sobre l a 
força elastica principal existente e transportando-se a pro-
jecção obtida para a direcção L. 
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Como se vê, para estes casos é importantíssimo o theo-
rema das componentes normaes reciprocas. 

Se são eguaes duas das raizes da equação (16), são de 
revolução o ellipsoide de elasticidade e as superfícies re-
presentadas pela equação (20). Representam forças elas-
ticas normaes todos os semidiametros do equador do 
ellipsoide (19). 

No caso da egualdade de todas as tres raizes da equa-
ção (16), são espheras estas superfícies e têm o mesmo 
valor todas as forças elasticas. 
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Forma geometrica das leis que regera as forças elasticas. Relações impor-
tantes entre as componentes das forças elasticas relativas a eixos differen-
tes. Uma analogia de methodo entre a mecaniea racional e a theoria 
mathematica da elasticidade. 

O argumento mais forte contra esta dissertação será 
talvez este pequeno capitulo, com que vou rematal-a. 
Pois, perguntar-se-ha talvez, pois é necessário demonstrar 
o que evidentemente se revela ao espirito, o que a histo-
ria mostra com toda a luz, emíim uma verdade para que 
bem basta a hoje ainda celebrada inscripção da philosophia 
antiga, inscripção que se lê também n'uma das primeiras 
d'estas paginas? Pois, quando a sciencia e a litteratura 
possuem o sublime pensamento e a eloquente phrase de 
Aimé-Mart in—LA GÉOMÉTRIE EST LA RAISON DE DIEU—, 
é admissível um argumento, é acceitavel uma tentativa 
para se mostrar a importancia de qualquer verdade geo-
metrica? 

Qualquer que seja o valor d'estas considerações, que 
não discuto aqui, não retiro este capitulo de tão acanha-
das dimensões. Ninguém pôde duvidar da importancia 
da luz, do calor e do ar; e todavia a sciencia tem-lhe 
dedicado muitas paginas. 

Geral e fácil como a demonstração das leis que regem 
as forças elasticas, é o enunciado d'ellas, enunciado de 
forma inteiramente geometrica. Deduzidas, com todo o 
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rigor e generalidade da geometria, independentemente 
de qualquer demonstração relativa á homogeneidade dos 
corpos e á natureza das acções moleculares, são estas leis 
traduzidas por superfícies e curvas, sem perturbação al-
guma, com maior verdade ainda que o da traducção das 
leis dos movimentos celestes pelas secções cónicas. 

Não è simplesmente philosophica esta importancia; è 
também toda pratica. Para o engenheiro, que precisa 
de ter presentes sempre as leis a que ha-de recorrer e as 
regras que tem de applicar, com muita frequencia, con-
vém muito, é até quasi uma necessidade, o enunciado 
em forma geometrica, não só pela facilidade com que se 
diz, mas também e principalmente pela promptidão e 
segurança com que se fixa na memoria. 

E pois immensa e está bem demonstrada a importan-
cia d'esta theoria tão simples, tão natural e tão fecunda 
nas applicações. 

Sejam A, B e C as tres raizes da equação (16), de que 
são deduzidas, por formulas elementares, as equações 

A + B + C = N , + N2 + N3, 

BC + CA + AB = N,N, + N 3 Ni + Nt N2 — Tt
5 — T2

J — T3
J 

e 
ABC = N, N2 N3 + 2Ti T2 T3 — N, T,1 — N2T2

5 — N3 T3*. 

Como os eixos do ellipsoide de elasticidade se hão-de 
conservar os mesmos quando as quantidades N t , Nj, N, , 
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T , e Ts forem substituídas pelas N',, N'„ N',, T ' ( , 
T' e T's do exemplo do capitulo segundo e das formu-
las (5) e (6), facilmente apparecerão então as relações 
symetricas 

N'I + N'2 +N'3 = NT N2 + N„ 

N', N'J + N', + N'I N', — T'T
2 — T'2

2 — T'3
S = 

N, N3 + N, N, + N, N2 — T,2 — T,2 — T31 

e 

N'2 N'J + 2T'J T', T'3 — N', T'I2 — W2 T',2 — N'3 T'3
! = 

N, N2 N3 + 2TJ T2 T3 — N/P,2 — N, T,S — N3 T3
2. 

A primeira d'estas relações resulta também e imme-
diatamente da somma das tres primeiras equações (6); 
mas, para d'estas mesmas serem deduzidas a segunda e 
a terceira, fora necessário um calculo fastidioso e com-
plicado. , „ 

São assim obtidas simultaneamente, com muita facili-
dade e por considerações elementares, na theoria do el-
lipsoide de elasticidade, tão importantes relações entre 
forças elasticas relativas a eixos differentes. • 

A mecanica racional emprega também, com grande 
vantagem, o ellipsoide central, construcção geometrica que 
representa a relação existente entre os momentos de iner-

6 
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cia relativos a differentes eixos que passam pelo mesmo 
ponto. 

E completa a analogia entre esta theoria e a do d-
lipsoide de elasticidade, analogia de valor philosophico e 
pratico. E de fé para mim — como a fé pôde entrar na 
sciencia — que os progressos da mecanica racional e da 
physica mathematica hão-de mostrar bem a prodigiosa 
fecundidade de analogia tão completa. 

» 

F I M , 
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