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H m m r m Q i S i . 

M i l i t a s das cousas , q u e c o n t é m e s t e escr ip to , comptis to 

ha nove a n n o s , foram dev idas á le i tura da Geometria De-

scriptiva de M. M o n g e ; do Tractado das superfícies regradas 

de M. Gascheau ; da Geometria Descriptiva de M. L e r o y ; e 

da Analyse applicada á Geometria de Ires dimensões de M. 

L e r o y : por isso convirá a lgumas vezes consul ta r es tas ob ras 

para maior desenvo lv imen to das m a t é r i a s respec t ivas . 

Seguiu-se nel íe a ordem d ' inscr ipção dos d i f f e ren tes aF-

tigos da Geometria Descriptiva de M. Fourcy, q u e se apon-

taram Â margem do t e x t o ; e fizeram-se as r e f e renc i a s , q u a n t o 

foi p o s s í v e l , ás f iguras da mesma ob ra . 

I nd i ca í am-se duas versões de surfaces gaúches: u m a , 

superfícies torcidas, e m p r e g a d a na t r aducção da Geometria 

applicada ás artes de M. Dup in pelo Sr . E. J. Fer re i ra • 

o u t r a , superfícies enviesadas , pos t e r io rmen te l embrada pelo 

Sr. J . M. B a k l y r da qual se usou com preferenc ia . 
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DA 

GEOMETRIA DESCRIPTIVA 
D E L E F E B U R E D E F O U R C Y . 

1 . O O b j e c t o da G e o m e t r i a descr ip l iva é r e p r e s e n t a r sobre um 
plano as par tes da ex tensão ex i s t en te s no e s p a ç o , de modo que seja fácil 
deduz i r desta r ep re sen tação as p rop r i edades mais notáveis das m e s m a s 
p a r t e s , as suas d i m e n s õ e s , e as re lações de posição q u e e n t r e s i g u a r d a m . 

No es tudo destii Sc ienr ia c o m e m e m p r e g a r a G e o m e t r i a ana lv t ica 
como c o m p l e m e n t o delia : p o r q u e , se u m a of le rece meios g e r a e s e e x p e d i -
tos de resolver as q u e s t õ e s ; a ou t ra torna sensíveis os resu l tados a que as 
so luções conduzem , e most ra as appl icações que dos m e s m o s resu l tados 
se podem fazer ás a r t e s . Tor es te mot ivo nos e m p e n h a r e m o s e s p e c i a l m e n -
te , nas observações de q u e vamos occupa r -nos , em c o m p a r a r as soluções 
grapl i icas com as a n a l j l i c a s . 

Problemas sobre as linhas reclas e planos. 

2. Seja ( a b , a'b') ( f ig . 1 . ) u m a r e c t a F»n.°i8. 

;/ = mx + n, z = j>x-\-q, (1) 

cu jos t raços sobre os planos [xy) e [xz) se p r o c u r a m . 
Fazendo y — O para t e r o t r aço sobre [xz), t e m w 

n A O 
x = , ou X = —— = A b ; 

m I a n g O o A 

por ser — m a t a n g e n t e t r i g o n o m é t r i c a d e O i A , e n a o rdenada inicial 
A O . 

D ' o n d e resul ta q u e , para acha r o t r aço da rec ta sobre o pleno v e r -
t ical (xz), basta d e t e r m i n a r a o rdenada bb', co r r e sponden te ao ponto b 
onde a projecção hor izonta l ab encont ra a l inha da t e r r a . 

1 
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S e m e l h a n t e m e n t e d i s co r r e r í amos n r e spe i to do t r a ç a hor izon ta l . O 
cj ie é com effei lo o processo seguido no problema. I da Geome t r i a d e s c r i -
pliva de F o u r c y . 

F. n.° 19. 3 . S e j a m (»»'«»), (m ' ên ) (f ig . 2 . ) dous planos 

as = A s + B i / + C , a r = Mz + B 'y + C ' , . ( 2 ) . 

As equações dos seus t raços sob re [xy) se rão i 

de ( m ' « r i ) . . . x — By + C ; de [m't,i)... x = Wy + C' ( 3 > 

As dos seus t raços sob re (,xz) s e r ã o : 

de ( m ' o r t ) . . . x — Xz + C ;. de (m'è.n)... x = A'= + Ch (V)1 

P a r a a c h a r as pro jecções , sobre ( x y ) e [xz), da in tersecção dos-
planos j e l im ina remos z e y e n t r e as suas equações ( 2 ) ; o q u e d a r á : 

A ' B — A B ' A ' C — A C ' A B 1 - A 1 B B ' C — B C ' 

M a s p rocurando a in tersecção dos t raços dos p lanos sobre (xy) (eq. 3 ) , 
B 1 C - B C ' , , , . 

a c has se x = - — — ; valor q u e sendo subs t i tu ído n a 2 . das equações 

(B) dá 5 = 0 , i s t o é , dà a t r a ç o da in tersecção dos planos sobre (xy) : 
logo es te t r aço é a in te rsecção n dos t raços dos planos. 

Do m e s m o modo se mos t r a q u e o t r aço m ' da in te rsecção dos p l a -
nos sob re ( x z ) é a in te rsecção dos t raços dos mesmos planos sobre [xz).. 
O que r eduz ao inverso do p r e c e d e n t e o p rob l ema de acha r as p ro jecções 
da in te r secção . 

Se o t raço de (m&ri) sobre [xy) é pe rpend i cu l a r á l inha de t e r ra , 
t e m o s B = O ; o q u e reduz a 2 . " das equações (5 ) a x = As + C , que é 
a do t r aço sobre [xz): logo a pro jecção da in te rsecção sobre [xz) é neste 
caso o t r aço do plano. 

Se os dous t raços sobre [xy) s3o p a r a l l e l o s , é B = B ' ; o que subs t i^ 
tuido nas equações ( 5 ) d á : 
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„ A 1 C - A C C — C 

*=>*»+ - T r r i - ' 

logo a p ro jecção da i n t e r secção sob re ( x y ) é pa ra l l e l a a o s t r a ç o s ; e a 
p ro j ecção sobre ( x z ) é para l le la á l inha de t e r r a . 

Se os planos e n c o n t r a m no m e s m o ponto a l inha de t e r r a , é 
C = C ' : o q u e r e d u z a s equações (S) a 

A 1 B - A B ' „ A B ' — A ' R 

d a s quaes se vê q u e a in t e r secção passa por aque l l e ponto . E as absc issas 
B l C - B C A l C - A C l , , , . , 

x = — — — — — , x = , de n e m , reduz4ndo-se a m b a s a 
B ' — D A — A 

com y = 0 e z = G , m o s t r a m q u e e s t e s pontos se c o n f u n d e m l a m b e r a 
^cotn e l l e : o q u e torna i m p r a t i c á v e l a cons l rucção . 

Se os planos são para l le los á l inha de t e r r a s B , B1
1 A 1 A ' , t o r n a m -

se infinitos-: logo os seus t r aços (eq. 3 e 4 ) , e as pro jecções da sua i n t e r -
secção , são para l le las à m e s m a l inha . 

D e propos i to f i t emos esta ana lyse n ' u m e x e m p l o I ã o s i m p l e s , p a r a 
a c o s t u m a r o le i tor a deduz i r das cons iderações a n a l ) l i ç a s a« m o d i f i c a ç õ e s , 
q u e nos casos p a r t i c u l a r e s se d e v e m fazer aos processos g e r a e s . 

4 . Q u a n d o c o n s t r u í m o s u m a rcc t a («£>, aHi') ( F . f i g . V . ) e m v e r d a - F . n . ° 2 2 . 
de i r a g r andeza gf s ob re o p lano hor izonta l , gf p roduz ida d e v e passar 
pelo t r aço hor izonta l da m e s m a r e c t a : po rque no m o v i m e n t o do t rapéz io 

•abgf em to rno de ab deve f icar f ixo aque l l e t r a ç o . D ' o n d e re su l t a não só 
unia v e r i f i c a ç ã o , mas l a m b e m o m e i o de r e so lve r o p r o b l e m a i n v e r s o , 
q u e consis te em a c h a r o ponto de u m a r e c t a , cuja d i s tanc ia a o u t r o p o n t o 
d a d o da m e s m a rec t a é igual a u m a q u a n t i d a d e conhec ida = d. 

P a r a isto bas ta l evan ta r a p e r p e n d i c u l a r af=d'r, suppondo ( a , a') 
o ponto d a d o ; un i r f com o t r a ç o hor izonta l de ( a 6 , a'b') por u m a r e c t a ; 
t o m a r nella fg — d; e a b a i x a r de g s o b r e ab , e de b s o b r e a linha de 
t e r r a , as p e r p e n d i c u l a r e s gb, e bb\ q u e d a r ã o o ponto p r o c u r a d o ( 6 , V). 
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Casos do angulo triedro. 

F. n.o s 42, 5. A const rucção do angulo t r i e d r o só é possível quando qua lque r dos 
4 3 , 44 . a n g U ] 0 S planos é menor q u e a s o m m a dos out ros dois. 

O m e s m o se vê g r a p h i c a m e n t e . Com e í l e i t o , se ( F . f ig . X X V ) a 
face asb fosse > a s o m m a das ou t ras d u a s , u m a das pa r t e s asm ou bsm 
se r ia > a face co r responden te ase, ou bsc': logo uma das r e c t a s , 
hg =5 sg. t ang msa , hg'= sg Aangmsb, ser ia r e spec t i vamen te 

>(gf = Sg. t ang ase , g'f>= sg\ t ang bscf); 

e um dos dous c i rculos dos raios g f , g'f\ não encont rar ia hk, ou hk*. 
P o r onde se vê que nes te caso não haver ia t r i ed ro . 

6 . Pe la c o m p a r a ç ã o dos t r iângulos da f i gu ra m o s t r a m - s e o s t h e o r o -
m a s fundamen tae s da t r i gonomet r i a espher ica : como vamos ve r . 

C h a m e m o s A , B , C , os ângulos diedros formados nas arestas sa , 
sb, se. Os ângulos p lanos , que r e spec t ivamen te se lhes o p p õ e , s5o 
c'sb = a , esa = b, asb = c. 

1.° Os t r iângulos klig e khhgf dão • 6 

sea [k g li) gl: 

sen A a ' f ' sen a 
oa - = ^ r = - t . 

sen IJ g[ seu o 

2 . " O s t r iângulos kig, i f s , dão 

2(^).(^)-808^^)=^+("')- ^f<).(si).cosat 

o u , por ser s f = s f , 

( s / ) 2 . s en 2 6+( s / ) 2 . s en 2 c—2( í / ) . ( s í ) . s en6senccosA=(« / ) 2 +(s í ) 2 —2( .? / ) . ( s i ) . co sa } , 
sq sf. cos b , 

q u e , por ser si = — - = • , dá 
cos c cos c 

cos a = cos b cos c + sen b sen c cos A ( 2 ) . 
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Do m e s m o modo os t r i ângu los qmp, qps, psf, qfs', d a o 

(qmY+[pmy—^(qm). (pm) . cos C = ( ^ s ) 2 + ( j > s ) s — 2 ( p s ) . (qs) . c o s c , 

ou , por ser (<l>n)=(qf')t pm=(pf), {qf') — (qs). sen a, pf = (ps). sen b : 

( 9 s ) 2 . s e a ' - ' a + ( p s ) 2 . s c n a 6 — 2 ( ç s ) . ( p 5 ) s e n a s e n 6 c o s C = ( 7 s ) 2 + ( p s ) 2 — 2 ( p í ) . ( g s ) c o s ^ 

q u e , por s e r (qs) . c o s a — (ps) . c o s b , d á 

cos b cos a + sen b sen a cos C = cos c. 

3 . " Seja o angulo msa=s. Os t r iângulos Uh g, k'hg', hsg, hsg' , dão 

(hg) = (hh). cot A , ( V ) = ( M t ) • cot B = (hk). cot B ; 

(hg) co t A fen s I 
logo —:— ; 

(Iuj') cot li sen (c — s) seu c t u l a — cos c 

ou , por se r 

ou 

s 7 sq sq cot b 
cot s = —= -— = — = , 

Iig /.(/.cos A (//.cos A cos A 

cot A s e n c c o t g 6 . _ 
. — cot A cos c = cot B ; 

cos A 

cos c cos A = sen c co tg b — sen A cot B ( 3 ) . 

4 . ° O 4 . ° t h e o r e m a f u n d a m e n t a l da T r i g o n o m e l r i a é o 2 . ° app l i cado 
ao t r i angu lo s u p p l e m e n t a r . 

7 . As cons t rucções g r a p h i c a s ind icam a a m b i g u i d a d e da s o l u ç ã o , 
quando a ha ; e m o s t r a m os casos em q u e se podem e s t r e m a r as soluções 
ve rdade i ra s d a s , que o n3o s 2 o : tudo c o n f o r m e com o q u e na t r i g o n o m e -
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t r i a e spher i ca se ens ina . Coroo se pôde v e r , f igurando as construcçôes r e -
la t ivas ao angulo t r i e d r o , e c o m p a r a n d o - a s coro as r e g r a s a esse respei to 
dadas ( F r e n c o e u r n . 0 ' 6 Í8 e 6 4 5 . ) 

Da geração das superfícies* 

F . « . 0 í 6 . 8 . Q u a l q u e r superf íc ie pôde s u p p o r - s e g e r a d a pelo mov imen to de Hms 
l inha , de fórma cons tante ou v a r i a v e l , que s e m p r e encont ra ou t ra s l i -
nhas , ou se move segundo uma lei d a d a . A linha , que se m o v e , c h a m a -
se generalriz; e as , que são encont radas pela genera-triz , c h a m a m - s e di-
rectrizes. 

S e j a m : 

f{l) = O , F w = O ; /1W = O f F(«) = O ; . . . ; f a = 0 , F w = O ; . . ( ! ) 

as equações de r» d i r e c t r i z e s ; 

e 9 = 0 , ^ = 0 , 

as de uma g e n e r a t r i z , que descreve a superf íc ie encon t rando s e m p r e , d u -
r a n t e o seu m o v i m e n t o , as n d i rec t r i zes . E l im inando x, y, z , e n t r e as 
d u a s equações da g e n e r a t r i z , e a í duas de cada d i r e c t r i z , r esu l ta rão K 
equações : 

A ^ = O , A w = O , . . . , A w = O., 

e n t r e os p a r a m e t r o s , cada uma das quaes e x p r i m e a condição de ser a 
d i r ec t r i z respect iva encont rada pela gene ra t r i z . D e p o i s , se en t r e estas 

equações de condição e as duas da gene ra t r i z se e l im ina rem n + 1 p a -
r â m e t r o s da gene ra t r i z , a equação resu l t an te em x , y , z, será a da s u -
per f í c ie descr ip ta pelo mov imen to del ia . 

Se o n u m e r o to ta l dos p a r a m e t r o s da g e n e r a l r i z for n + 1 : a s u p e r -
fície se rá d e t e r m i n a d a . S e for maior que n + 1 : f i c a r ã o a lguns p a r a -
m e t r o s a rb i t r a r ios na equação r e su l t an t e , e haverá uma inf inidade de s u -
perf íc ies r ep re sen t adas por esta equação . Se for menor q u e n -f 1 : e l i -
m i n a d o s o s p a r a m e t r o s , resu l ta rão 2 , 3 , . . . e q u a ç õ e s , con fo rme for 
n , n — 1 , . . . . o n u m e r o d e l l e s : e estas equações r e p r e s e n t a r ã o u m a 
l i n h a ; ura p o n t o ; ou d a r ã o equações de condição e n l r e os p a r a m e t r e s 
d a s d i r e c t r i z e s , e l iminando x , y , s . 
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9. Em gera l u m a superf íc ie è d e t e r m i n a d a , quando se conhecem as 
d i r e c t r i z e s , a na tureza de g e n e r a t r i z , a lei do seu m o v i m e n t o , e a das 
mudarmos por q u e ella passa nes te m o v i m e n t o . Pa ra cada ponto da s u p e r -
f í c ie será a gene ra t r i z d e t e r m i n a d a , q u a n d o houver um n u m e r o l i m i t a d o 
de l i n h a s , da natureza da g e n e r a t r i z , q u e passem por este ponto e e n -
con t rem as d i rec t r izes . Se a gene ra t r i z assim d e t e r m i n a d a for única , não 
passará pelo ponto dado senão uma folha da s u p e r f í c i e : se o não for , p a s -
sa rão tantas folhas h quan tas são nesse pon ta as g e n e r a t r i z e s do mesmo, 
s i s t e m a . . 

Do plano tangente.. 

1 0 . Pora def inir o plano t angen te como p ro longamen to de u m a face F. n-.0 í f t . 
Mifinitesima da s u p e r f í c i e , é necessár io que á roda do ponto de contacto 
ha ja essa face , isto é , que neste ponto as tangentes a todas as curvas 
traçadas por slle na superfície existam no mesmo plano. 

O raciocínio e m p r e g a d o por M. Fourcy ( n . 0 4 í h ) para d e m o n s t r a r es te 
t h e o r e m a suppõe a g e n e r a t r i z de forma cons tan te ; m a s upp l ica -se i g u a l -
m e n t e , quando esta l inha se suppõe variável . 

Com eff t í i lo , se os pontos da secção da corda com a curva se a p p r o -
x i m a m um do ou t ro pela lei de con t inu idade , a t a n g e n t e é o l imi t e da 
s e c a n t e , que r esta a p p r o x i m a ç ã o resu l t e só do mov imen to da s e c a n t e r 
que r resu l te p r o m i s c u a m e n t e desse mov imen to e da mudança de f o r m a 
da curva , com tan to que a mudança se faça l a m b e m pela lei de c o n t i -
nu idade . Esta a p p r o x i m a ç ã o indefinida dos ponto» da secção é o c a r a c t e r 
dist incl ivo da re lação que ha e n t r e a secan te e a t a n g e n t e : n e m se f u n d a 
em outra cons ideração a def inição da t a n g e n t e como l imi te da secan te . 

Ass im a mudança suecessiva do plano das Ires secan tes , e da posição' 
destas l i n h a s , pela lei da c o n t i n u i d a d e , conduz s e m p r e ao t h e o r e m a que se 
que r d e m o n s t r a r . Por onde se vê q u e a dif t iculdade proven ien te da a p p l i -
cação do m e s m o raciocínio ao caso da mudança de fórma du g e n e r a t r i z não 
subsis te . 

1 1 . O t h e o r e m a , de que se t r a c l a , t a m b é m resul ta de cons iderações 
analyt icas . 

S e j a z = f { x , y) • • - ( 1 O 

a equação da superf íc ie ; 
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e y=<t[x) ( 2 ) 

o ria p ro jecção sobre o plano ( x y ) d ' u m a linha t r açada nella a r b i t r a r i a -
m e n t e . Es ta l inha será a in te rsecção do cyl indro p r o j e c t a n t e , cuja e q u a -
ção é ( 2 ) , com a s u p e r f í c i e ; e a sua p ro jecção sobre ( . t z ) se achará e l i -
m i n a n d o y e n t r e as equações (1 ) e ( 2 ) , isto é , cons iderando y em ( 1 ) 
como uma funcção de x dada por ( 2 ) . 

Des ignemos por p e q os coelficientes d i í fercnciaes parc iaes de z, 
em o r d e m a x e y cons ideradas como var iaveis i n d e p e n d e n t e s ; e por 

— o c o e f i c i e n t e d i í ferencia l de z t i r ado da equação ( 1 ) , quando y se 
doe 
cons idera nella como funcção de x dada por ( 2 ) . As equações da t a n g e n t e 
á c u r v a , de que se t r a c t a , s e r ã o : 

, - y = 4 ( . - « o . , - i ( . - x . ) = ( , + , f y - * ' ) . 

S e e n t r e estas equações e l imina rmos ^ t a equação r e s u l t a n t e , por 

se r i n d e p e n d e n t e da fó rma de ( 2 ) , pe r tencerá a todas as l inhas t r a ç a d a s 
sob re a superf íc ie pelo ponto (x, y, z ) . Es ta e l iminação dá a equação de 
um plano , 

j ( y — » ' ) + J>(* — « ' ) = * — ( 3 ) : 

logo as t angen t e s a todas as curvas t r açadas na superf íc ie pelo pon to 
(x, y , z) es tão no m e s m o plano t angen te . 

D e v e p o r é m e x c e p t u a r - s e o caso em q u e a l g u m dos coefl icienles p 
ou q se to rne £ no ponto (x , y, z); o q u e acon tece em cer tos pontos 
s i n g u l a r e s , como no ver t i ce de um cone . 

Se a equação da super f íc ie fosse dada d e b a i x o da fó rma 
» 

F(«, y , z) = O, 

as suas d i f íerenciacs em o r d e m a x e y d a r i a m 
d F 
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YdFX /dV\ . n / ( i F \ / d F \ 

e subs t i tu indo na equação do plano t a n g e n t e as expressões de p e 5 t i r a -
das d e l i a s , esta equação t o m a r i a a f o rma ma i s s v m m e t r i c a 

Das differeníes especies de superfícies. 

1 2 . Superfícies planificáveis. E s t a s superf íc ies podem cons ide ra r - s e 
como g e r a d a s pelo m o v i m e n t o de u m a rec ta q u e <3 s e m p r e t angen t e á 
a res ta de reversão . 

S e j a m 
x — y = 4 ( z ) ( 1 ) 

as equações da a res ta de r eve r são . As equações da g e n e r a t r i z , t angen te a 
ella , serão : 

x — *(«) - (z — *>' («), y — •{«) = (s — « > ' ( * ) ( 2 ) ; 

sendo [<*, <$>(«), <[<(*)] o ponto var iavel de con tac to da g e n e r a t r i z com a 
a r e s t a . 

A e l iminação de » e n t r e as equações (2 ) da g e n e r a t r i z da r i a a e q u a -
ção da s u p e r f í c i e ; mas esta equação não se pôde e s t abe l ece r no es tado 
finito, em quan to não se a t t r i b u e m fo rmas d e t e r m i n a d a s á funcçôes <*• e <!>. 

Como as equações d i f ferenciaes parc iaes da 2.® o r d e m equiva lem a 
equações í initas com duas funcçôes a r b i t r a r i a s , ve jamos se fazemos d e s a p -
p a r e c e r pela d i l íerenciação as funcçôes 9 e <J>. 

D i f e r e n c i a n d o as equações ( 2 ) em o r d e m a a ; e a y , r e s u l t a r ão 

q u a t r o , nas quaes haverá <?', f , ~ , — ; e e l i m i n a n d o — e — 
dx dy dx dy 

e n t r e es tas q u a t r o , f i c a r ã o a s d u a s : 

1 qV(°-) — 1 

n * ) ' 

que resolvidas em c r d e m a p e q d a r ã o expressões da f o r m a 
2 



1 0 COMPLEMENTOS • 

P = A ' ) . 3 = A H ( 3 ) -

F i n a l m e n t e , d i f fe reoc iando as equações ( 3 ) em o r d e m a a; e y , 
r e su l t a r ão a s q u a t r o : 

das quaes se t i r a 

- = ou r í — S s = O ( £ ) . 

Ta l é a equação d i f ferencia l das superf íc ies planificáveis ( L e r . A n i 
a p p . n.° 3 2 7 ) . A m e s m a conclusão resulta de ser o plano t a n g e n t e o de 
duas a res t a s consecut ivas ( F r a n c . M a t b . pur . n.° 8 0 6 ) . 

As equações (3 ) m o s t r a m que o plano t angen t e é o m e s m o para 
todos os pontos da g e n e r a l r i z , que passa por um ponto [<*, <j>(*,) <!<(*)] da 
a r e s t a d e r e v e r s ã o . 

F.n.° 57. 13. Superfícies de revolução. E s t a s super f í c ies , desc r ip tas pela r evo lu -
ção d ' u m a linha gene ra t r i z em torno de um eixo d i r ec to r , podem t a m -
b é m cons ide ra r - se como g e r a d a s pelo mov imen to de uin c i rculo de ra io 
v a r i a v e l , p a r a l l e l a m e n t e a si m e s m o , de modo que o cen t ro pe rcor ra o 
e ixo e que a c i r cumfe renc i a encon t r e s e m p r e u m a d i rec t r i z . 

S e j a m 9 = 0, ¢ = 0 ( 5 ) 

as equações da d i r e c t r i z . T o m a n d o o e ixo c o m o eixo dos z , as e q u a -
ções do c i rculo g e r a d o r se rão 

Z = a , X z - J - y 2 = G. 

A e l iminação d e x , y , s , e n t r e es tas equações e (5 ) d a r á uma r e s u l t a n -
te , q u e , resolvida em o r d e m a a, t e rá ta fó rma a. = ¢(6.) d e p e u d e n t e da 
na tu reza da d i r e c t r i z ; e a equação da superf íc ie se rá 
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Dif fe renc iando es ta equação success ivamen te em o r d e m a x e y, e 
dividindo u m a das equações r e su l t an t e s pela o u t r a , a c h a - s e a equação 
differencial das superf íc ies de r e v o l u ç ã o , 

py — qx = O (6). 

( F r a n c . M a t h . p u r . n . " 6 C 2 e 7 4 5 ) . 
F . n . ° 6 t . 

14. Superfícies torcidas ou enviesadas. S e j a m : 

x =s az +I1 y =: Sz $ ( 7 ) 

as equações da g e n e r a t r i z ; 

e M 1 = O , N 1 = G ; M 2 = O j N 2 = O ; M 1 = O , N i = O ; 
as das t r e s d i rec t r izes . 

E l i m i n a n d o x, y, z e n t r e as equações de cada d i r e c t r i z , e as da 
g e n e r a t r i z , r e su l t a rão t r e s equações d e cond ição e n t r e o s p a r a m e t r o s « , 
? , S , í , d a s quaes se t i r a r ã o expressões da f o r m a 

•e es tas subs t i tu ídas em ( 7 ) d a r ã o 

x = az + <?(<*) , y = a*(a) + ir(«) ( 8 ) , 

A e l iminação de a e n t r e as equações ( 8 ) não se pôde fazer s e m c o n h e c e r 
a s fo rmas d e ? , í , i r , e por conseguin te s e m conhece r a s equações das 
t r e s d i r ec t r i zes . Q u a n d o aquel las íó rmas fo r em c o n h e c i d a s , a c h a r - s e - h a a 
equação da s u p e r f í c i e , e l iminando « e n t r e as duas equações do s y s t e m a 
( 8 ) , que a r e p r e s e n t a . 

l o . P a r a t e r a equação d i f fe renc ia l das superf íc ies env iezadas sem 
v , « , será necessár io r e c o r r e r á s d i í í e renças pa rc iaes d a 3 . " o r d e m . O 
ca l cu lo , pôde faze r - se do modo segu in te . 
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Dif fe reac iando as equações ( 8 ) em o r d e m a x e y success ivamente , 
r e s u l t a m : 

1 = « ; > + ( * + , > ' ) I ? , O = « g r + ( S + ç ' ) ^ , 

O = , * + ( * * ' + * < ) l = g f + ( z f + * ' ) í p 

das quaes se t i ra 

f - 1 — ' . . - - . ( 9 ) . 

Di f fe renc iandó ( 9 ) em o r d e m a x e y, r esu l ta 

<1< T - —J , 1K-— ^ ' » d x g c/i/ g 

das quaes se t i ra 
d« 

t / x «-qr -f (1 — a, 1 — 
í/a aJS + ( l a J ' 
dy. 

ou , r e d u z i n d o , 

(1 — «V)2í + 2 ( 1 — ^ a 7 S + * y r = O ; . ( 1 0 ) . 

Di f fe renc iandó ( 1 0 ) em o r d e m a x e y , r e s u l t a m equações da f o r -
ma : 

C f r - K i - - V f r 3 + " ' ( ¾ . ' - , 

ou , subs t i t u indo na p r i m e i r a em logar de a 2 g 2 , e na segunda em logar 
d e ( 1 — a p ) % a s suas expressões t i r a d a s d e ( 1 0 ) : 
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Jct L / ds\ ,, Jdt l dr\ n «s dr) 

d a í ./« dl ds\ /r dt d r \ 
C d - = . , | - ^ - , - ) + 3 ( 1 - ^ - ¢ - 3 5 ) + ^ 5 - 3 5 ) , 

L o g o 

tf* 

d X 
rdt 
,dx r dxl r dx) 

da. 

dy 
a 3 « 9 1 — 2 a ( r í — « ' " ) + - ( 1 — H 

(s dt 
'KtTy-

dsN 

dyy n ^ t d y dy\-

dlonde se l i ra 

ç 
\dx r dxl 1 dy t dy 

^ ds sdr\^^dr r dt 

1' CCp = 0.1 • 
1 ^fds s di\ dt t dr 

\dy l dy) dx r dx 
E s l a expressão d e 1 — a p subs t i tu ída e m ( 1 0 ) d á f i n a l m e n l e a 

equação di í ferencia l das superf íc ies enviezadas , ou an tes de todas as s u p e r -
fícies r eg radas . ( • ) : 

B 2 / — 2 A Bs + A V = 0 . . ( 1 1 ) ; 

dr dt 
l * ) S e , p a r a v e r i f i c a r , s u b s t i t u i r m o s e m l o g a r d e t — c r - a s s u a s e x p r e s -

Ux (ly 
dt ds dr ds 

s o e s t i r a d a s d a s d i f f e r e n c i a e s d e ( 4 ) , e a t t c n d e r m o s a q u e e - — = — e — = — , 
dx dy dy dx 

as e x p r e s s õ e s de A e B r e d u z i r - s e - h ã o a 

ds Hs 
A = 4 ( r í — s') — = 0 , B = 4 ( r í — «') — = 0 ; 

dy dx 

o que torna (11) n' uma identidade. É o que deve acontecer com effeito ; por 
que a equação geral das superDcies regradas deve satisfazer ás superfícies pla-
nificáveis. 
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1 6 . P a r a cons t ru i r uma superf íc ie env iezada , d e t e r m i n a n d o a s suas g e -
n e r a t r i z e s por meio de t res d i r e c t r i z e s , pôde e m p r e g a r - s e qua lquer dos 
I r e s processos segu in tes . 

I . 0 D e cada ponto da 1." d i r e c t r i z , c o m o v e r t i c e , de sc reva - se u m 
c o n e , que tenha a 2 . " por base ; e d e t e r m i n e m - s e os pontos onde esto 
cone corta a 3.® d i r ec t r i z . As r e c t a s , que u n i r e m o ver t i ce do cone cora 
os pontos de i n t e r s e c ç ã o , se rão genera t r i zes da s u p e r f í c i e : e a r eun ião da3 
r ec l a s consecut ivas , assim t raçadas por todos os pontos da l . a d i r e c t r i z , a s -
sen ta rá na folha co r re sponden te da superf íc ie . Dizemos das rectas consecu-
tivas , para que ellas a s sen tem sobre a m e s m a folha da superf íc ie ; porque , 
d e n t r e as d iversas g e n e r a t r i z e s , q u e passam por dous pontos da d i r ec t r i z 
i n f i n i t a m e n t e vizinhos , pe r t encem á m e s m a folha as duas q u e es tão inf i-
n i t a m e n t e p róx imas u m a da ou t ra . No e n t r e t a n t o as folhas podem coinc i -
d i r , quando as superf ícies a d m i t t e m mais d'um modo de ge ração ; c o m o 
ve remos cm alguns e x e m p l o s . 

2 . ° De cada ponto da 1 .* d i rec t r iz , eomo ver t ice , d e s c r e v a m - s e 
dois c o n e s , cu jas bases se j am as ou t ra s duas d i r ec t r i zes . As in tersecções 
de s t e s cones se rão as genera t r i zes , que passam pelo ver t ice . 

3 . ° De um ponto da 1." d i rec t r i z como ver t ice desc reva - se um c o n e , 
q u e tenha por base a 2 . " d i r e c t r i z ; e d ' o u t r o qua lque r ver t i ce ou t ro cone 
q u e tenha por base a 3 . " d i rec t r i z ; p rocu re - se a in tersecção dos dois c o -
nes , e depois os pontos onde esta in te rsecção corta a 3 . a d i r ec t r i z . As 
r e c t a s , que u n i r e m es tes pontos com o ve r t i ce do p r i m e i r o cone , serão g e -
ne ra t r i zes da super f íc ie . Com ef te i to es tas r ec tas encon t r am a 2 . " d i r e -
c t r iz , por s e r e m gene ra t r i ze s do p r ime i ro c o n e ; e encon t r am as 1/ e 3.* 
d i r e c t r i z e s , por se f aze rem passar por pontos de l ias . 

A solução a n t e c e d e n t e 6 um easo par t i cu la r d e s t a . 
E m logar d o segundo cone pôde servir u m c j l i n d r o v e r t i c a l , isto é , 

pôde suppor - se o ve r t i ce de s t e cone collocado a uma d is tancia infinita 
oc ima ou aba ixo do plano hor izonta l . 

De passagem o b s e r v a r e m o s , q u e nes te modo de descr ipção das s u -
perf íc ies r e g r a d a s vae incluído o das planificáveis. As superf íc ies r e g r a d a s 
p e r t e n c e m a es te g e n e r o , quando os c o n e s , cu ja in tersecção deve dar as 
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gene ra t r i ze s que passam por um ponto da 1." d i r e c t r i z , se tocara em 
toda a ex tensão das suas a res t a s . N e s t e c a s o , sendo c o m m u m ás duas s u -
perf ícies o plano t a n g e n t e que passa pela a res ta de c o n t a c t o , as t a n g e n t e s 
ás bases dos cones , nos pontos onde ella as encont ra , es tão no plano 
t a n g e n t e , e por isso a passagem de u m a posição da gene ra t r i z pa ra a 
consecutiva se faz no m e s m o p lano . Po r onde se vó i g u a l m e n t e q u e a 
ares ta de r e v e r s ã o , como d i r e c t i z , ou a cond ição de não sai r a g e n e r a -
tr iz do m e s m o plano em duas posições consecutivas , com mais duas d i r e -
c t r i z e s , d e t e r m i n a r i a m c o m p l e t a m e n t e a superf íc ie planií icavel . 

1 7 . A ge ração das superf íc ies enviezadas pelo encon t ro da generat r i® 
com t r e s d i rec t r izes é a mais usada e g e r a l ; por se p o d e r e m co r t a r as 
superf íc ies por t res p l a n o s , ou por t res quaesque r s u p e r f í c i e s , e t o m a r 
para d i rec t r izes as t res l inhas de in tersecção. No e n t r e t a n t o ha outros m o -
dos de g e r a r as m e s m a s superf íc ies , d ' e n t r e os quaes menc iona remos os 
s e g u i n t e s , por s e r em aquel les que nas appl icações se encon t ram : 

I . 0 Se a gene ra t r i z , a l ém ue encon t ra r u m a linha dada , ou de ser 
paral lela a um plano d a d o , deve tocar duas superf íc ies l a m b e m d a d a s : 
de sc reve remos no p r i m e i r o c a s o , de cada ponto da linha d a d a , como v e r -
t i c e , dous cones c i r c u m s c r i p t o s ás superf íc ies d a d a s : as in tersecções des t e s 
cones serão g e n e r a t r i z e s , por toca rem as superf ícies e e n c o n t r a r e m a l inha 
dada . No segundo caso co r t a remos as duas superf íc ies por planos parallelos 
ao d a d o , e t i r a r e m o s t angen t e s c o m m u n s ás curvas resu l tan tes da i n t e r -
secção de cada um des tes planos com as duas s u p e r f í c i e s : estas t angen t e s 
serSo g e n e r a t r i z e s , por e s t a r e m em planos paral le los ao d i r ec to r e t oca rem 
as duas superf íc ies . 

Se d ' o u t r o qua lquer modo se combinas sem en t r e s i as condições de 
encon t ra r u m a l i n h a , ser paral le la a um plano d i r e c t o r , e toca r u m a s u -
perf ície , f ac i lmen te se vô o que se dever ia fazer . 

2 . ° Se a s d i rec t r izes fo rem Ires superf íc ies S , S ' , S " , q u e a g e n e r a -
triz deve l o c a r : d e t e r m i n a r e m o s , como se acaba de d i z e r , u m a superf íc ie 
aux i l i a r 5 , cujas gene ra t r i ze s t oquem as duas superf ícies S , S ' , e encon -
t r e m u m a linha qua lque r L; depois a c h a r e m o s a in tersecção de 2 com S ' ' ; 
e finalmente t i r a r e m o s a esta in tersecção u m a t a n g e n t e que encon t r e a 
l inha L, l is ta t a n g e n t e , por encon t r a r L e tocar a superf íc ie 2 , será g e -
nera t r i z da m e s m a superfície , e locará c o n s e g u i n t e m e n t e S e S ' ; e como 
t a m b é m toca S " , será g e n e r a t r i z da superf íc ie p rocurada . 

P o d e r e m o s t a m b é m se rv i r -nos d ' u m plano qua lque r P ; d e t e r m i n a n d o 
a superf íc ie auxi l ia r 2 , cu j a s gene ra t r i ze s tocam S e S e são paral lelos a 
P; p rocurando depois a in te rsecção de 2 com S ' 1 ; e f inalmente t i r ando á 
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m e s m a in tersecção u m a t a n g e n t e parallel la a P . Es ta t a n g e n t e , por ser 
para l le la a P e tocar 2, será gene ra t r i z de 2, c por isso tocará S e S ' ; 
e como t a m b é m toca S ' ' , será gene ra t r i z da superf íc ie p rocu rada . 

Fazendo var ia r nes tes dous processos a linha aux i l i a r L , ou a pos i -
ção d o plano aux i l i a r P , a c h a r e m o s tan tas g e n e r a t r i z e s d a superf íc ie 
quan tas qu ize rmos . 

F. n.°G2 2 8 . TVentre as superf ícies e n v i e z a d a s , o hyperbo lo ide e o parabo lo ide 
w' são de 2 . a o r d e m ; e só elles o são. 

Com efleito , co r t emos o hyperbo lo ide enviezado por um plano, q u e 
contenha qua lquer gene ra t r i z d ' um dos sys temas (-J-). For ser esta g e n e -
ra t r i z c o m m u m ao plano e ao hyperbo lo ide , s egue - se que e l iminando 
u m a das coordenadas e n t r e as equações d e l l e s , a equação r e s u l t a n t e , q u e 
é a projecção da sua in te rsecção sobre o plano das ou t ra s coordenadas , 
d e v e d e c o m p o r - s e em dous f a c t o r e s , um dos quaes seja do l . ° g r áo . Se 
o ou t ro factor fosse de um g r á o super io r ao 1 . ° ; o r a m o , q u e lhe c o r -
r e s p o n d e , da in tersecção do plano com o hyperbo lo ide seria u m a curva . 
INios t i r ando pelos pontos desta curva gene ra t r i ze s do ou t ro sys tema , es tas 
g e n e r a t r i z e s encon t r a r i am a do p r ime i ro sys tema , como se mostra 110 n.° 
71 de F o u r c y , e por conseguin te e s t a r i am todas no plano s e c a n t e ; o q u e 
é impossível , s egundo o m e s m o n.° L o g o o segundo factor ou é c o n s t a n t e , 
ou do l . ° g r á o : e como t a m b é m não pôde ser c o n s t a n t e , por já s abe rmos 
q u e ha posições do plano secan te em que a intersecção dá duas r e c t a s , s e -
g u e - s e que é do 1.° g r á o . Por onde se vê q u e a intersecção do plano com 
o hyperbo lo ide ó do 2 . " g r á o ; e por conseguinte t a m b é m é do m e s m o g r á o 
o hype rbo lo ide . 

A demons t r ação p receden te é appl icavel ao paraboloide enviezado 
e m v i r tude d o n.° 7 3 d e F o u r c y . 

D e s t e modo de d e m o n s t r a r se concluiria i g u a l m e n t e , que , se u m a 
superf íc ie do 2 . ° g r á o a d m i t t e ura p r ime i ro sys tema de genera t r i zes r e c t i -
l í n e a s , t a m b é m a d m i t t e um s e g u n d o ; e q u e qua lque r gene ra t r i z de um 
dos sys temas é encont rada por todas as do ou t ro . Com e f f e i t o , fazendo 
var ia r a posição do plano secan te q u e passa por uma genera t r i z , em cada 
urna das posições ha ou t ra g e n e r a t r i z , q u e encont ra a p r i m e i r a . 

( t ) As doutrinas dos n.os 71 e 73 de Fourcj-, de que aqui nos servimos, não 
dependem das proposições, que tractaraos de demonstrar. 

A 
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O t h e o r e m a proposto t a m b é m resul ta de que u m a r ec t a não pôde 
co r t a r a superf íc ie senão etn dous p o n t o s ; por q u e , se a cor tasse em t r e s , 
encont ra r ia as I res g e n e r a t r i z e s , q u e por elles passam , e assentar ia s o b r e 
a superf íc ie (n . o s 71 e 7 3 ) . 

Corno as d i rec t r izes das ou t r a s superf íc ies enviezadas são de g r á o 
super io r ás do hyperbo io ide e parabo lo ide , as m e s m a s superf íc ies são de 
g r á o super ior a e s t e s : por conseguin te o hype rbo io ide e o pa rabo lo ide 
são a s únicas superf íc ies enviezadas de 2 . a o r d e m . 

1 9 . E s t e s l h e o r e m a s t a m b é m s e m o s t r a m ana ly t i c amen te . P a r a f a c i -
l i t a r a d e m o n s t r a ç ã o , supponbamos cons t ru ido o pa ra l l e l ip ipedo , de q u e são 
a r e s t a s as t r e s d i rec t r i zes do hyperbo io ide enviezado , t i r ando por c a d a 
u m a delias dous planos r e s p e c t i v a m e n t e paral le los ás ou t ras d u a s ; e t o m e -
m o s para e ixos coordenados as t res para l le las a estas d i r ec t r i zes , que se 
c o r t a m no cen t ro do pa r a l l e l i p ipedo : o q u e dá um sys tema de coordenadas 
ob l iquas . Se ja tn 2« , 26 , 2 c , os c o m p r i m e n t o s das a r e s t a s ( A ) , (B) , 
( C ) , para l le las aos e ixos dos x , y , z . As equações del ias s e r ã o : 

R e f e r i m o - n o s á f ig . 21 de F o u r c y ; m a s b e m se vê q u e os s ignaes des tas 
coordenadas podem m u d a r , con fo rme a disposição d a s a r e s t a s e os nome9 
dos e ixos . 

S e j a m a g o r a 
x — mz+p, y = + g 

as equações da g e n e r a l r i z . E l i m i n a n d o x, y, z, e n t r e es tas equações e 
cada um dos sys t emas (A) , ( B ) , ( C ) , r e su l t a r ão t r e s equações e n t r e m , 
p , n , q ; e depois e l iminando es tes qua t ro p a r a m e t r o s e n t r e essas t r e s 
equações e as da g e n e r a t r i z , virá a equação p rocu rada do h y p e r b o i o i d e : 

L o g o o h y p e r b o i o i d e enviezado é u m a superf íc ie de 2 . " o r d e m : e t e m 
c e n t r o ; por não m u d a r a equação ( 1 2 ) , quando nella se m u d a m os s ignaes 
das t r e s coordenadas ( L e r . An . app l . n . o s l a l e 1 5 2 ) . 

Em quan to ao pa rabo lo ide enviezado , t o m e m o s o p laco d i rec tor 

( B ) . 

ayz -j- bxz + cxy -f- abe = O (12). 

12 
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p a r a plano dos xy; a r e c t a , q u e une os t r aços das duas d i rec t r izes s o b r e 
e s t e p l a n o , para e ixo dos y ; o m e i o des ta r ec t a para o r i g e m ; o p lano 
dos xz para l le lo ás d i r e c t r i z e s ; e o e ixo dos z tal q u e dívida em duas 
p a r t e s iguaes o angu lo de d u a s paral le las ás d i r e c t r i z e s , t i r a d a s pela o r i -
g e m . A equação da super f íc ie r e f e r i d a a es te sy s t ema d e v e r á ser e v i d e n -
t e m e n t e m a i s s imples . 

A s equações das d i r ec t r i zes s e r ã o : 

y — h, X = az; y = — h, X = — az; 

e as da g e n e r a t r i z s e r S o : 
S = T f l y = + 

* . 
E l i m i n a n d o x , y , z , e n t r e a s equações d a g e n e r a t r i z e a s duas d e 
c a d a d i rec t r iz ; e depois <*, 6, 7, e n t r e as r e su l t an te s e as da g e n e r a t r i z : 
virá a equação do pa rabo lo ide 

ayz = hx (13). 

L o g o o pa rabo lo ide enviezado é u m a super f íc ie de 2 . " o r d e m s e m 
c e n t r o , ( L e r . A n . app l . n . ° 1 7 7 ) . 

2 0 . M o s t r e m o s agora a i d e n t i d a d e do hype rbo lo ide e parabo lo ide e n v i e -
zados com as duas superf íc ies de 2 . * o r d e m , á s q u a e s , por s e r em g e r a d a s 
pe lo mov imen to da e l l ipse sobre a h y p e r b o l e na d i recção do e ixo i m a g i -
ná r io , e da hype rbo l e subre a p a r a b o l a , se dão os nomes de h y p e r b o l o i -
de de u m a folha e de parabo lo ide hyperbo l ico . 

P a r a isso l e m b r e m o - n o s da classif icação d a s super f íc ies de 2 .* o r -
d e m : na qua l supporemos r eduz ida a equação del ias a a l g u m a das f ó r m a s 

A y 3 + B y 2 + C z a = H , M 2 / 2 + N z 2 = P a : ; 

o q u e s e m p r e é p o s s i v e l , como es tá d e m o n s t r a d o na G e o m e t r i a a n a l j t i c a 
( F r a n c . M a t h . p u r . n . ° 6 8 5 e segu in tes ) . 
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1 . ' C L A S S E . 

S U P E R F Í C I E S C O M C E N T R O , A a ? 2 + B t / 2 + C s 2 = H i 

1.0 GESERO Ellipaoide —— 

, i í Ponto 
| -g "g < Cylindro de base elliptica 
u ( Dous planos parallelos 

• t - A , -T-B , + C 

H=O 
(A , ou B , ou C ) = 0 

(A e B , ou A e C , ou B e C ) = 0 

2.* GENERO ——ITyperboloide de uma folha—— - t - A , -+- B , — C 

í C o n e a s y m p t o t i c o d e b a s e e l l i p t i c a í H = O 
J H 1 C y l i n i l r o d e b a s e h y p e r b o l i c a \ ( A o u B ) = 0 
£ Q < C y l i n d r o de b a s e e l l i p t i c a • C = O 
B - S # ^ o u s P l a n o s ' I u e 6 e c o r ' a m J ( A e H , o u B e H ) = 0 
8 ' D o u s p l a n o s p a r a l l e l o s * ( A e C , ó u B e C ) = 0 

3 . ° GENERO Hyperboioide d e duas folhas—— - t - A , — B , — C 

. o ( C o n e a s y m p t o t i c o d e b a s e e l l i p t i c a / H = O 
\ Cylindro de base hyperbolica y ( B , ou C ) = 0 

E } Dous planos, que se cortam ^ ( B e H , o a H e C ) = 0 
S j ( Dous planos parallelos ( B e C = O 

S . ' C L A S S E . 

S U P E R F Í C I E S S E M C E N T R O , M y i + N z 2 = Pa; 

S " .3 = J= "o 
| Eixo dos x 
/ Plano yz 
l Cylindro de base parabólica 

1.° GENERO Paraboloide elliptico —— -t- M, -t- N 

í P = O 
{ M e N = O 
( ( M . ou N ) = 0 

2." GENERO Paraboloide hyperbolico -t-M, — N 

t P = O 
J M e N = O 
( (M , ou N ) = 0 

ã ( Dous planos , que se cortam 
•g < Plano yz 

l Cylindro de base parabólica 
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P a r a q u e u m a r ec t a assente sobre a l g u m a des tas superf íc ies 6 n e -
cessár io , em p r i m e i r o logar , q u e a superf íc ie se ja indefinida 110 sen t ido 
d a r e c t a . O r a : 

1 .° Em quanto á p r ime i r a c l a s s e : o el l ipsoide é l imi tado em todos 
os s e n t i d o s ; e as duas folhas do hyperbo lo ide de duas folhas são sepa radas 
por um e s p a ç o , onde não ha superf íc ie . L o g o o p r ime i ro não pôde 
con te r u m a rec ta indef in ida . N e m tão pouco a pôde con te r o s e g u n d o : 
po r que n e l l e , ou a rec ta ha de ex is t i r em um plano pe rpend icu la r ao 
e ixo , e en tão não pôde assentar na secção el l ipt ica fo rmada por esse 
p l a n o ; ou ha de ser obl iqua ao e i x o , e a t ravessar a p a r t e onde não ha 
super f íc ie . . 

2 . ° Em quan to á segunda c l a s se : como o parabolo ide el l ipt ico 6 l i -
m i t a d o d ' u m dos lados no sent ido do e i x o , e a b e r t o só do lado o p p o s t o , 
n e n h u m a rec ta assenta nes ta super f íc ie . 

P o r onde se vê que não ha senão na p r ime i r a classe o h y p e r b o l o i d e 
de u m a f o l h a , e na segunda o parabolo ide h y p e r b o l i c o , a respe i to dos 
quaes não m o s t r e m as considerações p receden te s a imposs ib i l idade de 
a s sen ta r nel les uma r e c t a : sem fa l la rmos no cy l indro e no c o n e , por s e -
r e m planificáveis. Mas já mos t r ámos q u e u m a r ec t a , m o v e n d o - s e sobre 
t r e s d i rec t r i zes rec t i l íneas não paral lelos a um m e s m o plano , ge ra u m a 
super f íc ie de segunda o r d e m , que t e m c e n t r o ; e que u m a rec ta m o v e n -
d o - s e sobre duas d i rec t r i zes r e c t i l í n e a s , com a condição de ser para l le la 
c o n s t a n t e m e n t e a um plano d i r e c t o r , g e r a u m a super f íc ie de s e g u n d a 
o r d e m , q u e não t e m c e n t r o : logo estas superf íc ies não podem ser ou t ra s 
senão o hyperbo lo ide de uma f o l h a , e o parabolo ide hyperbol ico . 

V ê - s e pois , q u e as superf íc ies enviezadas g e r a d a s pelo m o v i m e n t o 
d ' u m a rec ta sobre t r e s não paral le las a um mesmo plano , ou s o b r e duas 
e p a r a l l e l a m e n t e a um plano d i rec to r , são idênt icas cora as de segunda 
o r d e m , a q u e se dão os nomes d ' hyperbo lo ide de uma folha e p a r a b o -
loide h y p e r b o l i c o ; e q u e es tas superf ícies de segunda o r d e m t e e m a p r o -
p r i e d a d e de sobre ellas assen tar u m a rec ta em toda a sua ex t ensão . 

2 1 . O calculo t a m b é m i r ostra esta u l t ima p r o p r i e d a d e : como vamos 
v e r . 

1 . " Seja a equação d a s superf íc ies da p r i m e i r a classe], 

A x 2 + B y 2 - C s 2 = I L P a r a que u m a r e c t a 
X = Ciij + b, Z = Cij+ d, 
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assente sobre as superf íc ies r e p r e s e n t a d a s por aque l la e q u a ç ã o , é n e c e s s á -
r io que , e l iminando duas das coordenadas e n t r e as equações da super f íc ie 
e da r e c t a , a equação re su l t an te t e n h a logar i n d e p e n d e n t e m e n t e da t e r -
ce i ra coordenada ; de sor te q u e , para todos os valores des ta coordenada , 
se ver i f ique a coincidência dos pontos co r re sponden tes da super f íc ie com os 
d a r e c t a . 

Subs t i tu indo pois na p r i m e i r a equação as expressões de x e z dadas 
pelas ou t r a s d u a s , virá 

y\B + A a 2 - Cc 2 ) + 2y(Aab — C cd) + A 6 2 — C d 2 = H; 

e , para q u e esta equação s e ver i f ique i n d e p e n d e n t e m e n t e dos valores d e 
y , t e r e m o s : . 

B + A a 2 - C c 2 = O , A a J — Ccd = 0 , A 6 2 — C d 2 = H . 

Da p r i m e i r a e t e r c e i r a des t a s equações de condição r e s u l t a m 

/ / C C 2 - B N / / H + C d 2 \ 

e a segunda d a s m e s m a s equações r e d u z - s e , em v i r t ude des t e s v a l o r e s , a 

^ ( C c 2 - J ) ( H + Cci2) — C c d = 0 ; 

ou , t r anspondo , q u a d r a n d o e r eduz indo , a 

C c 1 — B = . 

Ass im o s va lores d e a , b , c , s 3 o : 

f icando a r b i t r a r i o o de d . 
Em quanto na equação da super f íc ie os coeff ic ientes dos q u a d r a d o s 

das v a r i a v e i s , com os s ignaes expl íc i tos , s3o + A , + B, — C , os va lo-
r e s ( 1 4 ) são r e a e s : m a s quando m u d a o signal d e B , o u o d e C , isto é , 
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q u a n d o a super f í c i e é um h y p e r b o i o i d e de d u a s fo lhas , ou um e l l i p s o i d e , 
o valor de a t o r n a - s e i m a g i n a r i o . L o g o na 1.* c l a s se d a s supe r f í c i e s de 
2 . " o r d e m só o h y p e r b o i o i d e de u m a folha t e m a p r o p r i e d a d e de a s s e n t a r 
Delle u m a r e c t a . 

2 . ° S e j a a e q u a ç ã o d a s supe r f í c i e s d a 2 / c l a s s e , 

M j z 2 - N a 2 = P x . 

P a r a q u e ne s t a s supe r f í c i e s a s s e n t e u m a r e c t a 

x — ey + f , z = gy + h, 

a c h a r e m o s , po r u m p rocesso s e m e l h a n t e a o p r e c e d e n t e , a s equações d e 
c o n d i ç ã o : 

M - N y 2 = O , 2Ngli - f P e = 0 , N A 2 + P / = 0 , 

ou 9 ^ s / n T h i c = — r ~ ( 1 5 ) ; 

as q u a e s m o s t r a m i g u a l m e n t e q u e , em q u a n t o os c o e f i c i e n t e s de y z e 2% 
n a e q u a ç ã o d a s u p e r f í c i e , f o r e m + M e — N , o s va lores ( 1 5 ) s e r ã o r e a e s ; 
m a s q u e , s e u m d a q u e l l e s coef f ic ien tes m u d a r d e s i g n a l , isto é , s e a s u -
p e r f í c i e fo r um p a r a b o l o i d e e l l i p t i c o , g e e se t o r n a r ã o i m a g i n a r i o s . 

L o g o na 2 . " c lasse das supe r f í c i e s de 2 . " o r d e m só o p a r a b o l o i d e hy« 
p e r b o l i c o c o n t é m u m a r e c t a em toda a sua e x t e n s ã o . 

2 2 . A t t e n d e n d o á s e q u a ç õ e s , d a s q u a e s p r o v é m ( 1 4 ) , v ê - s e q u e o s 
va lo res de o e b a d m i t t e m , em v i r t u d e dos r a d i c a e s , todas as c o m b i n a -
ções de s i g n a e s ; e q u e o de c d e v e t e r o s igna l ± , c o n f o r m e se t o -
m a r e m c o m o m e s m o s i g n a l , o u c o m s igna l d i f f e r e n t e , o s r a d i c a e s 
de a e b . D e s t a s e q u a ç õ e s r e s u l t a o s e g u i n t e q u a d r o , p a r a cada valor p o -
s i t ivo d e d : 

+ Á+ 
+ b . . . . A B , »• • • A A 

— b . . . , afi, • • • • A A " 

+ . . ab . . . . a!a" 

— b . . . . O^bll ....a'a" 

o q u e dá a Ggura ( 3 ) c o n f o r m e c o m os s ignaes de a , b , e . 
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U m a analyse seme lhan te podia t e r logar a respe i to das equações 
( 1 5 ) : a t t endendo a q u e , em vi r tude das e q u a ç õ e s , das quaes se t i r a r a m 
os valores de g e e , os r ad icaes , q u e nelles e n t r a m , se d e v e m t o m a r com 
o m e s m o s ignal . 

2 3 . N o hyperbo lo ide d e uma folha a s projecções das r e c t a s , d e q u e 
se t rac ta , sob re o plano (xy) são t angen t e s á secção da superf ície po r 
es te plano. 

Com e f f e i t o , p rocurando os p o n t o s , onde a projecção x=ay+b s o -
i r e (xy) encont ra a el l ipse de secção A a ; 2 + B y 2 = H , temos as equações : 

A x 2 + B y 2 = H , x = a y + 6 = d y y / f ^ ) + y j ; 

en t r e a s quae9 e l iminando x , v e m : 

M i K ( H + w E r = ° ' 

Como as duas raizes desta equação são i g u a e s , vê -se que os pontos 
de secção se r eduzem a um só , e q u e a r ec t a é t angen t e : o q u e se pôde 

doe 
ver i f icar , subs t i tu indo es te valor no de t i rado da equação da e l l i p s e ; 

dy 
porque a subs t i tu ição dá 

dx B y / / B C \ 

v i l H ) = * -

M. Fourcy t a m b é m demons t ra esta p rop r i edade no caso pa r t i cu la r 
de ser o hyperbolo ide de revolução (Geom. d e s c r i p t . n .° 6 4 ) ( f ) . 

( t ) A equação da seccão do hyperboloide de revolução por um plano é 
{F . , n.° 7 0 ) , 

( ! ! I i l — i 26a cos ê + a ' — y Vsena
a J 

Para ter a secção por um plano parallelo ao do aunei * dever-se-bia fazer 
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P a r a a projecção sobre ( y z ) , t e m o s , 

B y 2 - C z 2 = H, « = cy + d = • ^ ( H + Cd2) + d; 

g = 0 , com 5 = oo, nesta equação: o que nada daria. Mas, transportando a 
origem dos x ao ponto, onde o eixo da superfície atravessa o plano secante, e 
exprimindo b em funcção da altura h deste ponto acima do plano do annel, é : 

S = A c o t S , X = X 1 - j T - — ; 

sen 6 

o que substituído na equação precedente , e feitas as reducções , dá: 

y'-hx"=a'+ h' cot'«. 
Esta equação é a de um circulo de raio igual á ordenada da secção central 

feita pelo eixo (F. n.° 69.) 
Como a altura h é commum a todos os pontos da secção parallela ao annel: 

se posermos s em Iogar de h, a equação , ficando independente da altura , será 
a da superfície. Temos assim a equação da superfície 

i f + X 1 ' = a 1 + z * C o t i a , 

y'+x" z* t Jt 
ou ; r- I - = I -

a a tang a. 

Esta equação, comparada com a equação geral do hyperboioide de uma fo-
lha , 

y2 x' z' ; 
I 5 + B ' " ' • , 

que para o de revolução se reduz a 

A' — - 1 ' 

mostra que os dous eixos iguaes do hyperboioide de revolução são iguacs ao diâ-
metro do annel, e que o terceiro é 2a tang K. 

Se a = 9t)°: a equação é a do cylindro r e c t o , 

J ' + Í ' = a*. 
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q u e dão 

í / K J Í C C d 

logo a p ro jecção s o b r e ( y z ) é t angen t e á secção da super f íc ie por e s t e 
plano. 

P o d e r i a m o s fazer um calculo s e m e l h a n t e a r e spe i to de (xz); m a s 
n ã o é n e c e s s á r i o , p o r q u e a s y m m e t r i a da equação r e l a t i v a m e n t e a x e y 
m o s t r a q u e a conclusão deve ser a m e s m a . 

No parabolo ide hyperbo l i co t e m o s s e m e l h a n t e m e n t e para (xy) as 
e q u a ç õ e s : 

x = ey + f, My2=Vx, 

q u e d ã o , e m v i r t u d e das equações ( 1 5 ) , 

dv 2 M _ 2 ^ M N 
0 ' dy P ~ 6 ' 

P a r a (xz) t e m o s : 

e e. 2 N , . N 

que dão 

x = -z + f—-h = — ^ h z + ^h2, NV=-Vx, 
9 9 * 1 

N(s — hf= O , z = h; 

dx _ _ 2 N __ _ 2 N / ( _ e 
d z ~ P z ~ ~ ~ ~ f 

4 
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D o n d e re su l t a q u e as p ro jecções da r e c t a s o b r e os p lanos (xy) e 
(xz) são t a n g e n t e s ás secções do p a r a b o l o i d e por e s t e s planos ( f ) . 

2 i . T o m a n d o t r e s g e n e r a t r i z e s d o h y p e r b o i o i d e enviezado pa ra d i r e -
c t r i ze s d ' u m novo h y p e r b o i o i d e , e s t e s e g u n d o h y p e r b o i o i d e co iuc ide c o m 
o p r i m e i r o . 

Ainda q u e a d e m o n s t r a ç ã o de M. F o u r c y seja r igorosa , não 6 m e n o s 
c lara e e l e g a n t e a de M. L e r o y , q u e r e p r o d u z i m o s cora a l g u m a m o d i f i c a -
ção . 

Lemma l . ° C o r t e - s e o t r i a n g u l o A B C (f ig . 4 ) por u m a r e c t a 
R Q P ; e por B t i r e - s e BH para l l e l a a es ta s e c a n t e . 

A s para l le las d ã o : 

A R : B R : : A P : H P , C Q : B Q : : C P : I I P ; 
logo 

B R 1 A P ^ B Q ^ P ^ o u C Q > B R ! A p = C p > A R i B Q 

A l i LQ 
i s to é , o p r o d u c t o dos t r e s s e g m e n t o s não con t inuos igual ao p roduc to dos 
o u t r o s t r e s ( f f ) . 

( f ) Para (yz) teríamos, procedendo do mesmo modo, 

z = gy + h, My=Ni'; 

dz 
ou z = gy-hh , z = ±gy , — = + g. 

dy — 

A intersecção da recta, de que sc tracta , com z—+gy dá y=x>; e com 
h 

* =—9>J da y = —— . Assim aquella recta é parallela á primeira, e encon-

tra a segunda no ponto ^ — ~ , + . 

( t f ) lambem se pôde usar da recta RC cm logar da parallela BH. Temos 
então 

BQ _ sen BRQ QC _ sen CRQ A P _ sen ARP PC __ sen PRC 
QH sen RBC ' QK ~~ sen RCR ' PR ~ sen RAP ' PR ""sen PCR ; 

logo «Q sen RCB sen RAP __ BR . CR _ BR 
QC ' AP ~~ seu RBC " sen RCP ~ CR . Ali ÃIl * 
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Lemma 2 . ° C o r t e m - s e os lados oppostos do q u a d r i l a l e r o enviezado 

ou C P . A R . BQ = CQ. B R . AP. 

Applicando este theorema, na fig. 26 de Fourcy, ao triangulo NKL cortado 
por OQ, teríamos 

KO . NQ . LM = NO . LQ . KM , 

ou 
KO LQ KM AE LQ CF 

KO ~ NQ ' LM — BE ~~~ NQ ' DF ' 

. . , AE CF 
isto é — = — . a , 

BE DF 

que é a proposição do Scolio III. do n.° 73 do mesmo auetor. 
Na mesma figura temos 

AG AQ BH __ BQ AQ BQ 
C G - K Q ' D H L Q ' K Q — N Q : 

AG DH LQ 
logo . = — ; 

CG BII NQ 
\ 

AE LQ CF o que , substituído em •— = — . — , 
BE KQ DF 

dá o lcmma 2.° A E . BH .CG .DF = AG . BE . CF . DII ; 

d'onde se tira 

AG 
AE CF CG 
BÊ ~ DF " B I l ' 

DÍÍ 

AG 
CG e por conseguinte a= — . 

DH 

Depois do que dizemos no texto, escusada fora esta nota, se não quizcsse-
mos facilitar a intelligencia das indicações de M. Fourcy no fim do Scolio HL 
do n.° 73. 
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A B C D (fig. 5 ) por duas secantes M N , P Q , q u e s e e n c o n t r e m e m q u a l -
q u e r ponto O . 

As rec tas MP e Q N , por e s t a r e m no plano das duas MN e PQ , 
d e v e m c o n c o r r e r ; e , por ex i s t i r em r e s p e c t i v a m e n t e nos planos B A C e 
A C I ) , cuja in tersecção é AR , deve o seu ponto de concurso e s t a r na 
d iagonal A R . AppIicando pois o l e m m a l . ° aos t r iângulos A B C , A D C , 
cor tados por MR , QU , t e r e m o s 

logo 

A M . B P . CR = A R . C P . B M , A Q . D N . C R = A R . C N . D Q : 

A M . B P C P . B M 
A Q . D N C N . D Q ' 

ou A M . B P . C N . D Q = A Q . D N . C P . BM : 

is to é , o p roduc to de q u a t r o s egmen tos do q u a d r i l á t e r o não continuos 
igual ao p roduc to dos out ros q u a t r o . 

I n v e r s a m e n t e : quando esta i gua ldade s e v e r i f i c a , a s secantes M N , 
PQ , e n c o n t r a m - s e . Po r q u a n t o , se não se encon t rassem , poderia t i r a r - s e 
pelo ponto M ou t ra secan te M N ' , que encont rasse P Q ; e appl icando a 
M N ' e PQ o t h e o r e m a , q u e acabamos de d e m o n s t r a r , t e r i amos a i gua l -
d a d e 

A M . B P . D Q . C N ' = A Q . D N ' . B M . C P , 

q u e , d ividida pela p r e c e d e n t e , da r i a a equação a b s u r d a 

T N ' D N ' 
C ^ = D N ' ° U D N ( C N + N N ' ) = C N ( D N _ N N ' ) . 

A M A Q 

• , , , , , B M D Q 
D a n d o á igua ldade p r e c e d e n t e a f o rma — = .— 

° r D N H P 
c n I P 

\ê-se que o quociente das r a z õ e s , que t e e m e n t r e s i os segmentos f o r m a -
dos por u m a secante em dous lados o p p o s t o s , é igual ao quoc ien te das 
r a z õ e s , que teem entre', si os s egmen tos formados por out ra secante nos 
outros dous l a d o s ; com tan to que os an teceden tes das r a z õ e s , que s e r v e m 
de d i v i d e n d o s , se jam ad jacen te s ao m e s m o ver t ice do quad r i l á t e ro . Ass im , 
des ignando por q^A) o quociente q u e cor responde a u m a secan te A , e por 
q{A1) aquel le que co r re sponde a ou t r a secaute (A ' ) , t e r e m o s : 

Í ( A ) = 5 (A ' ) . 
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Pos to i s t o , s e j a m (f ig . 6 ) A , A ' , A " , t r e s d i rec t r izes d ' um h y p e r -
b o l o i d e ; e B , B ' , B" , t res g e n e r a t r i z e s , que t o m a r e m o s para d i r ec t r i zes 
d ' ou t ro hype rbo lo ide . E t i r emos u m a genera t r i z A ' " d e s t e segundo h y p e r -
bo lo ide . 

P a r a mos t r a r que A" ' assenta sobre o p r ime i ro h y p e r b o l o i d e , bas ta 
fazer ver q u e , t i r ando por qua lque r dos seus pontos O u m a rec ta b'" q u e 
encon t re A e A ' , esta rec ta t a m b é m encont ra A " , e por conseguin te é 
gene ra t r i z do p r ime i ro hype rbo lo ide . Ora , se no q u a d r i l á t e r o fo rmado por 
A, A1, B, B ' , cons ide ra rmos os q u a t r o sys t emas de secan tes 

B " e A ' " , B " e A " , b"1 e A'", b"1 e A", 

nos t r e s p r i m e i r o s dos quaes as secantes se c o r t a m , t e r e m o s a r e spe i to 
d e s t e s , e m v i r t ude d o l e m m a 2 . ° , a s i g u a l d a d e s : 

g(B") = q(A"), g(B») = 9 ( A " ) , # » ' ) = g (A '< ' ) ; 

das quaes se t i ra g(A' r ) = q[b"'): 

l o g o , em v i r tude da inversa do m e s m o l e m m a , V n encont ra A ' ' . 
A s s i m , por cada ponto O de A " ' j passa u m a g e n e r a t r i z do p r i m e i r o 

h y p e r b o l o i d e , sobre o qual por isso assenta A 1 " ; e como se pôde d izer 
o m e s m o a respe i to de todas as gene ra t r i ze s do segundo h y p e r b o l o i d e , 
s e g u e - s e que es te coincide com o p r i m e i r o ( j ) . 

( f ) M. Leroy, em vez de suppor que &"', além de encontrar A e A', passa por 
um ponto O de A"', e provar depois que é generatriz do primeiro hyperboloide, 
isto é, que também encontra A'': suppõe que b"1 é generatriz, e depois mostra 
que encontra A'". Na verdade, podendo tomar posições indefinidamente pró-
ximas umas das outras ; e encontrando ncllas A'" em pontos differentes , por não 
se conservar no mesmo plano na passagem de uma para outra consecutiva : vê-
se, que os pontos do encontro das generatrizes successivas do primeiro hyperbo-
loide com A'" ficarão tam visinhos como se quizer, e conseguintemente A'" 
assentará toda no mesmo hyperboloide. No entre tanto este modo de concluir 
carece de considerações infmitesimaes , ou d'outras equivalentes, as quaes se 
evitam com a modificação que fizemos. 

Para mostrar porém , que duas generatrizes de differente systema estão no 
mesmo plano, é mais directo, e estranho a considerações infmitesimaes, o modo 
de concluir de M. Leroy. 

De qualquer modo: feita a escolha da recta (A" ou A " ' ) , a respeito da 
qual se quer mostrar que encontra b"1, o raciocínio é absolutamente o mesmo. 

Ern quanto á demonstração de M. Fourcy: sujeitar o plano tirado por AA' 
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2 a . S e j a m (fig. 7 ) A , A 1
1 A " , t r e s gene ra t r i ze s da s u p e r f í c i e ; e t i -

r e m o s um n u m e r o qua lque r de rec tas B , B', B " , . . . . , q u e as c o r t e m . 
Cons iderando n o q u a d r i l á t e r o fo rmado por A , A ' , B , B ' , o s sys t emas d e 
secan tes 

B ' ' e A " , B ' " e A " , B W e A " , 

t e m o s pelo I e m m a 2 . ° : 

9 ( A " ) = 9 ( B " ) = 3 ( B " ' ) . . . . = g ( B W ) = a 3 

B 1 A f l
1 

A1 A ' ' 
pondo a cons tan te a — 1 ' 

B1
1Q1 ' 

P 1 Q ' 

B BW A ' , P W 
ou ——JL = a —t 

B ' BW P ' P W ' i » 

c h a m a n d o BW , pw ( QW f o s pontos onde uma recta qua lque r Bw e n c o n -
t ra A , A ' , A " : o q u e é o t h e o r e m a enunc iado no fim do Scolio I I I . do 
n." 7 3 d e F o u r c y . 

B A " B 'Q' 
Se as r ec t a s A , A ' , A' ' são p a r a l l e l a s . é - ' 1 = ; 1 A 1

1 A 1
1 ' P ' Q 

B 1 B W A , ' P W 
logo A = I t e — L - J L = , • 

B 'BW P' t<») ' i > 

q u e 6 o t h e o r e m a aná logo r e l a t i v a m e n t e ao parabolo ide . 

(F. fig. 23) a passar pelo ponto O , para ter uma generatriz; ou não o sujeitar 
a passar por-0 , e tiral-o arbitrariamente; nada influe na sua demonstração: 
obrigando só , no primeiro caso, a proyar de mais a coincidência do ponto m" 
com O. 
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T a m b é m o b s e r v a r e m o s , que a s cons iderações fei las para d e m o n s t r a r 
o l e m m a 2 . ° ind icam um me io fácil de t i r a r , e n t r e os lados oppostos 
d ' u m q u a d r i l á t e r o , duas secantes que s e c o r t e m . Basta t o m a r a r b i t r a r i a -
m e n t e uma das secantes M N , e um dos pontos 0 onde a ou t ra deve 
cor ta r um dos outros dous lados A D ; depois t i rar Q N , e produzi l -a a t é 
encont rar em li a diagononal AC ; e f ina lmen te t i r a r por 11 e por M a 
rec ta M R . A in tersecção P desta recta com o lado BC será o s egundo 
ponto da secan te p rocurada P Q . 

2 6 . E fácil m o s t r a r ( F . n .° 7 2 ) q u e cada u m a das faces d o p a - n , ° 7 2 , 

ra l le l ip ipedo cons t ru ído sobre t r e s d i rec t r i zes do m o d o indicado no n.° 
1 9 , con tém duas d i r e c t r i z e s , u m a d ' u m s y s t e m a , ou t ra d o o u t r o ; 
por conseguinte as faces suo t angen tes , e o pa ra l l e l ip ipedo é c i r c u m s c r i -
p to á super f í c ie . 

Pe la cons t rucção des te para l le l ip ipedo t a m b é m se vê f a c i l m e n t e , q u e 
a qua lquer gene ra t r i z de um l iyperboloide enviezado cor responde s e m p r e 
ou t ra paral lela de d i í í e ren te sys tema ( F . n.° 7 2 ) . 

C u m p r e po rém obse rva r que esta p r o p r i e d a d e não se verif ica no 
parabo lo ide enviezado. Com eflei to , se nesta super f íc ie fosse a g e n e r a t r i z 
de um sys tema paral lela a a lguma do ou t ro sys tema , t a m b é m ser ia p a -
ral lela ao plano d i r ec to r des te segundo s y s t e m a , e não poder ia c o n s e g u i n -
t e m e n t e encon t r a r as gene ra t r i ze s d ' e l l e ; n e m poderia ser lhes p a r a l l e l a , 
por ellas não e s t a r e m no m e s m o plano com aquel la , a que jâ se s u p p õ e 
p a r a l l e l a : o q u e é con t rad ic to r io com o q u e es tá d e m o n s t r a d o ( F . n .° 
7 3 ) . 

2 7 . Sendo mui to notável a g e r a ç ã o do l iyperboloide de uma folha , 
e do pa rabo lo ide h y p e r b o l i c o , pelo mov imen to do u m a l inha r e c t a : p a r a 
to rna r a inda mais sa l iente a iden t idade destas supei f ic ies c c m o h y p e r b o -
loide e parabo lo ide env i ezados , vamos d e m o n s t r a r a n a l y l i c a m e n t e , q u e . 
ellas a d m i t t e m , como as u l t i m a s , dous modos de g e r a ç ã o pela l inha r e -
c ta . 

Segundo o que vimos no n.° 22 r e l a t i v a m e n t e ás equações ( 1 4 ) , a 
que estão su je i tas as r ec t a s q u e assen tam s o b r e o hyperbolo ide d ' u m a 
folha , os rad icaes de a e b a d m i t t e m a m b o s os s ignaes + e —; e o de 
c muda de s i g n a l , quando m u d a um dos d o u s , o de a ou o de b. 
D ' o n d e r e s u l t a , q u e , s e d i s t r i bu i rmos a s r ec tas e m dous s y s t e m a s , u m 
daquel las nas quaes o radica l de a se toma com o signal + , e o ou t ro 
daquel las nas quaes o m e s m o radical se toma com o signal —: pa ra q u e 
duas r ec t a s de d i f e r e n t e sys tema t e n h a m a m e s m a pro jecção sobre 



3 2 COMPLEMENTOS • 

(xy) , é necessár io q u e s e j a m c o n t r á r i o s os s ignaes de c , e os de d . T e -
r e m o s p o i s : 

l . ° S Y S T E M A 2 . ° S Y S T E M A . 

x=ay + 6 , z=cy + d . . ( A ) x=ay + & , a = — c y—d . . (B) 
x=a'y +b' , Z=C1Ij + d ' . . ( A ' ) x=a'y +b', z= —c' y—d'.. ( B ' ) 
x=a»y+b", z=c"y+d1'.. ( A " ) x=a!'y+b", Z= —c"y—d'K . (B1 ' ) 

P a r a q u e se c o r t e m duas r e c l a s (A) e (A 1 ) do m e s m o s y s t e m a , ou 
d u a s (A) e (B ' ) de d i f e r e n t e sys t ema , d e v e m ve r i f i ca r - se r e s p e c t i v a m e n t e 
a s condições s egu in t e s ( F r a n c . M a t h . p u r . n . ° 6 6 6 ) : 

( A ) com ( A ' ) (A) com (B ' ) 

(a—a')(d—d') = (c—c')(b—b<) (a—a')(d+d<) = (c+c')(b—b'). 

P o n d o nes t a s equações as expressões ( 1 4 ) , em logar de a , b , c , a ' , 
b', c'; e o b s e r v a n d o , q u e a cada s ignal do rad ica l de a' c o r r e s p o n d e m dous 
d o r ad i ca l d e V , e q u e o s s ignaes d e c ' m u d a m com o s d e V ; r e s u l t a m : 

I ( d - d r = { ( i + ^ W v+id'2) f . 

^ d t d + d ' ) = ^ i+n^-v^ 1+f/21.| \ ! i+g*W 

na segunda das q u a e s s e d e v e m t o m a r s i m u l t a n e a m e n t e a m b o s o s s ignaes 
s u p e r i o r e s , ou a m b o s os i n f e r io r e s . 

A ' p r i m e i r a não se pôde sa t i s faze r , q u a n d o se t o m a o s ignal i n fe r io r , 
c o m o f ac i lmen te s e v ê desenvo lvendo o s dous m e m b r o s : e , q u a n d o s e t o -

C 
ma o s ignal s u p e r i o r , es ta e q u a ç ã o r e d u z - s e a — (d — r d ' ) 2 = 0 ; o q u e 

dá d = d', e a = a\b = b',c = c', 

e m v i r t ude d e ( 1 4 ) : logo a s r e c t a s c o i n c i d e m . 
A 
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A segunda é uma iden t idade . 
Po r tanto no hyperboio ide de uma folha duas rec tas do m e s m o s y -

s t ema nunca e s l 3 o no mesmo p l a n o ; e duas de systema d i f fe rente estão 
s e m p r e no mesmo plano. Donde resu l tam dous modos de ge ração da s u -
p e r f í c i e : u m , tomando por d i rec t r izes t res rec tas d o l . ° s y s t e m a ; o u t r o , 
t omando por directr izes t res rec tas do 2 . ° sys tema. 

2 8 . Pa ra achar a in tersecção de duas rec tas (A) e (B1) de d i l fe ren te 
systema , e l iminemos z en t r e as equações das suas projecções sobre o 
p lano (yz). V i r á : 

d+d'^ d + d ' _ /11 K h ^ ^ T h + C ? 
c+c' / u s I Vbc' th7' 

V c i l T 1 d " 

As rec tas serão paral le las , quando for y = c© ; isto é , quando for 
d = d', a = a', e se t o m a r o signal i n f e r io r : ou 

d = d', a — a'; e c = — c', b = — b'. 

Assim as projecções sobre os planos (xy) e (yz) das rec tas pa ra l l e -
las serão respec t ivamente pa ra l l e l a s , e cor ta rão os eixos dos x e dos z a 
dis tancias iguaes para uma e out ra par te da o r i g e m . Logo as g e n e r a t r i -
zes parallelas ficarão s y m m e t r i c a m e n t e collocadas a respei to da o r i g e m , a 
qual dividirá em duas par tes iguaes todas as secantes da superf íc ie , que 
por ella passarem e t e r m i n a r e m nas m e s m a s genera t r i zes . 

Comparando en t r e si duas quaesquer equações cor respondentes ( A ) e 
(B) ^vô- se que a cada genera t r iz de um systema corresponde s e m p r e outra do 
outro s y s t e m a , que a encontra ; e que estas duas genera t r i zes estão no 
m e s m o plano pro jec tante sobre (xy), e collocadas s y m m e t r i c a m e n t e a r e -
spei to de uma paral lela ao e ixo dos z , t i rada pelo seu ponto de concurso. 
Es t a p ropr iedade 6 analoga á , que se acha na Geome t r i a descr ipt iva 
de Fourcy (n.° 6 5 ) , re la t iva ao hyperboio ide de revolução. 

2 9 . Passemos ao paraboloide hyperbol ico . Como nas equações ( 1 5 ) 
do n.° 21 os r a d i c a e s , que e n t r a m cm g e e , se devem t o m a r com o 
mesmo s i g n a l : se d i s t r ibu i rmos as rec tas em dous s y s t e m a s , um em q u e 
se t ome o radical de e com o signal + , out ro em qne se tome com o 
signal —; g c h devem t e r ambos signaes contrár ios nas equações das 
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r ec tas de d i f f e ren te s y s t e m a , cuja pro jecção sobre o plano (xy) f o r c o m -
m u m . A s s i m : 

1 . ° S Y S T E M A . 2 . ° S Y S T E M A . 

«=« y+f, z=g y+h . . . (A) x=e y+f, z= —g y—h .. . ( B ) 
x=e' y+f , z=g' y+h'.. . (A ' ) x=e> y+f , *= —g' y—h'. .. (B f) 
x=e",,+f", z=g"y+h".. . ( A " ) x=e"y+f", z= ~g'y—h«... ( B " ) 

P a r a q u e duas rec tas do m e s m o sys tema , ou duas de d i f f e r e n t e 
sys tema , se encon t r em , t emos r e spec t ivamen te as cond ições : 

(A) com (A ' ) (A) com (B' ) 

( e — e ' ) (h-V) = 0 7 - 9 ' ) ( H ' ) . ( « - « ' ) ( H ' 0 = ( f f + f f ' ) ( f ~ f ' ) -

Subs t i tu indo nes tas equações os valores ( I S ) de e , f , g , e', f ' , g'; 
e o b s e r v a n d o , q u e a cada signal do rad ica l de e co r responde um só do 
rad ica l d e g ; r e su l t am : 

A p r i m e i r a des tas equações dá h=h': por conseguin te e=e', f = f ; 
e as r ec t a s co inc idem. A segunda é u m a i d e n t i d a d e . 

L o g o duas r ec t a s do m e s m o sys tema nunca se e n c o n t r a m , e d u a s 
de d i f f e ren te sys tema e n c o n t r a m - s e gempre . D o n d e resu l ta , q u e o p a r a b o -
loide IiyperboIico a d m i t t e dous modos de g e r a ç ã o pelo mov imen to d ' u m a 
r e c t a sobre o u t r a s . 

O m e s m o se pôde m o s t r a r pelas cons iderações segu in tes . 
P o r ser g i n d e p e n d e n t e de li, as p ro jecções das r ec t a s do 

m e s m o sys tema sobre o plano (yz) são para l le las e n t r e s i : logo es tas r e -
c t a s , ou não estão duas a duas no m e s m o p l a n o , ou são pa r a l l e l a s : e 
c o m o não são para l le las , por Se c o r t a r e m as suas pro jecções sob re (xy), 
s e g u e - s e que não es tão no m e s m o plano. 

Em quan to á s rec tas de d i f f e r en t e sys tema , a s suas projecções NE 
e N ' E (f ig. 8) sob re o plano (yz) fazem com o e ixo dos y ângulos i g u a e s , 
m a s voltados para pa r t e s o p p o s t a s : ora a para l le la ao e ixo dos X 1 t i rada 
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pela in te r secção das pro jecções sobre (xy), t angen te s á parabola (n .° 2 3 ) , 
d iv ide a corda em duas par tes iguaes ( f ) ; logo esta paral lela passa pelo 
m e i o de N N ' , e c o n s e g u i n t e m e n t e por e . D o n d e resu l ta que os pontos e 
e D estão sobre a m e s m a pe rpend icu la r a O 1 ) / ' , ou q u e estes pontos são 
projecções d ' o u t r o c o m r n u m ás duas r e c t a s . 

P o r tanto a s r ec t a s de d i f e r e n t e sys tema e n c o n t r a m - s e s e m p r e . 
Se p r o c u r a r m o s a in te rsecção de duas r ec tas (A) e (B ' ) de d i f e r e n t e 

s y s t e m a , a c h a r e m o s : 

_ li + ti h + ti 

— r/M-
V N 

E s t a equação mos t ra q u e y não pôde ser i n f i n i t o : por consegu in t e 
não ha no parabolo ide duas gene ra t r i ze s p a r a l l e l o s ; no q u e d i f e r e a p r o -
p r i edade agora d e m o n s t r a d a da analoga do hype rbo lo ide de u m a íolha. 

3 0 . P o r ser g cons tan te nas equações ( 1 5 ) : v ê - s e , q u e , e m cada 
um dos dous s y s t e m a s , os planos p ro jec tan te s de todas as g e n e r a t r i z e s desse 
sys tema sobre o plano (yz) são paral le los e n t r e si ; ou q u e as g e n e r a t r i z e s 
de cada sys tema são para l le las a um m e s m o plano. 

( t ) A equação tia corda , que une os pontos de contacto de duas tangentes 
tiradas á parabola por um ponto exterior ( « , € ) , é (Franc. Math. pur, n.° 407) 

€y=p[a.-hx). 

Combinando esta equação com a da parabola y'=2px, a resultante 

dá os pontos onde a corda encontra a curva. 
g* « a A abscissa do meio da corda deve ser a semisomma X = dasrai-P 

zes desta equação. Ora a equação y = S da parallela aos x, que passa pelo 
ponto exterior , combinada com a da corda dá a abscissa da sua intersecção g» Jj5t 

•—'—x : logo o meio da corda está na parallela ao eixo dos x tirada pelo 
P 

ponto exterior. 
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As m e s m a s equações m o s t r a m , que os â n g u l o s , feitos pelos planos 
p ro j ec t an t e s das r ec t a s de um sys tema com os p ro jec tan te s das r ec l a s do 
ou t ro sys tema , são divididos em duas pa r t e s iguaes pelos planos t i rados 
pela sua in te r secção p a r a l l e l a m e n t e a xy. 

C o m p a r a n d o e n t r e si as equações ( A ) e (B) , a c h a - s e a m e s m a d i s -
posição de g e n e r a t r i z e s duas a d u a s de d i f fe ren te sys tema q u e se achou 
no fim da pag . 22 a r e spe i to do hyperbo io ide de u m a folha. 

3 1 . As d i f fe ren tes p r o p r i e d a d e s do hyperbo io ide de u m a folha e do 
pa rabo lo ide h y p e r b o l i c o , q u e ficam apontadas , concordam com as do h y -
perbo io ide e do parabo lo ide enviezados ; o q u e torna a inda mais sa l iente a 
i den t idade destas u l t imas superf íc ies com as p r i m e i r a s . 

Sobre os planos tangentes ás superfícies enviezadas. 

F . n . ° 7 5 . 3 2 . O m o d o ma i s s imples e o rd iná r io de t i r a r por qua lque r ponto 
d' uma superf íc ie enviezada o plano t angen te â m e s m a s u p e r f í c i e , é s u b -
s t i tu i l -a por um h y p e r b o i o i d e , que tenha de c o m m u m com ella a g e n e r a -
t r i z que passa pelo ponto dado ; e cu jas d i rec t r izes se jam as t angen tes ás 
t r e s d i rec t r izes da superf íc ie nos pontos onde ellas encon t r am a m e s m a 
g e n e r a t r i z , ou ou t ra s quaesque r r ec t a s t i r adas por estes pontos nos p l a -
nos t angen t e s que por e l les passam : porque o plano , t angen te a es te h y -
perbo io ide no ponto d a d o , t a m b é m 6 t angen t e no m e s m o ponto á supe r f í -
c i e p ropos ta . 

Mas n e m s e m p r e a I e i , que sérvio para a descr ipção da superf íc ie , 
faz conhece r as suas d i r e c t r i z e s ; e , quando es tas se conhecem , n e m 
s e m p r e se lhes s a b e m t i r a r t angen te s . N e s t e caso pôde usa r - se do p r o -
cesso seguin te . 

T i r e m - s e m u i t a s gene ra t r i ze s p róx imas da , q u e contem o ponto d a d o , 
p a r a uma e ou t ra p a r t e delia ; depois t i r e - s e por aquel la g e n e r a t r i z um 
plano qua lquer ; e em fim pelos pontos de in te rsecção des te plano com as 
gene ra t r i ze s cons t ru ídas faça - s e passar u m a curva , que encon t ra rá a g e -
ne ra t r i z que passa pelo ponto dado. 

No p o n t o , onde t iver Iogar es te encontro , o plano será t angen t e 
á superf íc ie , por con te r a g e n e r a t r i z e a t angen te á curva ; e por con-
s e g u i n t e , se nesse ponto c o r t a r m o s o plano por ou t ro q u a l q u e r , a secção 
será u m a l inha r e c t a , que- se poderá t o m a r para d i r ec t r i z da super f íc ie 
a u x i l i a r . 

Fazendo o m e s m o com ma i s dous planos conduzidos pela gene ra t r i z 
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q u e con tém o ponto d a d o , a c h a r e m o s mais d u a s r ec t a s d i rec t r izes do h y -
pe rbo lo ide a u x i l i a r : o q u e a c a b a r á de o d e t e r m i n a r . 

Se a g e n e r a t r i z est ivesse sugei ta , e n t r e ou t ra s condições , a tocar , 
d u r a n t e o seu m o v i m e n t o , u m a super t ic ie dada : t i r ando pelo ponto de 
con tac to um plano t a n g e n t e a esta s u p e r f í c i e , é c laro que o m e s m o plano 
t a m b é m seria t angen t e á proposta ; por con te r a g e n e r a t r i z , e a t a n g e n t e 
á curva de contacto das duas superf íc ies . L o g o poder ia t o m a r - s e p a r a 
d i r ec t r i z do hyperbo lo ide aux i l i a r u m a r ec t a qua lquer t i rada no m e s m o 
plano pelo ponto de con tac to . 

3 3 . A d e t e r m i n a ç ã o dos planos t a n g e n t e s é de s u m m a impor t anc i a 
na cons t rucção das a b o b a d a s . 

P a r a que u m a abobada se cons t rua com segurança , convém que as 
juntas s e j am n o r m a e s á superf íc ie , a fim de q u e , sendo rec tos os dous 
ângulos formados nas arestas das aduellas , o esforço d' um sob re o ou t ro 
não faça q u e b r a r um d e l l e s : o que não acontecer ia se es tes ângulos fos-
s em d e s i g u a e s , porque o agudo ser ia ma i s f ac i lmen te q u e b r a d o pelo o b -
tuso . 

D e t e r m i n a d a pois a conf iguração da ares ta da aduel la , deve a s u -
perf íc ie da j un t a ser o logar g e o m e t r i c o das n o r m a e s á superf íc ie da a b o -
bada t i r adas por todos os pontos da m e s m a a res ta . A s s i m : 

1 . ° Se a superf íc ie da abobada for p l an i f i cave l , e as a r e s t a s das 
aduel las fo rem genera t r i zes rec t i l íneas des ta s u p e r f í c i e , as j u n t a s deverão 
ser planas . 

Com effei to , sendo a superf íc ie planificavel tocada pelo plano t a n -
g e n t e em todos os pontos da m e s m a g e n e r a t r i z , as n o r m a e s t i radas por 
es tes pontos são para l le las e n t r e s i , e consegu in t emen te es tão em um 
plano. 

2 . ° Se a superf íc ie for e n v i e z a d a , e as a res tas das aduel las f o r e m 
g e n e r a t r i z e s r e c t i l í n e a s , a s jun tas deve rão ser paruboloides hyperbo l i cos . 

P a r a o m o s t r a r , r e p r e s e n t e m o s (fig. 9 ) por L M N u m a g e n e r a t r i z ; 
c o r t e m o s a superf íc ie , em q u a e s q u e r pontos L , M, N , N ' , . . . desta g e -
n e r a t r i z , por planos pe rpend icu la re s á m e s m a r e c t a ; e cons t ruamos um 
parabo lo ide hyperbo l i co , t o m a n d o por d i r ec t r i zes t r e s das in tersecções L A , 
M B , N C , des t e s planos com os t angen t e s á superf íc ie nos m e s m o s p o n -
tos . C o m o , em todos os pontos de L M N , os planos t angen te s ao pa rabo lo ide 
hyperbo l i co são tangentes á super f íc ie proposta ( F . n.° 7 4 ) ; todas as i n -
te r secções L A , M B , N C , N ' C ' . . . a s s en t am n o pa rabo lo ide ( F . n.° 7 3 
Sc . 11). Mas L M N , por se r pe rpend i cu l a r a es tas in te rsecções e ás n o r -
ma e s L a , M& , N e , NV 6 pe rpend icu la r aos planos « L A , , 
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c N C , c ' N ' C ' , . . . ; e a L , òM , cN , c ' N ' , . . . são r e spec t ivamen te p e r p e n -
d iculares a A L , B.VI, C N , C ' N ' , . . . L o g o , s e d e r m o s a o paraboloide 
hyperbo l i co um mov imen to de ro tação de 9 0 " á roda de LN , as t a n g e n -
tes L A , M B , N C , N 1 C' . . . p ò r - s e - b ã o e m d i r e i tu ra com a s n o r m a e s , 
La , M6 , N c , N ' c ' , . . ; e por conseguin te o logar g e o m e t r i c o das n o r -
m a e s será idênt ico com o m e s m o parabolo ide . 

E s t e t heo rema n o t á v e l , cuja demons t r ação g e o m e t r i c a é tão s i m -
ples , r eduz a cons t rucção das j un t a s á da superf íc ie enviezada q u e mais 
f a c i l m e n t e se d e s c r e v e , o parabolo ide hyperbo l ico . Pa ra a c h a r as d i r e -
c t r izes de cada pa rabo lo ide co r r e sponden te a cada uma das jun tas , basta 
d e t e r m i n a r os planos t angen tes á superf íc ie da abobada em t r e s pontos 
da a res ta respect iva ; co r ta l -os por planos pe rpend icu la res á m e s m a a r e s -
ta nesses t r e s p o n t o s ; cons t ru i r as in tersecções des tes planos secantes 
com os t a n g e n t e s ; e f inalmente dar ás in tersecções cons t ru ídas um m o v i -
m e n t o d e ro tação d e 9 0 ° e m torno d a a r e s t a . 

3 4 . P a r a con f i rmar uma p rop r i edade tão s ingu la r e in te ressan te das 
superf íc ies e n v i e z a d a s , p r o c u r e m o s d e m o n s t r a l - a a n a l y t i c a m e n t e . 

S e j a m : 

« = « + <«) , » = * • $ + «(*) ( t ) . 

x — x'+p[z — z') = O, y—y'+q(z — z') = O ( 2 ) 

as equações das superf íc ies enviezadas (n.° 1 4 ) , e as da normal . 
Subs t i tu indo em (2 ) as expressões de p , q , x , y t i r adas de ( 1 ) 

e de suas d e r i v a d a s : a e l iminação de z e n t r e as duas equações resu l tan tes 
dará , para cada a, uma final em x', y\ z\ que será a do logar g e o m e t r i c o 
das n o r m a e s á superf íc ie t i r a d a s por todos os pontos da genera l r i z c o r r e -
sponden te a esse a. 

D i f f e r enc i ando pois , como no n.° 1 5 , as equações ( ! ) em o r d e m a x 
. . . . d* d* 

e y ; e e l iminando —- e — e n t r e as qua t ro equações d i f f e r e n c i a e s : as e x -
dCC ClU 

pressões de p e q , t i r a d a s das duas r e s u l t a n t e s , s e rão 

_ s*'+ Z + f< 

P ~ (S+' + * > — (2 + <?> ' 9 ~ ( * • ' + — ( * + <P> ' 

E s t a s expressões e ( 1 ) , subs t i tu ídas e m ( 2 ) , d ã o : 
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z i ' 4 - w' 

'»+ — 

T e r i a m o s agora de e l imina r z en t r e estas duas equações , pa ra a c h a r 
a das superf íc ies fo rmadas pelas n o r m a e s : mas como , no caso de que se 
t r ac ta , os pés das normaes estão sobre a m e s m a gene ra t r i z , é mais s i m -
ples t o m a r para plano (Í/Z) um , q u e passe por esta g e n e r a t r i z ; e pa ra 
o r igem das coordenadas , um ponto d e l i a : o q u e dá 

x = 0 , t/ = s<K«) ( 3 ) 

para equações da g e n e r a t r i z , 

e r eduz as equações p r eceden t e s a 

zV 4 - it' z'—z 
x ' L Z — . ( * ' _ z ) = 0 , y'~z^ + ——=0. 

( z + v V í 

F i n a l m e n t e , e l iminando z e n t r e e s t a s , resu l ta a equação da s u p e r -
fície das n o r m a e s , q u e passam pela g e n e r a t r i z dada : 

w ' . ( » r — z ' 2 ) + . ( i • - w + * . ( i + t > y + ( i + ) 
- (*)• 

( n ; 2 ) v — • ( 1 + + « ' • ( ! + = o ) 

E s t a superf íc ie , por ser da 2." o r d e m e g e r a d a pelo m o v i m e n t o 
d ' u m a linha r e c t a , não pôde ser senão um hype rbo lo ide de u m a folha , 
ou um parabo lo ide h y p e r b o l i c o ; e para conhece r a qual des tes generos 
per tence , bas ta e x a m i n a r se t e m , ou não t e m , c e n t r o . 

P a r a isso d e v e m s u b s t i t u i r - s e x~\-a, y-j-b, z + c, em logar de x, 
y, s, na equação da s u p e r f í c i e ; igua la r a zero os coeff ic ientes de x , y, 
z ; e ver se as t r e s equações de condição r e su l t an t e s p o d e m subsis t i r s i -
m u l t a n e a m e n t e , isto é, se os valores de a, b, c , deduzidos del ias vem 
debaixo da f ó r m a f ini ta . O r a , fei to este calculo na e q u a ç ã o g e r a l do 2 . ° 
g r á o : 
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A i B 2 + A y + A " S 2 + 2 B s í / + 2 B , ^ + 2 B " « 2 / + 2 C « + 2 C ' i / + 2 C " a + E = 0 , 

as exp res sões de a, b , c , d e d u z i d a s das t r e s equações de condição , t e e m 
a f ó r m a 

* 

N N ' N " 
a ~ D "D ' C = D ; 

sendo 
D = A B 2 + A ' B 1 2 + A " B " 2 — A A r A ' ' - 2 B B ' B " : 

e c o m o na e q u a ç ã o ( 4 ) é 

A = O 3 A ' = A " = f f , 2 B = f . ( i - * 2 ) , 2 B ' = 1 + * 2 , 2 B " = * . ( 1 - H 2 ) ; 

t e m o s D = O ; e a , b , c , inf ini tos . L o g o a super f í c ie , d e q u e s e t r a c t a , 
é um p a r a b o l o i d e h y p e r b o l i c o . 

P r o c u r e m o s a g o r a a e q u a ç ã o do pa r abo lo ide a u x i l i a r , g e r a d o p e l o 
m o v i m e n t o d e u m a r e c t a q u e encon t r a s e m p r e a s in t e r secções dos p lanos 
t a n g e n t e s á supe r f i ç i e propos ta , em todos os pontos da g e n e r a t r i z de q u e 
se t r a c t a , c o m os planos p e r p e n d i c u l a r e s nesses pontos á m e s m a g e n e r a -
t r i z . 

A e q u a ç ã o do p l ano , t a n g e n t e á supe r f í c i e em qua lque r dos pontos do 
g e n e r a t r i z , ó 

z«—z = p(x"—x) + q(,Z—y), ( S ) 

£ * + x ' S + o< 1 
s endo P = ~,—;—m * 1 =,—;—K~r = T '> 

(Z + f ) . * ( 5 + f ) • + 1/ 

e a do p lano p e r p e n d i c u l a r á g e n e r a t r i z ( 3 ) é 

z — z"= — {y — y").* . ( 6 ) . 

E l i m i n a n d o pois x , o u y , e n t r e a s equações des tes dous p lanos , r e -
su l t am as equações das d i r e c t r i z e s do p a r a b o l o i d e : 
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, = _ í ( l « _ . ) , . _ _ i ± í . « + í , ( s . ' _ 4 
Y V ^ - Y + 1 5 

Como a genera t r i z de s t e paraboloide deve encont ra r todas as d i r e -
c t r i z e s , a e l iminação de x'\ y", z", e n t r e as equações destas e as da 
genera t r i z , que supporemos da Iorraa 

4 

« ' » = m s " + n , y " = m'z>+ r i , 

da rá nma equação de condição en t r e m . n , m ' , n ' , a qual se deve par t i r 
em t a n t a s , quan tas forem necessar ias para que ella tenha logar i ndepen -
d e n t e m e n t e dos valores de x, y, z. O r a a e l iminação dá 

( « ' — y — p • | m z * ' + m * ' + ~ ~ . ( s + 9 <) \ ^ 

( « ' + } ) . { ( « • - « X * ' + • ' ) ' — * + \ \ 

= 0 ; 

q u e , em v i r tude de (3 ) , t e m a forma 

P z 2 + Qz + R = O : 

l o g o , para que esta equação se ver i f ique i ndependen temen te dos valores 
d e z , devem se r 

P = O , Q = O , R = O , 
ou 

l + * 2 ( „ , 1H-*' ( , u ^ r l
i N W n 

. l + A I - H 2 l + $ 2 / 1 \ I - U 2 f »'("*'+ — f • ( « " + - T l • * ' ) • » 0 = 0 , } > . , 

1 a » / 
n W + . m ' + - ) . H T ' = 0 . 

9 \ 6/ 

A pr ime i ra e te rce i ra das equações (7 ) dão 
6 
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i+V 
T m ' = m ^ - f + , n ' = - j . n w ' ; 

JiiX1-I . 9 

e combinando estas expressões com 

x"=mz!+n, y"=m'z"+n', 
r e su l t am 

I-LA2 I - L i 1 

t\ 1 x"—?'. y" 
m — ^ ^ 

« y — f ç ' . i ± í ! x"+ i t í V * » 
4, j , -

T M1=Jiif+^, »i=x"—mz", n'= - -. nw'; 
1 , m* -\ . t 

q u e se reduzem a 

_ r V 1 — ? y , 9 V ' ) 
m — p — w y m ~ ~ («»— , n ~ ' n it '—^v ' 

se t omarmos para e ixo dos z a genera t r i z correspondente a «, o que s u p -
põe ^ = 0 . 

Na mesma hypotbese a 2 . " das equações ( 7 ) , posta deba ixo da fó r -
ma 

, , . / , . >>-\ « ' ' — M V + W 

« ' - ' • * = ( * + * ) T ^ T T - ' 
se reduz a 

n'—Tiy=WiT1—m'ç'; . 

e subs t i tu indo nesta os valores p receden tes de m, m ' , n , n ' , resulta a 
equação do p a r a b o l o i d e : 
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S r
i y " - ^ V - ? y = o (S) (-;-). 

F.sta equação to rna - se idênt ica com a ( I ) , fazendo re l i a x" n e g a -
t i v o , e mudando depois r e spec t ivamen te x" e y" em y" e x": logo os p a -
r a b o l o i d e s , que as duas equações r e p r e s e n t a m , são idênt icos; e rol locados 
n ' u m a disposição tal q u e , dando a um delles o m o v i m e n t o de 9 0 3 cm torno 
do eixo dos z , todas as suas gene ra t r i ze s f icam em d i r e i tu ra com as do 
outro . 

T u d o isto concorda com o , q u e se demons t rou g e o m e t r i c a m e n t e . 

Dos planos tangentes ás superfícies planificareis. 

3 o . Um plano t a n g e n t e a u m a superf íc ie planificavel deve conter a 
g e n e r a t r i z que passa pelo ponto de c o n t a c t o , ou uma paral le la a e-sa g e -
n e r a t r i z , e a t a n g e n t e a uma secção da superf íc ie que passa por qua lque r 
ponto da gene ra t r i z . D o n d e re su l t am os processos ens inados na g e o m e t r i a 
discr ipt iva para t i ra r planos t angen te s aos cvl indros c aos cones. 

M a s em todos os p rob lemas relat ivos a e s t a s , e ás ou t ras supe r f í -
cies p l an i f i cáve i s , não se deve a j u n t a r à condição de tangenc ia senão 
mais ou t ra c o n d i ç ã o , por e x e m p l o , a de passar o plano por um ponto 
d a d o , ou a de ser paral ie lo a uma rec ta d a d a . Com e í í e i t o : sendo o plano 
t a n g e n t e n ' u m ponto da super f íc ie planificavel i g u a l m e n t e t a n g e n t e cm 
toda a ex tensão da gene ra t r i z que con tém esse p o n t o , a condição de t a n -
gencia envolve as duas condições que d e t e r m i n a m a posição da g e n e r a t r i z . 
P o r onde se vê , que não se pôde em ge ra l resolver o p rob lema de t i r a r 
um plano t angen t e á superf íc ie planificavel , de modo que contenha u m a 
rec ta dada : salvo o caso de ser a rec ta para l le la á g e n e r a t r i z do cy l in -
d r o ; por que então a passagem do plano por ella é consequência da pas -
sagem por um dos seus pontos. 

(v) Como para achar esta equação se não particularisaram os pontos da ge-
neratriz da superfície , por onde passam as directrizes do paraboloide , mas se 
tomaram todos os da mesma generatriz; e como por outra parle sabemos que as 
intersecções dos planos tangentes ein tres pontos da generatriz com as perpendi-
culares nesses pontos á mesma recta determinam o paraboloide: fica assim de-
monstrada analyticamente uma proposição comprehendida no n.° 75 dc Fourcv , 
a saber, que o paraboloide , que loca a superfície em tres pontos d'nma gene-
ratriz, a toca em todos os outros pontos da mesma recta. 
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3 6 . P a r a m o s t r a r q u e a na tureza das super f íc ies planificáveis envolve 
u m a condição re la t iva aos planos t a n g e n t e s , t o m e m o s as equações do c y -
l indro e do cone : 

mp + n q = l , z — c=p(x— a) + q{y — f>), 

nas quaes m e n d e p e n d e m da d i recção das genera t r i zes do cy l indro , e 
a , b , c , são as coordenadas do ver t ice do cone. 

A condição de s e r e m as gene ra t r i ze s do cyl indro paral lelos aos p l a -
nos t a i i g e n l c s , 

Z — z'=p(x — X1) + q{y — y'), 

d á ( F r a n c . M o t h . p u r . , n.° 6 6 7 ) 

mp + nq = 1 , 

q u e 6 a equação do m e s m o cyl indro . L o g o esta equação já e x p r i m e a 
condição de ser o plano t angen t e paral le lo ás genera t r i zes . 

Do m e s m o modo a equação do cone e x p r i m e a condição de passar o 
plano t angen t e pelo ver t i ce . 

Fm gera l o plano t a n g e n t e em qua lque r ponto de u m a super f íc ie 
planificavel passa pelo ponto onde a gene ra t r i z co r r e sponden te encontra a 
a res ta de r eve r são (n.° 1 2 ) . 

Dos planos tangentes ás superfícies de revolução. 

i 

3 7 . O plano t a n g e n t e em qua lquer ponto de u m a superf íc ie de r e v o -
lução deve con te r as t angen t e s ao paral lelo e ao mer id i ano desse ponto . 

P a r a cons t ru i r o plano t angen te quando o contacto deve t e r logar so -
l ire um parallelo dado , pôde e m p r e g a r - s e como super f íc ie auxi l ia r o cone 
c i r cumsc r ip to á superf íc ie por esse p a r a l l e l o , ou a esfera inscr ip ta pelo 
m e s m o p a r a l l e l o ; e quando o contacto deve ler logar sobre um m e r i d i a n o 
d a d o , pôde e m p r e g a r - s e o cy l indro c i r cumsc r ip to por esse m e r i d i a n o . 
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3 8 . A d e t e r m i n a ç ã o dos cones c i r cumsc r ip tos ás superf íc ies serve F.n."90. 
para acha r o con torno a p p a r e n t o das m e s m a s superf íc ies vistas do ver t ice 
do cone. Os ra ios visuaes q u e , pa r t indo desse p o n t o , vão tocar a s u p e r -
f ície , são as g e n e r a t r i z e s do cone. 

Seja A l i M C E (fig. 1 0 ) u m a superf íc ie d a 2 * o r d e m com cen t ro . 
T i r e - s e do ponto e x t e r i o r I ) u m a t angen te DM á m e s m a s u p e r f í c i e ; 

por M faça - se passar o plano MM 1 N paral le lo ao d i a m e t r a l l í B ' E ; e 
pelos d i f fe ren tes pontos M , M ' , M1 ' , . . . . da secção da superf íc ie pelo 
m e s m o plano t i r e m - s e planos M D O , M 1 D O , M ' ' D O que passem 
pe lo d i â m e t r o D O . As secções da superf íc ie por es tes ú l t imos planos se rão 
curvas A B M , AB 1M', A B " M " q u e encon t r a r ão M M ' M e B B ' E nos 
pontos M , M ' , M' ' , e B , B' , B" , 

Po r qua lquer ponto M' de M M ' N t i r e - s e uma t a n g e n t e á curva c o r -
r e s p o n d e n t e AB 1M'. C i m o O B ' e P M 1 são in tersecções dos planos M M ' N e 
B B 1 E com M 1 DO , es tas in tersecções são p a r a l l e l a s : ora AO e O B ' são os 
d i â m e t r o s conjugados de AB 1 M'; p o r q u e , d ividindo o plano d i ame t r a l B B ' E 
em duas pa r l e s iguaes todas as cordas da superf íc ie paral le las a A O , 
t a m b é m O B ' d iv ide em duas par tes iguaes aquel las des tas cordas q u e 
e x i s t e m no plano M ' D O : logo P1M' é a o rdenada do ponto M' r e fe r ido aos 
d i â m e t r o s con jugados de A B M ' , e a s u b t a n g e n t e 

a ^ — x ^ ( A O ) * — (PO)» 
x ~ P O 

é cons tante para todos os pontos da curva M M 1 N . 
D o n d e resu l ta , que todas as t angen t e s á super f íc ie nos pontos da s e c -

ção plana MM 1 N concor rem em D ; e por conseguin te a linha de contac to 
do cone c i r c u m s c r i p t o , cu jo ver t ice é D, com a superf íc ie é a c u r v i 
plana M M ' N . 

O m e s m o se mos t r a r i a a respe i to das superf íc ies de 2 . " o r d e m q u e 
não t e e m c e n t r o , por ser nellas a sub t angen t e = 2 A P ( f ) . 

( f ) Note-se que nestas superfícies o centro O está no infinito, ou que os diâ-
metros são parallelos ao eixo principal. Imprimindo na expressão 

(AO) '—(PO)* (AP)*+2(AP) . (P0) (AP) ' 
subtang. = : - = : ' — . + 2AP 

PO PO PO 

» condição P0 = oo , resulta subtang. = 2AP. 
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L o g o as curvas de con tac to dos cones c i r cumscr ip tos ás superf ícies 
de 2 . ° o r d e m são p l a n a s , e por isso t a m b é m de 2 . ° o r d e m . A s s i m , se 
a superf íc ie for um e l l i p so ide , a curva de contacto será uma el l ipse. 

3 9 . E s t e t h e o r e m a l a m b e r a s e pôde d e m o n s t r a r ana ly l i camen te . A p -
pi iquemos a equação do plano t angen t e (n.° 1 1 ) ás superf íc ies de 2 . " o r -
d e m , cuja equação d e s e m b a r a ç a d a dos t e r m o s em xz , yz , xy, é 

Ax2+ A'</2+ A V + 2Bx + 2B' i / + 2 Wz +E = O (a). 

A equação do plano t a n g e n t e a esta superf íc ie será 

(*'— x)(kx + B) + Cl/'— y)(A'y + B ' ) + ( * ' — * ) ( A » * + B-") = 0 , 

ou x'{\x+B)+y\A'y+W) f z < ( A " z + B " ) + B x + B ' ! / + B " z + E = 0 . . . (6) 

em v i r tude da equação (a ) . 
Su j e i t ando es te plano a u m a c o n d i ç ã o , da qual resu l te uma re lação 

e n t r e as coordenadas x, y, z, do c o n t a c t o ; e fazendo va r i a r o ponto de 
c o n t a c t o , sem que de ixe de sat isfazer á equação da superf íc ie ; a c o m b i n a -
ção des ta equação com aquella re lação , tendo logar para todos os pontos 
de c o n t u d o , dará a s equações da curva de contac to . 

P o r e x e m p l o : se o plano deve passar por um ponto fixo (« , ft , 7) , 
a equação (6) será 

< A ® + B ) + e ( A ' t / + B , ) + 7 ( A " S + B " ) + B x + B ' j / + B " z + E = 0 . . . . ( c ) ; 

e a in te rsecção da s u p e r f í c i e , r ep re sen tada por ( c ) , com a represen tada 
por (a ) será a curva de c o n t a d o . O r a (c) é a equação de um plano ; logo 
a curva de contac to é p lana. 

Se o plano t a n g e n t e deve ser c o n s t a n t e m e n t e paral le lo a uma recta 
dada 

x = mz , y = »13 , 

t e r e m o s ( F r a n c . Mat l i . p u r . n.° 6 6 7 ) 

A j - l B A 1 V - l B ' 

ou m Xx j n ; + n ( A ' y + B'; + A " s + B " = O : 
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e c o m o esta equação é a de um p l a n o , a cu rva de c o n t a c t o t a m b é m é 
p l ana . 

O m e s m o r e s u l t a r i a de c o n s i d e r a r e s t e caso c o m o c o m p r e b e n d i d o no 
p r e c e d e n t e , s u p p o n d o a u m a d is tanc ia infini ta o pon to (« , P , i ) . 

Ass im a s cu rvas de r o n t a c l o das s u p e r f í c i e s de 2 . " o r d e m c o m os 
cones e cy l indros c i r c u m s c r i p t o s a es tas supe r f í c i e s são p l a n a s : e são d e 2 . ® 
o r d e m ; p o r q u e a s suas e q u a ç õ e s r e s u l t a m da e l i m i n a ç ã o e n t r e u m a de 2 . * 
o r d e m e o u t r a de 1." 

P a r a t e r a posição da cu rva de c o n t a c t o , f a ç a m o s p r i m e i r o a l g u m a s 
cons ide rações s o b r e a s supe r f í c i e s d i a m e t r a e s . 

S e pelo m e i o d e todas a s co rdas d e q u a l q u e r supe r f í c i e p ropos ta 
para l le las a u m a r e c t a d a d a , 

x=:mzt y = nz, 

se f izer passar u m a s u p e r f í c i e , es ta supe r f í c i e se rá diametral, por d iv id i r 
em duas p a r l e s iguaes todas as co rdas pa ra l l e l a s á r e c t a d a d a . 

A e q u a ç ã o da s co rdas ó 

x = mz + e, y = nz + f . (d), 

sendo m e n c o n s t a n t e s , e e e f var iaveis na p a s s a g e m de u m a corda p a r a 
o u t r a . Se e n t r e [d) e a e q u a ç ã o F = O da supe r f í c i e e l i m i n a r m o s x e y, 
a e q u a ç ã o r e s u l t a n t e , q u e ó do m e s m o g r á o q u e F = O, t e r á a f ó r m a 

Ms 2 + Ns + P = 0 , 

n o caso d e ser F = O d o 2 . ° g r á o ; e d a r á o s s c o r r e s p o n d e n t e s á s e x -
N 

t r e m i d a d e s d e cada c o r d a . A s e m i s o m m a , S 1 = — das ra izes d e s -
ta equação se rá o s c o r r e s p o n d e n t e ao m e i o da m e s m a c o r d a . O r a Z1 é 
raiz da e q u a ç ã o 2 M s + N = 0 , d e r i v a d a de M s 2 + N z + P = 0; e es ta 
é idênt ica com a propos ta F = O1 depois de s u b s t i t u i d a s nella as e x -
pressões ( d ) de a ; e y : logo p a r a a c h a r S 1 , ba s t a t o m a r a d e r i v a d a de 
F = O, c o n s i d e r a n d o nella x e y c o m o funcções de s d a d a s pe las e q u a -
ções (d). E s t a d e r i v a ç ã o dá 
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m ( S ) + " ( ? ) + ( S ) = 0 <»>• 

Se s u b s t i t u í s s e m o s em (#) as exp re s sões (d) de x e y , t e r í a m o s a 
e q u a ç ã o , q u e pa ra c a d a e e f d a r i a o m e i o da co rda c o r r e s p o n d e n t e ; l o -
go a e q u a ç ã o (g) r e p r e s e n t a a superfície diametral, q u e d iv ide ao m e i o as 
c o r d a s pa ra l l e l a s á r e c t a d a d a . 

C o m b i n a n d o (a) c o m ( g ) , r e su l t a 

f?i(A® + B) + n(k'y + B ' ) + A "z + B " = 0 (li), 

q u e é a e q u a ç ã o de um p l a n o : logo a supe r f í c i e d i a m e t r a l d a s supe r f í c i e s 
d e 2 . " o r d e m é p lana ( V e j . t a m b é m F r a n c . M a t h . p u r . n . ° 6 8 2 ) . 

S u p p o n h a m o s a g o r a as co rdas pa ra l l e l a s á r e c t a , q u e u n e o v e r t i c e 
/ . B B ' B " \ , (« , P, 7) do cone c o m o c e n t r o I , - I da s u p e r f í c i e . 
V A A A ' 

T e r e m o s 
B B ' 

* + T ê + T / A A ' 
m = = B 7 ' ' " = — ' 

T f TT f + ' A r ' ' A " 

e s u b s t i t u i n d o e s t a s exp res sões na e q u a ç ã o (/1) do p lano d i a m e t r a l , v irá 

ou (A« + B) a + (A 'e + B')y + ( A " t + B " ) s + K = O ; 

c h a m a n d o K a p a r l e i n d e p e n d e n t e de x , y , r. 
C o m p a r a n d o es ta u l l i m a e q u a ç ã o com a (c) do plano da curva de 

c o n t a c t o , vê - se q u e os coe l í ic ien tes de x , y , z , são os m e s m o s em a m -
b o s : por consegu in te ( F r a n c . M a t h . p u r . n .° 67 Í-) o p lano da curva de 
c o n t a d o é pa ra l l e lo ao p lano d i a m e t r a l . 

Pla-
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Planos tangentes á superpcie enviesada de revolução. 

4 0 . O t r aço horizontal do plano t a n g e n t e a esta superf íc ie pótle d e t e r -
ixiinar-se pela condição de passar pelos t raços liorizontaes das g e n e r a t r i z e s 
de d i f e r e n t e sys tema t i r adas pelo ponto de con tac to ; ou de passar pulo 
t r a ç o d ' u m a des tas gene ra t r i ze s , e ser pe rpend icu la r ao t raço do m e r i d i a n o , 
q u e suppomos vert ical , onde I em logar o con tac to . O t r aço vert ical d e \ e 
passar pelo d ' u m a paral lela ao h o r i z o n t a l , t i rada pelo ponto de contacto 
ou , em g e r a l , por um ponto qua lque r que es te ja no plano t a n g e n t e . 

Nos d i f e r e n t e s p rob lemas a d i íbcu ldade consiste em achar os pontos 
de contacto. Se é dada a pro jecção horizontal dos pontos de c o n t a d o , está 
c la ro que esta pro jecção deve ser a de dous pontos da superf íc ie e q u i d i -
s tan tes do plano do a n n e l ; e por isso , quando se p rocu ram as pro jecções 
ve r t i caes dos mesmos pontos , d e \ e m estas projecções equ id i s l a r da p r o -
j ecção ver t ica l do annel . 

4 1 . Se o plano t angen t e ( F . , f ig . X V I I I ) deve passar por um ponto 
dado fora da superf íc ie , e se o con tac to t iver logar n' um para l le lo dado , 
u sa remos do processo segu in te . 

Seja ( n , n') um ponto qua lquer do paral le lo dado. T i r a d a s pela p r o -
jecção horizontal n de s t e ponto as t a n g e n t e s , gm , l)k, á pro jecção do 
c o l l a r , e depois a corda hg: de sc reva - se do ponto a como cen t ro o c i r -
culo t angen t e á corda hg; e por o l i r e m - s e t angen tes a es te c i rcu lo . 

Cada t angen te t i rada por o dá u m a corda g j i l cu j a s e x t r e m i d a d e s , 
y t e Iil , são projecções dos pés dos gene ra t r i ze s p rocu radas no plano h o -
rizontal que passa por O. Logo as t angen te s g í n i e I i lU l ao annel d a r ã o 
os pontos qí , S1 , e o t r aço horizontal qt S1 do plano t a n g e n t e p r o c u r a d o . 

Se do ponto a como cen t ro se descrevesse o c i rculo t angen t e á corda 
qs , a t angen t e a es te c i rculo paral le la a gí Iil seria o t r aço pedido </, S1. 

O t raço vert ical do plano passa pelo da paral lela (OgJ i l , o V ) ao 
t r a ç o hor izon ta l . 

4 2 . Se o plano t a n g e n t e deve passar por uma rec ta dada : a che - se o 
t r aço desta recta sobre o plano do annel ; e des te t raço conr.o ver t ice d e s -
c reva - se um cone c i r c u m s c r i p t o á s u p e r f í c i e : o plano t a n g e n t e a este co-
ne , que passar pela recta , será o p e d i d o . 

F r o c u r e m o s a posição e f igura da base do cone c i r c u m s c r i p t o . 
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T o m e m o s para e ixo dos x o t r aço , sobre o plano do annel , do m e -
r id iano que passa pelo ver t ice do c o n e ; para e ixo dos y o t raço do m e r i -
diano pe rpend icu l a r ao p r i m e i r o ; e para e ixo dos z o e ixo de ro tação . 
É ev iden te que cada um dos planos [xy) , (xz) , (yz), pas<a pelo meio de 
Iodas as cordas paral lelas á in tersecção dos outros d o u s : por conseguin te 
es tes planos são prinripars; e os dous t raços , e o e ixo de ro tação , são 
eixos da superf íc ie . Donde r e s u l t a , que o plano da curva de c o n t a c t o , d e -
vendo ser paral le lo no plano (yz) con jugado com x, ó pe rpend icu la r ao do 
a n n u l , e ao t r aço do m e r i d i a n o que con tém o v e r t i c e ; e que os dous e ixos 
des ta curva ex i s t em nos planos (xy) e (xz), e são paral lelos ans y e z. 

Logo os dous e ixos da curva de contacto se rão dados pelos pontos , 
onde tocam a super f íc ie as g e n e r a t r i z e s do cone ex i s t en te s nos planos (xy) 
c (xz) ; e se a c h a r ã o t i r ando do ver t ice t angen tes ás curvas que r e su l t am 
da secção da super f íc ie por estes planos. Às t a n g e n t e s , que se poderem t i -
rnr , d e t e r m i n a r ã o as e x t r e m i d a d e s do e ixo r e a l ; e a s , q u e não se p o d e -
r e m t i r a r , indicarão a exis tencia do e ixo imag ina r io no plano c o r r e s p o n -
den te . 

Ora as secções da superf íc ie pelos planos (xy) e (xz) são o a n n e l , 
e a hvpe rbo le c e n t r a l , cu jo e ixo tmnsve r so é o d i â m e t r o do annel L o g o : 

1 .° Se o ver t ice es t iver fora do a n n e l , ficará den t ro d ' u m dos r a -
mos da hvperbo le ; as t angen te s ao annel da rão o e ixo t ransverso ; e o 
ou t ro e ixo será imag ina r io , por não se p o d e r e m t i ra r as t angen tes á h y -
p e r b o l e . 

2 . ° Se o ve r t i ce est iver den t ro do annel , f icará en t r e os dous r amos 
da h v p e r b o l e ; as t angen tes á hyperbo le durão o e ixo r e a l ; e o ou t ro 
e ixo será imag ina r io , por não se pode rem t i r a r as t angen tes ao annel . 

3 . ° Em fim , se o ver t ice es t iver na c i r cumferenc ia do a n n e l , as 
t angen tes a es te r e d u z i r - s e - h ã o a uma s ó , assim como as t angen t e s á 
h y p e r b o l e , que serão pe rpend icu la res ao plano do a n n e l ; os dous eixos 
a n n i q u i l a r - s e - h ã o ; e o cone ficará reduz ido ao plano das duas rec tas p a -
ral le las ás a sympto ta s . 

4 3 . P a r a conf i rmar estes resul tados pela a n a l y s e , façamos 5 = 9 0 ' 
na equação da secção do hyperboio ide por um plano [ F . n.° 7 0 , e q . 
CO] 
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o q u e a reduzi rá a 

y2= x 2 c o t 2 . + a 2 — l \ 

E s t a equação é d ' u m a l ivperbole ; e as suas a s v m p t o t a s , 

y = ± x cot» , 

por se rem paral le las ás da b y p e r b o l e c e n t r a l , fazem com o plano do a n -
nel o m e s m o angulo que fazem com es te plano as g e n e r a t r i z e s da s u p e r f í -
c ie . Pos to i s t o : 

Se o ver t i ce do cone for e x t e r i o r ao annel , o t r aço do plano da 
curva de con tac to sobre o plano do annel será in te r ior ao m e s m o a n n e l ; 
p o r q u e os p o n t o s , onde tocam o annel as t angen te s q u e se lhe t i r a m do 
v e r t i c e , devem pe r t ence r á superf íc ie . L o g o a > b ; e na equação da b y -
pe rbo le de con tac to o e ixo dos y , ex i s t en t e no plano do annel , será o 
r ea l . 

Se o ver l ice do cone for in te r ior ao annel , o t r aço do plano da h y -
p e r b o l e de contacto não co r t a rá o mesu io a n n e l ; p o r q u e , se o cor tasse , 
e x i s t i r i a m no annel dous pontos da curva , que deve r i am cor responder a 
duas t angen te s t i r a d a s pelo ver l ice ao m e s m o a n n e l , o q u e é impossível . 
L o g o a <b; e na equação da hype rbo l e de c o n t a d o o eix.o dos x, p e r -
pendicular ao plano do annel , é o rea l . 

Em fim , se o ve r t i ce es t iver na c i r cumferenc ia , o t r a ç o do plano 
da curva de contacto tocará o annel . Logo a = b; e a equação da curva 
r e d u z i r - s e - h a á das a svmpto t a s y = ± x c o t a . 

4 4 . P r o c u r e m o s d i r e c t a m e n t e a e x p r e s s ã o analyt ica das d i f fe rentes 
p rop r i edades do cone c i r c u m s c r i p t o , que f i cam enunciadas . 

V i m o s [n.° 23 , ( f ) J q u e a equação do hyperbo lo ide de revolução , 
r e f e r ida ao cen t ro do annel , é 

y*+ Xi=U2+ z2 cot"«; 

sendo (yx) o plano do annel , e 6 o angulo q u e as gene ra t r i ze s fazem com 
es te p lano. 

C o m p a r a n d o esta equação com a ( a ) do n.° 39 , a equação (c) do 
m e s m o n . ° , que é a do plano da curva de c o n t a d o do cone c i r c u m s c r i p t o , 
r e d u z - s e a 
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«•x -f- Pi/ — t z2 cot3® — a2= 0 ; 

ou fazendo -j = 0 , quando o ver t i ce do cone está no plano do a n n e l , 

o.x+ ^y — a2= 0. 

E s t a e q u a ç ã o , por não con te r s , é a do t r aço do plano da curva 
sobre o plano do a n n e l , e ao m e s m o t e m p o a projecção da curva sobre 
e s t e u l t imo plano. Donde resul ta , que o plano da curva de contac to é 
pe rpend i cu l a r ao do annel . 

D a m e s m a equação t i r a - s e 

e como a equação do t r aço do m e r i d i a n o , que passa por (a , p ) , é y= - x, 
CL 

s e g u e - s e q u e o plano da curva de contac to é p e r p e n d i c u l a r ao m e r i d i a n o 
q u e con tém o ve r t i ce do cone . 

D' onde resul ta q u e , se t o m a r m o s o t raço des te mer id i ano para e ixo 
dos x, o plano da curva será para l le lo a (yz). N e s t a '^hypothese é p = 0, 
o q u e reduz a 

ttX — a2= 0 , y2+ x2= a2+ z2 c o t 2 o , 

as equações p r e c e d e n t e s , q u e d e t e r m i n a m a curva de contacto . 
A l . " destas equações dá x> , = , ou <a , 

o e n f o r m e é «< , = , ou > a: 

logo o t r aço do plano da curva de con tac to fica d e n t r o do annel , ou o 
toca , ou fica fóra de l le , c o n f o r m e o ver t i ce do cone é e x t e r i o r ao m e s m o 
annel , ou está na sua c i r cumfe renc i a , ou lhe é in te r io r . 

E l im inando x e n t r e as duas e q u a ç õ e s , r e su l t a a projecção da curva 
sobre o plano (yz) 
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y 2 = S 2 C O t i A + - I a 2 ) ; 

que é a equação da m e s m a curva , por ser o seu plano para l le lo a (yz). 

4 5 . Pos to i s t o : 
i . ° Se « > a ; pondo na equação p r e c e d e n t e s — O , o scmie ixo t r a n s -

verso da h y p e r b o l e , paral le lo aos y , se rá 

A = - y / a ' — a 2 . 

Ora a o rdenada do a n n e l , co r r e sponden te a x= — , é 

V = V a i - x 2 = - y j a 2 = A : 

logo a corda de secção do plano da curva de con tac to com o annel é o 
eixo t ransverso . 

Como a equação das t a n g e n t e s ao a n n e l , t i r a d a s pelo ve r t i ce , é 

ou y 2 + » 2 = *x : 

se c o m b i n a r m o s esta e q u a ç ã o c o m a do annel 

y +® = a , -

t e r e m o s x = ^~ pa ra abscissa dos pontos de t a n g e n c i a . D o n d e resul ta 
CC 

que es tes pontos são as e x t r e m i d a d e s do e ixo t ransverso ; e q u e , para 
achar es tas e x t r e m i d a d e s , bas ta t i r a r aquel las t a n g e n t e s . 

2 . ° Se « = a: os e ixos a n n i q u i l a m - s e ; 6 X = a; e a equação da 
curva r e d u z - s e a y= ±z cot a. P o r o n d e se vê , q u e o t r a ç o do plano da 
linha de contac to é t angen t e ao a n n e l ; e q u e esta linha se reduz ao sy -
s tema de d u a s r e c t a s para l le las á s a sympto ta s . 
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3 . ° Se * < a: o s emie ixo t ransverso A 1 , para l le lo aos z, é 

A ' = ——— ^ a 2 — « \ 
a Col 9 

A secção da superf íc ie pelo mer id i ano do ponto (O , a ) , 

é V = ^ c o f e + a 2 ; 

e por isso a equação das t angen t e s a esta s e c ç ã o , t i r adas pelo ver t ice 
( O , <*), d á , nos pontos de c o n t a c t o , 

dx z cot2s 
X a. = z —— =Z 

dz x ' 

OU x2— S2COt9S + o-x. 

C o m b i n a n d o esta equação com a da hyperbo le mer id iana 

Xl= S2Cot2S -f a 2 , 

t e r e m o s para os pontos de tangenc ia as c o o r d e n a d a s : 

a 2 C t ^ a i - a 2 

* = - , z = dz = A ' ; 
a a COt S 

das quaes se deduz p r i m e i r a m e n t e , q u e es les pontos es tão no plano da 
curva de contacto , e por conseguin te no e ixo t r a n s v e r s o ; e d e p o i s , q u e 
es le e ixo é igual á dis tancia e n t r e el les. L o g o as t angen tes t i r adas do 
ve r t i ce do cone á h y p e r b o l e m e r i d i a n a d e t e r m i n a m as e x t r e m i d a d e s do 
e ixo t ransverso ( f ) . 

( t ) Como , na passagem do vertice do cone de exterior para interior ao an-
nel , o eixo horizontal A vae diminuindo, ao passo que o verlice se approxima 
da circumferencia; até se reduzir a zero quando o vertice chega á mesma cir-
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4 0 . Const ru indo nes te caso a hype rbo l e m e r i d i a n a , cujos l . ° e 2 . " 
eixos s3o a e a t a n g ô , e cu jas a sympto t a s fazem com o e ixo t ransverso 
o angulo 8; e depois t i r ando do ver l i ce do cone , q u e se q u e r c i r c u m s c r e -
v e r , t angen tes a esta h y p e r b o l e ; a c o r d a , que passar pelos pontos de t a n -
gencia , será o I . 0 e ixo da curva de c o n t a c t o : e c o m o as a sympto t a s 

y = db z cot 0 

s3o paral le las ás genera t r i zes da superf íc ie ; fica fácil a cons t rucção des t a 
curva , e dos pontos de con tac to das t a n g e n t e s t i r adas a ella pelo t r aço 
da recta dada sobre o seu plano (•{•)• 

4 7 . Q u a n d o a rec ta d a d a 6 paral lel la ao plano do annel , o v e r t i c e 
do cone fica a u m a distancia infinita do c e n t r o ; o cone to rna - se n' um 
cyl indro c i r c u m s c r i p t o , cujas g e n e r a t r i z e s s3o paral le las á r e c t a ; e os 
pontos de t a n g e n c i a , que d e t e r m i n a m o e ixo t ransverso , sâo as e x t r e m i -
dades do d i â m e t r o pe rpend icu l a r á pro jecção horizontal del ia . Assim o 
p rob lema r e d u z - s e neste caso a t i r a r t angen te s á hype rbo l e cen t ra l , de 
cujo plano é t raço aquel le d i â m e t r o , pelo ponto onde a rec ta encon t ra o 
m e s m o plan>. 

cumferencia , c passar a imaginario quando o vertice se torna interior ao annel : 
vè-se que a quantidade A' se torna de positiva em negativa , passando por zero. 
E assim deve ser ; porque esta passagem deve seguir a lei de continuidade , 
quando a seguir o movimento do vertice do cone de fóra para dentro do annel. 

Esta advertencia desvanece a singularidade, que parece haver na inversão 
que soffrem os ramos da hyperbole de contacto pela passagem do vertice do cone 
de fóra para dentro do annel. 

( f ) A conslrucção é a seguinte : 
Fazendo gyrar (fig. 12) o plano meridiano Og ate ficar parallelo ao verti-

cal , a hyperbole meridiana projectar-se-ha neste em verdadeira grandeza; o 
seu eixo transverso será III—diamet. do annel; e as asymptotas serão as paral-
lelas ás generatrizes aa e cc. Pela rotação o ponto (g, g') virá a (G , G'); e ti-
rando de (G, G') tangentes á hyperbole, acharemos dous pontos de contacto (M. 
M ) e (M , N') , cuja distancia M N' será o eixo real da base do cone. Itepoado 
depois o meridiano na posição primitiva: M iN' tomará a posição m V ; o traço do 
plano da curva de contacto será mk perpendicular a Og ; e a intersecção k deste 
traço com a projecção horizontal gli da recta dada determinará o ponto (/<', k ) , 
onde ella atravessa aquelle plano. Tirando pois pelo ponto (k , k!) tangentes á 
hyperbole , cujo eixo transverso vertical é m'n', e cujas asymptotas são a a e 
cc1 parallelas a aa e cc; teremos os pontos, pelos quaes, e pela recta dada, de-
vem passar os planos tangentes. 

Assim a construcção reduz-se ao que já se ensinou no l .° caso. 
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Quando o p o n t o , onde a rec ta dada encontra o plano da base do 
cone , e do qual se d e t e i n t i r a r t angentes á mesma base , ficar d<?ntro 
d ' u m dos seus r a m o s , não se poderão t i r a r es tas t a n g e n t e s , e o p rob lema 
será impossível . Jista c i rcumstanc ia t em logar quando a rec ta dada não 
encont ra a s u p e r f í c i e ; como logo m o s t r a r e m o s . 

4 8 . Como pelo ponto de contac to passam duas g e n e r a t r i z e s q u e 
ex i s t em no plano t a n g e n t e , uma delias pelo menos lia de neces sa r i amen te 
e n c o n t r a r a rec ta d a d a . 

O m e s m o se vê a t t e n d e n d o a q u e , sendo em ge ra l dous os pontos 
de contacto dados pela cons t rucçâo , a gene ra l r i z de um sys tema , que passa 
por um d e l l e s , deve encont ra r a de d i f f e ren te sys tema que passa pelo 
o u t i o ; e como os planos t a n g e n t e s , que as c o n t e e m , conco r r em na rec ta 
d a d a , a in te rsecção b a d e ser na mesma r ec t a . Logo a recta dada e n c o n -
t r a a superf íc ie em dous p o n t o s , quando por ella se podem t i r a r planos 
t a n g e n t e s á m e s m a super f íc ie . 

A cons ideração p r eceden t e mostra com toda a c l a r e z a , que as q u a t r o 
g e n e r a t r i z e s co r re sponden tes aos dous pontos de contac to dão só duas i n -
te r secções com a r e c t a . 

Donde resul ta um novo processo para t i r a r pela rec ta dada planos 
t a n g e n t e s á super f í c ie . 

P r o c u r a m - s e as in tersecções da recta com a superf íc ie ( F . n.° t i l ) ; 
e pelas pro jecções hor izontaes del ias t i r a m - s e t angen te s ao annel . Os t r a -
ços dos planos t angen tes devem passar pelos da recta dada , e pelos das 
g e n e r a t r i z e s cujas projecções hor izontaes são aquel las t angen tes . 

I n v e r s a m e n t e : quando pelo processo ord inár io se a c h a m os pontos de 
c o n t a c t o , as qua t ro gene ra t i i z e s , que por elles p a s s a m , combinadas duas a 
duas de d i f fe ren te sys tema , dão os dous pontos onde a recta encontra a 
super f í c ie . 

Se a r ec ta dada ó paral lela ás duas g e n e r a t r i z e s , que d e t e r m i n a m 
o plano t angen te q u e a c o n t é m , o ponto de contacto ó 110 infini to. Ora , 
r o m o e n t as gene ra t r i ze s são paral le las e n t r e s i , as p a r a l l e l a s , q u e no cone 
a sympto t i co lhes c o r r e s p o n d e m , c o i n c i d e m ; logo o p lano , que con tém as 
p r i m e i r a s , é t a n g e n t e ao cone. Po r onde so v ê , que para cons t ru i r neste 
caso os planos t angen tes á supe r f í c i e , basta t i r a r pela r ec t a dada planos 
t a n g e n t e s no cone asympto t i co : e o p rob lema é pos s íve l , por ser a rec ta 
dada paral lela a uma gene ra l r i z do cone. 

Na cons t rucçâo ord inar ia t em logar o contacto no infinito , quando o 
p o n t o , onde a rec ta dnda encontra o plano da base do cone c i r c u m s c r i -
p t o , p e r t e n c e a u m a das a sympto ta s du mesma base . 
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4 9 . Do que a c a b a m o s do ver nos dous n ú m e r o s p r e c e d e n t e s resu l ta , 
que o p r o b l e m a de t i r a r pela rec ta dada p lanos t angen tes á super f íc ie é 
i m p o s s í v e l : ou quando o t r aço da rec ta sob re o plano da base do cone 
c i r c u m s c r i p t o f ica in te r ior a um dos r amos da m e s m a b a s e ; ou quando a 
r ec t a não encon t r a a superf íc ie . M a s estes dous c a r a c t e r e s d ' imposs ib i l i -
dade não são d i s t i n c t o s , como vamos m o s t r a r . 

P a r a t e r as in tersecções da rec ta d a d a , que encont ra o plano do annel 
no ponto (a ,0,0), com a s u p e r f í c i e , e l i m i n a r e m o s as coordenadas e n t r e 
ãs suas equações 

x — a. = viz, y = nz, 

a s 2 + s 2 col2e + a 2 ; 

o q u e d a r á , fei tas as r e d u c ç õ e s : 

* - m , . ! . n , 1 _ c o t , J • ' ) - ( « > 1 ' * ) j 

» / ' = — " . (—mx±Va'inÁ+n\az~*•)—ia*— « ' - j co t^ 
J m + n — c o t 6 V . 

P a r a t e r a in te rsecção da rec ta com o plano da base do c o n e , e l i -
m i n a r e m o s as coo rdenadas e n t r e as suas equaçõas e a equação do p l a n o , 

o que d a r á 

x-— o=mz, y = nz, 

«•X — a2= O; 

2. f. f 7. ">. \ 
= » = * — , ( í ) . 

Via. Ma x ' 

l . ° C A S O . a > a. 

O e ixo dos z 6 t r ansverso . 
8 
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A in te rsecção da rec ta com o plano da base lerá logar fóra dos r a -
mos delia , quando z" subs t i tu ído por z na equação da m e s m a base 

If=Si co t 2 0 

fizer y i m a g i n a r i o , ou y rea l e < y"; e t e rá logar d e n t r o d' um dos r a -
m o s da b a s e , q u a n d o , fe i ta aquella subs t i tu ição , sa i r y rea l e > y1'. 

O r a a subs t i tu ição dá 
0 

logo as condições necessar ins para q u e y seja i m a g i n a r i o , ou r e a l e < y " ; 
e pa ra q u e se ja rea l e > y" ; s ã o : 

P a r a y imag ina r io o 2 n i 2 — ( a 2 — a 2 ) c o t 2 0 > 0 . 

• P a r a y<y" n 2 ( a 2 — <*2) + a 2 / n 2 — ( a 2 — a 2 ) co t 2 • > 0. 

P a r a y > y1' n 2 ( a 2 — « 2) + a 2 m 2 — ( a 2 — * 2 ) co t 2 a < 0. 

C o m p a r a n d o es tas condições com as equações ( a ) , vê-se q u e a s d u a s 
p r i m e i r a s , co r responden tes a y imag ina r io e a y < y", d3o z' e y1 r e a e s ; 
e que a u l t i m a , co r r e sponden te a y>y'', dá z' e y' i m a g i n a r i o s : logo a 
r e c t a encont ra a s u p e r f í c i e , quando a sua in te r secção com o plano da 
da base do cone t e m logar fóra dos r a m o s da m e s m a b a s e ; e não e n c o n -
t r a a s u p e r f í c i e , quando aquel la in te rsecção t e m logar d e n t r o d ' u m dos 
r a m o s . 

2 . ° C A S O . a < «. 

O e ixo t ransverso é o dos y. 
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A rec ta encon t ra o plano da base fóra dos r a m o s delia , quando a 
y = y" co r r e sponde z imag ina r io , ou z real e < z" ; e não o e n c o n t r a , 
quando a il = y" co r responde z>z". Ora y = y" subs t i tu ído na equação 
da base dá 

S 2 C C t 2 A = L Z ^ l . [ u 2 ^ 2 — a 2 ) — m V ] ; 
m V ' J 

logo t e r emos as c o n d i ç õ e s : 

P a r a z imag ina r io a 2 » i 2 + n 2 ( a 2 — « 2) > 0 

P a r a z < z" « 2 ( a 2 — a 2 ) + a
2 m 2 — ( a 2 — a 2 ) co t 2 a > 0 

P a r a z > z" n 2 ( a 2 - - «2) + aW— ( a 2 — « 2) co t 2 6 < 0 . 

As duas p r i m e i r a s dão s' e j/' r e aes ; a u l t ima dá z' e y' i m a g i n a r i o s : 
d' onde r e s u l t a m as m e s m a s c o n c l u s õ e s , que no caso de a > <*. 

Assim , em todos os casos, a in tersecção da r ec t a dada com o plano 
da base do cone c i r cumscr ip to tem logar f ó r a , ou d e n t r o , dos r amos des ta 
b a s e , segundo a m e s m a recta e n c o n t r a , ou não e n c o n t r a , a s u p e r f í c i e ; de 
sor te que são idênticos es tes dous c a r a c t e r e s , pelos quaes se conhece a 
possibi l idade ou imposs ib i l idade de t i r a r pela recta dada planos t angen te s 
á super f íc ie . 

Planos tangentes a algumas outras superfícies enviesadas* 

5 0 . Cons ide remos a superf íc ie env iezada , q u e t e m por d i rec t r izes t res 
ellipses s eme lhan t e s s i tuadas em planos paral le los e equ id i s t an te s , cujos 
centros es tão n ' u m a m e s m a recta pe rpend icu la r a e l l e s , e das quaes a 
media é m e n o r , e as e x t r e m a s são iguaes e n t r e si. T o m e m o s o plano da 
media para plano horizontal , e façamos passar o ver t ical pelo e ixo m a i o r . 

Dua s genera t r i zes de d i f fe ren te svs tema s e m p r e es tão no m e s m o 
plano ( F . n.° 1 0 3 ) . 

31as nunca o es tão duas do m e s m o sys tema . 
Com efleito a in te rsecção das projecções hor izontaes , que se c o r t a m , 



6 0 COMPLEMENTOS • 

co r r e sponde n ' u m a das gene ra t r i ze s a um ponto infer ior ao plano do a n -
nel , e na ou t ra a um s u p e r i o r ; e as projecções Iiorizonlaes para l le las c o r -
r e spondem a projecções ver t icaes , que se co r t am : donde resul ta , que as 
gene ra t r i ze s do m e s m o sys tema nem se c o r t a m , nem são paral le las . 

Logo a superf íc ie é um hvpe ibu lo ide e n v i e z a d o , e por conseguin te 
u m hype rbo io ide d e u m a fo lha . 

5 1 . C o r t e m o s o hype rbo io ide de u m a folha por dous planos p a r a l l e -
los ao annel e equ id i s tan tes del le . Como as secções são cll ipses s e m e l h a n -
tes ao annel e iguaes e n t r e si , qua lque r t angen te ao annel 6 a pro jecção 
horizontal de uma recla que encontra as ou t ra s el l ipses ( F . n.° 1 0 3 ) : logo 
es ta rec ta assenta na superf íc ie ; po rque , se a a t ravessasse , só o poder ia 
fazer em dous pontos , por ser a superf íc ie do 2 . ° g r ã o . 

T a m b é m se pôde mos t r a r s y n t h e t i c a m e n t e que as projecções ver t i caes 
das g e n e r a t r i z e s são t angen te s á hype rbo l e r e su l t an t e da secção da s u p e r -
fície pelo plano ver t ical , a qual é a pro jecção ver t ical da super f íc ie . Com 
ef fe i to o plano t angen t e em qua lque r ponto desta h y p e r b o l e deve con te r 
as t angen t e s a cila , e ã el l ipse horizontal de que esse ponto é v e r t i c e : 
o ra a t a n g e n t e a esta el l ipse é pe rpend i cu l a r ao plano v e r t i c a l ; logo o 
p lano t a n g e n t e é pe rpend icu l a r ao m e s m o p l a n o ; e o seu t r a ç o , t a n g e n t e 
à h y p e r b o l e , é a pro jecção ver t ical das genera t r i zes q u e nelle e x i s t e m . 

E s t e s resu l tados j á s e a c h a r a m por ou t ro modo nos n . o í 2 0 , 21 , 

5 2 . I 'a ra d e m o n s t r a r ana ly t i c amen te a i den t idade da superf íc ie g e -
r a d a pelo mov imen to da rec ta sobre as t r e s el l ipses com o hyperbo io ide 
de u m a folha , p r o c u r e m o s a sua equação . 

As equações das t r e s el l ipses são 

c h a m a n d o h a razão dos eixos m a i o r e s , que l a m b e m é a dos e ixos m e -
nores , por se rem as el l ipses s e m e l h a n t e s . 

E as equações da rec ta g e n e r a t r i z são 

e 2 2 . 

x = mz + p, y = nz + q. 
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As t res condições do encont ro das d i rec t r i zes pela g e n e r a t r i z dão 

«Y + ! f f = a2b2, a2(nh ± q)2+ b2(mh ± p)2= a W , 

21 2 

a"q2+ b2p2= a2b2, a2nq + b2mp = O, a2n2+ Vm2= —- (k2— 1). 
Il 

Subs t i tu indo nas duas p r i m e i r a s des tas t r e s equações as expressões 
de p e q t i r adas das equações da g e n e r a t r i z , e a t t e n d e n d o á t e r ce i r a , vem 

« y + 6 V — 2 z(a2ny + b2mx) + ~ (k2— i)z2= ab\ 
íif 

a2ny + b2mx — ( k 2 — 1 )z = O ; 
li 

das q u a e s , mul t ip l i cando a segunda por 2s e s o m m a n d o com a p r ime i r a , 
d e s a p p a r e c e m em fim m e n, e resul ta a equação da super f íc ie 

a2y2+ b2x2— ~ (k2— 1) z2= a2b\ 
Ii 

y- x* tf—i 2 . 
tf j \ 

Fa zendo — = - r , t e m o s 
h c 2 

U2 = c2(h2— 1) =Ç(a2k2— a2). 

D o n d e resu l t a q u e , desc revendo com os semie ixos a e c u m a h y -
perbo le v e r t i c a l , e s t a r ão nesta h y p e r b o l e as e x t r e m i d a d e s dos e ixos m a i o -
r e s das duas el l ipses e x t r e m a s . O r a a equação da s u p e r f í c i e , que pela 
hypo these p r e c e d e n t e t o m a a f ó r m a 
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Cear ia a m e s m a , se se adop t a s sem pa ra d i r e c t r i z e s e x t r e m a s ou t r a s e l l ipses 
s e m e l h a n t e s á m e d i a e cu jos e ixos t ivessem as e x t r e m i d a d e s s o b r e a h y -
p e r b o l e : logo esta supe r f í c i e é um h y p e r b o i o i d e d ' u m a fo lha , q u e t e m por 
s e m i e i x o s a , b , c; cu j a d i r e c t r i z de fó rma c o n s t a n t e é a h y p e r b o l e v e r t i -
cal desc r ip l a c o m os s e m i e i x o s a e c ; e cu ja g e n e r a t r i z é , n ' u m a das 
suas posições , a e l l ipse d e s c r i p t a c o m os s e m i e i x o s a e b. 

Alii t e m o s pois I res modos de g e r a ç ã o da super f í c i e ; ou c o n s i d e r a n -
d o - a c o m o env iezada de d i r e c t r i z e s r ec t i l i neas ; ou c o m o enviezada de d i r e -
c t r i ze s e l l i p t i c a s , p a r a l l e l a s , e s e m e l h a n t e s ; ou f i n a l m e n t e c o m o super f í c i e 
de 2 . a o r d e m , q u e t e m por d i r e c t r i z u m a h y p e r b o l e , é po r g e n e r a t r i z 
u m a e l l ipse de f ó r m a c o n s t a n t e e g r a n d e z a va r i ave l . 

n . ° 1 0 o . 5 3 . T r a c t e m o s agora d a supe r f í c i e e n v i e z a d a , q u e t e m por d i r e c t r i z e s 
dous c i rculos v e r t i c a e s , para l le los e i guaes , e u m a r e c t a hor izonta l t i r ada 
p e r p e n d i c u l a r m e n t e aos planos dos c i rcu los pe lo c e n t r o do p a r a l l e l o g r a m m o 
f o r m a d o s o b r e os seus d i â m e t r o s . 

Es t a supe r f í c i e (Biais passe) o f f e rece u m a a p p a r e n c i a m u i t o r e g u -
l a r . com d u a s pa r t e s s y m m e t r i c a s , u m a d e s d e a g e n e r a t r i z hor izon ta l , q u e 
passa por duas e x t r e m i d a d e s dos d i â m e t r o s , a t é ôquel la q u e é para l le la 
ao h o r i z o n t e ; ou t r a d e s d e esta s e g u n d a g e n e r a t r i z a t é á hor izonta l q u e 
passa pelas o u t r a s duas e x t r e m i d a d e s dos m e s m o s d i â m e t r o s . 

Q u a n d o esta supe r f í c i e se e m p r e g a p a r a c u b r i r com u m a a b o b a d a o 
e s p a ç o p a r a l l e l o g r a m m o c o m p r e h e n d i d o e n t r e os dous c i r c u l o s , é n e c e s s á -
r i o d a r às j u n t a s a c o n f i g u r a ç ã o de pa rabo lo ides h y p e r b o l i c o s , i guaes aos 
a u x i l i a r e s q u e s e r v e m p a r a a c o n s t r u c ç â o dos planos t a n g e n t e s , e q u e se 
c o n f u n d i r i a m com elIes se se lhes desse o m o v i m e n t o de r o t a ç ã o de 9 0 ' 
em to rno das g e n e r a t r i z e s c o r r e s p o n d e n t e s da super f í c i e (n.° 3 3 ) . 

T a m b é m sa t i s f azem á c o n d i ç ã o d ' e n c o n t r a r a s t r e s d i r e c t r i z e s as 
r e c t a s t i r a d a s do c e n t r o do p a r a l l e l o g r a m m o para os pontos de u m a d a s 
c i r c u m f e r e n c i a s ; po rque es tas r e c t a s e n c o n t r a m a o u t r a c i r c u m f e r e n c i a na ' 
r e g i ã o oppos la r e l a t i v a m e n t e ao p lano ho r i zon ta l . A super f í c i e c o m p õ e - s e 
e n t ã o dos dous r a m o s d ' u m cone de base c i r c u l a r ; m a s é c la ro q u e e s l e 
cone não pôde se rv i r para o f im de c u b r i r com u m a a b o b a d a o e s p a ç o 
p a r a l l e l o g r a m m o ( L e r o y , G e o r a . d e s c r . n .° 5 9 4 — 5 9 7 ) . 

5 4 . P a r a t e r a e q u a ç ã o des ta supe r f í c i e t o m e m o s por o r i g e m das 
coo rdenadas o c e n t r o do p a r a l l e l o g r a m m o ; por e ixo dos s u m a p e r p e n d i -
cu l a r no h o r i z o n t e ; por e i x o dos y a d i r ec t r i z r ec t i l ínea ; e por e ixo dos 
x u m a parul le la aos d i â m e t r o s dos c i rcu los . As e q u a ç õ e s das d i r e c t r i z e s 
s e r ã o : 
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x = 0 , z = 0 ; y = b, [x — a ) 2 + s 2 = r 2 ; y = — b, [x + a ) 2 + s 2 = r 2 . 

C o m b i n a n d o eslas equações com as da g e n e r a t r i z 

x = my+p, z = ny + q, 

r e su l t am as t r e s equações de c o n d i ç S o : 

1=2 , (± mb 4- P =F a ) 2 + (=fc «6 + 2 ) ' = r 2 

m n 

A differença das duas u l t imas d á , a t t e n d e n d o á p r i m e i r a , 

p[mb — a ) + qnb = O = ? [ w ( m 6 — a ) + n 2 6] . 

o p , . . 
O factor - = 0 = - reduz i r ia a s equações da gene ra t r i z a 

n m 

x = myt z = ny, 

que , por s e r em as de uma rec ta t i r ada pela o r i g e m , d a r i a m u m a superf íc ie 
cónica. O ou t ro f a c t o r , com as o u t r a s equações de c o n d i ç ã o , dá 

t í j6(z2- j- x2) = ax2, p = x — my, 

o p 2 + ( a 2 — r > 6 — a m 2 6 2 = 0 ; 

d ' onde resul ta a e q u a ç ã o da s u p e r f í c i e : 

[axy — % 2 + z 2 ) ] 2 = 6 2 [ r V + ( r 2 — a 2 )= 2 ] . 

5 5 . Q u a n d o se que r a c h a r a equação da cu rva f o r m a d a pelas i n t e r -
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secções consecut ivas das pro jecções das genera t r i zes d ' u m a superf íc ie s o -
b r e um dos planos c o o r d e n a d o s , e l i m i n a m - s e por me io das equações de 
condição todos os p a r a m e t r o s menos um ; e d i í f e renc ia - se em o r d e m ao 
p a r a m e t r o r e s t a n t e a equação da projecção da g e n e r a t r i z sobre o plano de 
q u e se t r ac t a : e l im ina - se depois o m e s m o p a r a m e t r o e n t r e esta equação 
e a de r ivada ; e a equação r e su l t an t e é a p ed ida . 

Fa zendo isto a respe i to das projecções das gene ra t r i ze s da supe r f í c i e , 
de q u e se t rac lou no n.° an t eceden t e , sob re o plano (xy), acha-se a h y -
p e r b o l e cuja equação é 

,•*_„* Ir'-a')1 „ 

. ab 
O eixo dos y é u m a das a s y m p t o t a s ; e a ou t ra é y = ——— x: 

c o m o se vê resolvendo a equação em o r d e m a x e y. Es ta hype rbo le 6 
pois o contorno a p p a r e n t e da super f íc ie sobre o plano horizontal (Le rov , 
A n a l . n." s 3 2 4 — 3 2 o . ) 

5 6 . T a m b é m se e m p r e g a m na cons t rucção das abobadas a s superf íc ies 
cono ides , descr ip tas por uma genera t r i z r ec t i l i nea , que se move p a r a l e l a -
m e n t e a um plano d i r ec to r encon t r ando s e m p r e uma rec ta e uma cu rva . 

T o m e m o s para e ixo dos z a rec ta d i r e c t r i z ; para o r igem o ponto 
onde cila encont ra um plano paral le lo ao d i r ec to r ; e es te plano para l le lo 
para plano [xy). As equações das d i r ec t r i zes re fe r idas a es te sys t ema 
d' eixos , que é obl iquo se a d i rec t r i z rec t i l inea não é pe rpend icu la r ao 
plano d i r e c t o r , serão da fo rma 

x==0,y'=0,T[x,y) = 0 , f ( z , y ) = 0; 

e as da gene ra t r i z , para l le la ao plano d i rec to r , serão 

z — P > y— 

N e s t a s equações da g e n e r a t r i z já i m p r i m i m o s a condição do e n c o n -
t ro delia com a d i rec t r iz r ec t i l inea . A condição do encont ro com a ou t ra 

d i -
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di rec t r iz dar ia u m a equação era * e P; q u e , resolvida era o r d e m a P, 
ser ia 

P == *(«); 

9 des ignando uma f u n c ç 3 o , cuja fó rma d e p e n d e das fo rmas de F c f . 
Ass im a equação des tas superf íc ies é 

que pela di lTerençiação, e e l iminação de <?', dá 

px + qy = 0 (a). 

P o r e x e m p l o : Se as d i rec t r i zes são u m a el l ipse e u m a r e c t a , a s e -
gunda das q u a e s , e o plano da p r ime i ra , são pe rpend icu l a r e s ao p lano 
d i r e c t o r e á dis tancia do cen t ro da el l ipse á rec ta ; e se um e ixo du e l -
l ipse é paral lelo ao m e s m o p l a n o : t i r ando por es te e ixo um plano p a r a l -
lelo ao d i r e c t o r , e contando os y p a r a l l e l a m e n t e ao m e s m o e ixo ; as e q u a -
ções da el l ipse d i r ec t r i z s ã o : 

x = c, o V + ò Y=OlUz. 

E s t a s e q u a ç õ e s , com as da g e n e r a t r i z , dão a equação da superf íc ie 

~ 2 / W ( 6 W ) (b), 
ti 

cujas secções paral le las a (yz) são ell ipses. ( L e r . Ana l . n . o s 3 0 7 e 3 0 8 ) . 

5 7 . F a ç a m o s g i r a r um semic í r cu lo ve r t i c a l , cu jo d i â m e t r o é hor izon-
tal , em torno de um eixo ver t ica l levantado em qua lque r ponto do p r o -
longamen to daque l l e d i â m e t r o . A superf íc ie r e su l t an t e c h a m a - s e luro. 

C o i t e m o s esta super f íc ie por dous planos v e r t i c a e s , cuja in tersecção 
seja o e i x o ; e levantando um cy l indro \ e r t i c a l sob re o a r c o , q u e estes 
planos i n t e r c e p t a m na c i r cumfe renc i a desc r ip t a pelo cen t ro do s e m i c i r -
culo g e r a d o r , i m a g i n e m o s enro lada nes te c \ I i n d r o u m a ell ipse v e r t i c a l , 

9 
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c u j o e ixo Iiorizonlal seja igual ao m e s m o a r c o , e c u j o e ixo ver t i ca l i m -
move l se ja igua l ao ra io do s e m i c í r c u l o . 

O t a ro c u b r i r á o espaço c i r c u l a r p roven i en t e do m o v i m e n t o do s e -
m i c í r c u l o ; e do c o r t e pelos planos s ecan te s r e su l t a r á u m a a b e r t u r a , a 
qual i m a g i n a r e m o s c u b e r t a com o c o n o i d e , cu j a s d i r e c t r i z e s são a e l l ipse 
e n r o l a d a e o e i x o do t o r o . Os pontos das g e n e r a t r i z e s des te c o n o i d e , q u e 
f icarem i n t e r i o r e s ao l ó r o , não s e r v i r ã o ; e por i s s o , para conhece r a 
c u r v a q u e l imi t a s o b r e o ló ro a p a r t e do conoide q u o s e r v e , é n e -
cessá r io a c h a r a i n t e r s e c ç ã o des t a s d u a s super f íc ies . 

P a r a isso é ma i s s i m p l e s c o n s i d e r a r o ló ro c o m o g e r a d o pelo m o v i -
m e n t o de dous c í rculos ho r i zon taes concên t r i cos , cu ja d i s tanc ia p r i m i t i v a 
é igual ao d i â m e t r o do s e m i c í r c u l o v e r t i c a l , q u e a l e aqui t o m a m o s por 
g e r a d o r e q u e agora f a r e m o s d i r e c t o r . 

Equação do lóro. T o m a n d o para plano ( x z ) o do s e m i c í r c u l o d i r e -
c t o r ; para ( x y ) o dos c í rcu los g e r a d o r e s c o n c ê n t r i c o s ; para o r i g e m o 
c e n t r o dos m e s m o s c í rcu los ; e c h a m a n d o l a d i s tanc ia d a q u e l l e c e n t r o ao 
do s e m i c í r c u l o d i r e c t o r , e r o r a i o d e s t e s e m i c í r c u l o : as equações dos 
c í r cu los g e r a d o r e s são : 

x2+ y2= [1+pT, X2+ y2= (l — p)2; 

o n d e p des igna a abscissa , q u e c o r r e s p o n d e á o r d e n a d a z no s e m i c i r c u l o 
ve r t i ca l c u j a e q u a ç ã o é p2+ z2= r2. 

L o g o Vx2+y'=l±1Sr2— z2, 

ou r2=(l ±Yxr+^2)2+ z2 (c) . 

Equação do conoide. Se a e q u a ç ã o da e l l ipse ve r t i ca l ó r2y2+b2z2=r2b2: 
e n r o l a n d o - a s o b r e o cy l indro do r a i o / , e c h a m a n d o s um a r c o da base 
c o n t a d o do c e n t r o da e l l ipse , t e r e m o s as equações da d i r e c t r i z : 

r V + 6 V = r 2 6 % x2+Xj2=I2, j = a r e (sen = - J j ; 
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l o g o : 

y>= 1% y = l sen (yL Vr S 2 ) . 

E combinando estas equações com as da genera t r iz 

, y = *x, 

t e r emos a equação da supe r f í c i e : 

V x * + i f 

11 = S M ( Í K r w ) ( J ) . 

Posto i s t o , se e l iminarmos z en t r e as equações (c) e (d), a c h a r e -
mos a da projecção sobre o plano (xy) da intersecção das duas super f í -
cies : 

Logo a curva t e m duas regiões oppos ta s ; e em cada uma delias ha um 
ponto múlt iplo , o qual corresponde na pr imei ra a u = 0 , e na segunda 
a u = 1 8 0 ° (Le r . Anal . n.03 2 9 8 e 3 0 9 , e Geom. descr . n.° 63 Í-). 

Para tudo o m a i s , q u e respei ta á intersecção das duas s u p e r f í c i e s , 
consul te-se a Geom. descr . de L e r o y , n . c 8 6 3 0 — 6 3 S . 

5 8 . Consideremos o heliçoide enviezado, descr ip to pelo movimento F-
d' uma recta horizontal obr igada a encontrar um helice tYaçado sobre um 
cyl indro v e r t i c a l , e a tocar out ro c j l i nd ro . 

da q u a l , pondo X = Icosu e y = tsenu , r esu l tam : 

í = Z=p - u , t = I = p - ( I S O 3 — » ) . 
b b 
Ir rl 
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Do hélice. O hc l i ce t e m a p rop r i edade de se rem as a l tu ras dos seus 
pontos ac ima da base do cyl indro proporcionaes aos arcos da m e s m a base . 
Suppondo pois a base c i r c u l a r , c o m o o r d i n a r i a m e n t e é ; e t omando para 
e ixo dos z o e ixo do c y l i n d r o , e para e ixo dos x o d i â m e t r o q u e passa 
pelo ponto onde a curva encontra a b a s e ; as equações do bel ice são : 

xz+ y*.-= R 4 , z = ks, ^ = a r e (sen = | J , 

o u ^ + J Z 1 = R 2 , ! / = R s e n ( ^ ) h - ( f ) 

e por consegu in le x = R cos (j^J-

A p r i m e i r a des tas equações mos t ra que a projecção horizontal do h e -
Iice 6 a base do cy l indro . In t roduz indo na segunda equação a a l t u ra 
h = k.2*l{, co r re sponden te à c i r cumferenc ia , fica 

y — R s e n ^ y ) 5 

onde h é o que se c h a m a o passo do he l ice . 
Des t a s equações r e s u l t a m as segu in tes c o n s e q u ê n c i a s : 
1 .° P o n d o z = nh + z', fica a inda 

/ 2 * 3 ' 
R s e n C-rY-

( f ) Se a equação da base do cylindro fosse f ( x , y) = O; as do hclice se-
riam cm geral 

f(x,y) = 0, s = i/ívíteVáy'). 
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logo a pro jecção do hel ice sobre o plano (yz) c o m p õ e - s e de porções iguaes 
s e p a r a d a s por in lerval los iguaes a li. 

2 . ° Como os ma io res valores de x e y são ± R , a curva é l i m i -
tada no sen t ido h o r i z o n t a l : o q u e por out ra p a r l e se vè c l a r a m e n t e . 

logo de 9 0 ° em 90® a curva of fe rece a l t e r n a d a m e n t e um ponto o n J e a 
t a n g e n t e é vert ical , e ou t ro de inflexão. 

De ser cons tan te o angulo f o r m a d o pela t a n g e n t e com o e ixo do 
c y l i n d r o , resul ta um m e i o fácil de t i r a r t a n g e n t e s ao hel ice para l le las a 
u m plano d a d o : 

De qua lque r ponto do e ixo , como ver t i ce , de sc r evc - se um cone , 
cu jas gene ra t r i ze s f açam com o m e s m o e ixo um angu lo igual ao q u e f a -
zem com el le as t angen te s do h e l i c e ; e t i r a - s e pelo ver t i ce um plano p a -
ral lelo ao dado. As g e n e r a t r i z e s , pelas quaes este plano cor ta o c o n e , são 
para l le las ás t angen tes p e d i d a s : por conseguin te as projecções hor izontaes 
destas t angen te s tocam a base do c y l i n d r o , e são paral le las ás projecções 
das mesmas g e n e r a t r i z e s ; o seu t raço horizontal a c h a - s e t o m a n d o nellas , 
a p a r t i r do ponto de contac to com a base do c y l i n d r o , u m a p a r t e igual 
ao a rco c o m p r e h e n d i d o e n t r e e s t e ponto e a o r i g e m ; e as projecções \ e r -
t icaes são t angen te s á p ro jecção ver t ica l do he l ice . 

5 9 . Do heliçoide. Como a g e n e r a t r i z do he l i ço ide é hor izonta l , c toca 
ou t ro cy l indro v e r t i c a l , cuja equação supporemos <?[x', y') = 0; as suas 
equações s ã o : 

o sys tema [y' •— y = p(x'— a ; ) , <?X> </) = 0 ] , z = 

E l i m i n a n d o x , y, z e n t r e estas equações e as duas do h e l i c e , r e s u l -
t a rão duas e n t r e os p a r a m e t r o s x\ y\ p, p\ d epo i s - e l im inando os mesmos 
p a r a m e t r o s e n t r e estas duas e as da g e n e r a t r i z , virá a equação da s u -
perf íc ie . 
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Se o s e g u n d o c j I i n d r o se r e d u z ao seu e i v o , a e q u a ç ã o <?[x', y') = O 
é subs t i t u ída pelas d u a s x = O, »/'—O ; e as da g e n e r a t r i z r e d u z e m - s e ás 
y = px, 2 = P, d ' u m a rec ta hor izonta l q u e e n c o n t r a o e i x o ; c o m o deve 
s e r ( V e j . L e r . A n a l . n.° 3 1 0 ) . 

O he l i ço ide s e rve nas cons t rucções das e scadas de ca raco l . P o r se r 
cons t an t e a inc l inação da s t a n g e n t e s do he l i ce , e por s e r e m hor i zon taes 
as g e n e r a t r i z e s , e s t a s e scadas sa t i s fazem , c o m o as o r d i n á r i a s , ás c o n d i -
ções de ne l las s e s u b i r c o m o por d e g r á o s col locados s o b r e um plano i n -
c l i n a d o , e de s e r e m es tes d e g r á o s hor i zon taes nos Iogares onde assenta o 
| ié. 

0 0 . N o s l iv ros , q u e t r a c t a m d e G e o m e t r i a d e s c r i p l i v a , a c h n m - s c p r o -
ces sos para t i r a r os planos t a n g e n t e s ás d ive r sas super f íc ies de q u e a t é 
aqu i nos h a v e m o s o c c u p a d o ; m a s , q u a n d o a s supe r f í c i e s não são d a q u e l l a s 
a que se p o d e m o p p l i c a r os processos c o n h e c i d o s , o m e i o m a i s g e r a l de 
t i r a r planos t a n g e n t e s a q u a l q u e r super f í c i e por um ponto e x t e r i e r é c o r -
t a l - a por m u i t o s planos s e c a n t e s conduzidos pelo pon to d a d o ; t i r a r desse 
pon to t a n g e n t e s ás s e c ç õ e s ; e un i r por u m a curva os pontos de c o n t a d o 
t o m a d o s com a p r o x i m i d a d e conven ien te . F i c a r á ass im cons l ru ido o cone 
c i r c u m s c r i p t o á super f í c i e proposta ; e e sco lhendo o ponto da cu rva de 
c o n t a d o q u e sa t is f izer a un ia nova c o n d i ç ã o , a g e n e r a t r i z c o r r e s p o n d e n t e 
fcerá aque l l a pela qual o p lano t a n g e n t e ped ido l o c a r á ' o cone . 

Sins c u m p r e n ã o e s q u e c e r q u e , para a s super f íc ies p l a n i f i c á v e i s , o 
c o n e c i r c u m s c r i p t o se r e d u z a um p l a n o , com o qua l se c o n f u n d e m todos 
os t a n g e n t e s nos pontos de c o n t a c t o ; e q u e a curva de c o n t a d o se r eduz 
a u m a a res ta da supe r f í c i e . 

Se a s o p e r a ç õ e s , de q u e s e I r a d a , s e e x e c u t a m a d i s t anc ia s q u e 
p e r m i t i a m o uso dos i n s t r u m e n t o s de o b s e r v a r â n g u l o s , e se não lia p r o -
cessos conhec idos pa ra t i r a r as t a n g e n t e s ás s e c ç õ e s : pode co l loca r -
s c o c i rcu lo r e p e t i d o r , ou o u t r o i n s t r u m e n t o de m e d i r â n g u l o s , de 
m o d o q u e o seu p lano se ja o s e c a n t e ; d i r i g i r a a l idada de m o d o q u e o 
r a i o visual t oque s e n s i v e l m e n t e a supe r f í c i e ; e cons t ru i r as p ro j ecções do 
ponto de c o n t a d o , d e t e r m i n a n d o , g e o m c l r i c a ou t r i g o n o m e t r i c a m e n t e , a -
p r o j e c ç ã o hor izonta l da d i s t anc i a de s se ponto ã e s t ação , e a a l t u r a do 
m e s m o ponto r e l a t i v a m e n t e ao p lano hor izonta l q u e passa pela e s t ação . 
D a n d o ao plano do i n> t rumen lo d ive r sas i n c l i n a ç õ e s , a c h a m - s e ass im os 
pontos de con tac to e x i s t e n t e s nas secções r e s p e c t i v a s ( y ) . 

( t ; .No tiilretanlo nos desenhos relativos á fortificação as formas do terreno 
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6 1 . Es le s pr incípios t e em appl icação nas fort i f icações das praças . 
De l ineadas as obras de f o r t i f i c a ç ã o , snppondo o plano b o r i z o n l a l r 

para appl icar esse de l i neamen to ao caso de haver urna eminenc ia e x t e r i o r , 
que p re jud ique -a p r a ç a , basta escolher dous pontos no t e r r eno d e s t a ; c o n -
s t ru i r o plano t angen te á eminencia , com a condição de passar por esses 
dous p o n t o s ; e depois fazer todas as ob ras em re lação a es te p l a n o , do 
m e s m o m o d o que es tavam de l ineadas a respe i to do plano de nivel , c a -
vando ou en tu lhando o t e r r e n o para Ilie d a r a incl inação do [dano t a n -
gen t e . E s t e plano será d e t e r m i n a d o pelos dous pontos e sco lh idos , e pela 
in te rsecção das c u n a s de contac to dos dous cones c i r cumscr ip tos á s u p e r -
f íc ie , dos quaes são ver t ices os m e s m o s p o n t o s ; o u . em g e r a l , por ou t ro 
qua lque r me io de suge i t a r um plano a tocar u m a superf íc ie , e a passar 
por dous pontos dados . 

Se houvessem duas eminenc ias , e s co lhc r - se -h i a no t e r r eno da p raça 
um p o n t o , pelo qual se faria passar o plano t angen te a ellas. E s t e plano 
seria t angen te á superf íc ie plauificavel c i r c u m s c r i p t a ás duas eminenc ias , 
e conteria o ponto escolhido. 

Se houvessem t r e s eminenc ias seria necessár io cons t ru i r o p lano 
t angen t e a cilas. O p roces so , que para isso se t em i n d i c a d o , 6 cons t ru i r 
duas superf íc ies p lan i f icáve is , cada uma das quaes seja c i r cumscr ip ta a 
duas das t res eminenc i a s , c o m b i n a d a s duas a duas ; e t i ra r pelos pontos 
c o m m u n s a estas superf íc ies e á eminenc ia Iorada i por a m b a s o plano 
t a n g e n t e a qua lquer del ias . No e n t r e t a n t o s o m e n t e em poucos casos p a r -
t icu la res se sabe a p p l i c a r es te processo. 

As condições , que devem d e t e r m i n a r a escolha do pon to , ou pontos, 
pelos quaes ha de passar o plano t a n g e n t e , são os s e g u i n t e s : i q u e o 
angulo do plano t a n g e n t e com o hor izonte seja o menor possível, para fi-
car menos incoinmodo o serviço da fo r t i f i cação : 2 . a que a e levação desta 

representam-se pela reunião das camadas ou secções horizontaes equidistantes. 
Imagina-se unia recta que se move sobro iluas secções consecutivas, sendo 
sempre normal a uma delias; o que faz substituir uma superfície emiezada, em 
logar da parte da superfície proposta comprehendida entre as duas secções. 

Ordinariamente costumam tomar-se mesmo as secções tam vizinhas, q u e , 
sendo a normal a uma sensivelmente norma] á oulra , a superfície , que se snh-
stilue , seja planificavel; ou usar para generatriz d'uma curva perpendicular a 
ambas as secções , quando cilas são monos vizinhas. 

Cada serie de normaes ás secções consecutivas, nas quaes o pé d' uma c 
ponto de partida da seguinte, fórma uma linha de maior declive da superfície. 
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a c i m a do ho r i zon t e seja a m e n o r p o s s í v e l , a f im de t o r n a r a c o n s t r u c ç ã o 
m e n o s difficil e d i spend iosa . 

T a e s são os p r inc íp ios q u e s e rvem de base â o p e r a ç ã o do desenfia-
mento. ( Y e j . G e o m . de sc r . d e M o n g e , n.° 3 3 . ) 

(>2. P o r esta occas iuo a d v e r t i r e m o s q u e nos p ro jec tos d a s o b r a s de 
f o r t i f i c a ç ã o , das d ' e s l r a d a s , e das o u t r a s em q u e as ma i s das vezes as 
a l t u r a s dos pontos a c i m a do ho r i zon t e são pouco c o n s i d e r á v e i s , o uso do 
p lano ve r t i ca l se to rna i n c o m m o d o e c o n f u n d e os desenhos . As l inhas de 
c o n s t r u c ç ã o , s endo nes te caso quas i hor izon taes , p r o j e c t a m - s e no p lano 
ve r t i ca l quasi p a r a l l e l a m e n t e á l inha da t e r r a ; e as suas in t e r secções t e e m 
logar a d i s t a n c i a s c o n s i d e r á v e i s , q u e as ma is da s vezes e x c e d e m as d i m e n -
sões do q u a d r o . 

D ' a l i i vem q u e , e m ques tões d e s t a s , s e c o s t u m a usa r s o m e n t e d o 
p lano h o r i z o n t a l ; e , c m logar das p ro jecções v e r t i c a e s , i n d i c a m - s e por 
n ú m e r o s , q u e se a j u n t a m ás p ro j ecções h o r i z o n t a e s , a s a l t u r a s dos pontos 
r e l a t i v a m e n t e a e s t e p lano. E m e s m o , para a b r a n g e r os casos em q u e os 
pontos es tuo a b a i x o do hor izon te , t o m a - s e um plano hor izonta l de compa-
ração s i t u a d o a c i m a dos pontos m a i s e l e v a d o s , ao qua l se r e f e r e m lodos 
os pontos . 

D e s t e m o d o a d i s t anc ia de q u a l q u e r pon to ao plano de comparação , 
á qual se dá o n o m e de cola, é a d i f e r e n ç a e n t r e as d i s t anc ias do m e s m o 
ponto e d e s t e plano aq plano ho r i zon ta l . E b e m se vô q u e a cola, com a 
p r o j e c ç ã o h o r i z o n t a l , d e t e r m i n a a p r o j e c ç ã o ve r t i c a l . 

Das linhas curvas e suas tangentes. 
Generalidades. 

G3. O m o d o mais g e r a l e o r d i n á r i o de cons ide ra r as l inhas cu rvas é 
c o n c e b e l - a s c o m o r e s u l t a n t e s das in t e r secções de duas super f í c i e s . 

Os p r o b l e m a s , q u e sob re es tas l inhas s e t e e m de r e s o l v e r , são r e l a -
tivos ás suas p ro j ecções s o b r e os planos c o o r d e n a d o s , ás das suas t a n g e n -
t e s , á sua v e r d a d e i r a g r a n d e z a ; e t a m b é m ás t r a n s f o r m a d a s , q u e r e s u l t a m 
do seu d e s e n v o l v i m e n t o , q u a n d o é planif icavel u m a d a s super f í c i e s de cu j a 
i n t e r s e c ç ã o p r o v ê e m a s m e s m a s cu rvas . 

A t a n g e n t e , a l é m do uso espec ia l q u e pôde t e r nos p r o b l e m a s de 
c o n s l r u c ç õ e s , se rve para d e s c r e v e r a curva c o m m a i s e x a c t i d ã o e s e g u -
r ança : por q u e , se as cons l rucções g r a p h i c a s se h o u v e r e m c o n s i d e r a v e l -
m e n t e e r r a d o em a l g u m p o n t o ; uu se u l inha , pela q u a l . s e l i g a m a r b i -

t r a » 
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t r a r i a m e n t e dons pontos v i z i n h o s , sair m u i t o d i f e r e n t e da sua ve rdade i r a 
c o n f i g u r a ç ã o , a d i r ecção da t a n g e n t e nesse ponto accusará m u i t a s vezes o 
e r r o c o m m e t t i d o , e ind icará a d i recção q u e , pouco mais ou m e n o s , sc 
deve d a r á curva . Conhecendo por e x e m p l o (fig. 1 1 ) no ponto M a d i -
r e c ç ã o MT da t a n g e n t e ; e s abendo por ou t ra pa r t e se nesse ponto a curva 
o f e r e c e , ou não o f e r e c e , u m a i n f l e x ã o ; f i ca rá fácil desc reve r e n t r e o s 
pontos A , M , B, que se suppõe c o n s t r u í d o s , u m a curva q u e não diflira 
c o n s i d e r a v e l m e n t e da v e r d a d e i r a . 

O desenvolv imento é ut i l todas as vezes q u e as o b r a s , q u e se q u e -
r e m fazer no e s p a ç o , s e t a lham p r i m e i r o n ' u m p l a n o ; como se verá em 
a lguns e x e m p l o s , que a p o n t a r e m o s , d ' e n t r e o s mu i to s q u e o f e r e c e m a s 
oppl icações ma i s usuaes. 

6 4 . As superf ícies a u x i l i a r e s , q u e por suas in te r secções com as p r o -
pos tas d e t e r m i n a m os pontos da curva , podem t o m a r - s e mais ou menos 
p r ó x i m a s u m a s das o u t r a s ; e a es te respe i to a escolha não é i n d i f e r e n t e 
p a r a a boa cons t rucção da cu rva . Com e f e i t o , t o m a n d o - a s m u i t o d i s t a n t e s , 
as porções c u r v a s , pelas quaes se l igam depois a r b i t r a r i a m e n t e os pontos 
q u e e l las d e t e r m i n a m , podem ser mu i to d i f e r e n t e s das v e r d a d e i r a s : e 
t o m a n d o - a s m u i t o p r ó x i m a s , os e r r o s c o m m e t t i d o s na cons t rucção dos 
pontos por ellas d e t e r m i n a d o s a v u l t a m ma i s . Po r e x e m p l o , se (f ig. 1 3 ) a 
cons t rucção d e r o ponto e r r a d o m', em logar do v e r d a d e i r o m , a cu rva 
am'b , que liga es te ponto com os dous a e b, dif l i r i rá da exac ta amb 
m e n o s do q u e d i f e r e a'm'b', q u e liga o ponto ml com dous m a i s vizinhos a 
e b'. 

D o n d e r e s u l t a , q u e se deve escolher um m e i o t e r m o , t o m a n d o s u -
perf íc ies aux i l i a res nem m u i t o p r ó x i m a s u m a s das o u t r a s , nem m u i t o d i -
s tan tes E ainda nisto se deve a t t e n d e r á conf iguração da curva nos Ioga-
r e s onde se f izerem as cons l rucções ; avizinhando mais as superf íc ies a u x i l i a -
res nos pentos s ingulares , e t o m a n d o - a s mais d i s tan tes nos pontos onde o 
curso da curva for mais u n i f o r m e . P a r a o que m u i t o convém que á c o n -
s t rucção g r a p h i c a da c u r v a p r e c e d a a discussão ana lv t ica das suas p r o p r i e -
dades , 

C o m o a corda da p ro jecção d ' u m a curva sobre um plano 6 p r o -
jecção da corda da m e s m a curva ; e como as e x t r e m i d a d e s d ' uma se vão 
a p p r o x i m a n d o e n t r e s i , ao passo q u e se a p p r o x i m a m as e x t r e m i d a d e s da 
outra , a té se con fund i r em ao m e s m o t e m p o , e se t o r n a r e m as cordas cm 
tangen tes ás curvas r e s p e c t i v a s : v ô - s e , q u e a pro jecção da t a n g e n t e é t a n -
gen te á p ro jecção da curva . 

12 



7 4 COMPLEMENTOS • 

O m e s m o se vè observando q u e o plano t a n g e n t e ao cyl indro p r o -
j e c t a n t e em qua lque r ponto da c u r v a , d e t e r m i n a d o pela t a n g e n t e á 
curva e pela gene ra t r i z do ponto de c o n t a c t o , deve con te r a t angen t e á 
p ro jecção da c u r v a ; e q u e por conseguinte esta t a n g e n t e se deve c o n f u n -
d i r com a projecção da t a n g e n t e â c u r v a , a qua l é o t r aço do p lano 
t a n g e n t e sobre o plano de p ro jecção . 

6 6 . Quando as superf íc ies propostas se tocam no p o n t o , pelo qual se 
p e r t e n d e t i r a r a t angen te á curva : os dous planos t a n g e n t e s , de cuja i n t e r -
secção ella deve resu l t a r , c o n f u n d e m - s e ; e a sua d e t e r m i n a ç ã o por e s t e 
m e i o é impossível . 

N e s t e caso podem c o n s t r u i r - s e duas superf ícies e n v i e z a d a s , das 
quaes a curva seja d i rec t r i z c o m m u m , e cu jas ou t ra s duas d i rec t r izes s e -
j a m rec t i l íneas em a m b a s ; depois cons t ru i r os planos t angen te s ás duas 
superf íc ies enviezadas no ponto de c o n t a c t o ; e por fim d e t e r m i n a r a i n t e r -
secção des tes planos , q u e será a t angen t e ped ida . Mas c o m o não se c o -
nhece a t a n g e n t e à curva d i rec t r iz , é necessár io r e c o r r e r ao m e t h o d o 
ind icado no n.° 32 , para d e t e r m i n a r os planos t a n g e n t e s ; e por isso es te 
processo é pouco susceptível de app l icação . No e n t r e t a n t o quando a curva 
è p l a n a , a t a n g e n t e é a in te rsecção do seu plano com o plano t angen t e ás 
duas superf íc ies no ponto de contac to . 

A l g u m a s vezes , quando os planos t a n g e n t e s ás d u a s superf ícies são 
pe rpend icu l a r e s a um dos planos de p r o j e c ç ã o , as n o r m a e s indicam o m o -
do de d e t e r m i n a r a t a n g e n t e ; era q u a n t o q u e a in te rsecção dos planos 
t a n g e n t e s de ixa u m a das pro jecções i n d e t e r m i n a d a s : como ad i an t e v e r e -
mos . 

Secção das superfícies curvas por planos. 

F. n.° 117. 6 7 . C o m e c e m o s pela secção do cyl indro rec to p i r um plano. T o m e -
mos o plano horizontal pe rpend icu l a r ás g e n e r a t r i z e s , e o vert ical p e r p e n -
dicular ao secan te . 

C h a m a n d o <•> o angulo a'qa", f ac i lmente se vê q u e , t an to na curva 
r e b a t i d a sobre o plano horizontal como na r e b a t i d a sobre o ver t ical , uma 
das c o o r d e n a d a s , por e x e m p l o M"d e m d , de dous pontos cor responden tes 
M" e m da curva e da base do cyl indro t e m e n t r e si a razão cons tan te 
1 : cos w; em quan to que a ou t ra coordenada dos mesmos pontos é c o m -
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r a u m : logo , se a base do cyl indro for um ci rculo ou u m a el l ipse, a secção 
será l a m b e m el l ip l ica . 

Ass im , se a base é u m a el l ipse que t e m po r eixos a e b, a curva 
• Q 1 é ou t r a el l ipse , cuios eixos sâo e o. E e n t ã o : 

r J COS « 

Se a > b: a el l ipse é s e m p r e a longada no sen t ido de a. 

Se a < 6 : a ellipse ainda 6 a longada no m e s m o s e n t i d o , q u a n d o c o s -
d o 

é um c i r c u l o , quando c o s » = - ; e é a longada no sen t ido de b, quando 
a 

cos *>> 
b 

6 8 . S e j a m E , E ' , E " , t r e s el l ipses concên t r icas , s i tuadas no 
m e s m o p l a u o , t endo um e ixo c o m i n u m q u e de s igna remos por b , e o s 
t r e s d i f e r e n t e s q u e des igna remos por a , a', a " , dos quaes s u p p o r e m o s a 
o m e n o r . Se l evan ta rmos sobre E um cy l indro rec to , e por b t i r a r m o s 
dous planos secantes taes q u e se j am 

a _ , a _ „ . 
COS M1 ' COS^'' 

as secções se rão iguaes ás el l ipses E ' e E " ; e c o n s e g u i n t e m e n t e l e rá lo-
g a r a respe i to das t r e s el l ipses a p r o p r i e d a d e re la t iva á in te rsecção c o m -
m u m das t angen t e s nos pontos das t r e s s e c ç õ e s , r e b a t i d a s sobre o plano 
da b a s e , dispostos sobre a m e s m a p e r p e n d i c u l a r ao e ixo c o m m u m b . 

6 9 . P a r a o b t e r a equação da t r a n s f o r m a d a , t i r emos por uma p a r a l -
lela a «Pr .; « sob re esta pa ra l l e la con temos as abscissas , pondo a o r i -
g e m em A abscissa do ponto n' será o a rco md, e a sua o r d e n a d a será 
a d is tancia de m' á r ec t a uv. 

C b a m a n d o x o a rco md, a figura dá logo equação da t r a n s f o r m a d a 

y = R sen x t ang <•>. 
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C o m o 

x = ± ~ « , OU x = =h (n + I)' 

x = 0 , ou x = n * 

vô-se q u e na curva ha o rdenadas m a x i m a s e m í n i m a s , e pontos de inf le-
x ã o taes como O n u m e r o indef inido n indica a prolongação indefinida 
da curva ; para conceber a qual basta suppor que sob re o cyl indro es lava 
d o b r a d a , em n u m e r o de voltas i n d e f i n i d o , u m a capa sem espessura , e 
q u e esta capa se foi de sdob rando success ivamente . 

S u p p õ e - s e o cy l indro a b e r t o pela gene ra t r i z (a a ' a " ) . Se se abr i s se 
pe la g e n e r a l r i z opposta , a t r ans fo rmada r ep re sen t a r i a a m e s m a figura , 
m a s posta ás avessas. 

7 0 . O desenvolv imento des ta secção , assim como o das secções de 
todas as superf íc ies p lan i f i cáve i s , pode ser u t i l , como já n o t á m o s , em 
o b r a s que se t a l h a m sob re ura plano para depois s e r e m appl icadas ás s u -
per f íc ies . 

O funi le i ro , por e x e m p l o , q u e p e r t e n d e a j u n t a r a um t u b o cy l in -
á r i c o d e f o l h a , t e r m i n a d o por u m co r t e o b l i q u o , ou t ro d e igual c a l i b r e : 
d e v e cons t ru i r sobre u m a folha de grandeza conveniente a t r a n s f o r m a d a 
da s e c ç 3 o , que t e r m i n a o t u b o d a d o ; depois c o r t a r a folha ao longo 
dessa t r a n s f o r m a d a ; e por fim enro la l -a no cyl indro , a t é que a t r a n s f o r -
m a d a se a ju s t e e x a c t a m e n t e com aquella secção. 

Do m e s m o modo o a rch i t ec to , q u e pe r t ende fazer um co r t e n ' u m a 
columna cyl indrica macissa com u m a incl inação dada : deve r i sca r n ' um 
ca r t ão a t r ans fo rmada da secção ; cn ro la l -o sobre o c y l i n d r o ; e co r t a r es te 
segundo o risco fe i to no c a r t ã o . 

F . n . ° 119. 7 1 . Pas semos á in te rsecção do cone r ec to por um p l a n o : t o m a n d o o 
plano ver t ical pe rpend icu la r ao s e c a n t e , e o horizontal para l le lo á base do 
cone . 

Des ignando por h e R as rec tas oV e a ' o " que dão as d imensões do 
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c o n e ; por fc" a in t e r secção de o'o" com h'i'; por s a de oV com qp'; 
por k a r e c t a o's, e por o o angu lo p'qa', q u e d e t e r m i n a m o p lano s e -
can t e : e fazendo 

lt"o— z , on = f , don = « : 

os t r iângulos n'o'fc", m'o'o", s'n'k", e o t r i a n g u l o r ec t ângu lo f o r m a d o c o m 
a hypolhenusa no e c o m o angu lo don , d ã o : 

n'k"= - . R cos e , n'k"= ( z — k) cot u , n'k"= f> cos s . 

E l i m i n a n d o n'k'' e z e n t r e es tas t r e s e q u a ç õ e s , r e s u l t a r á em f im 

R k 

h 

R tang w ' 
. cos « 

h 

equação polar da p ro j ecção hor izonta l da secção . L o g o esta p ro jecção é 
u m a secção c ó n i c a , q u e t e m um dos focos no pólo o . 

P o n d o 
Rfc , , „ . R t a n g u 

t e r e m o s as d imensões a e c des ta curva ; 

Rfc 
Tf 

, ¢ = 7 ^ n g u » 
R z

 2 h 
l _ _ _ t a n g « 

a qual s e r á : 

| u m a e l l i p s e , u m a pa rabo la , u m a h y p e r b o l e , j 

c o n f o r m e f o r : 

R l A } J - t ang « < 1, - t ang « = 1, - t a n g « > 1, >. 
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F a z e u d o o'e'= c, qeo'= «., d ' o ' a ' = P , 

R 4 , c s e n « 
e a = « + i p _ 9 0 ° , - = t a n g i p , k = — . ; 

e subs t i tu indo es tes valores nas t r e s condições p r e c e d e n t e s ; r e su l t am as 
segu in tes 

— I a n g j P t — t a n g i P — t a n g ^ p ^ { 

t a n g ( « + ^P) ' i a n g ( « + i p ) ' t a n g ( « + i p ) 

ou 

t ang T P t a n g Ip { t ang Ip 
t a n g [ 1 8 0 ° — ' t a n g [ 1 8 0 ° — ( a + ~ P)j ' t a n g [ t 8 0 ° - ^ { « + $ ) ) 

e por consegu iu te 

se parabola hyperbo le ) 

^ t t + p < 1 8 0 ° B-J -P = I 8 0 ° , « + P > 1 8 0 ° ) 

q u e são com elfeito as condições já conhec idas para q u e a curva seja e l -
l ipse , pa rabo la , ou h y p e r b o l e . 

As cordas hor izontaes N N ' da secção são iguaes ás cordas nnt da 
sua p r o j e c ç ã o ; mas as d is tancias a e l l a s , contadas dos ver t ices K e A - , 
t e e m e n t r e si a razão cons tan te 1 : cos L o g o a curva resu l t an te da 
secção do cone pelo plano é u m a secção cónica, cu jos eixos a' e V são 

o'= — , b'=b; 
c o s » 

c h a m a n d o a e b 06 da p ro jecção horizontal . D' o n d e r e s u l t a : 
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Z - « " = » - ^ = I = I - ( 1 - 0 « « * - ; = ( 1 4 Ç ) . e n V 

7 2 . P a r a r e f e r i r a secção ás coordenadas r ec t angu la r e s , con tadas do 
ver t i ce c o m o o r igem , e sob re o e ixo KE c o m o e i x o dos x , f a r e m o s 
S = O n a equação da p r o j e c ç ã o ; o q u e d a r á a d i s tanc ia do ver t i ce del ia ao 
f o c o : 

Rfc 
T 

P 1 = C t f l + e) = T- . 
1 J ^ u 

Assim a d is tancia do ver t ice fc da p ro jecção a cada corda se rá 

P1 p COS 8 = X COSu-

M 
T 

RA 
• COS 8 

R tg <* 
COSfl 

e a semicorda da secção será 

R k 
—- sen a 
n 

y = p sen o — * r K t ang o» 
1 I COS 8 

E l i m i n a n d o ® e n t r e estas e q u a ç õ e s , vem a equação da secção , r e f e -
r ida ás coordenadas r e c t a n g u l a r e s con tadas sob re o e ixo e a p a r t i r do 
ver t i ce K : 

, 2Rfc cos u (A R * t a n g V \ , 
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E s t a e q u a ç S o , c o m p a r a d a com 

d á : 

a 1 = 
a h 

c o s u / , R 2 t a n g V \ ' 
( l ^ r - ) COS» 

(1 . Vx . /. R 2 t a n g 2 u \ t 

O f2 = ( * 

= ( 1 + ¾ 8 6 " 5 " 5 

e t r a n s f o r m a n d o - a e m e , a , P , com a t t enção a ser 
* 

J — t a n g 2 i P c o t 2 ( « + 1 p ) = [ l — t a n g i P c o t ( « + P)] [ t + t a n g J Pco t («+ A P ) ] , 

sena sen(a + p) 
= c o s 2 i p s e n 2 ( « + i p ) ' 

r esu l ta a equação o rd ina r i a das secções cónicas ( F r a n c . M a t h . p u r . n." 
4 0 0 ) : 

, s ò n « 
y = — T 7 - 1 ca; sen P — a r sen (« + p ) . 

C O S I P L V ' 

Como a d i s tanc ia <5=ae do cen t ro da projecçSo ao foco o co r responde 
ae Í A 

na secção a A = , é - = e = : e como ó c ' 2 = s e n 2 « - ) - e : ' c o s 2 « , s e -
cos <•> a a 

g u e - s e q u e o foco da secção não se p ro jec ta no foco da sua p ro jecção h o -
r izonta l . 

7 3 . 
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7 3 . P a s s e m o s a g o r a $ t r a n s f o r m a d a r e su l t an t e do desenvolv imento da 
secção . 

D e s i g n e m o s p o r r e i a s dis tancias de cada paral le la , e da base do 
c o n e , ao ver t ice , con tadas sobre o a p o t h e m a . 

Os t r i ângu los s eme lhan t e s o'n'k" e o'm'o" dão 

n>k>' _ p J i k 
' R t ang » 
1 7 - ^ - cos O 

h 

C o m o os arcos co r r e sponden te s aos raios vectores r no ci rculo de raio / , 
de sc r ip to sobre o cone, t e e m os mesmos valores absolutos q u e os dos arcos 
co r responden tes no c i rculo de ra io R; se d e s i g n a r m o s por u os ângulos 
sub tend idos pelos p r i m e i r o s , se rá 

l 

Iu — R o , ou fl = - . u ; 

o que da rá pa ra equação da t r a n s f o r m a d a 

Í - ' 
r = — H t f j u / l u \ ' 

cos Vã 

o n d e esc revemos os s ignaes , por co r r e sponde r o supe r io r ao caso em 
q u e se a b r e o cone pela a res ta ( a o , a'o') , e o infer ior áquel le em q u e 
se a b r e o cone pela a res ta (od , o'ci1). Cada um des t e s valores de r r e p r o d u z i r -

e i 

s e -ha em p e r i o d o s , cu jo in terval lo angu la r será u = — — ; po rque , para 

q u a l q u e r in te i ro n , é 11 
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COS { £ ( « « + « 0 | = C O 8 ( I ) : 

e cada d i recção de » ' re produzi r - s e - h a em p e r i o d o s , cujo inlerval lo s e r á 
2 ^ . L o g o cada raio r e p r o d u z i r - s e - h a em grandeza e d i r ecção em p e r i o -

• • , ~ il\ , . tR 
d o s , cujo in lerval lo angu la r será 2 * * . — , sendo i e n ú m e r o s í n t e i -

i l 

r o s : e a curva será f e c h a d a . Mas como o haver ou não haver um n u m e r o 

in t e i ro i , que faça — i n t e i r o , d e p e n d e de ser commensurave l ou i ncom-

v 

mensuráve l a razão ^ : vè-se que i g u a l m e n t e d e p e n d e des ta c o m m e n s u r a -

b i l idade ou i n c o m m e n s u r a b i l i d a d e o ser a curva fechada ou não o s e r . 
7 4 . P a r a m e l h o r conhecer a fó rma da curva p rocu remos o angulo <? 

que a t a n g e n t e faz com o ra io v e c t o r , angulo q u e é dado pela fó rmula 

t a n g ? = - ( F r a n c . M a t h . pu r . n . ° 7 6 5 ) . 
r 

Dif fe renc iandó a equação da t r a n s f o r m a d a , vem 

l Iu 

o que dá tang ? 
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Posto i s t o : 

l.° Nos pontos correspondentes aos t res valores 

' 8 3 

« = 0 , j j - = 1 8 0 ° , ^ = 3 6 0 " , 

é t ang s » = a o , ou o ra io vector pe rpend icu la r á t angen te . 

2 . ° Vejamos se ha pontos de i n f l e x ã o ; examinando se é nulla ou 
infinita a expressão 

r
2_i_ 2 r ' 2 rr'' 

y' — H H (Franc- M a t h . pu r . n.° 7 3 0 ) . ( r cos m — r sen u ) 

* ' ' / ' 

At tendendo ás expressões de 5 , ^ , & , em funcções de c , «, P; e 
r I l n 

dif lerenciando ; t e m o s : 

c o s j 3 t a n g i S t a n g . C o s ( I ) 
i ' • t a n g » / / u \ 

s e n I i t j 

2 r ' 2 — r r " 

P«»_rr» 
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=H cot a COl J P | ± t a n g *> t a n g \ P — cos | + s e n 2 ( | ) 

Jlu 
sen 2 S) 

cos 2 cot u cot J P COS ( D 

s e n 2 ' 

c;< 2 r ' 2 — r r " - f r 2 

r ' a 

^ c o s 2 ( | ) ± c o l . c o t i p c o s ( | ) + c o s 2 i P C O t 2 U | l r p t a n g - í p t a n g u c o s ^ | 

COS2 ± P C O t 2 « — COS2 Í P c o s 2 ^ ± cot £ P c o t « C O S ^ ) 1 1 — 2 s e n 2 £p | 

sen 2 

s) 

cos2 A P | COt2 a — COS2 (•£) ±> 2 cot P cot «o c o s ( ^ j I 
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1 2 r'*—rr"+r* i nIl _ -

= A 

r r' r 
(cos m — - sen u ) 3 

j l q : t g i P t g w c o s ^ | . | C O t 2 O - c o s 2 ( ^ ) ± 2 c o t < í C o t p c o s ( ^ ) | 

| cos u — s e n i P sen u cos c o s s Ê cot o sen u | 

I g u a l a n d o a zero os dous fac tores do n u m e r a d o r , r e s u l t a m as ra ízes 

cos ( j f ) = ± c o t A P cot <•> , cos =*= cot P c o U j 1 ± + t ang 2 P j , 

nas quaes a cada signal de fora do pa ren thes i s p o d e m co r r e sponde r os dous 
de d e n t r o , e q u e se r e d u z e m às d i s t i n c t a s : 

C O S ^ ) = = ± r c o t A p c o t o . . . ( a ) , c o s ( p ) = r p t a n g A P c o t « . . . . . . ( 6 ) . 

A p r i m e i r a só pôde d a r pa ra ^ r e a e s quando « > 9 0 — Ap 

e a segunda quando » > A p. O r a ® > 90 — A p dá « + P > 1 8 0 ° : logo 
só pôde haver ra izes r e a e s co r r e sponden te s á p r i m e i r a condição q u a n d o 
a secção é u m a h y p e r b o l a . 

I gua l ando o denominador a z e r o , vem u m a equação q u e só p o d e r á 
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s e r t r a c t a v e l quando for rac iona l . S e n d o , po r e x e m p l o , aquela 

la equação dá 

, — s e n i p ^ r c o s f P c n l o C o s ^ n = 1 P ) 
cos a = • 2 2 

2 ( 1 — sen j p) 4 sen s e n i ( 4 5 ° — { P j ' 

lu\ . _ „ . — 1 H= cos i P col i / í m \ o ~ 2 . — I q = C O S f P C O t a COS ( VT J = cos2u = 2cos « — 1 5- . . . (c). 

Es t a equação só pôde d a r ângulos r eaes quando se usa do s ignal 
K 

i n f e r i o r , co r r e sponde n t e ao caso de se a b r i r o cone pela ares ta (od , o'd'). E 
• J • 

a inda ass im é n e c e s s á r i o , para s e r e m — e M r e a e s , q u e se ver i f iquem 

as condições 

cos i P c o t « — 1 < 1 — sen j p , ou cos (<•> — { P) < 2 sen <•>; 

e cos ^ P c o t » > sen ; p , ou » < 9 0 ° — 

condição q u e só t e m logar quando a secção é e l l ip t ica . 

Iu 

3 . ° Q u a n d o — = O, as expressões de r ' e r" r e d u z e m - s e a 

r ' = O , r"= q= B , 
B des ignando u m a q u a n t i d a d e posi t iva. L o g o , no ponto co r re sponden te a 
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Iu j - = 0 é r máximo , quando o cone se a b r e pela a res ta (ao , a'o'); e, 

minimo quando o cone se a b r e pela a res ta ( o d , o 'd ' ) . 

Q u a n d o - = 1 8 0 ' , as m e s m a s expressões r e d u z e m - s e a 

r ' = 0 , r"= r b B . 

L o g o , no ponto cor respondente a j ^ = 1 8 0 ° 6 r minimo ou máximo, c o n -

f o r m e se a b r e o cone pela a res ta (ao, a'o>) ou pela a res ta (od, o'd'). 

4 . ° A expressão (a ) de cos subs t i tu ída na de r dá r = o o . 

D o n d e resul ta q u e esta ra iz não co r re sponde a ponto de i n f l e x ã o ; e só i n -
dica q u e a curva vae a p p r o x i m a n d o - s e da conf iguração rec t i l ínea , ao passo 
que se afasta da o r igem : o que deve ser a s s i m , por isso q u e a t r a n s f o r m a d a 
t e m asympto ta s . 

5 . ° A equação (b) mos t r a , que , se o cone se a b r e pela a r e s t a 
(ao, a V ) , á qual co r responde o signal s u p e r i o r , os pontos de inf lexão 
ex i s t em no 2 . ° e 3 . ° q u a d r a n t e ; e q u e , se o cone se a b r e pela a r e s t a 
(od , o'd'), á qual co r responde o s ignal i n f e r i o r , os pontos de in f l exão 
ex i s t em no i .° e 4.® q u a d r a n t e . 

6 . ° Se \ P é pouco m e n o r q u e <•>, ^ d i f fe re pouco de zero q u a n d o 

o cone se suppõe a b e r t o pela a res ta (do , d'o'); e d i f f e r e pouco de 1 8 0 " , 
quando o cone se suppõe a b e r t o pela ares ta (ao, a o ): d ' o n d e resul ta q u e 
na p r ime i r a supposição os pontos de inflexão f icam proximos do c o r r e s n o n -

d e n t e a L" = 0 , onde ha o m i n i m r ; e „a s egnnda H c a m P r o 5 I m C s do 
B i u 

cor respondente a -- = 1 8 0 0 , onde ó então o minimo r. 

7 . " Supponbamos <=> > 9 0 o — • •• P. 
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Se é P > 9 0 ° , t e m o s cot o t ang ip > cot o cot i p . O r a c o U c o t i p é 
o valor de c o s i , passado o qual a expressão do raio vector p da p ro jecção 
hor izonta l da secção se torna n e g a t i v a , e os angulas vectores c o r r e s p o n -

d e m ao segundo r a m o da h y p e r b o l e ; logo o valor (b) de cos c o r -

r e sponde a pontos da h y p e r b o l e pe r t encen tes á t r ans fo rmada da secção da 
segunda folha do cone. 

.° 121 7 a . Pas semos ás secções planas da superf íc ie enviezada de revolução. 
Os pontos des tas secções d e t e r m i n a m - s e por planos aux i l i a res paral le los 
ao do anne l . Pa ra fazer a l g u m a s ref lexões sobre el las s i rvamo-nos das 
f ig. V. e V I . da 3 .° p a r t e de F o u r c y . 

I . 0 Se a r e c t a . b z encon t ra a c i r cumferenc ia or, ex i s t em os pon tos 
g e f onde o e ixo of a t ravessa a curva : mas esta c u r v a é u m a el l ipse , 
ou u m a h y p e r b o l e , con fo rme es tão um de uma p a r t e , ou t ro de ou t r a 3 
ou a m b o s da m e s m a pa r t e , a r espe i to de oz , os pontos onde bz encon t r a 
aquel la c i r c u m f e r e n c i a ; isto 6 , c o n f o r m e ficam um de uma p a r t e , e 
ou t ro da out ra da pro jecção do a n n e l , ou a m b o s da m e s m a p a r t e os 
pontos f e g. E se u m a das r ec tas ou ou ov sáe paral le la a ab, um dos 
pontos d ou e está a u m a distancia infinita ; e a c u r v a , sendo o e ixo fg 
i n f i n i t o , 6 u m a pa rabo la . 

O r a , se for or>oz, é c laro que bz encon t ra rá a c i r cumferenc ia de 
or d' u m a e out ra p a r t e de oz ; se for or < oz , bz encon t ra rá a c i r c u m f e -
renc ia de or só de uma p a r l e ; e se for or = oz, um dos pontos de e n -
con t ro d e b z com a c i r cumfe renc i a d e o r se rá i , c a rec ta co r r e sponden te 
ou, con fund indo- se com oz, será paral le la a ab. L o g o : a secção será e l -
l i p s e ; p a r a b o l a , o u h y p e r b o l e ; conforme f o r : 

Ylft t V-3 

ou OU 

des ignando « e P os ângulos a'b'q e p'qb', como no n.° 70 de F o u r c y : o 
q u e é con fo rme com o q u e se diz n ' aque l l e n . a 
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2 . ° Se a rec la bz toca a c i r cumle renc ia , o plano bz ó t a n g e n t e 
ao cone qoo" ; por consegu in le este plano não é senão o s ecan t e o'qr, 
t a m b é m t angen t e ao c o n e , t raz ido áquel la posição pelo mov imen to da 
r ec t a (or , o'q) á roda do e ixo . 

O r a o plano bz , con tendo a gene ra t r i z ab, n e c e s s a r i a m e n t e con tóm 
a inda ou t ra g e n e r a t r i z , por ser a superf íc ie do 2 . " g r á o : logo a i n t e r -
secção do plano o'qr com a superf íc ie é i g u a l m e n t e o sys tema de d u a s 
r ec t a s . E como bz não pôde tocar a c i r cumle renc i a de o r , sem que se ja 
or < oz: vê-se que o s y s t e m a , de q u e se t r a c t a , é um caso pa r t i cu la r 
da hype rbo l e . 

Se a r ec ta , q u e une o com o ponto de c o n t a c t o , é parallela a ab, o 
sys t ema r eduz - se ao de duas rec tas paral lelas . E como isto não pá le 
a c o n t e c e r , sem q u e seja or=oz: xô-se que e s t e sys tema é um caso p a r -
t i cu la r da pa rabo la . T u d o isto conf i rma o que se disse no m e s m o n.° 70 
da G e o m . desc r . de F o u r c y . 

3 . ° Em fim , se bz não encont ra a c i r c u m l e r e n c i a de or , não 
ex i s t em os pontos da curva g e f; e a secção é uma h y p e r b o l e , cu jo e i \ o 
r e a l se p ro jec ta p e r p e n d i c u l a r m e n t e a or. 

Como o cen t ro da in te r secção da superf íc ie com um plano deve ser 
o m e s m o q u e o da in te r secção do cone a sympto ta com o m e s m o plano ; 
v ê - s e q u e , para d e t e r m i n a r nes te caso o e ixo real , bas ta dividir em duas 
p a r t e s iguaes a porção da rec ta qp' i n t e rcep tada pelas gene ra t r i ze s a'c' e 
a'b', e p rocura r pelo processo ge ra l os pontos da c u n a co r r e sponden te s 
ao plano horizontal q u e passa por esse ponto . 

7 6 . V e j a m o s agora q u e posição deve t e r o plano pqp', para que bz 
c o r t e , t o q u e , ou não encon t r e Circ. or. 

P o n d o : 

ao = a, Vo"= R, v'o"=h , a'o"=U, oz = k; 
b = d is tancia de a ao ponto onde qp' encont ra a pro jecção ve r t i -

cal do annel , ou seu p ro longamento ; 
p = pe rpend i cu l a r a b a i x a d a de o s o b r e bz ; 
P = or = qo" : 

1 2 
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bz cor tará , t o c a r á , ou não encont ra rá c irc . or , conforme for p 

Mas é 

i r \ i i i \ ^ia ^a p=k sen (ozv) = k cos (z zu) = —=• 
z b kf 

os tr iângulos semelhantes o'o"z' e a'o"b' d3o 

R H ' 

e f ina lmente t emos 

/ » = H — a ! o ' = H — 6 t a n g p , e H = R t a n g « : 

ah 

t a n g a. . ah 
logo p = • 

^ + K 1 - F i i ^ t a n g 2 a + 6 2 t a n s 2 p 

e
 p h cot P K a

2 I a n g V o t 2 P - H f t 2 

Assim as condições 

r eduzem-sc a o2 j = | a 2 tang 2«cot 2P + 

A pr ime i ra destas condições t e m s e m p r e logar quando é 

e a te rce i ra só o poderá te r quando for * < p. 
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P a r a c o m p a r a r e s t a s cond ições com a s q u e r e s u l t a m d a eq . ( 4 ) d o 
n . ° 70 de F o u r c y ; f a ç a m o s nel la d e s a p p a r e c e r o t e r m o da 1." o r d e m 

pela h y p o t h e s e x = x ' — • 

s e n 2 a-

R e s u l t a r á 

a / s e n 2 p \ c Cos2P sen2» ) 
y = — — 1 P + o — 6 < 1 + —sr - } \ s e n « / | sen P — s e n «\ 

/sen2P _ \ a 2 — ( ^ t g V o t 2 P + ¾2) 
_ \sei l 2 a / 1 tg ' -aCOl 2 P 

E s t a e q u a ç ã o em y e x', m o s t r a q u e : 

1 . ° No caso de a2< a2tg2«cot2P + 6 2 , a curva é e l l i p s e , ou 

h y p e r b o l e c o m o e i x o x' r e a l , c o n f o r m e é a j j p. Q u a n d o P=<*, a e q u a -

ção em x e y m o s t r a q u e a curva é p a r a b o l a . 

2.° No caso de a 2 = a2tg2« co t 2 P + ò 2 , a cu rva se r e d u z ao 
s y s t e m a d e d u a s r e c t a s , q u e f o r m a m u m a n g u l o , c cu j a e q u a ç ã o 6 

/ s e n 2 P 
y = rfc x'\ -— 1. No caso de P = « , se b=O, a e q u a ç ã o em x e y 

m o s t r a q u e es tas r e c t a s s e t o r n a m pa ra l l e l a s . 

3 . ° No caso de a 2 > a 2 t g 2 » c o t 2 P + b2, a curva é u m a h y p e r b o l e c o m 
o e i x o dos y r e a l . 

O q u e tudo é c o n f o r m e c o m o q u e por o u t r o m o d o a c a b a m o s de 
m o s t r a r . 

Q u a n d o o plano pqp' não c o r t a o a n n e l , t e m o s a <b; e po rque a 
p r i m e i r a das t r e s cond ições fica nes t e caso sa t i s f e i t a , e e i x o gf ú r ea l . 
M a s t a m b é m pode se r r e a l , q u a n d o a > b . 
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Intersecções das superfícies curvas enlre si. 

F. n." 123. 77, Intersecção de dous cylindros. P a r a c o n s t r u i r es tas in te r secções 
• c o r t a r e m o s as duas super f í c i e s por planos para l le los ás g e n e r a t r i z e s d ' a m -

b a s , c a c h a r e m o s pa ra cada um des t e s planos os pontos c o m m u n s ás 
secções das d u a s s u p e r f í c i e s . 

P a r a as r e f l e x õ e s , q u e vamos fa/ .er , s e r v i r n o s - h e m o s das f iguras V I I . 1 
e V I I , 2 da 3 . " p a r t e da G e o m e t . d e s c r . de F o u r c y . 

As ind icações da f i gu ra m o s t r a m s u f i c i e n t e m e n t e o m o d o de e x t r e -
m a r os pontos visíveis dos inv i s íve i s : p o r q u e a p r o j e c ç ã o de um pon to 
visível deve se r a i n t e r s e c ç ã o da s p ro j ecções visíveis de duas a r e s t a s dos 
c y l i n d r o s . 

Se ha compenetração ( f ig . V I I . 1 ) , as p a r t e s e x t e r i o r e s t s e bz c o r -
r e s p o n d e m aos in te rva l los em q u e não ha curva : por o n d e se vê q u e a 
cu rva t e m dous r a m o s s e p a r a d o s por um in l e rva l lo , e q u e es tes r a m o s são 
as c u r v a s de entrada e sakida. Se ha arrancamenlo ( f íg . V I I . 2 ) , o i n -
l e rva l l o de s e p a r a ç ã o d e s a p p a r e c e , por se t o r n a r bz n u l l o ; e as c u r v a s 
de e n t r a d a e sab ida Formam u m a só l i nha . 

7 8 . P o r es ta occas ião d e m o n s t r a r e m o s u m t h e o r e m a notável s o b r e a s 
supe r f í c i e s de 2 . a o r d e m , q u e se rv i rá pa ra conhece r os casos em q u e a 
p lan i f i cação de um dos cy l indros dá o d e s e n v o l v i m e n t o de cu rvas p lanas ; 
t h e o r e m a a p o n t a d o por M. F o u r c y no n.° 1 5 1 : Se for plana uma das cur-
vas de entrada , ou sahida, da intersecção de duas superfícies da 2.® or-
dem , igualmente o será a outra. 

C o m e f f e i t o , t o m a n d o por p lano (xy) o da curva p lana , a e q u a ç ã o 
d e s t e p lano será z = 0; e c o m o a curva t a m b é m é a secção de q u a l -
q u e r da s supe r f í c i e s pelo p l a n o , s e g u e - s e q u e , fazendo s = 0 nas e q u a -
ções d ' e l l a s , os r e su l t ados d e v e m se r idênt icos . P o r onde se v é , q u e os 
coef l ic ientes dos t e r m o s i n d e p e n d e n t e s de z nas duas e q u a ç õ e s , d e v e m ou 
s e r r e s p e c t i v a m e n t e i g u a e s , ou t e r u m a razão c o n s t a n t e ; e por c o n s e g u i n t e , 
s e m u l t i p l i c a r m o s u m a das equações por esta razão cons tan te para t o r n a r 
i g u a e s os m e s m o s coef l ic ientes em a m b a s , e a s s u b t r a h i r m o s depo i s u m a 
da o u t r a , os t e r m o s i n d e p e n d e n t e s de z d e s a p p a r e c e r ã o , e ficará u m a 
r e s u l t a n t e d a f ó r m a : 
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A s 2 + B x s + Cyz + Ds = 0 , 

' 9 3 

que sendo combinada com a equação d ' u m a das superf íc ies d a r á a i n -
te r secção c o m m u m delias. O r a esta equação d e c o m p õ e - s e nas d u a s 

z = O 3 A s + B x + C w + D = O ; 

a p r i m e i r a das quaes é a do plano q u e se tomou para (xy) , e a s e -
gunda dá t a m b é m u m a in te r secção plana : f ica pois d e m o n s t r a d o o I h e o -
r e m a proposto . 

S e B , C e D , fossem n u l l o s , a s equações dos dous planos s e r i a m 
i d ê n t i c a s ; as curvas p lanas de en t r ada e sabida se c o n f u n d i r i a m ; e as 
superf íc ies se tocar iam em lodos os pontos del ias . 

Se A , B , C , fossem nullos , sem que o fosse l a m b e m D, a e q u a -
ção do segundo plano seria absurda , e a segunda curva não ex i s t i r i a . ( V e -
j a - s e An . app l . de L e r o y n. f 5 2 0 ( 3 , 2 0 7 , 2 0 8 ) . 

7 9 . Nos pontos co r responden tes ao t r aço I s , t a n g e n t e á base do s e -
gundo cyl indro , as t angen te s c o n f u n d e m - s e com as gene ra t r i ze s des te c y -
l indro q u e passam por l e s. 

Com efleito a t a n g e n t e é a in te r secção dos planos t angen t e s aos 
dous c y l i n d r o s , que con léem as g e n e r a t r i z e s ; e como o plano t a n g e n t e 
á segunda superf íc ie é nes te caso o plano auxi l ia r , vê-se que as g e n e -
r a t r i z e s , que passam pelos pontos ( e s da p r i m e i r a s u p e r f í c i e , ex i s t indo 
no plano t angen te a ella e no plano a u x i l i a r , são t angen te s á cu rva . Ass im 
as genera t r i zes que passam por í, s, v , z, na f ig. V I I . 1 , ou por í, 
s , t>, M , na fig. V i l . 2 , são t angen tes á cu rva . 

Nos q u a t r o pontos das bases dos c y l i n d r o s , pelos quaes passam as 
gene ra t r i ze s cujas projecções horizontaes são t angen tes a es tas b a s e s , os 
planos t angen tes são pe rpend icu la re s ao plano ho r i zon ta l ; e as g e n e r a -
t r i z e s , pelas quaes passam estes p l a n o s , no caso de con te rem pontos da 
c u r v a , t eem a mesma pro jecção horizontal que as t angen tes á curva qise 
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nel les e x i s t e m . I I a por tanto mais q u a t r o g e n e r a t r i z e s , cujas projecções 
horizontaes são t angen tes á pro jecção horizontal da curva , sem que a 
m e s m a p rop r i edade tenha logar a respe i to das suas pro jecções no plano 
ver t ica l . 

Do m e s m o modo nos qua t ro pontos cor responden tes ás g e n e r a t r i z e s , 
q u e ex i s t em nos planos t angen t e s pe rpend icu la res ao plano vert ical , as 
pro jecções ver t icaes das gene ra t r i ze s são t angen te s á projecção vert ical da 
curva , quando nellas e x i s t e m pontos da m e s m a curva . 

P o r onde se vê q u e , t an to no plano horizontal como no v e r t i c a l , 
pôde haver oito projecções de gene ra t r i ze s t angen tes á projecção da c u r -
v a ; mas q u e só q u a t r o delias são projecções de genera t r i zes t angen tes á 
curva no e s p a ç o : o que dá ao todo doze gene ra t r r aes q u e , ou no plano 
h o r i z o n t a l , ou no v e r t i c a l , ou cm a m b o s , se p ro j ec t am t angenc i a lmen te 
ás projecções da cu rva . 

8 0 . O processo de a c h a r a t angen t e por meio da in te rsecção dos 
t r aços dos planos t a n g e n t e s , pôde ser inapplicavel quando esta in tersecção 
t e m logar lóra do q u a d r o onde se faz o desenho . 

N e s t e caso podemos se rv i r -nos de qua lque r dos planos auxi l ia res 
para l le los ás gene ra t r i ze s . Por q u e , devendo as in tersecções des te plano 
com os dous t angen tes , que contéem a t angen te ped ida , ser r e s p e c t i v a m e n t e 
para l le las ás gene ra t r i ze s dos dous cy l i nd ros : se t i r a r m o s paraiIel las ás 
p ro jecções hor izontaes des tas genera t r i zes pelos p o n t o s , onde os t raços 
hor izontaes dos planos t angen te s encon t ram o do plano aux i l i a r , a i n t e r -
secção des tas p a r a l l e l a s , sendo c o m m u m aos t r e s p lanos , pe r t ence rá á 
projecção horizontal da t angen t e . Depois , se p ro j ec t a rmos sobre a linha de 
t e r r a os mesmos pontos de encont ro dos t raços hor izontaes dos planos 
t a n g e n t e s com o do a u x i l i a r , e t i r a r m o s por es tas projecções para l le las 
ás projecções ver t icaes das gene ra t r i ze s dos dous c y l i n d r o s , a sua i n t e r -
secção per tencerá á projecção vert ical da t angen te . E finalmente, se u n i r -
mos por l inhas rec tas as projecções do ponto de contacto com as que a c a -
bamos de a c h a r , t e r e m o s as projecções da t a n g e n t e . (Le rov . Geom. d e s -
c r . n.° 2 9 3 ) . 

Se q u i z e r m o s , por e x . , a t angen te no ponto (n , « ' ) , t i r a r emos um 



DE GEOMETRIA DESCUIPTIVA. ' 9 5 

p lano q u a l q u e r a u x i l i a r , c o m o bc ; pelos pontos m c p t i r a r e m o s as t a n - . 
g e n t e s mq e pq ás b a s e s ; e pelos pontos , o n d e es tas t a n g e n t e s e n c o n t r a -
r e m bc , t i r a r e m o s pa ra l l e l a s a mn c pn: a i n t e r s e c ç ã o de s t a s pa ra l l e l a s 
se rá um ponto , q u e u n i d o por u m a r e c t a com n d a r á a p r o j e c ç ã o h o r i -
zontal da t a n g e n t e . Depo i s pelos m e s m o s pontos de e n c o n t r o de bc c o m 
mq e pq a b a i x a r e m o s p e r p e n d i c u l a r e s a l inha de t e r r a ; dos pés des tas 
p e r p e n d i c u l a r e s t i r a r e m o s pa ra l l e l l a s a m ' n e p n ' ; e u n i r e m o s por u m a 
r e c t a a i n t e r s e c ç ã o des tas pa ra l l e l a s c o m n : o q u e dá a p r o j e c ç ã o ver t ica l 
da t a n g e n t e . 

8 1 . Intersecção de dous cones. P a r a c o n s t r u i r es tas i n t e r s e c ç õ e s , c o r t a - F . n o s . 
r e m o s as duas supe r f í c i e s por p lanos a u x i l i a r e s q u e passem pelos ve r t i ce s e 1 2 

d ' a m b a s , e a c h a r e m o s o s pontos c o m m u n s á s s e c ç õ e s , p a r a cada u m 
d e s t e s p lanos . S i r v a m o - n o s das f i gu ra s V I I I e IX de F o u r c y . 

Q u a n d o a p ro j ecção h o r i z o n t a l Im de u m a g e n e r a t r i z do cone B 
p e r t e n c e à folha in fe r io r d e i t e , is to é , q u a n d o o ponto m se p r o j e c t a 
v e r t i c a l m e n t e na l inha de t e r r a , o p r o l o n g a m e n t o de Im é a p r o j e c ç ã o 
hor izon ta l do p r o l o n g a m e n t o da m e s m a g e n e r a t r i z p e r t e n c e n t e á folha s u -
pe r io r . D o n d e resu l ta , q u e a i n t e r s e c ç ã o de u m a g e n e r a t r i z de A com 
u m a de B p e r t e n c e á i n t e r s e c ç ã o das folhas i n f e r i o r e s dos c o n e s ; a de 
u m a g e n e r a t r i z de A ou B com o p r o l o n g a m e n t o de u m a de B ou A 
p e r t e n c e á i n t e r s e c ç ã o da folha in fe r io r de A ou B com a s u p e r i o r de B 
ou A ; e finalmente a do p r o l o n g a m e n t o de u m a g e n e r a t r i z de A com o 
de u m a de B p e r t e n c e , á i n t e r s e c ç ã o da s fo lhas s u p e r i o r e s . 

8 2 . As t a n g e n t e s , t i r a d a s á s ba se s dos cones pelo t r a ç o hor izon ta l da 
r e c t a q u e une os seus v e r t i c e s , m o s t r a m , c o m o nos cy l indros , se ha p e -
n e t r a ç ã o , se a r r a n c a m e n t o ; e se as c u r v a s de e n t r a d a e de sah ida , no 
caso de as h a v e r , são ou não são s e p a r a d a s por a l g u m in t e rva l fo . 

P a r a s e p a r a r a paFte visivel da invis ivel na p r o j e c ç ã o v e r t i c a l , é 
neces sá r io t i r a r os planos t a n g e n t e s aos cones p e r p e n d i c u l a r e s ao plano 
v e r t i c a l ; e f icarão d e s i g n a d o s c o m o vis íveis , ou c o m o inv i s íve i s , os m e s m o » 
pontos q u e c o m o t ae s se m a r c a m nas f ig . V I I e V I I I . Em q u a n t o á p r o -
j e c ç ã o hor izonta l , é toda visivel , por se c o n s i d e r a r e m s o m e n t e as cu rvas 
de in t e r secção p e r t e n c e n t e s ás folhas s u p e r i o r e s , ou as p e r t e n c e n t e s ás-
folhas i n f e r io re s . 
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8 3 . C o m o os p lanos t a n g e n t e s ao cone A nos pontos ( l , l ' ) e ( u , u ' ) 
se c o n f u n d e m com os a u x i l i a r e s ; p rova - se , do m e s m o m o d o q u e a r e s p e i t o 
dos cy l indros (n.° 7 9 ) , que as t a n g e n t e s á curva nes tes pontes sào g e n e -
r a t r i z e s do cone B: o q u e t a m b é m f a c i l m e n t e se vê por me io da c o n -
s t r u c ç â o das t a n g e n t e s . T a m b é m se mos t ra , como nos c y l i n d r o s , q u e nos 
d o u s pontos onde os planos t a n g e n t e s a A sào p e r p e n d i c u l a r e s ao v e r t i c a l , 
e no de B, p e r t e n c e n t e a fg ( f i g . V I I I ) onde o plano t a n g e n t e a A é p e r -
p e n d i c u l a r ao v e r t i c a l , a s p ro jecções v e r t i c a e s da s g e n e r a t r i z e s s3o t a n -
g e n t e s á p ro j ecção ver t i ca l da c u r v a . 

8 4 . Se , depo i s de t r a z e r o cone A á posição em q u e a sua base é 
$kh , os pontos de s ecção k e l des ta base com a de C se c o n f u n d e m , 
i s to é , se a base de A fica tocando a de B ; es tes cones t e e m um p lano 
t a n g e n t e c o m m u m a o longo d a g e n e r a t r i z p e r t e n c e n t e a o ponto d e c o n -
t a c t o ; e q u a n d o A volta á posição p r i m i t i v a , e s te plano t a n g e n t e fica 
pa ra l l e lo ao de B : logo as t a n g e n t e s kp e mp são en t ão p a r a l l e l a s , e as 
a s y m p t o t a s não e x i s t e m ; mas a curva t e m a inda o r a m o infini to , po r 
e x i s t i r e m as pa ra l l e l a s bk e am q u e se e n c o n t r a m no inf in i to . 

8 5 . Intersecção de duas superfícies de revolução, cujos eixos se en-
contram. F i g . X . d e F o u r c v . 

A in t e r secção des tas supe r f i c i e s com e s f e r a s a u x i l i a r e s d e s c r i p t a s do 
ponto d ' e n c o n t r o c o m o c e n t r o d a r i a o s pontos c o m m u n s a s m e s m a s s u p e r -
f í c i e s , e só el les . Mas s e g u n d o o processo a d o p t a d o u s a - s e da s i n t e r s ecções 
das supe r f í c i e s com os planos de dous p a r a l l e l o s , p lanos q u e se p o d e m 
suppor p roduz idos i n d e f i n i d a m e n t e . D ' a h i v e m q u e : 

I . 0 Se a i n t e r s e c ç ã o das co rdas cV e d'd" c á e d e n t r o d ' a m b a s , 
e s t a i n t e r s e c ç ã o é a p r o j e c ç ã o ve r t i ca l de pontos c o m m u n s ás duas s u p e r -
f ic ies ; e as p r o j e c ç õ e s ho r i zon t ae s e x i s t e m na do q u a l q u e r dos dous p a r a l -
le los , de q u e essas c o r d a s são p ro j ecções ve r t i caes . 

2 . ° Se a i n t e r s e c ç ã o das c o r d a s cáe d e n t r o d ' u m a del ias e no p r o -
l o n g a m e n t o da o u t r a , o pon to c o r r e s p o n d e n t e p e r t e n c e a u m a das s u p e r -
f íc ies , m a s não p e r t e n c e á ou t r a , e por isso e x i s t e no p r o l o n g a m e n t o da 
cu rva d ' i n t e r s e c ç ã o s o b r e a supe r f í c i e a que p e r t e n c e . 

3 . 3 
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3 . ° Se a in te rsecção d a s cordas cáe no p ro longamento d ' a m b n s , o 
ponto exis te fóra das s u p e r f í c i e s , e não p e r t e n c e á c u r v a , n e m ao seu 
p r o l o n g a m e n t o sobre n e n h u m a del ias . 

Como o plano dos e ixos é pr incipal a r e spe i to das superf íc ies r e p r e -
sen tadas na figura , a projecção vert ical da a m e t a d e an te r io r da in te rsecção 
c o n f u n d e - s e com a da pos te r ior , e por isso é Ii1Jh'. 

8 6 . Es ta projecção ver t ical é u m a secção cónica no caso de s e r e m as 
super f íc ies do 2 . ° g r áo . Com e f f e i t o , t o m a n d o por plano (xy) o plano 
pr incipal q u e con tém os e i x o s , as equações des tas superf íc ies r e fe r idas 
a el le não con tém a I . " potencia de z; e por i s so , se e n t r e ellas se 
e l i m i n a r z , mul t ip l i cando a p r ime i ra pelo coefficiente de s 2 na s e g u n d a , 
e a segunda pelo coeff iciente de z2 na p r i m e i r a , e s u b t r a h i n d o , a r e s u l -
t a n t e a inda será do 2 . ° g r á o : ora esta r e s u l t a n t e , sendo independen te de 
z , éa projecção da in te rsecção sobre o (xy); logo aquella projecção é u m a 
secção cónica. Esta demons t r ação seria a mesma , ainda que as duas s u -
per f íc ies do 2 . ° g r á o não fossem de revolução , com tan to que t ivessem 
u m plano pr incipal c o m m u m ( V e j a - s e Ana l . a p p . d e Leroy n.° 2 0 9 ) . 

A p rop r i edade , q u e acabamos de deduz i r , pode accusa r a l g u m e r ro 
c o m m e t t i d o na cons t rucção , quando es te e r r o d e r á pro jecção ver t ica l 
u m a fórma incompat ive l c o m a das secções cónicas . 

8 7 . A pro jecção horizontal da t a n g e n t e á curva , nos pontos onde 
ella encont ra o equador da p r ime i r a s u p e r f í c i e , c o n f u n d e - s e com a da t a n -
g e n t e ao e q u a d o r ; porque a m b a s ex i s t em no plano t a n g e n t e p e r p e n d i c u -
lar ao h o r i z o n t a l : logo nos pontos o e O1 deve a p ro jecção da curva tocar 
a do e q u a d o r ; o q u e t a m b é m mos t r a a figura. 

A p ro jecção ver t ica l da t a n g e n t e nos pontos Ii1 e «', onde a curva 
encon t r a o m e r i d i a n o para l le lo ao plano ver t ica l , sendo a da in te rsecção 
dos dous planos t a n g e n t e s ás duas super f íc ies em cada um des tes p o n t o s , 
planos q u e são pe rpend icu l a r e s ao ver t ica l , r e d u z - s e a um p o n t o ; e por 
isso o processo e m p r e g a d o pa ra acha r a t a n g e n t e pela in te rsecção dos 
planos t angen te s não dá naquel les pontos a t a n g e n t e á pro jecção vert ical da 
cu rva . O das n o r m a e s l a m b e m involveria u m a diff iculdade que é p r e c i s o 

r e s o l v e r ; por quan to sendo cada u m a das n o r m a e s ás s u p e r f í c i e s , no ponto 
1 3 
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do q u e se t r a c t a , p e r p e n d i c u l a r ao p lano t a n g e n t e r e spec t ivo , é para l le la 
ao p lano ver t ica l , e o plano das duas n o r m a e s é para l le lo ao m e s m o v e r t i -
ca l . L o g o o t r aço do plano das n o r m a e s s o b r e o ver t ica l não e x i s t e , e o seu 
t r aço s o b r e o plano dos e ixos é i n d e t e r m i n a d o : com effe i to , e s t ando os pontos 
i ' e h ' no p lano p r inc ipa l dos e i x o s , no m e s m o plano d e v e m e s t a r as n o r m a e s ás 
duas superf íc ies t i r adas por aque l l e s pontos . N o e n t r e t a n t o , c o m o e m 
q u a l q u e r posição do ponto de c o n t a c t o , por ma i s visinho q u e se ja de i ' ou 
ti , a t a n g e n t e a p r o j e c ç ã o da curva é p e r p e n d i c u l a r á r ec t a q u e une as 
i n t e r s ecções da s n o r m a e s com os e i x o s ; e c o m o esta r ec t a vae m u d a n d o 
de posição s e g u n d o a lei de c o n t i n u i d a d e , á m e d i d a que var ia o ponto de 
c o n t a c t o s e g u n d o a m e s m a lei : s e g u e - s e q u e nos l im i t e s h' e i1 a i nda 
s u b s i s t e aquel la p e r p e n d i c u l a r i d a d e ; de so r t e q u e , t i r a n d o em i 1 e 
U t as n o r m a e s aos m e r i d i a n o s , un indo por l inhas r e c t a s os pontos o n d e 
ci las e n c o n t r a m os e ixos , e a b a i x a n d o de i ' e Ii1 p e r p e n d i c u l a r e s s o b r e 
es tas l i n h a s ; f i ca rão oinda cons t ru ídas a s t a n g e n t e s nos m e s m o s pon tos 
t e Iit á p ro jecção ver t ica l da c u r v a . D e s t e m o d o é q u e se deve e n t e n d e r 
o que diz SL F o u r c y no f im do n.° 1 2 6 . 

As t a n g e n t e s á i n t e r secção da curva com o e q u a d o r dão os l im i t e s 
(O, O1), q u e s e p a r a m na p ro jecção hor izonta l a p a r l e visível da invisível : e 
as I angen l e s á i n t e r s e c ç ã o da curva com o p lano dos e ixos dão os l i m i t e s 
h' e ( ' , q u e s e p a r a m a pai te visível da invisível na p r o j e c ç ã o ver t ica l ; m a s 
aqui a p r o j e c ç ã o da p a r l e visivel c o n f u n d e - s e c o m a da invis ível . 

. n.» 127. 88. Intersecção de duas superfícies de revolução, cujos eixos não 
estão no mesmo plano. F i g . XI de F o u r c y . 

P n r a t e r os pontos da i n t e r s e c ç ã o e x i s t e n t e s n ' um p a r a l l e l o P da 
p r i m e i r a s u p e r f í c i e , o b s e r v a r e m o s q u e o ra io desse para l le lo é o da sua p r o -
jecção h o r i z o n t a l : e q u e a sua i n t e r s e c ç ã o com a s e g u n d a super f í c i e se pôde 
a c h a r c o i t a n d o a m e s m a s e g u n d a super f í c i e e P por para l le los d e l i a ; do 
q u e r e s u l t a r á u m a curva , cuja i n t e r s e c ç ã o c o m a p ro j ecção de P d a r á os 
pontos ped idos . Ass im se a c h a m os p o n t o s . ( m , m ' ) , ( m ( , m'\) e x i s t e n t e s 
no para l le lo d'd". 

P a r a t e r os pontos e x i s t e n t e s em um para l l e lo P ' da segunda s u -
p e r f í c i e , o b s e r v a r e m o s q u e a i n t e r secção d ' e s t e pa ra l l e lo com ella é u r a 




