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ADVERTENCIA.

M Uitas das cousas, que contém este escripto, compdsio

ha nove annos, foram devidas & leitura da Geometria De-
scriptiva de M. Monge; do Tractado das superficies regradas
- de M. Gascheau ; da Geometria Descriptiva de M. Leroy; e
da Analyse applicada d Geometria de tres dimensbes de M.
Leroy : por isso convird algumas vezes consullar eslas obras

para maior desenvolvimento das malerias respeclivas.

Seguiu-se nelle a ordem d’inscripgfio dos differenles ar-
tigos da Geometria Descriptiva de M. Fourcy, que se apon-
taram 4 margem do texto; e fizeram-se as referencias, quanto

foi possivel, ds figuras da mesma obra.

Indicatam-se duas versdes de surfaces gauches: uma,
torcidas, empregada na traducgiio da Geomelria
artes de M. Dupin pelo Sr. E. J. Ferreira;
posteriormente lembrada pelo

super ficies
applicada ds
outra , superficies enviezadas ,
Sr. J. M. Baldy, da qual se usou com preferencia.
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COMPLEMENTOS

DA

GEOMETRIA DESCRIPTIVA

DE LEFEBURE DE FOURCY. -

i. 0 Objecto da Geomelria descripliva é represenlar sobre um
plano as parles da exlensdo exislentes no espaco, de modo que seja facil
deduzir desta representoclio as propriedades mais notaveis das mesmas
partes, as suas dimensdes, e as relagdes de posicho que entre si guardam,

No estudo desta Sciencia convem empregar a Geomelria analylica
como complemento della: porque, se uma olferece meios geraes e expedi-
tos de resolver as questdes; o outra lorna sensiveis os resultados a que as
solucdes conduzem, e mostra as applicacdes que dos mesmos resultados
se podem [azer &s artes. Por este motivo nos empenharemos especialmen=
te , nas observacdes de que vamos occupar-nos , em comparar as solugdes
graphicas com as analylicas.

Problemas sobre as linkas reclas e planos.

2, Seja (ab, a'l') (fig. 1.) uma recta Fon.’ 18,

y=mr-+n, z=pr-+q, crei-eervr-a..(1)

cujos (ragos sobre os planos (xy) e (2z) se procuram. i
Fazendo y =10 para ter o traco sobre (2z), vem »

e Ltang UbA AL

3:—‘—| ou

Ab;

pu{r) ser —m a langente trigonometrica de ObA , e n a ordenada inicial |
AO, ,
~ D’onde resulta que, para achar o traco da recta sobre o plano ver-
tical (xz), basla delerminar a ordenada bY', correspondente ao ponto b
onde a projecgiio horizontal ab encontra a linha da terra.

i
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Semelhanlemenle discorreriamos. a respeito do traco horizontal. O

qie & com effeito o processo seguido no problema I da Geometria descri-
ptiva de Fourcy.

F.n'1% 3. Sejam (m'an), (m'en) (fig. 2.) dous planos
2=As+By+C, z2=Az4+By+C.niviinnn, (2).
As equncﬁes. dos seus tragos sobre (xy) serdo :
de (m'en)...2=By+C; de (m'n)...2=BY+C.... (3%
As dos seus tragos sobre (zz) serfio:
de (m'sn)...&c=Az4-C; de (m'en)...c=A+C"....(}):

Para achar as projeecdes, sobre (zy) e (z3), da interseccdo dos
planos , eliminaremos = e y entre as suas equagdes (2); o que dara:

frev. A'B—AR A'C—AC AB'—A'B  B'C—BC

A'_A y AJ,_,_A o | &= B!__B B'_B - wa (DJ-

-

Mas procurando a intersecgio dos tragos dos planos sobre (zy) (eq. 3),
B'C—BC'
B'—B
(5) d& z=0, istoé, da o trago da intersecclo dos planos sobre (xy) :
logo este traco é a inlersecgdio n dos tragos dos planos,

Do mesmo modo se mostra que o Lrage m' da intersecgdio dos pla-
nos sobre (2z) ¢ a intersecglo dos tragos dos mesmos planos sobre ().
O que reduz ao inverso do precedente o problema de achar as projecgdes
da interseccao.

Se o trago de (m'sn) sobre (xy) & perpendicular & linha de terra,
temos B=10; o que reduz a 2." das equacdes (3) ax=Az+C, que &
a do ftrago sobre (x3) : logo a projecglio da inlersecgdo sobre (x3) € neste
caso o trago do plano.

Se os dous tragos sobre (zy) sdo parallelos, ¢ B=B'; o que substi-
tuido nas equagdes (5) da:

acha~se o ==

; valor que sendo substituido na 2. das equagdes
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g NC—=AC  €—C
0 Ay

fogo a projeccio da intersecgdo sobre (zy) & parallela aos (ragos; e a
projecglo sobre (z3) & parallela & linha de terra.

Se os planos enconlram no mesmo ponto a linha de lerra, &
C=C': o que reduz as equacdes (5) a

A'B — AP
i e

__AB—A'R
s by Y

y+C, o oy +.0

das quaes se v que a interseecdo passa por aquelle ponto. E as abscissas

__ BC—BC o im L S b A
T=—p—g T = Jen en’, redusindo-se ambosa £=C,
com y=0 e z=0, moslram que esles ponlos se confundem tambem
<om elle: o que torna impraticavel a construcciio,

Se os planos sdo parallelos 4 linba de terra: B, B/, A, A', tornam-
~se infinilosz logo os scus tragos (eq. 3 e &) , o s projeccdes da sua inter-
secgdo, siio parallelas & mesma linba.

De proposito fizemos esta analyse n’um exemplo tio simples, para
acostumar o leitor a deduzir das consideracies analylicos as modificagdes ,
‘que nos casos particulares se devem fazer sos processos geraes.

4. Quando construimos uma recla (ab, a't) (F. fig. V.) em verda-
deira grondeza gf sobre o plano horizontal , gf produzida deve passar
pelo traco horizontal da mesma recta: porque mo movimento do trapezio
abyf em torno de ab deve ficar fixo aquelle trace. D'onde resulta ndo s6
uma verificagho, mos lambem o meio de resolver o problema inverso,
que consisle em achar o ponlo de uma recta, cuja distancia a outro pente
dado da mesma recta é igual a uma quantidade conhecida = d.

Para isto basta levantar a perpendicular af= a'r , suppondo (a, a')
o ponto dado; unir [ com o trago horizontal de (ab, a'!) por uma recta ;
tomar nella fy=d; e abaixar de g sobre ab, e de b sobre a linha de
lerra, .as perpendiculares gb, e b0', que dardo o ponto procurado (b, ')

F.n." 23,




F.n.” 42,
43, 44,
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Casos do angulo triedro.

5. A construcgio do angulo triedro s6 é possivel quando qualquer dos
ongulos planos ¢ menor que a somma dos outros dois.

O mesmo se vé graphicamente. Com efleito, se (F. fig. XXV) a
face asb fosse > a somma das outras duas, uma das partes asm ou bsm
seria > a face correspondente asc, ou bsc': logo uma das rectas,
hg = sg .tang msa , hg'= sg' . tang msb , seria respeclivamente

>(gf = sg. tang ase , g'['= sg". lang bsc") ;

e um dos dous circulos dos raios gf, ¢7f', ndo encontraria hk, ou hi'.
Por onde se v& que neste caso ndo haveria triedro.

6. Pela comparagio des triangulos da figura mostram-se os theore-
mas fundamentaes da trigonomelria espherica: como vamos ver.

Chamemos A, B, C, os angulos diedros formados nas arestas sa ,

sb, se. Os angulos planos, que respectivamente se lhes oppde, sio

csb—=a, csa=b, asb=c. ’

.

{5l S g iy S low s o1

sen(Fg'h) gk

56 A 1
ou t—!-]-—-=g—)rl=Eu—ao.-l|-.-.-gt.-- (l’:-

scnB  gf  senb

2.° Os lriangulos kig, if's, die ’
(ki ={kg)™+ (i —2{kg)ig) cosA = == (o + (s —2(of") i .cosa,
ou, por ser sf=sf", :
(f)*.sen"b-4(si) " sen”c—2(sf).(si).senbsenccosA==(sf)*+(s1)*—=2(sf).(s:).cosa,

N
ue I SeT §il =— ——=— e , (i
1 ’_Pﬂ "= cosc  cosc '

Wd=ﬁu!b¢ﬂ$c-}jnnbﬂnccﬂﬁﬁ RNy (2}1
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Do mesmo modo os triangulos gmp , gps, psfs ¢fs', ddo
(g -+ (pm)? -~ 2qm) . (). cos C=(gs)*+(ps)*—2(ps) . (g - os e,
ou, por ser (m)=(gf"), pm={pf), (4f") =(gs)-sen a, pf = (ps).sen
(9)"seua+{ps)" son®b—2{qs).(ps)senaseabeosC={gs) "+ (ps'—2(ps)-(gs)eosc,
que, por ser (gs).cosa==(ps).cosb, di
cos b cos a -+ sen b sena cos C = cose.
3.° Seja o angulo msa=s. Os triangulos khg, K'hg', hsg, hsy', dio

(hg) = (hk) . cot A , (hg")= (hk"). cot B=(kk).cot B ;

(hg)  cot A ten § 1
lﬂgﬂ e = = - = .
(hy') et B sen(c—s) scucculs —cose
ou , por ser
57 5q sq cot b
el = —— - — — '
hy  kgeos A gficos A cos A
tA colg b
el e —cotAcose=colD;
cus A
ou cusccosz\u__—senccotgh——ienAmtB............{3).

%° O %.° theorema fundomental da Trigonomelria ¢ o 2.° applicado
a0 triangulo supplementar.

7. As construccdes graphicas indicam a ambiguidade da soluclo,
quando a ha ; e mostram os casos em que se podem eslremar as solucdes
verdadeiras das, que o ndo sdo: tudo conforme com o que ma trigonome-~
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Lria espherica se ensina, Como se péde ver, figurando as construcgdes re-
lativas a0 angulo triedro, e comparando-as com as regras a esse respeilo

dadas (Francoeur n.” 648 e 649.)
Da geragio das superficies.

8. Qualquer superficie péde suppor-se gerada pelo movimento de uma
linha , de forma constante ou variavel, que sempre encontra outras li-
nhas , ou se move segundo uma lei dada. A linha , que se move , chama-
se generalriz; e as , que slo emcontradas pela generalriz , chamam-se di-
recirizes.

Sejam

=0, Fy=0; fiy=0, Fiy=03...; fy=0, F,y=0;.. (1)
as equacdes de n directrizes;
e ?=0’ ¢=o’

as de uma generatriz, que descreve a superficie encontrando sempre , du-
rante o seu movimento, as n directrizes. Eliminando z, Yy, 5, enlre as
duas equacdes da generalriz, e as duas de cada directriz, resultardo »
equagdes :

A[.)zu W Am':ﬁ P e nsanaay ,A,;I}—'_—G'

entre o0s paremelros, cada uma dos quaes exprime a condigio de ser a
directriz respectiva eacontrada pela generairiz. Depois, se entre estas
1 equacdes de condiclo e as duas da generalriz se eliminarem n + 1 pa-
rametros da generalriz , a equacdo resultante em x, y, =, serd a da su-
perficie descripta pelo movimento della.

Se o numero total dos parametros da generatriz for n 4 1 : a super-
ficie seri determinada. Se for maior que n--1: ficardo alguns para-
metros arbitrarios ma equaglio resultante , e havera uma infinidade de su-
perficies representadas por esta equaclo. Se for menor que n+1: eli-
minados 0s parametros, resullardo 2, 3, ... equagdes , conforme for
n,n—1, .... 0 oumero delles: e eslas cquagdes representardo uma
linha; um ponto; ou dardo equacdes de condigdo entre os parametros
das directrizes, eliminando z, v, =.
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9. [Em geral uma superficie ¢ determinada, quando se conhecem as
directrizes, a nalureza de generatriz, a lei dv seu movimento, e a das
mudangas por que ella passa nesle movimento. Para eada ponto da super-
ficie serd a generatriz determinada, quende houver wm numero limitado
de livhas, do natureza da generatriz, que passem por este ponto e en-
eontrem as directrizes. Se a generatriz assim determinada for unica, ndo
passard pelo ponto dado sendio uma folha da superficie : se o ndo for , pas-

sarlo lantas folbas , quontas sdo nesse ponle as generalsizes do mesmo
systema.

Do plano tangente..

0. Pora definir o plano tangente como prolongamento de uma face F. o #9.
wfinitesima da superficie, ¢ necessario que 4 roda do ponto de contacto
haja essa face, isto &, que neste ponto as tangentes a todas as curvas
tragadas por elle na superficie existam no mesmo plano.

O raciocinio empregado por M. Fourey (n.° 49.) para demonstrar este
theorema suppde a generatriz de forma constante ; mas applica-se igual=
mente , quando esta linha se suppée variavel,

Com cfleito, se os pontos da secclio da corda com a curva se appro-
ximam um do outro pela lei de continuidade, a tangente é o limite da
secanle, quer esta approximacio resulle so do movimento da secante,
quer resulte promiscuamente desse movimenlo e da mudonca de f6rma
da curva, com tanlo que a mudanga se faga tambem pela lei de conti=
nuidade. Esta approximagiio indefinida dos pontos da secclio 6 o caracter
distinctivo da relagdo que ba entre a secante e a tangente: nem se funda
em oulra consideragdo a definigdo da tangente como limite da secante.

Assim a mudanga successiva do plano das tres secautes, e da posicio
destas linhas , pela lei da continuidade, conduz sempre ao theorema que se
quer demonstrar, Por onde se vé que a difficuldade proveniente da appli-

cacdo do mesmo raciocinio ao caso da mudanga de [6rma da generatriz ndo
subsisle.

1. O theorema, de que se tracta, tambem resulta de consideragdes
analyticas.

SEJR 5=f(3’ y)--.l " r_lt_o_r__-.rlbollr-f(il}.
a equacio da superficie ;-
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& y—_—q-(x}.............-........{ﬂ]

a da projecclio sobre o plano (xy) d'uma linha tracada nella arbitraria=
mente. Esta linha serd a interseccio do eylindro projectante , cuja equa-
¢lo & (2), com a superficie; ¢ a sua projeccdo sobre (2z) se achard eli-
minando y entre as equacdes (1) e (2), isto ¢, considerando y em (1)
como uma funcglo de x dada por (2).

Designemos por p e q os coellicientes differenciaes parcises de s,
em ordem a & e y consideradas como variaveis independentes; e por
j—; o coefficiente differencial de = tirado da equacdo (1), quando y se
considera nella como funcglio de x dada por (2). As equagdes da langente
& curva, de que se tracta, serdo:

(fq dz I'hf
—_—yl= = e A0 — ;;' —— ( — ) = —_— — 4
y—y=(@—a) = —(z—2') (P+qd$)(:= /)

. 8 dy
Se entre eslas equacdes eliminarmos a2’ equaclio resultante, por

ser independente da forma de (2), pertencerd a lodas as linhas tracadas
sobre a superficie pelo ponto (¢, ¥, 2). Esta eliminacdo da a equagio de
um pleno,

gy—y) +pe—a)=5—=5 . ieiieien(3):

Jogo as langenles a lodas as curvas (racadas ma superficie pelo ponto
(2, y. ) esldo no mesmo plano tangente.

Deve porém cxcepluar-se o caso em que algum dos coeflicientes p
ou ¢ se torne = no ponto (z, y, 3); 0 que aconlece em cerlos pontos
singulares, como no verlice de um cone.

Se a cquacdo da superficie fosse dada debaixo da forma

Flz,y,2)=0,

as suas differenciaes em ordem a z e y doriam
dF

R R R ERRRRRRBRBRREREEEE=R
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(.j—x +(Z p=U,(j—y +H(T)e=05 e (%)

e subslituindo na equaglo do plano tangente as expressdes de p e q tira-
das dellas , esta equagdo tomaria a forma mais symmetrica :

(z — ') (g)ﬂy-—y') (%)+(z—z')(%§)=0.

Das differentes especies de superficies.

12, Superficies planificaveis. Estas superficies podem considerar-se -
como geradas pelo movimento de uma recla que ¢ sempre langente 4 F.n."53.
aresla de reiersdo,

Sejam

& Secyfs), yrsd(a)iadl S Iuea, s, (1)

as equacdes da aresta de reversdo. As equagdes da generatriz, langente a
ella, serdo:

@ —sle)=(s =¥ (x), ¥ H&) = (s — W(e) ... (2);

sendo [2, o(s), 4(«)] o ponto variavel de contacto da generatriz com a
aresta.

A eliminagdio de = entre as equacdes (2)da generatriz daria a equa-
clo da superficie; mas esla equaclo ndo se péde estabelecer no estado
finito , em quanto ndo se attribuem formas determinadas & funcgdes = e ¢,

Como as equagdes differenciaes parciaes da 2.* ordem equivalem a
equacdes finitas com duas funcedes arbitrarias , vejamos se fazemos desap-
parecer pela differenciagdo as fanccdes e e ¢.

Dilerenciando. as equagdes (2) em ordem a @ e a y, resultario

*t‘r o =
quatro, nas quacs haverd ¢, ¢', ¢/, ¢, :Ei' %; e eliminando E e -g;

enlre estas quatro, ficario as duas:
PO —1_ ) gl —1 ()
HE) o V) (s e’

que resolvidas em ordem a p e g dardo expressdes da férma
2
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P=[(8)s g=F(®) cveasenveecs.ocs (3)

Finalmente , differenciando as equagdes (3) em ordem a = e y,
resultarlio as quatro:

d= da d= dz
=f!(a)—, §=[(a) — = a)—, t=[" (a)—,
r_f”da:" f( dy" rr’(}dxlt f {)dy
das quaes se tira
:::,Wﬂ—&""ﬂ L . (-i)
s ¢

Tal ¢ a equagdo differencial das superficies planificaveis (Ler. An,
app. n.° 327). A mesma conclusio resulla de ser o plano tangente o de
duas arestas consecutivas (Franc. Math. pur. n.° 806).

As equagdes (3) mostram que o plano tangente é o mesmo para

todos os pontos da generalriz, que passa por um ponto [=, ¢(a,) ¢(2)| da
aresta de reversio.

F.u."57. 43, Superficies de revoluclio. Estas. superficies, descriptas pela revolu-
¢3o d"uma linha generatriz em torno de um eixo direclor , podem lam~
bem considerar~-se como geradas pelo movimento de um circulo de raio
variavel , parallelamente a si mesmo, de modo que o centro percorra o
eixo e que a circumferencia encontre sempre uma directriz.

Sejam e=0,4=0..,

SN g

as equacdes da directriz. Tomando o eixo como eixo dos z, as equa-
¢oes do circulo gerador serdo

i=aua, .a:z-[-y"‘:E,

A eliminaglio de z, y, =, entre estas equagdes e (5) dard uma resultan-
te, que, resolvida em ordem a =, lerd,a forma « =€) dependente da
natureza da directriz; ¢ a equaglo da superficie serd

3 =0z"+ yf).
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Differenciando esta equaglio successivamente em ordem a = e Y, e
dividindo uma das equacdes resultantes pela outra, acha-se a equaclo
differencial das superficies de revolugio,

PY—qe=0.00ciicrriiiusancar,..(6)

{Franc. Math. pur. 0. 662 e 745).

F.n."61.
15, Superficies torcidas ou enviezadas, Sejam :

x-_—-“z‘*'?' y=ez+; s bastsaba dbian ¥ (7}
as equagdes da generalriz;
e M=0,N=0; M=0, N=0; M=0, N=0;

as das tres directrizes,

Eliminando z, y, = entre as equacdes de cada directriz, e as da
generalriz, resullardo tres equagdes de condigdo entre os parametros =,
14 €, &, das quaes se lirardo expressdes da [orma

1:11:;] ¥y 3=+::}, a‘:-ﬂ{u:l;

e estas subslituidas em (7) dardo
w=uz+ ofa), y=2b(a) +2(e) ..ot eeniinis. (8)

A eliminagdo de « entre as equagdes (8) ndo se péde fazer sem conhecer
as férmas de v, ¢, =, e por conseguinte sem conhecer as equacdes das
tres directrizes. Quando aquellas férmas forem conhecidas, achar-se-ha a
equagio da superficie, eliminando « entre as duas equagdes do systema
(8), que a representa, :

15. Para ter a equacio differencial das superficies enviezadas sem ¢,
¥, %, serh necessario recorrer s differencas parcioes da 3.° ordem. O
caleulo, pode fazer-se do modo seguinte.
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Differeaciando as equagdes (8) em ordem a x e y successivamente ,
resultam :

da
1=ap+(z+9)

e
IL', 0=“¥+(*+?)E§s

dx | da
O=pht (ot 4e) o AT IRE L0
das quaes se lira

Differenciando (9) em ordem a x e y, resulla

= q(ur +p§£)+(l-—-¢p)s w q(ur-irp*:—;)-k—{l-—up}l

f I8 7 ,v.a:&=— P ’
das quaes se lira
d=
E:-r_mqr-!-(i-—-a.p]s f—ap
Zhufl-{w{l—-ﬂ-ﬂ}l i —aj g
dy,

ou , reduzindo,
(1 —ap)t+42(1 —apleps+«*gr=0.. ..0av...(10)

Dillerenciando (10) em ordem a x e y, resultam equagdes da [or-

ma :
ds e Rt (; dS) -y
0 =l —apjer— (1 =)' - — 2t — epel by ) — o2,
d= ds

It dr
C—_ = — 2] _— u“) 2] —— I—-I-"J t_r-..._’_ aX'9 .ﬁ_ Gl . AN Darl -
o \ B PN | A e TR o

ou, substituindo na primeira em logar de ’¢*, e na segunda em logar
de (1 — ap)’, as suas expressdes tiradas de (10):
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d= & ds dt td qs dr}
c (‘E:[[--upj{%(ﬂ——l —g () —s 22T L,

dz rdzx r dx
dﬂ-_ ! 2 \(s E d’) . i‘ ﬂl‘)%
[_'.E;__ ?{—-Eu.‘r‘l $*)4-2(1 —ap) ¢ dy dy Gl tdy - dy/ .’
Logo
3 | AR &t dr) a8 df‘%
T} b it 7 et Gt (e L 2 8
At A ot ot
& aq% a1t *)"'2“_"1')\:.&3;‘_&}) “9(;'@ dy ¥

d'onde se tira.

Eds sdr) dr rdi
it

lx dy tdy
ey .
rai: E(as ; m) & Cdr

dy tdy/ dz rdz

Esta expressio de { —=p substituida em (10) da finalmente a

equaglo dilferencial das superficies enviezadas,.ou antes de lodas os super-
 ficies regradas: (+):

R Ty e P N ¢ |

s s d dt .
\*) Se, para verificar , substiluirmos em logar de ¢ —: e r—- as suas expres-

d
ool : b & dr o
soes Lliradas das differenciaes de (#), e altendermos a que é —=— e -:'——E

dz™ dy dy dz’
as expressoes de A e B redozir-se-hio a

A=4{nu;q%=o. B=4{rt—s) = =0;

o que torpa (11) n’ uma identidade. E o que deve aconlecer com effeito ; por

que a equagio geral das superficies regradas deve salisfazer ds superficies pla-
nificaveis,
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ds di dt dr
A Er(tdy 'dy)""(rd.z: ldz)
sendo
ds dr dr dt
B !l(rdas sd‘z)-l—r(tdy rdy)'

16. Para construir uma superficie enviezada, determinando as suas ge-
meratrizes por meio de tres direclrizes, péde empregar-se qualquer dos
{res processos seguintes,

1. De eada ponto da 1.* directriz,, como vertice, descreva-se um
cone, que tenha a 2.° por base; e determinem-se os pontos onde este
cone corta a 3." directriz, As reclas, que unirem o vertice do cone com
s pontos de intersecgdo , serlo generalrizes da superficie: e a reunido das
rectas conseculivas, assim tragadas por todos os pontos da 1.* directriz, as-
sentard na folha correspondente da superficie. Dizemos das rectas consecu-
tivas, para que ellas assentem sobre a mesma folha da superficie ; porque ,
d’entre as diversas generalrizes , que passam por dous pontos da directriz
infinitamente vizinhos , perlencem & mesma folha as duas que estdo infi-
nitamenle proximas uma da outra. No entretanto as folhas podem coinci-
dir, quando as superlicies admitlem mais d'um modo de geragdo ; como
veremos em alguns exemplos.

2.° De cada ponto da 1.* directriz, como verlice, descrevam-se
dois cones, cujas bases sejam as outras duas directrizes, As intersecgdes
destes cones serfio as generatrizes , que passam pelo vertice.

3.° De um ponto da 1.* direclriz como vertice descreva-se um cone,
que tenha por base a 2.% directriz; e d’ outro qualquer vertice outro cone
que tenha por base a 3." directriz ; procure-se a intersecgdo dos dois co-
nes, e depois os pontes onde esta interseccdo corta a 3.° directriz. As
reclas, que unirem estes pontos com o vertice do primeiro cone, serdo ge-
neratrizes da superficie. Com effeito estas rectas encontram a 2.* dire-
ctriz, por serem generalrizes do primeiro cone; e encontram as 1. e 3.*
directrizes , por se fazerem passar por pontos dellas.

A soluglo anlecedente ¢ um caso particular desla,

Em logar do segundo cone péde servir um cylindro vertical , isto &,
pode suppor-se o vertice deste cone collocado a uma distancia infinita
acima ou abaixo do plano. horizontal.

De passogem observaremos, que neste modo de descripgio das su-
perficies regradas vae incluido o das planificaveis. As superficics regradas
perlencem a este genero, quando os cones, cuja inlerseccio deve dar as
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generalrizes que passam por um ponto da 1.* directriz, se tocam em
toda a exlensdo das suas arestas, Nesle caso, sendo commum &s duas su-
perficies o plano langente que passa pela aresta de contaclo, as langentes
4s bases dos cones, nos pontos onde ella as encontra, estdo mo plano
langente , e por isso a passagemn de uma posicio da generalriz para a
conseculiva se faz no mesmo plano. Por onde se vé iguslmente que a
aresta de reversdo, como direcliz, ou a eondicho de nlo sair a genera-
triz do mesmo plano em duas posi¢des conseculivas , com mais duas dire-
ctrizes, delerminariam complelamente a superficie planificavel.

17. A geraclo das superlicies enviesadas pelo encontro da generatriz
com tres directrizes é a mais usada e geral; por se poderem corlar as
superficies por tres planes, ou por tres quaesquer superficies, e tomar
para directrizes as tres linhas de intersec¢o. No entretanto ha outros mo-
dos de gerar as mesmas superficies , d’enlre os quaes mencionaremos os
seguinles, por serem aquelles que npas applicagdes se encontram :

1.° Se a generalriz , além de encontrar uma linha dada, ou de ser
parallela a um plano dado, deve tocar duss superficies tambem dadas:
descreveremos no primeiro caso, de cada ponlo da linha dada, como ver-
tice, dous cones eircumscriplos 4s superficies dadas: as intersecgdes destes
cones serlo generalrizes , por tocarem as superlicies e enconlrarem a linha
dada. No segundo caso cortaremos as duas superlicies por planos parallelos
ao dodo, e liraremos tangenles communs 4s curvas resultantes da inter-
secgdo de cada um destes planos com as duas superficies : estas tangentes
serdo generatrizes, por eslarem em planos paralielos ao director e locarem
as duas superficies.

Se d'outro qualquer modo se combinossem entre si as condigies de
encontrar uma linha, ser parallela a um plano director , e tocar uma su-
perficie , lacilmente se vé o que se deveria fazer.

2.° Se as directrizes forem tres superficies S, §', S", que a genera-
triz deve Locar : delerminaremos, come se acaba de dizer, uma superficie
auxiliar =, cujos generatrizes toquem as duas superficies S , §', e encon-
trem uma linha qualquer L ; depois acharemos a inlerseccdo de = com S”;
e finalmente liraremos a esta intersecglo uma tangente que encontre a
linha L. Esla tangente , por encontrar L e tocar a superficie =, serd ge-
neratriz da mesma superficie, e tocard conseguintemente S e S'; e como
tambem toca 8", serd generatriz da superficie procurada.

Poderemos tambem servir-nos d'um plano qualquer P ; determinando
a superficie auxilior 2, cujas generatrizes tocam S e 5’ e sdo parallelas o
P; procurando depois a inlerseegio de = com S"; e finalmente tirando &
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mesma inlersec¢do uma tangente parallella a P, Esta tangente, por ser
parallela a P e tocar 2, serd generatriz de 2, e por isso tocard S e §';
e como tambem toca S", serd generatriz da superficie procurada,

Fazendo variar nestes dous processos a linha auxiliar L, ou a posi-
¢do do plano auxiliar P, acharemos tantas generatrizes da superficie
quantas quizermos.

28. D'entre as superficies enviezadas , o hyperboloide ¢ o paraboloide
sio de 2.* ordem; e s6 elles o sho.

Com effeito, cortemos o hyperboloide enviezado por um plano, que
contenha qualquer generatriz d' um dos systemas (). Por ser esta gene=
ratriz commum ao plano e ao hyperboloide , segue-se que eliminando
uma das coordenadas entre as equagdes delles, a equagldo resullante, que
¢ a projeecdo da sua intersecgdo sobre o plano das outras coordenadas,
deve decompor-se em dous factores, um dos quaes seja do 1.° grio. Se
o oulro factor fosse de um grio superior ao 1.°; o ramo, que lhe cor-
responde , da intersecglio do plano com o hyperboloide seria uma curva.
Mas tirando pelos pontos desta curva generatrizes do eutro systema, estas
generatrizes encontrariam a do primeiro systema, como se mostra no n.’
71 de Fourey, e por conseguinte estariam todas no plano secanle; o que
¢ impossivel , segundo -0 mesmo n.° Logo o segundo factor ou é constante,
ou do 1.° gréo: e como tambem ndo péde ser constante, por ji sabermos
que ha posigies do plano secante em que a interseccio dé duas rectas, se=
gue-se que ¢ do 1.° grio. Por onde se v& que a intersecglo do plano com
o hyperboloide ¢ do 2. grio; e por conseguinte tambem ¢é do mesmo grieo
o byperboloide.

A demonstracio precedente & applicavel ao paraboloide enviezade
em virtude do n.” 73 de Fourcy.

Deste modo de demonstrar se conclairia igualmente , que, se uma
superficie do 2. grio admilte um primeiro systema de generatrizes recti=
lineas, tambem admitte um segundo; e que qualquer generatriz de um
dos systemas & encontrada por tedas as do outro. Com effeito, fazendo
variar a posi¢io do plano secante que passa por uma generatriz , em cada
uma das posigdes ha outra generalriz , que enconlra a primeira.

(t) _As doutrinas dos n.** 71 e 73 de Fourcy, de que aqui nos servimos, nio
dependem das proposigdes, que tractamos de demonstrar.
A
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O theorema proposto tambem resulta de que uma recla nlio pode
cortar a superficie sendo em dous pontos ; por que, se a cortasse em tres,
enconlraria as lres generalrizes, que por elles passam , e assenlaria sobre
a superficie (0.” 71 e 73).

Como as directrizes das outras superficies enviezadas sio de gréo
superior &s do hyperboloide e paraboloide , as mesmas superficies sio de
grio superior a estes: por conseguinte o hyperboloide e o paraboloide
sdo as unicas superlicies enviezadas de 2.* ordem.

19. FEstes theoremas tambem se mostram analyticamente. Para faci-
litar a demounstragdio, supponbamos construido o parallelipipedo, de que sio
arestas as tres directrizes do hyperboloide enviezado, tlirando por cada
uma dellas dous planos respectivamente parallelos s outras duas; e tome=-
mos para eixos coordenados as tres parallelas a estas directrizes, que se
cortam oo centro do parallelipipedo: o que d& um systema de coordenadas
obliquas. Sejam 2a, 2b, 2¢, os comprimentos das arestas (A), (B),
(C) , parallelas aos eixos dos x, y, 5. As equagdes dellas serdo:

=—050 T=a r=—a
%m. }tm. %(C).

5= +¢ T=—c y="b

Referimo-nos & fig. 2% de Fourcy ; mas bem se v& que os signaes destas
coordenadas podem mudar , conforme a disposigio das arestas e os nomes
dos eixos.
Sejam agora
g=mz4p, yYy=nitgq

as equacdes da generalriz. Eliminando z, y, =, entre estas equagles e
cada um dos systemas (A) , (B), (C), resultardo tres equacdes entre m ,
P, n, q; e depois eliminando estes gualro parametros entre essas tres
cquagdes e as da generatriz, vird a equagdo procurada do hyperboloide :

ays+bxzstexytabe=0...00000cv.... (12)s

Logo o hyperboloide enviezado & uma superficie de 2.* ordem: e tem
centro ; por nio mudar a equacdo (12), quando nella se mudam os signaes
das tres coordenadas (Ler. An. appl. n.** 151 e 152),

Em quanto ao paraboloide en\'iemd;. tomemos o plano dircetor
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para plano dos 2y ; a recta, que une os tragos das duas directrizes sobre
este plano, para eixo dos y; o meio desta recla para origem; o plano
dos ax parallelo 4s directrizes; e o eixo dos z tal que divida em duas
partes iguaes o angulo de duas parallelas &s directrizes, tiradas pela ori=
gem. A equagdo da superficie referida a este systema devera ser eviden-
temente mais simples.

As equagdes das directrizes serlio:

y=h, x=as; y=—h, x=—as;

e as da generatriz serdo:
g=1y, Yy=ar4t

Eliminando #, y, =, entre as equagdes da generatriz e as duas de
cada directriz ; e depois «, €, ¥, entre as resultantes ¢ as da generatriz:
viré a equagio do paraboloide

ayz=h$. -------- -..------.-..(13].

Logo o paraboloide enviezado & uma superficie de 2." ordem sem
centro, (Ler. An. appl. n.* 177).

90. Mostremos agora a identidade do hyperboloide e paraboloide envie-
zados com as duas superficies de 2. ordem, &s quaes, por serem geradas
pelo movimento da ellipse sobre a byperbole na direcdo do eixo imagi-
nario , e da hyperbole sobre a parabola, se ddo 0s nomes de hyperboloi~
de de uma folha e de paraboloide hyperbolico.

Para isso lembremo-nos da classificagdo das superficies de 2. or-
dem: na qual supporemos reduzida a equaglo dellas a alguma das férmas

Ay*+ By*+ C'=H, My*+ Nz’=Pz;

o que sempre & possivel , como esth demonstrado na Geometria analytica
(Franc, Math. pur. n.” 6835 e seguintes).
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1. CLASSE,

SUPERFICIES COM CENTRO, Az*+ By*+ Cz*=H,

1.'umnn-——Eﬂi‘mid:-— A, +B, +C

ot | Ponto tenssssssssstessnisnees Homl
§.§-§ Cylindro de base elliplica maresesan(d, ouB, ou C)=0

£ ( Dous planos parallelos (AeB,oud eC,ouBeC)=0

£.* aexEro ——Hyperboloide de wma follia— = “+A, +B, =C

& Cone asymptotico de base elliptica crrrrydavidensabsasssnas Heul
= Cylindro de base hyperbolica cuseseseiamessasse (A oa By=0
Eo Cylindro de base elliptica stsassssnassasnsnansnnses C=0
E'E Dous planos , que se corlam = )., ...... (Ae H, ou Be H=0
&2 [ Dous planos parallelos sesssess (AeC,oubeC)=0

3.°cenero —— Hiyperboloide de duas folhas e A, =B, —C

o ( Cone asymptotico de base elliptica . R e e H=0
g_" Cylindro de base hyperbolica tessnssesens (B, ot Cla=
EE Dous plancs, que se corlam o (BeH,ouHe
HE Dousplmpl.rllle.lﬂ sEREBRIAsRERERRERE RN BEC:Q

P _ 2. CLASSE.

SUPERFICIES SEM CENTRO, My*4- Nz*=Pz

1. gexgro —— Paraloloide elliplico —— + M, +N

" éa Eixo dos = sasmanse amsan sassmanEaE P=0

Eg‘ﬂ Plano yz ashassssiacs susshe ves M e Ne=p

“E-E cflimd&mlﬂ:‘hﬂiﬂ sessEERa s RE e e (H.O“ NH
£.° GENERO Paraboloide hyperbolico mmme -+ M, —N

- Dous planos , que se corlam N &

EE'S Plano yz oh hiis sias e R M e N=0D

£ % | Cylindro de base parabolica it «ie. 00 ve (M, ou N)=0
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Para que uma recta assente sobre alguma destas superficies & ne-
cessario , em primeiro logar , que a superficie seja indefinida no sentido
da recta. Ora:

1.° Em quanto & primeira classe: o ellipsoide é limitado em -todos
os senlidos ; e as duas folbas do hyperboloide de duss folhas sdo separadas
por um espaco, onde oo ha superficie. Logo o primeiro nio péde
conter uma recta indefinida. Nem tdo pouco a péde conter o segundo:
por que oelle, ou a recta ha de existir em um plano perpendicular ao
eixo, e entlio plo pode assentar na seccdo elliptica formada por esse
plano; ou ha de ser obliqua ao eixo, e alravessar a parle onde nio ha
superficie, «

2.° Em quanto & segunda classe: como o paraboloide elliptico ¢ li-
mitado d' um dos lados no sentido do eixo, e aberto s6 do lado opposto,
nenhuma recla assenta nesta superficie.

Por onde se vé que ndo ha sendo na primeira classe o hyperboloide
de uma fulba, e na segunda o paraboloide hyperbolico, a respeito dos
quaes nlo mostrem os consideragdes precedentes a impossibilidade de
assentar nelles uma recta: sem fallarmos no cylindro e no cone, por se-
rem planificaveis. Mas j& mostrémos que uma recta, movendo-se sobre
tres directrizes rectilineas ndo parallelas a um mesmo plano, gera uma
superficie de segunda ordem, que tem cenlro; e que uma recta moven-
do-se sobre duas directrizes rectilineas, com a condigio de ser parallela
constantemente a um plano director, gera uma superficie de segunda
ordem, que ndo tem centro: logo estas superficies ndio podem ser outras
sendo o hyperboloide de uma folha, e o paraboloide hyperbolico.

Vé-se pois, que as superficies enviezadas geradas pelo movimento
d’ uma recta sobre tres ndo parallelas a um mesmo plano, ou sobre duas
e parallelamente a um plano director , sdo idenlicas com as de segunda
ordem, a que se dio os nomes d’ hyperboloide de uma folha e parabo-
loide hyperbolico; e que estas superficies de segunda ordem teem a pro-
priedade de sobre ellas assentar uma recla em toda a sua extensdo.

21. O calculo tambem wostra esta ultima propriedade: como vamos
ver.
1.° Seja a equaglio das superficies da primeira classe’,

Az’+ By'— Cz’=H.
Para que uma recta
x=ay+b, s=cy+d,
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assente sobre as superficies representadas por aquella equacio, € necessa-
rio que , eliminando duas das coordenadas enlre as equagdes da superficie
¢ da recta, a equacio resultante tenba logar independentemente da ter-
ceira coordenada ; de sorte que, para todos os valores desta coordenada ,
se verifique a coincidencia dos pontos correspondentes da superficie com os
da recta.

Substituindo pois na primeira equaclio as expressdes de 2 e s dadas
pelas outras duos, vird

v'(B + Ad®— Cc*) + 2y(Aab — Ced) + Ab*— Cd>=H;

e, para que esta equaglio se verifique independentemente dos valores de
Yy, teremos:

-

B4 Ac®—Ce*=0, Adb—Ced=0, Ab—Cd*=H.

Da primeira e terceira destas equagdes de condigdo resultam

VED) -y

e a segunda das mesmas equacdes reduz-se, em virtude destes valores, a

V (Co*— i) (H + Cd*) — Ced=0;
ou, transpondo , quadrando e reduzindo, a
8 BCd*
C*—B= -

Assim os valores de a, b, ¢, slo:

ot (25), 5= (), = ()18, 00

ficando arbitrario o de d. ; '

Em quanto na equaglio da superficie os coefficientes dos quadrados
das variaveis , com os signaes explicitos , sio + A, + B, —C, 08 valo=-
res (14) stio reaes: mas quando muda o sigoal de B, ou 0 de C, isto ¢,
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quando a superficie ¢ um hyperboloide de duas folhas , ou um ellipsoide ,
o valor de a torna-se imaginario. Logo na 1.* classe das superficies de
2." ordem s6 o hyperboloide de uma folba tem a propriedade de assentar
nelle uma recta.

2.° Seja a equaglo das superficies da 2.* classe ,

My*— Nz*= Pa.
Para que nestas superficies assente uma recta

g=ey+f, z=gy+h,

acharemos, por um processo semelhante ao precedente, as equagdes de
condigiio :
M—Ng'=0, 2Ngh+Pe=0, Ni*+Pf=0,

M N 2NN
4 g=dﬁ'lf="_'§h=! = — P h e ass (15);

as quaes mostram igualmente que, em quanto os coefficientes de y* e 2%,
na equaglio da superficie, forem M e —N, os valores (15) serdio reaes ;
mas que, s¢ um daquelles coefficientes mudar de signal, isto &, se a su-
perficie for um paraboloide elliptico, g e e se tornardio imaginarios.

Logo na 2." classe das superficies de 2." ordem 6 o paraboloide by-
perbolico contém uma recta em toda a sua extensdo.

22. Attendendo &s equagdes, das quaes provém (14), vé-se que os
valores de a e b admittem , em virtude dos radicaes, todas as combina-
gdes de signaes; e que o de ¢ deve ter o signal ==, cooforme se to-
marem com o mesmo signal, ou com signal differente, os radicaes
dea edb. Destas equagdes resulta o seguinte quadro, para cada valor po-
sitivo de d:

+tl, +b-tclAB ----&fA“
+o

-"'a’ ——boloq ﬂ‘bi -uqu'A”

——ﬂ. -I-ﬁ'.... ﬂb ...-a*ﬂu

—c
?‘}‘a, _b---aﬂlﬁ“ Fa e
o que di a figura (3) conforme com os signaes de a, &, c.

e ——

»



DE GEOMETRIA DESCRIPTIVA. 23

Uma analyse semelhante podia ter logar a respeito das equagBes
(15) : attendendo a que , em virtude das equacdes , das quaes se tiraram
os valores de g e e, os radicaes, que nelles enlram, se devem tomar com
o mesmo signal.

23. No hyperboloide de uma folha as projeccdes das rectas , de que
se tracta, sobre o plano (xy) sdo tangentes & secclio da superficie por
este plano.

Com effeito , procurando os pontos, onde a projecgdo z=ay+b so-
bre (xy) encontra a ellipse de sec¢io Az’ By*=H, temos as equacdes:

Az=+By’=H,m=ay+b=dy\/(%l)+d ': :

entre as quaes eliminando 2, vem:
B ;- CH
B\ v+ e +d‘V'} PR T L
{y (H) ) C: =0, y=—d B 0P
Como as duas raizes desta equaclio sdo iguaes, vé-se que os pontos
de secglio se reduzem a um s6, e que a recta ¢ tangente : 0 que se pode
verificar, substituindo este valor no de % tirado da equagio da ellipse;

porque a ’ublﬁlﬂignﬂ da
S \/ BC\ _
—y — - d (_ al

M. Fourcy tambem demonstra esta propriedade no caso parlicular
de ser o hyperboloide de revolugio (Geom. descript. n.® 6%) ().

(#) A equagio da secgio do hyperboloide de revolugio por um plano é
I-F'! n.’ 70} ’

y'= (len:g - i)s'-t- b cos €+ a'=b"
sen’s

Para ter a secgdo por um plano parallelo 2o do annel , dever-se-bia fazer

bz
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Para a projecclio sobre (yz), temos,

By —C'=H, z=cy+d=J\/(%)-V(H+Cd’]+d:

€=0, com b=, pesta equacio: o que nada daria. Mas, transporlando a

origem dos & ao ponto, onde o eixo da superlicie alravessa o plano secanle, e

exprimindo b em funcgo da allura h desle ponto acima do plano do annel, é:
b=heots, z=2a'+—;

seng
o que substituido na equacio precedente , e feitas as reducgdes , dd :
y'+a'"=a'+ h* col’a.

Esla equacio é a de um circulo de raio igual 4 ordenada da secgio central
feita pelo eixo (F. n.” 69.)

Como a altura b é commum a todos os pontos da seccdo parallela ao annel :
se posermos z em logar de b, a equagdo, ficando independente da altura, serd
a da superficie. Temos assim a equagiio da superficie

y'+a*=a"+s5"col’x,

yn_'_z'n £ b1}
ou - =1.

a a’lang’e

Esta equagio, comparada com a equagdo geral do hyperboloide de uma fo-
lha,
' 2 5 e i
A-‘ -+ BI u: - ot ]

P ———

que para o de revolucdo se reduz a

Y-z £
A* '_'l;-:

=4,

mostra que os dous eixos iguaes do hyperboloide de revolugao sio iguaes ao dia-
melre do annel , e que o lerceiro ¢ 2alange.
Se a =90 a equagdo ¢ a do cylindro reclo ,

y'+a'=a'.
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que dio
\/(BC)J+V'11+CJZ)}=—0 Bk
{y . e L Y v v
: By B 5 -
e d”y“”"E';_\/(me(““‘C“—“'

logo a projeccdo sobre (ys) é langente & seegdo da superficie por este
lano.
P Poderiamos [azer um calculo semelhante a respeilo de (xz); mas
nlo ¢ necessario, porque a symmetria da equacdo relalivamenle a = e y
mostra que a conclusdo deve ser a mesma,

No paraboloide hyperbolico temos semelhantemente para (zy) as
equagdes ;

z=ey+f, My=Pz,

que ddo, em virtude das equacdes (15),

o/ @ =0, s==ry(D)

dz oM __9V'MN
) —_——=—— — h=-ce

dy P P

Para (xz) temos:
e e oN Nt i
£=§Z+f—§ﬁ=‘-—"—‘?ﬁ:~+?h, Nz ——--_TI‘J.':,
que dio
N(z—h)’=0, zs=h;

dx N 2N e
e —zr—_.r;—_—_._._ﬁ=-

dz e '; ¢ g
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Donde resulta que as projeccdes da recta sobre os planos (zy) e
(2z) slio langentes &s seccdes do paraboloide por estes planos (+).

2%.  Tomands tres generatrizes do hyperboloide enviezado para dire-
clrizes d' um novo hyperboloide, este segundo hyperboloide coincide com
o |]r||'l][!|l"|:|. .

Ainda que a demonstragio de M. Fourcy seja rigorosa , niio ¢ menos

clara e elegante a de M. Leroy , que reproduzimos com alguma modifica-
cdo.

Lemma 1.°  Corte-se o triangulo ABC (fig. %) por uma recta
RQP; e por B tire-se BH parallela a esla secante.
As parallelas dao:

AR:DBR :: AP:HP, CQ:BQ ::CP:HP;

R. i
“-Alf"_—_“owrp, ou CQ.BR.AP=CP.AR.BO,

isto &, o producto dos tres segmenlos ndo continuos igual ao producto dos
outros tres (1)

logo

(+) Para (ys) teriamos, procedendo do mesmo modo,
s=gy+h, My’=N:";

ds

on s=gy+h, z=+gy, ay

=<¢.

A inlersecgio da recta, de que se tracta, com =gy di y=»; e .com

E—= =gy dd y=—-§§ - Assim aquella recta ¢ parallela 4 primeira, e encon=

tra a segunda no ponlo (—%. +£-).
(1) Tambem se péde usar da recta RC em logar da parallela BH. Temos
enlio

BQ _ sen BRQ QC __ senCRQ AP senARP PC  senPRC
QR senRBC" QR senRCB' PR sen RAP' PR sen PCR'

BQ PC senRCB senRAP __BR.CR BR

logo —_— = : = = —,
QC AP  secoRBU senRCP  CR.AR AR
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Lemma 2.°  Cortem-se os lados oppostos do quadrilatero enviezado

ou CP.AR.BQ=CQ.BR.AP.

Applicando este theorema, na fig. 26 de Fourcy, ao triangulo NKL cortado
por 0Q, teriamos
KO.NQ.LM=NO.LQ.EM,

KO 1LQ KM_AE LQ CF

on — T — =, —,
NO NQ LM BE NQ DF

= AE CF

e & BE=DF "

que é a proposicio do Scolio HI. do n.° 73 do mesmo auctor,
Na mesma figura temos

AG_AQ BH _BQ AQ_ KO

€6 KQ' DH™ LQ' KO NQ
AG DH _ 1Q

logo — — == —
- e " BH— NQ
=i AE L CF
o que , substituido em 'B_E= h—g 55 '
dd o lemma 2.° AE.BH.CG.DF=AG.BE.CF.DH;
AG
d’onde se tira e EF-_ E..l.';
BE DF BH
DH
AG
@ por conseguinte Q—E
s . T BH'
b

Depois do que dizemos no texto, escusada fora esta nota » §€ N0 quizesse-
mos facililar a intelligencia das indicacies de M. Fourcy no fim do Scolio II.

-

do n.” 73.
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ABCD (fig. 5) por duas secantes MN , PQ, que se enconfrem em qual=
quer ponto O,

As rectas MP ¢ QN, por estarem no plano das duas MN e PQ,
devem concorrer ; e, por exislirem respectivamente nos planos BAC e
ACD, cuja interseccho ¢ AR, deve o seu ponto de concurso eslar na
diagonal AR. Applicando pois o lemma 1.° aos triangulos ABC, ADC,
cortados por MR, QR , teremos

AM.BP.CR=AR.CP.BM, AQ.DN.CR=AR.CN.DQ:

logo
AM.BP  CP.BM
AQ.DN CN.DQ’

isto é, o producto de quatro segmentos do quadrilalero ndo continuos
igual ao producto dos oulros quatro.

Inversamente : quando esta igualdade se verifica, as secantes MN,
PQ, encontram-se. Por quanto, se nlo se encontrassem , poderia tirar-se
pelo ponto M outra secante MN’, que encontrasse PQ; e applicando a
MN' e PQ o theorema, que acabamos de demonstrar , teriamos a igual-
dade

ou AM.BP.CN.DQ=AQ.DN.CP.BM,

AM.BP.DQ.CN'=AQ.DN'.BM.CP,

que, dividida pela precedente, daria a equagdo absurda

CN! N/
Gx= Dy % DN(CN -+ NN)—CN(DN — NN
AV AQ
M DO
Dando & igualdade precedente a forma %=%1

vé-se que o quociente das rozdes, que teem entre si os segmentos forma-
dos por uma secante em dous lados oppostos, & igual ao quociente das
razdes, que leem enlre! si os segmentos formados por outra secante nos
outros dous lados ; com tanto que os antecedentes das razdes , que servem
de dividendos, sejam adjacentes ao mesmo verlice do quadrilatero. Assim ,
designando por g(A) o quociente que corresponde a uma secante A, € por
g(A') aquelle que corresponde a outra secante (A') , teremos:

g(A) =q(A’).
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Posto isto , sejom (fiz. 6) A, A', A", tres directrizes d' um hyper-
boloide; e B, B/, B', tres generatrizes, que tomaremos para directrizes
d’ outro hyperboloide. E tiremos uma generatriz A"’ deste segundo hyper-
boloide.

Para mostrar que A" assenta sobre o primeiro hyperboloide , basta
fazer ver que, tirando por qualquer dos seus poutos O uma recta 4" que
encontre A e A’, esta recta tambem encontra A', e por conseguinte &
generatriz do primeiro hyperboloide. Ora, se no quadrilatero formado por
A, A', B, B, considerarmos os quatro systemas de secanles

BJI @ A'“, BIJ e All’ brﬂ e AHI" b"' e Atr’

nos tres primeiros dos quaes as secantes se cortam, teremos a respeito
destes , em virtude do lemma 2.°, as igualdades :

g(B")=g(A"), q(B")=g(A"), q(¥"")=q(A");
das quaes se lira q(A") = q(b'"):

logo , em virtude da inversa do mesmo lemma , J'" encontra A",

Assim , por cada ponto O de A"/ passa uma generatriz do primeiro
hyperboloide , sobre o qual por isso assenta A™'; e como se pide dizer
o mesmo a respeito de todas as generatrizes do segundo hyperboloide ,
segue-se que este coincide com o primeiro (7).

(+) M.Leroy, em vez de suppor que b, além de encontrar A e A", passa por
um ponto O de A"/, e provar depois que ¢ generatriz do primeiro hyperboloide,
isto ¢, que tambem encontra A'': suppde que &'’ & generatriz, e depois mostra
que encontra A"', Na verdade, podendo b'" tomar posigies indelinidamente pro-
ximas umas das outras; e encontrando nellas A''' em pontos differentes, por nia
sc conservar no mesmo plano na passagem de uma para outra conseculiva: vé-
se, que os pontos do encontro das generalrizes successivas do primeiro hyperbo-
loide com A’ ficario lam visinhos como se quizer, e conseguintemente A’
assenlard loda no mesmo hyperboloide, No entre tanlo este modo de concluir
carece de consideracoes infinilesimaes, ou d’outras equivalenles , as quaes se
evilam com a medificagio que fizemos.

Para mostrar porém, que duas generatrizes de differente systema estio no
mesmo plano, é mais directo, e estranho a consideragdes infinilesimaes, o modo
de concluir de M. Leroy. '

De qualquer modo: feita a escolha da recta (A" ou A"}, a respeito da
qual se quer mostrar que encontra b''', o raciocinio é absolulamente o mesmo.

Em quanto & demonstragio de M. Fourcy : sujeitar o plano tirado por AA'
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25, Sejam (fig. 7) A, A', A", tres generatrizes da superficio; e li-
remos um numero qualquer de rectas B, B', B", ...., que as cortem,
Considerando no quadrilatero formado por A, A', B, B, os systemas de
secanles

B'e A,BVe A", ......, B® e A",
temos pelo lemma 2.°:
9(A") = g(B")=g(B")....=¢(B")=a,

IANT

A'l AHl
- Bf|0'
PIQI

=

[
.

pondo a constante a

BIB(':! ﬁrlll{-i

& R IO

chamando BY), P, Q®, os pontos onde uma recta qualquer B® encon«
tra A, A", A": o que ¢ o theorema enunciado no fim do Scolio 1IL do

nn--

73 de Fourcy,

; | B,:\T" B‘!Qr
Se as rectas A, A', A" slo parallelas, ¢ W= o ;

BBD A 'pw
BB PEO

logo a=1, e

que ¢ o theorema analogo relativamente ao paraboloide.

(F. 6ig. 23) a passar pelo ponto O , para ter uma generatriz ; ou nio o sujeitar
a passar por-O, g liral-o arbitrariamente ; nada influe na sua demonstracio :
obrigando s6 , no primeiro caso, a provar de mais a.coincidencia do ponto m'"’
com .
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Tambem observaremos, que as consideracdes feitas para demonstrar
o lemma 2.° indicam um meio facil de tirar, entre os lades oppostos
d’um quadrilatero, duas secantes que se corlem, Basta lomar arbitrarig=
meate uma das secantes MN, e um dos pontos Q onde a outra deve
cortar um dos outros dous lados AD; depois tirar QN , e produzil-a até
encontrar em R a diagononal AC; e finalmente tirar por R e por M a
recta MR. A intersec¢do P desta recla com o lado BC serd o segundo
ponto da secanle procurada PQ.

26. E facil mostrar (F. n.° 72) que cada uma das faces do pa-F.n. 72,

rallelipipedo construido sobre tres directrizes do mode indicado no n.°
19, contém duas dircetrizes, wma d' um systema , outra do outro ;
por conseguinte as faces slio tangentes, e o parallelipipedo & circumscri-
pto & superficie.

Pela construcgho deste parallelipipedo tambem se vé facilmente, que
a qualquer generatriz de um byperboloide enviezado corresponde sempre
outra parallela de differente systema (F. n.° 72),

Cumpre porém observar que esta propriedade ndo se verifica no
paraboloide enviezado. Com effeito, se nesta superficie fosse a generatriz
de um systema parallela a algama do outro systema, tambem seria pa-
rallela ao plano director deste segundo systema, e ndo poderia conseguin=
temente enconlrar as generatrizes d'elle ; nem poderia ser lhes parallela,
por ellas ndo estarem no mesmeo plano com aquella , a que ja se suppde

parallela: o que ¢ contradictorio com o que estd demonstrado (F. n.°
73). .

27. Sendo muilo notavel a geragio do hyperboloide de uma folha ,
e do paraboloide hyperbolico, pelo movimento de uma linha recta : para
tornar ainda mais saliente a identidade destas supet ficies com o hyperbo-
loide e paraboloide enviezados, vamos demonstrar analylicamente , que .
ellas admittem , como as ultimas, dous modes de geracio pela linha re-
cla.

Segundo o que vimos no n.° 22 relativamente 4s equacdes (14), a
que esldo sujeilas as rectas que assentam sobre o hyperboloide d’ uma
folha, os radicaes de a e b admittem ambos os signaes + e —; ¢ o de
¢ muda de signal, quando muda um dos dous, o de a ou o de b.
D’ onde resulta, que, se distribuirmos as rectas em dous syslemas, um
daquellas nas quaes o radical de a se toma com o signal 4, e o outro
daquellas nas quaes o mesmo radical se toma com o signal —: para que
duas rectas de differente systema lenham a mesma projecio sobre
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(2y) , 6 necessario que sejam contrarios os signaes de ¢, e os de d. Te-
remos pois:

1.° SYSTEMA 2. SYSTEMA.
x=ay +b , s=cy +d ..(A) z=ay +b , z==—¢ y—d ..(B)
w=d'y V', s=c'y+d'..(A") a=d'y +b', z=—c'y—d'..(B)
g=aly4-b", s=cy+d".. (A")  a=d"yt¥', 3=—c'y—d'. .(B")

Para que se cortem duas reclas (A)-e (A') do mesmo systema, ou
duas (A) e (B') de differente systema , devem verificar-se respectivamente
as condigdes seguintes (Franc. Math. pur. n.” 666):

(A) com (A') (A) com (B')
(a—af{d—d') = (c—e')(b—) (a—a')d ') = (c-')(b—D).

Pondo nestas equagdes as expressdes (14), em logar de a, b, ¢, d,
b, ¢'; e observando, que a cada signal do radical de a' correspondem dous
do radical de ¥, e que os signaes de ¢ mudam com os de b'; resultam

% (d—d)= { \/(l + Ed‘)m\/{' + F?d") } 2.

C ¥ C G
[d-_.;.d‘){d-—}-d'):{“i"l‘ﬁ {Pi\/l-{—ilidlz % .%\/l+ﬁda$¢i+ i—-i-d':%.

na segunda das quaes se devem tomar simultaneamente ambos os signaes
superiores , ou ambos 08 inferiores, '

A primeira ndo se pide satisfazer, quando se toma o signal inferior,
como facilmente se vé desenvolvendo os dous membros: e, quando se to-

ma o signal superior, esta equagdo reduz-se a l—‘i(d —d'f=0; o que
da dzd'. e ﬂzﬂ', b—_-—b’,c=c',

em virtude de (14): logo as rectas coincidem,
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A segunda ¢ uma identidade.

Por tanto no hyperboloide de uma folha duas rectas do mesmo sy-
stema nunca estdo no mesmo plano; e duas de systema differente estao
sempre no mesmo plano. Donde resultam dous modos de geracdo da su-
perficie: um , tomando por direetrizes tres rectas do 1.° systema ; oulro,
tomando por directrizes tres rectas do 2.° systema.

28. Para achar a inlerseccdo de duas rectas (A) e (B') de differente
systema , eliminemos z entre as equagdes das suas projecgdes sobre o
plano (ysz), Vira:

acdRE o . d+d — /L VEFC# =V HACd”
e B BC” =1 '

ﬁ-glf H+Cd*=V u+cd'=§

As rectas serfio parallelas , quando for y=ce ; isto &, quando for
d=d', a=a', e se lomar o signal inferior: ou

d=d,a=d; e c=—¢c, b=—1V.

Assim as projecgdes sobre os planos (xy) e (yz) das rectas paralle-
las serlio respectivamente parallelas, e cortardo os eixos dos z e dos z a
distancias iguaes para uma e outra parte da origem. Logo as generatri-
zes parallelas ficardo symmetricamente collocadas a respeito da origem, a
qual dividird em duas partes iguaes todas as secantes da superficie , que
por ella passarem e terminarem nas mesmas generatrizes.

Comparando entre si duas quaesquer equagdes correspondentes (A) e
(B), vé-se que a coda generatriz de um systema corresponde sempre outra do
outro systema, que a enconlra; e que estas duas generatrizes estio no
mesmo plano projectante sobre (xy), e collocadas symmetricamente a re-
speito de uma parallela ao eixo dos z, tirada pelo seu ponto de concurso.
Esta propriedade ¢ analoga 4, que se acha na Geometria descriptiva
de Fourcy (n.” 65), relativa ao hyperboloide de revolugio.

29. Passemos ao paraboloide hyperbolico. Como nas equacdes (15)
do n.° 21 os radicaes, que entram em ¢ e ¢, se devem tomar com o
mesmo signal : se distribuirmos as rectas em dous systemas, um em que
s¢ tome o radical de e com o signal 4, outro em gne se tome com o
signal —; g e h devem ter ambos signaes contrarios nas equacdes das

5
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rectas de differenle systema, cuja projecglio sobre o plano (xy) for com-
mum. Assim: '

1.° SYSTEMA. 2. SYSTEMA.

a=e y+f, z=g y+h...(A) a=ey+[, s=-—g y—h...(B)
a=¢y+f', ==g'y+k'.. .(A) a=dy+f", s=—g'y—N...(B)
="y, s=g"y+h" .. (A") z=e"y+[", 3=—g"y—N"... (B")

Para que duss rectas do mesmo systema, ou duas de dillerente
syslema , se enconirem , lemos respeclivamenle as condigdes :

(A) com (A") (A) com (B)
(e—¢') (h—N) = (g—g") I—f")s (e—¢) (kW)= (g+g') (—/").

Substituindo nestas equacdes os valores (15) de e, [, g, ¢, [, ¢';
e observando, que a cada signal do radical de e corresponde um 56 do

radical de g ; resullam:

MN — 2V NN 2V MN

% ;
— 2 _%I_‘j Ul—-h"}’:ﬂ g 3 Ul’-—h"] St oo 4 (hu_hia].

A primeira destas equagdes dd h=Hh': por conseguinte e=¢', [=f";
e as rectas coincidem. A segunda ¢ uma identidade.

Logo duas rectas do mesmo systema nunca se encontram, e duas
de differente systema encontram-se sempre. Donde resulta, que o parabo-
loide hyperbolico admitte dous modos de geragio pelo movimento d' uma
recta sobre outras.

O mesmo se péde mostrar pelas consideragdes seguintes.

Por ser g independente de h, as projeccoes das rectas do
mesmo systema sobre o plano (yz) sho parallelas entre si: logo estas re-
clas, ou plo estdo duas a dvas no mesmo plano, ou sdo parallelas: e
como nfo sdo parallelas , por ge cortarem as suas projecgdes sobre {xy),
segue-se que ndo estio no mesmo plano.

Em quanto 4s rectas de differente systema , as suas projecedes NE
e NE (fig. 8) sobre o plano (yz) fazem com o eixo dos y angulos iguaes,
mas vollados para partes oppostas: ora a parallela ao eixo dos &, tirada
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pela intersecglio das projeccdes sobre (zy), tangentes & parabola (n.° 23),
divide a corda em duas partes iguaes (f): logo esta parallela passa pelo
meio de NN', e conseguintemente por e. Donde resulla que os pontos ¢
e D estio sobre a mesma perpendicular a O'y', ou que esles pontos sdo
projeccdes d’ outro commum 4s duas reclas.

Por tanto as reclas de differente systema encontram-se sempre,

Se procurarmos a intersecglo de duas rectas (A) e (B') de dillerente
systema , acharemos :

o Rl okd W
o £ 2 o -8
N

Esta equagio mostra que y ndo pdde ser infinilo : por conseguinte
ndo ha no paraboloide duas generatrizes parallelas: no que differe a pro-
priedade agora demonstrada da analoga do hyperboloide de uma folha.

30. Por ser g constante nas equacdes (15): vé-se, que, em cada
um dos dous systemas, os planos projectantes de lodas as generatrizes desse
systema sobre o plano (yz) sdo parallelos enlre si ; ou que as geueralrizes
de cada systema sdo parallelas a um mesmo plano.

() A equagio da corda, que une os ponlos de contacto de duas tangentes
tiradas d parabola por um ponlo exterior («x, €), € (Franc. Math. pur, n." 407)

ey =pla+2).

Combinando esla equacio com a da parabola y"=2pz, a resullante
&+ a (Eu—-—g-e—) +a'=0
»

dé os pontos onde a corda encontra a curva.
. 4 5 &' —pa :
A abscissa do meio da corda deve ser a semisomma n:,=._.§_da:ra..
zes desta equagio. Ora a equacio y=¢ da parallela aos @, que passa pelo
ponto exterior, combinada com a da corda dd g abscissa da sua inlersecgio
n.__p‘_
p =
ponto exlerior.

x, : logo o meio da corda estd na parallela_ao eixo dos z lirada pelo
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As mesmas equagdes mostram , que os angulos , feitos pelos planos
projectantes das rectas de um systema com os projectantes das rectas do
outro syslema , sdo divididos em duas partes iguaes pelos planos tirados
pela sua intersecclo parallelamente a ay.

Comparando entre si as equagdes (A) e (B), acha-se a mesma dis-
posicio de generatrizes duas a duas de differente systema que se achou
vo fim da pag. 22 a respeito do hyperboloide de uma folha.

31.  As differentes propriedades do hyperboloide de uma folha e do
paraboloide hyperbolico, que ficam apontadas , concordam com as do hy-
perboloide e do paraboloide enviezados ; o que lorna ainda mais saliente a
identidade destas ultimas superficies com as’ primeiras,

Sobre os planos tangentes ds superficies enviesadas.

F.n'75. 32, O modo mais simples e ordinario de tirar por qualquer ponto
d’ uma superficie enviezada o plano langente 4 mesma superficie, & sub=
stituil-a por um hyperboloide, que tenha de commum com ella a genera=-
triz que passa pelo ponto dado ; e cujas directrizes sejam as langentes ds
tres directrizes da superficie nos pontos onde ellas encontram a mesma
generalriz, ou outras quaesquer rectas tiradas por esles pontos nos pla-
nos tangentes que por ‘elles passam : porque o plano, tangente a este hy-
perboloide no ponto dado, tambem ¢ tangente no mesmo ponto 4 superfi-
cie proposta. ;

Mas nem sempre a lei, que servio para a descripgdo da superficie ,
faz conhecer as suas dircctrizes; e, quando estas se conhecem , nem
sempre se lhes sabem tirar tangentes. Neste caso pode usar-se do pro-
cesso seguinte,

Tirem-se muitas generatrizes proximas da, que contem o ponto dado,
para uma e outra parte della; depois tire-se por aquella generatriz um
plano qualquer ; e em fim pelos pontos de intersecclo deste plano com as
generalrizes construidas faga-se passar uma curva , que encontrard a ge-
neratriz que passa pelo ponto dade.

No ponto, onde tiver logar este encontro, o plano sera tangente
& superficie , por conter a generatriz e a tangente & curva; e por con-
seguinte,, se nesse ponto cortarmos o plano por outro qualquer , a secciio
serf uma linha recta , que se poderd tomar para directriz da superficie
auxiliar.

Fazendo o mesmo com mais dous planos conduzidos pela generatriz
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que contém o ponto dado, acharemos mais duas rectas directrizes do hy-
perboloide auxiliar: o que acabard de o determinar.

Se a generatriz estivesse sugeila’, entre outras condicdes, a tocar ,
durante o seu movimento, uma superficic dada: tirando pelo ponto de
contacto um plano langente a esta superﬁcia, ¢ claro que o mesmo plano
tambem seria tangenle 4 proposta ; por conler a generatriz, e a tangente
4 curva de contacto das duas superficies. Logo poderia tomar-se para
directriz do hyperboloide auxiliar uma recta qualquer tirada no mesmo
plano pelo pento de contacto.

33. A determinaclo dos planos langentes ¢ de summa importancia
na construc¢io das abobadas.

Para que uma abobada se construa com seguranga, convém que as
juntas sejam normaes & superficie , a fim de que, sendo rectos os dous
angulos formados nas arestas des aduellas , o esforgo 4’ um sobre o outre
ndo faca quebrar um delles: o que ndo aconteceria se estes angulos fos-
sem desiguaes , porque o agudo seria mais facilmente quebrado pelo ob-
tuso. .

Determinada pois a configuracdo da aresta da aduella, deve a su-
perficie da junta ser o logar geomelrico das normaes 4 superficie da abo-
bada tiradas -por todos os pontos da mesma aresta. Assim :

1.° Se a superficie da abobada for planificavel, e as arestas das
aduellas forem -generatrizes rectilineas desta superficie, as juntas deverdo
ser planas. ;

Com effeito , sendo a superficie planificavel tocada pelo plano fan-
gente em todos os pontos da mesma generatriz, as normaes tiradas por
estes ponlos slo parallelas enlre si, e conseguintemente estio em um

lano.
: 2.° Se a superficie for enviezada, e as arestas das aduellas forem
generatrizes reclilineas, as juntas deverdo ser paraboloides hyperbolicos,

Para o mostrar, representemos (fig. 9) por LMN uma generatriz ;
cortemos a superficie , em quaesquer pontos L, M, N, N/, ... desta ge-
neralriz, por planos perpendiculares 4 mesma recla; e construsmos um
paraboloide hyperbolico, tomando por directrizes tres das interseccdes LA,
MB, NC, destes planos com os tangentcs & superficie nos mesmos pon-
tos. Como, em todos os pontos de LMN, os planos tangentes ao paraboloide
hyperbolico sdo tangentes & superficie proposta (F. n.” 7%); todas as in-
tersecgdes LA, MB , NC, N'C'... assentam no paraboloide (F. n,° 73
Sc. I1). Mas LMN, por ser perpendicular a estas interseccdes e &s nor-
maes La, Mb, Ne, N'¢, ..., & perpendicular aos planos aLA , JNB,
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¢NC, ¢N'C/,...; eaL, IM, ¢N, ¢/N',.. . sdo respectivamente perpen-
diculares a AL, BM, CN, C'N',... Logo, se dermos ao paraboloide
hyperbolico om movimento de rotagio de 90° & ruda de LN, as tangen-
tes LA, MB, NC, N'C' ... pir-se-hao em direitara com as normaes,
La, Mb, Ne, N'¢', . .3 e por conseguinte o logar geometrico das nor-
maes sera identico com o mesmo paraboloide.

Este theorema notavel, cuja demonstragio geomelrica & tio sim-
ples, reduz a construcgdo das juntas & da superficie enviezada que mais
facilmente se descreve, o paraboloide hyperbolico. Para achar as dire-
ctrizes de cada paraboloide correspondente a cada uma das juntas , basta
determinar os planos langedtes & superlicie da abobada em tres ponltos
da aresta respectiva ; cortal-os por planos perpendiculares & mesma ares-
la nesses tres ponlos ; constroir as interseccdes destes planos secanles
com os langentes; e finalmente dar &s intersecgdes construidas um movi-
menio de rolagdo de 90° em torno da aresta.

3%. Para confirmar uma propriedade tdo singular e interessante das
superficies enviezadas, procuremos demonstral-a analyticamente.
Sejam :

m=g=+?{ﬁ), y=:+:¢]+l,:l} R e ---.(I)p
#—a+p(s—3)=0, y—y+gs—2)=0......... (2

as equagdes das superficies enviezodas (n.° 14), e as da normal.
Substituindo em (2) as expressdes de p, g, z, y tirados de (1)
e de svas derivadas: a eliminaclo de = entre as duas equagdes resultantes
dard , para cada =, uma final em &, ¥, 3!, que seri a do logar geometrico
das normezes & superficie tiradas por todos os pontos da generalriz corres
spondente a esse a,
Dilfferenciando pois, como no n.° 15, as equacdes (1) em ordem a »

i) de da : :
e ¥ ; e eliminando a5 % entre as quatro equagdes differenciaes : as ex«

pressdes de p e ¢, tirodas das duas resultantes , serdo

2 84 = L b4 49
(¢ +#')a— (s 4+9')% r 4 (¥ e — (s+9'¢ 3

P

Estas expressdes e (1), substituidas em (2), dio:
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'+ =
(s¢'+ % ja—(at¢' %

%3+e—a'+ (3—2') =0,

z+¢ &
(st el (s ¢

st m—y— (s —3)=0.

Teriamos agora de eliminar 5 entre estas duas equagdes , para achar
a das superficies formadas pelas normaes: mas como , no caso de que se
tracta, os pés das normaes estdo sobre a mesma generatriz, é mais sim-
ples tomar para plano (ys) um, que passe por esta generalriz; e para
origem das coordenadas , um ponto della: o que dé

para equagdes da generalriz ,
e ﬂ=0|1$0=9, a‘=0=“;

e reduz as equagdes precedentes a

2+ = — s'—z
I i St e | TS —— *—- —
z (.£+?'j';' (5 E) ﬁly :++ 'F B

Finalmente , eliminando z entre estas, resulta a equagio da super-
ficie das normaes , que passam pela generatriz dada:

Wy =2 (L= ¥)sly (1802 + (14 ) ; (%)
e (144%)'a'— s’ (14 ¢")s +#.(14+¢)y =0 RO

Esta superficie, por ser da 2." ordem e gerada pelo movimento
d’uma linha recta, ndo péde ser sendo um hyperboloide de uma folba ,
ou um paraboloide hyperbolico; e para conhecer a qual destes generos
pertence , basla examinar se tem, ou ndo tem, centro,

Para isso devem substituir-se x-+-a, y+b, s+ ¢, em logar de =,
Y, 5, na equaclo da superficie ; igualar a zero os coefficientes de z, y,
z; e ver se as tres equagdes de eondiglo resultantes podem subsistir si-
multaneamente , isto é, se os valores de a, b, ¢, deduzidos dellas vem
debaixo da forma finita. Ora, feito este calculo pa equaglo geral do 2.°
gréo:
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Az*4+A'y+A"3* 4 2Bsy 4 2B'zz4-2B"xy+- 2C2+4-2C'y+-2C"s4+ E=0,

as expressdes de a, b, ¢, deduzidas das tres equacdes de condiglo, leem
a [orma o
N N N"

a=x, b=, c=—;

D D D

sendo
D= AB*+ A'B?4 A'"B">— AA'A"— 2BB'B":

e como na equaglo (4) é
A=0, A'=A"=¢.¥, 2B=y'.(1—¢*), 2B'=1+¢*, 2B"=¢.(144*);

temos D=10; e a, b, ¢, infinitos. Logo a superficie , de que se tracla,
¢ um paraboloide hyperbolico.

Procuremos agora a equaglio do paraboloide auxiliar, gerado pelo
movimento de uma recta que encontra sempre as intersecgdes dos planos
tangentes 4 superfigie proposta, em todos os pontos da generatriz de que
se tracta, com os planos perpendiculares nesses pontos & mesma genera-
triz.

A equagdo do plano, tangente & superficie em qualquer dos pontos de
generalriz, ¢

g EP{m"—x}-lwq[.y”-—y:] Pl S e (5]
sendo —_— s = = s+¢ —_=1 :
e . (z+¢').¢'q—(=+l"]-+ $’

¢ a do plano perpendicular & generatriz (3) &

P R R PR (6).

Eliminando pois « , ou y, entre as equacdes destes dous planos, re-
sultam as equagdes das directrizes do paraboloide :
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B ot !
I+¢ -v—{_? i

¢ st

yrl_y=_ _}(ail_ :} : Al e

Como a gencratriz deste paraboloide deve encontrar todos as dire-
clrizes, a eliminagio de z', y"', s, entre as equagdes destas e as da
generatriz , que supporemos da [orma

g'=ms'"+n, y'=m's"+n,
daré nma equacdo de condiclo entre m . n, m', n', a qual se deve partir

em lantas, quantas forem necessarios para que ella tenha logar indepen-
dentemente dos valores de #, y, 5. Ora a eliminacdo da

. s 144
omr=) former 32,
¥ ¥ )
e S
—(m'+3)- {{n—-z)(=++«'}—-¢-‘“-:(.-f+¢'>%
que, em virtude de(3), tem a firma
Pz*4Qz:4+R=0:

logo, para que esta equagdo se verifique independentemente dos valores
de z, devem ser

P=D, Q-'=0, R=0|

ou
d 1+ﬁ""( 14 ey 1'H'1,__
:__-—v—- mi'+- : )-{-(m—]—?’). v =10

v 144 144" i 1447
u'(m#'+ -I-%-)— = (m='4- T? . ?']-—(m'"P-‘P)(mI-'— -%4- )=0, }. ..

¢

P A2

i
n'{mﬂ'J,- -'l:- . 9')—<m'+ -;) aE'=0.

A primeira e terceira das equagdes (7) ddo
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f+4*
my' 4 ——
v
m'=my+ ¥, = —_—nn
ﬂ'i‘.ltl-E— .?t

e combinando eslas expressies com

2'—ms"4n, yri____ mz"+ !,

resultam
-I k] 3
o' I 4+4)s" 4+, ——-;# -"3"—‘"?*-'—'—"-;:’ U
m= " . 3
aly'—¢'e, i ' Sy 2 1+¢ FUSNT
¢ e
144*
m¢’+ .—i:-"—-
m'=my' 44, n=zg"—mz", n'= 9'1 .n=';
m='4 % .9
que se reduzem a
I L v R o
(v'—4'%')s"’ ('—v)s w—gly w—y

se lomarmos para eixo dos = a generatriz correspondente a =, o que sup-

poe ¢ =0.
Na mesma bypothese a 2.° das equacdes (7), posta debaixo da for-

ma
5 —m's' + o'

' = (1 4 47) s 1

se reduz a
n—ny'=ms'"—my';

e substituindo nesta os valores precedentos de m, m', n, n', resulta a
equaclo do paraboloide :
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T

Y — Qr‘;";r"— -5:’_1:”-}~ 9'51'": Qiaiama etk (B} (‘:}.
Esta equacio torna-se identica com a (#), fazendo nella 2" negn-
tivo , ¢ mudando depois respectivamente =" e ¥ em y" ¢ 2" : logo 0s pa-
raboloides , que as duas equacdes representam , sdo identivos; e collocadus
n'uma disposicio lal que, dando a um delles o movimento de 90° em lorno
do eixo dos z, todas as suos generalrizes ficam em direitura com as do
outro.
Tudo isto concorda com o, que se demonstrou geomelricamentc.

Dos planos tangentes ds superficics planificaveis.

35. Um plano tangente a uma superficie planificavel deve conter a
generalriz que passa |mIn ponto de contacto, ou uma parallela a essa ge-
neratriz, ¢ a langenle a uma secgio da superficie que passa por qunlquu
ponto da genernlrix. Donde resullam os processos ensinados na geomelria
discriptiva para tirar planos tangentes aos cylindros e aos comes,

Mas em todos os problemas relalives a estas, e As outras superfi-
cies planificaveis, ndo se deve ajunlar & condigdo de tangencia sendo
mais oulra condi¢lio, por exemplo, a de passar o plano por um ponto
dado, ou a de ser parallelo a uma recla dada. Com effeito: sendo o plano
tongente n'um ponto da superficie planificavel igualmente tangenle em
toda a exlensdo da generalriz que contém csse ponlo, a condicdo de lan-
gencia envolve as duas condigdes que delerminam a posicio da generalriz.
Por onde se v&, que ndo se péde em geral resolver o problema de Lirar
um plano tangente 4 superficie planificavel , de modo que conlenha uma
recta dada: solvo o caso de ser a recla parallela & generatriz do cylin-
dro; por que entdo a passagem do plano por ella & consequencia da pas=
sagem por um dos seus ponlos.

(+) Como para achar esla equaciio se ndo parlicularisaram os ponlos da ge-
neralriz da superficie , por onde passam as directrizes do parabolvide , mas se
tomaram todos os da mesma generalriz; e como por oulra parte sabemos que as
interseccoes dos planos tangentes em tres pontos da generatriz com as perpeundi-
culares nesses pontos 4 mesma recla determipam o paraboloide : fica assim de-
monstrada analylicamente uma proposicio comprchendida no n.® 75 de Fourey,
a saber , que o paraboloide , que woca a superficic em tres ponlos d'uma gene-
ralriz, a toca em lodos os oulres ponlos da mesma recla.
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36. Para mostrar que a natureza das superficies planificaveis envolve
uma condicio relativa aos planos tangentes, lomemos as equacdes do cy-
lindro e do cene:

mptng=1, s—c=plz—a)+qly—1),

nas quacs m e n dependem da direccdo das generatrizes do cylindro, e
a, b, c, sio as coordenadas do verlice do cone.

A condigdo de serem as generalrizes do cylindro parallelas aos pla-
nos langenles,

z—s'=plz—a)+ gy —y),
dé (Frane, Math. pur., n.° 667)
mp+ng=1,

que ¢ a equacdo do mesmo cylindro. Logo esta equacio ji exprime o
condi¢io de ser o plano langente parallelo 4s generalrizes.

Do mesmo modo a equaclio do cone exprime a condigdo de passar o
plano tangente pelo vertice.

Em geral o plano tangenle em qualquer ponto de uma superficie
planificavel passa pelo ponto onde a generatriz correspondente encontra a
aresla de reversio (n.” 12).

Dos planos tangentes ds superficies de revolugdo.

[]

37. O plano tangente em qualquer ponto de uma superficie de revo-
lugio deve conter as tangentes ao parallelo e ao meridiano desse ponto.
Para construir o plano tangente quando o contacto deve ter logar so-
bre um parallelo dado, péde empregar-se como superficie auxiliar o cone
circumscripto & superficie por esse parallelo, ou o esfera inscripta pelo
mesmo parallelo ; e quando o contacto deve ter logar sobre um meridiano
dado , pode empregar-se o cylindro circumscriplo por esse meridiano.
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38, A delerminagdo dos cones circumscriplos ds superficies serve F.n.* 90.
para achar o contorno apparenle das mesmas superficies vistas do vertice
do cone. Os raios visuses que , partindo desse poulo, vdo locar a super-
ficie , sdo as grneralrizes do cone.

Scja ABMCE (fig. 10) uma superficie da 2 * ordem com centro.

Tire-se do ponto exterior I) uma longente DM 4 mesma superficie ;
por M flaca-se passar o plano MM'N parallelo so diametral BB'E; e
pelos differentes pontos M, M, M, .... da seccdo da superficie pelo
mesmo plano lirem-se planos MDO, M'DO, M"DO, .... que passem
pelo diametro DO. As seccdes da superficie por estes ullimos planos serdo
curvas ABM, AB'M', AB"M", . ..., que encontrario MM'M e BB'E nos
pontos M, M, M",....,e B, B, B, ....

Por qualquer ponto M' de MM'N tire-se uma tangenle & curva cor-
respondente AB'M', Como OB' ¢ PM’ sdo interseccdes dos planos MM'N e
BB'E com M'DO, estas inlersecedes sdo parallelas: ora AO e OB’ siio os
diametros conjugados de AB'M'; porque, dividindo o plano diametral BB'E
em duas perles iguaes lodas as cordos da superficie parallelas a AO,
tambem OB' divide em duas parles iguaes aquellas destas cordas que
exisiem no plano M'DO : logo PM' ¢ a ordenada do ponto M’ referido aos
diametros conjugados de ABM', e a subtangente

a'— x‘_ (AO)*— (PO)*
i S PO

¢ constante para todos os pontos da curva MM'N.
Donde resulta, que todas as tangentes & superficie nos pontos da sec-
gio plana MM'N concorrem em D; e por conseguinte a linha de contacto
do cone circumscripto, cujo verlice ¢ D, com a superficic ¢ a curya
plana MM'N.
O mesmo se mostraria a respeito das superficies de 2* ordem que
ndo leem centro, por ser nellas a subtangenle = 2AP ().

(T) Nole-se que nestas superficies o eentro O estd no infinilo, ou que 05 dia-
melros sio parallelos ao eixo principal. Imprimindo na expressio

__(AO\'—(PO)* _ (API*+2(AP).(PO) _(AP)

blang.= L
e ) ) WS

a condigdio PO = , resulta subtang. —2AP,
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Logo as curvas de conlacto dos cones circumscriptos #s superficies
de 2.° ordem siio planas, e por isso tambem de 2.* ordem. Assim , se
a superficie for um ellipsoide, a curva de contaclo serd uma ellipse.

39. Este theorema tambem se péde demonstrar analylicamente. Ap-
pliquemos a equacdo do plano tangente (n. 11) &s superficies de 2." or-
dem, cujo equaglo desembaragada dos termos em @3, ys ,ay, é

Az’ A+ A"s*+2Br + 2By +-2B"s L E=0....... (a)

A equaglo do plano tangente a esta superficie serd

(¢'— 2)Az + B)+ (y— s)(AYy + B) 4+ (— 5)(A"s 4 B =0,
ou  &'(Az+B)+y(A'y+B') +3/A"34+B" )4+ Bx+B'y+B"s+E=0 . .. (b)

em virtude da equaclo (a).

Sujeitando este plano a uma condigio, da qual resulte uma relaco
entre as coordenadas =, y, =, do conlacto; e fazendo variar o ponto de
conlaclo, sem que deixe de satisfazer & equaglio da superficie; a combina-
¢io desta equagdo com aquella relagio, tendo lugar para todos os ponlos
de conlacto, dard as equacdes da curva de contaclo.

Por exemplo: se o plano deve passar por um ponto fixo («, &, 1),
a equagdo (b) serd

«(Az+B)4+€A'y+B')+yv{A"s+B")4 Ba+ By +B"s+E=0 . ... (c);

e a interseccio da superflicie, representada por (¢), com a representada
por (a) serd a curva de contacto. Ora (¢) ¢ a equagdo de um plano ; logo
a curva de contaclo ¢ plana,

Sc o plano tangente deve ser conslantemente parallelo a uma recta
dada

=t T,
tercmos (Franc. Math, pur. n.” 667)

Azi-B Aly+B

Bl U kU e

mAz+ B) +-n(A'y+ BV 4+ A"z B'=0:
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e como esta equaclio ¢ a de um plano, a curva de contacto tambem &
plana.

O mesmo resultaria de considerar este caso como comprehendido no
precedente , suppondo a uma distancia infinita o ponto (a, B, 7).

Assim as curvas de ronlaclo das superficies de 2. ordem com os
cones e cylindros circumscriplos a estas superficies sio planas: e sio de2.*
ordem ; porque as suas equacdes resultam da elimivaglo entre uma de 2.*
ordem e outra de 1.°

Para ter a posi¢do da curva de contacto , facamos primeiro algumas
consideragdes sobre as superficies diametraes.

Se pelo meio de todas as cordas de qualquer superficie proposta
perallelas a uma recta dada,

x=ms, Yy=ns,

se fizer passar uma superficie , esta superficie serd diametral , por dividir
em duss parles iguaes todas as cordas parallelas 4 recta dada,
A equacdo das cordas 6

Z=mMi+te, Y==NS+fie.eervvorn. coneoe(d),

sendo m e n conslantes , e ¢ e [ variaveis na passagem de uma corda para
outra, Se entre (d) e a equacio F =0 da supeyficie eliminarmos = e y,
a equaglo resullante , que ¢ do mesmo grio que F=0, terh a forma

Mz’4 Nz+P=0,

no caso de ser F=0 do 2.° grio; e daré os = correspondentes s ex-

tremidades de cada corde. A semisomma, z, = , das raizes des-

2M
ta equaglo serd o z correspondente ao meio da mesma corda. Ora z, 6
raiz da equaclio 2Mz + N=0, derivada de Ms*4+ Nz4+P=0; e esla
¢ identica com a proposta F=0, depois de substituidas nella as ex-
pressdes (d) de = e y: logo para achar = , basta tomar a derivada de
F=0, considerando nella 2 e y como funccdes de = dadas pelas equa-~

¢les (d). Esta derivocdo da

(t? n‘:r_{"(: o dy (dF)_O
da/ ds dy) d;+ o/ -
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" .rF JF) f“') . Y i T (9)-

Se substituissemos em (g) as expressdes (d) de = e y, teriamos a
equaclio , que para cada e e [ daria o meio da corda correspondente; lo-
go a equagdo (g) representa a superficie diametral , que divide ao meio as
cordas parallelas & recla dada.

Combinando (a) com (g), resulta

m(Az + B)+ n(A'y + B') 4+ Als 4+ B"=0.. ...... (k) »

que é a equaclo de um plano: logo a superficie diametral das superficies
de 2." ordem & plana {Vej. tambem Franc. Math. pur. n.” 682).
Supponhamos agora as cordas parallelas & recta, que une o verlice

B BF n”
=, B, 1) do cone com o centro |——, ——, da superficie.
B o o pe
Teremos

e substituindo estas expressdes na equagdo (h) do plano diametral , vird

A -I-B J_'Bl A” Hl"
2 e+ B+ ot (g B+ A e o,
ou (Aa4+-B)z+ (A +Bly+ (A" + B")s+ K=0;

chamando K a parte independente de «, y , =.

Comparando esta ullima equaclo com a (¢) do plano da curva de
conlacto, v&-se que os coefficientes de z, y, =z, 530 0s mesmos em am-
bos: por conseguinte (Frane. Math. pur. n.° 67%) o plano da curva de
contacto ¢ parallelo ao plano diametral.
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Planos tangentes d superficie enviezada de revolugio.

40. O traco horizontal do plano tangente a esta superficie pode deter=
minar-se pela condicdo de passar pelos tragos horizonlaes das generalrizes
de differente systema tiradas pelo ponto de conlacto; ou de passar pelo
trago d'uma destas generalrizes, e ser perpendicular ao trago do meridiano,
que suppomos vertical , onde lem logar o conlaclo. O trago verlical deve
passar pelo d' uma parallela ao horizontal, tirada pelo ponto de contacto
ou, em geral, por um ponto qualquer que esteja no plano tangente.

Nos differentes problemas a difficuldade consiste em achar os pontos
de conlacto. Se é dada a projecgio horizonlai dos pontos de contaclo, esta
claro que esta projeccio deve ser a de dous pontos da superficie equidi-
stantes do plano do annel ; e por isso , quando se procuram as projeccies
verticaes dos mesmos pontos , devem estas projeccdes equidistar da pro-
jecgdo vertical do annel.

41. Se o plano tangente (F., fig. XVIII) deve passar por um ponto
. dado féra da superficie, e se o contacto tiver logar o’ um parallelo dado,
usaremos do processo seguinte.

Seja (n, n') um ponto qualquer do parallelo dado. Tiradas pela pro-
jecclio horizonlal n deste ponto as tangenles, gm, hk, & projeccio do
collar, e depois a corda hg : descreva-se do ponto a como centro o cire
culo tangente & corda fig; e por o lirem-se tangentes a este circulo.

Cada tangente tirada por o di uma corda g b, cujes extremidades,
g, e h , sio projeccdes dos pés das generatrizes procuradas no plano ho-
rizontal que passa por O. Logo as tangentes g n, e h n, ao anoel dardo
o5 ponlos ¢, , §,, e o traco horizontal ¢, s, do plano tangente procurado.

Se do ponto a como centro se descrevesse o circulo langente 4 corda
qs, a tangente a este circulo parallela a g, h, seria o trogo pedido ¢, s, .

O wrago vertical do plano passa pelo da parallela (ogh, , o'¢') ao
traco horizontal.

42, Se o plano tangente deve passar por uma recla dada : ache-se o
trago desta recta sobre o plano do anmel ; e deste trago como verlice des-
creva-se um cune circumscripto & superficie: o plano tangente a este co-
ne , que passar pela recla, serd o pedido. : .

Procuremos a posigho ¢ figura da base df cone circumscripto.
i
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Tomemos para eixo dos x o traco , sobre o plano do annel, do me-
ridiano que passa pelo vertice do cone; para eixo dos y o tragn do meri=
diano perpendicular ao primeiro; e para eixo dos = o eixo de rotagdo,
E evidente que cada um dos planos (zy) , (x3), (y3), passa pelo meio de
todas as cordas parallelas & interseccdo dos oulros dous: por conseguinte
estes planos sio principaes; e os dous lragos , e o cixo de rotacdo, sio
eixos da superficie. Donde resulta, que o plano da curva de contacto, de-
vendo ser parallelo ao plano (ys) conjugado com x, é perpendicular ao do
annel, e ao traco do meridiano que conlém o vertice; e que os dous eixos
desta corva existem nos planos (xy) e (xs), e sdo parallelos ans y e =.

Logo os dous eixos da curva de contacto serdo dados pelos pontos,
onde tocam a superficie as generalrizes do cone existentes nos planos (xy)
e (xz) ; e se achardo tirando do vertice langentes s curvas que resullam
da seccio da superficie por estes planos. As langenles, que se poderem ti-
rar , delerminardo as extremidades do eixo real; e as, que ndo se pode-
rem tirar, indicardo a existencia do eixo imaginario no plano correspon-
dente.

Ora as secgdes da superficie pelos planos (xy) e (x2) slo o annel,
e a hyperbole central, cujo ¢ixo transverso ¢ o diametro do annel Logo:

1.° Se o vertice estiver fora do annel, ficard dentro d'um dos ra=
mos da hyperbole; as tangentes ao annel dardo o eixo Lransverso; e o
oulro eixo serd imaginario, por ndo se poderem lirar as langentes 4 hy=-
perbole.

. 2.° Se o vertice estiver dentro do annel , ficard entre os dous ramos
da hyperbole; as tangentes & hyperbole dario o eixo real; e o outro
eixo serh imaginario , por ndo se poderem tirar as langentes ao annel.

3. Em fim , se o vertice estiver na circumferencia do annel, as
tangentes a este reduzir-se-hdo a uma s6, assim como as tangentes &
hyperbole , que serdo perpendiculares ao plano do annel; os dous eixos
amniquilar-se-hdio ; e o cone ficard reduzido av plano das duas reclas pa-
rallelas és asymplotas.

43. Para confirmar estes resultalos .pela amalyse, facamos €= 90°
m; equacdo da seccdo do hyperboloide por um plano [F. n.° 70, eq.
(%]

sen’s
y=|—— I)x“-{-— 2bxcosé+a'— b7,

en'a
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o que a reduzird a

v'=z* col’e+ a®— I
Esta equagdo ¢ d'uma hyperbole ; e as svas asymplotas,
y==x=uwxcolz,

por serem parallelas &s da hyperbole central, fazem com o plano do an-
nel o mesmo angulo que fazem com este plano os generatrizes da superfi-
cie. Posto isto:

Se o verlice do cone for exterior ao anmel , o traco do plano da
curva de conlaclo sobre o plano do annel sera interior ao mesmo annel :
porque os ponlos, onde tocam o anuel as tangentes que se lhe tiram do
vertice , devem pertencer & superficie. Logo a> b: e na equagio da hy-
perbole de contacto o eixo dos y, existente no plano do aunel, sera o
real, -

Se o verlice do cone for interior ao anuel , o trago do plano da hy-
perbole de contacto nllo cortara o meswo annel; porque, se o cortasse
existiriam no annel dous ponlos da curva, que deveriam corresponder
duas tangentes tiradas pelo verlice a0 mesmo anuel, o que ¢ impossivel,
Logoa<b; e na ejunci'm da hyperbole de contacto o eixo dos per-
pendicular ao plano do annel , é o real,

Em fim, se o verlice estiver na circumferencia, o trago do plane
da curva de contacto tocaré o annel. Logo a=0b; e a equacio da curva
reduzir-se-ha & das asymplotas y = == x col =,

4%. Procuremos direclamente a expressio analytica das differentes
propriedades do cone circumseripto , que ficam enunciadas.

Vimos [n.° 23, ()] que a equagho do hyperboloide de revoluglo ,
referida ao centro do annel , é

ym._i_ o= a:_l_ 52 Col,.;

sendo (yx) o plane do annel , e ¢ o angulo que as gencratrizes fazem com
este plano.

Comparando esta equacio com a (a) do n.” 39, a equacdo (¢) do
mesmo n.%, que ¢ a do plano da curva de contacto do cone circumscripto,
reduz-se a

L
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ax + By — s col’® —a’=10;
ou fazendo y =0, quando o vertice do cone esti no plano do annel,
oz + fy — a’= 0.

Esta equaglio, por nlio conter z, ¢ a do traco do plano da curva
sobre o plano do annel, e ao mesmo tempo a projeccdo da curva sobre
este ultimo plano. Dunde resulta, que o plano da curva de contacto é
perpendicular ao do annel.

Da mesma equagdo lira-se

M a’_
y—-—ﬁ:ﬂ-}‘ B "

5
e como a equaclio do trago do meridiano, que passa por (a, B), 6 y== -z,

segue-se que o plano da curva de contacto é perpendicular a0 meridiano
que contém o vertice do cone,

D)’ onde resulta que , se tomarmos o trago deste meridiano para eixo
dos @, o plano da curva serd parallelo a (yz). Nesta 'hypothese é 8 =0,
o que reduz a :

ax —a'=0, Y4 3"=a’+ 3 col’,

as equacdes precedentes, que determinam a curva de contacto.
A 1." deslas equagdes dd x>, =, ou <a,

oonforme ¢ 8, =, 00 >a:

logo o trago do plano da curva de contacto fica dentro do annel , ou o
toca , ou fica fora delle , conforme o vertice do cone é exterior a0 mesmo
onnel , ou esta na sua circumferencia , ou lhe & interior.

Eliminando  entre as duas equagdes , resulta a projecgdo da curva
sobre o plano (yz)
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ﬂ’

Y= el 5 (' a);

que ¢ a equaglo da mesma curva, por ser o sea plano parallelo a (yz).
45. Posto isto:

1.° Se «>a; pondo na equagho precedenle =0, o semieixo trans=
verso da hyperbole, parallelo aos y , sera

A= E\/ a'—a”,

Ora a ordenada do aonel, correspondente a :r:% , 6

y'=]/’“2_$:.l___f\/‘z____ azz fi'-
3

logo a corda de secglo do plano da curva de contacto com o annel é o
eixo (ransverso.
Como a equaclo das tangentes ao annel , tiradas pelo vertice , é

dy x
yrsbimobocn) i aianelisimda)-Sy

Yy
ou Y+ 2*=azx:
se combinarmos esta equacio com a do annel

9‘:']' &= an’
z
teremos z — — para abscissa dos pontos de tangencia. Donde resulta
d -3

que estes pontos sdo as extremidades do eixo transvepso; e que , para
achar estas extremidades , basta tirar aquellas tangentes,

2.° Se «=a: 0s eixos anniquilam-se; ¢ z —a; e a equagdo da
curva reduz-se a y== ==z colo. Por onde se vé, que o trago do plano da
livha de contacto ¢ tangente ao annel; e que esta lisha se reduz go sy~
stema de duas rectas parallelas 4s asymptotas,




L COMPLEMENTOS

3.” Se « < a: o semieixo transverso A/, parallelo aos z, é

A seccdo da superficie pelo meridiano do ponto (0, o),
é z*=3"colv 4 a*;

e por isso a equacdo das tangenles a esta secgdo, tiradas pelo vertice
(0, =), da, nos puntos de contacto,

dz = col™
L=l = =3 ’
dz x
ou & = z"¢ol"t + ax.

Combinando esta equaclo com a da hyperbole meridiana
£i— zscot:'_i_ ﬂ’,
teremos para os pontos de langencia as coordenadas :

aa u:___u':.
Hm——-—, F===

« acolé

=Af;

das quaes se deduz primeiramente, que estes pontos esllio no plano da
curva de conlacto, e por conseguinte no eixo transverso; e depois , que
esle eixo ¢ igual & distancia entre elles. Logo as langentes Lliradas do
vertice do cone & hyperbole meridiana determinam as extremidades do
eixo transverso ().

(+) Como, na passagem do vertice do cone de exterior para interior ao an-
nel , o eixo horizontal A vae diminuindo, ao passo que o vertice se approxima
* da circumferencia; até se reduzir a zero quando o vertice chega & mesma cir-
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46. Conslruindo neste caso a hyperbole meridiona, cojos 1.° ¢ 2.°
eixos slo a e alangd, e cujas asymplolas fazem com o eixo transverso
o angulo ¢; e depois lirando do verlice do cone , que se quer circumscre-
ver, langenles a esta hyperbole ; a corda, que passar pelos pontos de tan-
gencia, serd o 1.° eixo da curva de contaclo: e como as asymplotas

y==zcole

sio parallelas 4s generatrizes da superficie ; fica facil a construccio desta
curva , e dos pontos de contacto das tangentes liradas a ella pelo trago
da recta dada sobre o seu plano ().

47. Quando a recta dada ¢ parallella ao plano do anmel, o vertice
do cone fica a wma distancia infinita do centro; o cone lorna-se n’ um
eylindro circumseriplo , cujas generatrizes sdo porollelas & reclo: e os
pontos de tangencia, que determinam o eixo Lransverso , sio as extremi-
dades do diametro perpendicular & projeccio horizontal dello. Assim o
problema reduz-se neste caso a tirar langentes & hyperbole central , de
cujo plano ¢ trago aquelle diametro, pelo ponto onde a recla encontra o
mesmo plany.

cumferencia, e passar a imaginario quando o vertice se torna interior ao annel :
vé-se que a quantidade A* se torna de posiliva em negativa , passando por zero.
E assim deve ser ; porque esla passagem deve seguir a lei de continuidade ,
quando a seguir o movimento do veitice do cone de fira para dentro do annel.

Esta advertencia desvanece a singularidade, que parece haver na inversio
que solfrem os ramos da hyperbole de conlaclo pela passagem do vertice do cone
de fira para dentro do annel.

(+) A construcgao é a seguinte:

Fazendo gyrar (fig. 12) o plano meridiano Og até ficar parallelo ao verli-
cal, a hyperbole meridiana projectar-se-ha neste em verdadeira grandeza; o
scu eixo transverso serd Hl=diamel, do annel; e as asymplotas serio as paral-
lelas s generalrizes aa e ce. Pela rotaciio o ponto (g, ¢') vird a (G, G'); e ti-
rando de (G, G') tangentes 4 hyperbole, acharemos dous pontos de conlacto (M.
M) e (M, N'), euja distancia M'N’ serd o eixo real da base do cone. Repoado
depois omeridiano na posicio primitiva: M'N' tomari a posicio m'n’; o Lrago do
Plano da curva de contacto serd mk perpendicular a Og; ¢ a intersecciio k deste
traco com a projecgio horizontal gk da recta dada determinard o ponto (k, &),
onde ella atravessa aquelle plano. Tirando pois pelo ponto (k, k') tangentes i
h;[;lr:rholc + tujo eixo transverso vertical é m'n', e cujas asymptotas sio a'a’ e
€¢ parallelas a aa e ec; teremos os pontos, pelos quaes, e pela recta dada, de-
¥em passar os planos tangentes.

Assim a construcgio reduz-se ao que ji se ensinon no 1,° caso.
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Quando o ponto, onde a recta dada encontra o plano da base do
cone, e do qual se devem tirar langenles & mesma base , ficar dentro
d’um dos seus ramos , nio se poderdo lirar estas tangentes, e o problema
serd impossivel. Esta circumstancia tem logar quando a recla dada ndo
encontra a superficie; como logo moslraremos,

8. Como pelo ponto de eontacto passam duas generatrizes que
existem no plano tangente , uma dellas pelo menos ha de necessariamente
encontrar a recla dada.

O mesmo se vé allendendo a que, sendo em geral dous os pontos
de contacto dados pela construcglio, a generatriz de um systema, que passa
por um delles, deve encontrar a de dilferente systema que passa pelo
outto; e como os planos tangentes, que as conteem , concorrem na recta
dada , a intersecgio hade ser na mesma recta. Logo a recta dada encon-
tra a superficic em dous ponlos, quando por ella se podem tirar planos
tangentes & mesma superficie.

A consideracdo precedente mostra com toda a clareza, que as qualro
generatrizes correspondentes aos dous pontos de contacto ddo s6 duas in-
lerseccdes com a recla.

Donde resulta um nove processo para tirar pela recta dada planos
tangentes & superficie,

Procuram-se as intersecgdes da recla com a superficie (F. n.” 131);
e pelas projecedes horizontaes dellas tiram-se tangentes ao annel. Os lra-
gos dos planos tangentes devem passar pelos da recta dada, e pelos das
gencratrizes cujas projeccdes horizontaes sdo aquellas langentes.

Inversamente : quando pelo processo ordinario se acham os pontos de
contaclo , as quatro geueratrizes, que por elles passam, combinadas duas a
duas de differente systema , dio os dous pontos onde a recta enconlra a
superficie, g :

Se a recta dada & parallela &s duss generatrizes, que delerminam
o plano tangente que a conlém , o ponlo de contaclo ¢ no infinite. Ora,
como estas generatrizes sdo parallelas entre si, as parallelas, que no cone
asymptolica lhes correspondem , coincidem ; logo o plano, que conlém as
primeiras, é tangente ao cone. Por onde se vé, que para construir neste
caso os planos tangentes & superficie, basta tirar pela recta dada planos
tangentes ao cone asymplolico ; e o problema é possivel , por ser a recta
dada parallela a uma generalriz do cone,

Na construcgdo ordinaria tem logar o contacto no infinito , qnando.n
ponto, onde a recta dada encontra o plano da base do cone circumscri-
plo, pertence a uma das asymplotas da mesma bose. 4
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49. Do que acabamos de ver nos dous numeros precedentes resulta
que o problema de tirar pela recta dada planos langentes a superficie ¢
impossivel : ou quando o trago da recta sobre o plano da base do cone
circumscripto fica interior a um dos ramos da mesma base ; ou quando a
recla nio encontra a superficie. Mas estes dous caracleres d’ impossibili-
dade ndo sdio distinclos, como vamos mostrar.

Para ter as inlersecgdes da recta dada, que encontra o plano do annel
no pouto (=, 0, 0), com a superficie, eliminaremos as coordenadas entre
s suas equagdes

Z—a=ms, y=ns,
a'-',"'i‘ y:___ * col? + a:;
o que daré, feitas as reducqdes:

1 - : —
He ey (e PR (@ — ol

fa)
Y= e (e T (@ ol

Para ler a intersecgdo da recla com o plano da base do cone, eli-
minaremos as coordenadas eulre as suas equagdas ¢ a equagio do plano,

T—ea=Mm3, y=—0ns,

er —a'=0;

o que dard
ool el ol i &) '
z:-——-—.—' y=h—-‘-—..!‘lliill¢‘.{&jl
o i

100 CASO- ﬂ ) L

O eixo dos z ¢ lransverso.
]




58 COMPLEMEXNTOS

A interseccdo da recta com o plano da base tera logar fora dos ra-
mos della , quando 3" substituido por = va equagdo da mesma base

z

y1= zﬂ tutﬂ. el E"':: (a!_ "3)
®

fizer y imaginario, ou y real e <y"; e terd logar dentro d’um dos ra=-
mos da base, quando, feita ajuella substituiglo, sair y real e > y".
Ora a substituigdo da

. .
4 = [(a:_- ‘z) col? 06— a:m:] .

y-’= e

m

logo as condicdes necessarias para que y seja imaginario, ou real e <y';
e para que seja real e >y ; sdo:

Para y imaginario . . ... a’'m* — (a®—a") cot’*o > 0,
Para y<y".......... 0*{a®— ")+ a’m"— (a"— a®) cot’ 6> 0.
Pﬂrﬂ y > y" s e am re e s ﬂz(at—-ﬁl) + Gaml-“ (ﬂz-—ﬂ-a] Wti.< 00

Comparando estas condigdes com as equacdes (a), vé-se que as duas
primeiras , correspondentes a y imaginario e a 'y-c: y'!, dio z' e y' reaes;
e que a ullima, correspondente a y>y", di ' e y' imaginarios: logo a
recla encontra a superlicie, quando a sua intersecclio com o plano da
da base do cone tem logar féra dos ramos da mesma base; e ndo encon-
tra a superlicie, quando aquella intersec¢do tem logar dentro d' um dos
ramos.

2.* CASO. a<s=,

O eixo transverso ¢ o dos y.
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A recta encontra o plano da base fora dos ramos della, quando a
y==1y" corresponde s imaginario , ou s real e <z ; e ndo o cucontra,
quando a y=1y'" corresponde s >z". Ora y=1y" substituido na equagio

da base da

2 2
a'—qa
zhcl=

‘J“ﬂ

. [u’(t"—a’)—m’a’; :

logo teremos as condiges :

Para z imaginario.. . ... ....@'m* +n'(@*—4") > 0

Paras <3’ .ovevnase.. .. 0@ —a*) 4+ a"m*— (a"— &%) cot®e> 0

ar 2

Para s >3". 0.0 viiion n*{a"-— a*) + a’'m’— (a"— ") col* 6 <0,

As duas primeiras ddo ' e y reaes; a ultima di ' e y' imaginarios :
d’ onde resultam os mesmas conclusdes, que no caso de a > a.

Assim , em todos os casos, a intersec¢do da recta dada com o plano
da base do cone circumscripto tem logar féra, ou dentro, dos ramos desta
base , segundo a mesma recla enconlra, ou ndo enconlra, a superficie; de
sorle que sdo identicos estes dous caracteres, pelos quaes se conhece a
possibilidade ou impossibilidade de tirar pela recta dada planos tangentes
a superficie.

Planos tangentes a algumas outras superficies enviezadase

50, Consideremos a superficie enviezada, que tem por directrizes tres
ellipses semelhantes situadas em planos parallelos e equidistantes , cujos
centros estdo n"uma mesma recta perpendicular a elles, e das quaes a
media ¢ menor, e os exlremas sho iguaes entre si. Tomemos o plano da
media para plano horizontal , e facamos passar o vertical pelo eixo maior.

Duas generatrizes de differente svstema sempre esldo no mesmo
plano (F. n.” 103).

Mas nunca o estio duas do mesmo systema.

Com effeito a intersecgiio das projeccdes hurizenlaes, que se cortam,
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corresponde n’ uma das gencratrizes a um ponto inferior ao plano do an-
nel , e na oulra a um superior ; e as projecgdes horizonlaes parallelas cor-
respondem a projeccdes verticaes , que se cortam : donde results, que as
generatrizes do mesmo systema nem se corlam, nem slo parallelas.

Logo a superficie ¢ um hyperboloide enviezado, e por conseguinte
um hyperboloide de uma folha.

51. Cortemos o hyperholoide de uma folha por dous planos paralle-
los a0 annel e equidistantes delle. Como as secgdes sdo ellipses semelhan-
tes ao annel e iguaes entre si, qualquer tangente ao annel & a projeccdo
horizontal de uma recta que encontra as outras ellipses (F. n.° 103): logo
esta recla assenta na superficic ; porque , se a atravessasse, s6 o poderia
fazer em dous pontos , por ser a superficie do 2.° grao.

Tambem se péde mostrar synthelicamente que as projeccdes verlicaes
das generatrizes sio tangentes & hyperbole resultante da secgdo da super-
ficic pelo plano vertical , a qual & a projeccio vertical da superficie. Com
effeito o plano tangente em qualquer ponto desta hyperbole deve conter
as langentes a clla, e & ellipse horizontal de que esse ponto é vertice:
ora a langente a esta ellipse & perpendicalar ao plano vertical; logo o
plano tangente & perpendicular a0 mesmo plano; e o seu trago, tangente
& hyperbole, ¢ a projecglo verlical das generatrizes que nelle existem.

Estes resultados ja se acharam por outro modo nos n.** 20, 21,
e 22,

52, Para demonstrar analylicamente a identidade da superficie ge-
rada pelo movimento da recta sobre as tres ellipses com o hyperboloide
de uma folha , procuremos a sua equagdo.

As equagdes das tres ellipses sdo

s:: g::h, (:’.=—h,
2{:1334; b':.x:.= azb:.' azyw._i_ 51£i__1_ knanbl’ lauy:_!_ b‘$2= kaau.b':’

chamando k a razdo dos eixos maiores, que tambem ¢ a dos eixos me-
nores , por serem as ellipses semelhantes.
E as equagdes da recta generatriz sdo

x=mz+p, y=ns+4q.
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As tres condicdes do encontro das directrizes pela generalriz dio

a*g"+ Vp*=a’V*, . a’(nh = g+ U (mh %= p)’=a’V’k’,
ou

a’h®

a'qg*+ bp*=a’l?, a’ng +Pmp =0, a*n*4 V'm’= = (K*—1).

Substituindo nas duas primeiras destas tres equacles as expressdes
de p e g tiradas das equagdes da generalriz, e attendendo & lerceira, yem

a’y’+ vz’ — 23(a’ny + b’mx) + EEE'- (k*— 1)2"= a’b?,

a*ny + V’mz —%g- (F*—1)z=0;

das quaes , multiplicando a segunda por 2z e sommando com a primeira ,
desapparecem em fim m e n, e resulla a equagdo da superficie

¥ &
@y Vet T (B 1) = T

y = -1,

ou F'l' ?—-‘-ﬁ,—'2=l.
E—1
Fazendo ——— = ~, temos
h c

W= c(l*—1) =°E; (a*F*— a).

Donde resulta que, descrevendo com os semieixos a @ ¢ uma hy«
perbole vertical , estarlio nesla hyperbole as extremidades dos eixos maio-
res das duss ellipses extremas. Ora a equagdo da superficie, que pela
hypothese precedente toma a forma

(-]
1]

=

=1,

1
N

mt
o

-~
L
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ficaria a mesma, se se adoplassem para directrizes extremas oulras ellipses
semelhantes & media e cujos cixos tivessem as extremidades sobre a hy-
perbole : logo esta superficie é um hyperbolgide d'uma folha, que tem por
semieixos a, b, ¢; cuja directriz de [érma constante & a hyperbole verli=
cal descripla com os semieixos @ e ¢; e cuja generatriz ¢, n'uma das
suas posigdes , a cllipse descripla com os semieixos a e b.

Ahi temos pois tres modos de geragdo da superficie ; ou consideran-
do-a como enviezada de directrizes rectilineas ; ou como enviezada de dire-
cirizes cllipticas, parallelas, e semelhbantes ; ou finalmente como superlicie
de 2. ordem, que lem por directriz uma hyperbole , ¢ por generatriz
uma ellipse de forma constante e grandeza variavel.

F.n."105, 53, Traclemos agora da superficie enviezada, que tem por directrizes
dous circulos verlicaes, parallelos e iguaes, e uma recta horizontal tirada
perpendicularmente aos planos dos circulos pelo centro do parallelogrammo
formado sobre os seus diametros. :

Esta superficie (Biais passé) offerece uma apparencia muito regu-
lar, com duas parles symmelricas, uma desde a generatriz horizontal, que
passa por duas extremidades dos diametros , até dquella que ¢ parallela
o horizonte; outra desde esta segunda generatriz alé & horizontal que
passa pelas outras duas extremidades dos mesmos diametros,

Quando esta superficie se emprega para cubrir com uma abobada o
espago parallelogrammo comprehendido entre os dous circulos, & necessa-
rio dar as juntas a configuragio de paraboloides hyperbolicos, iguaes aos
auxiliares que servem para a construcgio dos planos tangentes, e que se
confundiriam com elles se se Ihes desse o movimento de rotacdo de 90°
em lorno das generalrizes correspondentes da superficie (n.° 33).

Tambem salisfazem & condi¢do d' encontrar as tres directrizes as
reclas tliradas do centro do parallelogrammo para os pontos de uma das
circumferencias ; porque ¢stas rectas encontram a oulra circumferencia na’
regidio opposla relativamente ao plano horizontal. A superficie compde-se
entdo dos dous ramos d'um cone de base circular ; mas & claro que este
cone ndo péde servir para o fim de cubrir com uma abobada o espago
parallelogrammo (Leroy , Geom. deser. n.® 59% — 597).

5% Para ter a equagdo desta superficie tomemos por origem das
coordenadas o centro do parallelogrammo ; por eixo dos 5 uma perpendi-
cular ao horizonte ; por eixo dos y a directriz rectilinea ; e por eixo dos
@ uma parallela aos diametros dos circulos, As cquacdes das directrizes
serlo :
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2=0,5=03y=1¥ {a:—u}’+ P=r*; y=—50, (.1':+ a}:_!_ = r?,
Combinando eslas equagdes com as da generalriz

x=my+p, s=ny+q,

resultam as tres equacdes de condiglo:

L o

5:; y» (Emb+p == a)’+ (= nb+g)'=r"
A differenca das duas ultimas da, attendendo 4 primeira ,

plmb—a)+qnb=0= E [m(mb — a) + n*b].

O factor E:O: reduziria as equagdes da generatriz a

Siw

x=my, s=ny,

que, por serem as de uma recta tirada pela origem, dariam uma superficie
conica. O outro factor, com as oulras equacdes de condicio, da

mb(s°+ ") =ax®, p=ax—my,
ap’+ (a*— r*)mb — am*b*=0;
d’ onde resulta a equagdo da superficie:

fazy — b(2*+ 2*)]'= b[r’2*+ (r'— a*)z%].

55. Quaodo se quer achar a equagio da curva formada pelas infer-
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secedes consecutivas das projeccdes das generatrizes d’uma superficie so=
bre um dos planos coordesados, eliminam-se por meio das equacdes de
condicdo todos os parametros menos um ; e differencia-se em ordem ao
paramelro restante a equacdo da projecciio da generatriz sobre o plano de
que se tracta: elimina-se depois o mesmo parametro entre esta equaglo
e a derivada ; e a equagdo resultante é a pedida,

Fuzendo isto a respeito das projeccies das generatrizes da superficie,
de que se tractou no n.° antecedente, sobre o plano (zy), acha-se a hy-
perbole cuja equagdo ¢

-
rﬁ_ aﬂ. (r:l_ aﬂ-)’-
3 £8p.
gy ab g 432 4a’ -
: ab
O eixo dos y ¢ uma das asymptotas; e a oulra é y = — =

como se vé& resolvendo a equaglo em ordem a z e y. Esta hyperbole &
pois o conlorno apparente da superficie sobre o plano horizontal (Leroy ,
Anal. n.”* 32% — 325.)

56. Tambem se empregam na construccdo das abobadas as superficies
conoides, descriptas por uma generatriz reclilinea, que se move parallela-
mente a um plano director encontrando sempre uma recla € uma cursa,

Tomemos para eixo dos = a recta direclriz; para origem o ponto
onde ella encontra um plano parallelo ao director ; e esle plano parallelo
para plano (zy). As ecquacdes das directrizes referidas a este systema
d' eixos , que ¢ obliquo se a directriz rectilinea ndo & perpendicular ao
plano director , serfio da [orma

z==20, y=0, F(z, y)=0, f(s, y)=0;

e as da generatriz , parillela ao plano director , serdio

z=ﬂ, Y= ex.

Nestos equacdes da generatriz jo imprimimos a condigio do encon-
tro della com a directriz rectilinea. A condicdo do enconlro com a outra
di-
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directriz daria uma equaglo em = e B; que, resolvida em ordem a &,
seria

=]

¢ designando uma funclo, cuja f6rma depende das férmas de F e /.
Assim a equagdo destas superficies é

=3,

que pela differengiacio, e eliminagdo de ¢/, da

p;;'_]_gyzu ...... SEr s (tl}.

Por exemplo : Se as directrizes sio uma ellipse e uma recla, a se-
gunda das quaes, e o plano da primeira, sdo perpendiculares ao plano
director e 4 dislancia do centro da ellipse & recla; e se um eixo da el-
lipse & parallelo ao mesmo plano: tirando por este eixo um plano paral-
lelo ao director, e contando os y parallelamente ao mesmo eixo; as equa-
¢des da ellipse directriz sdo:

Tr=0C, ﬂazz-l- !‘.‘332: albz.
Estas equacdes, com as da generalriz, dio a equaclo da superficie

b'c* .
?-y‘=x.:{b1—-$z}...---..----“--(b-},

cujas secgdes parallelas a (yz) sdo ellipses. (Ler. Anal. n.”* 307 e 308).

57. Facamos girar um semicirculo vertical, cujo diametro é horizon-
tal, em lorno de um eixo verlical levantado em qualyner ponto do pro-
longamento daquelle diametro. A superficie resultante chama-se tdro.

Cortemos esta superficic por dous planos verticaes, cuja inlersecclio
seja o eixo; e levantando um cylindro vertical sobre o arco, que esles
Planos interceplam na circumlerencia descripta pelo centro do semicir-
culo gerador, imaginemos evrolada neste cylindro uma ellipse vertical,
9




G6 COMPLEMENTOS

cujo eixo horizontal seja igual ao mesmo arco, e cujo eixo verlical im-
movel seja igual ao raio do semicirculo,

O tiro cubrird o espago circular proveniente do movimento do se-
micirculo ; e do corte pelos planos secantes resultard uma abertura , a
qual imaginaremos cuberta com o conoide , cujas directrizes sdo a ellipse
eorolada ¢ o eixo do téro. Os pontos das generatrizes deste couoide, que
ficarem interiores ao l6ro, ndo servirdo ; . por isso, para conhecer a
curva que limita sobre o téro a parte do conoide que serve, & ne-
cessario achar a inlerseccdo destas duas superficies.

Para isso ¢ mais simples considerar o téro como geralo pelo movi-
mento de dous circulos horizontaes concentricos , cuja dislancia primitiva
¢ igual ao diametro do semicirculo verlical , que alé aqui tomamos por
gerador e que agora faremos director,

Eyuagio do tére. Tomando para plano (xz) o do semicirculo dire~
clor; para (zy) o dos circulos geradores concentricos; para origem o
centro dos mesmos circalos ; e chamando I a distancia daquelle centro ao
do semicirculo director , e r o raio deste semicirculo: as ejuagdes dos
circulos geradores slo :

a'+y'=(+p)" &+y'=01—p)i

onde p designa a abscissa , que corresponde & ordenada s no semicirculo
vertical cuja equagdo é p*+ z*=r",

Logo Vot y'=1=Vr*—2*,
ou rt=“i-.'/;p2+yt:|e+5,. -l-a--.u-r----({:)o

Equagio do conoide. Se a equagio da ellipse vertical & r’y*+-b*s>=r"b":
enrolando-a sobre o cylindro do raio !, e chamando s um arco da base
conlado do ceutro da ellipse , teremos as equacdes da directriz:

8 [/
r:r.sz_i__ b?.;l: r!b-:. g m1+ y'1= P: i = arc (SEG — .:) H
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E combinando estas equacdes com as da generalriz

5=105,'y="%r,

teremos a equacdo da superficie :
-

IJ' i -—bV 2___-.
Vx;_lwyxg_srn__r[ " ‘).--. ------- [ [:d}.

Posto isto, se eliminarmos = entre as equacdes (¢) e (d), achare-
mos a da projeccio sobre o plano (xy) da interseccio das duas soperli-

cies:
= =““[(“"”~‘_"Tf)§] =

o4y

da qual, pondo z =1(cosu e y=tsenu, resultam:

Logo a curva tem duas regides oppostas; e em cada uma dellas ha um
ponto multiplo , o qual corresponde pa primeira a u=0, e na segunda
a u=180" (Ler. Anal. n.** 208 e 309, e Geom. descr. n.” 63%).

Para tudo o mais, que respeila & inlersecgdo das duas saperlicies ,
consulte-se a Geom. descr. de Leroy, n.** 630 — 638.

58. Consideremos o helicoide enviezado, descripto pelo movimento F.n."107,
d’ uma recta horizoutal obrigada a encontrar um helice tragado sobre um
cylindro vertical , e a tocar outro cylindro.
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Do helice. O helice tem a propriedade de serem as altaras dos seus
pontos acima da base do cylindro proporcionaes aos arcos da mesma base.
Suppondo pois a base circular, como ordinariamente é ; e tomando para
eixo dos = o eixo do cylindro, e para eixo dos x o diametro que passa
pelo ponto onde a curva encontra a base ; as equagdes do belice sao :

2+ y'=R* s=ks, %:arc (sen ==i"%).

ou '+ y"'=R", y=Rsen (kill}' )
e por conseguinle z =R cos (ﬁ)

A primeira destas equagdes mostra que a projecciio horizontal do he-
lice ¢ a base do cylindro. Introduzindo na segunda equacio a altura
=k.2=R, correspondente & circumflerencia, fica

y=R sen(g—zf) :

onde h é o que se chama o passo do helice.
Destas equagdes resultam as seguintes consequencias :
1.° Pondo 5= nh + 5, fica ainda

y=Rsen(?-£-:-):

() Se a equagio da base do cylindro fosse flz, y)=0; as do helice se-
riam em geral

fles )=0, s=ki(/iz+dy)
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logo a projec¢lio do helice sobre o plano (ys) compde-se de porgdes iguaes
separadas por intervallos iguaes a h.

2. Como os maiores valores de x e y sio == R, a curva ¢ limi-
tada no seatido horizontal : o que por outra parle se vé claramente.

dy &’z i AN

E—O, ou '?'—0 SE__I‘"JF:'*Z
3# Bg .
3 =3 ;3

dx d’y o

E;_O. ou E-;‘zl]; ?-ﬁ—ﬂﬁ s

logo de 90° em 90° a curva offerece alternadamente um ponto onle a
tangente & vertical , e outro de inflexao.

De ser constante o angulo formado pela tangente com o eixo do
cylindro, resulta um meio facil de tirar tangentes ao helice parallelas a
um plano dado:

De qualquer ponto do eixo, como vertice, descreve-se um cone .
cujas generslrizes facam com o mesmo eixo um angulo igual ao que la-
zem com elle as tangentes do helice; e tira-se pelo vertice um plano pa-
rallelo ao dado. As generatrizes, pelas quaes este plano corla o cone, sio
parallelas s tangentes pedidas: por conseguinte as projeccdes horizontaes
destas tangentes tocam a base do cylindro, e sdo parallelas ds projeccdes
das mesmas generatrizes; o seu trago horizontal acha-se tomando nellas ,
a partir do ponto de contaclo com a base do cylindro, uma parte igual
a0 arco comprehendido entre esle ponto e a origem ; e as projecgdes ver-
ticaes sdo langenles & projecclo vertical do helice.

59. Do heligoide. Como a generatriz do heligoide & horizontal, e toca
outro cylindro vertical, cuja equagdo supporemos ¢z, y')=0; as suas
equacdes sio:

o systema [y -~y =pa'—a), !, y)=0], z=.

Eliminando z , y, = enlre estas equacdes e as duas do helice, resul-
larlo duas entre os parametros 2', v, 8, p; depois eliminando os mesmos
parametros entre eslas duas e as da generalriz, vird a equacio da su-
perficie,
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Se o segundo eylindro se reduz ao seu eixo, a equaclo ¢(z', y) =10
& substituida pelas duas &' =0, y'=0; e as da generatriz reduzem-se 4s
y==p&, z=2F, d' uma recta horizontal que encontra o eixo; como deve
ser (Vej. Ler. Anal. n.° 310).

O helicoide serve nas construccdes das escadas de caracol. Por ser
conslante a inclinacdo das tangentes do helice, e por serem horizontaes
os generatrizes, estas escadas salisfazem , como as ordinarias, ds condi-
coes de nellas se subir como por degrios collocadus sobre um plano in-
clinado, e de serem estes degrdos horizonlaes nos logares onde assenta o
e

60. Nos livros, que tractam de Geometria descriptiva, acham-se pro-
cessos para tirar os planos langenles és diversas superficies de que alé
aqui nos havemos occupade; mas, quando as superficies ndio sao daquellas
a que se podem applicar os processos conhecidos, o meio mais geral de
tirar planus tangeotes a qualquer superficie por um ponto exterier é cor-
tal-a por muilos planos secanles conduzidus pelo ponto dado; tirar desse
ponto langenles ds seccdes; e unir por uma curva os poutos de contaclo
tomados com a proximidade conveniente. Ficard assim consiruido o cone
circumscripto & superficie proposta ; e escolhendo o ponto da curva de
contacto que satislizer a uma nova condigdo, a generatriz correspondente
scré aquella pela qual o plano tangente pedido locard' o cone.

Mas cumpre ndo esquecer que, para as superficies planificaveis , o
cone circumscripto se reduz a um plano, com o qual se confundem todos
os tangentes nos poutos de contaclo; e que a curva de conlacto se reduz
a uma aresla da superficie.

Se as operagdes, de que se tracta, se excculam a distancias que
permittam o uso dos instrumentos de observar angulos, e se ndo ha pro-
cessos conhecidos para lirar as tangentes s secgdes: pode collocar-
se o circulo repetidor, ou outro instrumento de medir angulos, de
modoe que o seu plano seja o secante; dirigir a alidada de modo que o
raio visusl toque sensivelmente a superficie ; e conslruir as projeccdes do
pouto de contacto, determinando, geomelrica ou trigonomelricamente,
projecedo horizoutal da distancia desse ponto & estagdo, ¢ a altura do
mesmo ponto relativamente ao plano horizontal que passa pela estagdo.
Dando ao plano do instrumento diversas inclinagdes, achomese assim os
pontos de contacto existenles nas secgdes respeclivas (7).

() No entretanto nos desenhos relatives & fortificagao as formas do terreno
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61. Esles principios teem applicacdo nas forlificacdes das pracas.

Delineadas as obras de fortificacdo , suppondo o plane horizontal:
para applicar esse delineamento a0 caso de haver uma eminencia exterior,
que prejudique-a praca, basta escolher dous pontos no terreno desta; con-
struir o plano tangente 4 eminencia, com a condiglo de passar por esses
dous pontos; e depois fazer lodas as obras em relacdo a este plano, do
mesmo modo que estavam delincadas a respeito do plano de nivel, ca=
vando ou entulhando o terreno para lhe dar a inclivagdo do plono tan-
gente. Fste plano seri determinado pelos dous pontos escolhidos, e pela
interseccilo das curvas de conlacto dos dous cones circumscriptos & super=
ficie , dos quaes sio vertices os mesmos pontoss ou, em geral, por oulro
qualquer meio de sugeitar um plano a tocar uma superficie, ¢ a passar
por dous pontos dados.

Se houvessem duas eminencias , escolher-se=hia no terreno da praca
um ponto, pelo qual se faria pagsar o plano langente a ellas, Este plano
seria langente & superficie planificavel circumscripta s duas eminencias ,
e conteria o ponto escolhido,

Se houvessem Ires eminencias seria neccessario conslruir o plano
tangente a ellas. O processo, que para isso se lem indicado , ¢ eonstruie
duss superficies planificaveis, cada uma das quaes seja circumscripla a
duas das tres eminencias , combinadas duas a duas; e tirar pelos pontos
communs a eslas superficies e & eminencia locada por ambas o plano
tangente a qualquer dellas. No entrelanto sémenle cm poucos casos par-
ticulares se sabe applicar este processo.

As condicdes ; que devem delerminar a escolha do ponlo, ou pontos,
pelos quaes ha de passar o plano langenle , sdo os seguimtes: 1. que o
angulo do plano tangente com o horizonte seja o menor possivel, para fi-
car menos incommodo o servico da forlificagio: 2." que a elevagdo desta

representam-se pela reuniio das camadas ou seecdes horizontaes cquidistantes.
Imagina-se uma recta que se move sobre duas seccdes conscculivas , sendo
sempre normal a uma dellas; o que faz substituir uma superficie emviczada, em
logar da parte da superficie proposta comprehendida entre as duas seegoes,

Ordinariamente costumam lomar-se mesmo as seecoes lam vizinhas, qne,
sendo a normal a uma sensivelmente normal 4 oulra, a superficie, que se sub-
slitue , seja planificavel ; ou nsar para generatriz d’uma curva perpendicular a
ambas as secgées , quando cllas sio menos vizinhas,

Cada scrie de normaes ds seccoes conscculivas, nas quaes o pé d”oma ¢
ponte de partida da seguinte , forma uma linha de maior deelive da superficie.
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acima do horizonle sejo a menor possivel , a fim de tornar a construecdio
menos difficil e dispendiosa,

Taes sdo os principios que servem de base & operacdo do desenfia-
mento, (Vej. Geom. descr. de Monge , n.° 33.) -

62, Por esta occasido advertiremos que nos projectos das obras de
forlilicagdo , das d'estradas, e dos outras em que as mais das vozes as
alturas dos pontos acima do horizonte sio pouco consideraveis, o uso do
plano verlical se torna incommodo e confunde os desenhos. As linhas de
construcglo , sendo neste caso quasi horizontaes, projeclam-se no plano
vertical quasi parallelamente & linha da terra; e as suas inlerseccdes leem
logar a distancias consideraseis, que as mais das vezes excedem as dimen-
soes do quadro,

D’ ahi vem que, em questdes destas, se costuma usar sémenle do
plano horizontal ; e, em logar das projeccdes verticaes, indicam-se por
numeros, que se ajuntam &s projecedes horizontaes , as alluras dos pontos
relativamente a este plano. E mesmo, para abranger os casos em que os
pontos estdo abaixo do horizoute , toma-se um plano horizontal de compa=
ragdo situado acima dos poulos mais elevados, ao qual se referem lodos
os ponlos.

Deste-modo a distancia de qualquer ponto ao plano de comparagdo ,
é qual se di o nome de cola, ¢ a differenca entre as distancias do mesmo
ponto e deste plano ag plano horizontal. E bem se vé& que a cota , com a
jrojeccdo horizontal , determina a projecgdo vertical.

Das linhas curvas e suas tangentes.
Generalidades.

63. O modo mais geral e ordinario de considerar as linhas curvas é
concebel-as como resultantes das interseccdes de duas superficies.

Os problemas, que sobre estas linhos se teem de resolver, s3o rela-
livos &s suas projeccdes sobre os planos coordenados, 4s das suas langen-
tes, & sva verdadeira grandeza; e tambem ds transformadas, que resultam
do seu desenvolvimento, quando ¢ planificavel uma das superficies de cuja
intersecgdo provéem as mesmas curvas,

A tangente, além do uso especial que pode ter nos problemas de
construcgdes , serve para descrever a curva com mais exacliddo e segu=
ranga t por que, se as construcgdes graphicas se houverem considerme!-
mente errado em algum ponto; ou se a livha, pela qual.se ligam nItn-

ra-
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trariamente dous ponlos vizinhes , sair muito differcnte da sua verdadeira
configuracdo, a direcgiio da langente nesse ponto accusard muitas vezes o
erro commellido , e indicard a direcglo §ue, pouco mais ou menos , se
deve dor & curva. Conhecendo por exemplo (fig. 11) no ponto M a di-
reccio MT da tangente ; e sabendo por outra parte se nesse ponto a curva
offerece, ou ndo offerece, uma inflexdo; ficard facil descrever entre os
pontos A, M, B, que se suppde construidos, uma curva que odo diffira
consideravelmente da verdadeira.

O desenvolvimento ¢ util todas as vezes que as obras, que se que-
rem fazer no espago , se talham primeiro n’ um plano; como se vers em
alguns exemplos , que aponlaremos, d'entre os muilos que offerecem as
applicagdes mais usuaes. '

64, As superficies auxiliores, que por suas interseccdes com as pro-
postas determinam os pontos da curva, podem tomar-se mais ou menos
proximas umas das outras; e a este respeito a escolha ndo é indifferente
para a boa construccio da curva. Com elfeito, tomando-as muito distantes,
as porcdes curvas , pelas quaes se ligam depois arbitrariamente os pontos
que ellas determinom, podem ser muito differentes das verdadeiras: e
tomando-as muito proximas, os erros commettidos na «construcclio dos
poutos por ellas determinados avultam mais. Por exemplo, se (fig. 13) a
construcgio der o ponto errado m', em logar do verdadeiro m, a curva
am'b, que liga este ponto com os dous a e b, diffirira da exacta amb
l'l'lt;lﬂ! do que differe a'm't', que liga o ponto m' com dous mais vizinhos o'
e d.

Donde resulta, que se deve escolher um meio termo, tomando su-
perficies auxiliares nem muito proximas umas das outras, nem muito di-
stantes. E ainda nisto se deve attender & configuracio da curva nos loga-
res onde se fizerem as construccdes; avizinhando mais as superficies auxilia=
res nos pontos singulares , e tomando-as mais distantes nos pontos onde o
curso da curva for mais uniforme. Para o que muito convém que & con-
struccdo graphica da curva preceda a discusslio analytica das suas proprie-
dades, ¢

Como a corda da projecgdo d’uma curva sobre um plano & pro-
jecclio da corda da mesma curva ; e como as extremidades d' uma se vio
approximando entre si, ao passo que se approximam as extremidades da
outra , alé se confundirem a0 mesmo tempo , e se lornarem as cordas em
langentes ds curvas respectivas: vé-se , que a projecclo da tangente é lan-
Beote & projeccdio da curva.

10
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O mesmo se v& observando que o plano tangente ao cylindro pro-
jectante em qualquer ponto da curva, delerminado pela tangente &
curva e pela generatriz do ponto de contaclo, deve conter a tangenle a
projecgdo da curva; e que por conseguinte esta langente se deve confune
dir com a_projeccdo da tangente & curva, a qual é o trago do plano
tangente sobre o plano de projecgdo.

66. Quando as superficies propostas se tocam no ponto, pelo qual se

tende tirar a langente & curva : os dous planos tangentes , de cuja inter=
secglio ella deve resullar , confundem-se ; e a sua determinagdo por este
meio & impossivel.

Neste caso podem construir-se duas superficies enviezadas, das
quaes a curva seja directriz commum, e cujas oulras duas directrizes se-
jam reclilineas em ambas ; depois construir os planos tangentes 4s duas
superficies enviezadas no ponto de contacto; e por fim delerminar a inter-
secdo destes planos , que serd a langenle pedida. Mas como nlo se co-
nhece a langente & curva directriz, ¢ necessario récorrer ao methodo
indicado no n.” 32, para determinor os planos tangentes; e por isso este
processo é pouco susceptivel de applicagdo. No entretanto quando a curva
¢ plana, a tangente € a intersecgdo de seu plano com o plano tangente &s
duas superficies no ponto de contacto.

Algumas vezes , quando os planos tangentes és duas superficies slo
perpendiculares a um dos planos de projeccdo, as normaes indicam o mo-
do de delerminar a tangente; em quanto que a intersecgdo dos planos
tangentes deixa uma das projeccdes indelerminadas: como adiante vere-
mos,

Secedo das superficies curvas por planos.

F.o.°117. 67. Comecemos pela secglio do cylindro recto por um plano. Tome-
mos o plano horizontal perpendicular &s generatrizes , e o vertical perpen-
dicular ao secante.

Chamando » o angulo a'qa’’, facilmenle se v& que, tanto na curva
rebatida sobre o plano horizontal como na rebatida sobre o vertical , uma
das coordenadas, por exemplo M'd e md, de dous pontos correspondentes
M" e m da curva e da base do cylindro tem entre si a razio constante
1 :cos »; em quanto que a outra coordenada dos mesmos ponlos é com-
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mum: logo, se a base do cylindro for um circulo ou uma ellipse, a secglo
serd lambem elliptica.
Assim , se a base é uma ellipse que tem por eixos a e b, a curva

¢ outra ellipse , cujos eixos sho E% e b. E enlde:

Se a>b: a ellipse é sempre alongada no sentido de a.

Se a<b:aellipse ainda & alongada no mesmo sentido, quando cos u<% ;
¢ um circulo, quando cosu:%; e ¢ alongada mo sentido de b, quando

cos o> 7
B> -
b

68. Sejam E, E', E”, tres ellipses concentricas , siluadas no
mesmo plano, tendo um eixo commum que designaremos por b, e 03
tres differentes que designaremos por a , a', a”, dos quaes supporemos a
o menor, Se levantarmos sobre E um cylindro recto, e por b tirarmos
dous planos secantes laes que sejam

coﬁe-'_a’ cos e’

as secgdes serfo iguaes ds ellipses E' e E”; e'conseguintemente terd lo-
gar a respeito das tres ellipses a propriedade relativa & intersecglio com-
mum das tangentés nos pontos das tres seccdes , rebatidas sobre o plano
da base, dispostos sobre a mesma perpendicular @o eixo commum b.

69. Para obter a equacio da transformada, tiremos por ¢' uma paral-
lela @ o8y ...; e sobre esta parallela contemos as abscissas , pondo a ori-
gem em 3'. A abscissa do ponto p' serd o arco md, & a sua ordenada serd
a distancia de m' 4 recla uv,

Chamando z o arco md, a figura di dogo equagio da transformada

y = R senx tang o.

e
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Como _
ﬂi: zg=rkiz, oU #=:t(n+4 3=,
dx e 2
2
-~
' :;E=-0 z==0, on Z=n=: .

vé-se que na curva ha ordenadas maximas e minimas, e pontos de infle-
x8o taes como ¢, O numero indefinido n indica a prolongagiio indefinida
da curva; para conceber a qual basta suppor que sobre o cylindro estava
dobrada, em numero de voltas indefinido, uma capa sem espessura , e
que esta capa se foi desdobrando successivamente.

Suppde-se o cylindro aberto pela generatriz (a a' a"). Se se abrisse
pela generatriz opposta, a transformada representaria a mesma figura',
mas posia as ayessas. .

70. O desenvolvimento desta secclo, assim como o das seccdes de
todas as superficies planificaveis, pode ser util, como ji moldmos, em
obras que se talham sobre um plavo para depois serem spplicadas s su-
perficies.

O funileiro , por exemplo, que pertende ajuntar a um tubo cylin-
drico de folha, terminado por um corte obliquo, outro de igual calibre:
deve construir sobre uma folha de grandeza conveniente a transformada
da secBo, que termina o lubo dado; depois cortar a folba ao longo
dessa transformada; e por fim enrolal-a no cylindro , até que a transfor-
mada se ajusle exactamente com aquella seccao,

Do mesmo modo o architecto, que pertende fazer um corte n’ uma
columna cylindrica macissa com vma inclinagdo dada: deve riscar n’ um
cartdo a Uransformada da secgdio ; enrolal-o sobre o cylindro ; e cortar este
segundo o risco feito no cartdo.

F.o.*119. 71, Passemos & intersecglio do cone recto por um plano : tomando o

plano vertical perpendicular ao secante, e o horizontal parallelo 4 base do
cone.

Designando por h e R as rectas o'o" e a'o” que ddo as dimensdes do
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cone; por 1 a mlersecv;ao de 0’0" com h';', por s a de o' com gp';
por k a recta o's » @ por » o angulo p'ga’, que determinam o plano se-
cante : e fazendo

k" '=,_-;, on=p, don=4:

os triangulos n'o'k"", m'0'o", s'n'k", e o triangulo rectangulo formado com
a hypothenusa no e com o angulo don, ddo:

n'k":% .Reose, n'k''=(z—k)cote, n'k'=pcosy.

Eliminando n'k" e z entre estas tres equagdes , resultard em fim
Rk
N

R tang
h i :

equaclo polar da projeccio horizontal da seegdo. Logo esta projecglo é

uma secglo conica, que tem um dos focos no péle o.
Pondo

4k

+ COS 0

Rk R tang e
- i s =
o {—e), e 0

feremos as dimensdes a e ¢ desta curva ;

RE
a== . tang o ;
s PR ) s
1-———lang w

a qual serd:
{umn ellipse , uma parabola, uma hyperbole,}
A
conforme for :

R R R
{-ﬁtangucil, -’:tangu:nl, Elangu::i, }
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Fazendo o'e'=c, qe'o'==, do'a'=8,

csena

e u=¢+iﬁ—99°sl—:=“"giﬁ' knwu{s-ﬁ*ﬁ):

e substituindo estes valores nas tres condi¢des precedentes; resultam as
seguintes

—lang 18 q —lang 3B —tang < B

gt 1h) gL gt iR
ou
tang 1 8 tang 1§ tang = B
g 180°— (ot 1)) ! Waog[IB0—(sT 2P)  tang180°—(=7 19),
e por conseguinte
sellipse parabola hyperbole
-?u+-ﬁ<180’ s 4 B=180", a-{-&}lﬁl}'%;

que slio com effeito as condigdes ji conhecidas para que a curva seja el-
lipse , parabola , ou hyperbale.

As cordas horizontaes NN' da secciio slio iguaes és cordas nn, da
sua projecglo; mas as distancias a ellas, contadas dos verlices K e k,
teem entre si a razio constante 1 :cose. Logo a curva resultante da
seccdo do cone pelo plano é uma secedo conica , cujos eixos a' e b' sio

=

' b’:b;

€05 w

chamando @ e b os do projeccdio horizontal. D’ onde resulta :
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A b* b*cos’s ; R:
12— — — ] — — | — — 2 2 — i I :"
[ o=t— =t =1 — (1—¢")o0s’s (14 :f)"’“ :

72. Para relerir a secclo &s coordenadas rectangulares , contadas do
vertice como origem , e sobre o eixo KE como eixo dos x , faremos
s=0na equaclio da projeccdo; o que dara a distancia do vertice della a0
foco :

Rk

p=al + e):w.

TN

Assim a distancia do vertice k da projecclio a cada corda sera

B cos 6
~ P h
s — pCOSO=CO8 &= = ;
lgw Rt
1_-_1_{_;.'_ i-_.... g“cUsﬁ
h
e a semicorda da secclo ser

Rk;eus
h

=  — -
yreoion R tang &

Eliminando ¢ entre estas equa¢des , vem a equacdo da seccio , refe=
rida 4s coordenadas rectangulares contadas sobre o eixo e a partir do
vertice K:

. 2Rkeosw Ritang®s\ ,
yise h -5'-'—(1"-'- e cos’w 2.
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Esta equagio, comparada com .

%

yﬂ: Fﬂ Earx :_ a:") L]

da:
R
s ighe 4 a
T cose R*tang”w' 4
([—- = )co:u

. e R*tang®s\
Gl e l'—"&ﬁ— I.-—-(i—_ T)CDS L]

2

=(1 -+ %)sen‘u;

e transformando-a em ¢, «, £, com attengdo a ser

1—tang® ; fcot*(a-+ £ 8)=[1 —tang  fcot(s+- } 8)] [1+tang & Beol(x+ £8)],

o b

__ senasen(« -+ B)
~ cos"psen’ (at 28) ’

;e‘;aljta a equaclio ordinaria das seccdes conicas (Franc. Math. pur. n.*

2

sens _ 5
y :Mpmsenﬂ——x sen (= 4 §)].

Como a distancia #=ae do centro da projecclio ao foco o corresponde

ae & A
Na S€CC0 @ A=, ¢ ==¢=—: e como & ¢'*=sen’»}¢’cos” », se-
COs w a a

gue-se que o foco da secgdo ndo se projecta no foco da sua projecclo ho-
rizontal.
73.
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73. Passemos agora 4 transformada resultante do desenvolvimento da
secgdo,

Designemos por r e I as dislancias de cada parallela, e da base do
cone, ao vertice , contadas sobre o apothema.

Os triangulos semelbantes o'n'k" e o'm'o" dao

L
; 'k’ P h
e 'm’o"=zﬁ= Rtang » s
1— cos b

Como os arcos correspondentes aos raios vectores r no circulo de raio 7,
descripto sobre o cone, teem os mesmos valores absolutos que os dos arcos
correspondentes no circulo de raio R se designarmos per w o5 angulos
subtendidos pelos primeiros , sera

l
lu=Re, ou .ﬂ——.ﬂ.u;
0 que daré para equaclo da transformada
l
E.R
y=
__Rige u)-’
= e

onde escrevemos os signaes ==, por corresponder o superior ao caso em

que se abre o cone pela aresta (a0, a'd'), e o inferior dquelle em que

se abre o cone pela aresta (od, o'd'). Cada um destes valores de r reproduzir-
2=R

se-ha em periodos , cujo inlervallo angular serd u= ~7—3 porque, pora

qualquer inteiro n, ¢
11




COMPLEMENTOS

'

cos {ri(nu-]—u}z: cos G{)

e cada direcgdo de » reproduzir-se-ha em periodos, cujo iolervallo ser
2=. Logo cada raio reproduzir-se-ha em grandeza e direcclio em perio-

2o R 3 R g
dos , cujo intervallo angular serd 2::.%- , sendo i e -ti— numeros infei-

ros: e a curva serd lechada, Mas como o haver ou ndo haver um numero

; . : .
inteiro i, que [aca ‘T inteiro, depende de ser commensuravel ou incom-

)
mensuravel a razio M : vé-se que igualmente depende desla commensura-

bilidade ou incommensurabilidade o ser a curva fechada ou ndo o ser.

7% Para melbor conbecer a forma da curva procuremeos o angulo
que a tongente faz com o raio vector , angulo que é dado pela férmula

tang?u—-;; (Frane. Math. pur, n.° 765).

Differenciando a equaglo da transformada , vem

I Tu
r I thngu.senﬁ ’
r=$-h.il 7lttangmmm(a'nt)}’;
2% il K
- - R_taF.ms(i]_u{)
o que da tang 2 =

[lang o (Iu
i 5 AB
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Posto isto:

1.° Nos ponlos correspondentes aos tres valores

1
u=~0, =

(-] Iu n
= 180°, &= =360°,

¢ lang 9 =20, ou o0 raio vector perpendicular & tangente.

2.° Vejamos se ha pontos de inflexdo ; examinando se ¢ nulla ou
infinita a expressio

ri4 2r*—rrv
"= — o : (Franc. Math. pur. n.° 730).
(r COs 4 — 7 sen u)

R R
Attendendo &s expressdes de 7 ::, % k,em funccdes de ¢, =, #; @
differenciando -1: ; lemos ;
r
1 == tang < & tang « co (h‘)
v costs T EY EATAR
- = . : :
“ Al
r lang SL‘I’I(-E)
YR
e !l
‘_—r:.T_—P
Ak e r:r-r“
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Tu lu
= cotecol 25 {-'—tangmtungﬁ—cm() + sen (-l-i)

=

I

Tu Iu)
o wcot L ot
— €05 (“)t cot o cot 5 B cos (R
(I")
gen m

L o't —rr'4-r?

"
r

Tu ey
—cos (JR) -~colucol = 31..0!( )+Cﬂsz ;l: aeot?e g 1-T-tnng.'; ﬁ[angucm(ﬁ) }

e 5 Iu)
"\R

s*Lficot’s —cos” =0 cos (I:)-F' col 2f cot w cos { 1 —2sen? ’fa%

ey eng(lu)
AR

: I lu
cos* < B % col® v — cos® (-E) =2 cot Beot e m(ﬁ)g

W ; (Iu
en R)
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POl o o 0% L 1
Y= Fr § r* .

=
(cos u— = sen u)’

Il; 2 g hl Ill‘
% I=ig: f—"tg“"c“ﬁ(ﬁ) 2 . g cot’e —-coa*(-l-{)—_*-ﬂmtucolﬂcos(ﬁ_} }

3

!u) g 'Iu)_.__ : :
cos useu(-l-l- — sen ; fsen u cos (-1-{ *cos;Acotewsenu

Igualando a zero os dous factores do numerador , resultam as raizes

1 l bl LK
o8 (ﬁ): =cotsfBcote , Co8 (E): :':.totﬁc'ﬂl.mg 1=V _Hﬂng;sz g

nas quaes a cada signal de féra do parenthesis podem corresponder os dous
de dentro, e que se reduzem ds distinclas:

I
cos(i—?): +=cotigcote...(a), cus(ﬁ): = tang t8cote «. oo - (D)

A primeira s6 péde dar para I-E valores reaes quando ©>90— ¢

e a segunda quando o >3, Ora o> 90 — 48 da «+ 5> 180°: logo
s6 pode haver raizes reaes correspondentes & primeira condiglio quando
a secclio & uma hyperbola.

Igualando o denominador a zero, vem uma equagdo que s6 poderd
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l l
ser tractavel quando m for racional. Sendo, por exemplo, H=2’ aquel=

la equaciio déd

—sengBzcosgBeole cosle - 1B)
2(1—senf) T hsenwsen’(45°—13)

cosu =

— 1 = cosipeote
i —senip

C0s (I_u) = 052u = 20057y — | —

i ()N

Esla equaclio s6 péde dar angulos ;‘E reaes quando se usa do signal

inferior, correspondente ao caso de se abrir o cone pela aresta (od, 'd"). E
” : lu g
sinda assim ¢é necessario, para serem j{ © v reaes, que se verifiquem

as condicdes
coszBeote—1 <i—senip, ou cos(o—28) < 2senw;
cosgBcote >seniB, ou o< 90°—21p,

condiglio que 6 tem logar quando a secglo ¢ clliptica.

!
3. Quando ﬁ:ﬂ, as expressdes de r' e ¢ reduzem-se 2
=0, r=xB,

B designando uma quantidade positiva, Logo, no ponto correspondente a




DE GEOMETRIA DESCRIPTIVA. 87

Iu "
o 0 & r mazimo , quando o cone se abre pela aresta (a0, ao); e,

minimo quando o cone se abre pela aresta (od , o'd’).

!
Quando I; = 180", as mesmas expressdes reduzem-se a

r=0, ri==B,

l oy :
Logo, no ponto correspondente a -;{-' =180" ¢ r minimo on mazimo , con-

forme se abre o cone pela aresta (a0 , a'o’) ou pela aresta (od, o'd').

4.° A expressio (a) de cos (Iﬁ) substituida na de r di r= oo,

Donde resulta que esta raiz ndo corresponde a ponto de inflesdio; e s6 in-
dica que a curva vae approximando-se da configuracdo rectilinea , ao passo
que se afasta da origem : o que deve ser assim, por isso que a transformada
tem asymplolas.

5.° A equacdo (b) mostra, que, se o cone se abre pela aresta
(a0, a'o), & qual corresponde o signal superior, os pontos de inflexdio
existem no 2.,° e 3.° quadrante ; e que, se o cone se abre pela aresta
(od , o'd"), & qual corresponde o signal inferior, os poatos de inflexdo
existem no 1.° e 4. quadrante.

I
6.° Se -8 & pouco menor que o, T‘: differe pouco de zero quando

o cone se suppde aberto pela aresta (do, d'o’); e differe pouco de 180",
quando o cone se suppde aberto pela aresta (a0, a'o’): d’onde resulta que
na primeira supposigdo os pontos de inllesdo ficam proximos do correspon-

dente a 5: 0, onde ha o minimo r ; e na segunda ficam proximos do

correspondente a e 180°, onde ¢ entlio o minimo r.

7.° Supponhamos « > 90°— L8,
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Se & B> 90°, temos cot wtang 2 > cotecot£8. Ora cotwcolls &
o valor de cos®, passado o qual a expressio do raio vector ¢ da projecgiio
horizontal da secgdio se lorna negativa, e os amgules vectores correspon=

i

responde a pontos da hyperbole pértencentcs & transformada da secclio da
segunda folha do cone.

T LAy il
dem ao segundo ramo da hyperbole; logo o valor (&) de cos (-E) cor-

75, Passemos s secgdes planas da superficie enviezada de revoluglo.

¢ 122. Qs pontos destas seccdes determinam-se por planos auxiliares parallelos

ao do annel, Para fazer algumas reflexdes sobre ellas sirvamo-nos das

fig. V. e VL da 3." parte de Fourcy,

1.° Se a recta.bs encontra a circumferencia or , existem os pontos
g e fonde o eixo of alravessa a curva : mas esta curva & uma ellipse ,
ou uma hyperbole, conforme esldo um de uma parle, outro de outra,
ou ambos da mesma parte, a respeito de oz , os pontos onde bz encontra
aquella circumferencia; isto €, conforme ficom um de uma parte, e
outro da outra da projeccio do annel, ou ambos da mesma parte os
pontos [ ¢ g. E se uma das rectas ou ou ov sie parallela a ab, um dos
pontos d ou e estd a uma distancia infinita ; e a curva, sendo o eixo fg
infinito,, ¢ uma parabola.

Ora , se for or>o03, & claro que bz encontrard a circumferencia de
or d'uma e outra parte de os; se for or <oz, bs enconlrard a circumfe~
rencia de or s6 de uma parte ; e se for or = 0z, um dos poutos de en-
contro de bz com a circumferencia de or sera z, e a recta correspondente
ou, confundindo-se com oz, serd parallela a ab. Logo: a secglio serd el
lipse ; parabola, ou hyperbole; conforme for;

Es;

a:{ g}o“g ou n{
= ]

designando « e B os angules a'b'g e p'ql, como no 0.° TO de Fourcy: o
que ¢ conforme com o que se diz n'aquelle n.”

zor . ou o'z

ANV

v A
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2.° Se arecla bz toca a circumferencia, o plano b3 & tanzente
ao cone qo'o” ; por conseguinte este plano nlo & sendo o secante o'qr,
tambem tangenle ao cone, lrazido bquella posicdo pelo movimento da
recta (or , o'q) & roda do eixo.

Ora o plano bz, contendo a generatriz ab , necessariamente contém
sinda outra generalriz, por ser a superficic do 2.” gréo: logo a inter-
secgdo do plano o'gr com a superficie ¢ igualmente o systema de duas
rectas. E como bz ndo péde tocar a circumlerencia de or, sem que. seja
or <oz: vl-se que o systema, de que se tracta, é um caso particular

da byperbole.

Se a recta, que une o com o ponto de conlacto, & parallela a ab, o
systema reduz-se ao de duas rectas parallelas, E como isto nio pile
acontecer , sem que seja or==03: vé-se que esle systema & um caso par=
ticular da parabola. Tudo isto confirma o que se disse no mesmo n.° 70
da Geom. descr. de Fourcy.

3.° Em fim, se bz ndo encontra a circumferencia de or , nio
existem os pontos da curva g e f; e a seccdo é uma hyperbole, cujo eixo
real se projecta perpendicularmente a or.

Como o centro da intersecgdo da superficie com um plano deve ser
o mesmo que o da interseccdo do cone asymplota com o mesmo plano ;
vé-se que, para determinar neste caso o eixo real , basta dividir em duas
portes iguaes a porclio da recla gp' interceplada pelas generatrizes a'c! e

a't', e procurar pelo processo geral os pontos da curva correspondentes
ao plano horizontal que passa por esse ponto.

76. Vejamos agora que posicio deve ter o plano rep's para que bz
corle, toque, ou nio enconlre Circ. or.
Pondo : '

aw=a, Vo'=R, do"=h, a'd'=H, os=k;
= distancia de a' a0 ponto onde gp' encontra a projeccdo verli-
cal do annel , ou seu prolongamento ;
p = perpendicular abaixada de o sobre bz ;
p=or=gqo":

12
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bs corlard , locard, ou niio encontrara circ. or , conforme for p %

Mas &

‘ k
p=hksen (ozv) =k cos (3'zu) = g = V'm;_—k}z

:
os triangulos semelbantes o'0"z' e a'o’V’ dio

=of i

k —_—
= -
¢ finalmente temos

h=H—ado=H—0btangs , e H=Rtanga:

ah
tang a . ® ah
logo p= . - —
s h\*  Va*tang®z + b*tang’s
Verw{t—g)
B o - :
: e, heolB Vg ang®acot’s + b
; <
Assim as condigdes p=§29
2 S - P 2 b
reduzem-se a a %; %a tang’«col’p + b".

>
A primeira destas condigdes tem sempre logar quando ¢ n{:

e a terceira s6 o poderd ter quando for = <.

VA

B

f
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Para comparar estas condi¢des com as que resultam da eq. (%) do
0. 70 de Fourcy ; facamos nella desapparecer o termo da 1.* ordem
beosB

sen” i
sen’a

pela hypothese z =z'—

—_—

Resultara

. pen’s

—I).r“+ & b’{ s

cos’R sen’s %

i
3 »
sen’ & sen*f—suen’a

2 (Se“: B = 1)x'=+ ﬂ"t_ (allgzﬂtolﬂﬁ + b'}_) :
sen’” « 1 —1g"=col’s

Esla equaglo em y e 2', mostra que:

1. No caso de a’<a’lgiacol’ 40", a curva ¢ ellipse, ou
hyperbole com o eixo z' real, conforme ¢ = zzﬁ-.Quando B=a, a equa-

¢lio em x e y mostra que a curva é parabola.

2° No coso de a’=a’tg’acol®8 44>, a curva se redvz ao
systema de duas rectas, que formam um angulo, ¢ cuja equagio ¢

[ 5en* B
ye=ck x\/;:,‘—- 1. No caso de p==, se b=0, a equaclio em x e y

mostra que eslas rectas se lornam parallelas.

3.° No caso de a*>a’tg’=col™® + b”, a curva ¢ uma hyperbole com
o eixo dos y real.

O que tudo ¢ conforme com o que por oulro modo acabamos de
maoslrar.

Quando o plano pgp' nldo corta o annel, temos a <b; e porque a
primeira das tres condigdes fica nesle caso salisleila, e eixo gf ¢ real.
Mas tambem pode ser real, quando a > b.
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Interseepies das superficies curvas enfre si.

T7. Interseceio de dous cylindros. Para construir estas intersecgdes

. cortaremos as duas superficies por planos parallelos ds generatrizes d'am-

bas, e acharemos para cada um destes planos os pontos communs és
secgdes das duas superficies.

Para as refllesdes, que vamos fazer, servirnos-hemos das figuras VII. 1
e VII. 2 da 3. parte da Geomet. descr. de Fourcy.

As indicacdes da figura mostram sufficientemente o modo de extre-
mar os pontos visiveis dos invisiveis: porque a projeccdo de um ponto
visivel deve ser a intersecgdo das projecgdes visiveis de duas arestas dos
cylindros.

Se ha compenetragio (fig. VIL 1), as partes exteriores ts e bz cor-
respondem aos intervallos em que ndo ha curva: por onde se vé que a
curva tem dous romos separados por um intervallo, e que estes ramos sdo
as curvas de entrada e sahida. Se ha arrancamento (fig. VIL 2}, o in=
tervallo de separacio desapparece , por se tornar bz nullo; ¢ as curvas
de entrada e sahida formam uma sé linha.

78. Por esta occasido demonstraremos um theorema notavel sobre as
superficies de 2.* ordem , que servird para conhecer os casos em que a
planificacio de um dos cylindros di o desenyolvimento de curvas planas ;
theorema apontadoe por M. Fourcy no n.” 151 : Se for plana uma das cur-
vas de entrada , ou sahida, da wntersecgio de duas superficies da 2.° or-
dem , igualmente o serd a oulra.

Com elfeito, tomando por plano (2y) o da curva plana, a equaclio
deste plano seri z==0; e como a curva lambem & a secgio de qual-
quer das superficies pelo plano, segue-se que, fazendo z =0 nas equa-
coes d'ellas , os resultados devem ser identicos. Por onde se vé, que os
coeflicientes dos termos independentes de z nas duss equagdes , devem ou
ser respectivamente iguaes, ou ter uma razdo constante; e por consegzuinte,
se multiplicarmos uma das equagdes por esla razio constante para tornar
iguaes os mesmos coeflicientes em ambas , e as subtrahirmos depois uma
da outra, os termos independentes de = desapparecerdo, e ficars uma
resultante da [orma :
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Az’ Bz 4 Cyzs 4+ D=0,

que sendo combinada com a equacdo d'uma das superficies dard a in-
tersecglo commum dellas, Ora esta equaciio decompde-se nas duas

2=0, As+Bx+4+Cv+D=0;

a primeira das quaes & a do plano que se tomou para (zy), e a se-
gunda d4 tambem uma intersecgdo plana: fica pois demonstrado o theo-
rema proposto.

Se B, Ce D, fossem nullos, as equacdes dos dous planos seriam
idenlicos ; as curvas planas de entrada e sahida se conlundiriom ; e as
superficies se locoriam em lodos os pontos deilas.

Se A, B, C, fossem nullos, sem que o fosse tambem D, a equa-
¢do do segundo plano seria absurda , e a segunda curva nlo existiria. (Ve-
ja-se An. appl. de Leroy n.”* 206, 207, 208).

79. Nos pontos correspondenles ao trago ts, tangente & base do se-
gundo cylindro, as langenles confundem-se com as generalrizes deste cy-
lindro que passam por [ e 5.

Com effeito a tangente ¢ a interseccdo dos planos tangentes aos
dous cylindros, que contéem as generalrizes; e como o plano tangente
& segunda superficie é neste caso o plano auxiliar , vd-se que as gene-
ratrizes , que passam pelos pontos ¢ e s da primeira soperficie, existindo
no plano tangente a ella e no plano auxiliar, sdo tangentes & curva, Assim
as generatrizes que passam por ¢, 5, v, 3, na fig. VIL 1, ou por ¢,
s, v, u, mafig. VIL. 2, slo tangentes & curva.

Nos quatro pontos das bases dos cylindros, pelos quaes passam as
generalrizes cujos projeccdes horizonlaes sdo langentes a eslas bases, os
planos tangenles sdo perpendiculares ao plano horizontal; e as genera-
trizes , pelas quaes passam estes plonos, no caso de conterem pontos da
curya , leem a mesma projeccdo horizontal que as tangentes & corva que
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nelles existem. Ha por tanto mais quatro generalrizes, cujas projeccdes
horizontaes sdo tangentes & projecgdo horizontal da curva, sem que a
mesma propricdade tenha logar a respeito das suas projecgdes no plano
verlical.

Do mesmo modo nos quatro pontos correspondentes &s generatrizes,
que existem nos planos tangentes perpendiculares ao plano verlical , as
projeccdes verlicaes das generalrizes sho tangenles 4 projecgio verlical da
curva , quando nellas existem pontos da mesma curva.

Por onde se v& que, tonto no plano horizonlal como mo vertical ,
pode haver oito projeccdes de generatrizes tangentes & projecgio da cur-
va; mas que $6 qualro dellas sho projecgdes de generatrizes langentes 4
curva no espago: o que di ao tedo doze gemeralrizes que, ou no plano
horizontal, ou no vertical , ou em ambos, se projectam langencialmente
as projecgdes da curva.

80. O processo de achar a tangente por meio da interseccdo dos
tragos dus planos tangentes , pode ser inapplicavel quando esta intersecglo
tem logar [6ra do guadro onde se faz o desenho.

Neste caso podemos servir-nos de qualquer dos planos auxiliares
porallelos 4s generatrizes. Por que, devendo as interseccdes deste plano
com os dous langentes, que conléem atangenle pedida, ser respectivamente
parallelas 4s generatrizes dos dous eylindros: se tirarmos parallellas és
projecedes horizontaes deslas generalrizes pelos pontos, onde os tragos
horizontaes dos planvs langentes encontram o do plano auxiliar , a inter-
seegdo destas parallelas, sendo commum aos tres plonos, pertencerd &
projeccdo horizontal da tangente. Depois, se projeclarmos sobre a linha de
terra os mesmos pontos de encontro dos tracos horizontaes dos planos
tangentes com o do auxiliar, e tirarmos por eslas projecdes parallelas
ds projecdes verticoes das generatrizes dos dous eylindros , a sua inter-
secgdo pertencerd & projecclo vertical da tangente. E (inalmente, se unir-
mos por linhas rectas as projeccdes do ponto de conlaclo com as que aca-
bamos de achar, teremos as projecgdes da tangeote. (Leroy. Geom. des-
cr. n.° 293).

Se quizermos, por ex.,a langente no ponto {n, «'), tiraremos um
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plano qualquer auxiliar, como be; pelos pontos m e p tiraremos as tan-

gentes mq e pq ds bases; e pelos pontos, onde estas tangenles enconlra-
rem be , liraremos parnllelas a mn e pn: a intersec¢do deslos parallelas
serd um ponto, que unido por uma recta com n dord a projeccdo hori-
zontal da tongente. Depois pelos mesmos pontos de encontro de be com
mq e pq abaixaremos perpendiculores & linha de terra; dos pis deslas
perpendiculares tiraremos parallellas a m'n’ e p'n'; e uniremos por uma
recta a intersecclo destas parallelas com n': o que dé a projeccdo vertical

da tangente.

81. [Interseccio de dous cones. Para construir eslas intersecgdes, corta-F.n™. 124
remos as duas superficies por planos auxiliares que passem pelos vertices © 125,

d' ambas , e acharemos os ponlos communs &s seccdes , para cada um
destes planos. Sirvamo-nos das fignras VIIL e IX de Fourcy.

Quando a projeccdo horizontal dm de uma generatriz do cone B
pertence 4 folha inferior delle, isto &, quondo o ponto m se projecla
verticalmente na linha de terra, o prolongamento de bm & a projecio
horizontal do prolongamento da mesma generatriz pertencente & folha su-
perior. Donde resulla, que a intersecgdo de uma generatriz de A com
uma de B pertence & interseccdo das folhas inferiores dos cones; a de
uma generatriz de A ou B com o prolongamento de uma de B ou A
pertence & interseccdo da folha inferior de A ou B com a superior de B
ou A: e finalmente a do prolongamento de uma generatriz de A com o
de uma de B pertence,d interseccdo das folhas superiores.

82, As tangentes, liradas &s bases dos cones pelo traco horizontal da
recla que une os seus verlices, mostram, como nos eylindros , se ha pe-
netracdo , se arrancamento ; e se as curvas de entrada e de sahida , no
caso de as haver , sio ou ndo sdo separadas por algum intervallo.

Para separar a parte visivel da invisivel ma projecclo vertical, &
necessario lirar os planos langentes aos cones perpendiculares ao plane
vertical ; e ficardo designados como visiveis, ou como invisiveis , 08 mesmos
pontos que como taes se marcam nos fig. VIl e VIIL. Em quanto & pro-
jeccdio horizontal , ¢ toda visivel , por se considerarem somente 88 curvas
de interseccio pertencentes gs folhas superiores, ou as perlencenies s
folbas inferiores.
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83. Como os planos tangentes ao cone A nos pontos (1, (') e (u, ')
se confundem com os auxiliares; prova-se, do mesmo modo que a respeito
dos cylindros (n.® T9), que as langenles & curva nesles ponles sdo gene=
ratrizes do cone B: o que tambem facilmente se v¢ por meio da con-
struccdo das tangentes. Tombem se mostra, como nos cylindros , que nos
dous pontos onde os planos tangentes a A sdo perpendiculares ao vertical ,
e no de B, pertencente a fy (fig. VILI) onde o plano tangente a A ¢ per-
pendicular ao vertical , as projeccdes verticaes das gencratrizes sdo lan-
gentes & projeccdo verlical da curva,

8%. Se, depois de trozer o cone A & posiglo em que a sua base &
3kls , os poutos de secclo k e I desta base com a de C se confundem ,
isto &, se a base de A fica tocando a de B; estes cones teem um plano
tangente commum ao longo da generatriz perlencente ao ponto de con-
tacto; e quando A volla & posiclo primitiva, esle plano tangente fica
parallelo ao de B: logo as tangenles kp e mp sdo enlio parallelas, e as
asymplolas ndo exislem; mas a curva lem ainda o ramo infinito, por
existirem as parallelas bk e am que se encontram no infinito,

85. Interseccio de duas superficies de revolugdo, cujos cizos se en-
contram. Fig. X. de Fourcy.

A intersecglo destas superficies com esferas auxiliares descriptas do
ponto d’encontro como centro daria os pontos communs ds mesmas super-
ficies, e so elles, Mas segundo o processo adoplado usa-se das interseccdes
das superficies com os planos de dous parsllelos, planos que se podem
suppor produzidos indefinidamente. D’ahi vem que:

1.° Sec a interseecdo das cordas c'c" e d'd" cae dentro d" ambas,
esla intersecclio & a projecgdo vertical de pontos communs s duas super-
ficies; e as projecgdes horizonlaes existem na de qualquer dos dous paral-
lelos , de que essas cordas slio projeccdes verlicaes.

2.° Se a interseccdo das cordas che dentro d uma dellas e no pro-
longamento da outra, o ponto correspondente pertence a uma das super-
ficies , mas ndo perlence & oulra, e por isso existe no prolongamento da
curva d' interseccdo sobre a superlicie a que pertence.

3.
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3.” Se a interseccdo das cordas ede no prolongamento d’ ambas, o
ponto existe [6ra das superficies, e ndo perlence &4 curva, nem ao seu
prolengamento sobre nenhuma dellas.

Como o plano dos eixos & principal a respeito das superficies repre<
sentadas na figura , a projeccdo vertical da ametade anterior da intersecqlo
confunde-se com a da posterior , e por isso & h'/A',

86. [Esta projecclo vertical é uma seccdo conica no caso de serem as
superficies do 2.° grio. Com efleito, tomando por plano (zy) o plano
principal que contém os eixos, as equacdes destas superficies referidas
a elle ndo contém a 1." potencia de z; e por isso, se entre ellas se
eliminar 3, multiplicando a primeira pelo coefliciente de =* na segunda ,
e a segunda pelo coefficiente de s* na primeira , e subtrahindo , a resul-
tante ainda seri do 2.° grio: ora csta resultante, sendo independente de
=, ¢a projec¢do da intersecclo sobre o (xy); logo aquella projeccdo ¢ uma
seccdo conica, Esla demonstracdo seria a mesma , ainda que as duas su-
perficies do 2.° grio ndo fossem de revolugdo, com tanto que livessem
um plano principal commum (Veja-se Anal. app. de Leroy n.” 209).

A propriedade , que acabamos de deduzir , pode accusar algum erro
commetlido na construccdo, quando esle erro der & projecgdo vertical
uma [orma incompativel com a das seccdes conicas.

87. A projecclo horizontal da tangente & curva, nos pontos onde
ella encontra o equador da primeira superficie , confunde-se com a da tan-
gente ao equador; porque ambas existem no plano tangente perpendicu-
lar a0 horizontal : logo nos pontos o e o, deve a projecgdo da curva tocar
a do equador ; o que tambem mostra a figura,

A projecclio vertical da tangente nos pontos I e i/, onde a curva
encontra o meridiano parallelo ao plano vertical , sendo a da interseccio
dos dous planos tangentes 4s duas superficies em cada um destes pontos,
planos que sdo perpendiculares ao vertical , reduz-se a um ponto; e por
iss0 0 processo empregado para achar a tangente pela interseccdo dos
planos tangentes ndo da naquelles pontos a tangente & projecclo vertical da
curva. O das normaes tambem involveria uma difficuldade que é preciso

resolver ; por quanto sendo cada uma das normaes 4s superficies , no ponto
13
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de que se tracta, perpendicular ao plane tangente respectivo, & parallela
ao plano verlical , e o plano das duas normaes ¢é parallelo a0 mesmo verti-
cal. Logo o tragco do plano das normaes subre o vertical ndio existe, e o seu
trago sobre o plano dos eixos & indeterminado : com effeito , estando os pontos
i' & k" no plano principal dos eixos , no mesmo plano devem estar as normaes s
duas superficies liradas por aquelles pentos. No entretanto, como em
qualquer posicio do pouto de contaclo , por mais visinho que seja de ' ou
W, a langente & projeccio da curva é perpendicular & recta que une as
intersecgdes das normaes com os eixos; e como esta recta vae mudendo
de posicio segundo a lei de coulinuidade , & medida que varia o ponto de
contaclo segundo a mesma lei: segue-se que nos lhmites h' e ' ainda
subsiste aquella perpendicularidade; de sorte que, tirando em ' e
' as normacs aos meridianos , unindo por linhas rectas os pontos onde
ellas encontram os eixos, e abaixando de i' e h' perpendiculares sobre
eslas linkas; f(icardo ainda construidas as langenles nos mesmos pontos
i e k' & projecgio vertical da curva, Deste modo ¢ que se deve entender
o que diz M. Fourcy no fim do n.° 126.

As langentes & intersec¢io da curva com o equador dio os limites
(0, 0,), que separam na projecclio horizontal a parle visivel da invisivel : e
as langentes & intersecgdo da curva com o plano dos eixos ddo os limites
I e i, que separam a parte visivel da invisivel na projeccio verlical ; mas
aqui a projecgdo da parte visivel confunde-se com a da invisivel.

88. Interseccio de duas superficies de revolugdo, cujos eizos nio
estdo no mesmo plano. Fig. XI de Fourey. .

Para ter os pontos da inlersecdo existentes n’um parallelo P da
primeira superficie , observaremos que o raio desse parallelo é o da sua pro-
jeccdo horizontal: e que a sua inlersecclio com a segunda superficie se pode
achar cortando a mesma segunda superficie e P por paralielos della; do
que resullard uma curva , cuja inlersecclo com a prn-ject;au de P dara os
poutos pedidos. Assim se acham os pontos (m, m'), (m , m',) existentes
no parallelo d'd".

Para ter os poutos existentes em um parallelo P! da segunda su-
perlicie, observaremos que a inlersecgdo d'este parallelo com ella ¢ um
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circulo, o qual se péde construir cortando o parallelo e a superficie
por planos de parallelos da primeira; e que a interseccio do mesmo
parallelo com a primeira superficie é uma curva , a qual lambem se pode
construir cortando o parallelo e a superficie por planos de parallelos da
primeira. Assim o porallelo g'g" e a segunda superficie cortados pelo
plono auxiliar m'f’ ddo os pontos (h', h) e (K, h,); e semelhantemente
cortados por outros planos auxiliares dardio os mais pontos da interseccio
com a mesma superflicie : @ o mesmo porallelo e a primeira superficie cor-
tados por aquelle plano auxiliar dao dous pontes, cuja projeccio vertical &
I, e cojas projeccles horizontaes estdo na do parallelo d'd", isto é, no
circulo de reio ad ; e semelhantemente cortados por outros planos auxilia-
res darlio os mais pontos da sua interseccio com a mesma superficie.

Para os pontos sitnados no meridiano projectado em ad usaremos de
planos auxiliares horizontaes , como d'd", que cortardo esle meridiano por
uma recta projectdida em (ad , d'd"), e a segunda superficie por uma curva
projectada em hfh . Assim acharemos a curva da sec¢do da segunda su-
perficie pelo plano do meridisno ad da primeira; e a interseclo desta
curva com aquelle meridiano da os pontos ', u'".

Para os pontos situados no meridiano projectado em oc procuraremos
semelhantemente as intersecgdes dos parallelos da primeira superficie
com oc: 0s ultimos destes parallelos, que encontram oc, sio ¢s descriptos
com o raio igual & perpendicular abaixada de a sobre oc. Teremos as-
sim a seccho da primeira superficie pelo plano do meridiano oc; e os pon-
tos v/, v", communs a esta seccio e dquelle meridiano , slo os procurados.
Como o meridiano da segunda superficie se figura anterior ao da primeira,
os pontos v' e v devem separar a parte visivel da invisivel na projecglo
verlical,

As projeccdes horizonfaes da curva e do equador da primeira su-
perficie tocam-se nos pontos que separam a parle visivel da invisivel na
projeccdo borizontal ; purque os planos tangentes nos ponlos da curva per-
tencentes a este equador slo verticaes, e por isso as tangeules ao equa-
dor e & curva exislindo nestes planos projeclam-se na mesma recta.

Semelhanlemente se vé , que nos ponlos da projeccdo ‘vertical , per-
tencenles aos meridianos ad e oc das duas superficies , a projeccdo verli-
col da curva deve tocar esles meridionos,

e




100 COMPLEMENTOS

ROTA
SOBRE A pacINA 13.

Depois de impressa a nota,, que vem fim da pagina 13 para verifi-
car a equacdo (11) das superficies regradas que ali achamos, vimos a Ana-
lyse appliquée G la Géométrie de Monge (5.° ediglio), na qual a pag.
225, e lazendo

dr_u dr da_m dt  ds * dt dy—.
e d.n—Eam » dy_u' -
se leem as seguinles equagdes das superficies regradas:
-+ 3me 4 Ina* 4 va*=0, r+ e+ t"=0 ...... (1).

Eliminando =* entre estas duas equacdes, e depois ® enlre a se-
gunda e a resultante, vem uma equaglio linear em =, que, fazendo

A = 3rnt — 2srv — (*u, B = 3rmt — 2sut —r’v,

da
Xl drt—2rv—2w N _ A c
T 3miP—rot— Gsnt + dvs* M Bt —2As’
r
e substituindo este valor de « na segunda equagdo (I), resulta
M*r + 2MNs + N% =0,
on B* —2ABs 4+ A*'r=0,

que é a (11) da pag. 13.
FIM.
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