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A D V E R T E N C I A 

A impressão das instituições mathematicas, ha muito 

começada, tem sido interrompida em diversos períodos por 

differentes causas, que me abstenho de expor. 

He provável que em uma obra de tão difficil composi-

ção typographica alguns erros tenham escapado, não ob-

stante o muito cuidado com que as provas foram vistas por 

mim, e pelo meu antigo e iIlustrado amigo o sr. Daniel Au-

gusto da Silva, e do grande trabalho a que se deu de veri-

ficar todos os cálculos e demonstrações, effeituando n u m 

ou n'outro logar, varias modificações de importancia secun-

daria, que pareceram necessarias n'uma composição, a que 

seu auctor não fizera, em parte, a ultima revisão. Por 

aquelle grande trabalho devo dar aqui um publico teste-

munho da minha eterna gratidão ao sr. Daniel Augusto da 

Silva. 

Julgou-se porém mais conveniente não fazer alteração 

alguma em vários logares d'esta obra, que já haviam sido 

publicados pelo auctor, na collecção das memorias da aca-

demia real das sciencias. 

Entendi que não devia prevenir o juizo do publico a 

respeito do systema adoptado pelo auctor, nem emittir opi-

nião em relação aos theoremas, proposições, ou demonstra-

ções, que me pareceram novas em relação ao tempo em que 

foram escriptas por meu pae. 



Para evitar alguns reparos dos críticos convém declarar, 

que os primeiros oito livros da segunda parte das institui-

ções mathematicas, isto he dos elementos de geometria, fo-

ram escriptos pelo auctor durante as suas duas emigrações 

em Inglaterra e França desde 1823 até 1826, e de 1828 

até á sua partida para a cidade do Porto, então sitiada; e 

que um anno antes do seu fallecimento, que teve logar em 

6 de junho de 1838, se deu ao Ímprobo trabalho de es-

crever não só a arithmetica universal, em que foram en-

corporadas algumas doutrinas já insertas nas obras publica-

das pelo auctor na alludida collecção de memorias; mas 

também os dois últimos livros dos elementos de geometria, 

vindo a morte obstar ao maior desenvolvimento dos assum-

ptos ahi expostos e, especialmente, aos que são tratados no 

livro X, que deve ser considerado apenas como um rápido 

esboço de algumas doutrinas, e que a já muito adiantada 

enfermidade de meu pae não permittiu ampliar tanto quanto 

desejava. 

Lisboa, 30 de Novembro de 1868. 

FRANCISCO SIMÕES MAKG10CH1. 
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PRELIMINARES. 

1 . A . EXTENSÃO considerada independentemente dos 
corpos que podem occupa-la, denomina-se espaço ou vácuo. 

2. O espaço ou vácuo lie portanto penetrável, homo-
géneo, contínuo e infinito. 

l i e homogeneo porque, fazendo abstracção dos corpos, 
a heterogeneidade desapparece, visto que ella provém da 
diversa constituição dos corpos. 

l i e contínuo e infinito, porque qualquer interrupção, que 
se lhe queira suppor, não pôde ser senão vácuo ou espaço. 

3. Assim, qualquer extensão tomada no espaço pôde ser 
sobreposta a outra, porque são ambas penetráveis; e se 
além disto coincidem são idênticas, porque são homogé-
neas. 

4. Assim, ha no espaço modificações da extensão infi-
nitas em numero e em grandeza. 

5. Volume ou solido he huma parte do espaço com ex-
tensão em todos os sentidos. 

0. Superfície he a extensão que divide o espaço em 
duas partes. 

7. A superfície he pois commum ás duas partes do es-
paço. Logo a superfície não tem espessura, isto he, exten-
são no sentido de alguma destas partes, 

a 
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8. Linha lie a extensão que separa huma parte da su-
perfície do resto delia. 

9. A linha he pois commum ás duas partes da super-
fície. Logo a linha não tem largura, isto he, extensão no 
sentido de alguma destas partes: e também não tem es-
pessura como a superfície em que existe. 

10. Ponto he o limite que separa huma parte da linha 
do resto delia. 

11. O ponto he pois commum ás duas partes da linha. 
Logo o ponto não tem comprimento, isto he, extensão no 
sentido de alguma destas partes: demais não tem largura, 
nem espessura como a linha em que existe. 

12. Linha recta he a linha que, tendo dois pontos fixos 
no espaço, não pôde mudar de posição, nem entre esses 
pontos, nem fóra delles. 

13. Logo a linha recta he infinita. 
14. Plano he huma superfície na qual, tomando dois 

pontos quaesquer, e fazendo passar por elles huma linha 
recta, esta achar-se-ha toda na superfície. 

15. Logo o plano he infinito. 
16. Muitas vezes chama-se superfície a huma parte 

delia, e linha também a huma parte delia; e, nestes ca-
sos, produzir huma superfície plana he augmenta-la com 
parte do seu plano infinito; e produzir huma recta he 
augmenta-la com parte da sua recta infinita. 

17. O ponto he designado por huma letra escripla junto 
delle: a linha, ordinariamente, por duas letras escriptas 
junto de dois de seus pontos: a superfície, ordinariamente, 
por tres letras escriptas junto de tres de seus pontos, que 
não estejão em linha recta para evitar a confusão com esta: 
e o volume, ordinariamente, por quatro letras escriptas 
junto de quatro de seus pontos, que não estejão no mesmo 
plano para evitar a confusão com este. 
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LIVRO 1/ 

Dos Rectilíneos que não circumscrevem plano. 

18. R ECTILINIO he o systema de linhas rectas e de 
pontos collocados no mesmo plano. Lados do rectilíneo são as 
rectas que determinão a porção do plano tomado em con-
sideração. Vertices são os pontos de concurso dos lados. 
Diagonal he a recta tirada de hum vórtice a outro, sem 
ser lado. Perímetro he a linha composta de todos os lados. 
Secante he toda a recta que divide o rectilíneo ou o seu 
perímetro em duas partes, que se chamâo segmentos. 

19. Dois rectilíneos que têem tres pontos communs, 
mas não em linha recta, são partes de hum mesmo plano. 

Sejão A, B, C os tres pontos communs aos dois rectili- Fig. I. 
neos. Tircm-se as rectas A B, AC, BC, as quaes estarão 
em ambos os rectilíneos (§ 18). Tome-se hum ponto qual-
quer F em hum dos rectilineos. Porque F não está em 
linha recta com os tres pontos A, B, C, visto que estes, 
por hypothese, o não estão, segue-se que se podem con-
duzir, pelo menos, duas rectas de .F a dois destes pontos, 
entre as quaes e por F, e no mesmo plano de hum dos 
rectilineos, conduzindo huma recta, esta encontrará duas 
das tres primeiras em dois pontos G, H. 

Estes dois pontos estão nos dois rectilineos com as re-
ctas AC, BC. Por consequência GH e o ponto F desta 
recta estão nos dois rectilineos também. 

Isto quer dizer que cada ponto de hum dos rectilineos 
he commum ao outro, ou que cada rectilineo he parte do 
mesmo plano infinito do outro. 

20. O concurso ou a intersecção de varias rectas he 
hum ponto. 
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Porque se neste concurso existissem dois pontos, as 
rectas se confundirião na recta infinita que passa por elles; 
o que he contra a hypothese. 

21. Bilatero he cada huma das duas porções do plano 
dividido por duas rectas, cada huma das quaes tem hum só 
limite, sendo este hum ponto commum a ambas as rectas. 

22. Angulo he a figura do bilatero ao sahir do ver-
tice. 

23. O angulo e o bilatero, em que está a recta tirada 
entre dois pontos dos lados, designa-se por tres letras, 
huma das quaes se escreve junto do vertice, e as outras 
duas dos lados. Quando se junta huma quarta letra he para 
designar o bilatero, em que ella está escripta, ou o seu 
angulo. Quando o angulo he designado por huma só letra, 
entende-se o angulo do bilatero menor, ou o angulo do 
bilatero em que ella está escripta, se ha outros ângulos 
com o mesmo vertice. 

24. Hum bilatero lie igual, maior, ou menor que outro, 
se o angulo do primeiro he respectivamente igual, maior, 
ou menor que o do segundo; e reciprocamente. 

Nos bilateros BAC, EDF scjào iguaes os ângulos 
B AC, EDF. Colloque-se, sem alterar o angulo, o ver-
tice D sobre o vertice A, e algum outro ponto E de D E 
sobre A. B. Os dois lados D E, A B se confundirão. Col-
loque-se também o ponto F no plano li A C do primeiro 
bilatero, mas para a parte de AC, e ficarão confundidos 
os planos dos bilateros (§ 19). 

Porque o ponto D está cm A, o lado DE em AB, 
o plano do bilatero EDF no plano do bilatero BAC, 
o lado DF da mesma parte que A C, e os ângulos EDF, 
BAC são iguaes, fica evidente que DF coincide com AC. 
Logo os dois bilateros são iguaes. 

Nos dois bilateros B AG, EDF seja o angulo B A G 
maior do que o angulo EDF. Então a mesma sobrepo-
sição mostra que DF ficará em algum logar AC entre 
AB e AG. Mas he o bilatero BAG>BAC; logo o 
bilatero BAG será maior do que o bilatero EDF. 
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Reciprocamente, se o bilatero B AC fòr igual ao bila— 
tero EDF, será ang. li AC— ang. EDF. Porque se 
estes dois ângulos fossem dcsiguaes, desiguaes serião tam-
bém os dois bilateros, como se acaba de demonstrar; o 
que seria contra a hypothese actual. 

Se o bilatero li AG fòr maior que o bilatero EDF, 

será também ang. B AG^> EDF. Porque se fosse ang. 

BAG^ED F, seria pela proposição directa o bila-

tero BAG^bilatero EDF contra a presente supposição. 

25. Ângulos dos quaes cada bum tem os lados em 
linha recía são iguaes. 

Sejão os dois ângulos Ali CD, EFGH, tendo o pri- Fig. 3. 
meiro os lados na recta AC, e o outro na recta EG. 
Digo que estes ângulos são iguaes. 

Porque pondo o vertice B sobre F, e algum ponto de 
AB sobre EF, e o ponto D do plano ACI) sobre algum 
ponto II do plano EGI1; BA se confundirá com FE, 
B C com FG, e os dois bilateros e seus ângulos se ajus-
tarão perfeitamente, o que prova que já erão idênticos an-
tes da sobreposição. 

26. Perpendicular a huma recta he outra recta que a 
encontra, fazendo com ella dois ângulos iguaes. Cada hum 
destes ângulos chama-se recto. 

27. Todos os ângulos rectos são iguaes. 
Porque se fòr DB A — D li C, D li será perpendicular 

sobre AC, e DBA, DBC serão ângulos rectos; da mes-
ma forma se II FE= HFG, estes dois ângulos serão 
também rectos e iguaes aos primeiros, porque cada hum 
dos segundos he metade de hum angulo que tem os lados 
em linha recta, assim como os primeiros o são de hum 
outro igual angulo. 

28 . Angulo agudo chama-se aquelle que é menor do 
que o recto, e obtuso o que he maior. 

29. Ângulos adjacentes são aquelles que teem o ver-
tice e hum lado communs, e os outros dois lados para 
partes oppostas a respeito do lado commum. 
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30. Supplemenlo de hum angulo he hum outro angulo 
que faz com o primeiro huma somma igual a dois ângulos 
rectos = 2 r. 

31. Se em huma serie de ângulos adjacentes successivos 
os lados não communs estiverem em linha recta, a reunião de 
todos esses ângulos equivale a dois rectos, e reciprocamente. 

Fig. 4. Porque os ângulos a, b, c, d formão o angulo ABC D, 
que tem os lados AB, BC sobre a rccta AC, e por con-
sequência he igual a dois rectos. 

Reciprocamente, se os ângulos adjacentes, tomados jun-
tamente, fazem dois rectos, os lados não communs estarão 
em linha rccta. Porque se for a - f - 6 + c + d — 2 rectos, 
será o ang. ABCD = 2r, isto he, os lados AB, BC 
estarão em linha recta. 

32 . Os ângulos adjacentes successivos, nos quaes todos 
os lados são communs a dois ângulos, tomados juntos são 
iguaes a quatro ângulos rectos, e reciprocamente. 

Fis. 5. Sejão a, b, EB D A, c ângulos, nos quaes todos os la-
dos são communs a dois destes ângulos. Produzindo CB 
de B para A, teremos 

a + ò-H EBDA + c=(a+b-^EBA) + (ABD+c) 

=CB AE-+-CBAD — br. 

Reciprocamente, se fòr 

a-hb-j-EBD J = 

como também a-{-b -+- EB D A-\- c — br, será c — Q, 
isto he, BD cahirá sobre BC, e por consequência cada hum 
dos lados será commum a dois dos ângulos, que se considerão. 

33 . Duas rectas que teem hum ponto commum cor-
tao-se sendo produzidas, se fòr necessário. 

Fisr. 6. Supponhamos que as rectas BA, AC tenhão o ponto A 
commum. Prolongue-se BA de A para D, será BAC 
< 2 r , e também D A C < . 2 r . 
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Mas o prolongamento AE <le CA faz com CA hum 
angulo = 2 r. Logo A E não pôde cahir cm nenhum dos 
dois ângulos B A C , B A C ; por consequência estará na 
outra parte do plano a respeito de I) D. Da mesma ma-
neira se prova que A D está separada de AB por CE, 
ou que as duas rectas se cortão mutuamente. 

34 . Ângulos verticalmente oppostos são aquelles, em que 
os lados de hum são prolongamentos dos lados do outro. 

35 . Os ângulos verticalmente oppostos são iguaes; e, 
reciprocamente, se duas rectas vindo de partes oppostas 
encontrão huma terceira em hum ponto, fazendo com ella 
iguaes os ângulos não adjacentes, estes ângulos serão ver-
ticalmente oppostos. 

Sejão ainda A D o prolongamento de AB, e AE de 
A C. Serão B A C, D A E verticalmente oppostos, e 

BA C-+- CA D = 2 r = CA D + DA E; 
logo 

BAC=DAE. 

Reciprocamente, se CA, EA encontrão a recta BD 
no ponto A, fazendo CAB = EAD, ou CAD = EAB, 
será 

BAC-±-CAD = 2r = EAD-j-CAD; 

logo EA he o prolongamento de CA. 
36. Chamão-se parallclas duas rectas situadas no mes-

mo plano, que não se encontrão para parte alguma por 
mais que sejão produzidas. 

3 7 . Duas rectas são parallclas, quando formão com huma 
terceira, tirada de huma â outra, dois rectilíneos trilateros, 
que admittem sobreposição. 

A secante EF corte AB, CD nos pontos G, H. Os Fitr. 
trilateros AGHC, BGHD admittem sobreposição, em 
primeiro logar, quando os ângulos em G, H são rectos. 

Dobrando pois a figura por GIí, cahirá GA sobre 
GB, e HC sobre II D, porque os ângulos IIGA, HGB 
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suo iguaes, visto serem rectos por hvpothcse, bem como 
os ângulos GIIC, G HD. D'onde se segue que se as rectas 
A B, CD concorrem da parte de A, C, as mesmas rectas 
concorrem também da parte de B, D; mas isto he im-
possível, logo A B , CD suo parallelas. 

Mais geralmente, os trilateros admittem sobreposição 
quando o ang. AGH— ang. GHD. Porque neste caso 
os ângulos B G H , C J I G são também iguaes, por serem 
supplemcntos dos primeiros. Então a sobreposição dos tri-
lateros pôde effectuar-se, collocando o ponto G do trila-
tero AGHC sobre o ponto II do trilatero BG HD, e o 
ponto H do primeiro sobre o ponto G do segundo; e ap-
plicando assim os dois trilateros, hum sobre o outro, elles 
se ajustarão; do que pôde corxluir-se que as rectas A B, 
CD suo parallelas. 

38. Os ângulos AGH, GHD, chamão-se alternos in-
ternos. Logo duas rectas são parallelas, quando formão 
com huma secante ângulos alternos internos iguaes. 

39. Os ângulos EG B, FHC chamão-se alternos ex-
ternos; mas elles são iguaes aos alternos internos, por se-
rem verticalmente oppostos: logo duas rectas são paral-
lelas quando formão com huma secante ângulos alternos 
externos iguaes. 

40. Os ângulos AG H, G HC chamão-se internos da 
mesma parte. Logo se estes dois ângulos tomados juntos 
fizerem dois rectos, AB, CD serão parallelas; porque os 
alternos AGH, GHD serão iguaes, visto que hum e ou-
tro serão supplemcntos de G HC. 

41. Os ângulos AGE, CIIF chamão-se externos da 
mesma parle; e se a sua somma fòr = 2 r, se!-o-ha 
também (AGH-j- GHC). Logo AB e CD serão pa-
rallelas. 

42. Os ângulos EG B, EHD chamão-se externo e in-
terno da mesma parle. Logo se elles forem iguaes, será 
AGH=GIID, e as rectas AB, CD parallelas. 

43. Duas rectas perpendiculares a huma terceira são 
parallelas. 
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44. Duas rcctas que formão com a secante o angulo 
externo maior que o angulo interno e opposto da mesma 
parte, concorrem sendo produzidas. 

Seja ECD^> EAB. Será o bilatero ECD maior que Fig. u. 
o bilatero EAB. Logo o lado CD do primeiro deve sahir 
fóra do bilatero EAB cortando AB. 

45. Quando duas rcctas são parallclas, o angulo externo 
feito com a secante lie igual ao angulo interno opposto. 
Porque se for maior as rectas concorrem, contra a sup-
posição; e se menor, o angulo externo seu adjacente será 
maior que o interno seu opposto, o que também não he 
possível. 

Segue-sc mais, que os ângulos alternos internos são 
iguaes. Os ângulos alternos externos são também iguaes. 
Os ângulos internos da mesma parte, tomados juntos, são 
iguaes a dois rectos. E os ângulos externos da mesma 
parte, também tomados juntos, valem dois rectos. 

46 . Por hum ponto não se pode tirar mais que huma 
parallela a huma recta, cuja posição he dada. 

47 . Dois bilateros são iguaes, quando teem os lados 
parallelos, ou hum commum o os outros dois parallelos, 
não obstante ser hum dos bilateros comprehendido pelo 
outro. 

Os bilateros DEF, DGC são iguaes, se EF he parai- Fig.'.). 
leia a GC. Porque tomando sobre GD as partes E H . 
Hl, etc. ao infinito, todas iguaes a EG, e suppondo HL, 
ÍM, etc. parallclas a GC, prova-se pela sobreposição que 
todos os trilateros CGEF, FE HL, LHIM, ele. são 
iguaes. l i e pois o bilatero DEF composto de hum nu-
mero infinito destes trilateros, e por consequência não pôde 
ser augmentado por hum C G E F igual a qualquer delles. 
Do que se segue que o bilatero CGD não diflerc de FE D, 
ou que he o mesmo bilatero conduzido á posição CGE. 

Da mesma maneira se prova que he o bilatero CBA 
= bilatero CGD, sendo AB parallela a DG: logo bila-
tero CBA = bilatero FE D. 

48. Rectas parallelas a outra são parallelas entre si. 
D 
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Fig. 10 Sejão as rectas AB, CD parallelas a EF. Digo que 
AB, CD são parallelas entre si. Por dois pontos G e L 
das primeiras tire-se a recta IK. Esta linha encontrará 
EF em algum ponto H, aliás ser-lhe-hia parallela, e pas-
sariào pelo mesmo ponto G duas parallelas a EF, o que 
he impossível. Será 

IGB = IHF, e ILI)=IIIF: 
logo 

IGB=ILD; 

e por consequência AB e CD são parallelas. 
Se além disto houver huma terceira recta parallela a 

EF, ella será parallela a CD, como se acaba de demons-
trar, e também a A B , e assim seguidamente, qualquer 
que fòr o numero dessas parallelas. 

49. Em dois systemas de duas rectas correspondente-
mente parallelas, ou em direitura, dois ângulos quaesquer 
ou são iguaes, ou supplemento hum do outro. 

Fi?. ii. Sejão AB, CD parallelas entre si, e EF, GH também 
parallelas entre si; serão 

,1 IK— A KG = CMG — CLE— FL D = HM D 

—HKB = FIB, 

e os outros oito ângulos também serão iguaes entre si, por-
que cada hum junto com hum destes he igual a dois rectos. 

50. Dois ângulos que têem dois lados parallelos, c os 
outros dois ou parallelos ou em direitura, são iguaes ou 
supplementos, porque formão os systemas precedentes: só-
mente serão o supplemento hum do outro, quando os lados 
que pertencem a hum dos systemas são infinitos para a 
mesma parte a respeito do outro systema, e os lados deste 
para partes oppostas relativamente ao primeiro. 

Assim he AIE—CMG, porque os lados parallelos 
-í I, CM são infinitos no sentido de A, C, pontos que estão 



DOS RECTIL1NI0S QUE NÃO CIRCUMSCREVEM PLANO. í> 

da mesma parte relativamente ao systema de El, MG, 
e estes últimos são infinitos no sentido de E, G, que estão 
também da mesma parle a respeito de AI, CM. 

He FIB = CMG, porque os lados parallelos IF, MG 
são infinitos em sentido contrario a respeito do systema 
IB, CM; e estes são também infinitos em sentido opposto 
a respeito do systema IF, MG. 

Porém AIE+-GKB = 2r, porque os lados paralle-
los IE, KG são infinitos no mesmo sentido a respeito do 
systema IA, KB, e estes, que estão em direitura, são in-
finitos em sentido opposto a respeito do systema IE, KG. 

51. Dois ângulos serão iguaes, ou supplementos, se os 
lados de hum delles forem respectivamente perpendiculares 
aos do outro. 

Seja BA C hum angulo qualquer, e EFG outro angulo Fig. 1 
ião representado na figura, e no qual o lado FE seja 
perpendicular a AB, e FG perpendicular a AC; será 
BAC=EFG, ou BAC - f - EFG — 2 r. No ponto A 
imagine-se AE: parallela a FE, c infinitas ambas para o 
mesmo lado; AG' parallela a FG e ambas também infi-
nitas para o mesmo lado; será E'AG'—EFG (§ 50) : e 
tendo AE e A G as posições que a figura representa, como 
he E'AB = G'AC, tirando destes ângulos o angulo com-
mum G'AB, teremos E'AG'= BAC, logo EFG—BAC. 

Sc A E tomasse a direcção opposta AE!', como EAG' 
+ G'A E" — 2 r, e G'A E" — EFG, teriamos EFG 
-+- BA C = 2r. 

Se AE' e AG1 tomassem ambas as direcções oppostas 
AE' e AG", teriamos G"AE"—EFG —E'AG'—BAC. 

E se unicamente A G' tomasse a direcção opposta A 6'", 
teriamos E'AG" + EA G'=2r = EFG-i-BAC. 

Vê-se pois que BAC e EFG são iguaes quando as 
perpendiculares no ponto A aos lados BA e CA formão 
com estas ângulos rectos contados no mesmo sentido, e 
que BAC e EFG são supplementos quando aquelles ân-
gulos rectos são contados em sentido difterente. Do mesmo 
modo procederíamos se o angulo BAC fosse obtuso. 
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52. Dois ângulos rectos, que teem dois de seus lados 
ou parallelos, ou em direitura, teem também os outros 
dois ou parallelos ou em direitura. 

Sejão a, b os lados de hum dos ângulos rectos, e c, d 
os lados do outro; e sejão a, c parallelos, ou estejão na 
mesma recta. Digo que b, d são também parallelos, ou 
estão na mesma recta. 

Porque suppondo a recta f, tirada pelo vertice do se-
gundo angulo, parallela a b, ou em direitura com elle, 
será recto o angulo compreendido entre f, c, por ser igual 
ao angulo formado por a, b, ou ser seu supplemento; logo 
elle he igual ao angulo de c, d; por consequência f está 
na mesma recta com d, e logo o lado d ou he parallelo 
a b, ou está na mesma recta. 



L I V R O 2." 

I»os Bectiliiiios que circainscrevem plano. 

53. s ângulos internos do rectilíneo fechado são 
tantos quantos os vertices, e estes tantos quantos os lados. 
Hum similhante rectilíneo pode ser chamado polygono, e 
designado ou pelo numero dos seus lados, ou pelo dos 
seus ângulos. Chama-se triangulo o polygono de tres lados, 
quadrilátero o de quatro, e tem respectivamente os nomes 
de pentágono, hexágono, heptagono, octcgono, enneagono, 
decagono, etc. os polygonos de cinco lados, seis, sete, oito, 
nove, dez, etc. 

Os vertices determinão os polygonos. 
54. Partes de hum polygono são os seus lados, e os ân-

gulos internos. 
55. Polígono convexo he aquelle, cujo perímetro não 

pôde ser cortado por huma recta cm mais de dois pontos. 
O polygono pôde ter dois pcrimetros, ou ser a diíferença 
de dois polygonos convexos, hum exterior e outro interior. 
Sempre que não se declare o contrario, considerão-se os 
polygonos convexos e de hum só perímetro. 

56. Dois lados com o angulo que elles formão, menor 
que dois rectos, determinão o triangulo. 

Os triângulos ABC, DEF serão idênticos, se forem Fig. 
AB = DE, AC=DF, BAC=EDF. 

Os vertices A, C podem ser postos em D, F, porque 
AC — DF; podem também fazer-se coincidir os ângulos 
BAC, EDF por serem iguaes. O ponto B cahirá sobre E, 
porque AB—DE. E pois que os vertices coincidem, tam-
bém coincidirão os lados e os ângulos, e os triângulos se 
ajustarão perfeitamente. Logo antes da sobreposição erào 



4 2 ELEMENTOS DE GEOMEIRIA. 

iguaes, cada huma a cada huma, as partes dos triângulos 
oppostas ou adjacentes a partes iguaes. 

57. Se, além das supposições antecedentes, fòr também 
A li=AC, então pôde fazer-se outra sobreposição, ajus-
tando AB com DF, e AC com DE, e ter-se-ha o angulo 
ABC=D FE; mas pelo paragrapho precedente ACB 
—DFE, logo será ABC—ACB, isto he, 

O triangulo que tem dois lados iguaes, tem também 
iguaes os ângulos oppostos a esses lados. 

58. O polygono que tem todos os lados iguaes, cha-
ma-se equilátero; e o que tem iguaes todos os ângulos, 
equiangulo. O triangulo que tem dois lados iguaes, cha-
ma-se isosceles, e o que os tem lodos desiguaes scaleno. 

59. Dois ângulos, cuja somma lie menor que dois re-
ctos, e o lado adjacente a ambos determinão o triangulo. 

Sejão BAC=EDF, B CA=DFE, AC—DF, ali AC 
-±-B CA <' 2 r, porque assim he preciso para que os lados 
A B, CB se encontrem, e possa existir triangulo. 

Podem pòr-se os vértices A, C sobre os vertices D, F, 
o angulo HAC sobre o angulo EDF; cahirá AB sobre 
DE. Porque os ângulos estão confundidos, também o es-
tarão os seus planos, e ficará ACB da parte de DFE; 
e porque estes últimos ângulos suo iguaes, pela hypothese 
do theorema, cahirá CB sobre FE. Por consequência o 
ponto B, que era commum ás duas rectas AB, CB, he 
agora também commum ás duas DE, EF. Logo B fica 
collocado em E, e porque os tres vertices do primeiro 
triangulo coincidem assim com os vertices do segundo, a 
conclusão he que estes triângulos são idênticos. 

60. Demais se se supposer BAC=ACB, então por 
outra sobreposição de C, A respectivamente sobre D, F, se 
mostra que BC— DE; mas pela primeira era AB —DE, 
logo será BC=AB, isto he, 

O triangulo que tem dois ângulos iguaes, tem também 
iguaes os lados oppostos, isto he, ou he isosceles ou equilátero. 

61. O angulo externo de hum triangulo, ou o que lie 
formado pelo prolongamento de hum lado e pelo lado conti-
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guo, he maior que cada hum dos ângulos internos oppostos 
ou separados. 

Produzão-se para D, E os lados BA, CA do triangulo Fig. u. 
ABC. Supponha-se F o meio de AB. Conduza-se CF 
produzida até ser FG — CF, e tire-se A G. 

Porque AF=BF por supposição, FG=FC por con-
strução, e (§ 35) AFG = CFB, será (§ 56) CBF 
=FAG<BAE. Mas BAE = CAD, logo cada hum 
dos ângulos externos, contiguos ao angulo BA C, he maior 
que cada hum dos outros dois ângulos do triangulo. 

62. Os três ângulos do triangulo tomados juntos valem 
dois ângulos rectos. 

Sendo o angulo externo BAF maior que ABC, liuma Fig. 15. 
parte delle B AD=AB C, e então será DA parallela 
A BC. Produza-se DA para E; por ser AE parallela a 
BC, será EAC=ACB: mas BAD+BAC-^ CAE=2r; 
logo também AB C-^BAC-}-ACB = 2r. 

63. O angulo externo do triangulo lie igual á somma 
dos dois ângulos internos oppostos. 

64. O triangulo não pôde ter dois ângulos rectos ou 
obtusos, ou hum recto e outro obtuso. 

65. Os ângulos iguaes de hum triangulo são agudos. 
66. O triangulo chama-se oblusangulo quando tem hum 

angulo obtuso; ctculangulo quando tem todos agudos; e 
rectângulo quando tem hum angulo recto. Hypothenusa 
he, no triangulo rectângulo, o lado opposto ao angulo 
recto. 

67. De dois ângulos do triangulo, o maior he aquelle 
que fòr opposlo ao maior lado, e reciprocamente. 

No triangulo ABC seja AB^>BC. FÍ?. HÍ. 
Corte-se BD — BC, e tire-se CD, será (§ 57) 
BDC—BCD, logo BAC<BDC (§ 61) é também 

<^BCD <^ACB. Isto quer dizer que o angulo ACB, 
opposto ao lado maior A B , he também maior que o an-
gulo CAB opposto ao lado menor CB. 

Reciprocamente, se fòr BC A ^>BAC, não poderá ser 
BA<^BC, porque então BC A seria menor que BAC, 
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como se acaba de demonstrar, e cahir-se-hia em contra-
dicção com a hypothese actual. Também não pôde ser 
BA—BC, porque nesse caso seria BCA=BAC, ainda 
contra a hypothese; logò he BA BC. 

68. A somma de dois lados quaesquer do triangulo he 
maior que o terceiro. 

No lado A B, não menor que cada um dos outros, to-
me-se BD=BC, e tire-se CD. Será BD C agudo (§ 65), 
logo CD A obtuso, e logo DC A agudo, e por conseguinte 
CA>DA: em conclusão será B C -+- CA>BD -\-DA, 
ou BCH-CA^>BA. Porque os dois lados não maiores 
que o terceiro são juntos maiores do que elle, serão 
também cada hum dos dois, mais o terceiro, maiores do 
que o outro. 

69. As tres condições do paragrapho precedente redu-
zem-se a huma só, isto he, se chamarmos a, b, c os tres 
lados de hum triangulo, deve ser 

a -+- ft > c; a-+- c> 6; 64- c> a; 

e se fòr c o maior lado, as outras duas condições verifi-
cam-se evidentemente. Se houver dois lados iguaes, e 
esses forem os maiores dos tres, he claro que terão logar 
forçosamente as tres condições precedentes. 

70. Os tres lados com as condições precedentes deter-
minão o triangulo. 

FÍ». ir. Sejão AB — liD, AC=DC, e BC commum aos dois 
triângulos A B C, BD C, unidos pelos lados iguaes. Ti-
re-se A D. 

No triangulo isosceles ABD he B A D — B D A, e no 
triangulo isosceles ACD he CAD = CDA: logo BAC 
= BDC, porque estes dois ângulos são a somma ou a 
diíferença de ângulos iguaes, ou são os mesmos ângulos 
iguaes. Por consequência (§ 56) os triângulos ABC, li D C 
são idênticos. 

71 . Fazer hum angulo igual a outro dado com hum 
lado e vertice também dados. 
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Sejão CA li, DE, D o angulo, o lado, e o vertice dados. Fig. 13. 
De hum ponto qualquer do lado AC a outro ponto do lado 
Ali do angulo dado, tirc-se CB. Tome-se DE=AIi. 
As rectas ou distancias DF, EF iguaes respectivamente 
a AC, BC sendo tomadas, para maior facilidade, nas aber-
turas de dois compassos, fixc-se huma extremidade do 
primeiro em D, e huma do segundo em E, e fação-se en-
contrar as outras extremidades em F. Desta maneira tere-
mos dois triângulos idênticos (§ 70), e será EDF= BA C. 

72. Por hum ponto dado fóra de huma recta tirar 
huma parallela a essa rccta. 

Do ponto dado G a hum ponto qualquer II da recta Fig. 7. 
dada CD tirc-se GH; faça-se o angulo AGH igual ao 
angulo GHD; será (§ 38) AG a parallela pedida. 

73. Dividir huma recta dada em duas partes iguaes. 
Seja AB a recta dada. Tire-se AC de grandeza arbi- Fig. IU. 

traria, fazendo com AB hum angulo qualquer < 2 r . 
Faça-se para a parte opposta o triangulo ABD idêntico 
ao triangulo ABC, mas em posição inversa, isto he, tendo 
o lado AD = BC, e BD=AC. Tire-se CD, que divi-
dirá A B em duas partes iguaes no ponto E. 

Porque os triângulos ACD, CBD teem CD commum, 
AD — CB, e AC—BD, será A DC = 1$CD. Nos triân-
gulos ADE, BCE he EAD=EBC por construcção, 
EDA — ECB pela demonstração, AD = CIi por con-
strucção; logo AE — EB. 

74. Dividir hum angulo cm duas partes iguaes. 
Seja BA C o angulo dado. Tome-se AC=A B; tire-se Fig. i;>. 

BC; faça-se o triangulo BDC igual ao triangulo ABC. 
Tire-se A D, que dividirá ao meio o angulo proposto. 

Porque os dois triângulos ABD, ACD teem todos os 
lados iguaes entre si, será (§ 70) BAD = CAD, isto 
he, serão iguaes as duas partes cm que o angulo está di-
vidido. 

75. Pelo ponto A fóra de huma rccta infinita tirar a 
perpendicular a esta recta, e, mais geralmente, huma recta 
que faça com a proposta hum angulo d;tdo. 
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Do ponto dado nào se pôde abaixar sobre a recta mais 
do que huma perpendicular, porque duas fariào com ella 
hum triangulo com dois ângulos rectos, o que he impos-
sivel. 

kíç. 17. Tirem-se duas rectas quaesquer do ponto A a BC, e 
sejão AB, AC. Faça-se o triangulo BBC igual ao trian-
gulo BAC, mas opposto e com o lado BD=BA. Tire-se 
A D, que será a perpendicular pedida. 

Porque seja E o ponto de encontro de A D com B C. 
Nos triângulos ABE, DBE tcr-sc-ha BE commum, 
AB=BD, ABE=DBE; logo elles são idênticos, e 
por consequência BE, A D são perpendiculares entre si. 

Se o ponto C fòr o mesmo ponto E, a demonstração 
fica a mesma, mudando somente E em C. 

Quanto á segunda parte do problema, depois de se lia— 
ver abaixado a perpendicular AE sobre a recta proposta, 
faça-se, do lado que se quizer, o angulo B A E , que seja 
o complemento para hum recto do angulo que A B deve 
fazer com BC, se este angulo fòr agudo, ou o comple-
mento do seu supplemento, se elle fòr obtuso. 

Fijj. 20. 70 . Para tirar por hum ponto dado E huma rccta que 
faça dois ângulos iguaes com duas rectas DC, D11 tam-
bém dadas; se as duas rectas formarem angulo, divida-se 
este ao meio por DA, e depois abaixe-se EA perpen-
dicular sobre DA, e produza-se para Ce B: os ângulos 
DCB, D BC serão iguaes, porque os triângulos D AC, 
DA B o fão. 

Se as rectas dadas forem parallelas, qualquer recta que 
se tire pelo ponto E dá huma solução do problema. 

77 . Pelo ponto A da recta AB levantar a perpendi-
cular a esta rccta. 

Sobre BA, prolongada se fòr preciso, faça-se AC=AB. 
(lom duas rectas de grandeza arbitraria, mas iguaes entre 
si, e maiores cada huma que A B, tomadas nas aberturas 
de dois compassos, íixe-se huma ponta de cada hum em 
hum dos pontos B, C, busque-se o ponto D commum ás 
outras duas pontas, e ter-se-hão os tres vértices do trian-
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guio BDC, porque o ponto D não pôde estar nem entre 
B, C na recta B C, nem fóra destes pontos na mesma recta, 
pois contra o primeiro casohe B D ^ D C ^ > B C , e contra 
o segundo BD=DC pelas hypotheses. 

Tire-se A D que será a perpendicular pedida. Porque 
os triângulos BA D, CA D, teem os lados iguaes, serão 
idênticos; e por consequência B A D — C A D, ou DA 
perpendicular sobre BC. 

78. Todos os lados de hum polygono, excepto hum, 
tomados juntos são maiores do que este. 

Sejão n o numero dos lados do polygono, U, h, h, ••• L 
seus lados, e du dif d3, ... d„_s as diagonaes tiradas 
da origem de U para as origens de l3 , l t , . . . / „ _ i . 

Teremos 

h - H » > d t , 

di H- /3 > (h , 

d2 -\~U > . 

</„_5 + /,_!>/.. 

Mas a somma dos primeiros membros destas desigualda-
des he maior que a somma dos segundos, logo, tirando de 
huma c de outra parte os termos communs, teremos 

/ i H - / a + / » - + - . . . + L-i>l. 

No polygono ABCDE tirem-se as diagonaes AC. A D. i-v. 21. 
Será 

AB-hBC>AC, 

AC-]-CD>AD, 

DA + DE>AE; 
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das quaes se deduz 

A B -+-B C + CD -+-DE>A E. 

79. O perímetro de hum polygono exterior he maior 
que o do interior, se este ultimo fòr convexo; ou antes, 
110 polygono de dois perímetros o exterior he maior, se 
o interior fòr convexo. 

Produzão-se, no mesmo sentido, todos os lados do perí-
metro interior até encontrarem o perímetro exterior. Desta 
maneira formar-se-hão novos polygonos compostos: 1.° de 
hum lado, que he o prolongamento do lado do perímetro 
interior; 2." de hum outro lado, que he o lado do perí-
metro interior immediato ao ultimo mencionado, com o seu 
prolongamento; 3.° de huma parte do perímetro exte-
rior cortada por estes. Assim sendo l l t l s , l s , etc. os lados 
do polygono interior, n seu numero, cit c2, c3, etc. seus 
respectivos prolongamentos, pt, p2, pz, etc. as partes in-
terceptadas no perímetro exterior, teremos 

fi + Pi~>h-\~ci, 

ca -+-/>2 > + cs , 

cz H- Ps > h H- f 4 , 

c„ -t- Pn > U + Cl ; 

logo 

pi -hpa -+-P5 + . • • ~hp* > U + h + h - f - • •. -+- L, 

isto he, o perímetro de hum polygono exterior he maior 
que o do interior. 

Fi?. 22. Sejão A B CDE, FGHIKL os dois perímetros. Pro-
duza-se EA até 31, c AB até N. Teremos 
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AM + 3 / / / + 1 1 N> AB-t- BN, 

BN+NI + IC >BC, 

C K-hKL-hLD>DC, 

DE=DE, 

EF-+- FG + GM>EÀ + AM; 

logo 

MU-Í-1IN+ NI+IC-+- CK-+-KL+L 1) + DE +EF 

-{-FG + GM>A B -\-BC-\- CD -\-DE-\-EA. 

80. Sc dois lados de hum triangulo são iguaes a dois 
lados de outro triangulo, cada hum a cada hum; se ao 
mesmo tempo o angulo comprehendido pelos primeiros he 
maior que o angulo comprehendido pelos segundos; o ter-
ceiro lado do primeiro triangulo será maior que o terceiro 
do segundo; e reciprocamente. 

Nos dois triângulos ABC, abe, sejão A B = ab, Fig. ss. 
BC=bc, e ABC>abc. 

Faça-se CBD — abc, e BD = ba; será DC=ac. 
Primeiramente, cáia o ponto D iora do triangulo ABC, 

e seja E a intersecção de AC e BD. Tire-se A D. No 
triangulo isosceles ABD he B D A — BA D; logo CD A 
^ > B D A ^ > C A D . Por consequência (§ 67) no triangulo 
AC D será AC^>D C, e nos triângulos propostos A C> ac. 

Em segundo logar, se o ponto D cahir sobre AC, he FÍ?, «4. 
evidente que AC^>DC, ou AC^>ac. 

Em terceiro logar, se o ponto I) cahir dentro do trian- Fig. -iõ. 
guio ABC, será o perimetro A BC^> que o perímetro 
BDC, ou > que o perímetro abe; logo tirando as partes 
iguaes AB, ab, e BC, bc, ficará AC^>ac. 

Reciprocamente, se fòr AC^>ac, e os outros lados 
iguaes, cada hum a cada hum, será A BC^> abe. 
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Porque se se dissesse que ABC —abe, seria AC—ac 
contra a supposição actual: se se dissesse que AHC<^abc, 
seria AC<C_ae, como está demonstrado, também contra 
a supposição actual; logo será A liC^> abe. 

81. Se nos dois triângulos da proposição precedente se 
tiver somente BC=bc, A BC^> ab c, e além disso o 
angulo a fòr recto; será ainda AC^>ac. 

Porque se o ponto a ou D está sobre AC, a asserção 
lie evidente. Se elle cae fóra, então pois que CDU —a 
he hum angulo recto, será CE^>CD, e por isso AC^>CD, 
ou AC^> ac . Se o ponto D cae dentro do triangulo, pro-
duzindo BD até encontrar AC em E, e sendo CDE re-
cto, será CE>CD, logo AC>CD ou AC>ac. 

82. Dois ângulos, cuja somma fòr menor que dois re-
ctos, com hum lado determinão o triangulo, se conhecer-
mos a qual dos ângulos fica opposto o lado. 

Porque com o lado BC, a o angulo C dados não he 
possível construir dois triângulos diversos, cm que sejão 
iguaes os dois ângulos BD C, li A C oppostos ao lado li C, 
porque liDC>UAC. 

83. A secante tirada de hum vertice do triangulo ao 
lado opposto he menor, pelo menos, do que hum dos outros 
dois lados. 

No triangulo ABC soja BD tirada do vertice B, e 
terminada no lado AC. 

Hum dos ângulos A I)li, CDU não he menor que hum 
angulo recto; seja A D li. Logo BA D será agudo, e por 
consequência 111) HA. 

8í ' . De hum ponto a huma rec'.a não podem lirar-se 
tres rectas iguaes, ou huma recta não pode ter tres pon-
tos, que cslejão a igual distancia de hum outro ponto. 

85. No triangulo isosceles, todas as rectas tiradas do 
vertice principal, ou commum aos lados iguaes, para o lado 
opposto ou base, são menores cada huma que hum dos 
lados iguaes. 

86. De dois triângulos, que teem hum lado commum, 
e hum angulo adjacente também commum e não menor 
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que hum angulo recto, o maior triangulo tem maior o lado 
opposto ao angulo commum: e, reciprocamente, será maior 
o triangulo, que tiver maior o lado opposto ao angulo 
commum. 

Nos triângulos ABC, DBC, seja C recto ou obtuso. Se-
rão agudos BA D, BDC; logo BB A obtuso, e AB>BD. 

Reciprocamente, se fòr A B ^ > B D , he preciso então 
que BD cáia dentro do angulo ABC, logo o triangulo 
ABC será maior que o triangulo BDC. 

87. Dois lados com o angulo opposto ao maior, ou a 
qualquer dclles, quando são iguaes, determinão o triangulo. 

Se he possivel sejão ABC, DBC dois triângulos, tendo 
BC, e C communs, e AB—BD^>BC. 

Porque ABD he então hum triangulo isosceles, será o 

angulo BDA agudo, logo BDC obtuso, e por consequên-

cia B C ^ > B D contra a supposição de ser B C ^ B D . 

88. Dois lados com o angulo opposto ao menor, não 
determinão o triangulo, senão no caso de ser o lado op-
posto perpendicular ao lado não dado. 

Sejão dados A, AB, BD, mas BDCAB. 
Se BD fòr perpendicular á recta A D, o triangulo será 

determinado ou único, porque outra recta qualquer tirada 
de B a AC não será igual a BD, mas maior porque será 
huma hypothenusa. Se B í) fòr menor que a perpendicular 
abaixada de B sobre A D, o triangulo será impossível. 
Se BD fòr maior que esta perpendicular, então podera 
construir-se dois triângulos, hum em que o lado BD fique 
entre A e a perpendicular, e outro em que BD fique si-
tuado da outra parte da perpendicular, relativamente ao 
ponto A. 

89. No triangulo isosceles a recta tirada do vértice 
principal ao meio da base, divide o triangulo em dois idên-
ticos, e he perpendicular á base; e reciprocamente. 

Seja A o meio da base do triangulo isosceles BDC. F 
Os dois triângulos BDA, CDA teem DA commum, e os 
outros dois lados de hum iguaes respectivamente aos lados 
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do oulro; logo elles são idênticos, c BAD — CA D; por 
consequência estes dois ângulos são rcctos, ou DA he per-
pendicular a BC. 

Reciprocamente, no mesmo triangulo a perpendicular 
tirada do vertice principal sobre a base cae dentro do 
triangulo, porque os ângulos sobre a base são agudos; e 
divide esta base cm partes iguaes, porque os triângulos 
BDA, CDA terão então DA commum, DB=DC, e 
rectos os ângulos em A, logo (§ 87) serão idênticos, e 
por consequência BA = CA. 

90. Construir hum triangulo, sendo dadas as partes 
que o determinão, c sendo sempre qualquer dos ângulos 
dados < 2 r. 

1.° Sendo dados dois lados e o angulo comprehendido. 
Faça-se hum angulo igual ao dado com os lados iguaes 

aos dados, e juntem-se suas extremidades. Ficará assim 
formado o triangulo pedido. 

2.° Dado hum lado com a condição de ser adjacente 
a dois ângulos dados, cuja somma seja < < 2 r. 

Sobre o lado dado fação-se da mesma parte dois ân-
gulos iguaes aos dados, e que tenhão os vertices nas ex-
tremidades do dito lado. Os outros dois lados dos ângulos 
determinarão o terceiro vertice do triangulo. 

3.° Dados os tres lados, com tanto que o maior delles 
s , ' j a <C 1 u c a somma dos outros dois. 

Fixando as extremidades de dois lados nas extremidades 
do terceiro, e unindo as outras extremidades ficará con-
struido o triangulo. 

í-.0 Com dois ângulos cuja somma seja <C 2 r, e o lado 
opposto a hum delles. 

Juntem-se os dois ângulos, e ache-se o supplemento 
da sua somma. Este supplemento com o angulo dado, que 
deve ser adjacente ao lado dado, reduzem este caso ao 
segundo. 

3.° Com dois lados, e o angulo opposto ao não menor. 
Faça-se hum dos lados do angulo igual ao lado não 

maior dado, e na extremidade, não vertice, deste lado 
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fixe-se a extremidade do lado não menor; com a outra 
extremidade busque-se o ponto do lado do angulo, não 
dado em grandeza, que será o terceiro vertice do trian-
gulo pedido. 

6.° Com dois lados, e o angulo opposto ao menor. 
Faça-se com o lado maior o que se fez com o menor 

no caso precedente, e com o menor o que se praticou com 
o maior. Então, se a extremidade deste não encontrar o 
lado não determinado do angulo, será impossível o que se 
pede. Se o encontrar em bum só ponto, hum só triangulo 
resolve o problema. Se o encontrar cm dois pontos, tere-
mos construídos dois triângulos com as mesmas condições. 

91. Sendo dados os tres ângulos sómente, seria o mes-
mo que se fossem dados dois, porque o terceiro ficaria 
conhecido; e então pôde escollicr-se hum lado arbilrario, 
e podem construir-se tantos triângulos quantos se quizer: 
neste caso o problema he não só ambíguo, mas de huma 
indeterminação absoluta. 

92. Os ângulos interiores do polygono de dois perime-
tros, tomados juntos, valem tantas vezes dois rectos, quan-
tos forem os lados que houver nos dois perímetros. 

No polygono ABCDEFGHÍKLM tirem-se todas as F 
diagonaes, que se poder, sem que se cortem entre si nem 
com os lados. Assim vê-se logo que o polygono he com-
posto de tantos triângulos, quantos os lados que ha nos 
dois perímetros, e depois que os ângulos interiores do po-
lygono são a somma dos ângulos de todos estes triângulos. 

93. A somma de todos os ângulos interiores de hum 
polygono de hum só perímetro he igual a tantas vezes dois 
ângulos rectos quantos forem os lados menos dois. 

Porque se o perímetro A J I C D E F tem somente tres 
lados, e GHIKLM tem m lados, a somma de todos os ân-
gulos interiores he ( 3 + m ) 2 r . Mas nesta hypothese a som-
ma dos ângulos do perímetro exterior he igual a 2 r ; logo 
os outros que teem os vertices G, II, I, K, L, M valem 
todos juntos (2 - f - m) 2 r. E porque estes últimos com os 
interiores do polygono GHIKLM fazem w X ^ r , se-

v 
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guc-se que os ângulos interiores deste ultimo polygono 
de hum só perimetro valem 

m X 4 r — (2 + m) 2 r — (m — 2) 2 r. 

Poder-se-hia fazer a demonstração suppondo o peri-
metro interior triangular. 

94. Polygono symetrico ou conjugado he aquelle, em 
que não existe lado, que não tenha outro igual opposto, 
e parallelo, seguindo-se no perimetro, continuamente e 
em ordem inversa, as duas series de lados corresponden-
temente iguaes. 

Pontos oppostos no polygono symetrico são aquelles que 
nos lados oppostos estão a igual distancia dos vórtices 
oppostos. 

Transversais são as rectas que juntão pontos oppostos. 
Centro da transversal he o meio desta. 

95. Construir hum polygono symetrico qualquer. 
Fiç. 2«. Por hum ponto G tirem-se quantas rectas se quizer 

A D, BE, CF de grandeza arbitraria, mas de sorte que 
G esteja no meio de todas. Juntem-se os seus extremos pelas 
rectas AB, BC, etc. Será ABCDEF o polygono syme-
trico pedido. 

Porque nos triângulos oppostos AGB, DGE he AG 
— GD, BG — GE por construcção, e os ângulos oppostos 
no vertice G são iguaes, os triângulos serão idênticos; 
logo AB —DE, ABG==GED, e AB parallela a DE. 
Da mesma maneira se prova que BC he igual e paral-
lela a EF, e assim por diante. Logo o polygono he syme-
trico. 

96. Os ângulos oppostos no polygono symetrico são 
iguaes. 

Porque (§ 50) hum angulo qualquer BA F he igual a 
EDC, por serem os lados AF, DC destes ângulos pa-
rallelos, e infinitos para partes opposlas relativamente aos 
lados A B, DE, também parallelos, e infinitos para partes 
oppostas a respeito dos primeiros. 
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97. No polygono symetrico o centro de liuma trans-
versal qualquer he centro de todas. 

Nos lados oppostos CD, A F tomem-se CIí, FI iguaes. 
Serão II, I pontos oppostos, e III transversal. Tire-se 
também a transversal CF, a qual cortará a primeira em 
algum ponto G. 

Os triângulos CGH, FGI são iguaes, porque CH—FI, 
e os ângulos GCII, GIIC, e GFI, GIF são alternos in-
ternos. Logo GH=GI, GC=GF. Desta maneira se vé 
que o centro de III o he também de CF. Similhante-
mente se prova que A D passa por G, e fica dividida 
ao meio neste ponto. O mesmo acontece a qualquer trans-
versal que passar entre D e E, e assim por diante. 

98. Huma transversal qualquer divide o polygono sy-
metrico em duas partes idênticas. 

A parle HIA BC pode ser sobreposta á parte IH DEF, 
collocando III sobre III, isto he, o ponto II em I, e 1 
em II; então os ângulos IIÍA, IIID coincidirão, porque 
são iguaes: A cahirá em D, por ser IA—IID, e da 
mesma sorte coincidirão os outros ângulos e lados. 

99. Parallclogrammo he o quadrilátero, cujos vertices 
são as extremidades de parallelas entre parallelas. 

100. Trapézio he o quadrilátero, cujos vertices sào as 
extremidades de somente duas rectas parallclas. 

101. Sendo dados dois lados contiguos com o angulo 
comprchcndido, completar o parallclogrammo. 

Sejão dados os lados contiguos AB, AC, cm grandeza Fig. 23. 
e posição, isto he, tres verlices. He preciso unicamente 
achar o quarto. Tire-se BC. Faça-se o triangulo BDC 
idêntico com ABC, mas tendo o lado BD=AC. Para 
obter islo tomem-se AB, AC nas aberturas de dois com-
passos, e, collocando huma ponta do primeiro em C e huma 
do segundo em B, e unindo as outras duas pontas no mesmo 
plano, o ponto D ficará determinado. 

Porque os dois triângulos são idênticos e D C = A B , 
será DBC=BCA; logo BD, AC são parallelas. Simi-
lhantemente, por ser BD=AC, serão iguaes os ângulos 
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oppostos BC D, CBA; logo AB, CD parallelas, e A BDC 
parallelogrammo. 

102. Pode empregar-se o mesmo processo para tirar 
por hum ponto B a parallela a huma rccta dada AC. 

Colloque-se a ponta de hum compasso cm B e a outra 
em hum ponto qualquer A da recta dada ; colloque-se tam-
bém a ponta (Voutro compasso em A, e a outra ponta em 
algum ponto C da mesma recta: trocando então os com-
passos já se vê como se acha D, ou a parallela BD pedida. 

103. O parallelogrammo he hum polygono symetrico. 
Porque sendo ABDC hum parallelogrammo, será BD 

parallela a AC, e DC a AB; logo DBC—BCA, DCB 
= CBA. Teem pois os triângulos DBC, ABC hum lado 
commum adjacente a ângulos iguaes respectivamente, logo 
são idênticos, e por isso iguaes os lados oppostos a ângulos 
iguaes, isto lie, DC—AB, e BD=AC; mas estes lados 
são também parallelos por hypothese; logo o parallelo-
grammo he symetrico. 

104. Cada huma das diagonaes divide o parallelogrammo 
em parles idênticas. 

105. As diagonaes do parallelogrammo cortão-se mu-
tuamente em partes iguaes. 

100. No parallelogrammo os ângulos oppostos são 
iguaes. 

107. No parallelogrammo ha sempre dois ângulos op-
postos, cada hum dos quaes não he menor que bum recto. 

108. O quadrilátero que tem dois lados parallelos e 
iguaes he hum parallelogrammo. 

No quadrilátero A BDC sejão iguaes e parallelos os 
lados oppostos BD, AC. 

Tirando a diagonal BC, teremos os ângulos DB C, BC A 
alternos internos, e portanto iguaes. Nos triângulos DBC, 
BCA he DB—AC por hypothese, BC commum, e DBC 
— BCA; logo os triângulos são idênticos; logo serão iguaes 
os ângulos oppostos aos lados iguaes, isto he, DCB= CBA, 
e por isso DC he parallela a A B. Logo o quadrilátero he 
hum parallelogrammo. 
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109. O quadrilátero que tem os lados oppostos iguaes, 
dois a dois, lie parallelogrammo. 

Porque tirando huma diagonal se formarão dois triân-
gulos idênticos, por causa da igualdade dos lados; e en-
tre os ângulos iguaes, haverá huns que serão alternos in-
ternos a respeito dos lados oppostos do quadrilátero; logo 
estes serão parallelos, e o quadrilátero será parallelo-
grammo. 

110. O quadrilátero que tem os ângulos oppostos iguaes, 
dois a dois, he parallelogrammo. 

Porque como os ângulos do quadrilátero juntos equiva-
lem a quatro rectos, na hypolhese actual, cada hum com o 
seu immediato valerá dois rectos; porém estes são ângulos 
internos da mesma parte, logo (§ 40) cada lado e o seu 
opposto são parallelos. 

111. O quadrilátero, cujas diagonaes se cortão reci-
procamente cm partes iguaes, he parallelogrammo. 

Porque he polygono symétrico (§ 95). 
112. Chama-se rectângulo o quadrilátero que tem todos 

os ângulos iguaes. 
113. Os ângulos do rectângulo são todos rectos. 
Porque sendo o rectângulo hum quadrilátero, tem quatro 

ângulos; e como estes fazem a somma 4 r , e são iguaes, 
será cada hum dellcs hum angulo recto. 

114. O rectângulo he parallelogrammo. 
Porque cada angulo c o seu immediato sendo rectos, cada 

lado e o seu opposto serão parallelos (§ 40). 
115. Rhombo lie o quadrilátero que tem iguaes todos 

os lados. 
116. O rhombo he parallelogrammo (§ 109). 
117. O rectângulo que também he rhombo chama-se 

quadrado. 
118. Com hum lado dado construir o quadrado. 
Na extremidade 1 do lado dado AB levante-se AC FÍ?. 3o. 

igual e perpendicular a AB (§ 77), e com os lados AB, 
AC, e o angulo recto A complete-sc o parallelogrammo 
ACDB (§ 101), que será o quadrado pedido. 
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Porque CD he parallela a A li por construcçâo, será 
A-h C=2r, e C — r, por ser A recto: da mesma ma-
neira he D — r, e B — r. Logo este parallelogrammo he 
rectângulo. 

Temos também CD = AB, BD=AC. Mas AC=A B 
por construcçâo, logo os quatro lados são iguaes, e o pa-
rallelogrammo he rhombo. Logo he quadrado por ser re-
ctângulo e rhombo. 

119. Altura de hum polygono he a maior perpendicular 
que se poder tirar de hum ponto do perimetro sobre hum 
lado tomado por base. 

120. Polygonos iguaes são aquelles que fechão porções 
iguaes de superfície plana. A porção de superfície en-
cerrada em qualquer polygono chama-se arca desse poly-
gono. 

121. Os parallelogrammos que tccm as bases iguaes 
entre si, e também as alturas, são iguaes. 

Os parallelogrammos propostos AliCD, DEFG podem 
ser collocados sobre a recta AG de maneira que os ân-
gulos A DC, EDG, não maiores que rectos, tenhão o ver-
tice D commum. De C, E, abaixem-se perpendiculares 
sobre AG. Digo que estas perpendiculares são as alturas. 
Porque as perpendiculares abaixadas dos pontos de BC 
não são maiores que CH, por lhe serem iguaes. E se em 
hum outro lado CD houvesse hum ponto J, tal que a per-
pendicular IK fosse > C1J, então poderia tomar-se so-
bre IK huma parte — CH, e tirar, pelo ponto de divi-
são, liuma parallela a I I D , e fazer hum triangulo idêntico 
com CH D e ao mesmo tempo menor; absurdo. 

Porque as alturas CH, El são iguaes por supposição, 
e parallelas, será (§ 108) CE parallela a AG, e portanto 
CE estará cm linha recta com BC, e EF. Os trapézios 
BA DE, CDGF são idênticos, pois admittem sobreposi-
ção, por ser CD —BA, os ângulos CDG, D CF iguaes re-
spectivamente a A, B, e AD—DG, CE+BC=CE 
-{-EF, ou BE=CF. Tirando pois dos trapézios o trian-
gulo commum CDE, teremos ABCD—DEFG. 
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Sc os parallelogrammos na indicada situação são adja-
centes, ou contiguos, isto he, rectângulos, então elles mes-
mos admittem sobreposição. 

122. Triângulos que teem as bases iguaes, e as alturas 
também iguaes entre si são iguaes. 

Porque são as metades de parallelogrammos nas hypo-
theses do paragrapho precedente. 

123. As areas dos parallelogrammos, que teem a mes-
ma altura, estão entre si como as bases. 

Seja P hum dos parallelogrammos, e ABCD o outro. Fig. 32. 
Faça-se DE igual á base de P, e complete-se o pa-

rallelogrammo CE. Será CE=P. 
Primeiramente, sejão A D, DE commensuraveis, e AG 

sua medida commum, ou seja A D composta exactamente 
das partes iguaes AG, GH, Hl, etc.; e DE composta 
também de partes iguaes a AG. 

Se pelos pontos G, H, etc. se tirarem parallclas a A B, 
taes como GL, HM, etc., vè-se que BD he composto de 
parallelogrammos iguaes BG, LH, etc., porque tem iguaes 
as bases, bem como as alturas: he também evidente que 
BD contém B G, hum destes parallelogrammos, tantas ve-
zes, como A D contém AG, logo 

BD : BG y.AD .AG; 

similhantemente se vé que 

CE: BG:: DE: AG, 
logo 

BD:CE::AD:DE. 

Em segundo logar, sejão AD — x, e DE = y incom-
mensuraveis. Representando por (px, e tp y as areas dos 
parallelogrammos BD, CE, vè-se claramente que cada 
huma dessas funeções cresce augmentando a respectiva 
raiz; mas quando x e y são commensuraveis já demonstra-
mos ser 
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(p x : cp y :: x : y; 

logo (Arithmetica Universal, § 152) a proposição prece-
dente será também verdadeira quando x e y forem in-
commensuraveis. 

124. As arcas dos triângulos da mesma altura estão en-
tre si como as bases. 

125. As areas de dois parallclogrammos equiangulos 
entre si, estão na razão composta de dois lados contíguos. 

Scjão Ali CD, DEFG os dois parallelogrammos equi- Fíg. 3i 
ângulos entre si. Complete-se o parallelogrammo GC, e 
teremos 

BD ICGY.AD: DG, 

e, considerando DC, DE como as bases dos parallelo-
grammos CG, EG, teremos 

CG: DEFGY.DC: DE; 

e destas proporções resulta 

BD:DEFG::^X™: I. 
DG DE 

126. As areas dos triângulos que tcem hum angulo 
igual, como os triângulos ACD, DFG, que teem A DC 
= DGF: e as areas dos triângulos, nos quaes hum an-
gulo de hum he supplemento de hum angulo d'outro, como 
os triângulos ACD, DEG, estão na rasão composta dos 
lados destes ângulos. 

Porque estes triângulos são as metades dos parallelo-
grammos, que teem estes mesmos ângulos e lados. 

127. As areas dos parallelogrammos estão na razão com-
posta das bases e alturas. 

Porque se aos parallelogrammos se substituírem re-
ctângulos com as mesmas bases e alturas, estes serão pa-
rallelogrammos equiangulos entre si, e seus lados serão as 
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bases c alturas dos parallelogrammos propostos, e estarão 
na dita razão composta; logo as areas dos parallelogram-
mos propostos, que são iguaes a estes rectângulos, esta-
rão também na mesma razão. 

128. As arcas de dois triângulos estão na razão com-
posta das bases e das alturas. 

Porque as areas dos triângulos são as metades dos pa-
rallelogrammos respectivos. 

129. A arca de hum parallelogrammo he igual á de 
outro qualquer multiplicada pelo producto das razoes das 
bases e das alturas. O ultimo pode ser o quadrado feito 
sobre a recta que mede a base e a altura do primeiro, 
ou sobre a unidade linear. Assim quando se diz que a 
arca do parallelogrammo he igual ao producto da base 
pela altura, deve subentender-se em rigor o producto do 
numero de vezes que a altura contém a unidade linear pelo 
numero de vezes que a base contém a mesma unidade, 
multiplicado esse producto pelo quadrado formado sobre a 
unidade linear, o qual lie então a unidade de superfície. 

130. A area do triangulo lie metade do producto da 
base pela altura. 

Por ser metade do parallelogrammo, que tem as mes-
mas dimensões. 

Entende-se também que os factores deste producto são 
os números, que resultão da medição da base e da altura; 
e que a unidade superficial ou o quadrado da linha, que 
tem servido de unidade nos factores, he a unidade desse 
producto. 

131. A area do trapézio he igual á metade do pro-
ducto da somma das bases parallelas pela altura. 

Porque tirando huma diagonal, o trapézio ficará divi-
dido cm dois triângulos, cujas superfícies formão esta quan-
tidade. 

132. A Bq significa a area do quadrado formado so-
bre A B. 

2 
A B significa que a recta A B deve ser medida com a 

E 
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unidade linear, que chamaremos u; e que o numero que 
dahi resulta está elevado á segunda potencia, ou está mul-
tiplicado por si mesmo. Assim teremos 

2 

ABi = AB X i í . 

133. A recta, que divide ao meio hum angulo do tri-
angulo, divide o lado opposto em dois segmentos propor-
cionaes aos outros dois lados. 

. 34. No triangulo A BC seja A BD =DBC. 
Os triângulos ADB, CDB teem a mesma altura, por-

que teem o vertice B commum, e as bases sobre a recta 
AC, logo (§ 124) 

area ADB : area CDB: :AD : CD; 

mas também (§ 120) i 

___ AB IID â 
area ADB : arenCDB:: — X— ! 1; 

JB C 1$ D 
logo 

AD:CD::AB:BC. 

134. Triângulos similhantes são aquelles, que teem os 
vertices situados de maneira que os ângulos de hum são 
iguaes aos ângulos do outro, cada hum a cada hum. 

135. Dois triângulos similhantes teem os lados propor-
cionaes; os termos homologos da proporção são os lados 
oppostos ou adjacentes aos ângulos iguaes, e reciprocamente. 

35. Nos triângulos ABC, DEF sejão A=D, B —E, logo 
C = F ; ter-se-ha 

area ABC: area DEF:: — X — : 1, 
DF DE 

AC BC 
area ABC: area D E F : ; X ~ - 1 , 
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logo 
A D : DE:: BC: EF; 

da mesma forma acharemos 

Ac : DF::BC: EF, 
logo 

AB: DE: :BC: EF:: AC: DF. 

Reciprocamente, se tiverem logar estas proporções os 
triângulos serão similhantes. Porque, se se negar a igual-
dade dos ângulos de hum a respeito dos ângulos do outro, 
pôde fazer-se com A B hum triangulo equiangulo com 
DEF, que terá os lados proporcionaes aos deste, e por 
conseguinte serão respectivamente iguaes os lados do trian-
gulo construído e do triangulo ABC, isto he, estes dois 
triângulos serão idênticos. 

136. As areas dos triângulos similhantes estão entre si 
na razão composta duplicada, ou como os quadrados dos 
lados homologos. 

Porque sendo 

, „ ^ ^ ^ , AB BC . 
area ABC: area DEF:: —X— : 1, 

DE EF 

BC AB , 
sera também — = —, logo 

EF DE 

area ABC: area D E F ; X ~~~ ! 1 

: : j E x ^ x D E * : D E ' : : A B i : D E < ( § 132). 

137. Dois triângulos, que teem hum angulo igual com-
prehendido por lados proporcionaes são similhantes. 

Nos triângulos ABC, DEF, sejão B=E, e 

AB:DE::BC:EF. 
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Sobre AB> DE tome-se BG=DE, e tire-se Gil 
parallela a AC. Será BGH—A, logo os triângulos A B C, 
GBII serào similhantes, e será 

AB:B G (ou DE) \:BC\BII, 

por consequência B I I — E F pela supposição. Segue-se 
pois que o triangulo BGH lie idêntico ao triangulo EDF, 
e por isso este ultimo lie similhante ao triangulo ABC. 

138. Dois triângulos, que teem dois lados proporcio-
naes, cada hum a cada hum, e o angulo opposto ao maior 
destes lados, no primeiro, igual ao angulo opposto ao maior 
dos dois lados 110 segundo, sào similhantes. 

Nos triângulos ABC, DEF sejão 

A B ; DE:: BC: EF, 

A B > B C, C—F. Será também DE>EF. 
Se os triângulos não são idênticos, haverá algum lado 

de hum maior que o seu homologo do outro. Seja pois 
AB^>DE. Tome-se BG —ED, e tire-se GH parallela 
a AC. Serão similhantes os triângulos ABC, GBH\ logc» 

AB : BG (ou DE) \:BC\BH, 

e portanto BH—EF. Os triângulos DEF, GBII são 
idênticos (§ 87) porque BG=ED, BH=EF, BHG 
= C—F, e DE>EF, ou li G > liII. Mas o triangulo 
BHG he similhante ao triangulo ABC, logo DEF tam-
bém o he. 

139. Dois triângulos, nos quaes não ha lado de hum, 
que não tenha outro parallelo ou cm linha rccta no segundo 
triangulo, são similhantes. 

Sejão a, b, c os lados, e A, B, C os ângulos respecti-
vamente oppostos de hum dos triângulos; d, b', c' os la-
dos, A', B', C os ângulos oppostos do outro triangulo; e 
seja a1 parallela ou em linha recta com a, o mesmo seja 
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b' a respeito de b, e c' a respeito de c. Porque a, V são 
os lados do angulo C', e não podem cortar os lados do 
angulo C, sendo produzidos, segue-se que ou C' = C, ou 
C' he supplemento de C. O mesmo acontece a B' a res-
peito de li, e a A a respeito de a. Agora digo que os tres 
ângulos A', B', C' não podem ser ao mesmo tempo sup-
plementos de A, li, C, porque seria 

A'-f, B' + C' = 2r — A-hZr — B-\-2r — C=6r 

— A — li — C— 4 r : 

absurdo. Digo mais que dois dos primeiros ângulos não 
podem ser supplemcntos de dois dos segundos, porque 
seria ainda 

A! —j— li' —|— C'=== 2 v — A —2 v — li — C = ír 

— (A-hB-hC)+-2C=2r-\-2C: 

absurdo. Digo finalmente que nem mesmo hum angulo de 
hum dos triângulos pôde ser supplemento do seu correspon-
dente, á excepção do caso em que este he recto, visto que 
então o angulo e seu supplemento são iguaes, porque seria 

A' + B'-j-C' = 2r — A + B+C; 

equação, cu jo segundo membro não pode ser —2 r sem 
ser A = B -+- C, isto lie, sem que A seja recto, mas en-
tão também A'= 2 r — A = A. Logo he sempre Al—A, 
B'—li, C — C, e os triângulos são similhantes. 

140. Dois triângulos, «pie teem os tres lados de hum 
perpendiculares aos tres lados do outro, são similhantes. 

A demonstração he como a precedente, mudando as 
palavras parallelas, e em linha recta, em perpendiculares. 

141. Em dois systemas, bum de rectas que se cortao 
cm hum ponto, e outro de parallelas, são proporcionaes 
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as partes das primeiras rcctas comprehendidas entre esse 
ponto e as parallelas, e as partes destas mesmas parallc-
las, cortadas pelas rectas concorrentes. 

AII, A K, AI, comprehendidas entre A, e III são pro-
porcionaes a A II, A F, AC, comprehendidas entre A, a BC 
parallela a III. 

GD, EG são proporcionaes a BF, CF, porque sendo 
parallelas são cortadas pelas mesmas rectas concorrentes 
DB, GF, EC; e assim das outras partes. 

l ie isto eííeito da similhança dos triângulos, a qual nestas 
circumstancias dá proporções com termos communs, da 
suppressão dos quaes resulta a verdade da proposição. 

142. Cortar huma recta em partes, que tenhão razões 
dadas. 

Seja AH a recta que se quer dividir em partes, que 
estejão entre si como AC, CD, DE. 

Sobre huma recta qualquer A E, fazendo com A B hum 
angulo < ^ 2 r, cortem-se successivamente as partes dadas, 
e tire-se EB, e depois DF, CG parallclas a EB. Tere-
mos assim AB dividida em partes AG, GF, FB, que 
estarão entre si nas razões dadas. 

Se se fizer o triangulo A BE idêntico a A BE, sendo 
BE' parallela a AE, e se tomar BD =ED, D' C'—D C, 
e se depois se juntarem I)D', CC', cortar-se-ha a recta 
A B nos mesmos pontos F, G. 

143. Achar a quarta proporcional a tres rcctas dadas. 
Sejão A E, A D, A B as tres rectas dadas, porque cm 

qualquer situação que sejão dadas, sempre se lhes pôde 
dar a actual. Tire-se Di'1 parallela a EB, e será A Fa 
recta pedida. 

Tirando DF parallela a GC, he A F a quarta propor-
cional ás tres rectas AC, AI), AG. 

O problema de achar a terceira proporcional a duas 
rectas dadas, se reduz a fazer A1)=AB, ou Al) 
—AG. 

144. Dois polygonos chamão-se similhantes, quando 
teem o mesmo numero de lados, e são compostos somente 
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de triângulos similhantes, situados da mesma maneira nos 
dois polygonos. 

l i o . Os polygonos similhantes teem todos os ângulos 
iguaes, cada hum a cada hum; e proporcionaes os lados 
adjacentes aos ângulos iguaes. 

Os polygonos A BC BE, abe de, tendo o mesmo nu-
mero de lados, sejâo compostos respectivamente dos triân-
gulos ABC, ACB, ABE, e de abe, aed, ade simi-
lhantes ou equiangulos com os primeiros, c dispostos da 
mesma maneira. 

Serão os ângulos BAC=bac, CAB = ead, BAE 
= dae, logo BAE=bae; B = b, BCA = bca, ACD 
= aed, logo B CB = bed: similhantemente se demonstra 
a igualdade dos outros ângulos dos polygonos, que são ou 
os mesmos ângulos dos triângulos, iguaes por supposição, 
ou sommas destes ângulos. 

A similhança dos triângulos dá 

AB:ab::BC:bc::AC: ac::CB:cd:: AB: ad 

::BE:de::AE:ae; 
logo 

AB : ab::BC:bc::CB:cd::BE: de:: AE: a, 

proporções que formão a segunda parte da proposição. 
146. Se dois polygonos são equiangulos, e teem pro-

porcionaes os lados adjacentes aos ângulos iguaes, elles 
serão similhantes. 

Nos polygonos ABCB, abe d, sejâo os ângulos ABC 1 
= abc, BCB=bcd, CBA=eda, BAB=dab, e além 
d'isto 

AB: aby.BC :bc::CB: ed::BA: da. 

De hum ponto qualquer E do polygono A B CB tirem-se 
aos vértices as rectas EA, EB, EC, EB. Faça-se no 
polygono abe d o triangulo abe similhante ao triangulo 
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A B E , e situado da mesma maneira. Tirem-se ec, ed. Pois 
que AB E—abe por construcçâo, será 

EBC=AB C—A BE= abe — abe —eb e. 

Mas por hypothese 
AB:ab::BC:bc, 

e por construcçâo 
AB:ab::BE:be, 

logo 
BE:be::BC:bc. 

Por consequência 137) são similhantes e dispostos 
da mesma maneira os'triângulos B CE, bee; c da mesma 
lorma se prova a similhança de figura bem como de po-
sição dos triângulos CDE, ede, e de ADE, ade. Logo 
os polygonos são similhantes (§ 14-4). 

147. Os poUgonos similhantes estão entre si na razão 
composta duplicada de dois de seus lados homologos, ou 
como os quadrados feitos sobre estes lados. 

Temos (§ 136) 

i „ r, , Á B A f í , 
area A BE area abe:: — X — : 1, 

ab ab 

, „ , BC BC . AB AB , 
area B CE: arca b c e;: — X — : 1 : : — X —U 

b c b c ab a 0 

7 CD CD , AB AB . 
arca CDE: area ede:: -—- X — : 1 : : — X , : 1, 

ca ca ab ab 

etc., etc. 

logo area A BE-i- area B CE-+- area CDE+ etc. 

AB AB , 
: area ao e H- arca bce + area cd e + e t c . : : —X—r'. 

ao ab 
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isto he, 

ABCD-.abcd:: — X —: l::AB*:abi. 
ab ab 

148. No triangulo rectângulo, sendo a base a hypo-
tlienusa, a altura he meia proporcional entre os segmentos 
da hypothenusa ; c cada hum dos lados meio proporcional 
entre a hypothenusa e o segmento adjacente. 

No triangulo ABC seja recto o angulo cm A. De A fig. 40. 
abaixe-se A D perpendicular sobre a hypothenusa; esta 
ficará dividida cm dois segmentos, porque a perpendicular 
deve cahir dentro do triangulo, sendo agudos os ângu-
los B, C. 

O angulo A D C he recto por conslrucçâo, logo C -4- CA D 
= r, mas he BA D -{-CA D —r por hypothese, logo 
C—BAD; c porque além disto CDA=BDA, segue-se 
que os triângulos BA D, CA D são similhantes, logo 

BD : DAy.DA : DC. 

Cada hum dos triângulos parciaes he similhante ao total, 
porque são rectângulos lambem, e teem luim angulo com-
mum a este. Logo 

BC: ABy.AB: BD, 
e 

BC:AC::AC:DC. 

149. No triangulo rectângulo os polygonos similhantes, 
construídos hum G sobre a hypothenusa, outro F sobre 
hum lado do angulo recto, como lados homologos, teem 
entre si a razão da hypothenusa e do segmento delia adja-
cente a este lado. 

Porque sendo F construido sobre o lado AC, será 

G : F:: 1 raas he também 
MJ L/ Xí V 

F 
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area B A C: area CA D:: 1: ^ X ~ : : B C: D <7(§ 124), 
Í » C X> C 

logo 
G . F:\BC\DC. 

Da mesma maneira se acha, sendo 2? o polygono simi-
lhante construído sobre A B, 

G:E::BC.BD. 

150. Dos tres polygonos similhantes construídos sobre 
os tres lados do triangulo rectângulo, como lados homo-
logos, aquelle que pertence á hypothenusa he igual á somma 
dos outros dois. 

Porque he 
E:F:G::BD:DC:BC, 

será 
E-\-F\G:\ BD -\-DC (ou BC): BC; 

logo 
G=E-\-F. 

151. Os quadrados formados sobre os tres lados do 
triangulo rectângulo, sendo polygonos equiangulos entre si 
e tendo os lados proporcionaes, são similhantes; logo o 
quadrado da hypothenusa he igual á somma dos quadra-
dos dos outros dois lados. 

Kii; 41. 152. Construir hum angulo recto BAC. 
Hum modo de construir o angulo recto he achar em 

números inteiros a relação dos lados de hum triangulo re-
ctângulo ABC. 

Estejão os dois lados e a hypothenusa na razão dos nú-
meros a, b, c, que se pretende achar. Será 

AB^AO=BC, 
ou 

aaM? + 62M7 = c2M?, ou a2 -+- !r = c'\ 
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togo 
a2 + 2a& + ò2 = 2 a ò - f - c 2 = <Z2, 

logo 
2ab = d* — ci = (d-hc) (d — c); 

portanto se se fizer 2 a = d-{-c, b = d — c, sommando, 
teremos estas equações, 

2 a + ò = 2 d ; 

4 a 8 H - 4 a & H - & 2 = 4 d 2 ; 
mas 

4 a 2 - h 8 a 6 + 4 62 = 4 ti2, 

logo por subtracção 

4 a 6 + 36 2 = 0, ou 4 < H - 3 6 = 0; 

donde se tira a— — 3p, = 

O mais simples he suppôr a = — 3, ou a — 3, porque 
se deve elevar a á segunda potencia; logo 6 = 4, e c = 5. 

Por consequência com tres rectas, que estejâo entre si 
como os números 3, 4, S, ou como os seus equimultiplos, 
pôde formar-se o triangulo rectângulo. 

153. Achar a média proporcional entre duas rectas 
dadas. 

Com as rectas dadas BD, D C componha-se a recta BC. v 
Divida-se esta em duas partes iguaes no ponto H. Com 
HA—HB, com HD, e o angulo recto ADII faça-se o 
triangulo D HA. 

Digo que A D he a média proporcional pedida. Por-
que tirando AC, AB, o triangulo ABC será rectângulo 
por serem isosceles os triângulos BHA, AHC, e por-
tanto HAB—B, HAC=C, ou BAC=B->r C=r; 
logo A D he a linha pedida. 
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De outro modo. Sejão BC, CD as rectas dadas. Faça-se 
a mesma construcção, e será AC a média proporcional 
pedida. 

154. Construir o triangulo rectângulo, de que se co-
nhece hum lado do angulo recto e a hypothenusa. 

Seja BC a grandeza e posição da hypothenusa, e AC 
a grandeza do outro lado dado; trata-se de achar o ver-
tice A do angulo recto. 

Procure-se CD, terceira proporcional a BCe AC (§143) 
determine-se depois o vertice A do triangulo rectângulo 
A D C, como no problema precedente. 

155. Se o quadrado feito sobre hum lado de hum trian-
gulo fòr maior que a somma dos quadrados dos outros dois 
lados, o angulo opposto a esse lado lie obtuso; c se o dito 
quadrado fòr menor, o angulo opposto he agudo. 

Fig. 42. No triangulo A B C , seja A / / > A C ^ - h B C. 

Faça-se (§ 154) com a hypothenusa AB e o lado 

AD = AC o triangulo rectângulo ADB. Será AB 

—A D7 - f - B D * , logo BD^> BC, e logo o triangulo re-
ctângulo da construcção envolverá o triangulo proposto, 
porque sendo recto o angulo em D, se o vertice C po-
desse estar ou sobre hum lado do angulo recto, ou fóra 
deste, então ou AC não seria igual a A D, ou BC mo 
seria menor que BD. 

Segue-se portanto que o angulo C he maior que D, ou 
obtuso. 

Fig. 43. No triangulo ABC seja Ab!< A d + Bc'. 

Faça-se da mesma sorte o triangulo ADB rectângulo 
em D, e com AD=AC. Será BC>BD; logo ABC 
não pode ser envolvido por A B D , nem cortar o lado B D . 
Junte-se C c D. No triangulo issosccles AC D, o angulo 
ACD he agudo, logo ACB também o he. 

156. Fazer lnim polygono similhante a outro dado, e 
que tenha com elle huma razão dada. 
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Sejão P o polygono dado, e A' aquelle que se pede; e Fig. 44. 
estejâo BD, DC na razão dada. 

Sobre BC como liypolhenusa, e com os segmentos BD, 
DC faça-se (§ 153) o triangulo rectângulo ABC. Sobre 
A B tome-se A E, igual a bum dos lados do polygono P. 
Tire-se EF parallela a BC, e será AF o lado homologo 
do polygono X. Porque (§ 149) 

P:X::EG:GF::BD:DC. 

Para acabar a construcçâo, formem-se sobre AF ân-
gulos iguaes aos que estão formados no polygono P com 
o lado A E, e que tenhão os lados proporcionaes aos deste, 
e sobre os lados assim determinados continue-se da mesma 
forma até fechar o polygono X. 

157. Dividir huma recta em duas partes taes, que liuma 
seja média proporcional entre a outra e a recta toda. 

Seja AB a recta proposta. Levante-se sobre cila a per- Fig. 4.5. 

pendicular BC^-AB. Tire-se AC. Corte-se CD=BC, 

e A E—AD; será AE a média proporcional pedida. 

No prolongamento de AC tóme-se CF=CD — CB 
1 

= - A B , e tirem-se B D , BF . 
2 1 Porque DCB he isosceles, -DCB-+-CBD = r; mas 

he também ABD-i-CBD — r por construcçâo; logo 

ABD = - D CB. Porque CFB lie isosceles, será BFC 
1 2 

= -DCB, logo ABD — AFB. Por consequência os 

triângulos ABD, AFB, que, além desses ângulos iguaes, 
teem o angulo A commum, são similhantes. Logo 

AF:AB::Afí:AD, c AF—AB.ABy.AB—AD.AD. 

Mas DF—AB, AF—AB=AD=AE, AB—AD=BE, 
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logo 

AE:AB::BE:AE, ou AB: AEy.AE: BE. 

158. Corda do polygono he qualquer recta, que ter-
mina em dois pontos do perímetro. Diâmetro he a recta 
que divide igualmente todas as cordas parallelas entre si. 
A grandeza do diâmetro limita-se, como a das cordas, 
pelos pontos de intersecção com o perímetro. Eixo he o 
diâmetro perpendicular ás cordas. 

159. No parallelogrammo cada huma das rectas, que 
dividem ao meio os lados oppostos, he diâmetro das cor-
das parallelas a estes lados; e cada huma das diagonaes 
he diâmetro das cordas parallelas á outra. 

Fig. 46. No parallelogrammo ABC D os lados AB, DC este-
jão divididos ao meio nos pontos E, F pela recta EF. 
Tircm-se as cordas GH parallelas a AB, cortando EF 
nos pontos T. 

Porque AE, DF são iguaes e parallelas, será ADFE 
hum parallelogrammo, logo El, AG são parallelas; mas 
GI, AE são parallelas também por construcçâo; logo 
AEIG he parallelogrammo, e GI—AE. l)a mesma ma-
neira se prova que IH—EB, logo GI—III. Logo huma 
corda qualquer parallela a AB he dividida ao meio por 
E F ' , logo EF he diâmetro. 

Fist. 47. No parallelogrammo ABCD seja EF parallela á dia-
gonal DB, e cortada em G pela diagonal AC, e seja II 
a intersecção das diagonaes. Será (§ 141) 

EG:GF::DH:HB. 

Mas (§ 105) DH—HB, logo EG — GF. Por con-
sequência a diagonal AC passa pelo meio de todas as cor-
das parallelas á outra diagonal. 

160. No rectângulo a perpendicular ao meio de hum 
lado divide o rectângulo e o perimetro em partes iguaes, 
e he eixo. 
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No rectângulo ABCD sejão E o meio de A B, e EF Fig. 4». 
perpendicular a AB. 

Dobre-se o rectângulo por EF. EB cahirá sobre EA, 
o angulo B sobre o angulo A, BC sobre AI), o ponto C 
em D; logo FC coincidirá com DF; logo F he o meio 
de DC; EF he diâmetro, e também eixo, porque será 
perpendicular a todas as cordas parallelas a AB (§ 159). 

161. Centro de pontos he hum ponto tal, que as rectas 
tiradas delle aos primeiros são iguaes, e cada huma se 
chama ralo. Centro de rectas he o ponto do qual se pe-
dem abaixar perpendiculares iguaes sobre todas as rectas, 
e cada huma destas perpendiculares se chama apothema. 
Centro de fgura he o ponto, que ao mesmo tempo he 
centro dos vertices e dos lados do polygono. 

162. Dois pontos teem hum numero infinito de centros, 
mas todos 11a perpendicular ao meio da recta, de que elles 
são extremos; e reciprocamente. 

Seja 1) hum dos centros de B, C. Tirem-se DB, D C, FÍÇ. to. 
BC e DA ao meio de BC. Será A centro também. 

Porque D he centro por hypothese, será DB=DC, 
e pela mesma razão BA=CA; e porque DA he com-
mum aos dois triângulos DAB, D AC, estes serão idên-
ticos, e por isso DAC=DAB — r, e DA perpendicular 
a BC. Logo hum centro qualquer das extremidades de 
BC está na perpendicular ao seu meio: e demonstra-se 
com a mesma facilidade, que os pontos desta perpendi-
cular são todos centros daquellas extremidades. 

163. Todos os pontos da recta que divide ao meio 
hum angulo, são centros dos seus lados; e reciprocamente. 

Divida-se o angulo proposto B A C c m duas partes iguaes FÍS. 49. 
pela recta A D. De hum ponto qualquer D de A D abai-
xem-se as perpendiculares DB, DC sobre os lados do 
angulo. 

Os triângulos ADB, A DC são idênticos, porque teem 
"hum lado commum AD, demais DBA—DCA por con-

strucçâo, BAD = CAD por hypothese, logo DB=DC. 
Portanto D he centro dos lados AB, AC. 
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Reciprocamente, se D he centro dos lados AB, AC, 
a perpendicular DB será igual á perpendicular D C; e 
porque DA he commum aos dois triângulos rectângulos, 
estes serão idênticos, e o angulo BAD — CAD, isto he, 
DA dividirá ao meio o angulo proposto. 

164. O triangulo tem centro de vertices, mesmo no 
seu plano. 

50. Levantem-se as perpendiculares DF, EF ao meio dos 
lados AB, AC do triangulo ABC. 

Estas perpendiculares, sendo lados de ângulos rectos, 
concorrem, porque d'outra maneira serião parallelas, o que 
não he possivel (§ 52), pois que os outros lados DA, EA 
dos ângulos rectos não são parallelos, porque teem o ponto 
A commum, nem estão em linha recta, porque então não 
existiria triangulo. Seja pois F o ponto de encontro destas 
perpendiculares. Será F centro de A, B, visto pertencer á 
perpendicular DF ao meio de AB (§ 162), logo FA=FB. 
Similhantemente, F he centro de A, C, por existir cm 
EF, logo FA — FC. Logo são iguaes os raios A F, BF, 
CF, e F he centro dos tres vertices, e o único no plano 
do triangulo. 

165. O triangulo tem dentro em si centro de lados. 
. 51. AD, BD dividão ao meio os ângulos BAC, ABC. 

A D, BD concorrem sendo produzidas, porque os ân-
gulos que ellas formão com AB são sempre agudos, por 
serem as metades dos ângulos do triangulo; e sendo con-
tinuadas até aos lados oppostos, ter-se-hão já cortado em 
algum ponto D. Tirem-se DE, DF, DG perpendiculares 
aos lados do triangulo proposto A B C . 

Cada huma destas perpendiculares, DE por exem-
plo, não pôde cahir senão na parte commum aos bila-
teros agudos DAB, DBA, isto he, dentro de DAB; e 
assim das outras. Logo (§ 163) DE=DF, e DE —D G. 
Por consequência D he o centro dos lados do triangulo 
ABC. 

166. O centro dos vertices do triangulo rectângulo está 
no meio da hypothenusa; e, reciprocamente, se o centro 
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dos vertices de hum triangulo estiver sobre hum lado, o 
triangulo será rectângulo, e esse lado será a hypolhenusa. 

Seja rectângulo em A o triangulo ABC, e Do meio r<-
da hypothenusa. 

Os ângulos DA B, D AC, B, C juntos valem 2 r. DA B 
-JrDAC=r, logo B-{-C = r, ou 

DAB-hDAC=B-hC. 

Mas se fòr A D <C,BD, será também AD<^DC por 
hypothese, logo B < D A B , e C < C D A C , logo 

B -+- C < DA B + D AC, absurdo. 

Se fòr AD>BD, será AD>DC; logo B>DAB, e 
C>DAC; logo B-{-C>DAB-i-DAC, absurdo. Por 
consequência AD=BD = CD, e D meio da hypothe-
nusa he o centro dos vertices do triangulo rectângulo. 

Reciprocamente, se no triangulo ABC fòr DB — DA 
=DC, será B = DA B, C=DAC, logo 

B-hC=DAB-hDAC=BAC; 

logo BAC he recto, e BC hypolhenusa. 
167. Levantar huma perpendicular na extremidade A i 

de huma recta A B , sem a produzir. 
No meio C de AB levante-se a perpendicular CD de 

grandeza arbitraria, tire-se BDE=2 BD, e depois EA, 
que será a perpendicular pedida, por ser D o centro dos 
pontos E, A, B. 

Doutro modo. Levante-se a perpendicular CD cm hum 

ponto qualquer C, e depois tire-se A E parallela a CD. 

Ou também, ache-se o ponto E com as aberturas de com-

passo AE=-A B, e BE=-AB. 4 4 
168. O quadrilátero no qual a somma de dois ân-

gulos oppostos, e por consequência a dos outros dois, he 
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igual a dois rectos tem centro de vertices; e reciproca-
mente. 

Fig. 54. 1.° Esteja o centro E dos vertices D, B, C fóra do 
quadrilátero ABCD, no qual he 

ABC-}-ADC=2r, 
e 

BAD+BCD = 2r. 

Porque os triângulos EDC, EBC são isosceles, será 
c—f, c — d-\-e; mas pela hypothese da proposição he 
b + c + g = 2 r , e a-j-h-\-d — 2r, logo 

ou 
b-\-f-hg = a-\-h. 

Agora digo que he AE=DE=BE. Porque se fòr 

A DE, ou A BE, será f-\- g > h, e b>a; 

l0g° f+g-hb>h + a, 

absurdo. Portanto E he o centro dos quatro vertices. 
Fig. 55. 2.° Esteja o centro E dos vertices A, B, C dentro do 

fjuadrilatero. Tirem-se EA, EB, EC, ED. Será EA 
— EB — EC, logo a — b, c = d. Mas he por hypothese 

b-\-c-+-f-hg = 2r, 

a-\-h-\-d-\-c — 2r, 

equações, das quaes eliminando a, c por meio das pri-
meiras, resulta 

f-\- g — 1i-+- c, 

equação que não pôde subsistir sem ser ED—EA — EC. 
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3." Esteja o centro E dos tres vertices A, B, C sobre FÍS. SH 
hum dos outros dois lados do quadrilátero. 

Será 

a — b, c = d, b-\-c-he — 2r — a-j-f-{-d, 

equações das quaes se deduz logo 

e = f , e EA — ED; 

por consequência E he o centro dos quatro vertices. 
Reciprocamente, se o quadrilátero tiver centro de ver-

tices, a somma dos ângulos oppostos será igual a dois rectos. 
l . ° Porque os triângulos EAB, EBC, ECD, EDA yls 

são isosceles, será 

logo 
•b, c — d-\-c, c — f, f -h g = h; 

a-\-h-\-d — b-\-c-{-g, 
ou 

BA D + B CD = A B C + A D C, 
e logo 

BAD-hBCD = 2r, 

ABC ADC — lr. 
2.° Seja Kig. 55. 

a -(- h = b -+- g, d - f - c = c - f - f , 

logo 

isto he BA D + B C D = A B C -+- A D C = 2 r. 

3.° Seja FÍS. .)!). 
a-*rf—b-\-e, d — c, 

logo 
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ou BAD-+-C=ABC-\-D = 2r. 

Fiir. 57. 169. No primeiro caso o centro E de A, B, C não 
pôde ter liuma posição tal que o vertice D fique dentro do 
angulo A EC, porque na proposição directa teríamos BA E 
-\-BCE>2r; mas BAE= ABE, e BCE=CBE, 
logo 

ABE-hCBE>2r, 

absurdo: e na proposição inversa serião iguaes EA, ED, 
EC, absurdo. 

fig. 58. No terceiro caso. Se na proposição directa se diz que 
o centro E dos vertices A, B, C pôde estar sobre hum dos 
lados AB, BC; então B he hum angulo agudo do trian-
gulo rectângulo, que se pôde construir com os vertices 
A, B, C, logo D he obtuso, e então a demonstração pôde 
começar pela supposição de que E he o centro dos tres 
vertices A, D, C, e que o centro não está sobre algum 
dos lados A D, DC. 

170. Dois triângulos sobre a mesma base, cujos ângu-
los oppostos a esta são iguaes, teem o mesmo centro de 
vertices; e reciprocamente. 

59. Nos dois triângulos ABC, ABD sobre a mesma base 
Ali, seja ACB — ADB. 

Tire-se pelo vertice e dentro do angulo AC li huma 
recta qualquer CE. Faça-se o triangulo A BF com os ân-
gulos BAF—ACE, e ABF=BCE; será F o supple-
mento de ACB, ou de ADB. Logo (§ 168) o centro dos 
vertices do triangulo ABF he também centro de C, D, 
isto he, A, B, C, D tem o mesmo centro. 

Reciprocamente, se os dois triângulos ABC, ABD 
teem o mesmo centro de vertices, este será commum aos 
quadriláteros ACBF, A DBF; logo ACB, e ADB serão 
cada hum supplemento de F, e por tanto iguaes. 

171. No theorema precedente as partes dos lados que 
se cortão em G, ou concorrem cm H, são inversamente 
proporcionaes; e reciprocamente. 
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Como os triângulos ACG, BDG teem ACG = BDG, 
e AGC—BGD, são similhantes, logo 

CG: DG::AG:BG. 

Os triângulos ADH, BCH, tendo ADH=BCH, por 
serem supplementos de ângulos iguaes, e o angulo H com-
mum, são similhantes, logo 

AH:BH::DH:CH. 

Se o concurso fôr em hum ponto abaixo de A B, a de-
monstração he inteiramente analoga. 

Reciprocamente, se fòr 

CG:DG::AG: BG, 

pois que C GA = DGB os triângulos CG A, D GB serão 
similhantes, logo ACG —BDG. Se fòr 

AH:BH.:DH:CH, 

porque H he commum, os dois triângulos ADH, H CU 
serão similhantes, logo 

ADH— B CH, e ADB — ACB. 

O mesmo acontece se o concurso fòr no ponto inferior. 
172. Se o vertice de hum d'estes ângulos oppostos á 

base, fòr o centro dos vertices do outro triangulo, o pri-
meiro dos ditos ângulos será o dobro do segundo. 

Se nos triângulos ABC, ABD, fôr C o centro dos ver- Fig. 00 
tices A, B, D, tire-se a recta D CG, e será isosceles o 
triangulo A DC, logo ACG — 2ADG: similhantemente 
será BCG — 2BDG, logo 

ACB = 2ADB. 
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Se nos triângulos ABC, A BE, fòr C o centro dos ver-
tices A, B, E; será isosceles o triangulo CEB, logo 

Se nos triângulos ABC, ABE, fòr C o centro dos ver-
tices A, B, F, tire-se a recta FCH. Será isosceles o trian-
gulo CFB, logo HCfí = 2 I I F B . Será também isosceles 
AFC, logo HCA — ZHFA, por consequência 

173. Achar a expressão do raio de vertices de hum 
triangulo por meio dos lados do triangulo e da sua area. 

6i. Seja ABC o triangulo. 
Nos vertices A, C de seus mais pequenos ângulos le-

vantem-se as perpendiculares AI), CD sobre A li, Cl>, 
as quaes fazendo ângulos agudos com AC, se encontrarão 
em algum ponto D. Tire-se BD. O quadrilátero ABCD 
tem centro de vertices, e este centro está no meio E de 
BD (§ 166). Abaixe-se de B a perpendicular BF sobre 
AC. Os ângulos BAC, BDC são iguaes (§ 170), logo 
os dois triângulos rectângulos A B F , B D C são similhantes, 
logo 

ACB = 2E. 

isto lie, 
HCB — HCA == 2 [HF li — HFA), 

ACB = 2AFB. 

AB: BF:\BD: BC, 
donde 

BD = 2BE— 
AfíXBC 

BF ' 

e por conseguinte 

o raio BE= 
ABXBCXAC ABXVCXÂC 

2 FBXAC 4 areas 4 arcas (S 130). 

5i 174. No triangulo ABC he o opothema 
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„ 2 arcas 
D G = . 

Ali+BC + AC 

Porque o triangulo ABC he composto de tres, cujas 
bases são os mesmos lados de A B C , e que todos teem o 
vertice D centro destes lados, e de que as alturas são por 
consequência todas iguaes ao apothema D G , e cujas areas 

são \ABxDG, -BCXDG, - ACxDG, cuja som-
2 2 2 

ma he = area. 
175. O centro de verlices do rectângulo he a inter-

secção das diagonaes, ou dos eixos. 
Porque as diagonaes se cortão mutuamente em parles Fig. t>£. 

iguaes (§ 105), será AE=EC, BE—ED. Mas as dia-
gonaes do rectângulo são iguaes, porque nos triângulos 
rectângulos BA D, ADChc BA = CD, e ^ lD commum, 
logo AC = BD. Logo 

AE—BE—CE—DE, 

e será E o centro de vertices do rectângulo. 
E pois que o triangulo EBC he isosceles, a perpendi-

cular abaixada de E sobre BC, passará pelo meio desta 
(§ 89), e será eixo (§ 158), e da mesma sorte será eixo 
a perpendicular tirada de E sobre AB; logo E he a in-
tersecção dos eixos. 

176. O quadrilátero, em que a somma de dois lados 
oppostos he igual á somma dos outros dois, tem centro 
de lados; e reciprocamente. 

No quadrilátero ABCD seja A B -)-D C=A D-{-BC. Fig. 
Divida-se ao meio cada hum dos ângulos A, B pelas 

rectas AE, BE, que concorrerão em algum ponto E. 
Todos os pontos de A E são centros dos lados AB, A D 
(§ 163), e todos os pontos de BE centros de AB, CB: 
logo as perpendiculares EF, EG, EH, abaixadas de E 
sobre estes lados, são iguaes. Os triângulos rectângulos 
A EH, A EF são idênticos, por terem commum a hypo-
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Ilienusa, c os ângulos cin A iguaes, logo AH—AF. Se 
fòr escolhido A 11, o menor ou hum dos menores lados do 
quadrilátero, vè-se que o ponto He stà entre Ac D, pois de 

outra sorte AF=AI1 seria ^AD, isto he, AF^>AB; 

absurdo, porque a perpendicular EF corta A li, sendo 
agudos os ângulos em A, B do triangulo A ED. Da mes-
ma maneira se prova que BF—BG, e que o ponto G 
está entre C e 11, logo AF-+-BF=A H-hBG, ou AB 
= A H - \ - B G , e logo pela hypothese da proposição DC 
= DIÍ-hCG. 

Faça-se DI= DIÍ, e tire-se El; será IC=GC. Digo 

que El he igual ás tres perpendiculares EH, EG, EF, 

e perpendicular sobre DC. Porque se El fosse ^ EH, 

ou ^ EG, os ângulos em l scrião (§ 155) ambos obtu-

sos, ou ambos agudos, o que lie impossível; por con-

seguinte EI=EH=EG, e El he perpendicular so-

bre DC. 
Reciprocamente, se o quadrilátero ABC D tem centro 

E de lados, será 

AB-{-DC=AD-i-BC. 

Porque tirando as rectas EA, EB, EC, ED, ellas di-
vidirão os ângulos A, B, C, I) do quadrilátero em partes 
iguaes, que serão ângulos agudos, e abaixando de E as 
perpendiculares ou apothemas sobre todos os lados, estas 
perpendiculares EF, EG, EF, EH encontrarão os lados 
entre os seus extremos. 

Os triângulos A E1I, AEF são idênticos, logo AF 
—AH; com os triângulos BEF, BEG se prova da mes-
ma maneira que BF=BG; e da mesma maneira tam-
bém se acha Cl—CG, DI—DH. Todas estas equações 
juntas dão 

AB-hDC = BC-hAD. 
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177. No rliombo o centro de lados está na intersecção 
das diagonaes, dos diâmetros, ou das transversaes. 

Porque qualquer diagonal divide o rliombo em dois 
triângulos idênticos e isosceles, e por consequência divide 
ao meio os ângulos oppostos, e contém o centro de lados. 
A intersecção das diagonaes lie também commum aos diâ-
metros, e ás transversaes. 

178. Se duas rectas cortão proporcionalmente os lados 
oppostos de bum quadrilátero, cada huma cortará a outra 
na mesma razão, em que corta os dois lados oppostos. 

# As rectas EF, GH cortem os lados do quadrilátero 
ABCD, de sorte que seja 

AH:HD.:BG:GC, 
e 

AE: EB:: DF: FC. 

Tirem-se CIT, FH; e depois Bb parallela a GH e 
que encontre CH produzida, e Ee parallela também a 
GH e terminada em Ab; e tire-se mais eH. Será 

bH: HC::BG :GC::AH:HD; 

logo ôs triângulos AHb, DHC são similhantes. Será de-
pois 

Ae : eb ::AE: EBy.DF: FC; 

donde se deduz 

Ae:DF::Ab:DC; 

mas os triângulos similhantes AHb, DHC dão 

Ab:DC::AII:DH; logo Ae .DF : :AH:DH; 

além disto, sendo similhantes os triângulos AHb, CHD, 
ii 
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será o angulo HAe=HDF; logo os triângulos Alie, 
DHF são também similhantes, e será o angulo A He 
= 1)11 F, donde se segue que FHe he huma linha rccta. 
Agora pois, sendo parallelas Fe, MH, teremos 

EM \M F:\eH\IIF 

::AH:HD. 

Por huma construcção similhante se demonstra que 

HM: MG::AE: EB. 

A excepção do caso do parallelogrammo, he sempre 
possível a construcção para a demonstração, como a figura 
a representa, isto he, estando a recta Bb entre BA e 
GH, ou sendo o angulo A B CGH; porque se todos 
os quatro ângulos do quadrilátero proposto fossem ao mes-
mo tempo menores que os quatro ângulos correspondentes 
de G11 com os lados oppostos, seguir-se-hia o absurdo, 
que os quatro ângulos de hum quadrilátero não furião a 
somma de quatro ângulos rectos. 

Mas quando o quadrilátero proposto he hum parallelo-
grammo, não he neccssaria construcção alguma, porque a 
igualdade das rectas parallelas entre rectas parallelas for-
nece immediatamente a demonstração. 

179. Com hum lado dado adjacente a dois ângulos da-
dos fazer hum quadrilátero, que tenha centro de vórtices, 
e centro de lados. 

Fig. 65. Sejão AB o lado, e A, B os ângulos dados. 
Em hum ponto qualquer C do lado de hum dos ângu-

los faça-se o angulo ACD supplemento do seu opposto B. 
Os lados d'estes ângulos concorrerão em algum ponto D. 
Dividão-se em partes iguaes os ângulos A, B por meio 
de rcctas que concorrerão em algum ponto E. Deste ponto 
abaixem-se perpendiculares sobre todos os lados do qua-
drilátero ABC D. Tres destas perpendiculares serão iguaes, 
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a saber, EF, EG, EH, e se El o não fòr também, faça-se 
EK igual a huma delias. Por K conduza-se LM paral-
lela a CD, e sejão L, M os pontos de encontro com AC, 
li D produzidas. AL MB será o quadrilátero pedido. 

Porque o angulo L — ACD he supplemento de B, o 
quadrilátero A L MB tem centro de vertices (§ 108), 
EK he perpendicular a LM, c =EF—EG—EH, 
logo E he o centro de lados. 

180. O polygono de hum numero par de lados, e cm Fig. 6o. 
que ha centro de vertices, tem a somma dos ângulos al-
ternados igual á somma dos outros. 

Divida-se o polygono ABCDEFGH em quadriláteros 
por diagonaes, que não se cortem; o que he possivel, por-
que o polygono que tem centro de vertices he convexo, 
ou não tem angvulos interiores maiores que dois rectos, 
sendo agudos os ângulos formados pelos lados e os raios. 
Logo teremos 

A-\-h — a-\-H, 

g-\-c = b - h f , 

d -\-E= e + D, 

equações cuja somma he 

181. O polygono de hum numero par de lados, e em 
que ha centro de lados, tem a somma dos lados alterna-
dos igual á somma dos outros. 

Nestes polygonos os apothemns encontrão os lados en-
tre seus extremos, o que se conclue facilmente advertindo 
que as rectas tiradas do centro dos lados para os vertices 
fazem ângulos agudos com os lados. 

Sejão pois G, II, I, K, L, M os pontos, em que os Fig. f>7. 
apothemas encontrão os lados do poljgono ABC DEF. 
Será 



4 2 
ELEMENTOS DE GEOMEIRIA. 

AG = AM, 

BG = BH, 

Cl= CH, 

DI= DK, 

EL = Eli, 

FL — FM, 

equações cuja somma he 

A B + CD -{-FE— A F-+- B C-\-DE. 

182. Polygono regular he aquelle que tem todos os 
ângulos iguaes, bem como todos os lados. Angulo de po-
lygono regular he hum qualquer dos ângulos iguaes. Cada 

n —2 
hum destes ângulos, sendo n o seu numero, he = 2 r 

(§ 93). 

Assim, exprimindo o angulo recto r por 90° (90 gráos), 
será o angulo do triargulo equilátero — 60°, o angulo do 
quadrado = 9 0 ° , o do pentágono regular = 108°, o do 
hexágono regular = 120°, o do octogono regular = 135°, 
o do decagono regular = 1 4 4 ° , e o do dodecagono re-
gular = 150°. 

183. No polygono regular as rectas que dividem os 
ângulos em duas partes iguaes, e as perpendiculares que 
dividem os lados em duas parles iguaes, dividem também 
o polygono e o perimetro em partes iguaes, e são eixos. 

Fiç. 68. No polygono regular A B CDE FG tire-se A M que 
divida ao meio o angulo A. l)obre-se o polygono por AM. 
Os lados AG, e AB coincidirão, por ser GAM — BAM 
por construcçâo; coincidirão também os pontos G, c B, 
porque A G — A B por hypothese; e lambem os pontos 
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F, C, porque o angulo G=B, e GF—BC; e assim 
por diante; finalmente coincidirão EM e DM. Logo o 
polygono e o perimetro são divididos em partes iguaes 
por AM. 

Tome-se sobre o perimelro hum ponto qualquer H, e 
corte-se a porção do perimetro ABCI—A GFH. Tire-se 
Hl, que cortará A M em algum ponto K. Dobrando a 
figura | or AM, se achará H K—l K, c H KA = IKA; 
lo^o AM he perpendicular á corda 111 no seu meio. Con-
siderando todos os pontos 11 de huma parte, e os corres-
pondentes / da outra, ter-se-hâo as extremidades de todas 
as cordas perpendiculares a AM, e por consequência pa-
rallelas entre si, e que são divididas em partes iguaes por 
A M. Lego A M he hum eixo. 

Prova-se igualmente por outra sobreposição a segunda 
parte da proposição, isto lie, dobrando a figura por NE, 
perpendicular no meio de A B, vê-sc que o polygono, o 
perimetro, e as cordas parallelas a LQ ficão divididas ao 
meio por N E , e lhe são perpendiculares, comtanto que 
L e Q sejão tomadas a iguaes distancias de N sobre o 
perimetro. 

184. O polygono rcgu'ar tem centro de figura na in-
tersecção de (odos os eixos; e reciprocamente. 

No polygono regular ABC DE tirem-se os eixos AF, Fig. 
BF, que se encontrarão no interior da figura, porque dou-
tra sorte não dhidiriâo cm partes iguaes o polygono; seja 
pois F esse ponto de encontro. Tirem-se 1 C, FD. 

No triangulo AFB he a = b porque estes dois ângulos 
são metades dos ângulos do polygono proposto, 1< go FA 
— FB. Os triângulos FAB, FBC tendo AB = BC, 
FB commum, b = r, são idênticos, donde FC—FA, e 
d = a, e lego FC he hum eixo também. Proseguindo 
desta maneira pôde provar-se que todas as rectas tiradas 
de F aos vertices são iguaes, e eixos, logo F he centro 
de vertices. 

I)e F abaixem-se FG, Fll, Fl perpendiculares aos 
lados AB, I1C, CD do polygono, as quaes sendo tiradas 
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do vertice principal dos triângulos isosceles, dividirão ao 
meio os lados do polygono, isto he, serão eixos. 

Nos triângulos rectângulos FBG, FBH lie FB com-
mum, e b — c, logo FH=FG. Similhantemente se pode 
provar que FI=FH, e também que sào iguaes todas as 
perpendiculares abaixadas de F sobre os outros lados; logo 
F he também centro de lados. 

Reciprocamente, se F fòr centro de figura o polygono 
será regular. 

Nesta hypothese será 

FA = FB=FC, 
c 

FG — FII=FI, 

logo a — b. Nos triângulos rectângulos FB G, FB II he 
FB commum, FG — FH, logo b — c. Nos triângulos 
FAB, FBC he FB commum, AF—CF, b = c, logo 
(§ 87) AB — BC; e da mesma maneira se prova a igual-
dade dos outros lados do polygono. 

Pois que a = b — c, segue-se que a he metade do angulo 
ABC; e da mesma sorte se prova que c — a he metade 
do angulo BCD, e por isso ABC = BCD, e seguida-
mente se conclue a igualdade de todos os outros ângulos 
do polygono, que por consequência será regular, pois está 
já demonstrada a igualdade dos lados. 

185. O polygono que tem os lados iguaes, e centro de 
vertices, he regular. 

Pelas supposições da proposição são isosceles e idênticos 
os triângulos FAB, FBC, FCD, etc., logo a = b — c 
z=d=e = e te.; e logo b -\-c=d-{-e, ou ABC—BCD, 
por onde se vô já que todos os ângulos do polygono são 
iguaes. 

186. O polygono que tem os ângulos iguaes, e centro 
de lados, he regular. 

Pelas supposições da proposição, he nos quadriláteros 
FGBH, FHCl o angulo GFI1 supplemento de GBII, 
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e HFJ supplemento de HCI, logo GFH, HFI são iguaes; 
e pois que os lados destes ângulos são também iguaes, as-
sim como os ângulos em G, H, [, por serem rectos, se-
gue-se (pie os dois quadriláteros admittem duas sobrepo-
sições, das quaes se deduz GB = BH= HC=CI: da 
mesma maneira se pode achar C7 = /D = etc. , logo 
BC=CD. Similhantemente se pôde demonstrar a igual-
dade dos outros lados, logo o polygono he equilátero, e 
equiangulo, isto lie, regular. 

187. Sector do polygono regular he o triangulo for-
mado por dois de seus raios e hum lado. Angulo do centro 
do polygono regular he o angulo do sector que tem o ver-
• ^ , . , ír 3(i0° 

tice no centro. O angulo do scctor he — — = , sen-
do n o numero dos lados. " " 

Assim acliar-se-ha no triangulo equilátero o angulo do 
centro = 1 2 0 ° , no quadrado — 9 0 ° , no pentágono re-
gular = 72°, e no hexágono regular = O0°. 

188. O triangulo equilátero construe-se da mesma for-
ma que qualquer triangulo, tomando os lados iguaes. 

189. O hexágono regular construe-se dividindo oin 
duas partes iguaes cada hum dos tres ângulos do centro 
do triangulo equilátero, e fazendo iguaes as seis rectas (pie 
sahem do centro, cujas extremidades serão os vertices do 
hexágono regular. 

190. O dodecagono he formado do hexágono, da mes-
ma maneira que este se fórma do triangulo equilátero. 
E assim, similhantemente, todos os polygonos regulares de 
hum numero de lados duplo do numero de lados de outro 
polygono que se saiba construir. 

191. O quadrado está já construido; mas pôde tam-
bém construir-se com duas perpendiculares iguaes, e que 
se cortem em partes iguaes. Suas extremidades são os ver-
tices do quadrado. 

192. Construcção do pentágono regular. 
Sejão ABC hum angulo, e AB, BC dois lados do pen- FÍS. 70. 

tagono regular. Tire-se AC. 
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Será ABC — 108', loco no triangulo ABC teremos 
A — C — 36°. Faça-se ABD = 36°. Será A D — BD, 
c DBG — 72". Mas C = 3 6 " , logo BDC = 72 \ e logo 
o triangulo 2?CD lie isosceles, ou DC = BC = AB. Os 
triângulos A BC, A BD s'10 similhantes, por lerem .í com-
mum, e A BD — C por construcçâo, logo 

AC.AB (ou CD) : :AB (ou CD) \ AB. 

Para achar pois o angulo do pentágono regular, divi-
da-se huma rccta AC em média e extrema razão. Sobre 
a parle m iior CD faça-se o triangulo DCB com o lado 
BC—CD, e DB = DA. Tire-se AB, e será ABC o 
angulo procurado. 

193. O angulo do centro do pentadecagono regular he 
24°, logo he metade da differença dos ângulos do centro 

do triangulo equilátero, e do pentágono regular. 
194. Dois polygonos se dizem hum imcriplo e outro 

círcumscripto, a respeito bum do outro, quando lodos os 
vertices do primeiro toclo todos os lados do segundo. 

195. Para inscrever cm hum polygono regular dado 
outro polygono regular em que o numero d >s lados seja 
o duplo dos do primeiro, procederemos do m ido seguinte. 

Dividào-se todos os ângulos do centro do polygono dado, 
c.ida hum em quatro partes iguaes, por tres rectas tira-
das do centro, e terminadas no perimetro. De cada tres 
destas rectas desprese-se a média, e os extremos das ou-
tras serão os vertices do polygono inscripto, que se pede. 
Com eííeito, o polygono construído terá hum numero de 
lados duplo dos do polygono dado, e será regular, porque 
tem centro de vertices, e os lados iguaes (§ 185). 

190. Nos tres primeiros polvgonos regulares o raio 
he menor que o apothema do hexágono regular equilátero 
com elles; e em todos os outros lie maior. 

.71. Seja o triangulo equilátero ABC o sector do hexágono 
regular. 

A recta CF, perpendicular tirada de bum vertice sobre 
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o lado opposlo, será igual ao apothema deste hexágono. 
Tire-sc li D de maneira, que divida ao meio o angulo 
B = 60°. Será BDC= 120a , c o triangulo BDC sector 
do triangulo equilátero, que tem o mesmo lado BC de 
hum hexágono regular; e já se vê qúe o raio DC desse 
triangulo equilátero he menor que o apothema CF do he-
xágono, ou que a altura do mesmo triangulo. 

O centro do quadrado, que tem com o hexágono re-
gular o lado A C commum, deve estar entre B e D, por-
que o seu angulo do centro = 90^>ABC e <^ADC. 
Esteja pois em E. Por ser GEC= 90°, será EC<CG 
< CF, isto he, o raio do quadrado menor que o apothema 
do hexágono regular equilátero com elle. 

O centro II do pentágono regular deve estar entre B e 
E, por ser o angulo 11=72°. Será também HCA = 54°, 
logo IICF= 24°. Tire-se FH. A perpendicular que de 
F se tirasse sobre BK deveria cahir no meio / de BK, 

1 
e portanto abaixo de E, por ser EK=AK^> - BK; 

logo FII está entre FB e esta perpendicular; logo F11 
< FB ou < FA, donde FIIA > FA II ou > 6", logo 
FHC> 78°, por conseguinte HFC< 78°, e logo HC 
<i FC , isto he, o raio do pentágono regular he menor que 
o apothema do hexágono regular equilátero com elle. 

Todos os sectores dos outros polygonos regulares de hum 
numero de lados maior que seis, devem ter o angulo do 
centro <<[ G0°, e por consequência envolverão o sector 
ABC do hexágono, se os polygonos forem equiláteros com 
elle; logo o raio de cada hum destes he B C^> C F. 

197. Polygonos semircguiares são aquelles que teem 
todos os lados iguaes, e centro somente de lados, ou aquelles 
que teem todos os ângulos iguaes, e centro somente de 
verlices. 

198. Construir polygonos semiregulares. 
Para a construcção dos polygonos semiregulares da pri- F 

meira espccie, sejão AGB, BGC, CGD, etc. todos os 
ângulos do centro de hum polygono regular qualquer de 
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numero par de lados, e que se possa conslruir geometri-
camente. Divida-se cada hum destes ângulos em partes 
desiguaes, mas as mesmas em todos, por meio de rectas 
iguaes GH, GI, GK, GL, etc. , e de maneira que essas 
partes sigão huma ordem inversa, isto he, que se a maior 
fica á esquerda da menor em hum angulo do centro, fique 
110 seguinte á direita, e no seguinte á esquerda, e assim 
por diante; e para isto ser possível, lie necessário que o 
numero dos ângulos do centro seja par. Pelos extremos 
11, 1, K, etc. destas rectas iguaes tirem-se A li, BC, CD, 
etc. que lhes sejão perpendiculares, as quaes encontrarão 
os lados dos primeiros ângulos, por serem necessariamente 
agudos os ângulos que são partes dos primeiros, visto que 
estes primeiros não podem ser maiores que rectas cm po-
lygonos de numero par de lados. 

As rectas A 11, B C, CD, etc. se encontrão também como 
indica a figura nos pontos li, C, D, etc. dos lados dos pri-
meiros ângulos; porque nos triângulos Gil 11, GIB re-
ctângulos por construcçâo, he Gll= GI, e 11 GII=B Gl: 
logo são idênticos, sua hypothenusa commum, e o ponto B 
desta hypothenusa será também commum aos dois lados 
AB, BC: o mesmo se pode provar dos outros pontos, 
vertices deste polygono. Segue-se também que Bll—BL 
e pode demonstrar-se da mesma forma que B I — D K , 
ou que todas as partes menores do perimetro suo iguaes 
entre si, assim como que são iguaes entre si as partes 
maiores 1C, CK, L E , etc. Mas cada hum dos lados do 
polygono ABC DEF lie composto de huma destas partes 
maiores e de huma das menores; logo estes lados são 
iguaes; e ultimamente o polygono tem centro de lados, 
ou são iguaes os apolbemas G i l , G l , GK, etc. O rhombo 
lie o mais simples dos polvgonos desta cspecie. 

Fig. ~3. Para a construcçâo dos polygonos semiregulares da se-
gunda especie, tomem-se lambem os ângulos A DB, BD C, 
CD A do centro de bum polygono regular, mas de qual-
quer numero de lados, e fação-se DA, DB, DC todas 
iguaes. l)ivida-se cada hum destes ângulos cm duas par-
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tes desiguaes, mas as mesmas em todos, e em ordem di-
recta, por meio das rectas DE, DF, D G iguaes ás pri-
meiras. Os extremos de todas estas rectas serào os ver-
tices de hum polygono AEBFCG da segunda especie. 
Já pela construcção existe centro de vertices, falta só de-
monstrar que os ângulos são iguaes. Ora os triângulos al-
ternados ADE, BDFCDG são idênticos e isosceles, e 
os triângulos EDB, FDC, GD A lambem são idênticos 
entre si e isosceles, logo AED —DBF, DEB—EBD, 
lego AEB—EBF, e da mesma sorte EBF—BFC, 
e assim por diante. 

O rectângulo pôde construir-se com dois ângulos cada 
hum = 2 r. 

199. De todos os triângulos sobre a mesma base, e 
com os vertices oppostos na mesma recta, teem menor pe-
rímetro aquelle, cujos lados formão ângulos iguaes com 
esta recta. 

Sejão ABC, ABD dois triângulos sobre a mesma base, 
e com os vertices C, D sobre a recta C D; e sejão iguaes 
os ângulos A CE, BCD, que são formados pelos ludos 
AC, BC do primeiro, e por DC. 

Produza-se BC até ser CF=CA. Tirem-se AF, DF, 
e produza-se DC ató encontrar AF cm E. Pois que BCD 
—ACE, c BCD =FCE, será ACE—F CE. Nos triân-
gulos ACE, FCE he CE commum, AC — FC, e são 
iguaes os ângulos comprehendidos, logo os triângulos são 
idênticos, e portanto CEF=CEA, e EF = EA', mas 
além disto os triângulos FE D, AED teem DE commum, 
logo são também idênticos, e por consequência DF=DA. 
Porém BF< BD -\-DF, isto he, BC^AC<BD+A D, 
logo o perímetro AB-\~BC-\-AC<C perimetro A B+BD 
-+-AD. 

200. De todos os triângulos com a mesma base, e a 
mesma area, o isosceles he aquelle que tem menor peri-
metro. 

Quando DC he parallela a A B , todos os triângulos 
sobre a base AB, e com os vertices sobre DC teem arcas 



4 2 
ELEMENTOS DE GEOMEIRIA. 

iguaes, e aquelle cujos lados A C, CB fazem ângulos iguaes 
com DC ou que tem menor perímetro (§ 199) será isos-
celes; porque sendo entào ACE=CAB, D CB = CBA, 
e por hypothese ACE= BC D, será CAB — CBA, isto 
he, o triangulo ABC isosceles. 

201. De todos os triângulos com perimetro e base iguaes, 
he o isosceles que tem maior area. 

. 75. Porque o triangulo isosceles ACE com a mesma al-
tura ou area de ACD tem o perimetro menor (§ 200), 
e o triangulo isosceles ABC igual em perimetro a ACD, 
involverá AEC, ou será maior que elle, ou que ACD. 

202. De todos os triângulos com a mesma base, e os 
ângulos oppostos a esta iguaes, o isosceles tem maior area. 

Os triângulos ABC, A DC tenhâo commum a base AC, 
. 76. e iguaes os ângulos Jt, D; e seja o primeiro isosceles. 

Será BCA—BAC, logo BCA>DAC, e logo EA>EC; 
além disto os triângulos A EB, EDC sào similhantes, por 
ser B=D e BE A—DEC, e por consequência BA E 
— ECD; logo a area AEB^>ECD, porque o primeiro 
triangulo tem hum lado maior adjacente a ângulos iguaes 
aos ângulos do segundo adjacentes a hum lado menor. As-
sim juntando a cada hum o triangulo AEC, resulta a area 
do triangulo ABC^> area A DC. 

203. Nas mesmas hypotheses, o triangulo isosceles tem 
lambem o perimetro maior. 

Pois que nos triângulos similhantes BE A, DEC, he 
AE^>EC, seja AE—rEC: será r > > l . Logo 

AB-\-BE—AE—r (DC-t-DE—EC): 
logo 

A B +BE— A E>D C -+DE—EC, 
ou 

A B-t-BE+EC>DC -hDE-\-A E: 

e portanto 

AB ^-BC^-AC>DC + AD + AC. 
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204. De todos os triângulos isoperimetros com a mesma 
base, o isosceles he o que tem maior o angulo opposto á 
base. 

Porque o triangulo isosceles que tivesse o angulo op-
posto á base igual ao angulo também opposto á bas& de 
hum dos outros triângulos, teria o perimetro maior, pela 
proposição precedente; logo envolveria o triangulo isos-
celes da proposição actual, e por consequência leria o an-
gulo do vcrtice menor do que o deste. 

205. De todos os triângulos que se podem formar, 
sendo dados somente dois lados, tem maior area aquelle 
em que estes dois lados são perpendiculares entre si. 

Nos triângulos EBC, ABC, DBC, que teem o lado Fig. 77. 
IIC commum, e iguaes os lados E B , A B , DB, o que 
tem maior altura lie o triangulo A B C , em que AB he 
perpendicular a BC; logo he o triangulo maior. 

20G. Sendo dado hum angulo, e hum ponto dentro delle, 
o triangulo de menor arca, que huma recta tirada por 
esse ponto pode fazer com os lados do angulo, he aquelle 
em que o dito ponto está situado no meio da recta. 

Sejão BAC o angulo, e D o ponto dado. Fig. 78. 
Tire-se DE parallela a AB, e faça-se EC—AE. Por 

C e D tire-se C B; será D o meio de CI!, porque sendo 
ED e AB parallelas, he A E: EC: :BD : BC, mas AE 
— EC, logo BI)—DC. Tire-se por D outra recta FG 
terminada também nos lados do angulo proposto. 

Digo que a area do triangulo ABC<' area A FG. Por-
que sendo o angulo DCG> CBA, GDC—BDF, e CD 
— J{D, será a arca D CG arca BDF; juntando pois a 
cada huma a do quadrilátero ACDF, resulta area BAC 
< a r c a FAG. Se a recta tirada por D termina entre A e 
C, a demonstração he a mesma, mudando somente as letras. 

207 . De todas as rectas tiradas por hum ponto situado 
na recta que divide ao meio hum angulo, e terminadas em 
seus lados, a menor he aquella, que faz com estes lados 
hum triangulo isosceles, de que cila he a base. 

Esteja D na recta A D, que divide ao meio o angulo Fig. -u. 
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BAC. Por D tirc-se a recta BC perpendicular a A D, a 
qual encontrará os dois lados do angulo, porque suas me-
tades são ângulos agudos. Serão idênticos os triângulos 
ADB, ADC equiangulos entre si, logo AB = AC e 
BD — CD, ou será isosceles o triangulo ABC cuja arca 
<^AEF (§ 206). Abaixe-se de A sobre a base deste 
triangulo AEF a perpendicular AG, e produza-se esta 
base FE, se fòr necessário: será AG<^AD altura do 
triangulo isosceles, logo o triangulo maior AEF tem hu-
ma altura menor, e por isso he preciso que tenha a base 
EF>BC. 

208. De todos os polygonos formados com lados dados 
e hum arbitrario, tem maior area aquelle que tem centro 
de verlices situado nesse ultimo lado. 

FIJI. RO. Seja ABCDEF o maior dos polvgonos formados pelos 
lados dados AB, BC, CD, DE, EF, e o ultimo A F ar-
bitrario. Tirem-se as diagonaes DA, DF. 

Se o angulo A DF não fosse recto, então, conservando 
as partes ABCD, DEF taes como são, seria possivel 
augmentar a area A DF (§ 205), e por consequência a 
do polygono inteiro, fazendo recto o angulo A DF; mas 
esta area não pôde ser augmentada, porque a suppozemos 
chegada ao seu máximo, logo A DF he já hum angulo 
recto, e igualmente o são os ângulos não descriptos A BF, 
A CF, AEF. Logo cada hum dos vertices B, C, D, E 
teem o seu centro com os vertices A, F no meio G de 
A F (§ 166). Digo mais que o lado não dado A F lie único 
neste caso de ser maxima a arca do polygono. 

Porque tirando os raios GB, G C, GD, GE, vè-se que 
o polygono he composto somente de triângulos isosceles, 
e que a somma dos ângulos, que teem os vertices em G, 
a saber 

AGB-hBGC-^CGD-j-DGE-{-EGF=2r. 

Logo, suppondo em outro polygono máximo outro lado 
diverso de A F, sua metade seria ou maior ou menor 
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que A G, e os novos triângulos isosceles terião todos os seus 
ângulos no centro menores ou maiores que os actuaes, e 
por conseguinte sua somma não faria dois rectos, como he 
necessário. 

Vè-se também que se pôde mudar a ordem dos lados 
dados Ali, BC, etc. porque o lado AF será sempre o 
mesmo, assim como a area do polygono máximo he a 
mesma. 

209. Entre os polygonos formados com todos os lados 
dados, tem maior area o que tem centro de vertices. 

Seja AliCDEFG hum polygono com o centro II de Fig. si 
vertices, e abcdcfg outro com os mesmos lados, isto he, 
ab=AB, bc—BC, cd — CD, etc. Digo que o pri-
meiro tem maior area do que o segundo, se este não tiver 
centro de vertices. 

Pelo centro II e hum dos vertices E tire-se EI—2EII, 
e tircm-se também AI, BI. Sobre ab = AB faça-se o 
triangulo abi idêntico com ABI, e disposto da mesma 
maneira, e tire-se e i . 

O ponto I tem o mesmo centro II com E pela con-
strucção, logo o polygono EFGAI, que tem centro de 
vertices situado cm El, e os lados iguaes aos lados do 
polygono cfgai, exceptuando El, c i, tem area maior, 
ou igual á deste ultimo polygono, se este também tiver 
centro de vertices situado em e i . Por igual razão a area 
E D C B I ^ > e d c b i , pois não se pôde suppor ainda este 
polygono com centro de vertices situado em ei, como o pri-
meiro cfgai, porque então o polygono inteiro abcdcfg 
teria esse centro, contra a hypothese. Por consequência 
será a area EFGAI BCD^> cfgai bed, e tirando de 
huma e de outra cada huma das areas iguaes ABI, abi, 
conclue-se que he a arca ABCDEFG^> abcdcfg. 

Se o centro do primeiro polygono estiver fora do perí-
metro, a construcção e a demonstração serão analogas. 

Se o centro estiver em hum dos lados, a demons-
tração do theorema actual deduz-se immediatamente do 
§ 208. 
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Demonstra-se, tão facilmente como na proposição pre-
cedente, que o raio deste polygono máximo, assim como 
a sua area, não mudão, qualquer que seja a ordem dos 
lados. 

210. De todos os polygonos isoperimetros, e de igual 
numero de lados, o regular tem maior arca. 

Fig. 82. Nenhum polygono ABCDE com as condições do theo-
rema, pôde ser máximo sem ter os lados iguaes. Porque 
se AII, BC forem desiguaes, tire-se AC, e forme-se sobre 
ella o triangulo isosceles A F C , cm que seja 

AF=CF=i-(AB-hllC). 

Será a area A FC^>A B C, logo o novo polygono A FCDE 
tem o mesmo perimetro e o mesmo numero de lados, e tem 
maior area que A BC DE, o qual por conseguinte não pôde 
ser supposlo o máximo. 

Porque o polygono máximo deve ter os lados iguaes, e 
centro de vertices, segue-se que he regular (§ 185). 

211. Dos polygonos com a mesma arca, e o mesmo 
numero de lados, o regular he o que tem menor peri-
metro. 

Porque se tivesse hum perimetro igual, teria maior 
nrea, contra a supposição, e se tivesse perimetro maior, 
seria ainda maior a area. 

212. De todos os polygonos regulares isoperimetros, o 
que tem maior numero de lados tem maior area. 

Fig. 83. De hum dos vertices A do polygono regular ABCD 
tirc-se huma corda AE a hum dos pontos de hum lado 
do angulo immediato B. Será AB^>BE. Faça-se sobre 
AE o triangulo isosceles A FE isoperimetro com A BE. 
F.ntão o polygono AFECD tem hum perimetro igual ao 
de A II CD e hum lado de mais, e tem maior area do que 
ABCD, por ser o triangulo A FE^>A BE. Mas o po-
lygono regular isoperimetro c do mesmo numero de lados 
que A FECD lie ainda maior (§ 210), logo a proposição 
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he verdadeira no polygono regular, que tem hum lado 
mais, e será verdadeira também passando para outro que 
tenha hum lado mais do que este, e assim por diante. 

213. De todos os polygonos regulares com a mesma 
area o que tem maior numero de lados tem menor pe-
rímetro. 

Porque se o seu perímetro fosse igual ou maior, sua area 
seria também maior, contra a supposição. 

j 
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LIVRO 3." 

nos l'ol veclros sjne não circumscrcveiii espaço. 

214. -polyeduo he o systema de planos, rectas, e 
pontos situados cm mais de hum plano. Os planos exte-
riores do systema chamão-se faces. Os encontros ou in-
tersecções das faces são chamadas arestas, ou lados. 

2 lii. Dois planos infinitos distinctos, que teem hum 
ponto commum, corlão-se mutuamente. 

Porque tirando duas recla's quaesquer pelo ponto com-
mum, cada huma em seu plano, se os [danos se não cor-
tassem, também as rectas, que n'elles estão, se não cor-
tarião: absurdo. 

216 . A intersecção de dois planos hehuma linha recta. 
Porque se houvessem nesta intersecção tres pontos, que 

não estivessem em linha recta, os planos se confundirião 
(§ 19), contra a supposição de que elles se cortão; e pois 
que os planos são contínuos, também na sua intersecção 
não ha interrupção; logo esta intersecção he huma linha 
recta. 

217. Se huma rccta e hum plano infinitos teem hum 
só ponto commum cortão-se. 

Porque d'outro modo, a recla tirada no plano pelo 
ponto commum não cortaria a proposta: absurdo. 

218. A intersecção de huma rccta c de hum plano he 
hum ponto. 

Porque se teem dois pontos communs, existe toda a 
rccta no plano (§ 14), contra a supposição. 

219. Diedro infindo he cada huma das duas porções 
do espaço, separadas por dois planos, que começâo de huma 
recta infinita. 



7 ti IXEJ1ENT0S DE GEOMETRIA. 

220. Angulo diedro, ou simplesmente diedro, he a fi-
gura do diedro infinito ao sahir da aresta. O diedro in-
dica-se com quatro letras, das quaes as duas medias estão 
na aresta, e cada huma das outras duas em sua face, e en-
tende-se o diedro, no qual está a recta que une os pon-
tos designados pelas letras extremas. Em caso de duvida, 
huma quinta letra, escripta junto de hum ponto fóra das 
faces, mostrará que o diedro de que se trata, he aquelle 
dentro do qual cila existe. 

221 . Os diedros cada hum dos quaes tem as faces em 
direitura são iguaes. 

Fiji. ii4. Os diedros A BC DE, FGHIK tenhâo ambos as faces 
em direitura, isto he, sejão ABCD, FGHI planos. 

Faça-se a sobreposição do polyedro ABC DE ao po-
lyedro FGHIK, pondo a aresta BC sobre a aresta Gil, 
e algum ponto A de A BC sobre algum ponto L de FGH. 
A face li CD se confundirá no plano GHI. E pois que, 
sem alterar os dois systemas, as arestas e faces dos dois 
diedros coincidem, he porque elles erão iguaes. 

222. Plano perpendicular a oulro he aquelle que faz 
com o segundo, da mesma parte deste, dois diedros iguaes. 
Cada hum destes diedros chama-se reclo. 

223. Todos os diedros rectos são iguaes. 
Porque são metades d'angulos diedros com as faces em 

direitura, os quaes são iguaes. 
221. Dois planos perpendiculares a hum terceiro, e par-

tindo de huma recta, que seja extremo deste, estão em 
direitura. 

Porque fazem com o terceiro dois diedros rectos, ou 
lormão o diedro que tem as faces em direitura. 

22o . Chama-se diedro agudo aquelle que he menor do 
que o rccto, e obtuso o maior. Dois diedros são supple-
mentos hum do oulro, quando juntos fazem a somma de 
dois diedros rectos. Diedros adjacentes são aquelles que 
teem a aresta commum, huma face commum, e as outras 
duas em sentido opposto. 

220. Dois diedros adjacentes são supplementos hum do 

* 
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outro, quando as faces nào communs estão em direitura; 
e reciprocamente. 

Sejão A li CE, EB CD os dois diedros com a aresta Fie. «5. 
BC, e a face BCE communs, e estando as outras duas 
no plano A BD. Seja BCF o plano perpendicular a A BD 
passando pela recta BC. Serão rectos os diedros A BCF, 
FBCD. Mas temos 

EB CD -hEB CA =FB CD -+-FB CE+EBCA 

—FB CD -\-FB CA, 

logo os dois diedros adjacentes juntos valem os dois die-
dros rectos. 

Reciprocamente, se os dois diedros, que tecm huma 
aresta commum, duas faces em direitura, e as outras duas 
dirigidas para a mesma parte, são juntos iguaes a dois 
rectos, segue-se que elles enchem o espaço do diedro bi-
rectangulo, e que as outras duas faces se confundem, ou 
que os diedros são adjacentes. 

227 . Diedros oppostos na aresta são aquelles, em que 
as faces de cada hum são a continuação das faces do outro. 

228. Os diedros oppostos na aresta são iguaes; e re-
ciprocamente. 

Seja A B a intersecção dos planos BCD, BEF. Será Fig. «6. 
ABF continuação de ABE, e ABC de ABD. O die-
dro CABE he ao mesmo tempo supplemento do diedro 
CA BF, e do diedro EA B D opposto ao ultimo na aresta, 
logo CABF—EA BD. 

Reciprocamente, se os dois planos ABE, ABF con-
correm com o plano CDB cm A B, fazendo iguaes os die-
dros FA BC, D A B E não' adjacentes, será 

FA BC-}-CABE=DABE-hCABE = 2 r. 

Logo (§ 226) FAB he continuação do plano ABE, e 
os dois diedros suo oppostos na aresta. 
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229. Angulo solido he hum dos dois polyedros que com-
põem o espaço, formados por vários ângulos planos adjacen-
tes, dos quaes não haja dois no mesmo plano, e nos quaes 
todos os lados sejão communs a dois. Quando se falia de 
hum angulo solido entende-se o menor dos dois, que tem 
as mesmas faces. Angulo polyedro he a figura do angulo 
solido ao sahir do vertice. 

230 . Angulo polyedro convexo he aquelle, cujas faces 
não podem ser encontradas em mais de dois pontos por 
huma recta qualquer que atravesse o espaço encerrado ou 
antes cortado por elle. Ângulos polyedros symetricos ou 
conjugados são aquelles que teem os ângulos planos iguaes 
cada hum a cada hum, e na mesma ordem ou directa ou 
inversa, e que demais teem iguaes, cada hum a cada hum, 
os diedros formados por ângulos iguaes. Angulo polyedro 
regular he aquelle que tem todos os seus ângulos planos, 
e diedros iguaes. 

231. Angulo triedro ou sómente triedro he o que tem 
tres faces. Designa-se por quatro letras, a primeira no 
vertice, e cada huma das outras tres em huma aresta. O 
angulo polyedro de quatro faces, ou o angulo letraedro, 
he designado por cinco letras, a primeira no vertice, c 
cada huma das outras em cada huma das arestas. Da 
mesma maneira se designa por seis letras o angulo pen-
taedro; e assim dos outros ângulos polyedros. 

232 . Parles do triedro são os tres ângulos das faces, 
e os tres diedros formados por cilas. 

233 . Triedros oppostos no vertice são aquelles, cm que 
as arestas de hum são continuações das arestas do outro. 

234-. Dois triedros oppostos no vértice teem as par-
tes iguaes, cada huma a cada huma, mas cm ordem in-
versa. 

Fiç. 87. Produzão-se as arestas do triedro ABCD no sentido 
do vertice, e teremos as arestas do triedro A EFG, seu 
opposto no vertice. 

Os ângulos FAE, FAG, EAG são iguaes aos seus 
respectivamente oppostos BAC, CA D, BA D; e os die-
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dros FAEG, FAGE, EAFG aos diedros oppostos nas 
arestas CABD, CA DB, BACD, cada hum a cada hum. 
Mas estes ângulos e estes diedros seguem huma ordem 
inversa em cada hum dos triedros. 

23o. Dois ângulos das faces, e o diedro comprehendido 
por elles, determinão o triedro. 

Nos triedros ABCD, EFGIÍ sejão BAC=FEG, rig. a 
CA D = GEII, BACD—FEGH; e estejão IIEF, 
DA B postos no mesmo plano. 

Primeiramente, fiquem EG, AC situadas da mesma 
parte a respeito deste plano. Applique-se o vertice A so-
bre o vertice E, a aresta AC sobre a aresta EG, e o an-
gulo CAB sobre o angulo GEF. Cahirá a aresta AB so-
bre EF, e o angulo CAD sobre GEH, porque o diedro 
BACD—FEGH. Logo A D coincidirá com EH. E por-
que as tres arestas se ajustão, os triedros são idênticos. 

Estejão agora EG, AC em posições oppostas a res-
peito do plano II EF. Então no triedro El KL, vertical-
mente opposto a EFGH, ficará EK da mesma parte que 
AC a respeito do plano IIEF, e teremos 

IEK— GEF=BAC; 

L EK— GEII— CA D; 

LEKI—FEGH—BACD. 

Logo os triedros ELKI, ABCD são idênticos, como 
fica demonstrado. Por consequência são iguaes as partes 
dos triedros propostos ABCD, EFGH. 

236. Hum triedro que tem ângulos iguaes tem iguaes 
os diedros oppostos. 

Suppondo os mesmos dados que na proposição prece-
dente, AC, GE do mesmo lado do plano HEF, c demais 
BAC—CA D, e por conseguinte 

FEG = GEH=IEK=KEL; 
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então lie possivel applicar o triedro ABCD sobre o trie-
dro EFGII, começando a sobreposição por CA B e GEF, 
como se tem feito, o que provará que o diedro CA BD 
— GEFH. Pôde também applicar-se o triedro A BCD 
sobre o triedro EIKL, verticalmente opposto a EFGH, 
começando por applicar CAB sobre KEL, o que provará 
que o diedro CADB—KEIL. Mas KEIL — GEFII, 
logo CADB = CABD, isto lie, no triedro A BCD, são 
iguaes os diedros oppostos aos ângulos iguaes BA C, CA D. 
Se além disto fòr CAB—DAB, teremos também 

CADB=BACD. 

237. Dois diedros com o angulo adjacente determinão 
as outras partes do triedro. 

Nos triedros ABCD, EFGII sejão CBAD=GFEH, 
CADli = GE HF, DAB = HEF. 

Colloquem-se DAB, 1IEF 110 mesmo plano, e estejão 
primeiramente AC, EG da mesma parte a seu respeito. 
Appliquc-se DAB sobre IIEF. Cabirá o plano CA B so-
bre GEF, c D AC sobre II EG, por causa da igualdade 
dos diedros respectivos. Logo AC, que era commum ás 
faces D AC, BAC, será commum ás faces II EG, FEG, 
isto lie, AC coincidirá com EG. E porque sem alterar os 
triedros, suas arestas se ajustão, elles são idênticos. 

Estejão agora AC, EG oppostas a respeito do plano 
HEF. Então no triedro EIKL opposto de EFGH es-
tarão EK, A C da mesma parte a respeito do mesmo plano 
I1EF. Nos triedros ABCD, EIKL teremos portanto 
CABD — KEIL, CADB — KELI, DAB =IEL. 
Applicando pois A sobre E, A B sobre EI, BA D sobre 
IEL, cahirá CAB sobre KEI, CAD sobre KEL, e 
lego A C sobre EK. Logo são idênticos os triedros A B CD, 
EIKL, e por conseguinte iguaes as parles dos triedros pro-
postos ABCD, EFGH. 

238. O triedro que tem diedros iguaes tem iguaes os 
ângulos oppostos. 
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Suppondo os mesmos dados que na proposição prece-
dente, AC, EG da mesma parte do plano IIEF, e de-
mais CA BD = CA DB, e por conseguinte 

GEFH= GEIIF=KEIL =KELI, 

he possível então sobrepor o triedro ABCD a EFGH, 
applicando A D sobre EH, DAB sobre HEF, como se 
tem feito, o que prova que CAB = GEF; e também se 
pode sobrepor A B CD a E.L Kl, applicando A D sobre 
ET, e DAB sobre IEL, o que provará que DAC=IEK, 
ou DAC=FEG; logo 

DAC=CAB. 

239. Os tres ângulos determinão as outras tres partes 
do triedro. 

Nos triedros ABCD, EFGII sejâo BAC = FEG, 
BA D — FEII, CA D == GEIL Primeiramente, sejâo 
AC, EG oppostas a respeito do plano DAB, HEF. Ap-
plique-sc o angulo DAB ao angido HEF, e seja EM a 
posição de AC. Tirc-se o plano GEM. 

No triedro EFMG será FEGM = FE MG por ser 

MEF — CA B — GEF. 

No triedro EH MG será II EG M = HE MG pela 
mesma razão. Logo o diedro HEMF, ou DACB=HEGF 
por serem sommas ou dilferenças dos diedros iguaes, ou 
por serem os mesmos diedros iguaes. Por conseguinte os 
triedros propostos ABCD, EFGH teem todas as partes 
correspondentemente iguaes, porque teem DAC=HEG, 
BAC=FEG, DACB—IIEGF (§ 233). 

Estejão agora AC, EG da mesma parte do plano 
DABJIEF. Então EI\, AC serão oppostas a respeito do 
mesmo plano. Appliquc-se A sobre E, A D sobre EL, 
DAB sobre LEI, e serão ainda oppostas EI(, AC; e 

K 
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igualmente se provará que os triedros ABCD, ELKI 
teem todas as suas partes iguaes, cada huma a cada huma, 
logo também são iguaes as partes dos triedros propostos 
A B CD, EFGH, isto he, aquellas que são oppostas a par-
tes iguaes. 

240. No triedro hum angulo qualquer he menor que 
a somma dos outros dois. 

Ki-, «9. No triedro ABCD seja o angulo BAC não menor que 
cada hum dos outros ângulos. 

Por dois pontos tomados sobre os lados deste angulo 
tire-se a recta BC. Com o vertice A, e hum destes lados 
AB, e para a parte do outro, faça-se o angulo BAE 
= BAD. O lado AE encontrará BC entre B e C, por-
que BAC não he menor que BA D. Corte-se AD = A E, 
e tirem-se DB, DC. 

Será o triangulo BAD — BAE por construcçâo, por 
conseguinte BD=BE. Mas 

BD-\-DC>BC, 

logo DC>EC. Nos triângulos D AC, EAC he AD =AE, 
AC commum, e DC>EC, logo (§ 80) D AC > EAC, 
e logo 

BAD+DAC>BAC. 

E porque os dois ângulos não maiores que o terceiro, 
são juntos maiores do que elle, será também cada hum 
delles junto com o terceiro maior do que o outro. 

241 . Em hum angulo polyedro qualquer angulo he 
menor que a somma de todos os outros. 

Designem-se por ai, do, a3, • • • a„ os ângulos do an-
gulo polyedro, e por d1, da, • • • os das secções dia-
gonaes, as quaes teem a primeira aresta de «i commum 
a todas. Será o primeiro angulo do polyedro junto com o 
segundo maior que o angulo da primeira secção diagonal; 
o desta com o seguinte do polyedro maior que o da se-
gunda sccção diagonal, e assim por diante; e finalmente o 
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angulo da ultima secção diagonal com o penúltimo do po-
lyedro maior que o ultimo deste, isto he, será 

desigualdades das quaes resulta que a somma dos primeiros 
membros he maior que a somma dos segundos, e tirando 
os termos communs, teremos 

a t + a2 H- H h a » - « > a,-

2 Í 2 . A somma dos ângulos do angulo polyedro exte-
rior lie maior que a somma do interior, se elles tiverem 
o mesmo vertice, e o interior fòr convexo. 

Produzão-se todas as faces do interior, se fòr necessá-
rio, até encontrarem o exterior, e todas no mesmo sen-
tido. Formar-se-hão ângulos polyedros compostos de hum 
angulo, continuação de hum angulo do polyedro interior, 
de hum segundo que he o angulo immediato do interior 
mais a sua continuação, e de huma parte da superfície do 
exterior. Sejão pois n o numero dos ângulos do interior, 
Oii ctl7 as» • • • a,, estes ângulos, Cy, c2, c3, • • • c„ suas con-
tinuações, pi, p2, j?3, • • • pn as partes interceptadas da su-
perfície do angulo polyedro exterior: teremos pois a se-
guinte serie de desigualdades 

<"i + />i > Uj ~h 

+ Pi > a.-, 4- c5 , 

es + f4 . 
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logo 

Pi +jPa -hPs H b J>„> ai -t- a2 + a-0 H f-aa. 

243. No triedro ao diedro maior he opposto maior an-
gulo; e reciprocamente. 

No triedro ABCD, seja BADC>DABC; digo que 
B AC> D AC. 

Pois que BADC^>DÁBC, existirá hum plano DAE, 
que fará BADE=DABC, e que cortará BAC n huma 
linha AE. Será BAE—DAE (§ 238), logo 

BAE-\-EAC=BAC==DAE-\-EAC. 
Mas 

DAE+EAC>DAC (§240), 
logo 

BA C> D AC. 

Demonstra-se a proposição inversa imitando o que se 
disse no § 67. 

244 . No triedro o supplemento de hum diedro qual-
quer he maior que a difíerença dos outros dois. 

No triedro ABDE seja EBAD>EADB. Existirá 
hum plano D AC, que fará CADB = EBAD, e encon-
trará BAE (§ 215) e seja AC esta intersecção. 

Será D AC—BAC, logo DAC>EAC, e por conse-
guinte CAED>CADE. 

Mas CAED he o supplemento de DAEB, e 

CA DE—EB A D—EA DB, 

logo a proposição he verdadeira. 
245 . Em dois triedros que teem dois ângulos iguaes, 

cada hum a cada hum, aquelle que tem maior o diedro 
comprehendido por estes ângulos, tem também maior o 
terceiro angulo; e reciprocamente. 

Fig. ao. Nos triedros ABCD, AECD que teem CAD com-
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mum, seja BAC—EA C, e BACD>EACD. Digo 
que he 

BAD>EAD. 

Porque ou EA cahe no angulo BA D, e então a asser-
ção he evidente, ou cahe fóra ou dentro de triedro A B CD. 

Se EA cahe fóra, seja AF a intersecção de CAE e 
BA D. Será (§ 240) 

FAC-hFAB>BAC, e FAE-+-FAD>EAD; 

logo 

{FA C-+-FAEj H- (FA B + FAD)>BAC-{- EAD, 

ou 

CAE-\-BAD^>BAC-\-EAD, 

e, tirando CAE—BAC, teremos 

BAD>EAD. 

Se EA cahe dentro do triedro ABCD, será 

BAC-hBAD>EAC-+-EAD, 

mas BAC = EAC; logo 

BAD>EAD. 
Quando os triedros se não podem pôr para a mesma 

parte do angulo commum, pôde fazer-se a demonstração 
por meio do triedro opposto a hum dos dois propostos. 

A demonstração da inversa, ou de que sendo, com as 
outras condições, BAD>EAD, he BACD>EACD, 
pode fazer-se como a do § 80. 

246. A recta que he perpendicular sobre outras duas 
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na sua intersecção, he também perpendicular a todas as 
rectas tiradas pela intersecção, e no plano das duas se-
gundas. 

Ki.'. 9i. Seja a recta AB perpendicular ás duos CE, DF na 
sua intersecção A. Por A e no plano das duas rectas CE, 
DF tirc-se huma recta qualquer GIL Digo que AB he 
perpendicular a GIL 

Pois que os triedros ABCD, ABEF teem CAD 
=FAE, verticalmente oppostos, e DAB=BAF, CAB 
=BAE\)or serem rectos estes quatro ângulos, será BADG 
=BAFH. Os triedros ABDG, ABFH teem BADG 
=BAFH, DAB = BA F, DAG = FA II, logo li AG 
=BAH, c logo AB lie perpendicular a Gil, e da mesma 
fórtna a qualquer outra rccta tirada por A, e no plano 
CAD. 

247. Todas as rectas perpendiculares a outra cm hum 
ponto commum estão no plano de duas quaesquer delias. 

Sejâo CE, DF, AG perpendiculares a AB no ponto A. 
Porque os planos CAD, GAB teem o ponto A com-

mum, cortâo-so cm huma rccta Ali. Será recto BAII 
(§ 246) ; mas BAG he também recto, c AII está no 
plano GAB, logo Gil he huma só recta, e porque huma 
parte AII está no plano CAD, segue-se que GH está 
toda neste plano. 

Da mesma maneira se prova, que qualquer outra recta 
perpendicular a A B em A está no plano das duas CE, DF. 

248. A rccta que faz ângulos iguaes, cm hum ponto 
commum, com outras tres, que estejão cm hum plano, está 
em plano perpendicular ao de todas as tres. 

As rectas CE, DF, GII estejão todas no plano CAD, 
e fazendo ângulos iguaes com AB no ponto A. 

Em cada íuim dos triedros ABCD, ABCG, ABDG 
ha dois ângulos iguaes, lego são iguaes os diedros oppostos, 
a saber, BACD = BADC, BACD = BAGC, BADC 
= BAG D, logo BAGC = BAGD, logo o plano BAG 
he perpendicular a CAD, c por conseguinte também BAC, 
BAD são perpendiculares a CAD. 
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249. A perpendicular a hum plano hc a recta que 
no ponto de encontro lie perpendicular a todas as rectas 
tiradas por esse ponto, e nesse plano. 

250. Por huma recta situada cm hum plano tirar o 
plano perpendicular ao primeiro. 

Pelo ponto B da rccta AB, dada de posição e no plano Fig. 92. 
proposto, tire-se CD perpendicular a AB; e em outro 
plano, que passe por CD, e do ponto B tire-se BE per-
pendicular a CD. Digo que o plano ABE lie perpendi-
cular ao plano ACD. 

Pois que nos triedros BACE, BADEscnão A BE com-
mum, e 

ABC=ABD = CBE=EBD, 

todos ângulos rectos por construcçâo, serão iguaes os die-
dros EB AC, EB A D, e por conseguinte ABE hc per-
pendicular ao plano proposto ACD. 

251. Todos os planos, nos quaes se acha huma recta 
perpendicular a outro plano, são também perpendiculares 
a este plano. 

Seja a rccta BE perpendicular ao plano ACD proposto. 
Tire-se por BE hum plano qualquer ABE, e seja AB 
sua intersecção com o proposto. Por B e no plano ACD 
tire-se CD perpendicular a AB. 

Os triedros BCAE, BDAE teem ABE commum, CBE 
= DBE por hypothese (§ 249), c ABC=ABD por 
construcçâo, logo as outras partes são iguaes, logo EB AC 
= EBAD, logo estes dois diedros são rectos, e o plano 
ABE, que hc hum qualquer d'aquelles em que está BE, 
será perpendicular a ACD. 

252. A intersecção de dois planos perpendiculares a 
hum terceiro he também perpendicular a este. 

Sejão os planos ABE, CDE ambos perpendiculares ao 
plano ACD. Digo que a intersecção BE dos primeiros he 
perpendicular a ACD. 

Porque todos os diedros EB AC, EBCA, EB A D, 
EB DA são iguaes por serem rectos, e logo nos triedros 
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BACE, BALE serão EBC=ABE, EBD—ABE, 
logo EBC—EBD, logo são rectos, e por consequência 
ABE he recio também. Logo (§ 246) BE lie perpendi-
cular ao plano ABD, ou A CD. 

233. Se huma recta he perpendicular á intersecção de 
dois planos, perpendiculares entre si, e se essa recta está 
em hum dos planos, será perpendicular ao outro. 

Sejão os planos ACD, ABE, cuja intersecção he AB, 
perpendiculares entre si, e seja B E , que está em hum 
delies, perpendicular a A B . Digo que BE he perpendi-
cular ao plano ACD. 

Por B tirc-se no plano ACD, CD perpendicular a AB. 
Os triedros BCAE, DDAE teem ABE commum, ABC 
= ABD por construcçâo, EBAC=EBAD por hypo-
these, logo CBE=DBE, logo estes dois ângulos são re-
ctos, mas também ABE lie recto por hypothese, logo BE 
lie perpendicular a ACD. 

254 . A recta que faz ângulos iguaes com outras tres, 
que estão cm hum mesmo plano e tem hum ponto com-
mum, he perpendicular a todas tres. 

yj. Está demonstrado (§ 248) que neste caso os tres pla-
nos BAC, BAG, BAD são todos perpendiculares ao plario 
CA D, logo (§ 252) sua intersecção AB também o he. 

255. Dois ângulos, de que hum somente he recto, com 
o diedro opposto a este, determinão o triedro. 

Fig. 93. No triedro BDAE sejão dados A BE não rccto, ABD 
recto, e o diedro opposto A BE D. Digo que não pode 
existir outro triedro diverso com estes dados. 

Porque, se he possivcl, seja BACE hum outro triedro, 
que lenha com BADE o angulo ABE commum, o diedro 
ABED — ABEC, e rccto o angulo ABC, ou igual a 
ABD. Será então AB perpendicular ao plano CDE, e 
logo ABE he recto, contra a supposição. 

256. Dois diedros, dos quaes hum só he recto, com o 
angulo opposto a este determinão o triedro. 

No triedro BADE sejão dados ABED não recto, 
A B D E rccto, e o angulo opposto A B E . 
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Sc lie possível, seja B A C E outro triedro, que tenha 
com BADE communs o angulo ABE, o diedro ABED 
ou ABEC, c recto o diedro ABCE. Serão então ABC, 
ABD dois planos perpendiculares ao plano CDE, logo 
(§ 252) também AB perpendicular a este plano, logo 
(§ 251) o plano ABE perpendicular também a CDE, e 
logo o diedro ABED recto, contra a supposição. 

257 . Sc duas rectas existentes em dois planos perpen-
diculares forem também entre si perpendiculares, huma 
delias, pelo monos, será perpendicular ao plano em que não 
existe, e á intersecção dos dois planos. 

Sejão os dois planos ABE, ACD perpendiculares entre FÚR. OJ. 
si; e BE que está em hum, e CD que está no outro tam-
bém perpendiculares entre si. Digo que se BE não fòr 
perpendicular a BA, será CD perpendicular ao plano ABE 
e por conseguinte a A li. 

Porque nos triedros BACE, BA DE lie ABE com-
mum, CBE—DBE ambos rectos por hypothese, e os 
diedros oppostos a estes ângulos são também iguaes c re-
ctos por hypothese, isto he, EBAC = EABD, logo 
(§ 255) os triedros são idênticos, donde ABC=ABD, 
e estes dois ângulos serão rectos, logo CD faz ângulos 
rectos com BA e BE, e por isso he perpendicular ao 
plano ABE, e a AB. 

258. Sc de hum ponto tirarmos huma perpendicular e 
huma obliqua a hum plano, e unirmos os dois pontos em 
que estas linhas encontrão o mesmo plano, a recta que 
existir no mesmo, e fòr perpendicular á linha de união, 
será perpendicular á obliqua; e reciprocamente. 

Seja DA a perpendicular c DB a obliqua ao plano Fy. tu. 
ABC, e AB a linha de união dos pontos em que a per-
pendicular e a obliqua encontrão o plano A B C ; o plano 
A DB será perpendicular ao plano A BC (§ 251). Se sup-
pozermos que he BC perpendicular a A B , será (§ 253) 
BC perpendicular ao plano DAB, e por conseguinte á 
recta DB. Reciprocamente, se suppozermos que he BC 
perpendicular a D B , não sendo esta perpendicular ao 

L 
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plano ABC, será (§ 257) BC perpendicular ao plano 
DAB, e por conseguinte A AB. 

259 . De hum ponto dado em hum plano não se pôde 
levantar mais do que huma perpendicular a este plano. 

kíít. 93. Se he possível, sejão BC, BD perpendiculares ao plano 
ABE. Seja AB a intersecção do plano CBD, e do pro-
posto A BE. Será CBA recto, e DBA também recto nesta 
supposição: absurdo. 

2 6 0 . A recta perpendicular a hum plano está em to-
dos os planos perpendiculares ao proposto tirados pelo pé 
da perpendicular. 

Seja ABC o plano proposto, ao qual BE he perpen-
dicular, e seja CBD qualquer dos planos perpendiculares 
a ABC, que elle corta em BC, passando pelo pé B da 
perpendicular. 

Faça-se no plano proposto o angulo recto CBA. Por -
que AB he perpendicular, por construcçâo, á intersecção 
dos planos perpendiculares ABC, BCD, será (§ 253) 
AB perpendicular ao plano BCD, logo ABD hc recto; 
e como A BE he recto também por hypothese, concluir-
se-ha 247) , que a recta BE está situada no plano 
CBD. 

2 6 1 . As intersecções de tres planos perpendiculares en-
tre si são também perpendiculares entre si; e reciproca-
mente. 

FIG. Í>5. Porque os dois planos ABC, CBD são perpendiculares 
a ABD, será a intersecção CB dos primeiros perpendi-
cular ao terceiro, logo CB he perpendicular ás duas A B , 
BD; e porque CBD, ABD são perpendiculares a A BC, 
será igualmente BD perpendicular a A B. 

Reciprocamente, se cada huma das intersecções hc per-
pendicular ás outras duas, ella o será ao seu plano, e cada 
hum dos dois planos que por ella passão será perpendi-
cular ao outro. 

262 . De hum ponto para hum plano não se pôde tirar 
mais do que huma perpendicular, e esta hc ao mesmo 
tempo a menor recta que ha entre elles. 
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Se lie possível, sejâo DA, DB duas rectas pcrpendi-Fig. y-t. 
culares ao plano A B C. Tire-se A B. Serão rectos os dois 
ângulos DAB, DBA: absurdo. 

Sc DA lie a perpendicular única, então outra recta 
qualquer DB, tirada de D para o plano proposto, lie maior 
que DA, porque será a hypothenusa do triangulo DAB 
rectângulo em A. 

263. Abaixar de hum ponto a perpendicular sobre hum 
plano. 

Seja ABC o plano, e D o ponto dado. 
Tire-se no plano proposto huma rccta qualquer BC, c 

no plano DBC tire-se DB perpendicular a BC. Lcvanlc-se 
do ponto B e no plano ABC a perpendicular BA sobre 
BC, e no plano A BD abaixe-se DA perpendicular a AB. 
Será DA a perpendicular pedida. 

Porque BC, sendo perpendicular ás duas B D , BA, he 
perpendicular ao plano A B D, logo os planos ABC, A BD 
são perpendiculares entre si. ]\Ias A D, que está no se-
gundo, he perpendicular á sua intersecção AB, logo A D 
he perpendicular ao plano ABC. 

264. I)e hum ponto dado em hum plano levantar a 
perpendicular a este plano. 

Sejâo A BC o plano, c A o ponto dado. 
Tire-se no plano duelo huma recta qualquer B C, mas 

que não passe por A, e de A tire-se sobre BC a perpen-
dicular A B. Em outro plano que passe por B C, e do ponto 
B, levante-sc BD perpendicular a BC. No plano AB D 
levante-se A D perpendicular a AB. Será A D a perpen-
pendicular pedida, encontre ou não a BD. 

A demonstração he a mesma do problema precedente. 
265 . Por huma rccta dada fazer passar o plano per-

pendicular a outro dado. 
Sejâo A B a recta, e CDE o plano dados. Fig. oo. 
Por hum ponto qualquer B da recta tire-se a perpen-

dicular BE sobre o plano, será o plano ABE aquelle 
em que esta A B , e que lie perpendicular a C D E . Este 
plano he único, porque se por AB podesse conduzir-se 
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outro plano perpendicular a C D E , então poderiào tam-
bém tirar-se duas perpendiculares, huma em cada hum 
delles, de qualquer ponto de AB ás intersecções destes 
planos com CDE: absurdo. 

266 . Sendo dados dois planos com hum ponto situado 
em hum delles ou fóra, tirar por este ponto hum plano 
perpendicular aos dois primeiros. 

Do ponto dado tirc-se a perpendicular a hum destes 
planos, e do pé desta perpendicular abaixe-se outra ao outro 
plano. O plano destas duas perpendiculares he o plano pedido. 

Se as duas rectas perpendiculares coincidem, as solu-
ções são nesse caso em numero infinito. 

267 . inclinação de huma recla sobre hum plano he o 
mais pequeno dos dois ângulos formados por ella e pela 
intersecção do plano proposto com o plano tirado por ella, 
perpendicular a este. 

268 . A inclinação da recta he o mais pequeno de to-
dos os ângulos que ella fórma com outras rectas, tiradas 
pelo seu pé no plano proposto. 

. o?. Seja AB a recta, e CBD o plano. 
Levante-se de B a perpendicular BE ao plano pro-

posto. Será EB A o plano perpendicular a CBD, que 
passa por A B . Seja BC sua intersecção com o proposto. 
Será ABC a inclinação. Tirc-se por B no plano proposto 
huma rccta qualquer BF. 

No triedro BEAF temos 

EBF<EBA-{-ABF, 

mas he EBF=EBC por construcçâo, logo EBC, ou 

EBA + ABC<EBA + ABF, 
ou 

ABC<ABF. 

269. Por hum ponto de huma recta tirar hum plano, 
que tenha com ella huma inclinação dada. 
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Seja BA a rccla e B o ponto, e faça-se o angulo CBA 
igual á inclinação dada. Levante-se BD perpendicular ao 
plano CBA. Serão perpendiculares entre si os planos CBD, 
CBA, logo o angulo CBA he a inclinação mutua da recta 
proposta BA e do plano pedido CBD. 

270. Por hum ponto dado fóra de huma recta tirar 
hum plano, que tenha com ella huma inclinação dada. 

Seja AB a recta, e C o ponto dado. Tirando por C, Fig. 
DE parallela a AB, fação-se ECB, D CA iguaes cada 
hum á inclinarão dada. 

Será CBA ou CA B a inclinação dada. Levanlem-se 
BF, AG perpendiculares ao plano ABC. 

Cada hum dos planos CBF, CAG tem sobre AB a in-
clinação dada, e passa por C. 

A demonstração he a do problema precedente. 
No caso em que se pede, que o plano seja perpendi-

cular á recta, não he preciso tirar a recta parallela DE, 
basta então tirar CB perpendicular sobre A B , e depois 
BF perpendicular a ABC. 

271. Se huma de varias rectas parallelas he perpen-
dicular a bum plano, todas as outras o serão também. 

Sejão AD, BE parallelas entre si, C A D perpendi- FÍ*. »f». 
cular ao plano A B C . 

Será o plano D ABE das duas parallelas perpendicular 
ao mesmo plano A BC, e A D a A B: logo será BE per-
pendicular a AB (§ 4-5). Mas AB he a intersecção de 
dois planos perpendiculares entre si, logo (§ 253) BE 
será perpendicular ao plano A B C . 

272 . As perpendiculares, tiradas de hum ponto do es-
paço sobre rectas parallelas, estão cm hum plano perpen-
dicular a todas estas rectas. 

Sejão CA, CB duas perpendiculares ás duas parallelas 
A D, BE. Produza-se AB até F. 

Nos triedros ADCF, BECF são rectos os ângulos 
D AC, EBC por hypothese, iguaes DAF, EBF também 
por hypothese, e commum o diedro CAFD opposto aos 
ângulos rectos, logo os triedros são idênticos, se os an-
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gulos DAF, EBF não são rectos, e teremos nessa hy-
pothese CAB — CBF: absurdo. Logo DAF, EBF são 
rectos, e as duas parallclas são perpendiculares ao plano 
CA B das duas perpendiculares abaixadas sobre ellas do 
ponto C do espaço. 

Facilmente se vê que o mesmo tem logar sendo maior 
o numero das parallelas c das perpendiculares respectivas, 
e ainda quando o ponto está no plano das duas parallelas. 

273. As rectas perpendiculares a hum plano são pa-
rallelas cnlre si. 

Sejão A D, BE perpendiculares ao plano ABC. Será 
o plano DAB perpendicular ao plano ABC, e DAB re-
cto; e porque EB he perpendicular ao mesmo plano ABC, 
será EB A recto também. EB está no plano DAB que 
passa por B, porque EB he perpendicular ao plano ABC, 
e DAB também (§ 2G0). Porque BE, AD estão no 
mesmo plano, e fazem com AB dois ângulos interiores 
rectos, são parallelas. 

271. As rcctas parallelas a outra no espaço são pa-
rallelas entre si. 

Fi-, íoo. Sejão as rectas AB, CD parallelas a EF. 
Tire-se o plano ACE perpendicular a EF, o qual cor-

tará perpendicularmente as duas rectas AB, CD ( §271 ) , 
logo A B , CD são parallelas entre si (§ 273). 

27o. Os planos infinitos que fazem com as faces de 
hum diedro triedros, que tenhão as partes de hum iguaes 
ás partes de hum outro e similhantemente dispostas, são 
parallelos, ou não se encontrão jamais. 

Ki;. loi. Os planos BAC, EDF fação com as faces do diedro 
EDGF os triedros idênticos ABCG, DEFG, e de ma-
neira que soja GAB = GDE, GAC — GDF, BAC 
— EDF. Digo que os planos ABC, DEF são parallelos. 

Se lie possível, seja II hum ponto d'encontro destes 
planos. No plano BAC tire-se AI que passe por II, e 
no plano EDF tire-sc DII. Porque os triedros ABCG, 
DEFG são idênticos, teremos nos triedros AG BI, DEGH 
o angulo GAB — GDE, o diedro GABI—GDEH, e 
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sendo commum o diedro BAGT, são iguaes todas as suas 
partes, logo GAI—GDH, e logo AI, DH parallelas: 
absurdo. 

276. Os planos perpendiculares á mesma recta são 
parallelos. 

Seja GD perpendicular aos planos E DF, li AC. Faça-se 
com a aresta GD bum diedro não birectangulo, cujas faces 
GDE, GDF tenhão com os planos propostos as intersec-
ções Alí, AC, DE, DF. 

Nos triedros AG BC, DGEF lie commum o diedro 
BAGC, e iguaes os ângulos GAB, GAC aos ângulos GDE, 
GDF, por serem lodos rectos por hypothese, logo estes 
triedros teem todas as suas partes iguaes e similhante-
mente situadas, logo (§ 275) os planos ABC, DEF são 
parallelos. 

277 . Os ângulos que teem os lados parallelos c nas la-
ces do mesmo diedro são iguaes, e seus planos parallelos. 

Nos ângulos BAC, EDF sejão AB parallela a DE, 
e AC a DF, e estejão nas faces do diedro BAGC. 

Será GAB = GDE, GAC—GDF, logo os triedros 
AGBC, DGEF são idênticos, por terem hum diedro 
commum comprehendido por ângulos iguaes e igualmente 
collocados, logo são iguaes os ângulos BAC, EDF, e pa-
rallelos os seus planos. 

278. Por hum ponto dado fóra de hum plano tirar 
outro que lhe seja parallelo. 

No plano dado tirem-se por hum ponto qualquer D 
duas rectas DE, DF, e pelo ponto A dado tire-se AB 
parallela a DE, e AC a DF. Então AB, AC ou seus 
prolongamentos estarão nas faces do mesmo diedro com 
DE, DF, ás quaes além disto as primeiras linhas são pa-
rallelas, logo BAC he o plano pedido (§ 277). 

279. Planos parallelos, sendo cortados pelas faces de 
hum diedro, fazem com ellas triedros idênticos, c simi-
lhantemente situados. 

Os planos ABC, DEF sejão parallelos, AB, DE a« 
suas-intersecções com a face BAG do diedro BAGC, e 
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AC, DF as suas intersecções com a outra face G AC. AB, 
DE sào parallelas, porque estuo no mesmo plano, e não 
concorrem, por estarem em planos parallelos. Similhante-
mente AC e DF são parallelas. Logo GAB = GDE, e 
GAC= GDF. Logo os triedros AGBC, DGEF, que 
teem hum diedro commum, comprehendido entre ângulos 
iguaes e similhantemente dispostos, teem as outras partes 
iguaes, e similhantemente dispostas. 

280. As intersecções AB, DE de dois planos paralle-
los ABC, DEF com hum terceiro BGA são parallelas. 

281. Os diedros correspondentes GABC, GDEF for-
mados por planos parallelos ABC, DEF com outro plano 
BGA, são iguaes. Logo também são iguaes os diedros 
alternos internos, e os alternos externos; e iguaes a dois 
rectos os diedros internos da mesma parte, tomados jun-
tos, e os diedros externos da mesma parle. 

282 . Por hum ponto A, ou por huma recta AB não se 
pode conduzir mais de hum plano parallelo a outro EDF. 

283 . Todas as rectas tiradas por hum ponto fóra de 
hum plano, parallelas a este plano, esíão em outro plano 
parallelo ao proposto. 

Sejão AB, AC parallelas ao plano EDF. 
Por hum ponto qualquer D do plano proposto e por 

A B conduza-se hum plano, e seja DE a sua intersecção 
com o proposto; e da mesma fórma seja DF a intersec-
ção do plano CA D com o proposto EDF. 

Serão A B , DE parallelas, por estarem no mesmo plano 
por construcçâo, e porque AB não pôde encontrar o plano 
DEF por hypothese. Pela mesma razão serão AC, DF 
parallelas entre si. 

Tendo os ângulos BAC, EDF os lados parallelos, e 
situados nas faces de hum mesmo diedro, seguc-se que 
os seus planos são parallelos. 

Da mesma maneira por que se acaba de provar que AC 
está com AB em hum plano parallelo a DEF, se prova 
que huma outra parallela AÍ ao plano DEF está com 
AB em bum plano parallelo ao proposto. Mas por AB 
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não se pôde tirar mais de hum plano parallelo a este (§ 282 , 
logo todas estas rectas tiradas por A, parallelamente a 
EDF, estão em hum mesmo plano parallelo ao proposto. 

284. Os planos parallelos a outro são parallclos en-
tre si. 

Supponhamos os planos p, p' parallelos a p". 
Os planos p, p" formarão com hum diedro d triedros t, t" 

iguaes e dispostos da mesma maneira (§ 279). Os planos 
/ / , p" igualmente formarão com o mesmo diedro d trie-
dros t', t" iguaes e dispostos da mesma maneira, porque 
he necessário que p' encontre d. Logo os planos p, p' for-
mão com o diedro d triedros t, t' iguaes e da mesma forma 
dispostos, logo estes planos são parallelos (§ 275). 

285. A recta perpendicular a hum de vários planos pa-
rallelos he perpendicular a todos. 

Sejão parallelos os planos ABC, DEF, e GA perpen-
dicular a A B C. 

Digo primeiramente que GA encontra o plano DEF 
produzido, se fòr necessário, porque de outra sorte lhe se-
ria parallela, e estaria então no plano ABC; absurdo; 
porque por hypothese ella lhe he perpendicular. Seja pois 
D o ponto cm que GA encontra o plano DEF. Forme-se 
hum diedro qualquer < 2 r , e de que GD seja a aresta, 
e sejão AB, AC, DE, DF as intersecções de suas faces 
com os planos parallelos. Serão A B, DE parallelas, e tam-
bém o serão AC, DF. Logo GDE=GAB, GDF 
= GAC. Mas GAB, GAC são rectos por hypothese, logo 
GDE, GDF são também rectos, ou GD he perpendicular 
sobre o plano DEF. 

286. Mais geralmente: a recta inclinada sobre hum 
de vários planos parallelos entre si tem a mesma incli-
nação sobre todos. 

Seja GAB o angulo de inclinação da recta GA sobre 
o plano BAC parallelo a EDF. O plano GAB será per-
pendicular ao plano BAC. A recta GA, produzida se fòr 
necessário, encontrará o outro plano em algum ponto D, 
porque de outra fórma lhe seria parallela, e estaria então 

.1/ 
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no plano BAC, contra a hypothese de lhe ser inclinada. 
Seja pois DE a intersecção dos planos GA B, EDF. Tire-
se por GA outro plano GAC, que faça com GAB hum 
diedro não birectangulo, e sejão AC, DF as suas intersec-
ções com os planos propostos, parallelos entre si. Serão 
idênticos e similhantemente dispostos os triedros AB CG, 
D EFG; logo GDE=GAB, e o diedro GDEF=GABC, 
isto he, o plano GDE he perpendicular a EDF, e GDE 
he a inclinação de GA sobre FJDF, e igual á inclinação 
da mesma recta GA sobre ABC. 

287 . Iíuma recta parallela a outra he parallela a lodos 
os planos em que existir sómente a ultima. 

Fig. 102. Seja AB parallela a CD, e CDE hum planò qualquer 
daquelles em que estiver CD, mas não AB. 

Estando AB por hypothese no plano ABCD das duas 
parallelas, não poderá encontrar o plano CDE senão na 
intersecção CD dos dois planos; mas esse encontro he im-
possivel por serem parallelas AB, CD; logo A B não en-
contra o plano CDE, nem algum outro daquelles, que 
contèem CD sem conter AB. 

288 . Por huma de duas rectas, que não estejão em 
hum plano, tirar o plano parallelo á outra. 

FIG. 103. Sejão AB, CD as duas rectas que não estão cm hum 
plano. 

De hum ponto qualquer C de huma CD tire-se CE 
parallela a AB, e será DCE o plano pedido. 

Este plano he único. Porque se houvesse outro plano 
parallelo a AB, e que passasse por CD, a sua intersec-
ção CF com o plano ABC seria então parallela a AB, 
e logo CF, CE serião parallelas: absurdo. 

289 . Por hum ponto dado fora de duas rectas dadas 
em posição, mas não no mesmo plano, tirar o plano pa-
rallelo ás duas rectas, ou parallelo a huma, e que conte-
nha a outra. 

Fig. 104. Sejão dados o ponto A, e as rectas BC, DE. 
Tire-se AF parallela a BC, e AG parallela a DE, e 

será A FG o plano procurado: este he único, porque a sua 
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posição he determinada por AF e AG, que tem também 
huma única posição. 

AF, AG não podem coincidir, porque então BC, DE 
serião parallelas, contra a supposição. Entretanto huma 
delias, por exemplo, AF pôde ser a intersecção dos planos 
ABC, ADE, e então o plano pedido conterá a recta DE. 

290. Se huma recta e hum plano são parallelos, e a 
recta he perpendicular a outro plano, os dois planos serão 
perpendiculares entre si. 

Se a recta AB he parallela ao plano D C E , e perpen- Fig. i0.5. 
dicular ao plano BCD, digo que o plano DCE he per-
pendicular ao plano B C D . 

Do ponto B, cm que A B encontra o plano BCD, tire-se 
BC perpendicular á intersecção CD dos dois planos B C D , 
CDE. Seja CE a intersecção dos planos ABC, CDE. 
Será AB parallela a CE por hypothese; mas o angulo 
ABC he recto por hypothese, logo BCE he recto. Sendo 
B CD recto por construcção, segue-se que B C he perpen-
dicular a DCE, logo os planos BCD, DCE são perpen-
diculares entre si. 

291 . Dois planos perpendiculares a hum terceiro, e 
cujas intersecções com este são parallelas entre si, são tam-
bém parallelos entre si. 

Porque se se suppõe que os dois planos se encontrão 
fora do terceiro, então de hum ponto do encontro se po-
dem tirar duas perpendiculares ás suas intersecções com o 
terceiro, e estas perpendiculares o serão também ao ter-
ceiro plano: absurdo. 

Não se pôde suppôr que os dois planos se encontrão 
sobre o terceiro; por quanto esse encontro seria cm hum 
dos pontos das intersecções, o que he impossível, porque 
estas são parallelas. 

292 . Mais geralmente: dois planos, cujas intersecções 
com hum terceiro são parallelas, e que fazem com elle 
diedros iguaes e similhanlemente dispostos, são parallelos 
entre si. 

Sejão parallelas entre si as secções AB, DE feitas no Fig. 101. 
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plano GDB pelos planos ABC, DEF; e iguaes os die-
dros GB AC, GEDF. Tire-se outro plano GCF pela aresta 
GD, cujas intersecções com os planos propostos ABC, 
DEF sejão AC, DF. 

Então nos triedros ABCG, DEFG serão iguaes os 
diedros GB AC, GEDF por hypothese, o diedro BAGC 
será commum, e os ângulos adjacentes GA li, GDE iguaes 
pela hypothese de serem AB, DE parallelas, logo os trie-
dros são idênticos 237), logo ABC, DEF são paral-
lelos entre si. 

293 . Hum plano e huma recta fóra delle são paral-
lelos, se forem perpendiculares a outro plano ou recta. 

FÍI:. 105. Sejão o plano D CE, e a recta AB perpendiculares ao 
plano BCD, digo que D CE, Ali são parallelos. 

Do pé B da perpendicular AB tire-se BC perpendi-
cular á intersecção DC dos dois planos, e seja CE a in-
tersecção dos planos ABC, D CE. 

Porque B C he perpendicular, por construcçâo, á inter-
secção dos dois planos D CE, BCD, perpendiculares en-
tre si por hypothese, e porque ella está em hum, será 
perpendicular ao outro, logo BCE hc recto. Mas ABC 
he recto também por hypothese, logo AB hc parallela a 
CE, e por consequência ao plano D CE. 

Se A B a D CE são perpendiculares á rccta BC, então 
temos logo AB parallela a CE, e ao plano D CE. 

294 . Por hum ponto tirar huma rccta parallela a hum 
plano. 

No plano D CE proposto tire-se huma recta CE qual-
quer, e pelo ponto proposto A tire-se no plano ACE a 
recta AB parallela a CE. Será AB a parallela pedida. 

Ve-se que as soluções são infinitas em numero. 
295. As rectas parallelas entre planos parallelos são 

iguaes. 
FÍ=. 106. Sejão as rectas AB, CD parallelas e terminadas nos 

planos ACF, BDE também parallelos entre si. BD, AC 
serão as intersecções dos planos parallelos com o plano 
ABCD das duas rectas parallelas, logo BD he parallela 
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a AC, e ABDC será hum parallelogrammo: logo A D 
= CD. 

296. As rectas perpendiculares a dois planos parallelos 
e nelles terminadas são iguaes, por serem parallelas entre 
planos parallelos. 

297. Por duas rectas, que não estejão em hum plano, 
tirar dois planos parallelos entre si. 

Sejão AB, DF as duas rectas. Por hum ponto A da Fig. 101. 
primeira tire-se AC parallela a DF, e por hum ponto D 
da segunda tire-se DE parallela á primeira AB. Serão 
ABC, DEF os planos pedidos. 

298. Achar a recta perpendicular ao mesmo tempo a 
outras duas rectas dadas de posição no espaço, mas não 
no mesmo plano. 

Sejão AB, CD as rectas dadas no espaço. Fig. 107. 
Por hum ponto qualquer E de huma destas rectas tire-

se EF parallela ã outra AB. O plano DEF será tam-
bém parallelo a A B. Por A B tire-se hum plano perpen-
dicular ao plano EDF, e seja GH huma parte da sua 
intersecção. Será GH parallela a AB, porque GH está 
no plano A B G, e no plano DEF parallelo a AB. 

Mas EF lie também parallela a AB por construcçâo, 
logo Gil, EF são parallelas, e por isso GH, produzida se fòr 
necessário, encontrará CD em hum ponto 1. l)e I no plano 
ABI levante-se JK perpendicular sobre IH. Será IK 
a perpendicular pedida. 

Por ser IK perpendicular, por construcçâo, a huma das 
duas parallelas A B, IK, ella o será á outra A B. For ser 
IK perpendicular á intersecção de dois planos perpendi-
culares entre si ABI, IH D, e porque está em hum delles, 
será perpendicular ao outro I I I D ; logo IK he perpen-
dicular a CD, além de o ser já a A B . 

Esta perpendicular he única, porque, se he possível, Fig. lon. 
sejão AC, BD duas rectas, cada huma das quaes he simul-
taneamente perpendicular ás duas AB, CD. Tire-se AD. 

Os triângulos ABD, ACD estarão em dois planos. 
Logo no triedro ABCD teremos 
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DAB-\-DAC>BAC; 

e no triedro DBAC teremos 

ADC-hADB>CDB. 

Ora CAB, ACD, ABD, BDC são rectos, nesta hypo-
these, logo 

DAB-hDAC-hADC-hADB>2r. 

Mas os triângulos ABD, ACD, rectângulos cm B e C, dão 

DA B + DAC-{- A D C-H A DB = 2 r ; 

absurdo: logo não podem existir duas rectas perpendi-
culares cada huma ao mesmo tempo a outras duas, que 
não estejão em hum plano. 

299 . Esta mesma perpendicular a duas rectas situadas 
no espaço he a menor recta, que se pôde tirar entre as 
ditas rectas. 

Seja AC a perpendicular ás duas rectas A B, CD. 
No triedro ABCD temos 

BAD-hDAC>r, 

e no triangulo ACD he 

ADC-+-DAC=r, 
logo 

BAD>ADC. 

Nos dois triângulos ABD, ACD, hum rectângulo em 
C, he A D commum, e além disso o angulo ADC do 
triangulo rectângulo <C que o angulo DA B do outro, logo 
AC<DB (§ 81). 

300. Nas rectas cortadas por planos todos parallelos 
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entre si, as partes interceptadas por dois destes planos sào 
proporcionaes às partes das mesmas rectas, interceptadas 
por outros dois quaesquer desses planos parallelos. 

As rectas A GD, BHE, CIF encontrem os planos ABC, Fig. io'j. 
GHI, DEF, parallelos entre si, nos pontos por meio dos 
quaes são designados estes planos e estas rectas. 

Tirem-se as rectas AE, CE, e sejão K, L os pontos 
em que ellas cortâo o plano GHI. Tirem-se também KG, 
KII, LH, LI. Serão parallelas GK, DE, porque estão 
no mesmo plano ADE e em planos parallelos. Logo 

AD: AGy.AE: AK, 
d'onde 

A D—AG: AGy.AE—AK: A I(, 
ou 

DG: AGy.EK: AI(. 

Tela mesma razão temos 

EK:AK::EH:BH::EL:LC:: IF : ic, 
logo 

DG:AG::EH:HB::FI:IC. 

301. As intersecções das faces de bum angulo polyedro 
com planos parallelos entre si, formão polygonos similhan-
tes, cujas areas são entre si como os quadrados das partes 
d'huma recta qualquer, que passe pelo vertice, e compre-
hendidas entre esse ponto e os planos dos polygonos. 

Sejão BC DE, FGHI as intersecções de dois planos Fig. 110. 

parallelos com a superfície do angulo polyedro ABC DE. 
Teremos FG parallela & BC, A 

BC:FG::AC:AG; 
similhantemente 

AC:AG::CD:GH; 

e assim por diante, de sorte que será 

v 
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BC:FG::CD:GH::DE:Hi::BE:Fi; 

logo os polygonos BC DE, FGHI teem os lados propor-
cionaes. Falta demonstrar a igualdade dos ângulos adja-
centes a lados homologos. 

Os triedros GAFH, CABD teem iguaes as partes si-
milhantemente dispostas, porque os planos GFH, BCD 
são parallelos; logo o angulo FGH—BCD, e da mes-
ma maneira se prova a igualdade dos outros ângulos dos 
polygonos comprehendidos entre lados homologos. 

A segunda parte da proposição demonstra-se assim: 

area B CDE: area FGHI: \BC* \FG*: \ÃC: A~G, 

e AC está com AG na razão das partes de huma recta 
qualquer tirada de A, sendo estas partes tomadas entre A 
e os planos dos dois polygonos. 

302. Reciprocamente, se tres arestas de hum angulo 
polyedro, terminadas em hum plano, são proporcionaes ás 
mesmas tres arestas, mas terminadas em outro plano, estes 
dois planos serão parallelos. 

m. No triedro ABCD, qualquer d'aquelles que compõem 
hum angulo polyedro, sejão 

AB: AE::AC:AF::AD: AG. 

Digo que os planos BCD, EFG são parallelos. 
Porque o angulo BAC he commum aos triângulos A BC, 

AEF, e seus lados são proporcionaes por hypothese, estes 
triângulos são similhantes, logo o angulo BCA—EFA: 
pela mesma razão nos triângulos A DC, A GF he D CA 
= GFA, logo BC he parallela a EF, e CD a FG, e 
por conseguinte os planos BCD, EFG são parallelos. 

303. Os tres ângulos do triedro, tomados juntos, valem 
menos de quatro ângulos rectos. 

Kiff. lia. Seja AE a continuação, no sentido do vertice, de huma 
das arestas AB do triedro ABCD. 
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Será 

BAD -\-DAE=2r; BAC-hCAE—2r; 

mas no triedro A EB C lie 

DAC<DAE-hCAE: 

logo, juntando esta inequação com as duas equações e re-
duzindo, teremos 

BAD + BAC-hDAC<ír. 

3 0 i . Todos os ângulos do angulo polyedro convexo, 
tomados juntos, valem menos de quatro ângulos rectos. 

Porque produzindo huma primeira face e a terceira no 
mesmo sentido em que estão a respeito da segunda, ellas 
formarão todas tres hum triedro, que encerrará o angulo 
polyedro, porque sendo este convexo, não pode ser cor-
tado por alguma de suas faces produzidas. Mas o angulo 
polyedro, sendo desta maneira interior ao triedro, tem a 
somma de seus ângulos menor que a somma dos ângulos 
do triedro, e por conseguinte < < 4 r . 

305. Qualquer plano que cortar as arestas do dito trie-
dro, cortará todas as arestas do angulo polyedro. 

306. A somma dos tres diedros de hum triedro he maior 
que dois diedros rectos. 

No triedro proposto ABCB o diedro BC A B he supple-
mento do diedro BCAE, logo he maior que a diíTerença 
dos dois CA DE, BE AC. Assim, no caso de ser CA DE 
>DEAC, teremos BCAD> CABE—BEAC, logo 

B CA D •+- CA DB > CA DB + CA DE — DE AC, 

logo 

BCAD-+- CA DB + DEAC> CA DB + CA DE. 
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Mas DE AC lie a mesma coisa que CABD, e CA DD 
-\-CA DE=2r. 

Logo a somma dos tres diedros 

BCAD-\- CADB-\- CABD^>2r. 

No caso de ser CADE<DEAC, então he CABD 

>CADE, logo 

CA BD + BA D C > CA DE + B A D C = 2 r; 

logo também 

CA B D + B A D C -+- D A CB > 2 r. 

307. A somma de todos os diedros do angulo polyedro 
convexo de n faces he maior que ( n — 2 ) 2 r. 

Porque tirando planos de huma de suas arestas a todas 
as outras, o angulo polyedro ficará composto de n— 2 
triedros, e todos os diedros destes farão a somma dos die-
dros do angulo polyedro; logo esta somma será maior que 
(n — 2) 2 r . 

308. Os diedros são proporcionaes aos ângulos forma-
dos pelas intersecções das suas faces com planos perpendi-
culares a cilas ou ás arestas. 

ii3. Nos triedros ABCD, EFGII seja o plano BA C per-
pendicular á aresta A D de hum, e FEG a EH no ou-
tro, ou seja BAC perpendicular ás outras faces de hum, 
e FEG ás outras duas faces do segundo. Serão rectos 
BA D, CAD, FE1I, GEII. Primeiramente supponha-
mos commensuraveis os ângulos BAC, FEG, isto he, múl-
tiplos de hum mesmo angulo BAI, parte de BAC. Faça-se 
ainda IAK—BAI, adjacentes e no mesmo plano BAC. 
Serão rectos IA D, KA D. Logo são idênticos os triedros 
A BID, AIKI), e por conseguinte são iguaes os diedros 
BADI, IADK. Pôde pois dividir-se o "diedro BA DC 
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em tantos diedros iguaes quantos sào os ângulos iguaes a 
BAI contidos em BAC; e o mesmo se pôde affirmar do 
diedro FE JIG e do angulo FEG. Logo os diedros pro-
postos sào tão múltiplos do diedro BADI como os ân-
gulos perpendiculares ás suas arestas ou faces, e por 
estas comprehendidos, o são da sua medida BAI; logo 
teremos 

diedro BADC : diedro FEIIG :: BAC: FEG. 

Quando os ângulos BAC, FEG forem incommensura-
veis a demonstração será inteiramente analoga á do § 1 2 3 . 

309. De ser 

BADC: BADI::BAC: BAJ, 

seguc-se que, suppondo BADI a unidade dos diedros e 
BAI a unidade angular, he então BA DC=BAC. As-
sim quando se diz que hum diedro he igual ao angulo 
plano perpendicular ás suas faces, e por ellas comprehen-
dido, bem se vê o que se subentende, isto he, que se deve 
dividir o angulo pela sua unidade, e multiplicar a unidade 
dos diedros por este quociente para ter o diedro. Este an-
gulo que he a medida do diedro, chama-se também in-
clinação das faces do diedro. 

310. Por huma recta não perpendicular a hum plano 
tirar outro plano, que faça com o primeiro hum diedro 
dado. 

Sc a recta dada A B he parallela ao plano dado ECD, Fig. í u . 
tire-se por hum ponto qualquer B da recta hum plano 
B CD que lhe seja perpendicular, e cuja intersecção com 
o plano ECD seja a recta CD. De B tirem-se para CD 
as rcctas BC, BD que fação com CD ângulos iguaes cada 
hum ao diedro dado (§ 75). Qualquer dos planos ABC, 
ABD será o plano pedido, porque se pelos pontos C, D 
tirarmos no plano ECD as rectas CE, DI parallelas a 
AB, essas rectas existirão respectivamente nos planos ABC, 
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A B D ; logo serão as intersecções destes com o plano E C D : 
de mais as mesmas rectas serão perpendiculares ao plano 
BCD (§ 2 7 1 ) ; logo BC, CF serão perpendiculares a 
EC, e BD, DF a Di, e por isso os ângulos B CF, BDF 
são as medidas dos diedros formados pelos planos A B C , 
ABD com ECD. 

Se AF existir no plano E C D , tiraremos por hum ponto 
(jualquer F de AF o plano BCD perpendicular a AF, 
e cuja intersecção com ECD seja CD. Formando pois no 
plano BCD os ângulos CFG, DFH cada hum igual ao 
diedro dado, os planos AFG, AF1I resolverão o pro-
blema. 

Fig. ii5. Finalmente se a recta Ali fòr obliqua ao plano dado 
ACE e o encontrar cm A, tire-se de hum ponto B da 
recta a perpendicular B C sobre o plano, e fazendo passar 
huma recta A D pelos pontos A e C, forme-se o angulo 
BDC igual ao diedro dado; depois construão-se os triân-
gulos ACF, ACE rectângulos cm F e E, e nos quaes 
seja CF=CD = CE; serão os triângulos rectângulos 
B CF, B CE idênticos com B CD, e os ângulos BFC, BEC 
iguaes a BDC. Ora as rectas AF, AE são respectiva-
mente perpendiculares a B F , BE (§ 258 ) : logo os pla-
nos ABF, A BE fazem com ACE diedros iguaes ao die-
dro dado. 

D'ahi se conclue, que por hum ponto pôde fazer-se pas-
sar hum numero infinito de planos, que tenlião a mesma 
inclinação sobre hum plano dado. 

311. Angulo cie duas rectas, que não estão em hum 
plano, he o angulo dos dois planos que passão por cada 
huma e pela perpendicular commum. 

312. Este angulo he igual ao angulo, que huma das 
ditas rectas faz com a recta tirada pela extremidade cor-
respondente da perpendicular parallelamente á outra. 

Fig. 107. Seja IK a perpendicular ás duas rectas AB, CD, que 
não estão no mesmo plano. O angulo das duas rectas he 
o diedro formado pelos planos A BI, CDK, c este he igual 
a DIH (§ 308), por ser III parallela a AB, por hypo-
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these, c portanto perpendicular a Kl, a que DI he per-
pendicular também por hypothese. 

313. Triedro supplementário d'oulro he aquelle cujos 
diedros são supplementos, cada hum de cada hum dos ân-
gulos do segundo; ou também aquelle em que cada hum 
dos ângulos he supplemento de cada hum dos diedros do 
segundo. 

314. Construir o triedro supplementário de hum trie-
dro proposto. 

No vertice A do triedro ABCD e para fóra deste ti- FÍÍ. IH. 
rem-se A E, A F, AG respectivamente perpendiculares so-
bre as tres faces ABC, ABD, ACD. Os triedros AEFG, 
ABCD serão supplementarios hum do outro. 

Porque EA he perpendicular a ABC, o plano EAC 
será perpendicular também a ABC, logo o diedro EACB 
he recto. Pela mesma razão que GA he perpendicular a 
ACD, hc também recto o diedro GACD. O diedro EACG 
— EAG, porque EA, GA são ambas perpendiculares á 
aresta AC. Os quatro diedros em torno da aresta AC são 
juntos iguaes a quatro diedros rectos, isto he, 

EACG-\~EACB-\-BACD~\-GACD = br, 
ou 

EAG + r + BACD + r = 4 r, 
logo 

EAG+BACD = 2r. 

Assim temos já hum angulo do triedro AEFG sup-
plemento de hum diedro do triedro proposto. 

Da mesma maneira, tomando em consideração as duas 
perpendiculares EA, FA respectivas aos planos ABC, 
ABD, acharemos 

EAF-hCABD = 2r, 

e similhantemente se achará 

FAG-h CA DB — 2 r. 
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Porque EA, FA são perpendiculares a AB, será AB 
perpendicular á face EA F d o triedro AEFG, e pela mes-
ma razão serão AC, A D respectivamente perpendiculares 
ás faces EAG, AFG, e por isso, como se acaba de de-
monstrar, serão os ângulos BAC, CAD, BAD respe-
ctivamente supplementos dos diedros FA E G, FA G E, 
EAFG. 

315. Os tres diedros detcrminão o triedro. 
3\o triedro ABCD sejão dados os tres diedros. Digo 

que os seus ângulos são determinados, ou que não pôde ha-
ver outro triedro diverso com iguaes diedros. 

Construa-se o triedro supplementário AEFG. Os die-
dros do triedro proposto sendo dados, serão dados tam-
bém os tres ângulos do supplementário, logo são deter-
minados os seus diedros, e logo 110 proposto serão deter-
minados os ângulos, que são os supplementos dos diedros 
do segundo triedro. 

316. Construir triedros com dados que os determinem. 
Kí.-. u r. 1.° Dados os ângulos a, b, e o diedro comprehendido C. 

Faça-se o angulo D'BC'=C diedro comprehendido. Lc-
vante-se BA perpendicular ao plano BD C' e de grandeza 
arbitraria. No plano ABD' faça-se o angulo BAD = a, 
e no plano BAC' o angulo BAC=b. Será ABCD o trie-
dro pedido. 

Porque além dos ângulos dados, tem o diedro DBAC 
= D'BC'=C, por serem D'B, CB perpendiculares a AB. 

2.° Dados os diedros A, B, c o angulo comprehen-
dido c. 

Construa-se hum triedro com os ângulos 2 r — A, 2 r 
— B, e o diedro comprehendido 2 r — c, como se acaba 
de fazer, e construa-se depois o supplementário deste, que 
será o triedro pedido. 

3.° Dados os tres ângulos a, b, c, taes que a somma de 
dois quaesquer seja sempre maior que o terceiro (para o 
que basta que o angulo maior seja menor que a somma 
dos outros dois), e a somma de todos tres menor que qua-
tro rectos. 
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Suppondo primeiro que uenlium destes ângulos he recto, 
então dois pelo menos necessariamente são agudos, ou dois 
são obtusos. Sejão a, b agudos. Com AB de grandeza ar-
bitraria, e com DAB = a forme-se o triangulo ABD 
rectângulo em B; e com o mesmo lado A B , e o angulo 
CAB = b forme-se o triangulo ABC rectângulo também 
em B, mas cada hum em plano differente. Com as rectas 
A D, AC também determidadas, e o angulo DAC—c 
faça-se o triangulo D AC. Com as rectas BD, BC, DC as-
sim achadas faça-se o triangulo BDC. Será DBC—DBAC 
hum diedro determinado do triedro pedido, o qual pode 
ser agora construído com este diedro e com os ângulos 
a, b, como no primeiro caso. 

Sc todos os ângulos do triedro são rectos, a construc-
ção do triedro se reduz a levantar huma perpendicular no 
vertice de hum angulo recto ao seu plano. 

Se unicamente são rectos dois ângulos, forme-se o ter-
ceiro angulo, e no seu vertice levante-se a perpendicular 
ao seu plano. 

Se hum só he recto, então com 

DAB —a, CAB — 2r — b, DAC=r 

pôde construir-se o triedro como no principio deste 3.° caso, 
suppondo agora a agudo e b obtuso, porque a serem am-
bos agudos já este caso fica resolvido; produza-se a aresta 
AC deste triedro ABDC para F; será ABDF o triedro 
pedido. Porque tem DAB = a, BA F= 2r — CA B 
— 2r — (2 r — b) = b, e DAF=2r—DAC=r. 

Se a, b são ambos obtusos, faça-se o triedro A B D C 
com os ângulos 2r — a, 2 r— b, c, como se tem feito. 
Produza-se BA para E, e será A ED C o triedro pedido, 
porque EAD = a, EAC—b, DAC=c. 

4.° Dados os tres diedros A, B, C, tacs que a dificrença 
de dois quaesquer seja menor que o supplemento do ter-
ceiro, e a somma de todos tres maior que dois diedros 
rectos. 
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Faça-se hum triedro com os ângulos 2 r — A , 2 r — B, 
2 r—C, o supplementário do qual será o triedro pedido. 

5." Dados os ângulos a, r, e o diedro Copposto a r, não 
sendo a recto. 

Faça-se o angulo DBC=C. Levante-se BA perpen-
dicular ao plano DBC. Faça-se no plano BDA e em al-
gum ponto A da recta BA o angulo DAB = a. Tire-se 
por A hum plano perpendicular a A D, cuja intersecção 
com o plano ABC seja AC. Será A BDC o triedro pedido. 

Porque D AC he recto, visto ser DA perpendicular por 
construcçâo ao plano em que está AC, o mesmo D AC he 
opposto ao diedro DBAC = DBC=C, e DAB = a. 

6.° Dados os diedros A, r, e o angulo c opposto ao die-
dro recto, e não sendo A recto. • 

Faça-se hum triedro com os ângulos 2 r — A , r, e o 
diedro opposto a r = 2r — c, como no caso precedente; 
o supplementário deste triedro será o triedro pedido. 

317. Os triedros que teem suas partes iguaes, cada 
huma a cada huma, são iguaes, ainda que não sejão idên-
ticos. 

. na. Nos triedros ABCD, EFGII sejão BAC=FEG, 
CAD = GEH, BA D — FEII, mas esteja AC para 
cima do plano da figura, e EG para baixo, que he o caso 
em que elles não admittem sobreposição. 

Fação-se AB, AC, A D, EF, FG, EH todas iguaes. 
Tirem-se BC, CD, DB, FG, GH, HF. Os triângulos 
ABC, ACD, ABD, BCD serão respectivamente idên-
ticos aos triângulos EFG, EGH, EFII, FGH. Logo 
os triedros CABD, GEFII teem as partes iguaes, logo 
o diedro ABCD =E GFH, e AC DB —EGHF. Achem-
se os centros L, O dos vertices dos triângulos idênticos 
BCD, FGIJ por meio das perpendiculares TL, IÍL, MO, 
NO aos meios /, K, M, N dos lados BC, CD, FG, GH. 
Tirem-se Aí, A K, EM, EN, que sendo rectas tiradas dos 
vertices de triângulos isosceles ao meio de suas bases, serão 
perpendiculares a estas bases. Tirem-se também L A , L B , 
LC, LD, OE, OF, OG, OH. 
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Porque BC he perpendicular a IA e IL, serão per-
pendiculares entre si os planos A I L , B C D ; e pela mes-
ma razão que A K e L K são perpendiculares a CD, serão 
perpendiculares enlre si os planos A KL, B CD; logo A L 
lie perpendicular a BCD, e também EO a FG1I. 

Prova-se facilmente que AI=EM, IL=MO; mas 
AIL=EMO por serem medidas dos diedros iguaes 
ACBD, EGFII; logo os triângulos AIL, EMO são 
idênticos, e AL=EO. 

Os triedros LAliC, OEFG teem BLC=FOG, e 
ALC, ALB, EOG, EOF são rectos. Sobrepondo pois 
estes triedros, caliirá L em O, B em G, C em F, A em 
E, logo o triedro A B L C = triedro EGOF. Da mesma 
maneira se acha o triedro ALDC=EOGH, e o trie-
dro ALDB = EOIIF. Logo 

o triedro ABCD=ABLC-^-ALDC—ALBD 

=EG OF-\-EOGII—EOHF=EFGH. 

Se os centros dos triângulos BCD, FGH estão nos 
lados BD, FH, então os triedros propostos são ainda 
iguaes, por ser cada hum delles somma de dois triedros 
idênticos com os dois que compõem o outro. 

Se os centros caliem dentro dos triângulos B CD, FGII, 
serão os triedros propostos compostos cada hum de tres 
triedros que coincidem com os tres do outro. Logo são 
sempre iguaes os triedros propostos, ainda que não sejão 
idênticos. 

318 . Os ângulos polyedros symetricos ou conjugados 
são iguaes. 

Nos ângulos polyedros symetricos aBCDEF, aGIIIKL FÍs. nu. 
são iguaes os diedros comprehendidos por ângulos iguaes. 
Logo os triedros aBEF, aGKL são iguaes, por serem 
as suas partes iguaes cada huma a cada huma, e logo BaE 
= Ga K, oo diedro BaEF—GaKL. Logo nos trie-
dros aB ED, a GKI são iguaes os diedros B a ED, G a Kl, 

o 
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jior serem diíferenças de diedros iguaes; e são com-
prehcndidos por ângulos iguaes, logo estes triedros suo 
iguaes, e iguaes também os ângulos li a D, Gaí, assim 
como os triedros aBCD, aGHI. Logo os ângulos po-
lycdros propostos são iguaes, porque são compostos de trie-
dros iguaes. 

319 . No triedro, que tem dois diedros iguaes e agu-
dos, os ângulos oppostos são também iguaes e agudos; e 
se os diedros iguaes são obtusos, os ângulos oppostos se-
rão obtusos: e reciprocamente. 

Ki?. 133. No triedro ABCD seja CÁ li D = CA DB, e sejão 
agudos estes dois diedros. Levante-se A E perpendicular 
a BA D, e da mesma parte de AC. 

Serão rectos os diedros EABD, EADB, logo o trie-
dro ABDE envolverá o triedro proposto ABCD, c logo 
teremos 

EA B-{-EAD> CA B 4- CA D. 

Mas os dois primeiros ângulos suo rectos, e os dois se-
gundos iguaes, logo esles são agudos. 

Se os diedros iguaes CABD, CADB forem obtusos, 
então o triedro A B CD envolverá o triedro A BDE, logo 
teremos 

CA B + CA D > E A B + EA D. 

Mas os dois primeiros ângulos suo iguaes, e os últimos re-
ctos, logo os primeiros são obtusos. 

Reciprocamente, se os ângulos CAB, CAD do triedro 
proposto A li CD são iguaes e agudos, então necessaria-
mente os diedros CABD, CADB são agudos; porque 
se estes fossem obtusos, os ângulos CAB, CAD o seriâo 
também pela proposição directa, o que he contra a sup-
posição actual; ou se os diedros fossem rectos, os ângulos 
CAB, CAD o scrião da mesma sorte, o que he absurdo, 
logo são agudos. 

A outra proposição reciproca prova-se permutando as 
palavras agudos e obtusos; porém huma e outra podem 

( 
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demonstrar-sc por meio do triedro supplementário, se se 
quizer evitar a reducção ao absurdo. 

320. Centro das faces de hum polyedro he o ponto do 
qual se podem abaixar perpendiculares iguaes sobre todas 
as faces. Estas perpendiculares chamào-se cathctos. 

321. Todos os pontos do plano que divide ao meio hum 
diedro são centros das suas faces, ou das suas continua-
ções. 

O plano EAB divida o diedro CABD cm dois diedros 
iguaes CABE, D ABE. 

Por hum ponto qualquer E do plano tire-se o plano 
ACD perpendicular á aresta AB, e sejão AC, AD as 
intersecções deste ultimo plano com as faces do diedro 
proposto. 

Teremos EA, CA, DA perpendiculares a AB, logo 
EAC, EAJ) são iguaes e agudos, porque medem os dois 
diedros iguaes, cm que está dividido o proposto. Tire-se 
EC perpendicular sobre AC, e ED sobre A D- Os planos 
CAB, DAB são ambos perpendiculares a ACD por ser 
em ambos AB perpendicular a ACD por construcçâo. 
Mas EC he perpendicular em C á intersecção AC do pri-
meiro CAB com o terceiro ACD, logo EC he perpen-
dicular á face CAB do diedro proposto, e pela mesma 
razão he ED perpendicular á face DAB. Será pois E o 
centro destas faces, se fòr EC==ED. 

322. Os triângulos EAC, EAD rectângulos em C, D, 
teem AE commum, e iguaes os ângulos EAC, EAD, 
logo são idênticos, e EC—ED. 

Todos os pontos do plano perpendicular ao meio de 
huma recta são centros dos seus extremos. 

No meio C da recta AB esteja tirado o plano DCE Fie. 121. 
perpendicular a esta recta. 

Neste plano tome-se outro ponto qualquer E, e tirem-se 
EC, EA, EB. Serão rectos os ângulos ACE, BCE por 
hypothese. Os triângulos rectângulos ACE, BCE teem 
AC —BC por hypothese, CE commum, logo EA — EB. 
e logo E he o centro dos extremos A, B. 
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323. Todos os pontos do plano que divide ao meio hum 
angulo, sendo perpendicular ao seu plano, são centros dos 
lados deste angulo, ou das suas continuações. 

fig. 120. Esteja o angulo CAD dividido em partes iguaes pela 
recta A E, e esteja levantado o plano EAB perpendicular 
ao plano CAD. Digo que hum ponto qualquer B deste 
plano EAB he centro dos lados AC, A D do angulo CAD, 
ou que as perpendiculares BC, BD a seus lados são iguaes. 

Os triedros ABCE, ABDE teem iguaes os diedros 
BA EC, BAED, porque são rectos por hypothese, BAE 
he commum, e CAE — DAE por hypothese; logo BAC 
— BAD. 

Os triângulos ABC, ABD, rectângulos em C, D, teem 
AB commum, BAC=BAD; logo BC—BD. 

Sc estas perpendiculares cahcm nas continuações dos 
lados, a demonstração he similhante. 

324. No angulo polyedro regular os planos que divi-
dem so diedros pelo meio teem huma intersecção com-
mum a todos, que se chama eixo, e cujos pontos são to-
dos centros de todas as faces do polyedro. 

fig. i22. Seja regular o angulo polyedro ABC DE. 
Seja A E a intersecção dos dois planos FA B, FA C, 

que dividem ao meio respectivamente os diedros CA BE, 
D ACB. 

Os triedros AFCD, AFCB teem o angulo FAC com-
mum, DAC=BAC por hypothese, e os diedros DACF, 
B A C F também iguaes, por serem metades do diedro 
D ACB, logo esses triedros são iguaes, e logo o diedro 
CADF=CABF; mas este ultimo he a metade do die-
dro CABE, igual a CA DE também por hypothese, logo 
o plano FA D divide ao meio o diedro CADE. Já se vô 
como se pôde provar que o plano FA E divide também ao 
meio o diedro DAEB. T 

Hum ponto qualquer F do eixo A F, estando em planos 
que dividem os diedros em partes iguaes, he centro de 
huma primeira face e da segunda, da segunda e da terceira, 
e assim por diante, e finalmente da ultima e da primeira, de 

r 
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sorte que os cathetos, ou as perpendiculares abaixadas deste 
ponto sobre as faces, serão iguaes a segunda á primeira, a 
terceira á segunda, e assim por diante, e a final a pri-
meira á ultima. Logo este ponto F qualquer do eixo he 
centro de todas as faces. 

325. No angulo polyedro regular, fazendo as arestas 
iguaes, o plano que passar por tres dos seus extremos passa 
por todos; a secção deste plano na superfície do angulo 
polyedro he hum polygono regular; o eixo passa pelo centro 
deste polygono, e he perpendicular sobre elle. 

No angulo polyedro regular ABCDE sejão iguaes A B, 
AC, AB, AE. Tirem-sc BC, CD, DE, EB. Serão isos-
celes e idênticos os triângulos ABC, ACB, ABE, A EB, 
porque, segundo a hypothese, teem os lados iguaes, bem 
como os ângulos comprehendidos: logo 

BC=CB=BE=EB. 

Os triedros CA BB, BACE são idênticos, porque os 
ângulos ACB, ACB, ABC, ABE são iguaes, bem como os 
diedros BCAB, CBA E, logo he o diedro ACBB=ACBE, 
e logo os planos BCD, CDE coincidem, ou o plano que 
passa por B, C, D passa também por E. 

A identidade dos triedros dá também angulo BCD 
= CDE, e da mesma maneira se achará CDE=DEB, 
e EB C=B CB. Logo o polygono BC BE tem iguaes 
os lados e os ângulos, ou he regular. 

Seja F o ponto em que o eixo AF encontra o poly-
gono. Tirem-se FC, FB, FE. 

Yio-se na demonstração do theorema precedente que o 
eixo faz com duas arestas quaesquer o mesmo triedro que 
com outras duas contiguas, logo faz também com as arestas 
ângulos iguaes. Assim os triângulos FAC, FAB, FAE 
são idênticos, por terem iguaes os ângulos em A, A F com-
mum, e os outros lados AC, AB, AE iguaes. Logo FC, 
FB, FE são iguaes, e logo F he o centro do poly-
gono. 



116 ELEMENTOS DE GEOMETRIA. 

A identidade dos triângulos dá também a igualdade dos 
ângulos AFC, AFD, A FE; logo A F he perpendicular 
ao plano BC DE (§ 254) . 

326. Sendo dados hum angulo e o numero de faces de 
hum angulo polyedro regular, achar hum dos seus diedros, 
ou construi-lo. 

Porque o angulo BAC hc dado, será conhecido 

ACB=1~(2r—BAC)=ACD; 
Jt 

e porque o numero do faces hc dado, serão dados no po-
lygono BCDE o numero de lados, e por consequência o 
valor do angulo BCD. Se se puder construir este polv-
gono regular, então no triedro CABD conheceremos os 
seus ângulos, e construindo-o, teremos feito o diedro pe-
dido, que he hum dos diedros do angulo polyedro regular 
procurado. 

De outra maneira: faça-se o polygono regular, se fòr 
possível, com tantos lados, quantas são as faces do angulo 
polyedro, porém de grandeza arbitraria. No centro F do 
polygono levante-se a perpendicular indeterminada FA. 
Com bum lado BC, e com os ângulos 

A B C=ACB = l (2 r — BAC) 

faça-se o triangulo B CA; e com hum dos seus lados iguaes 
CA determine-se agora o ponto A na perpendicular FA. 
Tirando rectas por A e pelos vertices do polygono, estas 
serão as arestas do angulo polyedro pedido. 

327 . O diedro do angulo tetraedro regular, cujo an-
gulo he de 60°, he supplemento do diedro do triedro re- t 
guiar, cujo angulo também he de 60°. 

124. Seja A BCDE o angulo tetraedro regular, e FG a in-
tersecção de dois dos pianos de suas faces oppostas A HE, 
ACD. Os triedros A BCF, AEDG ião idênticos, porque 



I)OS POLYEDROS Q U E NÃO CIRCUNSCREVEM ESPAÇO. 1 1 H 

BAC—EAD, c os diedros FA BC, FACB, GAED, 
* GA DE são todos iguaes, por serem supplementos dos die-

dros do angulo tetraedro proposto. Logo B A F — E A G ; 
mas estes dois ângulos com BAE fazem 180°, e BAE 
= C0°, logo BAF=G0°, e da mesma forma lie CAF 
— 00°; e porque BAC=(iO° por hypothese, segue-so 
que o triedro A B CF he regular, o seu angulo = 60°, 
e o seu diedro FA BC supplemento do diedro EABC do 
angulo tetraedro regular, cujo angulo he de 60°. 

328. Dois planos, cujas inclinações sobre a mesma recta 
não estão no mesmo plano, concorrem. 

Sejão HBA, EAB as inclinações respectivas dos planos ri-. is>5. 
FGil, EDEsobre a recta A B, e não seja HBA<ÇEAB, 
nem estejão ambos no mesmo plano. Seja ÍG a intersec-
ção dos planos EEB, FGH. SerkABl ou ABG>ABH, 
logo ABI ou ABG^> E AB, e logo 1G produzida en-
contra EE produzida, se fòr necessário, isto he, huma 
recta do plano FGH encontra outra do plano EDE. 

Deve subentender-se aqui que os dois ângulos d e c l i -
nação não são rectos ao mesmo tempo, porque nesse caso 
os planos são parallelos. 

329. O quadrilátero, ainda que não seja plano, em que 
a somma de dois lados oppostos he igual á somma dos ou-
tros dois, tem centros de lados, que se acharão todos si-
tuados em huma só recta. 

No quadrilátero não plano ABCD seja K Í ? . 1 2 6 . 

AB-^DC=AD-i-BC. 

Dividão-se ao meio os ângulos A, B por planos EAG, 
FBG perpendiculares aos seus planos. Estes dois planos 
concorrem, porque sendo EAG perpendicular ao plano 

r DA B, em que suppomos EA, he o angulo EAB a incli-
nação da recta Ali sobre este plano EAG. Simiihante-
mente, suppondo FB no plano ABC, FBA he a incli-
nação da mesma recta AB sobre o plano FBG; mas 
A EB, BFA são planos diversos por hypothese, porque 

r 
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o quadrilátero proposto não está em hum plano; logo os 
planos EAG, FBG concorrem. Seja G hum dos pontos 
do concurso. 

De G abaixem-se as perpendiculares GII, GI, GE, 
GL sobre todos os lados do quadrilátero proposto. Tere-
mos (§ 323) 

GL — GII—GI. 

Digo que teremos também 

GK= GL = GI. 

Como os triângulos rectângulos GAL, GAII teem com-
mum a hypothenusa e iguaes os lados GL, GH, será AT. 
— AH. Da mesma maneira he BI=BII, logo 

AL + BI=AB, 

e logo, em virtude da equação de condição, será 

DL -+- Cl—DC. 

Por consequência se nos triângulos rectângulos GDL, GDJÍ, 

que teem a hypothenusa commum, fosse GL>GK, se-

ria DL^>DK; e nos triângulos rectângulos GCI, GCk 

aconteceria o mesmo, isto he, seria 
GI<.GK, e CI^-CK, 

logo " ' 
DL-+-CI<DIs:+CIÍ, ou <DC; 

absurdo. Logo G he centro dos lados do quadrilátero. 

A mesma propriedade competirá a qualquer outro ponto 
da intersecção dos planos EAG, FBG. 

330. Se duas rectas cortarem cada huma os dois lados 
oppostos de hum quadrilátero não plano cm partes pro-
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porcionaes, cilas se cortão mutuamente na mesma pro-
porção. 

Se as duas rectas EF, GH cortarem os lados do qua- FÍ 
drilatero ABCD não plano, de sorte que seja 

AG:BG::DH:CH::AF:DF::BE:CE, 

digo que as duas rectas se cortão em algum ponto í, e 
na mesma proporção de 

Fi:Ei::Gl:Hi::AG:BG. 

Tire-se a aresta AC do triedro CBAD. Conduza-se 
EK parallela a AB c terminada em hum ponto K de 
AC. Tirem-se KH, IÍF, KG, EH, GF, BD. Pela con-
strucção temos 

A K: CK\:BE:CE: :AG :BG 

por hypothese, logo KG he parallela a BC. Similhante-
mente se prova que KII, KF, EH, FG são respecti-
vamente parallelas a A D, CD, BD, BD; logo EH, GF 
são parallelas, logo estão no mesmo plano, e logo E F , 
GH estão neste plano, e cortão-se em hum ponto I. 

Os triângulos IEH, IGF são pois similhantes, e dão 

Fl:El::Gl:Hl::GF:EH. 

Os triângulos KEH, AGF são também similhantes, por 
terem os lados parallelos, e dão 

GF: EH: :AG: EK (ou BG), 
logo 

Fl: EI::GI:HI::AG: BG. 

Não he neccssaria outra demonstração para o caso em 
que os termos da proporção 

p 
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AG: BGY.BE: CE 

não sejão consecutivos na figura, como o são estes, porque 
se isto acontece a respeito dos ângulos A, C, não acontece 
a mesma cousa a respeito dos outros dois, visto que temos 

BE:CE::DH:CH, 

termos que não são linhas consecutivas na figura. 
331. Mais geralmente: se duas rectas cortão cada huma 

os dois lados oppostos do mesmo quadrilátero proporcio-
nalmente, mas em diversas proporções, cada huma cor-
tará ainda a outra na mesma proporção em que corta os 
lados oppostos. 

. 64. Sejão 
DF: CF::AE: BE, 

e 
DH .AH::CG:BG. 

Digo que as rectas EF, GIL se cortão em M, e que te-
remos 

HM:GM::DF:CF, 
bem como 

FM: EMy.DH:AH. 

Pelos dois pontos B, E tirem-se Bb, Ee parallelas a 
GH, e terminadas no plano A DC. Facilmente se vô que 
bHC he a rccta intersecção do plano A DC e do plano 
das duas parallelas Bb, HG. Logo teremos 

bH: HCy.BG: GC: :AH: IID; 

e logo os triângulos AHb, DHC são similhantes. Teremos 
depois 

Ae:eb::AE:EB::DF: FC, 
donde 

Ae:DF::Ab:DC; 
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mas por causa dos triângulos similhantes A II b, DIIC he 

Ab:DC::AH:HD; 
logo 

Ae:DF::AH:DH: 

além disto os triângulos AHb, CHD sendo similhantes. 
teem o angulo IIAc = HDF; logo são similhantes os 
triângulos A He, DIIF, e logo o angulo AHe — DHF» 

Segue-se pois que cIIF he huma linha recta, e que 
assim o ponto F está no plano das parallelas Ee, GH, 
isto he, que GII, EF estão situadas no mesmo plano, e 
se cortão cm hum ponto M. Depois disto, em consequên-
cia de serem parallelas Ee, MH, teremos 

EM:MF::eH: HF: :AH: IID. 

Por huma construcçâo similhante se demonstraria, que 

HM: MG:: DF: CF. 

332. Tres planos perpendiculares ás tres arestas de hum 
triedro concorrem dois a dois; as suas intersecções formão 
hum triedro; e este triedro he supplementário do pri-
meiro. 

Os tres planos EFCG, EGDH, EHBF sâo respe- Fig. IM. 
cti vãmente perpendiculares ás tres arestas AC, A D, AB 
do triedro ACDB, e CF, CG, DG, DH, BH, BF são 
as intersecções dos planos com as faces do triedro. Serão 
rectos os ângulos A CF, ACG, A DG, A DH, A BII, A BF. 

Os tres planos concorrem dois a dois, porque se EFCG, 
EGDH não concorressem, então ou coincidiriâo, e teriamos 
AC, A D perpendiculares ao mesmo plano, absurdo: ou 
serião parallelos, e neste caso A D que he perpendicular 
a hum o seria ao outro, isto he, a EFCG, e logo AC, 
A D ainda perpendiculares ao mesmo plano, absurdo. Sejão 
pois EG, EH, EF as intersecções dos planos dois a dois; 
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ellas seião perpendiculares ás faces do triedro, e os ân-
gulos EGC, EGD, Eli D, EIIB, EFli, EFC serào 
rectos. Estas intersecções também concorrem duas a duas, 
porque estando duas a duas cm cada hum dos planos, por 
exemplo, EF, EG no plano EFCG, se não concorres-
sem serião parallelas, mas cilas são perpendiculares ás 
faces ABC, AC D, logo estas faces ou serião parallelas, 
ou estarião em direitura, absurdos. As tres intersecções 
EF, EG, EH não estão no mesmo plano, porque então 
este plano FEG1I, visto conter EF perpendicular á face 
ABC, lhe seria também perpendicular, mas o plano EGII 
também he perpendicular a A D, logo ABC, e A D se-
rião parallelos (§ 293), absurdo. 

As tres intersecções concorrem no mesmo ponto E, por-
que se FE não encontrar GE no concurso de GE com 
H E , mas em outro ponto, então não poderá encontrar 
1 IE , porque não estão todas tres no mesmo plano; mas 
isto he contrario ao que se tem demonstrado, logo E F G H 
lie hum triedro. No quadrilátero E F C G os ângulos em 
F, G são rectos, logo FEG he supplemento de FCG, 
mas este he a medida do diedro BAC D, logo já temos 
hum angulo do triedro E F G H , que he o supplemento de 
hum diedro do triedro ABCD. Por meio dos quadrilá-
teros EGDH, EIIBF se achará da mesma maneira que 
os outros dois ângulos do triedro EFGH são os supplc-
mentos respectivos dos outros dois diedros do triedro pro-
posto. 

No quadrilátero ABFC os ângulos em B, C são re-
ctos, logo BFC he o supplemento do angulo BAC, mas 
BFC he a medida do diedro GEFII, logo temos já hum 
diedro do triedro E F G H , que lie o supplemento de huni 
angulo do triedro ABCD. Por meio dos quadriláteros 
AC GD, ABUD se achará CGD supplemento de CAD, 
e BHD supplemento de BA D, isto he, os outros dois 
diedros do triedro EFGH supplementos dos outros dois 
ângulos do triedro proposto, cada hum de cada hum. 



L I V R O 4. 

Dos Polyedro* que circumscrevem espaço. 

333. jl olyedro definido, ou somente Polyedro ho 
o volume circumscripto por planos. 

334. Construir polyedros. 
São para este effeito necessários mais de tres vertices, 

que não estejão no mesmo plano. Tirem-se então rectas 
de cada hum dos vertices para todos os outros, e planos 
pelas rectas que concorrem duas a duas. O volume encer-
rado pelas faces ou polygonos exteriores será hum po-
lyedro. 

335. Prisma he o polyedro, cujos vertices são os ex-
tremos de rectas parallelas terminadas entre planos pa-
rallelos. Bases do prisma são as duas faces que estão nestes 
planos parallelos. Eixo do prisma he a recta tirada entre 
os centros das bases, quando ellas os teem. Altura do pris-
ma he a perpendicular entre as bases. O prisma he recto 
quando as bases são perpendiculares ás outras faces. 

336. As bases do prisma são polygonos idênticos, e as 
outras faces parallelogrammos. 

As bases ABCD, EFGH sendo planos parallelos, e Fig. 
as arestas entre ellas AE, BF, CG, DIí sendo paralle-
las, segue-se que as intersecções AB, EF das bases com 
o plano ABFE serão parallelas, logo ABFE he hum 
parallelogrammo, e AB=EF. Similhantemente se acha 
que as outras faces lateraes, ou não bases, são parallelo-
grammos, e que as arestas BC, CD, DA são respectiva-
mente parallelas e iguaes ás arestas FG, GH, HE. As-
sim temos o angulo ABC — EFG, porque os seus lados 
são parallelos e estão no diedro A BFC, e da mesma ma-

f 
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neira se prova a igualdade dos outros ângulos comprehcn-
didos entre os lados iguaes dos polygonos A B CD, EFGH, 
logo estes, que sào as bases, são idênticos. 

337. Deutoprisma he o polyedro cujos vertices são os 
de dois polygonos idênticos e parallelos, mas taes que os 
lados de hum não são parallelos aos seus iguaes no outro. 
Os dois polygonos são as bases. As outras faces são triân-
gulos. Se os polygonos teem centros, o deutoprisma tem 
por eixo a rccta que os une. Sc o eixo he perpendicular 
ás bases, o deutoprisma he recto. 

338. Construir deutoprismas rectos e equiláteros. 
no. Seja ABC hum polygono regular de hum numero qual-

quer de lados, e ADC hum dos seus sectores. Divida-se 
em partes iguaes o angulo do centro ADC pela recta DE 
igual ao raio DA. Levante-se EF indeterminada, mas 
perpendicular ao plano do polygono. Com A F ou CF 
= AC, determine-se agora na perpendicular o ponto F. 
Em cada hum dos sectores do polygono faça-se huma si-
milhante construcçâo. 

Todos os pontos como E serão vertices de hum poly-
gono idêntico a ABC, que está no mesmo plano, e tem 
o mesmo centro, por ter o mesmo angulo do centro com-
posto de dois semi-angulos do centro como ADE, e iguaes 
os raios DE a DA. Todas as rectas como AE serão iguaes, 
por serem bases de triângulos isosceles idênticos. Todas 
as rectas como A F são iguaes, porque o são aos lados do 
polygono regular. Logo todas as perpendiculares como EF 
são iguaes, por serem lados de triângulos rectângulos como 
AEF, de que os outros lados são absolutamente os mes-
mos. 

Todos os pontos F serão vertices de hum polygono idên-
tico áquelle que tem os vertices E, e terá parallelos aos 
deste os lados iguaes correspondentes, porque a recta entro 
hum primeiro ponto F e o segundo he parallela e igual á 
recta tirada entre os dois pontos E correspondentes, por se-
rem aquellcs pontos extremos de perpendiculares ao mesmo 
plano, e iguaes. Da mesma maneira são iguaes e parai-
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leias as rectas tiradas entre o segundo e terceiro F; e entre 
o segundo e terceiro E; e assim por diante. Logo cada 
angulo FFF he igual a cada angulo EEE, e por con-
sequência os vertices F pertencem a hum polygono idêntico 
áquelle que tem os vertices E. Todos estes vertices são os 
vertices de hum prisma. Este prisma he recto, porque sup-
pondo-se G o centro do polygono FF (Ac., será GF=DE; 
e estas duas rectas são também parallelas, porque estão 
nos planos parallelos dos dois polygonos, e 110 plano que 
divide ao meio o diedro, cuja aresta he E F , pois que 
GF, DE sendo raios de polygonos regulares, dividem ao 
meio os ângulos F, E destes polygonos, e estes ângulos 
são cada hum a medida daquelle diedro, por estarem em 
planos perpendiculares á aresta EF. Logo EDGF he hum 
rectângulo. Por consequência he recto o deutoprisma, cujos 
vertices são A, B, C, e os pontos F, porque tem o mesmo 
eixo daquelle prisma e tem commum com elle a base su-
perior ; e he também equilátero, porque além das arestas, 
que são lados de polygonos idênticos, tem iguaes a estas, 
por construcção, as outras arestas taes como A F, FC, etc. 

339. Parallelipipedo he o prisma, cujas faces são todas 
parallelogrammos. 

3 i 0 . Construir o parallelipipedo, sendo dados hum ver-
tice c suas tres arestas, com os ângulos que ellas formão. 

Sejão AB, A D, AE as tres arestas dadas em grandeza Fig. i<9 
e posição. 

Complete-sc o parallelogrammo A B CD. Tirem-se para 
a parte de AE as rectas BF, CG, DH parallelas e iguaes 
a AE; e os extremos destas rectas serão os vertices do 
parallelipipedo pedido. 

Porque EF será parallela a A B , visto serem rectas 
que unem os extremos da mesma parte de parallelas iguaes. 
Pela mesma razão GF, GH são respectivamente parallelas 
a CB, CD; logo os planos EFG, FGH são paralle-
los ao plano A B CD. Mas por F ou por FG não se po-
dem tirar dois planos parallelos a ABCD, logo EFGH 
he hum plano. Logo os oito vertices mencionados o são de 
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lium prisma, por serem extremos de parallelas entre planos 
parallelos. Porém huma das bases he parallclogrammo, logo > 
a outra base e as outras faces o serão também, isto he, 
todas são parallelogrammos. 

341. 1.° As quatro diagonaes do parallelipipedo cor-
tão-se reciprocamente em partes iguaes, por serem ao mes-
mo tempo diagonaes dos parallelogrammos formados pelas 
arestas oppostas e pelas diagonaes de faces oppostas. 

2.° Os seis parallelogrammos diagonaes do parallelipi-
pedo cortão-se também mutuamente em partes iguaes, por-
que se cortão ou pelas suas diagonaes, ou pelo meio de 
seus lados oppostos. 

3.° No parallelipipedo huma aresta, a diagonal respe-
ctiva do parallelipipedo, e a diagonal respectiva da face 
em que não ha aresta alguma parallela á primeira, eslào 
em hum plano diagonal. 

4.° A secção feita no parallelipipedo por hum plano 
parallelo a huma face ou base, he parallclogrammo. 

5.° A secção que passa por huma diagonal do paralle-
lipipedo, he parallclogrammo. 

FUR. 131. Ò.° Se huma aresta iD do parallelipipedo A B C D , 
estiver dividida em partes iguaes no ponto F, a diagonal 
AG do parallelipipedo estará no plano AHI das duas dia-
gonaes dos parallelogrammos BF, CF. 

Porque as diagonaes suppostas IG, FM dos parallelo-
grammos IG, FM estão em faces parallelas, e no plano 
das duas parallelas I F , G M ; logo são parallelas. Mas tam-
bém he AH parallela a FM: logo AH, IG são paral-
lelas, ou estão no mesmo plano; e nelle estão AH, AI, AG. 

rig. 132. 7.° Mais geralmente: se huma aresta AD do paralle-
lipipedo ABCD estiver dividida de modo que seja AF 
= DF; a diagonal AG do parallelipipedo estará no plano 
AHI das duas diagonaes dos parallelogrammos BF, CE. 

Porque as diagonaes suppostas IG, EM dos parallelo-
grammos IG, EM estão em faces parallelas, e no plano 
das duas parallelas IE, GM; logo são parallelas. Mas 
também lie AH parallela a EM: logo AII, IG são pa-

f 
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rallelas ou estão no mesmo plano; e nelle estão AH, 
A [, AG. 

8." O enunciado dos dois números precedentes se re-
duz ao seguinte: 

Se dois planos parallelos às bases, e equidistantes destas, 
cortão o parallelipipedo, temos então em hum mesmo plano 
huma diagonal do parallelipipedo, e as duas diagonaes dos 
parallelogrammos contíguos entre si e com huma das ba-
ses, e que são interceptados nas faces pelos dois planos. O 
mesmo acontece quando hum plano equidistante das bases, 
e parallelo a cilas, corta o parallelipipedo. 

342. Parallelipipedo rectângulo he aquelle em que to-
das as faces são rectângulos. 

343. Construir hum parallelipipedo rectângulo. 
Com tres arestas perpendiculares entre si complcte-se o 

parallelipipedo, e as bases e todas as faces serão rectân-
gulos, porque todas as arestas que se encontrão são per-
pendiculares entre si. 

344. Cubo he o polyedro cujas faces são todas qua-
drados. 

345. Com hum lado dado construir o cubo. 
Com tres arestas perpendiculares entre si, e cada huma 

igual ao lado dado, complete-se o parallelipipedo, e as suas 
bases e as outras faces serão quadrados, porque todas as 
arestas serão iguaes, e aqucllas que se encontrão perpen-
diculares entre si. 

346. Pyramide he o polyedro que tem todos os ver-
tices, excepto hum, no mesmo plano. Base da pyramide 
he a face que está neste plano. Vertice principal he o ver-
tice exceptuado. Todas as faces que se encontrão no ver-
tice são triângulos. Se a base tem centro de lados, a rccta 
tirada deste ponto para o vertice hc o eixo. Se o eixo lie 
perpendicular íi base, a pyramide he recta. Se as arestas 
do vertice são iguaes, cada huma chama-se lado da pxj-
ramide. Altura da pyramide he a perpendicular abai-
xada do vertice sobre o plano da base e terminada neste 
plano. 

Q 
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347. Os prismas, bem como as pyramides, distinguem-
se pelo numero d'angulos da base. Assim os prismas trian-
gulares são aquelles que teem triângulos por bases; pris-
mas quadrangulares aquelles cujas bases são quadriláte-
ros; etc. Pyramide triangular he aquclla cuja base he 
hum triangulo; etc. 

348 . l ie fácil de ver, que no prisma triangular os tres 
diedros formados pelas faces lateraes ou não bases, valem 
juntos dois diedros rectos, tirando por huma das suas arestas 
o plano parallelo á terceira face, e imitando a demonstra-
ção do § 62. Também he claro que, tirando hum plano 
perpendicular a estas mesmas faces lateraes, a sua inter-
secção com cilas he hum triangulo, cujos ângulos são cada 
hum a medida do diedro respectivo, e que estes diedros e 
os parallelogrammos das faces lateraes teem entre si as 
mesmas relações que os ângulos e lados do dito triangulo. 
Também pôde substituir-se o volume do prisma á superfície 
do triangulo, para adirmar desde já que este volume he o 
producto de huma face lateral e da metade da perpendi-
cular abaixada sobre cila da aresta parallela. Em huma 
palavra, chamando triedro prismático o systema das tres 
faces lateraes do prisma triangular, e igualmente polyedro 
prismático hum similhante systema de faces dos outros pris-
mas, podem formar-se tantas proposições, quantas ha na 
geometria rectilinea plana sobre os triângulos e polygonos, 
mudando somente as palavras vertices cm arestas, lados 
em faces, ângulos em diedros, e superfície em volume, da 
mesma maneira que triângulos cm triedros prismáticos, e 
polygonos em polyedros prismáticos. Assim pôde affirmar-
se, por exemplo, que huma face lateral do prisma he me-
nor que a somma das outras faces lateraes. 

349. Na pyramide triangular e no parallelipipedo qual-
quer face he base. 

350. Distingucm-se geralmente os polyedros pelo nu-
mero das suas faces. Assim aquelle que tem quatro faces 
chama-se telraedro, o de cinco penlaedro, o de seis hexae-
dro, o de sete heptaedro, o de oito oclaedro, o de doze 
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dodecaedro, o de vinte icosaedro. A pyramide triangular 
lie hum tetraedro; e, reciprocamente, o prisma triangular 
hum pentaedro; e o parallelipipedo hum hexaedro. 

351. Quando se falia das tres arestas da pyramide ou 
do prisma triangulares, ou do parallelipipedo, deve sub-
entender-se as tres arestas de hum de seus triedros, as 
quaes bastão para determinar estes polyedros, que podem 
ser designados pelas mesmas letras do triedro, expressan-
do-se comtudo se he pyramide, ou prisma triangular, ou 
parallelipipedo. 

352. l)ois prismas que teem as arestas d'entre as bases 
em direitura e iguaes são iguaes. 

Nos prismas ADEJI, IPMK as arestas AB,DC, EF, Fi 
HG d'entre as bases de hum sejão os prolongamentos das 
arestas correspondentes IK, ML, PN, GO do outro, e 
sejão iguaes todas estas arestas. 

He sempre possível, mantendo essas hypotheses, suppôr 
commum hum dos vertices G, sem que os volumes dos 
prismas se sobreponhão. 

De AB = IK conclue-se AI=BK, e teremos tam-
bém DM—CL, EP — FN. 

Os volumes ADHE1PGM, BCGFKNOL admittem 
sobreposição, porque as suas faces ADIIE, BCGF são 
idênticas, e também as outras faces, arestas, e diedros. 
Logo estes dois volumes são idênticos, e, tirando de cada 
hum a parte commum BC GFL P GM, os restos, que são 
os prismas dados, são iguaes. 

353. Mudar hum parallelipipedo em outro, que lhe seja 
igual e rectângulo, e que tenha igual altura e igual base. 

Seja no parallelipipedo proposto ABED o angulo 
HGF não maior que recto, e o diedro BFGE também 
não obtuso. Tire-se o plano PGM perpendicular a GH, 
o qual será encontrado pelas arestas parallclas a GH pro-
duzidas, e seja nos pontos P, M, I. Produza-se HG até 
ser GO = GH, e complete-se o parallelipipedo GPMO, 
que será igual ao proposto, e terá a base PGON—EHGF, 
por serem estas parallelogrammos de bases iguaes, e da 
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mesma altura, que lie a perpendicular entre as parallelas 
EN, HO. Terá também o ultimo prisma a mesma altura 
que o proposto, a qual he a perpendicular entre os planos 
parallelos A D K, EHN. 

Sc com o ultimo parallelipipedo GPMO se pratica o mes-
mo para a parte do diedro agudo MGOP, levantando o plano 
GSR perpendicular a GP, e encontrado cm li, S por IM, 
NO produzidas, e continuando PG até ser GQ — GP, 
será GQSR o parallelipipedo pedido, depois de completado. 

Porque, sendo GR a intersecção dos dois planos GP M, 
SGR perpendiculares ao plano QGS, por passar este ul-
timo por GO perpendicular a GPM, e por GQ perpen-
dicular a SGR, será Gll perpendicular a GS e GQ. Mas 
GQ he perpendicular a GS por construcçâo; logo são per-
pendiculares entre si as arestas GQ, GR, GS, e o seu pa-
rallelipipedo he rectângulo, e terá com o segundo, e por-
tanto com o proposto, iguaes o volume, a base, e a altura. 

354. O prisma triangular he metade do parallelipipedo 
que tem as mesmas tres arestas. 

Porque, sendo parallelogrammos as faces do paralleli-
pipedo ARDE, serão DC, EF parallelas entre si, pois 
que o são a AB; logo as diagonaes DE, CF das faces 
oppostas estão no plano destas parallelas, com o qual teem 
cada huma dois pontos communs. Este plano DEFC di-
vide o parallelipipedo em dois prismas triangulares, e pro-
duzido divide também em dois prismas o parallelipipedo 
IKMP. Ora sendo o plano PGM perpendicular a GO, 
o prisma triangular I K M P he igual ao prisma triangular 
GO PM, porque os triedros que os determinam admittem 
sobreposição, por serem rectos os ângulos KlM, KIP, 
bem como OGP, OGM, e PI M'—MGP, e por serem 
iguaes as arestas sobrepostas. Mas estes dois prismas idên-
ticos são também iguaes, cada hum a cada hum, aos pri-
meiros ARDE, HDEG (§ 352) , logo estes são iguaes 
entre si. Logo o prisma triangular ARDE he metade do 
parallelipipedo A li DE, que tem as mesmas tres arestas 
AB, A D, AE. 
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355. Os prismas, que teem cm direitura as arestas de 
entre as bases, estão entre si na razão destas arestas. 

Digo que os dois prismas ABCF, FGHI, que teem i',L., 134. 
as arestas d'entre as bases nas mesmas parallelas, estão 
entre si na razão das arestas AF, F I . 

Porque se estas forem commensuraveis, e A D a sua me-
dida commum, o prisma ABCF SERÁ composto do prisma 
ABCD tomado tantas vezes quantas AF contém AD; 
e o prisma FGHI contém também o prisma ABCD 
tantas vezes quantas FI contém AD. Estão pois os pris-
mas propostos 11a razão das arestas AF, FI em direitura. 
O mesmo acontece se as arestas forem incommensuraveis 

(§ 123). 
356. Se hum parallelipipedo tiver hum triedro com as 

mesmas partes de hum triedro d'outro parallelipipedo, es-
tarão os dois parallelipipedos 11a razão composta das razões 
das tres arestas de hum para as tres arestas do outro si-
milhantemente postas. 

Em dois parallelipipedos, que teem entre si dois trie- fíi. 135. 
dros symétricos como ABC1), BEIII, podem sempre 
fazer-se adjacentes as faces dos triedros, as quaes teem 
ângulos iguaes como GBF, HBI, e por em direitura as 
faces, em que estão ângulos iguaes como CAB, IBE, e 
também em direitura as faces DAB, 11 BE, por causa dos 
diedros iguaes CABD, IBEH, ficando portanto AB, BE 
em direitura também; porque ainda que os triedros dados 
sejão symctricos em ordem inversa, comtudo, como em cada 
parallelipipedo cada triedro he symetrico em ordem in-
versa com o seu opposto e tem iguaes arestas, podemos 
sempre trazer hum dos parallelipipedos á posição repre-
sentada na figura. Será 

parallclip. ABCD : parallclip. BEFG:: AB : BE, 

parallelip. BEFG : parallclip. BEFHY.BG \ FÍLL, 

parallclip. BEFH: parallelip. BELHY.BF: BI, 
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por conseguinte 

parallelip. AB CD : parallelip. BEIII 

_AB AD AC f 

357. Dimensões do parallelipipedo, do prisma, e da 
pyramide triangulares são a sua altura, a altura da base, 
e a base da base. 

358. Dois parallelipipedos estão na razão composta das 
razões das suas dimensões. 

Porque mudando os parallelipipedos dados em outros 
rectângulos, e de bases e alturas iguaes ás dos primeiros 
(§ 353), os últimos, tendo as mesmas dimensões que os 
primeiros, e triedros idênticos por serem trirectangulos, 
estão entre si na razão composta das razões das suas ares-
tas, as quaes são também as dimensões dos parallelipi-
pedos propostos. 

359. Se hum dos dois parallelipipedos fòr o cubo, o 
outro será igual ao cubo multiplicado pelo produejto das 
razões das suas dimensões com o lado do cubo, isto he, o 
parallelipipedo he igual ao producto das suas dimensões 
avaliadas em números por meio do lado do cubo, que he 
a unidade do producto. 

360. AB' significa o cubo construido sobre a recta A B. 
— s 
A B significa que A B deve ser medida com a unidade li-
near u, e que o numero que resulta deve ser elevado á ter-
ceira potencia. Assim teremos 

AB' = AB X u ' . 

36 í. O parallelipipedo he igual ao producto da sua 
base pela sua altura. Porque a base he o producto de duas 
dimensões do parallelipipedo. Assim, sendo P o volume do 
parallelipipedo, B a sua base, A a sua altura, b a base dn 
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base B, e a a altura de B, será P = B x A, o que na 
realidade quer dizer que 

n b a A 
P = -x-x-xuc. 

u u u 

362. Hum prisma qualquer he também o producto de 
huma das bases pela altura. Porque se o prisma he trian-
gular, então tem a mesma altura do parallelipipedo com 
as mesmas tres arestas; logo (§ 354) elle e a sua base 
são metades respectivas do parallelipipedo e da sua base, 
e a proposição he verdadeira. Se o prisma não he trian-
gular, pódc comtudo ser dividido em prismas triangulares 
de altura igual á do prisma dado, para os quaes a propo-
sição he certa, e por conseguinte o he também para o prisma 
reunião de todos esses prismas triangulares. 

363. As pyramides que teem a mesma altura e as 
bases iguaes são iguaes. 

As pyramides ABCD, abe d tenhão a mesma altura Fig. i3K. 
DX, e iguaes as arcas das bases BCD, bed que suppo-
nho situadas no mesmo plano. Digo que são iguaes. 

Se he possível, seja a pyramide ABCD^> abe d. En-
tão pôde separar-se por hum plano FGII parallelo ás bases 
a differença FGH BCD das duas pyramides, ou ima-
gina-la. 

Divida-se a altura DX em tantas partes iguaes nos 
pontos T, K, L, quantas forem necessarias para que huma 
DL seja menor que a altura da dita dilíerença. Por estes 
pontos conduzão-se planos parallelos ao plano das bases 
das pyramides. As intersecções MNO, P QR, STU, mno, 
pqr, slu destes planos com as pyramides são polygonos 
respectivamente similhantes ás suas bases. Completem-sc os 
prismas UR ST, BOPQ, ODMN, urst, ropq, odmn. 

A pyramide ABCD será composta dos primeiros destes 
prismas, e além disso de polyedros, tendo cada hum dos 
últimos, a altura DL, e preenchendo exactamente a re-
união das suas bases a area B C D ; e como esses polyedros 
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são limitados superiormente pelo ponto A, e pelas arestas 
ST, PQ, MN, sendo a pyramide ABCD triangular, e se 
o não fòr por maior numero d'arestas, que não formão po-
lygono em cada polyedro, vê-se claramente que estes po-
lyedros não prismas, tomados juntos, são menores que a 
differença supposta FGHBCD das duas pyramides. Logo 
os prismas da pyramide A li CD juntos são maiores que 
os prismas da pyramide abe d juntos também. Mas huns e 
outros teem alturas iguaes, logo a somma das bases dos pri-
meiros he maior que a somma das bases dos segundos, isto he, 

MNO + P QB + STU> m n o -+- pq r - f - s tu. 

Mas temos ( § 3 0 1 ) 

STU \ PQR : MNO'. BCD :: x i \ YK : TL : XD 

I; stu p qr ; mno : bcd; 
logo 

S TU-h P QR+M NO: B CD:: s tu+P qr + mno \bcd. 

Porém o primeiro antecedente he maior que o segundo, 
como se acaba de demonstrar, logo B CD ^> BCD; absurdo. 
Por consequência as duas pyramides não teem differença. 

364. As proporções antecedentes mostrão que nas py-
ramides, que teem alturas e bases iguaes, as secções pa-
rallelas ás bases e equidistantes dos vertices são iguaes. 

365. O prisma triangular he metade do producto de 
huma das faces não bases, e da perpendicular tirada da 
aresta opposta sobre essa face, como havíamos affirmado 
no § 348. 

Porque este prisma he metade do parallelipipedo, que 
se pôde completar com hum triedro e as suas arestas, que 
sahem de hum dos vertices daquella face, a qual se pôde 
considerar como base do parallelipipedo, e a aresta opposta 
estará na outra base. 
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366. Scgue-se do paragrapho precedente e do § 362, 
que o prisma triangular he o producto de huma das faces 
pela perpendicular tirada sobre ella de hum vertice opposto, 
quando este vertice está em huma face opposta; e a me-
tade desse producto, quando está em huma aresta opposta. 

367. O prisma triangular he composto de tres tetrac-
dros iguaes. 

Seja ABCDEF o prisma. Por hum vertice qualquer C, Fig. 137. 
e pela aresta opposta ED da base opposta tire-se hum 
plano. Pelo mesmo ponto C, e por huma BD das dia-
gonaes da face opposta tire-se outro plano. Digo que os 
tres tetraedros CABD, CEBD, CDEF que compõem o 
prisma são iguaes. Porque o tetraedro CABD=CEBD, 
por serem as suas bases ABD, EBD metades do paral-
lelogrammo ABED, e a sua altura commum a perpendi-
cular abaixada de C sobre o plano deste parallelogrammo. 
O tetraedro CA BD = CDE F, porque teem por bases as 
bases ABC, DEF do prisma, e por altura a perpendi-
cular entre ellas ou entre os seus planos. 

368. O tetraedro he a terça parte do producto da base 
pela altura. 

Por ser, como CDEF, a terça parte do prisma que se 
pôde completar com o triedro FCDE da base, e com as 
arestas FC, FD, FE. 

369. Qualquer pyramide he a terça parte do producto 
da base pela altura. 

Porque pôde ser dividida em tetraedros por planos ti-
rados pelo vertice e pelas diagonaes da base. 

370 . O tetraedro he composto de dois tetraedros idên-
ticos (27' '), e de dois prismas iguaes (2jp). 

Seja ABCD (T) o tetraedro, ABC (6) a base, e a a Fig. rs» 
altura do tetraedro. 

Divida-se cada huma das arestas em duas partes iguaes 
nos pontos E, F, G, II, I, L, e tirem-se por estes pontos 
as rectas traçadas na figura. 

Serão HL, FG parallelas a AB, e portanto parallelas 
entre si. O plano destas parallelas com os dois EFII, 

K 
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HIL dividem o tetraedro nas quatro partes do enun-
ciado. 

Os tetraedros BEFH, I I I L D teem as arestas corres-
pondentemente iguaes, e similhantemente postas, e por con-
seguinte iguaes todos os ângulos das faces, e os triedros; 
logo admittem sobreposição, ou são idênticos. O polyedro 

CFGIIIL he hum prisma triangular, cuja base CFG — -, 

e a altura = logo o seu volume h e = ^ . O polyedro 

A E F G H L he outro prisma triangular, cujas bases são 

AGL, EFIT, e cujo volume he 

1 „„„ . o 1 1 , « 
- x ™ x r - x - J x r ? 

Logo estes dois prismas são iguaes, e portanto 

r = 7 « 6 + 2 r . 

371. Dividindo do mesmo modo T' em dois tetraedros 

(2 T"), e em dois prismas (2p ' ) , a base de p' será = 77 
1 . 

e a altura = - a ; por conseguinte 

l o g o 

r - í f ê + r - i . 

r = í a & 4 - r r a & - t - 4 Z " ' ; 

e, dividindo T"' da mesma fórma, será 

T"= 2 6 X g a + T"'), 
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logo 

r=sía& + -^aôH-lafrH- ST'", 
4 4 2 43 

o assim por diante, isto he, será (Arith. Univ. <§ 330) 

a b ab 
= 4 — 1 = T' 

O que prova a proposição do § 308 sem dependencia da 
do § 363. 

372. Prisma truncado ou tronco do prisma he huma 
das duas parles em que o prisma fica dividido por hum 
plano, que não seja parallelo ás bases nem as corte. 

373. O prisma triangular truncado he composto de tres 
pyramides, que teem todas por base a mesma base do 
tronco, sendo a altura de cada huma a perpendicular abai-
xada sobre a base de cada hum dos tres vertices oppostos. 

No pentaedro ABC DEF não seja ABC parallelo a Fis. m. 
EDF, mas sejão A D, HE, CF parallelas entre si. Este 
pentaedro será hum tronco de qualquer dos prismas que 
se podem completar com o triedro FCDE, sendo as arestas 
F D , FE determinadas, mas a terceira de grandeza ar-
bitraria não menor que cada huma das arestas parallelas. 

Este prisma truncado he composto de tres tetraedros 
CDEF, CABD, CBDE. O primeiro já tem por base DEF, 
e por altura a perpendicular abaixada do ponto C sobre 
o seu plano. O segundo CABD, considerando ACD como a 
sua base, he igual a outro tetraedro que tivesse esta mesma 
base e o vertice E, porque teria igual altura, sendo BE 
parallela a ACD. Este ultimo tetraedro que tem os ver-
tices A, C, D, E, considerando A ED como base, he igual 
a outro tetraedro, cujos vertices são A, D, E, F, por terem 
commum a base AED, e os vertices F, C na recta FC 
parallela ao plano ADE; logo o segundo tetraedro CABD 
he igual a outro, que tem por base DEF, e por altura a 
perpendicular abaixada do vertice A sobre o seu plano. 

f 
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O terceiro tetraedro CBDE, considerando nelle DDE como 
base, he igual ao tetraedro que tem a mesma base e o 
vertice F, por ser CF parallela ao plano BDE, logo he 
igual a hum tetraedro, cujos vertices são B, D, E, F ou 
cuja base he DEF, e a altura a perpendicular abaixada 
de B sobre o plano DEF. 

374. Pyramide truncada he o resto de huma pyramide 
depois de se lhe separar outra por hum plano parallelo á base. 

375. O tetraedro truncado he composto de tres tetrae-
dros, que teem todos por altura a altura do tronco, e por 
bases respectivas a base inferior do tronco, a superior, e 
huma meia proporcional entre as duas. 

Sejão ABCDEF o tronco, e ABC, DEF as suas ba-
ses, que serão parallelas e similhantes. 

Tirem-se os planos CED, CBD, a recta CG parallela 
a B E , e tire-se também D G . 

O tetraedro truncado proposto compõe-se dos tres tc-
traedros CDEF, CABD, CEBD. O primeiro tem por 
base DEF que lie a base inferior do tronco, e por altura 
a perpendicular abaixada de C, a qual he ao mesmo tempo 
a altura do tronco, por estar C na base superior. O segundo 
tetraedro CABD, considerando nelle ABC como base, 
tem por base a base superior do tronco, e por altura a 
perpendicular tirada do seu vertice D para esta base, a 
qual he também altura do tronco. O terceiro tetraedro 
CEBD, considerando-lhe a base BDE, he igual ao te-
traedro GEBD, porque os vertices C, G estão em CG 
parallela a BE e por conseguinte ao plano BDE. Logo 
este terceiro tetraedro equivale a outro, cuja base he DEG, 
e cuja altura he a perpendicular abaixada de B sobre o 
plano desta base, a qual he também altura do tetraedro 
truncado. Resta só mostrar que a area DEG hemeia pro-
porcional entre as areas ABC, DEF. 

Os triângulos DEF, DEG, que teem o vertice D com-
mum, e as bases EF, EG sobre a mesma recta, dão 

area DEF: area DEG:: EF : EG. 
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BC, EG sendo parallelas por hypothese, e BE, CG 
por construcção, segue-se que he EG=BC. 

Os ângulos ABC, DEG, sendo iguaes, por serem si-
milhantes as bases do tronco, segue-se que as perpendi-
culares abaixadas de C sobre AB, e de G sobre ED são 
iguaes. Logo 

area DEG : area A BC:: ED : BA. 

Pela similhança das bases do tronco he 

EF .BC (ou EG) ..ED . BA; 
logo 

arca DEF: area DEG: : area DEG : area ABC. 

370. O mesmo tem logar cm qualquer pyramide trun-
cada. 

Porque pondo a pyramide, e hum tetraedro de base 
igual e da mesma altura, sobre hum plano, e fazendo 
nestes dois polyedros duas secções em cada hum por dois 
planos parallelos ás bases, huma das secções para deter-
minar cada hum dos troncos, c a outra para determinar 
no tetraedro a sccção media proporcional; será a base 
superior do tronco do tetraedro igual á base superior do 
tronco da pyramide, a altura de hum tronco igual á do 
outro, hum dos troncos igual ao outro, a secção media de 
hum igual á secção media do outro, sendo por hypothese 
iguaes as bases inferiores dos dois troncos. 

377. Dois tetraedros similhantes são aquelles cujos vér-
tices estão situados de maneira que todos os diedros de 
hum sejão iguaes a todos os diedros do outro, cada hum 
a cada hum, e pela mesma ordem. 

378. Dois tetraedros, que teem dois triedros idênticos, 
eada hum a cada hum, e similhantemente dispostos, são 
similhantes. 

Nos tetraedros ABCD, EFGH seja o triedro ABCD FÍ«. 140. 

I 
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idêntico com o triedro EFGH, e o triedro BACD com 
o triedro FEGII, e situados da mesma fórma. Digo 
que os outros dois triedros de lium são idênticos com os 
outros dois triedros do segundo, cada hum com cada hum, 
e similhantemente postos, isto he, todos os diedros de hum 
são iguaes aos diedros do outro e similhantemente postos, 
assim como todos os ângulos. 

Porque o diedro DCAB=HGEF, e o diedro A CBD 
= EGFH por hypothese, e o angulo ACli = EGF, por-
que pertencem aos triângulos ABC, EFG cujos ângulos 
são iguaes pela hypothese dos triedros idênticos, segue-se 
que o triedro CABD he idêntico com GEFll. O (riedro 
DABC he idêntico com o triedro IIEFG, porque teem 
entre si os diedros iguaes, por pertencerem estes aos ou-
tros triedros idênticos. 

379. Os tetraedos serão idênticos por sobreposição, se 
além de serem similhantes, tiverem lambem huma aresta 
igual, e similhantemente disposta. 

380. Serão pois similhantes dois tetraedros em todos 
os casos em que cinco partes de hum delles são corre-
spondentemente iguaes a cinco do outro, similhantemente 
postas, e próprias para determinar dois triedros em cada 
hum dos tetraedros, a saber, tres partes que determinem 
hum triedro em cada tetraedro, por exemplo, os triedros 
ABCD, EFGH, e outras duas partes que com os diedros 
CABD, GEFII sejão aptas para a determinação dos trie-
dros BACD, FEGII. 

381. Com dados supérfluos são similhantes os tetrae-
dros, quando se dão tres faces similhantes e similhante-
mente postas em cada tetraedro, e com os dados sutlicien-
tes, quando somente duas faces de hum tetraedro são si-
milhantes, e similhantemente dispostas em relação a duas 
do outro, sendo também iguaes os diedros comprehendidos 
por essas faces. 

382. A similhança destas faces pode ser o resultado 
da proporcionalidade das arestas, o que augmenta ainda os 
casos de similhança dos tetraedros. 
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383. Dois tetraedros similhantes estão na razão tripli-
cada composta das arestas adjacentes a triedros idênticos 
correspondentes. 

Os tetraedos ABCD, EFGH estão como os prismas 
triangulares formados com os triedros idênticos ABCD, 
E F G H , e com as suas arestas, dos quaes prismas os te-
traedos são cada hum a terça parte; e estes prismas estão 
como os parallelipipedos formados com os mesmos triedros 
e arestas, dos quaes são metades; e os parallelipipedos estão 
na razão composta das razões das arestas de hum dos ditos 
triedros para as arestas do outro similhantemente postas. 
Logo 

, , . „ „ „ „ Ali AC AI) , 
tetraed. ABCD : tetraed. EFGH:: — X — X—:: 1 • 

EF EG Eli 

Mas pela sirtiilbança das faces temos 

AC AIS A_D Ali 

YG~1ÍF' C EH EF' 

logo, substituindo estes valores, teremos 

tetraed. ABCD : tetraed. EFGH: : 1. 
EF" 

384. Polyedros similhantes são aquelles que, tendo o 
mesmo numero de faces, são compostos de tetraedros si-
milhantes, c dispostos da mesma maneira. 

385 . Prova-se, imitando o que se fez no § 147, que 
os polyedros similhantes estão na razão triplicada com-
posta das arestas adjacentes a vertices similhantemente 
postos. 

386. O tetraedro tem por centro de vertices o ponto 
commum a tres planos perpendiculares a tres arestas de 
hum dos seus triedros, e tirados pelo meio delias. 

Sejão E, F, G os meios das tres arestas do triedro FÍ̂ . MI. 
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ABCD 110 tetraedro ABCD. Sejão IIEL, IFL, KGL 
tres planos perpendiculares respectivamente ás mesmas tres 
arestas AB, AC, A D. 

Os tres planos concorrem em algum ponto L (§ 332). 
Este ponto L lie centro dos extremos de A B, porque está 
em hum plano perpendicular a esta recta no seu meio, logo 
LA = LB. Por igual razão he LA = LC, e LA = LD, 
isto he, quatro pontos, que não estão no mesmo plano, teem 
centro. 

387. A perpendicular abaixada de hum vertice do te-
traedro sobre o plano da lace opposta cahe dentro delia, 
quando as outras laces fazem com esta diedros todos agudos. 

u«. Sejão ABCD o tetraedro, A o vertice, e BCD a face 
opposta. De A tire-se A F perpendicular a BC; de F le-
vante-se no plano BCD a perpendicular FG a BC. Será 
BC perpendicular ao plano A F G ; logo também os pla-
nos AFG, BCD são perpendiculares entre si. O angulo 
A FG he agudo, por ser a medida do diedro formado pela 
face ABC com a proposta, e agudo por hypothese. Tire-se 
AG perpendicular a FG, a qual cahirá dentro do angulo 
AFG, e portanto dentro do diedro ABCD. Mas AG he 
perpendicular a BCD, por estar em hum plano que lhe 
he perpendicular, e por ella mesmo o ser á intersecção dos 
dois, por construcção; da mesma fórma AG está dentro 
dos outros dois diedros A BD C, ACDB; logo está na parte 
commum aos tres diedros, isto he, dentro do tetraedro. 

388. O tetraedro tem por centro de faces o ponto de 
concurso de tres planos, que dividem ao meio cada hum 
dos tres diedros, aos quaes huma face do tetraedro he com-
mum; e os cathetos estão todos no tetraedro. 

. Hl!. Os planos BCE, CDE, BDE dividão ao meio, e res-
pectivamente os diedros ABCD, ACDB, ABDC, os 
quaes teem commum a face BCD do tetraedro ABCD-
Qualquer destes planos não pôde encontrar a face opposta 
sem que primeiro corte dentro do tetraedro os outros dois 
planos, c a sua intersecção; seja Ea intersecção commum dos 
tres planos. Este ponto E, pois que está no plano BCE, he 
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centro das faces ABC, BCD (§ 32J) , e centro das faces 
ACD, BCD, porque está no plano EDC; e por analoga 
razão he centro das faces ABD, BCD; logo as perpen-
diculares abaixadas de £ sobre as faces ABC, ACD, ABD 
são iguaes cada huma á perpendicular abaixada do mesmo 
ponto sobre a face BCD, isto he, E he o centro das faces 
do tetraedro. 

O catheto da face BCD cahe dentro do tetraedro pro-
posto, porque EDCD he outro tetraedro que tem agudos 
os diedros feitos com BCD (§ 387) os quaes são metades 
dos diedros que teem as mesmas arestas no tetraedro pro-
posto, logo esta perpendicular abaixada de E cahe dentro 
do tetraedro EBCD, e logo dentro do proposto. Ora este 
centro E de todas as faces, que está necessariamente nos 
tres planos BCE, CDE, BDE, pôde comtudo ser achado 
por iguaes divisões d'outros diedros das outras faces, e 
então também nos outros tetraedros, como EBCD, os ca-
thetos cahem dentro delles, ou do proposto. 

389. Cada hum dos seis planos, que passão pelo centro 
das faces do tetraedro, e por cada huma das arestas, divide 
o diedro respectivo em duas partes iguaes. 

390. Qualquer pyramide recta, cuja base tem centro 
de lados, tem centro de faces sobre o eixo. 

Na base BC DE da pyramide ABCDE seja F o centro F: 
dos lados, e FG, perpendicular a BC, hum dos apothemas, 
e seja o eixo A F perpendicular sobre a base. 

Corte-se o diedro ABCD em partes iguaes pelo plano 
BCH que encontre o eixo em II. Tirem-se AG, e Hl 
perpendicular a AG. Os planos A FG, BCD são perpen-
diculares entre si, porque no primeiro he AF perpendi-
cular ao segundo, por hypothese; BC, por construcçâo, he 
perpendicular á sua intersecção GF, logo BC he perpen-
dicular ao primeiro AFG, ca AG. 

Sendo BC perpendicular ao plano AFG, e achando-se 
na face ABC, será esta face perpendicular a AFG. Hl 
he perpendicular á intersecção AG destes dois planos, logo 
he perpendicular á face ABC. II he hum ponto do plano 
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BCH que divide ao meio o diedro ABCl), logo as duas 
perpendiculares HF, Hl sobre as suas faces são iguaes. 

AG, sendo perpendicular a BC, como se acaba de de-
monstrar, he a altura da face ABC, e sendo hypothenusa 
do triangulo AFG, cujos outros lados são sempre os mes-
mos, a saber, o eixo e o apothema da base, segue-se que 
todas as alturas das faces lateraes são iguaes. 

Os triângulos AFG, AIH, rectângulos em F, I, teem 
o. angulo FA G commum, logo são similhantes, e dão 

ou 

ou 

AG: GF:\AH\ Hl, 

AG:GF::AF—Hi: Hl, 

AG-\- GF: GF::AF: iii, 

proporção, na qual os tres primeiros termos são sempre os 
mesmos, e por conseguinte também o quarto; logo todas 
as perpendiculares ás faces tiradas de H são iguaes, cada 
huma a HF, e logo o ponto H do eixo he centro das faces 
da pyramide proposta. 

391. No tetraedro equilátero o apothema dos lados da 
IM;., 145. base he o terço da altura desta, e o catheto das faces he 

a quarta parte da altura do tetraedro. 
O centro F dos lados do triangulo equilátero BCD está 

nas duas rectas BL, DG, que dividem ao meio dois ân-
gulos B, D. Estas rectas dividem o triangulo em dois 
idênticos, ou he cada huma perpendicular ao lado opposto, 
que ellas dividem em partes iguaes, ou he cada huma a 
altura do triangulo. Tire-se GL que será parallela a BD, 
e sua metade, por serem G, L os meios de BC, DC. 
Os triângulos BDF, GLF são pois similhantes, logo GF 

= - D F , ou 
2 GF— - GD = - AG, 

3 3 
por hypothese. 

O ponto F he também centro dos vertices B, C, D, 

f 
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porque os triângulos FBC, FCD, FBD são idênticos em 
razão da igualdade dos lados do triangulo BCD e dos seus 
semi-angulos, isto he, temos FB = FC=FD. 

Em consequência desta igualdade, da igualdade das 
arestas do tetraedro actual ABCD, e de ser AF com-
mum aos triângulos A FB, A FC, A FD, estes serão idên-
ticos, por conseguinte iguaes os ângulos em F, logo rectos, 
portanto o eixo A F perpendicular á base, isto be, o te-
traedro recto. Teremos pois pela ultima proporção em que 
he agora AG = 3GF 

iGF: GFy.AF: HI[ou HF), 

donde se conclue 

HF=\AF. 

392. O parallelipipedo rectângulo tem' centro de ver-
tices, que he o ponto commum a tres planos perpendi-
culares a tres arestas, que tomadas duas a duas não são 
parallelas, e tirados pelo meio de cada huma. 

Seja ABDE o parallelipipedo rectângulo, elo ponto FI?! J-H; 
commum aos tres planos perpendiculares ás tres arestas 
AB, A D, AE nos seus meios K, L, M. 

Porque o plano que passa por K he perpendicular a 
todas as arestas parallelas a AB, e as divide em partes 
iguaes, teremos IA =IB, IC=ID, IE=IF, IG=IH. 
Por igual razão, a respeito do plano que passa por L, te-
remos IB — IC, IF=IG. Relativamente ao plano que 
passa por M, teremos TD=IH. Logo IA = IB = IC 
=ID =IH=IG=IF= IE, ou he I centro de to-
dos os vertices. 

393. No polyedro convexo a somma do numero S dos 
ângulos solidos, e do numero F das faces he igual ao nu-
mero A das arestas mais dois, isto he, 

S-f- F=A -+- 2. 

I 
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Primeiramente, seja o polyedro huma pyramide, e / o 
numero dos lados da sua base; he claro que teremos as 
equações seguintes 

S— Z-f- í, F=l-hi, A —21; 
logo 

S+-F=A-{-2. 

Agora podemos imaginar hum polyedro qualquer como 
o aggregado de tantas pyramides quantas faces elle tem, 
as quaes tenham todas hum vertice commum no interior 
do polyedro, e cada huma das faces deste por base de cada 
huma. Ora, quando se unem duas destas pyramides pela 
face commum, se as outras faces lateraes não estão em 
direitura, então o polyedro composto destas duas pyrami-
des terá de menos tres ângulos solidos que se confundem 
nos outros tres, c tres arestas pela mesma razão, e as duas 
faces que reunindo-se em huma desapparecem; de ma-
neira que sendo 5, 5 ' , 5" os números respectivos dos ân-
gulos solidos das duas pyramides e do seu composto, e 
similhantemente F, F', F" os números das faces destes 
tres polyedros, e A, A!, A" os números das suas arestas, 
será 

s"=s+s'— 3; F"=F-hF'—2; A"=A+A'—3. 

Mas nas duas pyramides componentes temos 

S+F=A-h 2; S'-{-F' = A'-h2; 
logo 

S-+- 5' + F + i ? ' = 4 + Í + 4, 
isto he 

( 5 - f - 5 ' — 3 ) + ( F + F ' — = 3 ) + 4 — 2 , 

donde resulta 
S" F"—A" 2. 
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Se na reunião, das duas pyramides ficão em direitura 
duas faces lateraes, ou, o que he o mesmo, se se reduzem 
a huma só, então F" ficará diminuido de huma unidade, 
mas neste caso também se perde a aresta que deveria 
separa-las, e A" fica também com huma unidade de me-
nos, de maneira que a ultima equação subsiste ainda, e 
o polyedro composto das duas pyramides verifica o theo-
rema. 

Se a este ultimo composto se reúne outra das pyrami-
des, em que o polyedro proposto se dividio, pela face com-
mum, desapparecem da mesma fórma tres ângulos solidos, 
duas faces, e tres arestas, de sorte que sendo agora S, F, A 
as denominações respectivas ao primeiro composto biná-
rio, S1, F', A' as relativas á terceira pyramide, e S", F'', A" 
a este novo composto ternário, será ainda 

S-\-F=A-\-% 

S'+Fj = A!-1-2, 

5 + S' 4 - F-h F' = A + A'-h 4, 

( 5 H _ 5 ' _ 3 ) + ( F + f " — 2 ) = (A-hA'— 3 ) + 4 - 2 ; 

logo 

e a proposição he ainda verdadeira, e assim por diante. 
Quando ao reunir de huma nova pyramide a hum destes 

compostos, em huma face commum, ou o que he o mesmo 
por duas faces idênticas, se faz ao mesmo tempo a reunião 
d'outras duas faces contiguas, então desapparecem quatro 
atigulos solidos, porque se confundem com outros quatro, 
desapparecem as quatro faces da reunião, por ficarem no 
interior do composto; e também seis arestas, quatro porque 
se confundem com outras quatro, e duas por ficarem dentro 
do composto; de maneira que sendo sempre S, F, A as 
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denominações no composto antecedente, 5 ' , F', A' as da 
ultima pyramide ajuntada, e S", F", A" as do composto 
actual, teremos por quarta equação 

( 5 4 - S'— 4) + (JF-+- F' — 4) = {A + A'— 6) + 2, 

ou 
5" -+- F"= A" •+• 2. 

Quando tres faces contiguas de huma nova pyramide se 
confundem, em sua reunião ao composto de pyramides, 
com outras tres deste composto, perdem-se então cinco 
ângulos solidos, que se reúnem a outros cinco; perdem-se 
seis faces, que ficâo no composto; e nove arestas, cinco 
que se confundem com outras cinco, e quatro que ficão 
no composto: por isso temos então 

( 5 + 5' — 6) H- (F-+-F'— 6) = {A 4- A'— 9) 4- 2, 

isto he 

5 " 4 - F"=4" 4 - 2 . 

E assim por diante, de maneira que, sendo 2 m o nu-
mero de faces continuas reunidas e perdidas, o numero de 
ângulos solidos perdidos será m 4- 2, e o numero das ares-
tas perdidas será 3 m. Logo teremos 

( 5 4 - 5 ' — m — 2 ) 4- {F-hF'—2m) = (A-hA1— 3 m ) + 2 , 

ou 
S"-\~F"=A"-{-2. 

Finalmente, a ultima pyramide fica reunida ao ultimo 
composto por todas as suas n faces lateraes triangulares, 
e fórma o polyedro proposto. Mas perdem-se n 4 - 2 ân-
gulos solidos, porque se perdem lambem os do vertice, 
que ficão dentro do polyedro; perdem-se 2n faces; c 3>Í 
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arestas; 2n dentro do polyedro, e n que se confundem na 
superfície; logo 

(5-1-5 '— n — 2) + ( F + F ' — 2 n ) = ( , 1 - M — 3 n ) + 2 , 

por conseguinte he sempre 

S " + F " = 4 " + 2. 

394. Sendo a 3 , a 3 , etc. os números respectivos das 
faccs triangulares, quadrangulares, pentagonaes, etc. de 
hum polyedro, temos 

F— a 3 + a i + o J + fl6 + etc (A). 

O numero d'angulos das faces, ou dos seus lados, quando 
cilas estivessem separadas, seria 3 a 3 - f -4a . j - f -5a i ; - j -6 
- f - etc. Mas o numero d'arestas ou de diedros do polyedro 
he metade deste numero de lados, logo 

A = l ( S a s - h i a i - f - S a ^ - f - G a B + elc.) (B). 

Sendo sSf st, sá, s6, etc. os números respectivos dos 
ângulos triedros, tetraedros, pentaedros, hexaedros, etc 
de hum polyedro, he também 3 s5 + 4 5 ss - b 6 « e 
- ( -e tc . o numero dos seus ângulos; logo 

3 í s H - 4 i 4 + S s 8 + 6 s o + e t e . = 3 a j + 4 f l 4 - 4 - 5 a 3 + 6 a a + e t c ^ 

Combinando as equações (A), (B) com a equação do theo-
rema precedente 

S + F=A-h 2, (D) 
resulta 

25 = a 3 4 - 2 a 4 - f - 3 a , - } - 4 a e + elc. + 4 (E). 
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395. Concluc-se das equações (B), (E), que não havendo 
faces triangulares, ou sendo o numero delias < 8, o nu-
mero das arestas he menor que o dobro do numero dos 
ângulos solidos. 

396. No angulo polyedro convexo, cujos ângulos con-
servão os mesmos valores, não pode hum diedro mudar de 
valor sem que outros tres pelo menos mudem também. 

He necessário que o angulo polyedro tenha mais de tres 
faces, porque o triedro, cujos tres ângulos são invariaveis, 
tem os diedros determinados, ou invariaveis também. 

147. Seja pois ABCDEFG o angulo polyedro convexo pro-
posto. 

Seja CABG hum diedro que augmente ou diminua; 
então os ângulos que o comprehendem sendo constantes, 
o terceiro angulo CAG do triedro ABCG augmentará 
também ou diminuirá. Mas se qualquer dos outros diedros 
não varia, o triedro AC DE, por exemplo, será constante, 
e logo constante o angulo diagonal CAE, e o diedro 
CAED; e tirando este diedro do diedro DAEF, será 
determinado o diedro CA EF, logo constante o triedro 
ACEF, e por consequência o angulo diagonal CAF; e 
proseguindo deste modo, se concluirá que CAG he con-
stante: absurdo. Nem se diga que CAG pôde ficar con-
stante, apezar da mudança do diedro CA B G, porque isto 
só aconteceria quando este diedro de saliente passasse para 
reintrante, caso excluído por hypothese, por se haver sup-
posto convexo o polyedro. 

He pois necessário que varie algum outro diedro do an-
gulo polyedro ACDEFG; e não basta que seja só o diedro 
immediato BAC D, porque se os outros ficão invariaveis, 
tudo então será constante no angulo polyedro ADEFG. 
O angulo GAD sendo constante, bem como CA D, esses 
ângulos e a differença GADC dos dois diedros constantes 
CA DE, GADE farião constante o triedro ACDG, e logo 
GAC constante: absurdo. 

Seja pois DAEF outro diedro variavel além do diedro 
CABG. Conceba-se agora o angulo polyedro proposto dí-
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vidido em dois A BCDE, ABGFE por hum plano BAE 
tirado pelas arestas dos dois diedros variaveis. l ie claro já, 
que se qualquer dos diedros BACD, CA DE não varia no 
angulo polyedro A BCDE, tudo nelle será constante, e o 
mesmo acontecerá no angulo polyedro AB G FE, se os die-
dros BAGF, GAFE forem constantes. Por conseguinte 
o diedro CABG, que se compòe de dois CABE, GABE 
constantes, seria também constante: absurdo. 

Logo he preciso que hum terceiro diedro varie, e seja 
CA DE somente, se fòr possivel. Será constante o angulo 
polyedro A BCD, mesmo quando fosse mais que triedro, e 
também constante BA D; e será variavel o diedro BA DE, 
e logo lambem variavel o angulo BAE, o que não pôde 
ser se o angulo polyedro A B G F E fòr constante. Por con-
sequência he preciso que varie hum quarto diedro, ou no 
angulo polyedro ABC DE, e que faça B A E constante, ou 
110 angulo polyedro A B GFE, e que o faça variavel. As-
sim, variando hum angulo solido cujos ângulos são con-
stantes, variâo, pelo menos, quatro dos seus diedros. 

397. Com as mesmas faces e dispostas da mesma forma 
não se podem formar dois polyedros convexos diflerentes. 

Para que com as hvpotheses do enunciado se podessem 
construir polyedros diversos, seria necessário que os die-
dros, e por consequência os ângulos solidos, não fossem todos 
constantes. 

Seja pois, se he possivel, s o numero d'angulos solidos 
variaveis, s' o numero dos constantes, d o numero dos die-
dros variaveis, e d' o numero dos constantes. 

1.° Não havendo faces triangulares, nem ângulos solidos 
triedros. 

Será (§ 396) por ser cada diedro commum a 

dois ângulos solidos. Será também <Z'^L2s', por não ha-
ver triedros, c por consequência não serem menos de quatro 
os diedros constantes cm cada hum dos s' ângulos solidos 
constantes; logo 

t 
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Mas d - \ - d ' — A , numero das arestas do polyedro em 
questão, 

5 o 7 
= 2 a 4 + 5 as + 3 aa H- - a7 H- etc. 

Também s-{~s'=S, numero dos ângulos solidos, logo 

2 ( s H - s ' ) = 2 S = 2 a 4 + 3 a 3 H - 4 a 6 + 5 a r 4 - e t c . H - 4 - , 

logo 

«• rj 

2 a + ^ a3 -+- 3 a6 - a7 - f - etc. > 2 a 4 + 3 a3 - f - 4- a6 - f - 5 a7 etc. + í: 

absurdo. Logo o polyedro he invariavcl neste primeiro caso. 
2.° Tendo o polyedro faces triangulares, mas não ân-

gulos solidos triedros. 
Kj-. i -ia. Sobre cada huma ABC das faces triangulares construa-se 

hum heptaedro A B CDEFGHÍ, que não tenha outra face 
triangular além da mesma face A J?Cdo polyedro proposto, 
a qual ficará dentro do novo polyedro composto, o que se 
obtém da maneira seguinte: 

Pelas arestas AB, BC, AC, e pelo vertice B tirem-se 
os quatro planos ABEB, BCGF, ACGHD, BEIF, que 
fação com a base ABC diedros tão agudos, quanto he pre-
ciso para que o novo polyedro seja ainda convexo. Antes que 
dois oppostos destes quatro planos se encontrem, tirem-se 
pelas rectas DE, FG situadas nellcs dois planos diversos 
DE IH, FGIII, que se encontrem em I I I , e terminem 
nos outros dois planos BEIF, ADHGC. Cada hum destes 
heptaedros tem só triangular a face A B C; as outras faces 
são cinco quadriláteros, e hum pentágono. 

Estes heptaedros são invariaveis, porque a sua configu-
ração depende só dos triângulos sobre os quaes são con-
struídos, e esses não varião por hypothese. 

Isto posto, e conservando as denominações do primeiro 
caso, o novo polyedro, sendo a5 o numero das faces trian-
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guiares do proposto, tem mais do que este 11 a3 arestas, 
ou diedros, 6 a3 ângulos solidos, 5 as quadriláteros, a3 pen-
tágonos. Assim teremos 

d>2s, 

< R > 2 / , 

11 a 3 = 2« 6 a 3 — a 3 ; 

logo, ajuntando estas expressões, será 

d -b d'+11 «3 (s + + 6a5) — a3, 

expressão em que o primeiro membro lie o numero das 
arestas ou dos diedros do polyedro augmentado, e s -+- s' 
- f - 6 a3 o numero dos seus ângulos solidos. Assim te-
remos 

a 5 + 3 a 6 + e t c . + l l a 3 ^ 2 ( a 4 + 5 a 3 ) + 3 ( a s + a 3 ) + 4 a 6 + e t c . 4 

absurdo. Logo o polyedro he ainda invariavel neste caso. 
3.° Tendo o polyedro ângulos solidos triedros. 
Separe-se do polyedro huma pyramide triangular for-

mada pelas tres arestas de hum triedro, e que será inva-
riavel. Se no polyedro restante, que tem hum angulo solido 
menos do que o proposto, houver ainda algum triedro, se-
pare-se ainda similhantemente outra pyramide triangular: 
continuando assim, chegaremos finalmente ou a hum po-
lyedro sem triedros, e por conseguinte invariavel, ou a hum 
polyedro só com quatro ângulos solidos, isto he, a hum te-
traedro, igualmente invariavel: logo também he invariavel 
o polyedro proposto. 

398. Todo o angulo solido convexo tem hum angulo 
solido supplementário, que se construe do mesmo modo 
que o do triedro. 
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399 . No polygono rectilineo convexo não pode hum an-
gulo mudar quando os lados são constantes, sem que ao 
mesmo (empo mudem pelo menos tres ângulos mais. Pro-
va-se isto imitando o que se fez no § 396. 

400 . Com as mesmas arestas e os mesmos diedros, dis-
postos pela mesma ordem, não se podem formar dois po-
lyedros diversos e convexos. 

Porque para isso ser possivel, seria necessário que os 
ângulos das faces mudassem (§ 397). Ora hum angulo não 
pôde mudar sem que outros tres variem também no mesmo 
angulo solido, como se pôde provar por meio do seu sup-
plementário, e da proposição § 396. Seja pois, se he pos-
sivel, s o numero de ângulos solidos variaveis, s' o numero 
dos constantes, a o numero dos ângulos variaveis, ca o 
dos constantes. 

1.° Não havendo faces triangulares, nem ângulos so-
lidos triedros. 

Será a ^ 4 s, e a ' ^ 4 s'; logo 

Mas 

a 4 - a ' = 4 a 4 4 - 5 a , j 4 - 6 a t f 4 - 7 a 7 4 - e t c . 

Também s - i - s ' = S , numero dos ângulos solidos, logo 

4 (s -+- s) = 4 at + 6 as 4 - 8 aG 4 - 1 0 a, + etc. + 8 ; 

logo 

4 a4 4- 5 a s -+- 6 a 6 + 7 a 7 + et c. > 4 a4 4- 6 aA4- 8 a0+10 a7 + etc. 4- 8: 

absurdo. Logo o polyedro he invariavel neste primeiro caso. 

2.° Tendo o polyedro faces triangulares, mas não ân-
gulos solidos triedros. 

Construa-se sobre cada huma hum heptaedro, como na 
proposição do § 397. Estes heptaedros são agora inva-
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riaveis, porque são construidos sobre triângulos invariaveis, 
pois que não mudão os tres lados de cada hum delles por 
hypothese. 

Similhantemente teremos 

a>ls; a ' > 4 s ' ; 2 2 a 3 = 4 . 6 a 3 — 2as; 

logo, juntando estas expressões, será 

a - ( - a ' + 2 2 a 3 > 4 ( s - i - s ' H - 6 a 3 ) — 2 a - . 

O primeiro membro he o numero dos ângulos do po-
lyedro augmentado, e s H - s ' H - 6 a 3 o numero dos seus 
ângulos solidos. 

Assim teremos, 

4 a 4 + 5 a 5 + 6 a G + e t c . + 2 2 a 3 > 4 ( a 4 + 5 a 3 ) + 6 ( o ! S + a 3 ) + 8 a 6 + e t c . + 8 — 2 a 3 

absurdo. Logo o polyedro he ainda invariavel neste caso. 
3.° Tendo o polyedro ângulos solidos triedros, prati-

que-se como na proposição do § 397. 
401 . No polyedro convexo com as faces regulares, e os 

ângulos solidos todos symetricos, qualquer destes e o seu 
immedialo teem os ângulos das faces em ordem inversa, 
quando as duas ordens directa e inversa existem. 

Os ângulos solidos aABCa, aDEFa, que teem a fíç. nt) 
aresta a a commum, teem iguaes os ângulos a, a da face 
regular commum, e também iguaes d, d pela mesma razão; 
porém a, d seguem-se em huma ordem n'hum dos ân-
gulos solidos, e em outra ou em sentido opposto no outro. 

402 . Nos polyedros desta espccie, sendo as faces poly-
gonos regulares não todos do mesmo genero, se os ângulos 
planos dos ângulos solidos forem todos desiguaes em cada 
hum, não poderá existir face alguma que tenha hum nu-
mero impar de lados. 

Por quanto, se isto fosse possível, passando de hum 
primeiro angulo solido, dos que teem por vertices os desta 
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face, para o segundo, a ordem directa dos seus ângulos 
planos se mudaria em inversa, do segundo para o terceiro 
em directa, do terceiro para o quarto cm inversa, c assim 
por diante. Ora, se a face he triangular este quarto an-
gulo solido vem a ser o primeiro, e por conseguinte este 
angulo solido teria os seus ângulos ao mesmo tempo em 
ordem directa e inversa: absurdo. Se a face hc hum 
pentágono, então 110 quinto angulo solido a ordem dos 
ângulos planos he directa, e no sexto inversa: absurdo, 
porque este sexto he neste caso o primeiro; e assim por 
diante. 

403 . Com todas as outras condições dos dois theoremas 
precedentes, se algum dos ângulos no angulo solido fòr 
igual ao seu adjacente, também a face, á qual pertence 
qualquer destes ângulos eguaes, não pôde ter hum numero 
impar de lados. 

130. Se fòr d — a sómente, então a face, cujos ângulos são a, 
não poderá ter hum numero impar de lados. Porque, se-
gundo se vô na figura, chegar-se-hia a huma face que de-
vendo ser regular, teria os ângulos desiguaes d, b: absurdo. 

404 . O absurdo desapparece sendo c = a, os quaes não 
são adjacentes, sendo também d = b; mas subsistiria se 
tivéssemos a —d, b = c. 

405. Polyedro regular he aquelle que tem as arestas 
iguaes, os ângulos iguaes, e os diedros também iguaes. 
Por consequência todos os seus ângulos solidos são regu-
lares e idênticos, e as faces dos polygonos também regu-
lares e idênticas. 

406 . Construir polyedros regulares. 
Tomando triângulos equiláteros para faces do polyedro 

regular, cada angulo solido ficará composto de ângulos 
destes triângulos, cada hum dos quaes he = 6 0 ° . 

1.° Logo o angulo solido pôde ser composto de tres 
destes ângulos, porque 3 x 6 0 ° < 4 r . 

2.° Pôde também conter quatro, porque 4 X 6 0 ° < < 4 í ' . 
3.° Pôde ainda ser composto de cinco, porque 5 x 6 0 ° 

<4 r. 
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Tomando quadrados para faces do polyedro regular, qual-
quer dos seus ângulos solidos ficará composto dos ângulos 
dos quadradros, cada hum dos quaes vale 90°. 

4.° Pode portanto o angulo solido ser composto de tres 
destes ângulos, porque 3 x 9 0 ° < 4 r . 

Mas já não pôde conter quatro, por ser 4 x 9 0 ° = 4 r . 
Tomando pentágonos regulares para faces do polyedro 

regular, ficará qualquer dos seus ângulos solidos com-
posto dos ângulos destes pentágonos, cada hum dos quaes 
vale 108°. 

5.° Pode logo o angulo solido ser composto de tres 
destes ângulos, porque 3 x 1 0 8 ° < 4 r . 

Mas já não de quatro, porque 4 x l 0 8 ° < 4 r . 
Com hexagonos regulares, ou com polygonos regulares 

de maior numero de lados, não he possivel formar polye-
dros regulares, porque já tres ângulos do hexágono regular 
fazem a somma de 360°, que nenhum angulo solido pôde 
conter. 

l ie preciso agora dar nomes a estes polyedros regulares, 
ou achar o numero das suas faces. 

Porque no primeiro todas as faces são triângulos, e todos 
os ângulos solidos são triedros, as equações (C), (E) (§ 391) 
se reduzem a 

3 s 5 = 3 a 5 , 

2 s 3 = « s H - 4 , 

das quaes eliminando s 3 , resulta a3 = 4. Logo este so-
lido he tetraedro. 

No segundo, porque as faces são ainda triângulos, e os 
ângulos solidos são tetraedros, as equações (C), (E) dão 

4 s4 = 3 a 3 , 

2 s 4 = a 3 H- 4 ; 

eliminando s 4 , resulta as — 8. Logo este solido he octaedro. 
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No terceiro temos similhantemente 

5sii = 3 a 3 , 

2 s 3 = a 3 - b 4 . 

Logo a3 = 20, ou o solido he icosaedro. 
No quarto temos 

3 s3 = 4 a 4 , 

2 s 3 = 2 a 4 + 4. 

Logo cin — 6, ou o solido he hexaedro ou cubo. 
No quinto temos 

3 s 3 = 5 a a , 

2 s3 = 3 a a -+- 4. 

Logo = 12, ou o solido he dodecaedro. 
Falta construir o octaedro e o icosaedro regulares, por-

que a construcção dos outros tres polyedros regulares he 
conhecida, sendo triedros os seus ângulos solidos (§ 316). 

151. Para construir o octaedro regular, forme-se o quadrado 
ABCD, e do seu centro E levante-se a perpendicular 
EF. Com AF=AB determine-se o ponto F. Tirem-se 
as rectas FA, FB, FC, FD, as quaes serão iguaes entre 
si, e aos lados do quadrado, por serem hypothenusas de 
triângulos rectângulos que teem iguaes os lados EA, EB, 
EC, ED, e EF commum, e por se haver feito FA=AB. 
Logo são equiláteros os triângulos ABF, BCF, CDF, 
DAF, logo também equiangulos, e o angulo tetraedro 
FAB CD fica formado por todos estes ângulos de 60° cada 
hum, como os ângulos do octaedro; falta só demonstrar 
que os diedros deste angulo solido são iguaes também entre 
si. Os triedros AFBD, BFAC teem cada hum dois ân-
gulos de 60°, e hum de 90", logo são idênticos, e logo o 
diedro BFAD = AFBC, e em cada hum dos triedros 
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liFAC, CFBD he da mesma sorte o diedro AFBC 
— B CF D, e finalmente o diedro BCF D — CDFA, isto 
he, todos os diedros do angulo tetraedro FAB CD são 
iguaes. 

Para construir o icosaedro regular forme-se hum pen-
tágono regular; do seu centro levante-se a perpendicular 
ao seu plano; de hum de seus vertices, com huma recta 
igual a hum dos seus lados, determine-se na perpendicular 
o vertice do angulo pentaedro, e tirando rectas deste ponto 
aos vertices do pentágono, serão estas as suas arestas, e 
as de diedros iguaes. A demonstração he como a prece-
dente, mudando somente 90° em 108°, e accrescentando 
hum lado ao polygono da construcção. 

407 . Em todo o polyedro regular ha centro de faces, 
que he ao mesmo tempo centro de vertices. 

Seja A B DEF hum dos ângulos solidos do polyedro re- FÍ 
guiar. 

Dividão-se em partes iguaes os diedros, de que AB e 
A D são as arestas, por planos cuja intersecção seja AI. 
Todos os pontos do eixo AI serão centros das faces do 
angulo polyedro ABDEF (§ 324). O angulo BAI será 
agudo (§ 319), por ser hum dos ângulos do triedro A BDI 
opposto a hum dos diedros iguaes c agudos, os quaes die-
dros são metades dos diedros do polyedro regular, que he 
necessariamente convexo, e por consequência os seus die-
dros menores cada hum que 2 r. 

Construa-se para as faces d'outro angulo polyedro im-
mediato, cujo vertice seja B, outro eixo ou linha dos cen-
tros B í , dividindo da mesma maneira dois diedros de 
BACGH em partes iguaes. ABI será agudo também e 
igual a B A I , e A t , BI estarão no mesmo plano, que he 
aquelle que divide ao meio o diedro de que AB he aresta. 
Logo A í e BI concorrem e são iguaes. 

No mesmo ponto I concorre qualquer outro eixo, por 
exemplo C l , porque BC — A B , sendo arestas do polye-
dro regular. Logo / he centro de todas as faces e de todos 
os vertices do polyedro regular. 

u 
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408. Polyedro semi-regular he aquelle cujas faces são 
todas polygonos regulares, mas de mais de huma especie, 
e cujos ângulos são todos symetricos. 

409 . Em todo o polyedro, cujos ângulos solidos são só 
triedros, temos 

: k 3 H - 2 a , i H - a a = 1 2 + a 7 + 2 a 3 H - 3 c ( 9 + 4 a , o - b h ( m —&)a m . 

O que se concluo das equações (C), (E) (§ 394) suh-
stituindo-lhes 5 por ss, e fazendo s4 = 0, ss = 0, etc. e 
eliminando depois s5 . 

410 . Achar todos os polyedros semiregulares. 
Não ha mais de tres especies destes polyedros, conforme 

os ângulos solidos forem triedros, tetraedros, ou pentae-
dros; altendendo a que os menores ângulos planos, que po-
dem entrar na sua composição, são de 00° cada hum. 

/." Especie: TODOS os ÂNGULOS T R I E D R O S . 

l . ° Caso. Sejão os tres ângulos de cada triedro todos 
diversos, ou pertenção a tres qualidades de polygonos; então 
o numero total dos ângulos dos polygonos do mesmo nome 
será igual ao numero total dos ângulos dos polygonos de 
cada huma das outras duas qualidades. Logo serão iguaes 
tres membros das equações seguintes 

3 a 3 = 4 a 4 = 5 a a = G a 6 = 7 a 7 = 8 a u = etc (G). 

Neste mesmo caso não existirão faces, cujo numero de 
lados seja impar (§ 402). Também, por ser o angulo do 
quadrado = 9 0 ° , o do hexágono regular = 1 2 0 ° , o do 
octogono regular = 135°, o do decagono regular = 144°, 
o do dodecagono regular = 150°, e daqui por diante sem-
pre maiores, não poderemos combinar, neste caso, para 
iormar o triedro, senão os ângulos do quadrado, hexágono, 
e octogono, ou os ângulos do quadrado, hexágono, e de-
cagono: teremos por conseguinte no caso actual 
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Combinações. Condições (G). Equações (10- Resultados. 

k di, a c , a8 4 a 4 = C a c = 8 a 8 2 a 4 = 1 2 + 2 a 8 a 4 = 1 2 , a u = 8 , aa=6, 

"4, «e» a i o . . . 4 a 4 = 6 o o = 1 0 a I o . . 2 a 4 = 1 2 + 4 a I o . . . a 4 = 3 0 , a 6 = 2 0 , O i o = 1 2 . 

Isto he, na primeira especie e no primeiro caso temos 

4° Polyedro semiregular, tendo por faces 

12 quadrados, 8 hexagonos, 6 octogonos. 

2." Polyedro semiregular 

30 quadrados, 20 hexagonos, 12 decagouos. 

2.° Caso. Sejão os tres ângulos do triedro de duas 
qualidades somente. Então, sendo duplo hum dos ângulos 
do triedro, o polygono, a que elle pertence, não poderá 
ter hum numero impar de lados (§ 403). Logo o numero 
total dos ângulos destes polygonos he o duplo do numero 
de todos os ângulos, que estão sós em cada triedro. Esta 
condição involve-se na fórmula seguinte, sendo m nu-
mero par, 

man—2'iian (II). 

Escreva-se sempre nas combinações seguintes em pri-
meiro logar o numero dos polygonos, cujos ângulos se con-
siderão duplos no triedro, e teremos 

Combinações. Condições (II). Equações {F). Resultados. 

a4 , a s 4 a 4 — 2 » 3 a 3 3 a 3 - | - 2 a j = 1 2 a 3 = 2, a 4 = 3, 

r a 4 , a3 4 a 4 = 2 . 5 a 3 2 a 4 -+- a6 = 12 as = 2, a 4 = í > , 

«4, a6 4 a 4 = 2 . 6 a 6 2 a 4 — 1 2 a6 = 2, «4 = 6. 
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resultados que representão todos os prismas de bases re-
gulares, excepto o cubo. 

Cômbinações. Condições (H). Equações (F). Resultados. 

ae, a3 6 a c = 2 » 3 a 3 3 a 3 — 1 2 atí — 4, a3 — 4 

3." Polyedro semiregular 

4 triângulos, 4 hexagonos. 

Combinações. Condições (H). Equações (F). Resultados. 

«s, a4 6 a u = 2 » 4 a 4 2 a 4 = 12 as = 8, a4 = 6 

4." Polyedro semiregular 

6 quadrados, 8 hexagonos. 

Combinações. Condições (H). Equações (F). Resultados, 

a«, as 6 a e = 2 » 5 a s as = 12 a0 = 20, <^ = 12 

5." Polyedro semiregular 

12 pentágonos, 20 hexagonos. 

Os hexagonos não podem combinar-se com polygonos 
de maior numero de lados, porque os valores dos seus ân-
gulos, de accôrdo com as equações (F), o não consentem. 

Combinações. Condições (H). Equaçiks (F). Resultados. 

«a, a3 8«a3=2»3a3 3a3=12-i-2a8 a8 = 6, a3 = 

6." Polyedro semiregular 

8 triângulos, 6 octogonos. 

As combinações com o octogono não podem continuar-
se, porque já 2 . 1 3 5 ° + 9 0 ° = 360°. 
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Combinações. Condições (H). Equações (F). Resultados, 

aio, « 3 1 0 a I O = 2 . 3 a 3 3 a 3 = 1 2 4 - 4 a 1 0 « i o = I 2 , a 3 = 2 0 . 

7." Polyedro semireguiar 

20 triângulos, 12 dccagonos. 

O dodccagono, e os polygonos de maior numero de lados, 
nào podem produzir combinação alguma, por ser 2* 150° 
-4- 6 0 ° = 360°. 

Não ha pois, além dos prismas, mais do que sete po-
lyedros semiregulares com os ângulos solidos triedros. 

2 . " Especie: TODOS OS ÂNGULOS SOLIDOS TETRAEDROS. 

No polyedro cujos ângulos solidos são todos tetraedros 
temos 

9 . ^ . . ' 

«3 = 8 - f - a ; i - f - 2 a e - j - 3 a 7 + 4 «o - | j - (m — 4 )a m (I). 

como se conclue das equações (C), (E), substituindo Spor st, 
fazendo s3 = 0, s s = 0 , etc. e eliminando depois s4. 

Nesta segunda especie he necessário que as exista sem-
pre, porque se assim não acontecer a equação (I) será 
absurda. 

Não pôde existir angulo solido com quatro ângulos de 
polygonos regulares todos diversos, porque a sua somma 
excede 360°. 

l . ° Caso. Tendo os ângulos solidos tres qualidades de 
ângulos planos. Então he preciso que hum delles seja duplo, 
na hypothese actual de ser o angulo solido tetraedro, ou he 
preciso satisfazer ás condições involvidas na fórmula se-
guinte 

p a t — 2 ' q a q = 2 * r a r (J). 

O angulo duplo não pôde pertencer a hum polygono de 
mais de quatro lados, nem de numero impar de lados. 
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Combinações. Condições (J). Equações (I). Resultados. 

0.1,0,3, a<ó 4 a 4 = 2 . 3 a 3 = 2 . 5 a a a 3 = 8 + a 3 a^—12, a 4 = 3 0 , a 3 = 2 0 

8." Polyedro semiregular 

20 triângulos, 30 quadrados, 12 pentágonos. 

Neste caso, attendendo aos valores dos ângulos, a com-
binação precedente he única. 

2.° Caso. Tendo cada hum dos ângulos tetraedros duas 
qualidades de ângulos unicamente, e sendo triplice hum 
destes. 

Neste caso terá logar a condição seguinte 

mam = 3'na„ (K). 
Combinações. Condições (K). Equações (I). Resultados. 

a 3 , a4 3 a 3 - f - 3 « 4 a 4 a3 = 8 04 = 2, a3 = 8. 

a 3 , aA 3 a 5 = 3 * 5 a 3 as — S-+-as a3 = 2, a3 = 10. 

etc. 
Todas estas combinações, cujo numero he infinito, dão 

em resultado a serie de todos os deutoprismas, excepto o 
octaedro regular 

Combinações. Condições (K). Equações (I). Resultados. 

a 4 , as 4 a 4 = 3 « 3 a 3 a3 = 8 a4 = 18, a3 = 8. 

9.° Polyedro semiregular 

8 triângulos, 18 quadrados. 

Não ha mais combinações neste caso. 

3.° Caso. Tendo cada angulo tetraedro dois ângulos di-
versos, ambos duplos. 

l ie necessário que estes ângulos sejão alternados, por-



DOS POLYEDROS QL'E CIRCUNSCREVEM ESPAÇO. 1 7 1 

que d'outra sorte não poderia existir a3 (§ 404), o que 
tornaria absurda a equação (I). 

As condições (G) teem ainda logar aqui. 

Combinações. Condições (G). Equações (I). Resultados. 

ctj, a4 3 a 3 = 4 a 4 as = 8 cti = 6, a 3 = 8. 

a3, aá 3 a 3 = 5 a a a 3 = 8 - f - a s a3 = 12, as — 20. 

40." Polyedro semiregular 

8 triângulos, 6 quadrados. 

1<í." Polyedro semiregular 

20 triângulos, 12 pentágonos. 

5." Especie: TODOS OS ÂNGULOS SOLIDOS PENTAEDIIOS. 

No polyedro cujos ângulos solidos tão todos pentaedros, 
temos 

a5 = 20 + 2 at + 5 a 3 -+- 8 a 8 H - etc (L) 

como se conclue das equações (C), (E), substituindo 5por ss, 
fazendo ss = 0, = 0, etc. e eliminando depois s3. 

O angulo solido pentaedro não pôde formar-se nesta 
especie senão de duas maneiras: ou com quatro ângulos 
de 60°, e hum de 90°, ou com quatro de 60°, e hum de 
108°. Logo teremos a condição seguinte 

3 a 3 = 4««a„ (M). 

Combinações. Condições (M). Equações (L). Resultados. 

«3, a t 3 a 3 = 4 . 4 a 4 a3 = 20 + 2 a 4 az— 32 , ak=6. 

a 3 , a 3 3 a 3 = 4 . 5 a á a 3 = 2 0 + S»a a a 3 = 8 0 , as=l2. 
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12." Polyedro semiregular 

32 triângulos, 6 quadrados. 

13° Polyedro semiregular 

80 triângulos, 12 pentágonos. 

Eis aqui todos os polyedros semiregulares, a saber, treze 
singulares, e duas series infinitas dos prismas e deuto-
prismas. 

411 . Construir todos os polyedros semiregulares. 
Se nas faces do tetraedro regular, que são triângulos 

equiláteros, se inscreverem hexagonos regulares, o polye-
dro que tiver por vertices os destes hexagonos ter/i os 
ângulos solidos triedros e oito faces regulares, a saber, 

4 triângulos, 4 hexagonos; e será o 3.° polyedro 
semiregular. 

Se nas faces do hexaedro regular, as quaes são quadra-
dos, se inscreverem octogonos regulares, o polyedro que 
tiver por vertices os destes octogonos terá os ângulos so-
lidos triedros e 14 faces, a saber, 

8 triângulos, 6 octogonos; e será o 6.° semiregular. 

Se nas faces do octaedro regular, as quaes são triân-
gulos equiláteros, se inscreverem hexagonos regulares, o 
polyedro, que tiver por vertices os destes hexagonos, 
terá os ângulos solidos triedros e 14 faces regulares, a 
saber, 

6 quadrados, 8 hexagonos; e será o 4.° semiregular. 

Se nas faces do dodecaedro regular, as quaes são pen-
tágonos regulares, se increverem decagonos regulares o po-
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lyedro que tiver por vertices os destes decagonos, terá os 
ângulos solidos triedros, e 32 faces regulares, a saber, 

20 triângulos, 12 decagonos; e será o 7.° semiregular. 

Se nas faces do icosaedro regular, as quaes são triân-
gulos equiláteros, se inscreverem bexagonos regulares, o 
polyedro, que tiver por vertices os destes hexagonos, terá 
os ângulos solidos triedros, e 32 faces, a saber, 

12 pentágonos, 20 hexagonos; e será o 5.° semiregular. 

Se nas faces do hexaedro regular se inscreverem octo-
gonos regulares, e se fizerem depois mover todos igual e 
perpendicularmente aos cathetos respectivos deste polye-
dro regular, ató que se possão introduzir quadrados entre 
cada dois lados destes octogonos que existião na mesma 
aresta do hexaedro, o polyedro, que tiver por vertices os 
destes octogonos, na posição que resultou daquelle deslo-
camento, terá todos os ângulos solidos triedros, e 26 faces 
regulares, a saber, 

12 quadrados, 8 hexagonos, 6 octogonos; 
e será o 1.° semiregular. 

Se nas faces do dodecaedro regular se inscreverem deca-
gonos regulares, e se fizerem depois mover todos igual e 
perpendicularmente aos cathetos respectivos deste polye-
dro regular, até que se possão introduzir quadrados entre 
cada dois lados destes decagonos que existião na mesma 
aresta do dodecaedro, o polyedro, que tiver por vertices 
os destes decagonos, na posição que resultou daquelle des-
locamento, terá todos os ângulos solidos triedros, e 62 faces 
regulares, a saber, 

1 30 quadrados, 20 hexagonos, 12 decagonos; 
e será o 2.° semiregular. 
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Se nas faces e no meio das arestas do tetraedro regular 
se inscreverem triângulos, o polyedro, que tiver por ver-
tices os destes últimos triângulos, será o octaedro regular. 

Mas se nas faces do hcxacdro regular e no meio das 
arestas se inscreverem quadrados, o polyedro, que tiver 
por vertices os destes últimos quadrados, terá todos os 
ângulos solidos tetraedros, e 14 faces regulares, a saber, 

8 triângulos, G quadrados; e será o 10.° polyedro 
semiregular. 

Se nas faces e no meio das arestas do dodccaedro re-
gular se inscreverem outros pentágonos regulares, o po-
lyedro, que tiver por vertices os destes últimos pentágo-
nos, terá os ângulos solidos tetraedros, e 32 faces regu-
lares, a saber, 

20 triângulos, 12 pentágonos; e será o 11.° semiregular. 

Fazendo mover igual e perpendicularmente aos cathetos 
do hexaedro regular as faces respectivas, ató que se pos-
são introduzir quadrados entre cada dois lados que exis-
tião na mesma aresta; o polyedro, que tiver por vertices 
os destes últimos quadrados, terá os ângulos solidos te-
traedros, e 26 faces regulares, a saber, 

8 triângulos, 18 quadrados; e será o 9.° semiregular. 

Fazendo mover igual e perpendicularmente aos cathetos 
do dodecaedro regular as faces respectivas, até que se 
possão introduzir quadrados entre cada dois lados que exis-
tião na mesma aresta; o polyedro, que tiver por vertices 
os destes quadrados, terá os ângulos solidos tetraedros, e 
62 faces regulares, a saber, 

20 triângulos, 30 quadrados, 12 pentágonos; 
e será o 8.° semiregular. 
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Fazendo mover igual e perpendicularmente aos catlietos 
do hexaedro regular as faces respectivas, as quaes são qua-
drados, e demais imprimindo-lhes hum movimento de ro-
tação, á roda dos cathetos, igual e no mesmo sentido, até 
que a distancia de hum dos vertices destes quadrados aos 
dos outros que antes se achavam reunidos no mesmo ver-
tice, ou na mesma aresta do hexaedro e no mesmo sen-
tido, seja igual a hum dos lados dos quadrados; o polye-
dro, que tiver por vertices os destes quadrados nesta nova 
posição, terá os ângulos solidos pentaedros, e 38 faces re-
gulares, a saber, 

32 triângulos, 6 quadrados; e será o 12.° semiregular. 

Fazendo o mesmo com o dodecaedro, cujas faces são 
pentágonos cm vez de quadrados; o polyedro que d'ahi 
resulta terá os ângulos solidos pentaedros também, e 92 
faces regulares, a saber, 

80 triângulos, 12 pentágonos; e será o 13.° semiregular. 

A construcçâo dos prismas semiregulares não tem dif-
ficuldadc. A construcçâo dos deutoprismas já está feita. 
Huns e outros são rectos e equiláteros. 

412. Todos os polyedros semiregulares teem centro de 
vertices, o qual he ao mesmo tempo centro das faces do 
mesmo nome. 

Nos treze polyedros semiregulares, que resultão dos po-
lyedros regulares, os centros destes são centros dos vertices 
dos semiregulares, e das suas faces; mas os cathetos são di-
versos, sendo só iguaes os das faces do mesmo nome, e por 
isso não se podem chamar centros geraes de todas as faces. 

Nos prismas semiregulares o ponto do meio do eixo he 
o centro de todos os vertices; mas he centro parcial das 
bases e centro parcial das outras faces. Nos deutoprismas 
semiregulares acontece o mesmo; o centro das bases o he 
também das faces. 
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4 13. A pyramide chamada regular, porque tem regular 
o angulo polyedro do vertice e iguaes as arestas deste, 
não o he comtudo, nem mesmo semiregular, senão quando 
cila fòr o tetraedro regular. Entretanto tem sempre centro 
de faces, por ser recta e ser a sua base regular (§ 390): 
lambem tem centro de vertices, porque todos os planos, 
que dividem ao meio e perpendicularmente as arestas que 
partem do vertice, concorrem no ponto onde concorrem tres 
dellcs, por causa da disposição regular e da igualdade das 
ditas arestas. 

414. O prisma recto tem menor superfície do que o 
obliquo, tendo a mesma base e altura. 

Porque cada duas faces lateraes correspondentes do pris-
ma recto e do obliquo são parallelogrammos, que teem por 
base hum lado da base commum dos dois prismas, mas 
as alturas são differcntes, sendo menor a do primeiro, por-
que he perpendicular, e a segunda obliqua entre os mesmos 
planos parallelos. 

415. Segue-se que para que o prisma recto tenha huma 
superfície igual á do obliquo da mesma base, he neces-
sário que tenha maior altura, c logo tambcm maior capa-
cidade. 

416. Entre os prismas rectos da mesma altura, e com 
bases iguaes e de igual numero de lados, tem menor su-
perfície aquelle cuja base he regular. 

Porque neste caso a superfície lateral he proporcional 
ao perímetro da base, o qual he menor no polygono re-
gular. 

417. Entre os prismas rectos da mesma altura, e com 
bases regulares e iguaes, tem menor superfície aquelle, 
cuja base tem maior numero de lados. 

Porque o perímetro do polygono regular, da mesma 
area e de maior numero de lados, he menor, e deste pe-
rímetro depende a superfície lateral do prisma. 

418 . Entre os prismas rectos da mesma altura e su-
perfície, c do mesmo numero de lados na base, o maior 
he aquelle cuja base he regular. 
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Porque se alguma das bases irregulares fosse igual á 
base regular, então, pois que os prismas teem a mesma 
altura, aquelle que corresponde á base irregular teria 
maior superfície: absurdo. O prisma teria também maior 
superfície, contra a hypothese, se a base irregular fosse 
maior. Logo a base irregular só pôde ser menor, c por 
consequência também o seu prisma. 

419. Entre os prismas rectos da mesma altura e su-
perfície, e de bases regulares, hc maior aquelle cuja base 
tem maior numero de lados. 

Porque se alguma das bases, que tem menos lados, fosse 
igual á que tem mais, então o perimetro daquella seria 
maior que o perimetro da ultima, e por conseguinte maior 
a superfície do prisma correspondente: absurdo. O prisma 
teria também maior superfície, contra a hypothese, se a 
base, tendo menos lados, fosse maior. Logo a base de menos 
lados só pôde ser menor, e logo também o seu prisma. 

420. O maior parallelipipedo, que se pôde formar com 
dimensões cuja somma hc dada, he aquelle em que estas 
dimensões são iguaes. 

Porque o parallelipipedo maximum não pôde ter duas 
dimensões desiguaes, pois que estas duas dimensões podem 
fazer-se pertencer a huma face de hum parallelipipedo igual 
ao maximum, a qual se pôde tomar por base, e então o 
quadrado, que tiver a somma de suas duas dimensões igual 
á somma das dimensões daquella face, terá o perimetro 
igual ao da mesma face ou base, que se pôde suppôr hum 
rectângulo; mas o quadrado lie maior do que o rectângulo 
de igual perimetro, logo será maior o parallelipipedo, que 
tiver o quadrado por base e por altura a terceira dimensão. 

421 . O maior parallelipipedo, dos que teem duas di-
mensões iguaes, sendo dada a somma de huma com a ter-
ceira, he aquelle em que huma das dimensões iguaes he 
dupla da terceira. 

Seja x huma das dimensões iguaes, e c a sua somma 
com a terceira. Será c — x a terceira, e a expressão do 
parallelipipedo maximum será x~ ( c — x). 
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Esta expressão, bem como qualquer outra que conte-
nha x e quantidades constantes, he hum maximum ou 
minimum quando ha hum valor de x, que a torne maior, 
ou menor do que o resultado da substituição de hum outro 
valor qualquer. Lego, representando pela mesma letra x 
o valor que convém ao maximum ou ao minimum, será 

x2 (c — x) ^ (x - b a)s (c — x — a), 

conforme o primeiro membro fòr hum maximum ou hum 
minimum. 

Mas o segundo membro na desigualdade precedente he 

x2 (c — — í c 2 - h ( 2 x-+-a)(c—x — a)) a; 

logo o segundo termo desta expressão he a sua differença 
com a expressão proposta do maximum, ou minimum. He 
preciso pois que esta differença seja negativa no caso de 
haver maximum, e positiva no caso do minimum. 

Mas se tomarmos a suficientemente pequeno, vê-se que 
se o termo dessa differença affecto da primeira potencia 
de a, isto he, 

(— x2 -+- 2 x (c — x)) a 

não fosse nullo, a differença mudaria de signal quando a 
mudasse; logo para haver maximum ou minimum deve ser 

— x*-+-2x(c — x) = 0, 
donde resulta 

x — 2 (c — x), 

que nos mostra que a dimensão x he dupla da terceira, 
, 2 

e que he x = g c. 

Resta ainda examinar se a expressão proposta do paral-
lelipipedo se torna hum maximum, ou hum minimum pela 
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substituição do valor acbado de x: esta expressão he então 
4 . . o 
— c s , ca differcnça acima considerada será — c r ( c - b a ) , 

que lie sempre negativa, mesmo quando a o fòr também, 
porque então he — a < ^ x < ^ c . Logo o parallelipipedo he 
hum maximum no caso indicado. 

422 . O cubo he de todos os parallelipipedos do mesmo 
volume o que tem menor superfície; e de todos aquelles 
que tem a mesma superfície he o que tem maior vo-
lume. 

Porque se o parallelipipedo he obliquo póde-se-lhe di-
minuir a superfície, fazendo-o rccto, sem lhe mudar a 
base e a altura, isto he, conservando-lhe a mesma capa-
cidade ; e se elle he recto, não sendo a base quadrada, 
póde-se-lhe diminuir a superfície, mudando-o em outro 
também recto cuja base seja hum quadrado igual á pri-
meira base; e se as outras faces não são também qua-
drados, da mesma fórma se pôde ainda diminuir-lhe a 
superfície, a qual por conseguinte não era a menor, e nem 
o será sem que se chegue ao cubo. 

Quanto á segunda parte da proposição, se o paralleli-
pipedo he obliquo póde-se-lhe conservar a mesma base 
e superfície, e, fozendo-o rccto, augmentar-llie o volume, 
porque se lhe augmenta a altura; e se elle he recto, não 
sendo a base hum quadrado, pôde augmentar-se a sua 
capacidade, conservando-lhe a mesma superfície e altura, 
fazendo a base hum quadrado; e se as outras faces não 
são quadrados ainda, tomando qualquer por base, pôde 
augmentar-se a capacidade, a qual por conseguinte não 
era a maior, e nem o será sem que se chegue ao cubo. 

423 . Os volumes dos prismas rectos, que teem a mes-
ma altura, e cujas bases teem centros de lados com o 
mesmo apothema para todos, estão entre si com as suas 
superfícies. 

Porque os volumes estão entre si como as bases, sendo 
a mesma a altura dos prismas. As bases estão entre si 
como os seus perimetros, porque o apothema he o mesmo 
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em todas. Estes perimetros estão tambcm na razão das 
superfícies lateraes, porque os prismas são rectos, e as 
laces lateraes compostas de rectângulos, cujas alturas são 
as dos prismas. Logo he evidente a proposição. 

4-24. l)e dois prismas rectos, cujas bases são similhan-
tes e teem centro de lados, aquelle de que a altura he 
dupla do apothema da base, tem menor superfície com 
o mesmo volume, e maior volume com a mesma super-
fície. 

Se hum dos prismas he o cubo P, e o outro hum pa-
rallelipipedo recto P', está já demonstrado que, sendo 
P—P', será a superfície de P <i a superfície de P', e 
que, sendo a superfície de P — á superfície de P', será 
P > P : ora no cubo he a altura dupla do apothema 
da base. 

Sejão agora p, p' dois prismas rectos quaesquer de bases 
similhantes, tendo respectivamente as mesmas alturas e 
apothemas de P, P'. Teremos 

P '. p '..' superfície de P \ superfície de p, 

P1 '.p''.'. superfície de P'superfície de p. 

Ora, sendo P = P\ teremos p —p'; logo as propor-
ções precedentes mostrão que, sendo superfície de P 
superfície de P', será superfície de p < superfície de p'; 
e, se fòr superfície de P — superfície de P, teremos su-
perfície de p = superfície d e / / , e por conseguinte P^>P', 
e será p > j>'- Logo a proposição he sempre verdadeira. 

425. De dois prismas rectos, cujas bases são simi-
lhantes e teem centro de lados, aquelle, cuja superfície la-
teral he quadrupla da base, tem a menor superfície com 
o mesmo volume, e o maior volume com a mesma super-
fície. 

Cada hum dos rectângulos, que compõem a superfície 
lateral, está para esta superfície, como o lado correspon-
dente da base para todo o seu perímetro. Cada sector da 
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base tem com esta a mesma razão. Logo se a superfície 
lateral lie quadrupla da base, também qualquer dos seus 
rectângulos he quádruplo do sector correspondente da base. 
Por conseguinte a altura do rectângulo, ou do prisma, he 
dupla do apothema da base, como na proposição prece-
dente. 

426. As superfícies lateraes de duas pyramides são pro-
porcionaes aos seus volumes, quando as perpendiculares 
abaixadas de hum ponto de cada huma das bases sobre as 
faces são todas iguaes entre si collectivamente nas duas 
pyramides. 

Porque cada huma das pyramides propostas se pôde suppôr 
composta de tantas pyramides, quantas são as suas faces 
lateraes, tendo por bases estas faces, por vertice commum 
o dito ponto da base, e por altura qualquer das referidas 
Ierpendiculares iguaes; donde se segue que os volumes 
das propostas estão entre si, como os productos das su-
perfícies lateraes pelo terço de huma destas perpendicula-
res, ou simplesmente como essas superfícies. 

427. As superfícies das pyramides, que teem o mesmo 
catheto das faces, estão entre si como os volumes. 

Porque taes pyramides são compostas cada huma de 
tantas pyramides parciaes, quantas as suas faces, compre-
hendida a base, tendo estas faces por bases, por vertice 
commum o centro das faces, e por altura commum o ca-
theto; donde concluiremos que os volumes das pyramides 
propostas devem estar entre si, como os productos das su-
perfícies pelo terço do catheto, ou simplesmente como as 
superfícies. 

428. As superfícies, ou os volumes das pyramides rectas, 
que teem o mesmo catheto das faces e as bases similhan-
tes, estão na razão composta da razão directa dos quadrados 
das alturas, e da inversa das differenças das alturas e do 
dòbro do catheto. 

Seja AU a altura de huma das pyramides, AT o apo- FÍ 
thema dos lados da base, e portanto UT a altura de qual-
quer das faces, e seja C o centro das faces, e CD=CA 

x 
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o seu caiheto. O seu volume ou a sua superfície serão pro-
o 

porcionaes a AT ~X.AU. Mas 

~Ãf\ CD2:: lu2: UD^IJC^—CD1-, 

2 
logo AT XAU he proporcional a 

1US _ AU2 

UC*-CÃ* A U C A 

429. Nas mesmas hypotheses, a menor pyramide he 
aquella, cuja altura he quadrupla do catheto. 

Porque a expressão ultima he minima, quando AU 
= 4 AC, como vamos provar. 

x-
Fazendo AU—x, e 2AC—c, a expressão fiea . 

X — c 

Discorrendo como no § 421, e substituindo x + a em 
togar de a resulta 

x* % a xa - x- (2 ax-\-a1)[x — c) — ax-

x — c-fa x — c (x — c)(x — c-|-a-) ' 

e igualando a zero os termos do segundo membro affeetos 
da primeira potencia de a acharemos 

2 x [x — c) — x'2 — 0, 

que dá x—2 c, valor que sendo substituído na expressão 
proposta, a reduz a 4 c, quantidade sempre menor que 
(2 c + ay- 4 c 2 + 4 a c + a2 „ .. 
— = — , ou < , como lacumente se ve. 

c + a c + a 
430. Nas mesmas hypotheses a superfície da pyramide 

he também a menor: 
431. A distancia do centro ao vertice he tríplice do 

catheto. 
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432. A altura de huma face lateral qualquer he o triplo 
do apothema correspondente na base. 

433. Entre as pyramides rectas da mesma superfície, 
tendo cathetos de todas as faces e apothemas dos lados 
das bases, e sendo estas similhantes, tem maior catheto 
aquella, em que a altura de cada face lateral he o triplo 
do apothema. 

Porque se o seu catheto fosse igual a hum dos das ou-
tras pyramides, sua superfície seria menor (§ 430), contra 
a hypothese. Se este catheto fosse menor que hum dos 
outros, a superfície desta pyramide se tornaria também 
menor, contra a hypothese, como he fácil de ver. 

434. Entre as pyramides rectas do mesmo volume, 
tendo cathetos de todas as faces e apothemas dos lados 
das bases, sendo estas similhantes, tem maior catheto 
aquella, em que a altura de cada face lateral he o triplo 
do apothema. 

Porque se o seu catheto fosse igual a hum dos das outras 
pyramides, o seu volume seria menor, contra a hypothese. 
Se este catheto fosse menor do que hum dos outros, o vo-
lume desta pyramide se tornaria também menor, como he 
fácil de ver, o que he igualmente contra a hypothese. 

435. Nas hypotheses do § 433, o volume da pyramide, 
em que a altura de cada face he tripla do apothema, he 
o maior. 

436. Nas hypotheses do § 434, a superfície da pyra-
mide, em que a altura de cada face he tripla do apothema, 
he a menor. 

437 . O tetraedro regular tem a menor superfície com 
o mesmo volume, e o maior volume com a mesma super-
fície, relativamente a todas as pyramides triangulares rectas, 
e de bases equilateras. 
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LIVRO 5. 

Applicação do Algoritlimo «los Seno» 
ã Geometria Rectilínea. 

438. JLJSCOLIIE-SE para unidade angular, que se de-
signa por u, o angulo recto r dividido pelo numero q (Arith. 

r 
Univ. § 278), isto he, faz-se w = -, 

439. No triangulo rectângulo são complementos de q 
os dois números, que resultão da divisão dos ângulos oblí-
quos pela unidade angular. 

Porque no triangulo rectângulo ABC teremos Fig. 154. 

ACB-^ABC=r, 
logo 

ACB ABC r 

? 

440. No triangulo rectângulo cada lado do angulo recto 
he egual ao producto da hypothenusa pelo seno do numero, 
que resulta da divisão do angulo opposto pela unidade an-
gular; e igual também ao producto da hypothenusa pelo 
coseno do numero, que resulta da divisão do angulo adja-
cente pela unidade u. 

Primeiramente, seja o triangulo rectângulo ABC me-
tade do triangulo equilátero CBD. Será 

AB=\BD=\BC. 
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1 
O angulo BCA = -r, logo 

BC A 3 1 1 
sen = sen — = sen ~o = 

u r 3 2 

Logo 
BCA „„ CBA 

AB = BC sen = BCcos-

(Arith. Univ. §§ 288 , 290) ; e a propriedade he verda-
deira para o lado A B . 

2 ——2 2 
AC —BC —AB 

— 2 —2 „ B CA 
— BC —BC sen4 

= B C ( i - s e n 2 — 
u 

ou 

"ST.8 oBCA 
— BC eos- , 

u 

A C = B C ^ — = B C ^ — . 
u u 

Assim fica demonstrada a proposição, quando BC A he o 
terço do angulo recto. 

Para mais simplicidade supprimiremos, d'aqui em diante, 
a unidade angular, e diremos senos e cosenos d'angulos; 
porém advirta-se sempre que òs senos e cosenos são nú-
meros que se podem obter, sendo necessário, dividindo os 
ditos ângulos pela unidade angular, que precedentemente 
estabelecemos. 
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Passando agora do triangulo BC A, em que a proposição 
está demonstrada, para o triangulo D CE, também rectan- FÍS. I5Õ. 

1 
guio em E, e com o angulo D CE (ou a) — - BC A, te-

A 

remos 

BC:CA::BF:AF, ou BC-hCA.CAy.BA.AF, 

ou 

£ C ( H - c o s 2 a ) : BCcos2a::BCsea2a : A F, 

donde (Arith. Univ. §§ 271, 273) sen CL cos 2 O, 

2 cos2 a : cos 2 a:: 2Z?Csen a cos a ] A F—B C . 
cos a 

Mas temos também 

AC:AF::CE:DE, 
ou 

_ „ ^ __ sen a cos 2 a // a a\ 
B C cos 2 a : BC ::v/ [CD —DE ) .DE, 

cos a V \ / 

d ° n d e „„ sen a / / 2 - o x 
\I [CD—DE ). 

cos a V \ / 
Logo 

cos 2 o"Õ2 í 2 =sen 2 a £/)* — sen2 a D E ; 

donde 
DE— CD sen a, e CE — CD cos a. 

Isto he, a proposição ainda he certa, quando hum an-
gulo obliquo he metade do terço do angulo recto. 

Passando deste ultimo triangulo para outro também re-
1 

ctangulo, com hum angulo obliquo = - a, e assim por 

diante, a verdade da proposição se torna evidente para 
todos os triângulos rectângulos, que teem hum angulo obli-

\ 
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quo igual ao quociente do terço do angulo recto dividido 
por huma potencia inteira qualquer do numero 2. 

Sejão agora a, b, dois ângulos obliquos em dois triân-
gulos, para os quaes já está provada a proposição, mas 

156. a-\-b<^r. Sobre huma recta AD, e com o vertice A 
faça-se o angulo DAB = b, e na parte opposta, e no 
mesmo plano, o angulo D AC—a. Tire-se por algum ponto 
D de A D a recta BC que lhe seja perpendicular. BC en-
contrará as duas rectas AB, AC, por hypothese, e tere-
mos dois triângulos, nos quaes a proposição está já pro-
vada. Abaixe-se a perpendicular BE sobre AC, e será 
verdadeira a proposição no triangulo BEC, porque o an-
gulo CBE—DAC, por serem ambos complementos de C. 
Logo 

BE=BCc,asa — (BD -\-DC) cos a 

/ . r, t ^ D sen a \ 
= ( A B sen o H —— cos a 

\ cos a ] 

=AB senb cos a + AB cos6 sena 

= AB sen (a- f -ò) . 

Logo a proposição fica demonstrada no triangulo A B E , 
no qual o angulo BAE he a somma de dois ângulos obli-
quos de triângulos já verificados. Isto he, a proposição he 
verdadeira para os triângulos, nos quaes hum angulo obli-

r 
quo he multiplice de hum angulo da grandeza ^ ^, sen-
do n hum inteiro qualquer. 

Agora digo que a proposição he sempre verdadeira, 
isto he, 

157 CA= CD sen CD A, e BA = DB sen BDA. 

Se he possivel seja CA<^CD sen CD A; então alguma 
hypothenusa BD, e angulo BDA menores, farão CA 
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r 
= BDsenBDA. Haverá algum angulo —— <^CDB, e 

O * 
por conseguinte também hum de seus multíplices EDA 
<CDA, e >BDA. Logo 

A E=DEsen EDA > BD sen BDA. 

Logo AE^>AC; absurdo. 
Se he possível seja BA^>BD sen BDA, então alguma 

hypothenusa CD, e angulo CDA maiores, farão BA—CD 
Y 

sen CDA. Haverá algum angulo —— < C C D B ; logo ha-

f 

verá também hum múltiplo EDA de ^ <^CDA, e 

> BDA. Logo 

A E = DE sen EDA < CD sen CDA', 

e portanto A E <ZA B; absurdo. 
Logo he sempre hum lado do angulo recto^igual ao prc-

ducto da hypothenusa pelo seno do angulo opposto, ou pelo 
coseno do angulo obliquo adjacente. 

441 . Em qualquer triangulo rectilineo, sendo a, b, c 
os lados, e A, B, C os ângulos respectivamente oppostos, 
temos 

cs = a s + 6a — 2 a 6 cos C, (A) 

e mais duas fórmulas similhantes. 
Teremos no triangulo ABC, em que BD he perpendi- Fig. 15». 

cular a AC 

TB = J D 2
 JW'=TD2+nc2—CD" 

— (AD-j-CD) (A D — CD) -h~BC' 

==AC(AC-2CD)-{-BC0~ 
r 
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Fig. 159. ou = A C { A C - h 2 C D ) + T c * . 

Mas he 
Fig. 158. CD = BC cos ACB 

Fig. 159- — — B C c o s A C B . 
Logo será sempre 

J7/= 1c -f- B C — 2 A C x B C cos A CB. 

i 
442 . Em qualquer triangulo são os lados proporcionaes 

aos senos dos ângulos oppostos. 
Porque 

Fig. 158. BD— ABscnA — BCsea C; 
logo 

A B : B C:: sen C : sen A ; 

Fig. 159. BD=ABsenA=BCs(}r\BCD=BCsenl}CA, 
logo 

AB:BC::senBCA\senA. 

O mesmo principio pôde estabelecer-se por hum modo 
puramente analytico, por meio da fórmula (A). Porque 
temos 

fa2+b- — cV sen2 C= 1 —cos2 C= 1 
2 a 6 

2a 2 6 2 + 2 a 2 c 2 - f 26 2 c 2 — a" — l* — c4 

— I I r 
4 a2 b1 c2 

e como o que multiplica c2 he huma funcção symetricu, 
ou invariavel, qualquer permutação que se faça entre as suas 
raizes, se a designarmos por N, teremos similhantemente 

sen2 A=N»aí, e sen2 B =N-b\ 
logo 

a : b:: sen A : sen B (B). 
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443. Por ser 

cos cos 

l l 
= cos2 - C — sen2 - C 

- A 

= 1 — 2 sen2 ^ Í 7 = 2 cos2 - ( 7—1, 
2 • 2 

1 
se na fórmula (A) se substitue 1 — 2 sen2 - C a cosC, 

A 
teremos 

c—a-(-6 c + a — 6 

sen2 - C — 2 * 2 

2 4a& ab 

ab 

Se se substitue 2 c o s 2 ^ C — 1 , teremos 

(C). 

a-|-6-)-c a-|-6—c 
2 

2 ~ • 4a& «6 
1 (a+6)>—c2 2 2 

cos - 1 = 

r t+6-f e ( a + 6 + c 
2 

06 
(D). 

444. Da fórmula (B) se deduz (Arith. Univ. § 274) 

a -+- b : a — b:: sen A - f - sen B : sen A — sen B 
f» 

A + B t A—B 

" l a n g - y - - t a n g - 7 T - (E)-
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445. A relação entre os tres lados e hum dos ângulos 
do triangulo, está estabelecida nas fórmulas (A), (C), ou (D). 

Entre os ângulos e hum dos lados não existe relação. 
A relação entre dois lados e os seus ângulos oppostos, 

está dada nas fórmulas (B) e (E). 
A relação entre dois lados e dois ângulos não oppostos 

ao mesmo tempo, pôde reduzir-se á precedente, porque 
sendo 180° a somma dos tres ângulos, se dois são conhe-
cidos, o terceiro o será também, 

íoo. 446. No triangulo ABC cm que o angulo C he recto, 
sendo o coseno deste zero, e o seno 1, as relações (A) 
e (B) se reduzem a 

cs = a2 - h 6a (F) 

6 sen .4 ftsen̂ l 
a = - - = - = £> tangvl (G). 

sen B cos A ° w 

Destas duas fórmulas, pela eliminação de a, resulta 

b2 sen2 A ,„ b2 (sen2,44- cos2 A) b2 
c2 = — -+- ò2 — — 1 = , cos2 A cos2J cos2^ 

OU 

b = c cos A (H), 
como já se sabia. 

447. Estas tres fórmulas formão hum systema com-
pleto para a resolução dos triângulos rectângulos, e pro-
prio para o calculo por meio das taboas dos logarithmos 
dos senos e tangentes, e dos números naturaes, quando 
além do angulo recto são dadas outras duas partes do trian-
gulo, sendo huma delias sempre hum lado. Assim 

1.° Caso. Sendo dados os dois lados do angulo recto, 
para achar a hypothenusa, procure-se A pela fórmula (G), 
e depois c pela (II). 

2.° Caso. Com os mesmos dados, querendo-se hum dos 
ângulos obliquos, achar-se-ha immediatamente pela fór-
mula (G). 
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3.° Caso. Com hum lado e o angulo adjacente, para 
achar a hypothenusa temos a fórmula (H). 

4.° Caso. Se se quer o outro lado, serve a fórmula (G). 
5.° Caso. Com a hypothenusa e hum dos lados, acha-se 

o outro lado pela transformação de (F). 

a2 = c2 — b\ ou a = v ' ( ( c + J ) ( c — h ) ) ( r ) 

6.° Caso. Com os mesmos dados, acha-se o angulo com-
prehendido pela fórmula (II), e o outro he o seu comple-
mento. 

448 . Quando b e c differem mui pouco, não convém 
empregar as taboas para achar A por meio do coseno; 
então calcula-se primeiro a como no 5.° caso, e depois 
com a, b procure-se A pela fórmula (G). 

A fórmula (C) não he da mesma maneira conveniente, 
1 

quando -C he mui proximo a 90°. Então deve usar-se 

da fórmula (D), que he ao mesmo tempo mais simples, 
por evitar huma subtracção. 

449 . A resolução dos triângulos obliquangulos pôde re-
duzir-se a quatro casos. 

1.° Caso. Sendo dados os tres lados, acha-se qualquer 
dos ângulos pela fórmula (C), ou pela fórmula (D). 

2.° Caso. Sendo dados dois lados com o angulo opposto 
a hum dellcs, acha-se o angulo opposto ao outro pela ana-
logia (B), se o problema he determinado pela condição 
§ 6 7 ; porque d'outra sorte o seno que se acha, pôde per-
tencer a dois ângulos. Sc o problema he determinado, co-
nheceremos assim os dois ângulos oppostos, e por conse-
quência o terceiro, que he o supplemento da sua somma. 
Este terceiro angulo sendo pois conhecido, pôde calcular-se 
o terceiro lado pela mesma analogia. 

3." Caso. Sendo dados dois lados com o angulo com-
prehendido, acha-se a semidifferença dos ângulos oppostos 
pela analogia (E), cujo penúltimo termo he conhecido, por 
ser a tangente da metade do supplemento do angulo dado. 
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Com a semisomma » e a semidifferença - B achão-

sc A e li separados. Assim, achados os ângulos, pôde cal-
cular-se depois o terceiro lado. 

4.° Caso. Sendo dado hum lado com dois ângulos, ou 
todos os tres, achar-se-hão os outros lados por meio da 
analogia (B). 

450 . Em vez de fazer uso da analogia (B), quando o 
angulo procurado se aproxima muito a 90°, he mais con-

Fi,r veniente resolver dois triângulos rectângulos formados pela 
158 e 15!) perpendicular abaixada do vertice B, commum aos dois 

lados AB, BC dados sobre o terceiro lado AC; porque, 
suppondo que he C o angulo procurado muito proximo de 
90°, no triangulo BBC, conheceremos BB = AB sen A 
e BC que he dado. Será pois 

BC^sj^BC—BB*), 

nr 
cos BCB=~. 

BC 

451. Sendo dados os lados do triangulo, achar a sua 
altura sobre aquelle que se quizer. 

Seja h a altura BB sobre b., Será h = asenC. Logo 

serr C= — , e cos2 C= =(— 
a*' a3 \ 2ai 

donde 2 a2 + ò2 — c2Y 
= a 2 — , 

26 

a 2 + 6 2 — c2\ ( a2 + 62 —c 2 \ 

26 1 \ 26 

(« + í)2-c2 c2 — (a — by 

' 26 * 26 ' 
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(g+6 4-e)(a + 6 —c)(o —6 + g)(—a + ft + g) 
_ — . 

452. Com os mesmos dados, e fazendo p = , 
acha-se 

a area = ™=\/(p{p — a) {p — b) (p — c)). 

453. O raio (§173) Fig. ei. 

454. O apothema J Ç ^ H M I H ) ( l § 1 7 4 ) Kl,. 5 , 

455. Quando nas construcções seguintes igualamos huma 
linha a hum numere?, subentende-se, para que isto seja 
possível, que este numero he o multiplicador da unidade 
linear, ou a unidade linear o divisor da linha. 

456 . Vamos construir o angulo do centro do polygono 
regular de 17 lados, e feito isso pódé reputar-se construído 
aquelle polygono. 

Tome-se Fig. 164. 
BC= 1, 

e sobre a sua continuação 

CA= 8. 

Tire-se por C a recta GD perpendicular a AB, e com 
AD=AB determine-se o ponto D, e será 

C D = y 17. 

Sobre GD tome-se CE—CB=1 da parte do ponto D, 
e para a outra parte tome-se também CG = 1. Serão 

DE = — l + t / 17 , 
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DG = l + i / 1 7 , 

GE= 2. 

Dividão-se DE, DG cada huma em duas partes iguaes, 
a primeira em F, a segunda em H, e teremos (Arith. 
Univ. § 565) 

D B = i ± í l L = - b . 
2 

Tire-se por E a perpendicular El sobre GD, e tome-se 
sobre ella 

EI=EF—a. 
Será 

GI= i/(a2-t-4). 

Produza-se GI até que se obtenha IK—a, e será 

G í T = a - b t / ( a 8 4 - 4). 

seja L o seu meio, e teremos 

Tome-se sobre El 

EM=DH= — b, 
será 

Tome-se sobre G M 

GN=DH— — b, 
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será 

MN= G M— GN= b + sj (ò2 -+- 4). 

Divida-se MN ao meio em O, e teremos 

2 2 

Tome-se sobre ED 

EP = 2 MN=íe. 

Sobre EM construa-se EQ media proporcional entre 
EP e EC; será 

EQ = [/(EPXEC) = ^{ÍCXÍ). 

Com a recta QR = GL — c, determine-se sobre EG 
o ponto R, o que he possivel, por ser (Arith. Univ. § 567) 
QR ou c > yf (4e), ou > EQ. 

Será 

j ?R = l/ (ea — 4 e). 

Tcme-se sobre ED 
ES—c, 

será 

RS=c-\- / ( c 2 — 4c). 

Ache-se o seu meio T, e será (Arith. Univ. § 566) 

= 2 c o s - . 
2 . 17 

Busque-se o seu meio I r, e será 
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Com R V, e com a hypothenusa R X — 1, forme-se o 
triangulo rectângulo RVX, e será 

vir X R V 
R V= cos , 

sendo u a unidade angular. Logo 

k it li w k 

17 
XR V— — • u = — • 4 q u = — • i r. 

17 1 i 1 

Por coincidência (Arith. Univ. § 570) he /c = í, logo 
XRV he o angulo do centro do polygono regular de 17 lados. 

457. Se, por evitar o calculo dos períodos binários, se 
ignora qual delles dá li — 1, ou se, em consequência de 
alguma mudança nas denominações das raizes das equa-
ções do segundo gráo, ou por se tratar de outro polygono 
regular, não acharmos k — i, poder-se-ha comtudo con-
struir o angulo do centro, formando com o mesmo ver-
tice R outro angulo =XRV e adjacente, depois outro 
igual e adjacente ao segundo, e proseguindo até que se 
tenhão descripto, á roda do centro R, no presente caso, 
17 ângulos adjacentes, excluindo sempre do angulo total 
4 rectos, logo que elle exceder aquella grandeza: entre 
os difíerentes ângulos obtidos achar-se-ha necessariamente 
o angulo do centro do polygono regular. Isto pode obter-se 
sempre, porque a congruência lix=1 (mod. 17) he sempre 
possível, isto he, a equação indeterminada kx—l-{-17y, 
logo será 

kx r 1 
— • 4 r = — • 4r + j/ • 4 r , 

equação que faz ver, que ha hum multíplice de ^ . 4 r , 

cujo excesso sobre hum multíplice de 4 r, he o angulo 
1 

do centro — • 4 r. 
17 
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Teem pois construcção geomelrica todos os polygonos 
regulares, cujo numero de lados he primo da forma 2M-+-1. 

458. Sejão a, b os números primos dos lados de dois 
polygonos regulares, que Se possão construir geometrica-
mente. 

Será possivel a congruência ax = l (mod b), isto he, 
a equação ax — 1 —(— òt/; logo teremos 

ax — by = 1, 
e 

y 
6 a ab' 

logo 
1 l 1 r i r 

x • - • 4 r — w • - • 4 r — — • i r. 
b J a ab 

Isto quer dizer que se podem achar multíplices do an-
1 

guio r • 4 r do centro do polygono regular de b lados, e 
1 

multiplices do angulo - 4r do centro do polygono regular 

de a lados, a differença dos quaes multiplices he o angulo 

4r do centro do polygono regular de a & lados. 

Da mesma maneira, sendo c o numero primo dos lados 
doutro polygono regular constructivel, será possivel a con-
gruência 

abx== 1 (mod c), 
ou 

abx — c y = 1, 
ou 

1 r 1 f 1 r x • - . 4 r — y • — • 4 r = • 4 r ; 
c ab abe 

por consequência pode achar-se o angulo ' do cen-

tro do polygono regular de abe lados, e assim por diante. 
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Isto he, teem construcçâo geometrica todos os polygonos 
regulares, cujo numero de lados he o producto dos núme-
ros primos dos lados doutros polygonos regulares, já con-
struídos. 

459. No triedro trirectangulo, ou que tem as tres ares-
tas perpendiculares entre si, huma diagonal ou recta qual-
quer, tirada pelo vertice dentro do triedro, faz com as 
arestas tres ângulos taes, que a somma das segundas po-
tencias dos seus cosenos he sempre a unidade. 

. i6i. Seja ABCD o triedro, e AE a diagonal dada de po-
sição. Por E tirem-se os tres planos E FD G, EFBH, 
EGCll perpendiculares às tres arestas, que elles encon-
trão nos pontos D, B, C. Estes tres planos com as tres 
faces do triedro proposto, determinão hum parallelipipedo 
rectângulo. Porque sendo os planos EFDG, EFBH am-
bos perpendiculares ao plano A B D , a sua intersecção EF 
lhe he também perpendicular em algum ponto F. Da mesma 
maneira he EH perpendicular a ABC em II, e EG a 
A DC em G. Temos já oito vertices, entre os quaes E foi 
tomado arbitrariamente. O triedro EFGH he supplemen-
tário do proposto, logo os seus ângulos, assim como os seus 
diedros são rectos, ou elle he trirectangulo. O angulo B FD 
he a medida de hum destes diedros, cuja aresta he E F , 
por ser EF perpendicular ao seu plano; mas por isto 
mesmo, são rectos EFB, EFD, logo o triedro, de que 
F he o vertice, será trirectangulo. Da mesma maneira são 
trirectangulos os triedros, que teem os vertices G, H. 

AB he perpendicular ao plano FBH por construcçâo, 
logo o angulo FBH he recto, por ser a medida do die-
dro, cuja aresta he A B no triedro proposto; mas A B F, 
ABH serão também rectos, logo o triedro de que B he 
o vertice he trirectangulo. Da mesma forma se prova que 
são trirectangulos os triedros, que teem C, D por vertices. 
Logo todos os ângulos das faces do polyedro ABCDEFGII 
sâo rectos, logo elle he hum parallelipipedo rectângulo. 

Tirem-se as diagonaes E D , E B , EC dos rectângulos 
das faces. Serão EDA, EB A, ECA ângulos rectos, e 
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triângulos rectângulos, porque A D, AB, AC, sendo por 
construcção respectivamente perpendiculares aos planos que 
encontrão, o serão ás rectas DE, BE, CE. I'or conse-
guinte 

AD = AEcosEAD; AB=AEcosEAB; AC=AEcosEAC. 

Mas temos 

JE'=AB'-\- DE^^TD+DF^ ~FE=AD'+ AB2-t- A C. 

logo 

Te = Te2 cos2 EA D 4 - l £ 2 cos2 EA B 4 - Ã Ê * cos2 EA C, . 

ou 
1 = cos2 EAD-hcos"- EAB^-co^EAC. 

460. Projecção de hum polygono sobre hum plano, he 
outro polygono formado nesse plano, pelas intersecções deste 
com outros planos perpendiculares a elle, tirados pelos la-
dos do polygono proposto. 

461. A projecção da area de hum polygono he igual 
á area do polygono proposto multiplicada pelo coseno do 
diedro formado pelos planos dos dois polygonos o proje-
ctado, e a projecção. 

Se pelos lados do polygono ABCD se tirão planos per- Fig. 162. 
pendiculares ao plano abe d, as suas intersecções ab, bc, 
etc., com este ultimo plano, fórmão hum polygono abe d, 
que he a projecção do primeiro. Seja EF a intersecção 
dos planos dos dois polygonos mencionados. Tirem-se por 
todos os vertices A, B, C, D planos perpendiculares a EF. 
Sejão A, L, B, C, I, D, a, l, b, c, i, d todos os pontos 
communs a estes planos, e aos lados dos polygonos. Estes 
pontos, dois a dois, estão em perpendiculares ao plano abe d, 
cada huma das quaes he intersecção de dois planos per-
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pendiculares a este, hum por construcçâo da projecção, 
outro por ser perpendicular a EF, que está também no 
plano a b c d . Os dois polygonos estão divididos pelos planos 
da construcçâo em triângulos ADL, BIC, adi, bic; e 
em quadriláteros LBID, Ibid, os quaes, se nâo forem pa-
rallelogrammos, sâo trapézios, porque BT, LD sâo rectas 
collocadas no mesmo plano, e em planos parallelos por se-
rem perpendiculares a EF, e logo sâo parallelas, e da 
mesma sorte o sâo bi, Id entre si. Estes trapézios mesmo 
podem ser divididos em triângulos pelas diagonaes L I , li. 
HF he a altura do triangulo ALD, por ser perpendicular 
ás parallelas LD, AF, e também he altura do triangulo 
ald, por ser também perpendicular ás parallelas Id, aF. 
Similhantemente GII he a altura dos trapézios L BID, 
Ib id , ou de seus triângulos, etc. Logo 

ABCD^-LDxGF^-BlxEH, 

l l 
abcd=-ldxGF-+-~bixEH, 

destas equações se conclue 

ABCD [abcd 

:: LDX GFBIX EH: IdxGF-h bixEH. 

Mas todos os triângulos LIH, DdH, BbG, HG são si-
milhantes, por serem rectângulos, e terem os ângulos em 
G, H iguaes, pois que cada hum delles he a medida do 
diedro formado pelos planos dos dois polygonos; logo 

logo 

LD 
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..IdXLIIXGF UXLHXEH i - ^ r u 
•:: — -H — '.IdxGF+bixEH 

l II l Ml 

::LH:iH::i:cosLHi; 

lego 
abcd — ABCD cos LHl. 

462. No tetraedro trirectangulo, ou que tem hum trie-
dro trirectanguló, a segunda potencia do numero que re-
sulta da medida da face não rectangular, he igual á somma 
das segundas potencias dos números que resultão da me-
dida das outras tres faces rectangulares. 

No tetraedro ABCD sejão rectos os ângulos BAC, Fig. IO.Í. 
CAD, DAB. 

Digo primeiramente que a face B C D, que tomaremos 
para base, não hc rectangular. Porque, se o angulo B C D , 
por exemplo, fosse recto, seria BD hypothenusa commum 

aos triângulos BA D, BCD; logo teriamos AB -i-AD* 

—BC -\-CD ; absurdo, porque sendo BC, CD as hypo-
thenusas respectivas aos triângulos BAC, CAD, são maio-
res do que os lados AB, AD. 

Em segundo logar, os diedros feitos pelas faces com a 
base são agudos. Porque se, por exemplo, o diedro ACDB 
fòsse recto, então a base BCD não encontraria AB, por 
ser esta aresta também perpendicular á face ACD; absur-
do. E se o diedro fosse obtuso, também a base não en-
contraria A B da parte de B; absurdo. 

Logo se do vertice principal A, commum ás faces, se 
abaixa a perpendicular A E sobre a base, esta cahirá den-
tro da base, e do tetraedro. 

Tirem-se por AE os planos EAF, EAG, EAH re-
spectivamente perpendiculares ás tres faces, e sejão A F , 
AG, Ali as suas intersecções respectivas com ellas. Estas 
intersecções teem logar elfectivamente mesmo nas faces, e 
não em suas continuações, porque os seis diedros formados 
pelos planos EAB, EAC, EAD com as faces rectangu-
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lares, são todos agudos, porque são todos menores do que 
os diedros rectos formados por estas faces entre si. Tirem-se 
EF, EG, EH: os primeiros tres planos são perpendi-
culares á base, porque passão por A E que he perpendicu-
lar a esta. 

O plano AEF sendo perpendicular á face ABC, e á 
base BCD, he perpendicular á sua intersecção CB; logo 
o angulo AFE he a medida do diedro que cilas formão. 
Igualmente AGE, AFIE são cada hum a medida de cada 
hum dos outros dois diedros formados com a base. 

Nos triângulos rectângulos AEF, AEG, A EH, abai-
xadas as perpendiculares El, Eli, EL sobre as suas hy-
pothenusas, será o angulo AEI—AFE= diedro ABCD, 
porque AEIhe complemento de IEF, assim como AFE. 
Temos igualmente A EK=AGE= diedro A BD C, e 
A EL =A HE= diedro ACDB. 

El he perpendicular á foce ABC, porque está cm hum 
plano perpendicular a esta face, e he ao mesmo tempo 
perpendicular á sua intersecção AF. Da mesma sorte EK, 
EL são respectivamente perpendiculares ás outras duas fa-
ces. Logo o plano IEK he perpendicular aos dois ABC, 
A B D , e por conseguinte á aresta AB, sua intersecção. 
Igualmente os planos KEL, IEL são respectivamente per-
pendiculares ás duas arestas A D, AC. Logo El KL he o 
triedro supplementário do triedro ABCD, logo El KL 
he hum triedro trirectangulo. Logo teremos 

cos2 TE A + cos2 KEA •+- cos2 L EA = 1 

= cos2 EFA -h cos2 EGA + cos2 EH A, 

isto he, a somma das segundas potencias dos cosenos dos 
diedros sobre a base he igual á unidade. 

Cada huma das faces he a projecção da base sobre o 
plano dessa face. Assim teremos 

ABC=BCD cos EFA; 
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ABD = BCDcosEGA; 

ACD = BCDcosEHA. 
Logo 

ABC* + ABD2-hACD'2 

= BCD* (cos 2 E F A-h cos2 E G A H- cos2 E H A) 

= BCD2 

463. Em geral, e com huma similhante demonstração, se 
provará, que o quadrado da superfície de qualquer polygono 
he igual â somma dos quadrados das superfícies das suas pro-
jecções sobre tres planos perpendiculares entre si. 
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LIVRO 6. 

Geometria circulas- plntm 

464. Curva he a linha, da qual nenhuma parte he recta. 
465. Curva plana he aquella, que tem todos os seus pon-

tos em hum plano. 
466. Circulo he o logar de todos os pontos de hum plano, 

que distào igualmente de hum mesmo ponto, isto he, que 
teem o mesmo centro e raio. 

467. O circulo tem centro no seu mesmo plano. 
Sejão A, li, C, etc., os pontos, de que he logar o cir- j,-^. íes. 

culo, e D o centro d'estes pontos. 
Se D não está no mesmo plano, abaixe-se D E perpen-

dicular sobre o plano dos pontos. Tirem-se DA, D B, DC, 
etc., que serão iguaes pela hypothese da proposição. Logo 
E não pôde cahir sobre algum dos pontos propostos, por-
que tcriamos então as obliquas a hum plano iguaes á per-
pendicular. Tirem-se também E A , E B , E C , etc. Os triân-
gulos rectângulos AED, BE D, CE D, etc., são todos 
idênticos, porque teem DE commum, e as hvpothenusas 
iguaes, logo são iguaes EA, EB, EC, etc., ou E he cen-
tro dos pontos A, B, C, etc., ou do circulo que he o logar 
delles. 

468. O circulo he continuo. 
Porque se elle tivesse alguma interrupção, poderia ti-

rar-se, n'este intervallo, e no seu plano a recta, E F — E A , 
e depois DF. Então o triangulo EDF seria tarnbem re-
ctângulo, e idêntico com EDA, poisque D E he commum, 
e são iguaes por construcçâo os outros dois lados dos ân-
gulos rectos; seria portanto DF—D A, e F hum ponto 

I 
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com o mesmo centro e raio que A, fí, C, etc., isto he, 
ponto do circulo. Logo não ha n'el!e interrupção. 

469. O circulo he huma curva plana. 
O circulo he huma linha, porque se alguma das suas par-

tes não o losse, então, vislo que elle não pôde ser hum 
svstema de pontos destacados, segundo a ultima proposição, 
só poderia ser huma parte da superfície plana, sobre a qual 
estão os pontos, de que o circulo he o logar, o por conse-
guinte poder-se-hia (irar n'esta parte de superfície plana 
huma recta, e todos os pontos d'esta recta terião o mesmo 
centro, absurdo (§ 84) ; pela mesma rasão nenhuma parle 
do circulo he recla. Logo o circulo he huma curva plana. 

470. O circulo não pôde ler, fóra de si, centro no seu plano. 
Está demonstrado, que o circulo tem centro no seu plano, 

Fig. 166. e, se he possível, esteja este centro D fóra do circulo, que 
passa pelos pontos A, li, C, etc. 

Tire-se a recta D A , e produza-se esta da parte de D 
ató que seja I) E—I) A; será E hum ponto do circulo, e 
D estará entre A, e E. Da mesma maneira estará D entre 
11 e hum outro ponto opposto equidistante de I), e assim 
por diante. Logo D fica sempre entre pontos do circulo, e 
logo dentro d'elle, contra a hypothese de que estivesse fóra. 

471. O circulo tem hum centro só no seu plano. 
Fig. 167. Se he possível, sejão A, li dois centros do circulo CD E. 

Estarão ambos dentro do circulo, pela proposição prece-
dente; logo a recta A fí, por elles tirada, encontrará pro-
duzida o circulo em dois pontos C, E. 

Porque A he centro, será A C=AE; logo fí C^> fí E; 
mas porque fí he centro, deveria ser fí C— IIE: absurdo; 
logo não ha dois centros no mesmo plano do circulo. 

472. Quando se falia de centro do circulo, subenten-
de-se aquelle, que está no seu plano: e da mesma maneira, 
o raio he a distancia d'este centro a hum ponto qualquer 
do circulo. 

473. Descrever o circulo sobre hum plano determinado, 
sendo dados o centro e o raio. 

No plano dado CI) E com o centro dado A, e raio A C 
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iguol ao dado, descreve-se o circido, c a superfície (pie elle 
encerra, movendo A C, sem mover A, no mesmo sentido, 
e conservando sempre o extremo C no plano aló que volte 
á sua posição primitiva. Ou abrindo bum compasso de ma-
neira, que a distancia entre as suas pontas seja igual a A C, 
e fixando huma d'ellas em A, a outra sendo applicada so-
bre o plano proposto descreverá o circulo. 

Se o centro dado não he o principal, mas outro fóra do 
plano dado, pôde ainda descrever-se o circulo da mesma 
fórma, huma vez que a perpendicular abaixada do centro 
sobre o plano sej« menor do que o raio. 

474. Sendo dado o circulo, ou tres de seus pontos so-
mente, achar o seu centro. 

Como tres pontos quaesquer do circulo não estão em 
linha recta, podem ser os vertices de hhm triangulo, e o 
centro d'estes vertices, que he único 110 seu plano, será tam-
bém o centro do circulo. 

475. Duas linhas planas chamão-se tangente huma da 
outra, quando sendo collocada§ no mesmo plano, e produ-
zidas, se he possivel, não se cruzão, nem teem mais de hum 
ponto commum. Quando se falia da tangente em hum ponto 
de huma curva plana, subentende-se particularmente a tan-
gente rectilínea-

476. Por hum ponto do circulo tirar a sua tangente. 
Seja A ponto do circulo A BC, pelo qual se quer tirar Fig. J68. 

a tangente d'este circulo. 
Busque-se o centro D do circulo proposto, e tire-se o 

raio D A 
Por A tirc-se EF perpendicular ao raio D A , e será 

EF a tangente pedida. Porque qualquer dos seus pontos, 
diverso de A, está mais longe de D do que está A, e por 
consequência todos os outros estão fóra do circulo. 

Esta tangente he 11 nica para o ponto A. Porque outra re-
cta qualquer tirada por A faria agudo hum dos ângulos com 
o raio A D, e a perpendicular de D sobre ella seria <[ A D; 
logo o seu pó ficaria dentro do circulo e esta recta produ-
zida cortaria ainda o circulo em outro ponto. 
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477. Tirar huma tangente a dois círculos dados de gran-
deza e posição. 

Fig. 169. Sejão A, fí os centros dos dois círculos dados, e C, D 
os dois pontos de contacto, ou seja CD a tangente com-
mum aos dois círculos. 

Conhece-se A fí que he a distancia dos centros, por hy-
pothese; e AC, B D que são os raios dos círculos; sabe-se 
que os ângulos C, D são rectos. Tire-se BE parallela a 
CD. No triangulo rectângulo A BE conhece-se a hypothe-
nusa A fí, e o lado A E igual á diííerença dos raios; pôde 
pois construir-se o angulo A, ou a posição de A C, e já se 
vê, que o problema fica resolvido; mas he necessário ajun-
tar ás condições, que a distancia dos centros seja maior do 
que a differença dos raios. Vê-se também, que se pôde ti-
rar outra tangente da outra parte da linha dos centros. 

Fig. 170. Querendo que a tangente CD corte a linha dos centros 
A B, então os triângulos rectângulos similhantes A E C, 
fí E D dão 

BD.AC : : BE :AE, 

ou 
BD + AC.AC:: BA.AE, 

e conheceremos A E . No triangulo rectângulo A E C , com 
a hypothenusa A E e o lado A C, pôde construir-se o an-
gulo A, e o problema fica resolvido, se entretanto a distan-
cia dos centros A, fí, que se compõem de duas hypothenu-
sas, fòr maior do que a somma dos raios A C, B D. 

Já se vé que he possível tirar outra tangente, que corte 
a distancia dos centros. 

478. Para tirar huma tangente ao circulo, que seja pa-
rallela a huma recta dada, basta abaixar do centro huma 
perpendicular sobre essa recta, e ter-se-ha o ponto de con-
tacto. 

Fig. 171. 479. Para descrever por dois pontos A, fí hum circulo, 
que toque huma recta dada CD; tire-se a recta Ali, e se 
ella encontrar, sendo produzida, C D em hum ponto E, en-
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tão tome-se EF media proporcional entre EA, e EB, e . 
os tres pontos F, A, B determinarão o circulo pedido 
(§ 474). . 

Se A B he parallela a CD, levante-se a pêrpendicular Fig. 172 
EF 110 meio de AB, e o ponto F de encontro com CD 
será o ponto [de contacto do circulo A B F. 

480. Para tirar por hum ponto dado A hum circulo, que Fig. j 73 
loque duas rectas dadas, tire-se por A huma recta F G, que 
faça ângulos iguaes com as duas rectas dadas B C , DE e 
tome-se G H — A F; faça-se depois passar pelos dois pon-
tos G, H hum circulo, que toque huma das rectas dadas, e 
que por consequência tocará também a outra. 

481. Para descrever hum circulo que toque tres rectas 
dadas; se estas se encontrão duas a duas formando bum 
triangulo, fica o problema resolvido, buscando o centro dos 
lados e o apothema, que serão o centro e o raio do circulo 
pedido. 

Se duas A B, CD das rectas AB, BD, CD são parai- Fig. 174 
leias, então da mesma forma dividão-se ao meio os ângulos 
A B D, BDC pelas rectas BE, DE; e o ponto E de con-
curso será o centro, e qualquer das perpendiculares E F , 
E H , EG o raio do circulo pedido. 

Bem se vê que ha outra solução da outra parte da se-
cante B D . 

Vê-se também que o problema não he possivel, se as re-
ctas dadas são todas parallelas. 

482. Dois círculos, nos quaes a distancia dos centros he 
igual á somma dos seus dois raios, tocao-se exteriormente 
em hum ponto d'esta distancia. 

Sejão AB os centros de dois círculos, cujos raios são Fig. 170 
respectivamente AD, B E; e seja AB = AD-\-BE. 

Tome-se A C=AD, será B C=BE; logo C he hum 
ponto commum aos dois círculos, e o único, porque 11a recta 
A B não pôde existir outro ponto F commum aos dois círcu-
los, poisque então seria B C= BF: absurdo. Nem de qual-
quer dos lados de A B pôde existir hum ponto G commum 
aos círculos, porque tirando GA, GB, teríamos G A = 

/ 
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. A C, como sendo raios do mesmo circulo, e G B — B C, 
por igual rasão, isto he, seria 

AG-+- BG = A B : absurdo. 

Nenhum ponto G de hum dos círculos, do qual B he cen-
tro, pôde estar dentro do outro, que tem por centro A; 
porque produzindo A G até o encontro do circulo em H, 
seria A H= A C; mas temos já B G = B C; logo 

AH-j-BG = AB, 
logo 

A G-+- B G<AB: absurdo. 

Também nenhum ponto F do circulo, de que B he cen-
tro, pôde estar sobre A C, ou sobre a sua continuação, 
como temos visto. 

483. Dois círculos, nos quaes a distancia dos centros he 
igual á diflerença dos seus raios, tocão-se interiormente em 
hum ponto único da recta, sobre a qual estão os centros. 

Fig. J76. Sejão A, B os centros de dois círculos, A B será a diífe-
rença dos raios; e seja A o centro do circulo, cujo raio h e ' 
o maior. 

Produza-se A B da parte de B, até que tenhamos A C 
igual ao raio maior. Será C ponto commum aos dois circu-
los, e o único. 

Porque na recta A B não pôde existir outro ponto com-
mum aos dois círculos, nem á esquerda de A, porque faria 
menor do que o outro o raio que deveria ser maior, nem 
á direita de A, porque tornaria desiguaes os raios de hum 
mesmo circulo. Da mesma sorte não ha ponto commum D 
de algum dos lados de A B, porque tirando A D, BB, te-
riamos A B = A C, e B B = B C; 
logo 

AB — BB = AB, 
ou 

AD = AB-\-BB: absurdo. 
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Nenhum ponto E do circulo, cujo centro he B, pode 
existir fóra do circulo,'de que A he centro; porque ti-
rando A E, esta recta o cortaria em algum ponto F, e se-
ria A li B E — A B B C — A C== A F < A E: ab-
surdo. 

i8 í. Dois circulos, nos quaes a distancia dos centros he 
menor do que a somma dos dois raios, e maior do que a 
sua differença, teem dois pontos communs. 

Porque a distancia A B dos centros sendo menor do que 1 
a somma dos dois raios A D, li D, e maior do que a sua 
differença, temos as condições necessarias (§ 69) para a 
construcçâo de dois triângulos, que tenhão estes lados, hum 
acima de A 11, o outro da parte opposta no mesmo plano; 
o que dá dois pontos D communs aos circulos, cujos centros 
são A, B, e os raios A D, B D. 

•i85. Dois circulos não podem ter mais de dois pontos 
communs. 

Sejão A B os centros dos dois circulos. 
Nenhum dos pontos communs da questão pôde existir na 

recta que une os centros, ou na sua continuação. Porque no 
primeiro caso, a distancia dos centros seria a somma dos 
raios, e os circulos se tocariâo, e os dois pontos communs 
deixarião de existir; e no segundo caso, seria A li a diffe-
rença dos raios, e os circulos não terião da mesma fórma 
mais do que hum ponto commum. 

Vejamos agora se podem existir dois pontos communs 
aos circulos, do mesmo lado de A B. Se existem, não po-
derão ser C, D, que se achão em linha recta com qualquer 
A dos dois centros; porque então, sendo por hypothese com-
muns aos dois circulos, serião AC, A l ) raios do mesmo 
circulo, de que A he centro: absurdo, Sejão pois, se he pos-
sível, D, E estes dois pontos communs. Tirem-se D B, E B 
que serão iguaes, como sendo raios do mesmo circulo, de 
que 11 he centro; similhantemente, são iguaes entre si A D, 
A E; e poisque A B he commum aos dois triângulos B D, 
A li E, serão estes idênticos, e logo iguaes os ângulos 
oppostos aos lados iguaes nos dois triângulos, isto he, 

ISIS 
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ang. DA B — ang.EA B: absurdo. Logo não ha mais do 
que dois pontos communs, hum de cada parte de A B. 

486. Por hum ponto fóra de hum circulo tirar huma tan-
gente ao mesmo circulo. 

na . Seja A o ponto dado fóra do circulo C li D. 
Ache-se o centro E do circuio, tire-se A E, e busque-se 

o seu meio F. Com o centro F, e o raio FA descreva-se 
hum circulo. Os dois circulos terão dois pontos communs 
C, D, mas nenhum d'elles na recta tirada pelos centros, 
porque a distancia F E — F A dos centros he o raio de hum, 
e logo menor que a somma dos raios dos dois, e maior que 
F B, diíTerença d'estes raios. Tirem-se A I), A C, ED. Cada 
huma das rectas A D, A C he tangente do circulo proposto. 
Porque o triangulo A D E , que tem o centro dos vertices 
sobre o lado A E, he rectângulo em D, ou he A D per-
pendicular sobre o raio E D . 

487. Arco de huma curva he huma parte d'esta curva. 
Corda da curva ou do arco he a recta, cujos extremos são 
pontos da curva, ou extremos também do arco. Diâmetro 
da curva he a recta que divide em partes iguaes todas as 
cordas parallelas entre si, Grandeza do diâmetro he a parte 
d'esta linha, que hc também huma corda. 

488. Também se chama circulo a parte do plano que 
elle encerra; e n'este caso, a linha, que se chamava circulo, 
toma o nome de circumferencia ou peripheria. 

489. A perpendicular a cordas parallelas, tirada pelo 
centro do circulo, he hum diâmetro. 

179. l)o centro D do circulo A B C abaixe-se DE perpendi-
cular sobre a corda AB; tirem-se os raios D A, D li. Se-
rão idênticos os triângulos rectângulos ADE, li D F, por-
que teem as hvpothenusas iguaes, e o lado DE commum; 
logo EA —EB. 

Da mesma maneira se prova, que esta mesma perpendi-
cular divide, pelo meio, qualquer outra corda G H parallela a 
A li: e quanto á corda tirada pelo centro D, he claro que ella 
tem este ponto no seu meio. Logo DE he diâmetro, e FC 
a sua grandeza. 
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490. Toda a recta, que passa] pelo centro do circulo, he 
diâmetro. 

Porque de todos os seus pontos, que estão dentro do cir-
culo, podem levantar-se cordas perpendiculares sobre ella, 
as quaes por consequência serão parallelas, e divididas igual-
mente por esta recta qualquer, que passa pelo centro. 

491. Ilum diâmetro não divide sómente em partes iguaes 
as cordas, a que he perpendicular, mas tambcm o circulo, a 
circumferencia, e os arcos, a que as ditas cordas pertencem. 

Porque dobrando a figura pelo diâmetro F C, os pontos 
A, B coincidem, e da mesma maneira os [extremos de ou-
tras cordas parallelas a A B, o que basta para fazer sentir 
a verdade da proposição. 

492. Cordas parallelas A B, G H cortão no circulo arcos 
iguaes A G, BH. 

493. Dois quaesquer dos tres pontos meio da corda, 
meio do arco, e centro do circulo, determinam a posição 
do diâmetro perpendicular á corda. 

494. Dividir hum arco dado em duas partes iguaes. 
Tire-se a corda do arco, e a perpendicular ao meio da 

corda. Esta perpendicular divide o arco em partes iguaes. 
495. Pertencendo a corda a dois arcos da circumferen-

cia, e a dois segmentos do circulo, subentende-se sempre o 
menor segmento, isto he, aquelle fóra do qual está o cen-
tro, e o menor arco, ou aquelle que pertence ao menor se-
gmento. 

496. A corda do ciiculo tem todos os seus pontos den-
tro d'elle. 

Porque os extremos A, B da corda estão mais affastados 
de D, do que qualquer outro ponto de A B (§ 85). Se a 
corda he diâmetro, também a proposição he evidente. 

497. Duas circumferencias, que teem dois pontos com-
muns, cortão-se. 

Porque a corda entre estes dois pontos estará nos dois 
cireulos, logo estes teem commum huma parte da sua su-
perfície, e logo as circumferencias cortão-se mutuamente. 

498. O diâmetro he a maior corda do circulo. 
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No triangulo ABD temos A B < A D + B D, isto he, 
A fí menor do que a somma de dois semidiametros. 

499. De duas cordas do circulo, a menor está mais longe 
do centro; e reciprocamente. 

No triangulo rectângulo A B E o quadrado do raio A D 
he igual á somma do quadrado de D E, distancia perpendi-
cular do centro á corda, e do quadrado da semicorda A E; 
de sorte que, sendo o raio constante, quando D E augmenta 
he necessário que AE diminua, e por consequência A B; e 
reciprocamente. 

500. No mesmo circulo, ou em circulos descritos com 
raios iguaes, cordas iguaes estão a igual distancia do cen-
tro; e, reciprocamente, se as cordas estão a igual distancia 
do centro são iguaes. 

501. Arcos iguaes de circumferencia descritas com raios 
iguaes, são idênticos. 

Sejão iguaes em comprimento, ou iguaes á mesma recta 
Fig. isso. os arcos A B , CD das circumferencias A E f í , C K D , com 

os centros respectivos G, II, e os raios GA, H C iguaes. Ap-
plique-se o centro G sobre o centro 11, o raio GA sobre o 
raio // C, e o arco A B sobre o plano C D F da parte de C D. 

Todos os pontos de A B cahirão sobre a circumferencia 
C D F, porque se algum cahisse em /, fóra ou dentro d'esta; 
então tirando 111, esta recta encontraria, produzida se fosse 
necessário, a circumferencia C D F em algum ponto li, e 
seria H1 =G A, e II li— IIC. isto he, III —II li: ab-
surdo. Estando pois os pontos do arco AB sobre CDF, 
e da mesma parte de CI), e sendo A B — CI), o outro 
extremo B cahirá sobre 1), e os arcos serão idênticos. 

502. Com a mesma condição, as circumferencias tam-
bém serão idênticas. 1 

503. Com a mesma condição, os arccs iguaes teem cor-
das iguaes; e reciprocamente. 

Para demonstrar esta proposição inversa, faça-se a sobre-
posição dos triângulos idênticos G A B , I I C I ) , e então os 
arcos, coincidindo e tendo os mesmos extremos, serão iguaes, 
porque são idênticos. 
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804. As asserções dos §§ 501, 503 teem logar também 
em huma só circumferencia, empregando entretanto na de-
monstração a segunda circumferencia; porque quantidades 
iguaes ou idênticas com huma terceira, são iguaes ou idên-
ticas entre si. 

505. Sector do circulo he a superfície, que dois raios e 
o arco interceptado terminam. O angulo dos dois raios cha-
ma-se angulo do sector ou do centro. 

50(5. No mesmo circulo, ou cm círculos descritos com 
raios iguaes os sectores, que teem arcos iguaes, teem os 
ângulos iguaes, e são iguaes; e, reciprocamente, se teem 
os ângulos iguaes, teem iguaes os arcos, e são iguaes. 

Sendo iguaes os arcos A B, C D dos sectores G A B, 
H C D, são iguaes as suas cordas A II, CD; logo são iguaes 
os triângulos A l i G , C D H ; logo também os ângulos li, 
H, e logo os sectores admittem sobreposição. 

Reciprocamente, se os ângulos G, H são iguaes, serão 
iguaes os triângulos A 11 G, C D H, logo iguaes as cordas 
A B, C D, e logo iguaes os arcos A B, C D. 

507. Com as mesmas condições, os segmentos, que teem 
os arcos iguaes, ou as cordas iguaes, são iguaes. 

508. No mesmo circulo, ou em circulos iguaes os ar-
cos são proporcionaes aos sectores, e aos ângulos do centro. 

Sejão primeiramente commensuraveis os arcos A B, CD 
de circulos iguaes, e seja A E a sua medida commum. Ti-
re-se o raio G E. Suppondo os arcos A B, C D divididos em 
parles iguaes a A E, e tirados raios aos pontos de divisão, 
ver-se-ha que os sectores, e os ângulos do centro são com-
postos de sectores iguaes, e de ângulos do centro lambem 
iguaes, assim como os arcos A li, C D são compostos de ar-
cos iguaes a A E : e por isso a proposição he verdadeira. 

Se os arcos não são commensuraveis, a demonstração he 
similiiante A do § 123. 

509. Logo quando se diz que hum arco he a medida 
do angulo do centro, deve subentender-se que o arco he 
igual ao angulo do centro dividido pela unidade angular, e 
multiplicado pela unidade ou medida do arco. 
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510. O angulo, que tem o vertice em huma circumfe-
rencia, tem por medida a metade do arco interceptado pe-
los lados, ou pelas suas continuações. 

Fig. mi . O angulo ABC he metade do angulo do centro ADC 

(§ 172) , logo A B C— i A C. 

O angulo A E F formado pela tangente, e pelo diâme-
tro, he recto, logo tem por medida hum quarto da circum-
ferencia, ou a metade da semicircumferencia A B E, com-
prehendida entre seus lados. 

O angulo FEH — FEA-\-HEA 

=-AB E-\--AH = -EBH. 
2_ 2 2 

O angulo G E B he o supplemento de B E H , logo tem 
juntos por medida a semicircumferencia; mas o angulo 

BEH^=-BAH, 

logo 

o ang. GEB = \(BE-t-EH). 

O angulo FEG = 1EH — -HE. 

O angulo G E J , seja El tangente ou não, sendo igual 
ao seu verticalmente opposto, está comprehendido na propo-
sição. 

511. O angulo excentrico, ou que tem o vertice entre o 
centro e a circumferencia, tem por medida a semisomma dos 
arcos interceptados por cllc, e pelo angulo verticalmente 
opposto. 

Fig. 182. He o angulo BAC=ADC+ACD=\BC-\-\ED. 

512. O angulo, que tem o vertice fóra do circulo, tem 
por medida a semidifFerença dos arcos que intercepta. 
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O angulo B F C=BDC—D CF 

—-BC—-D G = - (B C—DG). 
2 2 2 ' J 

513. Sc por hum ponto, tomado dentro ou fóra de hum 
circulo, se tirão duas rectas que cortem a circumferencia em 
quatro pontos, as parles d'estas rectas, comprehendidas en-
tre o ponto e os quatro da circumferencia, são reciproca-
mente proporcionaes. 

Se o ponto he A dentro do circulo, e as rectas as cor-
das BD, ÇE; os triângulos A B E, A D C, que são equian-
gulos entre si, dão 

AE.AB :: A D: AC. 

Se o ponto he F fóra do circulo, e as rectas as secantes 
F B, FC; os triângulos FB G, F CD, que teem o angulo 
B F C commum, e 

FBG = ^DG = F CD, 

dão 
DF-.GF:: CF:BF. 

514. Se huma das rectas encontra a circumferencia em Fig. 171. 
hum só ponto, isto he, se he tangente, ella será media pro-
porcional entre a secante, o a sua parte exterior. 

Porque os dois triângulos FEB, FED teem o angulo 

B FE commum, e o angulo F B E= FE D, por terem 

ambos por medida ]^ED; logo os triângulos são similhantes, e 

B F:EF:: EF.DF. 

515. Fazer hum segmento circular capaz de huma corda 
e de hum angulo dados, isto he, que tenha o vertice do an-
gulo no seu arco, e os extremos da corda sobre os lados do 
angulo. 

Sejão AB a corda, e CDE o angulo dados. Fiír. i8 3 . 
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Faça-se o angulo C D F duplo do angulo agudo C D E 
dado, voltando este angulo para a outra parte de D E , ou 
fazendo E D F — C D E. Faça-se D F —DC. Tire-se C F. 
Façâo-se os ângulos A, B cada hum igual a C. Será G = 
CD F, e G A — GB. Com o centro G, e o raio GA de-
screva-se o arco do segmento, dentro do qual esteja G, e 
ter-se-ha o segmento pedido. 

Porque qualquer angulo inscrito n'este segmento, e cu-
jos lados passem por A, e B, será 

Se o angulo dado C D E he obtuso, busque-se o se-
gmento do seu supplemento, e o outro segmento será o 
pedido. Sc o angulo C D E he recto, basta descrever huma 
semicircumferencia com a corda como diâmetro. 

510. Inscrever em hum triedro dado hum triangulo da-
do, ou o que he o mesmo, fazer em hum triedro huma sec-
ção dada. 

Fig. mi. Sejão a, b, c os ângulos do triedro. Sobre cada hum dos 
lados do triangulo dado A B C, como cordas, fação-se os 
arcos ADB, BEC, CF A, capazes respectivamente dos 
ângulos dados a, b, c; e depois fação-se girar os arcos so-
bre as suas cordas respectivas, até que tenhão hum ponto 
commum, que será o vertice do triedro. 

517. A recta tirada de hum ponto do plano do circulo 
á circumferencia, augmenta com o arco interceptado por 
cila, e pelo ponto da circumferencia mais proximo, determi-
nado pela recta que passa por aquello ponto e pelo centro. 

Fig. 185. Sejão A o ponto dado, A C a linha que passa por elle e 
pelo ponto C, supposto o centro, AB, A D rectas tira-
das do dito ponto A á circumferencia, E o ponto da recta 
infinita CA e da circumferencia, o mais proximo de A. 

logo quando A está dentro do circulo será A B^> A E. 

-G = -CDF — CDE. 2 

Temos 

isto he 

CA-h AB>CB, 

AC-{-AB>C E; 



MXMETRIA CIRCULAR PLANA. 20 f» 

Temos 
CA — AB<CB, 

isto he, 

CA — AB<CE; 

logo quando A está fora do circulo, será 

C E-\-A E — A B <^C E, 

logo também A B^>AE. 
Nos triângulos ACB, AC D que teem A C commum, e 

C B = C D, he A D A B, assim como o arco E arco 
EB. 

Temos também, estando o ponto A dentro do circulo, 
AF^>AD, porque GA^> A E, c he 

AF^-AE>AD+GA, 

O mesmo acontece quando A está fóra do circulo; porque no 
triangulo A D F o angulo opposto a A F he maior que o 
angulo opposto a A D, poisque 

ang. A D F = - F # + \HG ={ED + \ HG, 
® 2 2 2 2 

e o angulo D FA—\EB. 

Quando o ponto A está sobre a circumferencia, ou con-
lundido com E, não existe A E, nem A G, porque então 
está também sobre A ou E; mas tem logar tudo o mais, e 
pódc concluir-se, que quando os arcos são menores do que 
a semicircumferencia, o arco maior tem maior corda, e re-
ciprocamente. 

518. A perpendicular abaixada de hum ponto da cir-
cumferencia sobre hum diâmetro chama-se ordenada d'esse 
ponto; abscissa he a parte do diâmetro comprehendida entre 
a ordenada e o centro; e ambas as linhas são chamadas 
coordenadas do ponto. 

519. A ordenada he media proporcional entre os se-
gmentos do diâmetro do circulo. 

cc 
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Fig. me. A ordenada CD he metade da corda C F , logo he me-
dia proporcional entre A D e D li (§ o 13). 

520. Reciprocamente, se huma linha plana he tal que to-
das as perpendiculares abaixadas de seus pontos sobre huma 
de suas cordas sejão medias proporcionaes entre os seus se-
gmentos respectivos; esta linha será hum circulo, c a corda 
o seu diâmetro. 

Seja AC 11 a linha plana proposta, tal que a perpendi-
cular qualquer C D, tirada de algum ponto C sobre a corda 
A li, seja sempre media proporcional entre A D c D li; digo 
que esta linha he a circumferencia circular. 

Divida-se A B ao meio cm E. Tire-se EC. 
Pela propriedade da linha proposta, temos 

CD"- = ADXIJ B = (A E-+-ED) (EB — ED) 

— (AE-\-ED) (AE—ED) = AE"—ED°-. 

Mas pela propriedade do triangulo rectângulo D E C , he 

CD°-=CE- — ED°~; logo C E — AE. 

Se a perpendicular cahe no ponto E, como G E, então 
para ser media proporcional entre os segmentos iguaes, he 
preciso que seja igual a cada hum d'clles. Logo todos os 
pontos de AC B estão distantes de E, tanto como cada hum 
dos pontos A, B. Logo a linha proposta he circulo, e tem 
o centro em E. 

521. Dois arcos, que formão juntos o quarto da circun-
ferência, sendo divididos pela unidade do arco, dão dois nú-
meros que são completamentos hum do outro. (Arithmetica 
Universal § 288). 

Dividindo pela unidade angular u os dois ângulos agudos 

do triangulo rectângulo, resultão dois números complemen-

tos hum do outro para o numero q: esta unidade he o an-

gulo recto r dividido por q, isto he, u — r. 

Ora a unidade U do arco deve ser o arco que mede u, 
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logo deve estar para o quadrante G C B da circumferencia, 
que designo por c, como u está para o angulo recto G EB 
= r, isto he: 

Logo 

522. 

U i f i f i±J—.Í 

GC CB fc 
u i c 

i 

.1 C unir. A E C V II ang. C E H 

logo 
U u ' U 

A C 4 - C II 

U u ' 
2 q, 

isto he, dois arcos, que tomados juntos formão a semicir-
cumferencia, sendo divididos pela unidade do arco, são sup-
plementos hum do outro para 2 q. 

523. C D = E C s e n . ^ £ ; ]ED = E C c o s . Ç - ^ ; 
u u 

logo 

C D— EC sen. 

ED = EC cos.^. 

Assim, quando se diz que o seno de hum arco he a per-
pendicular abaixada de hum extremo do arco sobre o diâ-
metro, que passa pelo outro extremo, subentende-se que o 
arco deve ser dividido pela sua unidade, e que depois o seno 
d'este quociente multiplicado pelo raio, dá essa perpendicu-
lar. Quando se diz que o coseno de hum arco he a parte 
do diâmetro entre o centro e o seno, deve dar-se-lhe huma 
igual significação, isto he, huma similhante interpretação. 
N'este sentido, CD, que he também o seno do arco AC, 

( C C li ' 

2 q — \ — sen. —, (Arithmetica Universal (§ 294), e ED, considerado como coseno do arco A C, he== 
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cos. ^2 q — '-^pj = — cos. (Aritbmetica Universal 

§ 295). 
5 2 Í . Tangente de linm arco de circulo he a parte da 

tangente infinita ao extremo do arco, comprehendida entre 
este ponto, e a continuação do raio (jue passa pelo outro 
extremo. Secante do arco he este mesmo raio continuado 
a 16 á tangente. 

525. A tangente B II do arco B C he quarta propor-
cional ao coseno E D , ao seno C D , e ao raio E B . 

526. O raio E B = EC he meio proporcional entre o 
coseno ED, e a secante EII do arco BC. 

527. De duas linhas planas fechadas, e que estão no 
mesmo plano, a exterior he maior do que a interior, se esta 
he convexa, isto he, se he, tal que não possa ser cortada em 
tres pontos por huma recta. 

Porque para applicar lodos os pontos da exterior sobre 
a interior, he necessário dobrar a primeira, suppondo-a 
flexivel; sobre a segunda supposta inflexivel. 

528. De todas as linhas planas, descriptas no mesmo 
plano, e tendo os mesmos extremos, a recta he a menor, e 
depois d'esta he menor aquella que está entre a recta o as 
outras, huma vez que seja convexa. 

Para a demonstração, basta suppor tres linhas A E11, 
ACB, AB, das quaes a segunda seja convexa, e a terceira 
recta. Pôde sempre formar-se da outra parte da recta A B 
hum triangulo ABD com os ângulos em A, e B tão agu-
dos, quanto he preciso para que a linha AC B D fique 
ainda convexa. Então pela proposição precedente, será a li-
nha A E B D A > linha A C B D A > A li D A, donde ti-
rando a linha quebrada A D B commum, teremos AEB^> 
ACB>AB. 

529. O seno he menor do que o seu arco. Porque o seno he 
metade da corda do arco duplo, e este he maior do que a corda. 

530. Uma recta qualquer, tirada do extremo de hum 
arco, até â continuação do raio que passa pelo outro ex-
tremo, sem cortar o arco, he maior do que elle. 
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Seja AB a recta qualquer tirada do extremo do raio Fig. íos. 
DA até á continuação do raio D C, sem cortar o arco A C; 
digo que A B A C. 

Volte-se o triangulo D A B sobre a outra parta de D 11, 
e seja E o novo logar do ponto A. Estará E na mesma cir-
cunferência ECA, de que AC he hum arco; e será EC 
— AC, BE=AB. Mas a linha EBA>ECA, logo 
li A > A C. 

531. Qualquer recta, tirada da continuação de hum raio 
até á continuação d'outro, sem cortar o arco, tem a sua 
parte, interceptada pelos dois raios, maior que este arco. Fig- 189. 

Seja DE a recta tirada entre as continuações dos raios 
A B, A C, sem cortar o arco B C. Pelo centro, e pelo meio 
G do arco li C tire-se a recta A F até á recta proposta. 
Por E, e G tirem-se as perpendiculares H 1, K L sobre 
A F, e terminadas nas continuações dos raios. 

Será (§ 207) D £> HI>KL>B C, como se affirmou, 
porque K L he composta de duas partes K G, G L, cada huma 
maior do que o seu respectivo arco, conforme o que precede. 

532. No quadrante, os senos crescem em rasão menor 
do que os arcos correspondentes. 

Em quanto os arcos A G,C G são menores do que o qua- Fig. 19o. 
drante, o maior tem o seno A B maior do que o seno C D 
do segundo, porque o primeiro he metade da corda de hum 
arco maior, e o segundo da corda de hum arco menor, e 
nenhum d'estes dois arcos duplos he maior do que a semi-
circumferencia. Logo a recta tirada por A, C encontrará em 
algum ponto F o raio E G produzido, e teremos 

A II A C + C F corila A C 
M 

logo 

isto he 

C I) C F 

AB ^ a n 
C D ^ ari 

arco A C 

arco C G + 1 

CF 

arco A G 

arco C G 

533. No quadrante, as tangentes crescem em rasão maior 
do que os arcos respectivos. 
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Fig. 191. Tire-se por D a perpendicular FG sobre o raio HA. 
Será 

A_B n F-\ n G d F , 
AC DG I) G ' 

logo V 
A B . arco E O , 

arco l) i ' 

isto he 
A B ^^ arco E A 

1 c arco D A ' 

53 í. Reclilineo inscrito em hum arco de circulo he 
aquelle que tem os mesmos extremos (pie o arco, e lodos os 
seus vertices no arco. Este rectilíneo he huma linha com-
posta de cordas. 

Reclilineo circumscrilo a hum arco de circulo he aquelle 
que tem os mesmos extremos do arco, e em cada hum de 
seus lados hum só ponto do arco. Este reclilineo he huma 
linha composta de tangentes. 

535. Em dois arcos de sectores com o mesmo angulo do 
centro, inscrever no exterior hum rectilíneo que não encon-
tre o arco interior, e circumscrever ao arco interior hum re-
clilineo que não encontre o primeiro reclilineo, e que seja 
menor. 

Fig. 192. Divida-se o arco A li cm hum numero 2" de partes iguaes 
A D, DE, etc., sendo n tão grande, que cada huma d'ellas 
seja < A C. Então a corda AD<^AC. Logo A D não pôde 
encontrar o arco C H correspondente em algum ponto, por-
que a distancia d'esse ponto ao ponto A he maior do que 
A C, como he fácil de ver; logo este ponto de encontro 
supposto não poderia estar na corda A D A C. O mesmo 
pôde affirmar-se das outras cordas. 

Divida-se o arco C H ao meio no ponto K. Por C, e II 
tirem-se as tangentes respectivas dos arcos C K, H K, as 
quaes concorrerão em algum ponto L do raio J K produzido, 
suppondo que he o ang. A ID menor do que dois rectos. 

Agora digo que nenhum ponto de C L pôde estar sobre 
a corda D, poisque aliás haveria hum triangulo com o an-
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guio recto A C L, e cuja hypothenusa seria huma parle de 
A D, logo A D > A C, contra o que se exigia na construc-
çâo. 

Fazendo a mesma construcçâo de tangentes dos arcos 
HM, MN, NG, teremos a linha CLPQRG somente 
composta de tangentes, sem encontrar a linha das cordas. 

Tirando por K a tangente ST, teremos C L -\-HL = 
S T - < corda A D. Da mesma maneira H P -+- M P <C 
DE; etc. Logo o rectilíneo das tangentes C L P Q RG<^ 
rectilíneo das cordas ADE FR. 

536. Os sectores equiangulos lêem os arcos proporcio-
naes aos raios. 

Se he possivel, não seja 193. 

BC:FG :: AB: A E, 

mas seja a rasão do primeiro arco para o segundo menor 
do (pie a dos raios, ou seja 

BC.FG :: AB.AD. 

Com o raio A D descreva-se o arco DE. No arco DE 
inscreva-se a linha das cordas iguaes D LM NE, a qual nâo 
corte F G. Inscreva-se huma linha similhante em BC; e 
para isso basta achar os pontos H, I, K, em que os raios 
A L, A M, A N, produzidos cortão 11C, e unil-os. 

A similhança dos polygonos A B H IK C, AI) L MNE dá 

BH1KC.DLMNE:: AB.AD; 
logo 

B C: F G : : B HIK C: D L M N E; absurdo, porque 
lí C^> BIIIK C, c F G<^ que a linha das tangentes cir-
cumscrita, a qual he DL MNE. 

Se he possivel, seja a rasão de hum arco BC para oulro 
interior D E , maior do que a dos raios, ou seja 

BC.DE :: AB.AF. 

Com o raio A F descreva-se o arco F G. Ao arco F G 
circumscreva-se huma linha de tangentes, á qual chamare-
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mos tang.s F G, e que não corte a linha das cordas D LM 
N E . Circumscreva-se huma similhante linha de tangentes a 
B C. A similhança d'estas figuras dá 

B C '. D E '.'. tang. B C '. tang. F G; absurdo, porque o 
arco B C he menor do que a sua linha de tangentes, em-
quanto que o arco D E he maior do que a sua linha de cor-
das, a qual he maior do que a linha de tangentes de F G. 

537. As circumferencias são proporcionaes aos seus raios. 
538. O arco do sector, conservando-lhe sempre o mesmo 

angulo, pôde adquirir a grandeza de huma linha qualquer, 
por ser huma funeção do raio que pôde ir desde zero até ao 
infinito. O mesmo acontece a respeito da circumferencia. 

539. Achar que funeção do raio he a circumferencia. 
Fig. 194. Divida-se o quarto BC da circumferencia cm duas partes 

iguaes, huma d'esta também cm duas partes iguaes, huma 
d'cstas ultimas em duas partes iguaes, e assim por diante, 
até <pie se obtenha hum arco D C tão pequeno quanto se 
quizer, ou menor do que qualquer linha proposta; e sup-

ponhamos que isso aconteça quando fôr D C — sendo 

m portanto hum numero inteiro potencia de 2. 
O arco D C he sempre maior do que o seno geometriro 

D E, e menor do que a tangente geometrica C F. Mas 

Também DE = A D sen. ~ — AC sen. = A C 

sen. e AE = AC cos. 1. Logo D C > A C sen. '' 
m m ° m 

e tang. isto é, m 

tang. BC:tang. FG wAB.AF, 
logo 

C F = % i x A C . vi /; 
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Estas desigualdades, suppondo m tão grande quanto se 

quizer, concorrem para dar D C = ~ A C, logo CB—m. 

])C = q.AC. 
Logo o numero q, achado pelos meios algorithmicos he, 

a rasão do quadrante para o raio; logo 2!), que chamare-
mos ir, he a rasão da circuinferencia para o diâmetro, isto he, 
TC = 3,1 415920 approximadamente; logo o dobro d'este 
numero multiplicado pelo raio, he a funcção procurada. 

5Í-0. Á area do sector circular he metade do producto 
do arco e do raio. 

Se se nega que ^ A B X arco BC — sector A B C, seja, Fig. 193. 

se he possivel, 

1 A B X arco BC = sector A D E (menor). 

Tire-se a perpendicular A P sobre a corda B H. 
Será o polygono A B II l K C^> sector .1D E, isto he, 

A P X B Hl K C > - A B X arco B C: absurdo, por 

ser A P <^A B, e a linha das cordas inscrita menor tam-
bém do que o arco. 

Se não he ^ A D X arco DE — sector A D E. seja, se 

he possivel, 

^ A D X arco 1) E = sector ABC (maior). 

Será o polygono A B H IK C<i sector A B C, isto he, 
x-APxBHIK CC ~ A D X arco I) E: absurdo, por 

ser A P > A D, e B H~IKC> arco D E. 
541. A area do circulo he metade do producto do cir-

cumferencia pelo raio. 
542. A area do circulo he maior que a area de qual-

quer polygono, cujo perímetro seja igual á sua circumfe-
rencia. 

DD 
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O perímetro do polygono regular, isoperimetro e concên-
trico com o circulo, eorla a circumferencia, porque aliás se-
ria maior, ou menor do que elle, contra a hypothese de lhe 
ser igual. Por conseguinte o seu apothema, sendo a distan-
cia do centro a cada hum dos lados, he menor do que o 
raio. Logo a area d'estc polygono, que he o producto do 
seu perímetro pela metade do apothema, he menor do que 
a do circulo, que he o producto da circumferencia, igual ao 
perimetro, pala metade do raio. 

A superfície d'outro polygono, não regular, mas do mesmo 
perimetro, he ainda menor. 

543. A circumferencia he menor do que" o perimetro de 
hum polygono qualquer, igual em area ao circulo. 

O perimetro do polygono regular, concêntrico com o cir-
culo e tendo a mesma superfície, corta a circumferencia; 
logo sendo o seu apothema menor do que o raio, he neces-
sário que o seu perimetro seja maior do que a circumferen-
cia, para que o producto d este perimetro pela metade do 
apothema seja igual ao producto da circumferencia pela me-
tade do raio. 

O perimetro de hum polygono qualquer não regular, tendo 
igual area, he ainda maior. 

544. Dos ângulos inscritos no mesmo segmento, tem 
huma maior somma de lados aquelle, que os tem iguaes. 

Kijr. 195. Teremos 

sen. - A D (cos. - A D — cos. - D c) 
4 \ 4 4 ) 

< s e n . - D C ('cos. - A D — cos. - D c); 
4 \ 4 4 ) 

pois sendo cos. i A D cos. * D C, são negativos os dois 

membros d'aquella inequação, e de duas quantidades ne-
gativas he menor aquella, que seria maior, se essas quanti-
dades fossem positivas. 
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Logo 

2 sen. - A D cos. - J D - h 2 s e n . - DC cos. - DC 
4 4 4 4 

< 2 s e n . - AD cos. - D C -+-2 sen. - DC cos. - .4D, 
4 4 4 4 

isto lie, 

sen. - j á D - l - s e n . -DC<2sen. ^ + / J C , 
2 2 ^ 4 

ou, sendo 4 2? = 2? C, 

2 sen. - y l D H - 2 s e n . - DC<2x2seu. - AB, 
2 2 2 

isto he, 
corda A D A- corda DC<i 2 X corda Jl B. 

545. Entre os triângulos ABC, AEC com o mesmo 
perimetro, e base, o isosceles lem maior o angulo opposto 
á base A C. 

Porque para o triangulo AEC ser isoperimetro com 
ABC, he necessário que o vertice E esteja fóra do se-
gmento, logo o angulo E < ^ A D C , ou < ^ A B C . 
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LIVRO 7. 

ItoN Nwlitlos c i r c n l a r c K . 

546. Solidos circulares são os que podem ser gerados 
empregando o circulo e a linha recta. 

547 Solidos de revolução são os gerados pela revolução 
de huma superfície sobre huma recta. 

548. Superfície curva he aquella de que nenhuma parte 
he plana. 

549. Cylindro he o logar de todos os círculos iguaes e 
parallelos, os quaes tôem os centros na mesma recta. Esta 
recta chama-se eixo. O cylindro he infinito, mas usa-se de 
huma parte d'elle com o mesmo nome; e n'esse caso cha-
mão-se bases os círculos extremos, e altura a perpendicu-
lar entre as bases. O cylindro diz-se recto quando o eixo 
he altura; aliás he obliquo. 

550. O cylindro he hum solido circular. 
O cylindro C E D G FH pôde ser gerado pelo circulo 

C E I ) , e a recta A B, movendo o circulo parallelamente a 
si mesmo, e conservando sempre o centro na recta A B . 

551. A secção feita no cylindro por hum plano parallelo 
ás bases, he hum circulo igual a cada huma d'ellas. 

Porque esta secção he huma das posições do circulo ge-
rador. 

552. A superfície do cylindro, terminada pelas circumle-
rencias das bases, ou a superfície continua por cilas com-
prehendida, he curva. 

Porque se tivesse alguma parte plana, a intersecção d'esta 
parte com hum plano parallelo ás bases seria recta, e ao 
mesmo tempo circumferencia, ou arco: absurdo. 
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553. A secção feita no cylindro por qualquer plano, cm 
que esteja o eixo, ou que lhe seja parallelo, he hum paral-
lclogrammo; e as secções assim feitas na superfície curva 
são rectas iguaes e parallelas ao eixo, que se chamão lados 
do cylindro. 

Pelos centros A, B das bases tire-se hum plano qualquer, 
em que estará o eixo, e que dividirá o cylindro, e terá duas 
secções F G , CD communs com as bases, com cada huma 
das quaes este plano tem hum ponto coininum. F G , CD 
são parallelas, porque estão no plano secante e nos planos 
parallelos das bases, e sâo iguaes por serem diâmetros de 
circulos iguaes. Tirem-se as rectas FC, GD, e será CD G F 
hum parallclogrammo. 

Resta mostrar que qualquer ponto das rectas F C , GD 
he hum ponto da superfície curva do cylindro, ou que estas 
rectas sâo lados d'elle. Para isso, basta tirar de hum ponto 
I de"huma para o eixo a recta IK parallela a CA, porque 
será / K=C A, logo será ÍK o raio do circulo, igual á 
base, tendo o centro em K, e logo o ponto 1 he hum dos 
da superfície descrita pela circumferencia do circulo gerador. 

Qualquer plano parallelo ao eixo, e que corte o cylindro, 
deve cortar também huma das bases, e seja FL a sua in-
tersecção. As intersecções dos planos A li F, AB L com este 
plano seccante serão rectas parallelas ao eixo, logo são os 
lados F C , LM do cylindro. Mas estes lados são iguaes e 
parallelos, logo a secção FL MC, feita 110 cylindro por hum 
plano parallelo ao eixo, he hum parallclogrammo. 

554. A superfície curva do cylindro infinito, he o logar 
de todas as rectas parallelas ao eixo, tiradas de todos os pon-
tos de huma das circumferencias das bases. 

555. Superfícies tangentes humas das outras, sâo as que 
não lôcm, nem podem ter, produzidas, mais de hum ponto 
commum, ou huma linha commui , e que não se cortâo. 

556. O plano, tirado por hum lado do cylindro, e pela 
recta tangente a huma das bases no extremo d'este lado, 
he tangente á superfície curva do cylindro. 

Tire-se L N tangente a FL G. Digo que o plano M L TV 
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lie tangente ao cylindro. Porque, se he possível, supponha-
mos que este plano encontra a superfície curva do cylindro 
em outro ponto P fóra da recta L M. Tire-se no plano 
M LN a recta P 0 parallela a L N. Será (> P perpendicu-
lar ao raio Q li da secção do cylindro, que passa por Q, e 
parallela ás bases, por serem os raios B L, li Q, parallelos, 
e o angulo li L N recto. O plano P Q li será também pa-
rallelo ás bases. Logo P Q li he o plano da secção circular 
que passa por Q, e Q P á sua tangente, e ao mesmo tempo 
a sua corda, se P pertence á superfície curva: absurdo. 

557. Por hum ponto dado fóra da superfície curva de 
hum cylindro infinito, ou situado n'ella tirar hum plano tan-
gente a esta superfície. 

Pelo ponto dado tire-se hum plano parallelo a huma das 
bases do cylindro, que cortará este produzido indefinida-
mente. Tire-se então por esse ponto huma tangente ao cir-
culo, que he a intersecção do plano e do cylindro; e o plano, 
determinado por esta tangente e pelo lado do cylindro, que 
passa pelo ponto de contacto, será o plano tangente pedido. 

Vê-se (pio se pôde tirar outro plano tangente, se o ponto 
dado estiver fóra do cylindro. 

558. Podem também tirar-se quatro planos tangentes 
a dois cvlindros, que tenhão parallelos os eixos, e as bases. 

Porque pôde tirar-se hum plano parallelo ás suas bases, 
e depois as tangentes rectilíneas dos dois circulos, que são 
as intersecções d'aquelle plano com os cylindros; e então es-
tas tangentes, e os lados dos cylindros correspondentes aos 
pontos de contacto, determinão os planos tangentes pedidos. 

559. O cylindro recto he hum solido de revolução: 
O cylindro CF sendo recto, o eixo BA he perpendicu- Fi?. 197. 

lar ás bases, e por conseguinte a lodos os seus raios; logo 
liECA he hum rectângulo; e movendo-o sobre BA, o lado 
opposto CE descreve a superfície curva do cylindro, e os 
outros dois lados B E, A C descrevem as bases, porque em 
todas as posições do rectângulo, estas rectas, sendo perpen-
diculares a B A , se aclião sempre em dois planos, perpendi-
culares a A B, e descrevem n'elles circulos parallelos e iguaes. 
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e de que as rectas BE, A C são os raios, e B, A os centros. 
560. Pyramide cónica he o solido encerrado por hum 

circulo, e pela parle da superfície gerada por huma rccta 
infinita, que passa sempre por hum ponto determinado fóra 
do plano do circulo, e por lodos os pontos da sua circumle-
rencia; a qual parle de superfície está enlre esta circumfe-
rencia, e o dilo ponto. Este ponto chama-se vertice; o cir-
culo base; a recla enlre o vertice e o centro da base eixo; 
e a perpendicular abaixada do vertice sobre o plano da base 
altura da pyramide cónica. lie recta a pyramide cónica 
quando o eixo he altura, aliás he obliqua. Lados da pyra-
mide são todas as rectas tiradas do vertice á circumferencia 
da base, as quaes são ao mesmo tempo posições da recta 
geradora. 

561. Na pyramide cónica obliqua, os dois lados que estão 
no plano do eixo, e altura são o máximo e o minimo dos 
lados; e cada hum d'elles he único; e cada hum dos outros 
não têem igual da mesma parte do dito plano, e só tem 
hum igual da outra parte. 

Fig. 108. Na pyramide cónica A B C D , de que DE he o eixo, e 
DF a altura, tire-se huma rccta qualquer F G do pó F da 
altura para a circumferencia da base. 

Os triângulos DFG, DFC, D FA são rectângulos em 
F; D F he commum; e teremos (§ 517) J F > F G^> 
FC; logo AD>DG>DC. 

Se o ponto Fcahe na circumferencia, ou dentro, acontece 
o mesmo, porque não pôde cahir em E. 

562. Na pyramide cónica rccta todos os lados são iguaes. y 
Porque lodos são hypothenusas de triângulos rectângu-

los, que tôcm o eixo ou a altura por lado commum, e cu-
jos outros lados são os raios da base. 

563. A pyramide cónica recta he hum solido de revolu-
ção, gerado por hum triangulo rectângulo, sendo eixo hum 
dos lados do angulo recto. 

A demonstração he similhante á do § 559. 
564. A secção feita na pyramide cónica por hum plano 

que passe pelo vertice, he hum triangulo. 
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Porque, para este plano cortar a pyramide, lie necessário 
que corte a base; logo a sua intersecção com esta lie huma 
corda CG, e os lados G D, CD da pyramide, tirados dos 
extremos da corda para o vertice, são rectas que formão 
com cila hum triangulo, e que têem dois pontos cada huma 
no plano secante; logo estão n'este plano e na superfície da 
pyramide cónica. 

565. A secção feita em qualquer pyramide cónica por 
hum plano parallelo á base, he circulo: e também o lie 
na obliqua, se a secção tiver para hum dos lados, máximo 
e minimo, a mesma inclinação que a base tem para o ou-
tro. 

Seja primeiramente a secção GH I feita na pyramide co- Fig. mo 
nica D A fí C parallela á base A fí C. 

Tire-se o diâmetro A C da base, e seja GI a intersecção 
do triangulo D AC e da secção proposta G HI. Tire-se o 
eixo DE, que cortará GI em algum ponto F. l)e qualquer 
ponto H do perimetro da secção tire-se HF; e seja EB 
a intersecção do plano D HF e da base. 

Será EB parallela a F11, por estarem no mesmo plano, 
e cm planos parallelos. Logo são similhantes os triângulos 
D fí E, D H F, e será F II quarta proporcional ao eixo 
D E , ao raio EB da base, e á recta D F ; o mesmo acon-
tece em qualquer outro ponto do perimetro G H I ; logo 
todos estes pontos estão a igual distancia de F, e a secção 
he hum circulo. 

Sejão agora CD o eixo, CE a altura, e CA, CB os Fig. 200. 
dois lados únicos da pyramide cónica, isto he, o maior e o 
menor dos seus lados. No plano d'estas quatro rectas tire-se 
FG que faça com hum dos lados únicos o angulo C GF= 
C A fí. Tire-se por F G hum plano perpendicular ao do 
eixo e altura, e cuja intersecção com a superfície da pyra-
mide seja F H G. Digo que esta secção he hum circulo. 

Por qualquer ponto H do seu perimetro tire-se hum plano 
parallelo á base, cuja intersecção H I K com a pyramide he 
hum circulo, do qual a intersecção A" / com o triangulo 
CAB he o seu diâmetro. Conduza-se de H a recta IIL 

EE 
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para a intersecção das rectas FG, 111. Estará HL na inter-
secção das duas secções F H G, K Hl. 

Mas estas duas secções são perpendiculares ao plano do 
eixo e altura, huma por construcção, e a outra por ser pa-
rallela á base, á qual he perpendicular aquelle plano; logo 
HL he perpendicular ao dito plano ACB, logo também 
perpendicular ás rectas F G , K l , que passão pelo seu pé, 
e estão n'este plano. Temos o angulo I G L = C A B = 
FKL, logo os triângulos ILG, FLK verticalmente op-
postos são similhantes, e por tanto 

FL:LI :: KL:LG, ou FLXLG=L/XKL; 

mas HL°- = LIxKL, logo também LH°- = FLxLG. 
Porém H he hum ponto qualquer de F11G, logo F11G 
he hum circulo. 

O angulo C G F he a inclinação do lado CB sobre a sec-
ção FH G, e o angulo CA 11 a inclinação do lado CA so-
bre a base. 

566. O mesmo acontece no cylindro obliquo, se se cha-
marem lados únicos ou principaes aquetíes que estão no 
plano do eixo e altura; e a demonstração he a mesma se 
se considerarem os dois lados A F, BI como parallelos. 

567. Pode (irar-se por hum ponto dado fóra, ou na su-
perfície curva da pyramide cónica, infinita das duas partes 
do vertice, hum piano tangente á pyramide, tirando pelo dito 
ponto hum plano parallelo á base da pyramide, e depois a 
tangente do circulo, que he a intersecção, imitando o que 
se fez no § 557. 

Então o plano d'esta tangente e do lado correspondente 
da pyramide determina o plano tangente pedido. 

Se o plano da construcção não encontra a pyramide có-
nica senão no vertice, una-se então o ponto dado, e o ver-
tice por huma recta, tire-se pelo centro da base huma pa-
rallela a esta recta, tome-se hum raio perpendicular, e pelo 
seu extremo tirõ-se a tangente reclilinca que será parallela 
ás outras duas rectas, e que coin o lado correspondente da 
pyramide determinará o plano tangente pedido. 
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Ucm se vê que 11'este caso pódc tirar-se ainda outro plano 
tangente. 

Se o ponto dado he o vertice, as soluções são infinitas. 
568. A superfície da pyramide cónica entre o vertice e 

a circumferencia da base he curva. 
A demonstração he como a do § 552. 
569. O plano de um lado da pyramide cónica, e da tan-

gente da base no extremo d'este lado, he tangente à super-
fície curva. 

570. Esphera he o solido, limitado por huma superfície, 
cujos pontos têem todos o mesmo centro. 

571. O centro de todos os pontos da superfície da esphera 
não pôde estar fóra delia, nem na mesma superfície. 

A demonstração he como a do § 470. 
572. O centro de todos os pontos da superfície da esphera 

he único. 
A demonstração he como a do § 471. 
573. A distancia de qualquer ponto da superfície da 

esphera ao centro, chama-se raio; e a este centro, centro 
da esphera; e a recta composta de dois raios, he o eixo ou 
o diâmetro da esphera. 

574. Sendo dados o centro e raio, descrever a esphera. 
Com o centro A e raio AB descreva-se o semicírculo Fig. 201, 

B D C , e fazendo a revolução inteira do semicírculo ã roda 
de B C, ficará descrito hum solido de revolução B D CE, 
que he a esphera pedida. 

Porque os pontos da sua superfície serão equidistantes 
de A, como os pontos da semicircumferencia que gera esta 
superfície. 

575. Todas as rectas que passão pelo centro da esphera, 
e terminão na sua superfície, são eixos de revolução. 

576. Qualquer secção feita na esphera, por hum plano, 
he hum circulo, cujo centro está no eixo que lhe he per-
pendicular. 

Seja F G H esta secção. Todos os pontos do seu perime-
tro estão em hum plano, que he o plano secante, e a igual 
distancia de A; logo a secção he circulo (§ 466). 
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Seja Al o eixo da esphera perpendicular A secção. A py-
ramide cónica que tivesse A por vertice, e F G11 por base, 
teria os seus lados iguaes; logo seria recta, e a sua altura 
A I seria o eixo, ou 1 o centro de FG 11. 

Se a secção passa pelo centro da esphera, as duas partes 
do enunciado são evidentes. 

577. Polo de hum circulo da esphera he cada hum dos 
extremos do eixo, que lhe he perpendicular. 

578. Os circulos parallelos da esphera tôem os mesmos po-
ios; e reciprocamente, se tôem os mesmos poios, são parallelos. 

Sendo os circulos DEK, FGHparallelos, o eixo/i Ctirado 
perpendicularmente a hum d'elles, será perpendicular ao ou-
tro, e os extremos B C do eixo serão poios dos dois circulos. 

Reciprocamente, se 11, C são poios de ambos, o eixo lí C 
he-lhes perpendicular, e logo estes circulos são parallelos. 

579. Qualquer circulo tal como B D C que passa pelos 
poios d'outro, ou d'outros taes como DE I(, FG H, por isso 
que passa pelo eixo B C, he como este perpendicular aos 
circulos. 

580. Os circulos da esphera, que tôem por centro o 
mesmo centro da esphera, são os maiores; e dos outros he 
menor aquelle, que dista mais do centro da esphera. 

Os circulos, cujo centro he o da esphera, lêem por diâ-
metro os eixos da esphera, que são iguaes, e por isso são 
iguaes também todos esses circulos. 

Seja agora FGH outro circulo, que não passa polo cen-
tro da esphera. Por este centro o por hum dos poios C de 
F G 11 tire-se hum circulo qualquer A D C da esphera. Seja 
FH a intersecção d'estes dois circulos. B C cortará FH em 
algum ponto I, que será ao mesmo tempo o centro de F 
G l í ; logo F11 he o seu diâmetro, e corda do circulo A 1) C; 
logo ADC he hum circulo máximo da esphera, e FGH 
hum menor, e tanto menor quanto mais longe estiver do 
centro da esphera. 

581. O circulo que passa pelos poios d'outro, he hum cir-
culo máximo da esphera, porque o seu centro he o da esphera. 

582. Todos os pontos da superfície da esphera, que teem 
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o mesmo centro, mas differente do centro da esphera, per-
tencem á circumferencia de hum circulo da mesma esphera. 

Seja L o centro dos pontos F, G, H, etc. Tirem-se FA, 
FL, e a perpendicular FI sobre AL. 

O triangulo A F L , girando em torno de AL, descreve 
duas pyramides cónicas rectas, cuja base commum he o cir-
culo descrito por I F . Porque os lados de cada huma d'estas 
pvramides sào iguaes, o ponto F, na revolução, passará por 
todos os pontos da superfície espherica equidistantes de L, 
e por lodos os equidistantes de A, pois se não passasse em 
G, quando o plano AFL chega á posição A G L, teriamos 
então dois triângulos AFL, A GL distinctos no mesmo 
plano, com a mesma base, postos da mesma parte, e tendo 
iguaes correspondentemente os lados que partem dos extre-
mos da base: absurdo. 

Logo todos os pontos propostos eslão na circumferencia 
descripta por F. 

O mesmo tem lugar, se o ponto L está na superfície, ou 
dentro, não estando comtudo em A. 

583. Todos os pontos da ^circumferencia de hum circulo 
da esphera estão a igual distancia de hum mesmo polo, ou 
tem por centros os poios d'este circulo. 

Porque o triangulo rectângulo IIIF, 11a sua revolução 
sobre B I, descreve o circulo da esphera com o lado IF, e 
huma pyramide cónica recta, cujo vertice he o polo B, e 
cujos lados são iguaes; logo B lie o cenlro dos pontos da 
circumferencia d'este circulo. 

5 8 i . A superfície da esphera he curva. 
A demonstração he como a do § 552. 
585. Com huma parte da superfície da esphera, achar o 

seu diâmetro. 
De hum ponto C d'essa parte de superfície, como centro, Fig. 202. 

descreva-se n'ella hum arco FG. Será C polo do circulo, 
de que FG he arco. 

Com as distancias de tres pontos F, M, G d'este arco, Fig. 203. 
forme-se o triangulo FMG, busque-se o seu centro de ver-
tices I, e descreva-se o circulo /•' G II. Tire-se o diâmetro 
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Fig. 201. F H. Com FH, com HC=FC distancia ao polo, e com 
F C forme-se o triangulo FIIC. 

Estes tres pontos ou vertices F, II, C são pontos de hum 
circulo máximo da esphera proposta, porque os dois primei-
ros são os extremos do diâmetro de hum circulo da mesma 
esphera, e o ultimo he polo d'este mesmo circulo. Logo o 
diâmetro do circulo circumscrito ao triangulo F H C , he o 
diâmetro da esphera. Mas como já temos o ponto /, e sabe-
mos que CI he parle do diâmetro do circulo máximo, bas-
tará tirar IIli perpendicular sobre 11 C, até encontrar Cl 
produzida, e será BC o diâmetro pedido. 

Esta ultima construcção he supérflua, quando aconteça 
que C1 = 1 F . Então he hum circulo máximo da esphera 
aquelle, de que F H he diâmetro, por ser / n'esse caso o 
centro da esphera. Tambcm temos então iguaes CH, B H, 
e os arcos a que estas cordas pertencem, são quadrantes 
do circulo máximo. 

586. Empregando graus para denotar d'aqui por diante 
os ângulos rectos, e os quadrantes circulares, segue-se que 
hum circulo máximo passa a 90° de cada hum de seus po-
ios, sendo contados estes graus no circulo máximo que passa 
pelos poios. 

587. Descrever o circulo máximo da esphera, que passe 
por dois pontos da sua superfície, os quaes não estão em 
linha recta com o centro. 

Como se sabe achar o diâmetro do circulo máximo, pode 
achar-se a corda de hum arco de 90°. 

Com duas d'estas cordas, fixando hum extremo de cada 
huma em cada hum dos dois pontos dados, ajustem-se suc-
cessivamente os outros extremos em dois pontos da superfí-
cie da esphera, hum de huma parte do plano que passa pe-
los pontos dados, e o segundo da outra parte. Estes dois 
últimos pontos, serão os poios do circulo máximo, que passa • 
pelos pontos propostos, e com qualquer d'estes poios como 
centro, e huma das ditas cordas descreve-se na superfície 
da esphera a circumferencia do circulo pedido. 

Os extremos das cordas da construcção não podem reu-
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nir-se senão em dois ponlos, porque aliás estes pontos, sendo 
em numero maior, determinarião a circumferencia de hum cir-
culo da esphera, de que os propostos serião poios, e eslarião 
por consequência em linha recta com o centro, contra a hy-
pothese. 

588. Tirar por hum ponto dado em hum arco de circulo 
máximo ou fóra d'elle, mas na superfície da esphera, outro 
arco de circulo máximo perpendicular ao proposto. 

IJusque-se hum dos poios do arco proposto, e por elle e 
pelo ponto dado tire-se hum arco de circulo máximo, que 
será o arco pedido. 

589. Sendo dado hum arco de qualquer circulo da esphe-
ra, achar os seus poios, completar o circulo, e tirar por hum 
de seus pontos, ou por hum ponto fóra d'elle, hum arco per-
pendicular. 

Dado o arco F G com tres dos seus pontos, husque-se o Fig. 203 
seu diâmetro FH. Ao meio de FH levante-se a perpendicu- Fig. 204 
lar B C; sobre esta linha marque-se o ponto A á distancia 
A F d o ponto F igual ao raio da esphera; tomem-se A B, A C 
iguaes ao mesmo raio; serão B, Cos poios do circulo, de que 
FH he diâmetro, e F G arco. Com os extremos de F C , C H 
appli ados aos pontos F, G da superfície da esphera, deter-
mine-se o polo C na mesma superfície, e com C como cen-
tro, e CF como raio, descreva-se o circulo inteiro FGH na 
mesma superfície. 

O circulo máximo tirado por C e por G, ou por outro 
qualquer ponto, será perpendicular a F G H . 

590. O plano que tem hum ponto na superfície da esphera, 
e he perpendicular ao raio d'esse ponto, he tangente á esphera. 

Porque todos os outros pontos do plano têem distancias 
do centro da esphera, maiores do que este raio perpendicu-
lar, e logo maiores do que as distancias d'este mesmo cen-
tro dos outros pontos da esphera. 

Este plano he o único que toca a esphera no dito ponto, 
porque para outro plano, inclinado ao raio neste mesmo 
ponto, a perpendicular abaixada do centro sobre elle seria 
menor do que o raio, logo o seu pó ficaria dentro da esphera, 
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isto he, achar-se-hia dentro d'ella hum ponto d'este plano, 
que cortaria por consequência a esphera, e a sua superfície. 

O problema pois de (irar hum plano tangente á superfí-
cie da esphera em hum de seus pontos, consiste em tirar o 
raio d'este ponto, e depois hum plano perpendicular ao raio 
n'este mesmo ponto. 

591. Por huma recta infinita, dada de posição fóra de 
huma esphera,. tirar hum plano tangente a esta. 

ig. 205. Pelo'centro A da esphera tire-se hum plano DEF per-
pendicular á recta proposta 11 C, que a corte no ponto F. 
Com o diâmetro A F e no plano DEF descreva-se o cir-
culo A E F, e seja E hum dos pontos da sua circumferen-
cia, e da superfície da esphera. Tirem-se as rectas EF, E A% 

que serão perpendiculares enlre si. Será BE C o plano pe-
dido. Porque os dois planos AEF, li CE são perpendicu-
lares enlre si, por construcçâo, e A E está n'hum, e ao 
mesmo tempo he perpendicular á intersecção EF dos dois 
planos, scgue-se que AE he perpendicular a BE C, o qual 
por consequência he tangente á esphera. 

Bem se vè que da outra parte do diâmetro A F ha outro 
plano tangente, com a mesma condição de passar por B C. 

592. Por hum ponto dado convenientemente, tirar hum 
plano tangente a duas espheras dadas. 

ig. 206. Sejão A o ponto dado; B, C os centros das duas esphe-
ras; D, E os pontos de contacto com o plano ADE. 

São pois dadas A B, AC, B C, B D, CE; logo serão co-
nhecidos os triângulos A B D, A CE rectângulos em D e E. 
Serão parallelas B D , CE, por serem perpendiculares ao 
plano tangente A D E. Logo o quadrilátero BDE C he 
plano, tem rectos os ângulos BDE, CE D, e tres lados 
conhecidos, logo pode achar-se DE, e o angulo D BC. 
Conhecendo no triangulo A D E os lados, conhecer-se-
hão os ângulos. Logo o triedro D B AE tem os tres ân-
gulos conhecidos, a saber, A DE, e A l) li, ED li que são 
rectos; e logo pôde construir-se o diedro ED B A. Com 
este diedro, e os ângulos D li C, D11A pôde construir-se 
o triedro B A D C, e determinar-se o ponto D; e simi-
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Ihantemente se achará E; ou antes tirar-se-ha por A D o 
plano tangente da esphera, cujo centro.he C (§ 591). 

Ve-se que se pôde construir outro plano tangente da ou-
tra parte da linha dos centros. 

Querendo que o plano tangente corte a linha dos centros, 
ou passe entre as duas espheras; então sendo ainda A o FIG. 207. 
ponto dado; B, C os centros das espheras; D, E os seus 
pontos de contacto com o plano A DE; co*nhecer-se-hâo da 
mesma maneira AII , AC, B C , B D , CE, por hypothese. 
Os triângulos ABD, A CE rectângulos em D, E são pois 
conhecidos. B D , CE serão parallelas, por serem perpen-
diculares ao plano tangente A D E ; logo os quatro pontos 
B, D, C, E estão n'hum plano, c logo as rectas B C, D E 
cortão-se n'hum ponto F. Os triângulos rectângulos simi-
lhantes BDF, E CF dão 

CE-\-BD:BD :: CB.BF. 

Pôde portanto achítr-se o angulo D B F . O triangulo 
rectângulo A D B dá o angulo DBA, e o triangulo AB C 
dá o angulo A B C; póde-se por consequência construir o 
triedro BDA C, e achar o ponto D, etc. Bem se vê que 
he possível tirar ainda pelo ponto dado outro plano tangente 
entre as duas espheras. 

593. Construir o plano tangente a tres espheras dadas. 
Sejão A, B, C os centros das tres espheras, E, D, F os Fig. 208. 

pontos de contacto com o plano D E F. Serão dadas A B, 
AC, B C, e os raios A D, BE, CF, que são perpendicu-
lares ao plano tangente, e portanto parallelos entre si. 
Logo serão planos os quadriláteros ABED, A C F D, 
BC FE, e poder-se-hão achar os lados E D, DF, EF, 
e os seus ângulos. São pois conhecidos todos os ângulos 
da figura, e por consequência os triedros, que resolvem o 
«problema. 

Quando não he possível resolver o problema com hum 
triangulo tangente, que fique todo da mesma parte a res-
peito do triangulo dos centros, construir-se-ha o plano tan-

FF 
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gente entre as espheras, e vô-se por que meios se obterão 
os ângulos; e qual o numero das soluções. 

894. Duas espheras, nas quaes a distancia dos centros 
he igual á somma dos raios, tocâo-se exteriormente em 
hum ponto d'esta distancia. 

Porque se não tivessem este ponto commum, então ti-
rando qualquer plano pelos centros das duas espheras, como 
as intersecções d'elle com as espheras, serião dois circulos 
com as condições do § 482, e também estes circulos não 
terião esse ponto commum: absurdo, pela mesma proposi-
ção. 

E se as duas espheras tivessem mais do que este ponto 
commum, então o plano, que passasse por hum d'estes pon-
tos e pelos dois centros, formaria da mesma maneira dois 
circulos nas espheras, que satisfarião ás condições da pro-
posição (§ 482), e não á sua conclusão: absurdo. 

Similhantemente, se prova que nenhum ponto de huma 
das espheras pôde estar dentro da outra. 

595. Duas espheras, nas quaes a distancia dos centros 
he igual á differença dos raios, tocão-se interiormente n hum 
ponto da recta que passa pelos centros. 

A demonstração faz-se por meio da proposição do § 483, 
como se fez a precedente por meio da do § 482. 

596. As superfícies de duas espheras, nas quaes a dis-
tancia dos centros he maior do que a differença dos raios, 
e inenor do que a sua somma, tem só commum a circum-
ferencia de hum circulo. 

Porque as suas intersecções com hum plano que passe 
pelos centros, são circumferencias com dois pontos communs, 
hum de cada parte da recta dos centros, e qualquer d elles 
descreve a circumferencia de hum circulo, na revolução dos 
circulos sobre a recta dos centros, a qual circumferencia está 
nas duas superfícies esphericas; e nenhum outra ponto pôde 
ser commum a estas superfícies, poisque qualquer ponto que 
dista tanto de cada hum dos centros das espheras, como cada 
ponto d'aquella circumferencia, está necessariamente situado 
nella (§ 582). 
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597. Duas superfícies csphericas, que lêem commum a 
circumferencia de hum circulo, cortão-se. 

Porque o circulo, a que esta circumferencia pertence, he 
secção commum ás duas espheras, logo ellas técm huma 
parte do seu volume commum, e logo as superfícies cor-
tão-se. 

598. O circulo máximo divide a esphera em dois se-
gmentos iguaes, que se chamão por isso hèmisphericos; cu-
jas superfícies curvas são também iguaes. 

Prova-se pela sobreposição, e nenhum ponto de huma das 
superfícies curvas pôde deixar de cahir na outra, porque 
aliás chegar-se-hia ao absurdo de haver raios desiguaes, como 
no § 5 0 1 . 

599. Dos dois segmentos, em que hum circulo da es-
phera a divide, o maior he aquelle em que está o centro, 
tanto em superfície como em volume. 

Vò-se, tirando o circulo máximo parallelo áquell'outro 
circulo. 

000. Chama-se base do segmento da esphera o circulo, 
que he a sua face plana; subentende-se o menor dos dois 
segmentos a que esta base he commum. Tronco do segmento 
espherico hc a parte que se lhe corta, do lado da base, por 
hum plano, ou por hum circulo parallelo á base. 

601. Sector de hum solido circular he a sua parte in-
terceptada por hum diedro, ou angulo polyedro, cujas ares-
tas são eixos. 

Designa-se como o diedro, ou o angulo polyedro. 
002. No cylindro, e na pyramide cónica não ha outros se-

ctores senão os formados por diedros, cuja aresta he o eixo. 
603. Na esphera as arestas rectilíneas do sector, sendo 

eixo, concorrem no centro; e a superfície curva do sector 
he fechada por arcos de circulos máximos, que se chamão 
lados, e esta superfície polygono espherico; e em particular 
bilatero espherico, triangulo espherico, etc., conforme são 
dois, tres, etc., os lados do polygono espherico; e cada hum 
d'cstes polygonos se designa pelas letras dos vertices, ou 
encontros (los lados. 
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604. Os lados do polygono esphorico, são cada liuni a 
medida do angulo correspondente da face do angulo polye-
dro, que determina o polygono; e os ângulos do polygono 
esphorico são os ângulos formados pelos planos dos lados, 
ou os diedros respectivos do angulo polyedro. 

605. O angulo do polygono espherico, ou simplesmente 
o angulo espherico tem por medida o arco do circulo máxi-
mo, de que o vertice he polo, interceptado pelos seus lados. 

Fig. 201. Produzão-se os arcos CF , CG, que são os lados do an-
gulo proposto, sobre as suas circumferencias, até encontra-
rem em 1), E o circulo D E K, de que C he o polo. 

O angulo proposto he o dos planos EA C, DA C, que 
he medido pelo angulo E A D das perpendiculares E A, DA 
a A C no ponto A da sua intersecção; e o angulo E A D 
tem por medida o arco E D interceptado pelas circumferen-
cias, de que C G, CF são arcos. 

606. Os lados do bilatero espherico são iguaes, e cada 
hum = 180°. 

Fig. 209. Os lados do bilatero espherico A B são arcos de circulos 
máximos, por conseguinte a sua intersecção passa pelo cen-
tro da esphera e por A, B; logo a recta A B he diâmetro 
de ambos, e portanto os arcos, que são os lados do bilatero, 
serão semicircumferencias dos circulos máximos. 

607. As especies de bilateros, formados por hum arco de 
circulo menor, e outro de circulo máximo, são iguaes na 
mesma esphera ou em espheras iguaes, quando os arcos dos 
circulos menores são idênticos. 

Fig. 2io. Seja A C B hum arco de circulo menor da esphera, e 
A D B hum arco de circulo máximo. Digo que na mesma 
esphera não pôde formar-se, com o mesmo arco A C B de 
circulo menor, e hum arco AE B de circulo máximo, outro 

' bilatero desta especie. 
Porque a ser isso possível, então no bilatero A D BE se-

rião A D B, A EB semicircumferencias de circulos máxi-
mos, pela proposição precedente, e a recta A B o eixo da 
esphera, e ao mesmo tempo corda do circulo menor, de que 
ACB he arco: absurdo. 
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608. São iguaes os ângulos verticalmente oppostos, for-
mados por arcos de circulos da esphera, que se cortem, por 
aquelles serem os ângulos dos planos d'estes arcos. Todos 
os ângulos formados por circulos máximos, da mesma parte 
de hum arco de circulo também máximo, valem juntos 180°, 
e os ângulos em torno de hum vertice commum valem todos 
juntos 360°. 

609. O triangulo espherico não pôde ter hum lado de 
180°. 

Seja no triangulo espherico A B C, se he possível, .1 B — Fig. «11 
180°. Produza-se B C até o encontro de A B, que será em 
A, porque todos os lados do triangulo espherico são arcos 
de circulos máximos; logo será o arco Z? CM = 180°. 

Então se esta continuação coincide com o lado A C, não 
existirá triangulo, contra a hypothese, e senão coincide, será 
no bilatero A C cada hum dos lados = 180°: absurdo, por-
que tcriamos BC-\-AC=AC. 

610. No triangulo espherico, quando he absolutamente 
considerado como formado por tres arcos de circulos máxi-
mos, sem relação com os ângulos de hum angulo polyedro, 
pôde existir um lado>>180°, mas não dois; porque se cor-
tarião antes de formarem o triangulo. Poróm hum tal trian-
gulo espherico, que se chama gibboso, e que tem também 
hum angulo^>180°, não será discutido, nem he preciso 
que o seja, porque o triangulo, formado pelo resto da cir-
cumferencia do lado maior, e pelos outros dois lados, faz 
conhecer as partes do triangulo gibboso. 

611. Triângulos esphericos diametralmente oppostos sâo 
aquelles que têem os vertices nos extremos dos mesmos diâ-
metros da esphera. 

612. Os triângulos esphericos diametralmente oppostos, 
têem todas as partes de hum, isto he, os tres lados e os tres 
ângulos, iguaes ás do outro, cada huma a cada huma; mas 
não adinittem superposição, porque essas partes estão cm 
ordem inversa em cada hum a respeito do outro. / 

Complete-se o circulo, a que pertence o lado B C do Fig. 212. 
triangulo espherico A B C, e produzão-se os outros dois la-



246 ELEMENTOS 1)E GEOMETRIA. 

dos até se encontrarem em D. Elles cortarão o circulo de-
scripto em dois pontos E, F. 

Será D FA = 1 8 0 ° = BA F; logo D F=A B; da mes-
ma maneira he DE—A C. Também temos 

EFC=m° = FCB; 
logo 

EF= B C. 
O angulo 

D — FA E— CA B. 
O angulo 

D FE — B F C= A B C; 

e da mesma fórma D E F = A C B. 
Mas sobre|)ondo o lado E F , com o triangulo D E F , ao 

lado B C do triangulo ABC, de maneira que os dois triân-
gulos fiquem da mesma parte de B C, visivelmente elles não 
poderão coincidir 

Esta proposição corresponde á do § 234. 
613. Dois lados com o angulo comprehendido, determi-

não as outras partes do triangulo espherico. 
• Nos dois triângulos A B C, GIII, sejão 

G —BA C, 

HG = AB, 

Gl — A C. 

Pôde sobrepòr-se o triangulo GHI ao triangulo ABC, 
ou ao triangulo diametralmente opposto D E F , imitando o 
que se fez com os seus triedros correspondentes no § 235, 
de que a proposição actual não he senão huma traducção. 

614. A lados iguaes são oppostos, no triangulo esphe-
rico, ângulos iguaes. 

Se o triangulo espherico ABC tiver os lados AB, AC 
iguaes, pôde sobrepòr-se a D E F , o que prova que o an-
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guio D E F— A B C; mas he D E F — C E 11 = A C B, 
logo A BC=A CB. 

615. Dois ângulos com o lado adjacente, determinão as 
outras partes do triangulo espherico. 

Sejão B C=HI, AB C=H, A CB = 1. 
Prova-se pela sobreposição do triangulo G Hl no trian-

gulo ABC, ou no seu diametralmente opposto D E F, que 
com as condições do enunciado, as outras partes de bum são 
iguaes ás do outro, cada huma a cada huma, isto he, as 
adjacentes ou oppostas a partes iguaes. 

616. A ângulos iguaes são oppostos, no triangulo esphe-
rico, lados iguaes. 

Se no triangulo ABC são iguaes os ângulos A B C, 
ACB, os ângulos DEF, DFE serão lambem iguaes; e 
os dois triângulos, diametralmente oppostos, podem sobre-
pôr-se, e acharemos A B — D E; mas D E—A C, logo 
AB = A C. 

617. Os tres lados determinão as outras partes do trian-
gulo espberico. 

Juntem-se dois triângulos ABC, BCD na superfície da 
esphera pelo lado commum, B C, e supponhamos alem d isso Fig. 213. 
iguaes os lados que têem hum vertice commum, isto he, 
A B = B D, A C— C D. 

Se dois d'esles lados iguaes não estão no mesmo circulo 
máximo, tire-se o arco A D de circulo máximo, que cor-
tará B C, ou a sua continuação em E. 

Os triângulos esphericos ABD, ACD são ambos isos-
celes, logo o angulo 11 AD — B D A, C A D = C D A; e 
logo são iguaes os ângulos B A C, B D C, por serem as som-
mas ou as differenças de ângulos iguaes; por consequência 
os triângulos B A C, 11 D C têem as suas partes iguaes. 

Se dois lados, na união dos triângulos, formão hum só 
arco de circulo máximo como A D, então temos logo A — D, Fig. 214. 
e os triângulos determinados. 

Se os dois triângulos não podem applicar-se pelo lado 
commum, de sorte que fiquem situados em posições oppos-
tas, e que os lados iguaes tenhão um vertice commum, en-
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tão deve recorrer-se ao triangulo diametralmente opposto 
a hum d'elles. 

618. Os tres ângulos determinão as outras partes do 
triangulo espherico. 

Colloquem-se oppostos n'hum dos vertices, sobre a super-
Fig. 215. ficie da esphera, dois triângulos A B C , A D E , que alem 

dos ângulos verticalmente oppostos, tenhão ED A = AB C, 
DE A =A CB. 

Produzão-se ED, B C ató concorrerem em F, G. 
Os triângulos B D F, B D G téem as partes iguaes entre 

si, porque o lado BD he commum, B D F= D B G por 
hypothese, e D B F B D G, por serem estes últimos sup-
plementos dos primeiros; logo DF=B G. Pela mesma ra-
sâo, nos triângulos CEF, CEG temos FE=CG. Logo 
tirando esta equação da precedente, resulta E D = B C. 
Logo os triângulos propostos têem todas as partes iguaes. 

Se D F, e B F ficarem no mesmo plano, faltarão então 
os triângulos da demonstração, mas n'este caso será DFB 
a semicircumferencia de hum circulo máximo, e CFE tam-
bém; e tirando a parte commum, teremos ainda ED 
= B C. 

Se os triângulos da questão não poderem situar-se, como 
se fez, substitua-se então a hum d'elles o seu diametral-
mente opposto. 

619. Dois lados, dos quaes hum só he de 90°, com o 
angulo opposto a este, determinão as outras partes do trian-
gulo espherico. 

Fig. 216. Se he possível formar dois triângulos ACB, ACD com 
o lado AC não = 90°, o angulo C commum, e os lados 
AB, A D iguaes cada hum a 90°, então A será polo do arco 
D C , e logo AC = 90", contra a hypothese. 

Nas hypotheses do tlieorema só poderá pois haver dois 
triângulos esphericos que não coincidão quando um d'elles 
for o verticalmente opposto do outro; mas n'esse caso tam-
bém as partes de hum são iguaes ás do outro, postoque em 
ordem invertida. 

620. Dois ângulos, dos quaes hum só he de 90°, com o 
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lado opposto a este, determinão as outras partes do trian-
gulo espherico. 

Se fosse possivel formar dois triângulos, nào os diame-
tralmente oppostos, A B C , A B C com o lado AC, e o an-
gulo C não recto, communs, e com os ângulos rectos B, 
A B C; então A seria pólo de B C, e logo recto o angulo C, 
contra a hypothese. 

621. Tres partes que determinem as outras, determinão 
também a superfície do triangulo espherico, 11a mesma es-
phera, ou em espheras iguaes. 

Nos triângulos A BC, BE F sejão AB = BE, AC— Fig. 217. 
DF, B C = E F, sendo estes lados ou dados immediata-
mente, ou determinados por outras partes dadas. 

Se os triângulos não admittirem sobreposição, fação-se 
passar, pelos vertices de cada hum, dois circulos menores. 

Estes circulos serão iguaes, porque podem suppor-se cir-
cumscritos a triângulos rectilineos idênticos, formados pelas 
cordas dos arcos dos triângulos esphericos, que sendo iguaes 
dois a dois, teem cordas iguaes. Estes triângulos esphericos 
estão nas superfícies curvas dos menores segmentos, em que 
cada hum d'estes circulos menores divide a esphera a que per-
tence, porque aliás o triangulo espherico seria gibboso. As 
superfícies curvas d'cstes segmentos são iguaes. Mas temos 
também (§ 607) fls bilateros A B — B E, A C—B F, 
B C — E F ; logo tirando a somma dos primeiros, n'estas 
equações, da superfície curva do seu segmento, e a somma 
dos segundos da superfície do seu segmento também, resulta 
a superfície A B C — D E F. 

622. Triangulo espherico supplementário de outro, he 
aquelle cujos lados são supplementos dos ângulos do segundo, 
e cujos ângulos também são supplementos dos lados d'este. 

623. Triangulo supplementário de outro, he aquelle que 
tem quatro partes, que são supplementos de quatro partes do 
segundo, e as outras ou iguaes, ou communs. Taes são os 
triângulos esphericos, que formão juntos hum bilatero. 

624. No triangulo espherico, que tem dois ângulos de 
90° cada hum, e por consequência dois lados, e reciproca-

ra,• 
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mente; dois dos tres subsupplementarios, sào supplementa-
rios d'aquelle. 

. 21». Sejào rectos os ângulos A BC, BA C do triangulo esphe-
rico A B C; será também A C= 90° = B C. 

Formem-se os subsupplementarios A CD, B CE, isto he, 
produzão-se A B, A C até E, e BA, BC até D. Digo que 
A C D, que he sempre subsupplementario do proposto, he 
agora seu supplementário. 

Serão rectos D, e DA C; CD —90" —A C—BC. 
Logo he A D a medida do angulo A CD; logo he A D sup-
plemento do angulo A CB, e os outros dois lados de A I) C, 
por serem de 90° cada hum, são supplemento dos ângulos 
rectos do proposto. 

O angulo A CD, sendo medido por A D, he supplemento 
de A B, e os outros dois angulos*do triangulo A CD, sendo 
rectos, são supplementos dos outros dois lados do proposto, 
cada hum dos quaes h e — 90°. 

O mesmo tem logar no subsupplementario B CE. 
Deve observar-se que nos dois supplementarios A C D, 

B CE de A B C, nem todos os vertices dos primeiros são 
poios dos lados do ultimo. 

625. Dado hum triangulo espherico, que não tenha an-
gulo recto algum, ou que tenha hum só, construir o seu 
triangulo supplementário. 

Se o triangulo proposto não tem angulo algum recto, 
complete-se o circulo de hum qualquer dos seus lados; e se 
tem hum angulo recto, complete-se o circulo do lado opposto 
a este angulo. 

Este circulo divide a esphera em dois hemispberios, em 
hum dos quaes fica o triangulo proposto, e no outro só po-
dem existir tres pólos, hum de cada hum dos tres lados do 
triangulo. Sejão estes poios D, E, F respectivamente de A B, 
B C, A C. 

2i>j. Tirem-se os arcos D A, D B, E B, EC, FA, FC, cada 
hum dos quaes será de 90°. Tirem-se também os arcos D E , 
EF, D F; e será DEF o triangulo supplementário pedido. 

Os vertices A, B, C serão também poios respectivos dos 
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arcos D F, D E, E F. Em torno do pólo D estão formados 
na superfície da esphera, quatro ângulos esphericos adjacen-
tes, dois dos quaes A D F, B DE são rectos; logo os ou-
tros dois, o angulo E DF do triangulo EDF, e o angulo 
A D B, são supplementos hum do outro. Mas A D B tem 
por medida A B, logo o angulo E D F he supplemento do 
lado A B. O mesmo pôde aflirmar-se dos outros ângulos de 
E D F, e dos lados respectivos do triangulo proposto. 

Em torno de A estão também formados quatro ângulos 
esphericos, dois dos quaes são rectos, e logo os outros dois 
DAF, BAC são supplementos hum do outro. Mas DF 
he a medida do angulo DAF, logo D F he supplemento do 
angulo BAC do triangulo proposto. O mesmo pôde aflir-
mar-se dos outros lados de E D F , e dos ângulos respecti-
vos do triangulo A B C. 

620. A somma de dois lados quaesquer do triangulo es-
pherico, he maior do que o terceiro lado. 

Seja A B C D o sector espherico, cuja superfície curva he Fig. 220 
o triangulo proposto B D C. Será 
ang. BA D: ang. B A C \ ang. CAD :: B D: BC: CD; 
logo 

B A D-hB A C: CA D :: B D B C: CD. 

Mas o primeiro antecedente he maior do que o seu con-
sequente, logo também B D + B C^> C D. 

627. No polygono espherico, a somma de todos os la-
dos, excepto hum, he maior do que este. 

A demonstração he analoga á dos polygonos rectilineos. 
628. Em geral, toda a linha tirada 11a superfície esphe-

rica he maior do que o arco de circulo máximo, que tem 

os mesmos extremos, comtanto que este arco seja 180°. 

Seja D C hum arco de circulo máximo correspondente a Fig. 221 
hum angulo do centro C A D não > 2 r , e seja B B C huma 
linha qualquer, com os mesmos extremos, descrita na su-
perfície da mesma esphera, sem ser outro arco de circulo 
máximo. 

A superfície A D B C descrita pelo raio A D, suppondo 
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o extremo A immovel, e ([ue o outro descreve a linha 
D B C, he maior do que o sector CA D; porque vê-se, que 
suppondo-a flexivel, e deixando-a cahir sobre o sector, con-
servando sempre os pontos da orla D B C á mesma distancia 
do centro, e as outras duas orlas nos seus logares, he ne-
cessário, para applicar todos os pontos d'esta superfície so-
bre o sector, dobral-a, e por consequência também D B C 
se dobra sobre o arco DC, e logo he D B C^> D C. 

Como o genero de demonstração que acabamos de em-
pregar he susceptível de abuso, e por conseguinte sujeito a 
objecções, provaremos d'oulro modo a riossa proposição, 
quando C fí D for arco de circulo menor. 

Fig. «22. Leve-se C BD ao mesmo plano do arco CD, e da mesma 
parte da corda commum. Na perpendicular AFB ao meio 
da corda CD estarão os dois centros A, E dos dois arcos 
CE D, CBD; mas para que o raio ED do arco CBD 
seja <CA D, he preciso que E fique situado entre A e o 
arco, como na figura. 

Temos 
AE-hED>AD, 

isto he 
AE-hEB, 

ou « 
A B > .1 F. 

Logo o arco CBD envolve entre si e a corda o arco 
D F C , e logo he maior do que elle. 

Mas por isso mesmo que o arco C B D do circulo menor 
he maior que D F C, o resto da sua circumferencia será me-
nor do que o resto da circumferencia de D F C . Logo he 
preciso n'este caso, para a verdade da proposição, que o 
arco DFC do circulo máximo seja < 180°, não podendo 
ser igual a 180°, e ao mesmo tempo ter os extremos com-
muns com hum arco de circulo menor da mesma esphera. 

629. Dividir hum angulo espherico em duas partes iguaes. 
Fig. «83. Seja BA C o angulo proposto. Tome-se o lado A 6 '— 

A B, e tire-se o arco B C. Divida-se fí C em partes iguaes 
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em tí. Tire-se o arco A D, e o angulo ficará dividido, como 
se pede. Porque os ângulos B A D, C A D sào iguaes, por 
causa da igualdade das partes dos triângulos li A D, CA tí. 

630. Fazer hum angulo espherico igual a outro dado 
<C 180°, e com hum lado e vertice dados. 

Sejào A o angulo, B G o lado, e B o vertice dados. 
Forme-se hum triangulo qualquer BAE, de que A seja 

hum dos ângulos. Tome-se B F = A E , e com as cordas 
dos arcos A D, DE, fixando dois de seus extremos respe-
ctivamente em B, F, determine-se na superfície da esphera, 
em que está B G que deve ser a mesma de tí AE ou sua 
igual, o ponto G de encontro dos outros extremos; entào 
os arcos de circulo máximo tirados de G para B, F, for-
marão o triangulo G B F, idêntico com D A E, e por con-
seguinte será o angulo B = A. 

631. Fazer hum angulo espherico igual a outro dado, e 
que tenha hum lado dado, e de que o outro lado passe por 
hum ponto dado na superfície da esphera, tal que a sua 
distancia em graus, ao arco dado não seja maior do que o 
angulo dado se este for agudo. 

Busquem-se os poios H, 1 respectivos aos arcos A E, B C. 
Com o centro H, e a corda IG, descreva-se hum circulo 
menor, que encontrará o lado A D pelo menos em hum ponto 
tí. Produza-se o arco H D até E, será tíE—GF. Sobre 
G F forme-se hum triangulo idêntico com tí EA, e teremos 
o que se pede, isto he, B — A, e o lado B G passando por G. 

632. No triangulo espherico, ao maior angulo he opposto 
o maior lado, e reciprocamente. 

No triangulo espherico A BC, seja ACB^>A. 
No angulo maior, faça-se A Ctí — A. 
Será Ctí — A D. 
Mas 

Ctí-htí B> I1C, 
logo 

Atí-htíB, ou AB>BC. 

A inversa demonstra-se como a proposição do § 67. 
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633. De dois triângulos esphericos e isosceles, com a 
mesma base, aquelle que tem o angulo do vertice menor, 
tem o perimetro maior; e reciprocamente. 

. 220. Seja o angulo A C B I) B. Descreva-se o arco CD 
de circulo máximo. Os triângulos A C D , B C D serão iguaes, 
por lerem os lados iguaes entre si; logo o angulo 

BCD — i ACB, 

e 

BDC— ^ A DB; 

logo 
B D < B C. 

Reciprocamente; se /? D < B C, será B C D<C B D C, 
ou o angulo A C B <^A D B. 

634. De dois triângulos esphericos e isosceles, sobre a 
mesma base, aquelle que envolve o outro tem o perimetro 
maior. 

227. Sejão A E BC, AEBD os dois triângulos isosceles. 
Descreva-se o arco CD E. Os dois triângulos A D C, B 

DC são iguaes; logo o angulo A CD —BCD, e logo A 
CD he agudo. 

Também o angulo ADC—BDC; logo os supplemen-
tos A D E, BD E são iguaes e agudos; logo A D C he ob-
tuso, e por consequência A C^>AD. 

De dois triângulos esphericos e isosceles, com a mesma 
base, aquelle que tem o angulo do vertice menor, he maior, 
c tem maiores os ângulos sobre a base. 

De dois polygonos esphericos regulares e equiláteros en-
tre si, aquelle que tem mais lados he maior, e tem os ân-
gulos maiores. 

Porque dividindo cada hum dos dois polygonos em triân-
gulos isosceles, tendo por bases os lados, e por vertice com-
mum o centro do polygono, aquelle que tem mais lados será 
composto de hum numero maior d'estes triângulos, tendo os 
ângulos do vertice menores. 
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635. No triangulo espherico, o supplemento de hum an-
gulo he maior do que a dilferença entre os outros dois. 

No triangulo espherico A B C , seja £ > . • ( CB. t> . 22a. 
Faça-se B CD = B. Será D C — D IS; logo D C> DA, 

e logo DA C^>A CD, isto he o supplemento do angulo B 
A C maior do que a difTerença A CD entre B CD ou B, 
e BC A. 

636. Se dois triângulos esphericos teem dois lados de 
hum iguaes separadamente a dois lados do outro, aquelle 
que tem maior o angulo comprehendido tem o terceiro lado 
maior; e reciprocamente. 

A demonstração he como a do caso analogo dos triângu-
los rectilineos. 

Se os dois triângulos não podem collocar-se da mesma 
parte da superfície a respeito do lado commum, deve, para 
a demonstração, substituir-se a hum d'elles o seu diametral-
mente opposto. 

637. Se a somma de dois lados do triangulo espherico 

he = 180°, também a somma dos ângulos oppostos será 

respectivamente ^=180° ; e reciprocamente. 

Seja ABC o triangulo proposto. F orme—se o bilatero Fig. 229. 
BD. Então, como o arco BAD = 180°, se for 

A B + A C •' . 180°, 

será 

A C = A D; 

logo 

D— B = ACD. 

Logo 

fi-f-J CB | A CD-hACB, 

isto he 

li-+- A C IS ^ 180°. 
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638. A somma dos tres lados do triangulo espherico he 
< 3 6 0 ° . 

Temos 

BA-\-A D-{-B CD = 3(>0°, 

A C<AD~[-CD: d'onde se deduz 
BA-hB C-i-ACC 360°. 

639. A somma de todos os lados do polygono espherico 
saliente he < 3 6 0 ° . 

Porque produzindo hum primeiro, e hum terceiro lado 
até se encontrarem para a parte do lado intermedio, em 
que se acha o polygono, ficará formado, por esses lados 
prolongados e peio seu intermedio, hum triangulo espherico, 
que encerrará o polygono, e terá maior perimetro do que 
elle, visto o polygono ser saliente. 

640. A somma dos tres ângulos do triangulo espherico 
h e > 1 8 0 ° . 

Se fôr A C D ^ > D , teremos 

BA C>ACD — D, ou >A CD — B; 
logo 

BA C-hB>A CD, 
e 

BA C-+-B + A CB>A CD-hACB, ou > 1 8 0 ° . 

Se for A CD^D, então D-f- A C B, ou 

B-i-ACB>ACD-\-ACB, 

isto he 
B-±-ACB> 180°; 

logo 
B-^A CB-{-BAC>mo. 

Assim temos sempre a somma dos tres ângulos do trian-
gulo A fí C maior que 180°. 
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641. A somma de todos os ângulos do polygono esphe-
rico saliente, poisque pôde ser dividido em n~2 triângulos 
esphericos, sendo n o numero dos seus lados, será sempre 
> (n-2) 180°. 

642. Os ângulos do polygono espherico regular são maio-
res do que os ângulos do polygono rectilineo regular do 
mesmo numero de lados, e por consequência maiores'do que 
os ângulos do polygono rectilineo, que tiver por vertices os 
do polygono espherico. 

643. Se por hum ponto A da superfície da esphera, que Fig. «30. 
não seja pólo do circulo C B D , se faz passar a semicircumfe-
rencia perpendicular a C B D, o dito ponto A a dividirá 
em dois arcos, dos quaes o menor A D he o minimo, e o 
maior AC o rnaximo de todos os arcos entre A e C B D . 

O meio E de C A D he pólo de C B D, logo hum arco 
EB qualquer he perpendicular sobre C B D , logo A BD 
he agudo, e A B C obtuso. Mas D e C são rectos, logo 
A B^> A D, e A B<AC. 

644. Todos os ângulos como D F A, oppostos ao arco 
minimo A D, são agudos; e os oppostos ao arco máximo 
AC, como A F C , são obtusos. 

645. Todos os arcos, tirados de A para a semicircum-
ferencia CBD, são desiguaes, e augmentão desde A D 
até A C. 

Porque o angulo AFB obtuso, a ABF agudo fazem 
AB>A F. 

646. Para a circumferencia CBD não podem tirar-se 
de hum ponto A, que não seja o seu pólo, mais do que 
dois arcos iguaes, hum para a semicircumferencia CB D, 
e outro para a parte não descrita. Mas os dois arcos per-
pendiculares A D, A C não têem iguaes, ou são únicos. 

647. Com tres partes dadas do triangulo espherico, cada 
huma < 180°, construil-o quando fòr possivel. 

1.° caso. Com dois lados, e o angulo comprehendido. 
Imite-se o que se fez, em igual caso, com os triângulos 

rectilíneos. 
2.° caso. Com dois ângulos e o lado adjacente. 

HU 
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Imite-se o que se fez* em igual caso, com os triângulos 
reclilineos. 

3.° caso. Com tres lados, taes que a somma de dois 
s e j a > e a differença <Cque o terceiro; e a somma de 
todos tres < 360°. 

Imite-se o que se fez, em igual caso, com os triângulos 
rectilineos; procurando o terceiro vertice na superfície da 
esphera por meio das cordas dos arcos dados. 

4.° caso. Com tres ângulos; sendo a sua somma > 180°, 
e o supplemento de hum qualquer > que a diíferença dos 
outros dois. 

Com os supplementos dos ângulos propostos em graus, 
como lados, faça-se hum triangulo, como no caso prece-
dente, e construa-se depois o triangulo supplementário 
d'este, que será o triangulo pedido. 

O triangulo pedido he possivel, se designando por A, 
B, C os seus ângulos, cuja somma > 1 8 0 " c sendo C o 
menor, tivermos 

180° — A^>B— C, 
porque será 

1 8 0 ° — B > A — C ; 

e porque C he supposto o menor, a sua diíferença para 
180" he maior do que a diíferença dos outros dois, isto he, 
teremos também 

180° — C>B — A, e>A — B. 

O primeiro triangulo que se construe he possivel, porque 
a somma de dois quaesqucr de seus lados he sempre > do 
que o terceiro, por exemplo, 

(180 o — 4) 4 - ( 1 8 0 o — J ? J > f l 8 0 " — C). 

poisque esta expressão vale o mesmo que 

180° — A^>B— C. 
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Também a somma dos seus tres lados he < 3 6 0 ° . 
Porque 

(180° — Â)-\-(l80° — J5J —i— ( 1 8 0 ° — C), 

= 3 6 0 ° - h 180 o — - + - £ - + - £ ) < 360°, 

sendo pela outra condição A - ( - B- \~ C^> 180°. 
5.° caso. Cora dois lados e o angulo opposto a hum 

d'elles. 
Sejão AB, AC os lados, e B o angulo dados. Fis- 2 3 1 • 
Com o angulo B, o lado AB, e a corda do arco A C, 

fixando em A hum dos seus extremos, busque-se com o ou-
tro o ponto C no lado BF do angulo B, e ficará feito o 
triangulo requerido, se o problema fòr possivel, ou se não 
fòr indeterminado. 

Para que o problema seja possivel, he necessário que o 
arco A C dado não aconteça ser menor do que o menor dos 
arcos perpendiculares, que se podem tirar de A sobre o cir-
culo de B C, poisque este he o minimo, nem maior do que 
o arco perpendicular máximo. Também he preciso que B C 
não chegue nunca a ser = 180°. Porém se B C fòr ^>180° , 
então o triangulo se torna gibboso, e deve construir-se ou-
tro com os mesmos lados, e o supplemento do angulo dado. 

Se fòr lí — 90" = A B, será A pólo do circulo de BC, 
e então será precisoE para que os dados não sejão incom-
patíveis, que seja J C = 9 0 ° . Mas n'estas circumstancias, 
todos os arcos como A E, tirados de A para pontos do cir-
culo B C, são cada hum = 9 0 ° , e são infinitos os triângu-
los cpie satisfazem, e a indeterminação he absoluta. 

Se acontece haver dois arcos iguaes AC, A D cada hum 
da sua parte do arco perpendicular A E, ambos no bilatero 
B F , ha então dois triângulos A B C , A BD com os mes-

t mos dados, ou ha duas soluções do problema. 
Estas duas soluções estão ligadas pela condição de que 

o angulo não dado, e opposto ao lado dado he em hum dos 
triângulos supplemento de hum similhante angulo do outro, 
porque ACB he o supplemento de ACD — A D B. 
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O problema tem huma só solução nos exemplos seguintes: 
1.° exemplo. Se fôr A C= 90°, e não A B; 
2.° exemplo. Setn ser .<1C = 90", pôde existir ainda 

bum caso determinado, ou hum só triangulo, quando acon-
teça que A C coincida com o arco A E perpendicular a B C; 

3.° exemplo. O problema he lambem determinado, quan-
do os lados dados são iguaes, porque então não se pôde ti-
rar de A para o circulo B C outro lado igual; não sendo A 
pólo. 

Mais geralmente; o problema he determinado, quando 
sendo possível, e não sendo indefinido alguma das condições 
(§§ 616, 632 e 637) exclue huma das soluções. 

Porque sendo o angulo 90° e A 7 i<C90°, he pre-
ciso, para que o triangulo A D B seja determinado, ou para 
que não exista outro arco A C igual, entre o arco perpendi-
cular menor A E, e A B, que seja A A B; logo B^> 
A D B , ou A I ) »< 90°, pela condição (§ 632). 

Sendo B ainda o mesmo, e A B^> 90°, he preciso, para 
que o triangulo A C B seja determinado, ou para que não 
haja outro arco A I) igual, entre o arco perpendicular mí-
nimo A E e A F, que seja A C^> A F; 
logo 

A C - h A B > 180°, 
logo 

A CB-\-lt>\80ou .1 CB > 90°, 

pela condição (§ 637), porque a outra (§ 632) só exige 
A C B ^> B, o que pôde ter logar, e não obstante ficar 
ainda A B C<^90°. 

Quando B ^ > 9 0 ° , demonstra-se da mesma maneira por 
meio do arco perpendicular máximo, que o problema sendo 
determinado, o será por huma das duas condições (§§ 632 
e 637). 

Quando B = 90°, então sendo A B o mesmo arco per-
pendicular a B C, não podem existir no mesmo bilatero dois 
arcos iguaes A C, A D, e o problema he determinado. 

Do que precede podem deduzir-se as conclusões seguintes: 
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1." Que as duas condições (§§ 632 e 637) sào essen-
cialmente diversas. 

2.° Que he preciso, quando huma não determino o pro-
blema, empregar a outra. 

3.° Que se nenhuma das duas condições determina o pro-
blema, elle he indeterminado. 

6.° caso. Com dois ângulos, e o lado opposto a hum 
d'ellcs. 

Com os supplementos dos ângulos, como lados, e com o 
supplemento do lado, como angulo opposto respectivamente, 
faça-se a construcção, como no caso antecedente, de hum ou 
de dois triângulos; construa-se depois o supplementário ou 
os supplementarios d'estes, e será esta a construcção pedida. 

As condições para a determinação, ou indeterminação, são 
aqui as mesmas do caso antecedente, applicando-as aos sup-
plementos dos ângulos que passão a ser lados, e aos supple-
mentos dos lados que passão a ser ângulos. 

648. Pergunta-se de quantas maneiras pôde cobrir-se a 
superfície da esphera, com polygonos esphericos regulares e 
dispostos simetricamente, excepto o bilatero espherico. 

Os vertices S cominuns aos polygonos são tantos, quantos 
os ângulos solidos do polyedro inscripto, com os mesmos 
vertices; os lados communs L tantos, quantas as arestas do 
polyedro; e os polvgonos P tantos quantas as faces do po-
lyedro; logo teremos S = L — P - + - 2 . 

A somma de todos os ângulos esphericos em torno de 
hum vertice commum sendo 360°, ou h r, vô-se que não 
podem existir senão tres especies de polygonos esphericos 
regulares, porque os seus ângulos são maiores ainda do que 
os dos polygonos rectilineos inscritos (§ 6-42), que são as 
faces do polyedro acima dito. 

Sejão pois x, x , x' os números dos lados de cada hum 
d'estes diversos polygonos esphericos; y, y', y" os números 
respectivos d'estes polygonos; será 
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1 c x V 4- x1 y' 4- x7y' ' i '[ , t\ logo — ^ — y — y ' — y ' 4 - 2 . 

Sejão m, n, p respectivamente os números de vezes que 
cada hum dos ângulos polygonos x, x', x' he repetido em 
torno de hum vertice commum; teremos 

mS—xy, nS — x'y', pS—x"y"; 

isto he 

mxy f m x1 y14- "•' x" y" — 2 my — 2 my' — 2 my" 

4-4«t— 2xy — 0; 

n x y 4 - n x' y 4 - n x ' y" — 2 ny — 2 ny1 — 2 ny" 

• - I -4n — 2x'y'^0; 

p xy -\-p x y' -\-p x" y" — 2py — 2py' — 2py" 
4 - 4 j p — 2x"y" = 0. 

Vejamos quantas soluções admittem estas equações in-
determinadas cm números inteiros e positivos; attendendo 
a (pie os ângulos compostos, ou com hum vertice commum, 
não podem exceder a \ rectos; que os ângulos pertencentes 
aos polygonos esphericos de maior numero de lados são tam-
bém maiores; que quando elles são diversos nos ângulos 
compostos, não ha polygonos esphericos cujo numero de la-
dos seja impar, o que se demonstra como no § 402 ; que 
havendo só hum par da mesma especie no angulo composto, 
os polygonos que lhe pertencem não podem ter o numero 
dos lados impar, como se demonstra imitando o que se fez 
(§§ 4 0 3 e 404). 

Seja pois 

m — n — p— l; 

então as tres equações dão 
i i ii 'i xy — x y — x y , 
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ás quaes se satisfaz com os valores 

I II t I I I ' ' 4 

y= q x x , y' = q xx , y —qxx, 

e cada huma das tres equações se torna 

q (x x'x" — 2 xx' — 2 xx" — 2 x' x") - f - 4- = 0. 

Se fizermos 

x = b, x'= 6,x'=8, 
teremos i „ q= J , e y = 1 2 , 3 / ' = 8 , j / " = 6; 

isto he, que se pôde compor a superfície da esphera com 
12 quadrados esphericos, 8 hexagonos esphericos regulares 
e 6 octogonos esphericos regulares, ou que o polyedro in-
scripto he o primeiro semiregular. 

Pôde ainda fazer-se 

x = x'=6, x"=10, 

e teremos q— logo 

y — 30, y' = 20, y" — 12; 

isto he, 30 quadrados, 20 hexagonos e 12 decagonos: so-
lução que corresponde ao 2.° polyedro semiregular. 

Se supposermos m = 2, n = \;p = 1; as tres equações 

xy — 2x'y' = 2x"y'1, 

a que se satisfaz com 

y — 2qx'x", y' = qxx'', y'1 = qxx', 

l0g° q(xx'x" — 2x'xn — xx" — xx')^-2 = 0. 

Somente pôde fazer-se x = h, x'=3, x" = $; 

i0g0 q=U j/ = 30, y' = 20, y" — 12; 

isto he 20 triângulos, 30 quadrados, e 12 pentágonos, o que 
corresponde ao polyedro semiregular 8." 



2 6 4 ELEMENTOS 1 ) E GEOMETRIA. 

Se se considerâo só duas especies de polygonos espheri-
cos, então as tres equações se reduzem ás duas seguintes 

mxy-\-mx' y' — 2my — 2my -t-4m — %xy = 0 

nxy-\-nx' y1 — 2 ny — %nyf -+- 4n — 2x' y' = 0; 

e fazendo-se m = 2, n — 1, não poderá x ser impar, e te-
remos 

xy = 2x' y1, 

a que se satisfaz com y = 2qx', y' = qx, e resulta por 
conseguinte 

q[xx' — 2 as — 4 ^ 4 - 4 — 0. 

Escolhendo x = 4, x' = 3; será q= y = 3, y' = 2, 

isto he, 3 quadrados e 2 triângulos, o que corresponde ao 
prisma triangular equilátero 

Sendo x = \, x — 5; q — i, y = 5, y' = 2; 5 qua-

drados e dois pentágonos; e assim successivamente a serie 

dos prismas equiláteros inscritos; porque se vé que emquanto 

ÍC = 4, será sempre q= e y = x', y' = 2. 

Acharemos tamhem successivamente: 

x = (i, x' = 3, </ = í, Í / = 4, </'=> 4; 4 triângulos e 

4 hexagonos; o 3.° semiregular; 
£ = 6, x' = 4, q = i, ?/ — 8, y' = 6; 6 quadrados e 

8 hexagonos; o 4.° semiregular; 
x = 6, x' = 5, q = 2, y = 20, t/' = 12; 12 pentágo-

nos e 20 hexagonos; o 5." semiregular; 
a; — 8, x' = 3, q = 1, i/ = 6, $/' — 8; 8 triângulos e 

6 octogonos; o 6.° semiregular; 
x= 10, x' = ò, q = 2, y = 12, j/' = 20; 20 triângu-

los e 12 decagonos; o 7." semiregular. 
Se se fizer m = 3, n = l ; teremos xy = 3x'y', que 
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he satisfeita por y = 3qx', y =qx, e será 

q(xx' — # — 3 tf'J 4 - 2 = 0. 

x = 3, x = k , J / = 8, y' — 2; 8 triângulos e 

2 quadrados, o que corresponde ao deutoprisma quadran-
gular equilátero. 

a 
x — 3, tf' = 5, q— -,y= 10, y = 2 ; 10 triângulos 

e 2 pentágonos, o que corresponde ao deutoprisma penta-
gonal. 

Continuando, teriamos a serie infinita dos deutoprismas, 
excepto o octaedro. 

Teremos também: 
x — k, x' = 3, q — 2, y—18, y' — 8; 8 triângulos e 

18 quadrados, o 9.° semiregular; 
Seja m — 2, n = 2; será xy = x'y', que se satisfaz 

com y = qx', y' = qx; e teremos 

q(xx' — 2 x — 2 4 - 4 = 0. 

x — 3,x' — k,q = 2,y — 8,y' — (); 8 triângulos e 
6 quadrados; o 10.° semiregular; 

x = 3, tf' = 5, q = 4, y = 20. </ = 12; 20 triângu-
los e 12 pentágonos; o 11.° semiregular; 

Seja m = 4, n = l; será x y = 4 x'y', que se satisfaz 
com y — kqx, y—qx; e teremos 

q(3xx— 2tf — 8 tf'J 4 - 4 = 0. 

x — 3, tf' = 4, q — 2, y — 32, j/' = 6; 32 triângulos 
e 6 quadrados; o 12." semiregular; 

x — 3,x' — S,q = k,y — 80, y'— 12; 80 triângu-
los e 12 pentágonos; o 13.° semiregular. 

Se se quizer cobrir a esphera com huma única especie de po-
lygonos, teremos então só 

II 
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(m — 2) x y — 2 m y - f - 4 m = 0. 
Fazendo: 
m — 3, x = 3, será y— 4; í triângulos esphericos, o 

que corresponde ao tetraedro regular; 
m — 4, x — 3, será y — 8; 8 triângulos esphericos, o 

que corresponde ao octaedro regular; 
m —5, x — 3, será y = 20; 20 triângulos esphericos, 

o que corresponde ao icosaedro regular; 
m — 3, x — \, será y — 6; 6 quadrados esphericos, o 

que corresponde ao cubo; 
m — 3, x — S, será y = 12; 12 pentágonos esphericos, 

o que corresponde ao dodetaedro regular. 

Da superfície dos solidos circulares. 

649. De duas superfícies não interrompidas, a exterior 
he maior do que a interior, se esta fòr convexa, isto he, 
senão poder ser encontrada em mais de dois pontos por 
huma recta infinita, que atravesse o solido que ella encerra. 

Porque para applicar todos os pontos da exterior sup-
posta ílexivel sobre a interior supposta inflexível, he preciso 
dobrar a primeira. 

650. De todas as superfícies que terminão em huma linha 
plana, convexa e fechada, a plana he menor, e de duas ou-
tras, he menor a convexa que está entre a plana e a outra. 

Fig. 232. Das tres superfícies AC BF, A CBE, A C B que termi-
não na linha plana, convexa e fechada A CB, seja a se-
gunda convexa e a terceira plana. 

l ie sempre possivel chegar a hum ponto D tão proximo da 
superfície plana A C B, e collocado na parte opposta ás outras 
superfícies, que descrevendo huma superfície com huma re-
cta que passe por elle e pelo perimetro A B C, fique sem-
pre convexa a superfície composta DA C B E , e por conse-
quência também D AC B. Logo, pelo theorema precedente, 
leremos a superfície DA CB F>DA CBE>DA CBA; 
e tirando de cada destas tres superfícies a superfície com-
mum D ACB, teremos A C B F> A C B E > A C B. 
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651. Do dois sólidos, hum exterior e outro interior, o 
primeiro chama-se circumscrito, e o outro inscrito, quando 
110 primeiro não ha lace em que nào esteja ou hum vertice, 
ou huma aresta do segundo. 

652. A superfície curva do sector cylindrico he maior do 
que a porção da superfície do prisma inscrito 110 sector in-
terceptada pelos triedros, que têem os vertices nos centros 
das bases do cylindro; e he menor do que a superfície do 
prisma circumscrito ao sector, interceptada pelos mesmos 
triedros. 

Para provar a primeira parte da proposição, basta con-
siderar o prisma triangular ABCD inscrito no sector cy- Fig. 233. 
lindrico ABC ED; poisque podem reduzir-se a taes secto-
res e a taes prismas qualquer sector cylindrico, e qualquer 
prisma inscrito n'esse sector. 

Digo que he a superfície curva C E p a r a l l e l o g r a m m o 
C F . Porque C E F - t - % C E D > C F ; e no sector cylin-
drico, cujo eixo he n . A B , a superfície será n . C E F , e o 
parallelogrammo correspondente será n. CF, e os segmen-
tos CE D, G HF ficarão sempre os mesmos, e teremos tam-
bém 

n. CEF-h2CED>n. CF. 

Agora nego que seja C EF<^C F, porque se assim fosse 
teríamos 

n (CF— CE F) < % CE D 

absurdo, sendo n qualquer, poisque de qualquer grandeza 
CF— CEF ha sempre múltiplos n (CF— CEF) que ex-
cedão huma grandeza qualquer proposta 2. CE D. 

Digo mais que não pôde serCEF=CF, porque se 
suppõe n infinito, então o termo n. CEF não poderá ser 
augmentado por 5 CE D, e a inequação se reduz a esta 
n. CEF>n. CF, ou a CEF^>CF, como deve ser. 

Para demonstrar a segunda parte da proposição, bastará 
também considerar o prisma quadrangular A B CID cir-
cumscrito ao sector cylindrico A B CE D. 
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A. superfície quebrada G IF, composta de dois paralle-
logrammos, e os dois triângulos iguaes CID, GKF, tudo 
junto, são maiores do que a superfície curva CE F, mais os 
dois segmentos iguaes CE D, GHF; isto he 

GIF-\-2CID^>CEF-+-2CED; 

e discorrendo como 110 caso antecedente, teremos 

n.GIF-h2(CID—CED)>n. CEF, 

e conclue-se da mesma fórma que G IF^> CEF. 
O caso mais desvantajoso n'esta segunda parte da pro-

posição, he quando os dois parallelogrammos G I , IF são 
tangentes á superfície curva; mas então elles são iguaes, e 
o plano das parallelas 1 K, BA divide o sector e a superfí-
cie, o prisma e a sua superfície em partes iguaes, e a pro-
posição tem logar igualmente no sector cylindrico, e prisma 
triangular circumscrito, que são então cada hum metades 
respectivas do sector proposto, e do prisma quadrangular da 
construcçâo, e com mais rasão em qualquer outro prisma 
triangular circumscrito ao sector cylindrico. 

653. Das superfícies curvas dos sectores cylindricos, com 
o mesmo eixo e diedro, he maior aquella que pertence ao 
cylindro de raio maior. 

Pode inscrever-se no sector maior hum prisma, e cir-
cumscrever ao menor outro prisma, nos perimetros de cujas 
bases entrem no primeiro huma linha de cordas inscrita em 

Fig. 234. DE, e no segundo huma linha de tangentes circumscrita a 
F G , e taes estas linhas que se não cortem, e que seja a 
primeira maior do que a segunda. As duas superfícies pris-
máticas lateraes, que têem estas linhas por bases, chamem-se 
respectivamente S, s. Finalmente se vê que S^>s. Logo a 
superfície C D E ^ > S s u p e r f í c i e H F G . 

654. Com a superfície curva do sector cylindrico, sem 
mudar nem de eixo nem de diedro, se pôde representar a 
grandeza de qualquer superfície, por ser a primeira huma 
funeção do raio, que pôde ir desde zero até o infinito. 
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655. A superfície curva do sector cylindrico recto he 
igual ao producto do arco pelo lado. 

Se ADXurco A B C »ão he o valor da superfície curva Fig. 235. 
D 11 C do sector cylindrico recto 1) A E C li, seja, se he pos-
sivel, o valor da superfície curva FH do sector cylindrico 
recto concêntrico e menor. 

Inscreva-se 110 sector maior o prisma D ACE, cuja su-
perfície D C, composta de hum ou de muitos rectângulos, 
não corte F H. 

Será D C > F H , isto he 

ADxAC> A D X arco A li C: absurdo. 

Se he possivel, seja agora F G X a r c o G H , a superfície 
curva 1) C de hum sector cylindrico maior do que o pro-
posto F G H . 

Circunscreva-se ao menor hum prisma F G HE, cuja su-
perfície FGIH, composta de dois ou mais rectângulos, não 
corte a superfície quebrada inscrita em 1) C. Será F GIII 
menor do que a superfície curva D C, isto he 

FGx(GI-hIH)<FGx arco GH: 

absurdo igualmente. 
656. A superfície curva do cvlindro recto he o producto do 

lado, eixo ou altura pela circumferencia de huma das bases. 
657. A superfície curva do sector conico recto, he maior 

do que a porção de superfície da pyramide inscrita no se-
ctor, interceptada pelo triedro que tem o vertice no centro da 
base; e menor do que a porção da superfície da pyramide 
circumscrita ao sector, interceptada pelo mesmo triedro. 

Para provar a primeira parte da proposição, basta con-
siderar a pyramide triangular A C E D , inscrita no sector FIG. 236 
conico recto ABCED. 

Digo que a superfície curva I) A B C, he maior do que 
o triangulo isosceles DA C. 

Opposto ao sector circular A E C , pode imaginar-se outro 



2 7 0 ELEMENTOS 1)E GEOMETRIA. 

sector conico e recto A B C EF, tendo a altura EF= ED, 
e circumscrito a outra pyramide triangular ACEF. Pôde 
demonstrar-se por meio da superposição, (pie os dois secto-
res conicos são idênticos, assim como as duas pyramides, 
porque os triedros EA CD, EA CF o são, e teem as ares-
tas iguaes entre si. Logo será a superfície curva D ABC 
— superfície curva FA B C, e o triangulo DA C= FA C. 
Mas J) E, F E estão em direitura, sendo ambas perpendi-
culares á base commum, logo as faces D A E , F A E estão 
no mesmo plano, ou formão huma só face; e o mesmo he de 
D C E, FCE. Logo o solido DACF, composto de duas 
pyramides triangulares, he hum tetraedro, e por consequên-
cia he convexo; e sendo interior a respeito do duplo sector 
conico, a sua superfície he menor, e tirando as duas faces 
communs, fica a superfície quebrada D A C F<^ superfície 
curva D A B CF, logo D A C < D ABC. 

Similhantemente se demonstra a segunda parte da pro-
posição, por meio da pyramide quadrangular FEA G C 
opposta á circumscrita DE A G C, comparadas com os se-
gmentos conicos rectos inscritos FE A B C, 1)E A B C. 

O caso mais desvantajoso, n'esta segunda parte da pro-
posição, he quando os triângulos DA G, D C G são tangen-
tes á superfície curva; mas então elles são iguaes, e o plano 
G D E divide o sector e a superfície, a pyramide e a sua 
superfície em partes iguaes, e a proposição tem logar ainda 
no sector conico recto, e pyramide triangular circumscrita, 
que são então metades do sector proposto, e da pyramide 
quadrangular, e com mais rasão em outra qualquer pyra-
mide triangular circumscrita á metade do sector conico. 

658. Das superfícies curvas dos sectores conicos rectos, 
com o mesmo eixo e diedro, he maior a que pertence á py-
ramide cónica de maior raio da base. 

Pôde inscrever-se no sector maior huma pyramide, e cir-
cumscrever-sc ao menor outra, nos perímetros de cujas ba-
ses entrem no primeiro a linha de cordas inscrita em D E , 

Fig. 237. e no segundo a linha de tangentes circumscrita a F G, taes 
que estas linhas não se cortem, e que a primeira seja maior 
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do que a segunda. Sejão S, s as duas superfícies lateraes py-
ramidaes, que estào sobre estas linhas respectivamente por 
bases. Será S^>s. Logo a superfície curva B D 1E^> 

superfície curva B F G . 
659. Com a superfície curva do sector conico recto, 

sem mudar de eixo nem de diedro, pôde representar-se a 
grandeza de qualquer superfície, por ser a primeira huma 
funcção do raio da base, que augmenta desde zero ató o 
infinito. 

660. À superfície curva do sector conico recto, he me-
tade do producto do lado pelo arco. 

Porque se he possivel, não seja 

X-BExarco D 1E = superfície B D IE, 

e seja 

l BE X arco D IE—superfície BFG (menor). 

Inscreva-se na maior, sobre a linha das cordas, huma su-
perfície pyramidal que não corte a menor. A perpendicular 
BK a qualquer das cordas iguaes será <^B E, e a linha 
das cordas D E<^D / E. A superfície pyramidal lateral e 
parcial BDE, he > superfície curva B F G, 
isto he 

- BKxDE>l-BExarco DIE: 

absurdo, por ser 

BK<BE, e DE<DIE. 

Se he possivel, seja 1 B Gx arco F G o valor da super-
fície cónica B D IE maior. Circumscrcva-se a B FG sobre 
a linha das tangentes, huma superfície pyramidal que não 
corte a maior. Será a linha das tangentes FHG arco 
F G ; BG perpendicular a G H ; e todas as outras perpen-
diculares ás tangentes serão cada liuma = /?6r, ou o que 
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he o mesmo, serão lados da pvramide cónica recta. Será a 
superfície BFHG<BDIÉ, 
isto he 

~ BGx(FH+HG)< ± BGXMCOFG: 

absurdo, poisque o factor 

(F H-+-HG) > arco F G. 

661. A superfície curva da pyramide cónica recta he me-
tade do producto do lado pela circumferencia da base. 

662. Pyramide cónica truncada ou tronco da pyramide 
cónica he o solido que d elia fica depois de se lhe cortar 
outra pyramide cónica por hum plano parallelo á base. Cha-
mão-se bases do tronco os dois círculos que são as suas fa-
ces planas; eixo a recta que une os centros das bases; al-
tura a perpendicular ás bases, terminada nos seus planos; 
lados do tronco, as rectas tiradas entre pontos das circum-
ferencias das bases, sem cortarem o tronco, ou que estejão 
cada huma com o eixo no mesma plano. O tronco he recto 
quando o eixo he igual á altura, aliás he obliquo. 

663 . A superfície curva da pyramide cónica truncada re-
cta, he o producto de hum lado pela circumferencia media, 
isto he, a que divide os lados igualmente. 

Fig. 238. Complete-se a pyramide cónica ABC, de que D B C he 
o tronco. 

A superfície curva do tronco, ou a descrita por D B, 
fazendo-se girar o Irapesio D E F B em torno de E F , he 
a differença entre as superfícies curvas das duas pyramides 
cónicas, descritas respectivamente por A B, A D, isto he, a 

superfície curva D AC, que chamo S— - A 2 ? X c i r c u m -

i ~ 

ferencia, cujo raio he B F, — - A D X circumferencia, cujo 

raio he D E, 

=%(BAxB F — ADXD E) 

— k(BDxBF-t- ADxBF — A DxDE). 
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Mas temos 
A l):A li:: DE:BF, 

logo 

ADXBF=A BxDE = ADxDE-hBDxDE. 

Substituindo pois e reduzindo, teremos 

S—r,. BD (B F-f-D E). 

Se pelo meio G de BD se lira HG parallela a DE, 
será 

GH= l
a (BF-t-DÈ); 

2 1 ' 
logo 

5 = 2 i r . BDxG H = B 1)Xcircumferencia, 

cujo raio he G H. 

664. Designaremos por circ. A B o circulo, de que A B 
he o raio, ou de cuja circumferencia A B he arco. Simi-
lhantemente circumf. A B significa a circumferencia, de que 
A B, he arco ou raio. 

665. A superfície curva ou de pyramide cónica, ou do 
seu tronco, ou de hum cylindro, descrita por qualquer dos 
lados de hum polygono, na revolução inteira do polygono 
sobre hum dos seus lados como eixo, he igual á projecção 
sobre o eixo, do lado gerado d'essa superfície, multiplicada 
pela circumferencia, cujo raio he a perpendicular levantada 
no meio do lado gerador, e terminada no eixo. 

Seja ABC DE o polygono, AE o eixo de revolução, e Fi?. 2:19. 
B C parallelo ao eixo. 

B C descreve a superfície curva de hum cylindro recto, 
CD a de huma pyramide cónica recta truncada, e D E a 
de huma pyramide cónica recta, na revolução do polygono em 
torno do eixo. 

Sejão 4 F, F G, G E as projecções orthogonaes respecti-
JJ 
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vas de BC, CD, DE sobre o eixo; e HI, HK, IIL per-
pendiculares respectivas ao meio de cada hum d'estes últi-
mos lados. 

A proposição não precisa ser demonstrada para a super-
fície cylindrica descrita por B C. 

Para demonstrar os outros dois casos, lirem-se II D, e 
as perpendiculares ao eixo KM, L N ; e a parallela D P. 

Os triângulos HKM, CD P são similhantes, por terem 
os lados perpendiculares entre si; 
logo 

KMlHK :: DP(ouFG):CD; 
logo 

KMXCD = HKXFG. 

Mas a superfície do tronco descrita por C D , que chamo 

S—2iz. KMxCD; logo 
5 = 2TC. H K x FG = FGxcircumf. IIK. 

Os triângulos H L N, D G E são também similhantes, 
pela mesma rasão de terem os lados perpendiculares, e dão 

HLXGE= LNX DE; 

e a superfície que D E descreve, he 

= k.DGXDE=2K.LNXDE 

= 2 1 Z . H L X G E = G E X circumf. IIL. 

666. Zona he a superfície curva do segmento espherico, 
ou do seu tronco. Arco da zona he aquelle que a descreve; 
e zon. A B significa zona cujo arco he A B, ou zona da es-
phera cujo raio he A B. Zonas correspondentes chamo 
íiquellas cujos arcos, em espheras concêntricas, correspon-
dem ao mesmo angulo do centro. 
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667. A zona lie maior do que a superfície descrita pela 
linha de cordas, inscrita no seu arco; e menor do que a su-
perfície descrita pela linha de tangentes, circumscrita ao seu 
arco. 

Dos extremos do arco abaixcm-se as perpendiculares A 11, Fiç. «40. 
D C sobre um dos eixos. Na revolução do polygono ABC 
D G F com o arco e a linha das cordas, descrevem-se tres 
solidos, cujas superfícies estão no caso do § 649; e tirando 
d'estas superfícies circ. B A , e circ. D C , que são communs 
a todas tres, restão a superfície descrita por A F G D^> 
zon. A D^> superfície descrita por A ED. 

668. De zonas correspondentes he maior a que tem 
maior arco. 

Inscreva-se no arco maior huma linha de cordas BFC, i'ig- wi . 
e circumscreva-se ao arco menor huma linha de tangentes 
D G H IE, sem que estas linhas se cortem, e seja a primeira 
BFC^> segunda D G H IE. A projecção LM do arco 
maior e linha das cordas, he maior do que a projecção N P 
do arco menor e linha das tangentes, porque 

AM.AP :: AC.AE:: AB.AD :: AL.AN; 

logo 

AM— AL.AP — AN:: AM.AP ou :: AB.AD, 

isto he. 
LM: NP :: AB.AD. 

Por consequência será maior a superfície descrita pela li-
nha das cordas BFC do que a descrita por 1) GUIE, 
porque a primeira tem maior projecção sobre o eixo, e 
maior perpendicular A Q abaixada do centro sobre huma 
das cordas iguaes que a compõem, e a linha das tangentes 
menor projecção, e menor perpendicular sobre qualquer das 
tangentes, por ser ella o raio menor. Ora d'estas projec-
ções e perpendiculares dependem as superfícies descritas. 

Assim zon. B C he maior do que cada huma d'estas duas 
superfícies, e zon. D E menor. Logo a zona de maior arco. 
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ou de maior raio, lie maior, sendo o mesmo o angulo 
B A C do sector. 

669. Com a zona, sem mudar o angulo do sector circu-
lar correspondente, pôde representar-se a grandeza de huma 
superfície qualquer, por ser aquella huma funcçào do raio 
da esnhera, que vai de zero ao infinito. 

670. A zona he o producto da projecção do seu arco 
pela circumferencia de hum circulo máximo da sua esphera. 

Seja, se he possível, 1, IX circumf. A B não o valor da 
zona descrita por B C, mas de uma zona menor descrita por 
D E , ou seja 

L M X circumf. I B, = zon. D E. 

lnscreva-sc no arco da zona maior a linha das cordas 
R F C , que não corte o arco menor. 

Será superfície descrita por BFC^> zon. D E, isto he 

L M X circumf. A Q > L M X circumf. A B: 

absurdo, por ser 
aq<AB. 

Seja, se he possível, N P X circumf. A I) o valor não da 
zon. DE, mas d'outra maior zon. B C, ou seja 

i V P X c i r c u m f . A D = zon. B C. 

Circumscreva-se ao arco menor a linha das tangentes 
D G HIE, tal que não encontre o arco maior. Será super-
fície descrita por D G HIE<^ zon. B C, isto he 

N P X circumf. A D <ZNPX circumf. A D: absurdo. 

671. A superfície da esphera, he o producto do eixo 
pela circumferencia de hum circulo máximo, logo he igual 
á superfície de quatro dos seus circulos máximos; e igual 
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á superfície curva do cylindro circumscrito á esphera, isto he, 
do cylindro recto, (pie ella toca em todas as faces e lados. 

072. Chamão-se similhantes as superfícies do mesmo 
nome que só differem em grandeza, quando estào entre si, 
como os quadrados das linhas do mesmo nome, que as fa-
zem differir em grandeza, ou de que sào funcções. 

673. As zonas correspondentes são similhantes. 
Temos 

zon. fí C: zon. I)E :: 2-K. A fíxL M: 2-.ADxNP. 

Mas he 
LM.NP y.Afí.AD; 

logo 
zon. fí C'. zon. DE'.'. A fí2 :AD*. 

674. As superfícies curvas dos diedros esphericos, ou as 
superfícies dos bilateros esphericos estão entre si como os 
seus ângulos. 

Se os bilateros ABCD, AEC D são commensuraveis, Fig. 24? 
ou se têem hum bilatero que seja sua medida commum, he 
claro que o angulo d'este bilatero se contém nos ângulos 
dos bilateros propostos tantas vezes, quántas o bilatero nos 
outros, e a proposição he verdadeira, e por consequência o 
he também no caso de incommensurabilidade. 

675. A superfície do bilatero está para a da sua esphe-
ra, como o angulo do bilatero para quatro ângulos rectos. 

676. A superfície do triangulo C fí D, formado por hum 
arco fí D de circulo menor ou máximo, e por dois arcos de 
circulo máximo que lhe sejão perpendiculares, está para a 
zona que o circ. fí D termina, e em que existe o triangulo, 
como fí D para circumf. fí D. 

677. A superfície do triangulo espherico está para a su-
perfície da sua esphera, como o excesso da somma dos seus 
ângulos sobre dois rectos está para oito rectos. 

Produza-se o lado fíC do triangulo espherico x, até Fig. 212 
completar o seu circulo, e os outros lados 110 sentido do 
vertice A até se encontrarem em'D. Ficará fóra do hemis-
pherio do triangulo proposto, outro triangulo igual a este. 
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Seja s a superfície da esphera, teremos 

x-+-a\s :: A CB 'Ar; 

x-i-b:s :: ABC'Ar; 

x-t-c \s ;: BA C\ \ r; 

a-\rb-+-c-\-x= \ s; 

logo 

3 , + f l + 5 + c = .(ACB + ABC+BAC), 
4 r ' 

logo 
2 j , i »(ACB + ABC+BA C). 

5 4 r 
logo 

s(ACB-\-ABC + HAC — >ir) 
8 r 

078. A superfície do triangulo espherico trirectangulo 
que pela proposição precedente, ou por superposição, he a 
oitava parte da superfície da esphera, he por consequência 
metade da superfície de hum circulo máximo, ou o produ-
cto de hum quadrante da circumferencia de circulo máximo 
pelo raio. Suppondo pois que o quadrante e o raio se suben-
tendem ou se supprimem, substituindo-os por í, como já se 
fez; então também o triangulo trirectangulo deve ser conside-
rado como unidade de superfície, ou — 1, e da mesma forma 
r= 1 , es = 8 ; e a expressão do triangulo espherico se re-
duz a 

x = A BC-{-A CB-\- B A C—2; 

a qual traduzida em termos communs abreviados quer di-
zer, que a superfície do triangulo espherico he igual á somma 
dos seus ângulos menos o numero 2. O que realmente si-
gnifica, que os números que resultão da comparação de seus 
ângulos com hum recto se sommem, que desta somma se 
tire 2, e que o resto se multiplique pela superfície do trian-
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guio trirectangulo; e o producto será a superfície do trian-
gulo espherico. 

679. A superfície do polygono espherico saliente de n 
lados, porque pôde dividir-se em n— 2 triângulos espheri-
cos, será igual á somma dos seus ângulos menos o numero 
2 (n — 2), segundo o mesmo scholio. 

680. A superfície do menisco ou lunula formada por hum 
arco de circulo máximo e outro de circulo menor, acha-se 
tirando de B CD o triangulo espherico que tem os mesmos Fig. 242. 
vertices. 

681. A superfície do menisco ou lunula formada por dois 
arcos de circulo menor, he a difíerença de duas lunulas como 
as do corollario antecedente, e exige que se calculem as su-
perfícies de dois triângulos esphericos proprios, e de dois 
improprios como B CD. 

682. Já se vô, que se pôde achar a superfície de hum 
polygono não espherico, mas descrito na superfície da es-
phera, em o qual entrem lados que sejão arcos de circulos 
menores, reduzindo-o primeiro a polygono espherico, pondo 
arcos de circulos máximos entre os extremos dos arcos de 
circulos menores, e tendo conta depois com as superfícies 
dos meniscos assim formados. 

Volumes circulares 

683. O sector de hum cylindro qualquer he o producto 
da altura pelo sector circular, que lhe serve de base. 

Seja A a altura. Se AX.A ECB não he o valor do se- Fig 235. 
ctor cylindrico DA B CE; seja, se he possivel, o valor de 
outro sector cylindrico menor FHGE, isto he, seja 

AxAECB = FHGE. 

Inscreva-se no maior hum prisma, cuja linha das cordas 
A C, com os raios A E, CE formem o perimetro da base. 
Este prisma he maior do que FH G E , isto he, 

A XA E f > A X A E CB: absurdo. 
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Seja, se he possível, AxHEG o valor de hum sector 
cylindrico DAB CE>FHGE. 

Circumscreva-se ao menor hum prisma FG I H E , cuja 
base tenha por perimetro a linha das tangentes G IH, e 
os dois raios G E , E H . 

He este prisma <Cque o sector cylindrico maior, isto he, 

AxGlHE<AxGEH: absurdo. 

684. O cylindro he o producto da base pela altura. 
685. O sector de huma pyramide cónica qualquer, he o 

terço do producto da altura pelo sector circular que lhe 
serve de base. 

Fig. 237. Seja A a altura. Se1- AxDIEA não he o valor do 

sector conico B D I E A , seja, se he possível, o valor d o u -
tro sector conico menor BFGA, isto he, seja 

- AXD1EA = BFGA. 
3 

Inscreva-se no maior huma pyramide, de que a linha das 
cordas D E , e os raios D A , EA formem o perimetro da 
base. Esta pyramide he > B F G A, ou 

\ AxDEA>± AxDIEA: absurdo. 

Seja, se he possivel, * ^ X F GA o valor de hum sector 

conico BD IEA > s e c t o r BFGA. 
Circumscreva-se pois ao menor sector huma pyramide 

B FHGA, cuja base tenha por perimetro a linha das tan-
gentes F H G , e os raios F A , GA. Esta pyramide he me-
nor do que o sector conico maior, isto he 

1 AxF HG A<- AXFGA: absurdo. 
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686. A pyramide eonica he o terço do producto da base 
pela altura. 

687. O tronco da pyramide cónica he a somma de tres 
pyramides cónicas, todas da mesma altura do tronco, e tendo 
por bases respectivas as duas bases do tronco, e huma meia 
proporcional entra ellas. 

Esteja o tronco T entre os circulos parallelos, de que Fig. 238. 
B F , DE são os raios; KI seja a sua altura, se elle he 
obliquo, a qual he a differença entre a altura A I total, e 
A K altura da pyramide parcial. Será 

T= I (A 1. circ. B F — A K. circ. DE) 

= L ( K I . cir. B F-+- A K (circ. BF — circ. D E) ) 

= I (KL. circ. B F -+- ir. A K (BF2 — DÊ ") ). 

Mas temos 

AI:AK:: AB.AD :: BF.DE; 

logo 
AI — AK (ou KI)'.AK:: fí F— D E; 

logo 
. jr D E x K I 

A K = BF-DE' 
logo 

F= i (KI. árc. BF-h*.KI(BF>< D E-HLIÊ*)) 

Tomando G H meia proporcional entre fí F e D E, será 

T = - KI. circ. B F+ - KL circ. GH^-- KI. circ. D E. 
3 3 3 

688. Na revolução de hum triangulo sobre hum eixo que 
esteja no seu plano, e em que tenha hum vertice, o solido 

KK 
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gerado pelo triangulo he o terço do producto da perpendi-
cular tirada d'este vertice sobre o lado opposto, pela super-
fície gerada por este lado. 

Ha tres casos. O triangulo AFE na revolução sobre o 
eixo A E descreve hum volume composto de duas pyramides 
cónicas rectas, as quaes têem por base commum o circulo 
descrito pela perpendicular D F sobre o eixo de revolução, 
isto he, o solido gerado por A F E , ou 

sol.A FE= i AE X c i r c . D F = l- A E x ^ D l " . 

Seja AG perpendicular sobre EF produzido sendo ne-
cessário. 

Pela similhança dos triângulos A G E , D F E , ou pela 
proposição § 130, temos 

AEXDF=EFXA G; 
ogo 

so\.AFE= i A GXK-D FXEF. 

Mas EF he o lado de huma das pyramides cónicas, e 
2 D F a circumferencia da base. Logo a superfície gerada 
por E F, ou 

sup. E F D FxEF; 
e 

sol. A FE= i A Gx superf. E F. 

Da mesma fórma 

sol.A HE=-A G x s u p . HE. 

No segundo caso 

sol. A HF= sol. A HE— sol. A FE = 

\AG (sup. HE — sup. E F) = \ A G X sup. H F. 
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Terceiro caso, sendo K H parallelo ao eixo. Então o so-
lido gerado por AKH he a differença entre hum cylindro 
recto, que tem a altura KH, e cujos raios das bases são cada 
hum igual a AI, e a somma de duas pyramides cónicas, com 
as mesmas bases e alturas I K , I H , e que ambas juntas 
fazem o terço do cylindro. Logo 

s o l . A K H = I KHxcirc. AI— J K H x ^ Ã Í " 

= i Alxsup-KH. 

689. Sector conico-espherico he a porção da esphera 
descrita por hum sector de circulo máximo, na revolução 
em torno de hum dos lados do sector circular. Segmento 
do seetor conico-espherico he o segmento feito por hum plano 
que passe pelo centro da esphera, ou vertice do sector; e a 
secção d'este plano no sector conico-espherico he também 
hum sector de circulo máximo. 

690. O sector conico-espherico he o terço do producto 
do raio da sua esphera pela zona, que he sua base espherica. 

Se - ABX zon. B C não he o valor do sector conico- Fig. 241. 

espherico descrito pelo sector circular AB C em torno de 
A C, ou de A B; seja, se he possivel, o valor de outro se-
ctor correspondente menor, descrito por A B E em torno 
do mesmo eixo, isto he, seja 

^ A B X zon. BC = sector con. esph. ABE. 

Inscreva-se no arco maior huma linha de cordas iguaes 
B F C , que não corte o menor. Será, na revolução sobre o 
mesmo eixo, 

sol. ABFC^> sect. con. esph. ABE, 
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isto he, 

- A Q sup. BFC> ~ AB zon. B C: absurdo, por ser 

AQ<AB,c sup. BFC<zon.B C. 

Seja, se he possível, ^ A D zon. D E o valor do hum se-

ctor conico-espherico maior descrito por A B C na mesma 

revolução. 
Circumscreva-se ao arco menor DE huma linha de tan-

gentes, tal que não corte o maior, como DGHIE. 
Será 

sol. A D GHIEC sect. con. esph. ABC 

isto he 

- A D sup. D GHIE<C A D zon. D E: absurdo, por 

ser sup. D GHIE> zon. Í>E. 
(591. O solido que resta depois de tirar hum sector co-

nico-espherico d'outro, he o producto da sua zona pelo terço 
do raio. 

692. A esphera he o terço do producto da superfície 

pelo raio, e chamando ao raio r, he esphera = ^ TV r.5. 

693. Chamão-se similhantes aos volumes do mesmo no-
me, que só differem em grandeza quando estão entre si, 
como os cubos das linhas do mesmo nome, que os fazem 
diíferir em grandeza, ou de que são funcçôes. Assim são si-
milhantes todas as espheras. 

694. Os sectores conico-esphericos correspondentes, ou 
cujas zonas são similhantes, são similhantes. 

Temos sect. con. esph. A D E ' , sect. con. esph. A B C ' . ' . 

±AD zon. DE:\ AB zon. B C. Mas é 

zon. D E: zon. BC:: A D2 : A B*; logo 

secl. con. e sph . . 4DE . sect. con. e sph . . iB C :: AD° :A B"• 
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695. 0 diedro finito ou espherico, he o terço do produ-
cto do bilatero pelo raio. 

Porque o diedro D está para a esphera S, como a super-
fície curva d do diedro está para a superfície s da esphera; 
logo 

D = - = - r a i o X - = - r d . 
s 3 s 3 

696. O sector G B C D do sector conico-espherico he Fig. 242. 
o terço do producto do raio pela superfície espherica do 
triangulo BD C formado do arco BD de circulo menor, e 
de outros dois perpendiculares a este, e por consequência 
máximos. 

Porque facilmente se demonstra, que G B CD : sol. con. 
esph. G BC:: B D: cir. B D:: BCD: zon. B C, isto he, 

GBCD=l-CTl3 20n BC><liCD GBXBCD. 
3 zon . B C 3 

697. O sector triedro espherico he o terço do produ-
cto do raio pela superfície do triangulo espherico que lhe 
serve de base. 

Prova-se como em o § 677, que hum sector triedro es-
pherico T he para a sua esphera S, como o seu trian-
gulo espherico l he para a superfície s da esphera; mudando 
na demonstração citada as palavras bilateros em diedros, 
triangulo em triedro, lados em faces, e superfícies em soli-
dos. Assim temos 

T = .— = - rt. 
s 3 

698. O polyedro espherico he o terço do producto do 
raio pelo polygono espherico, que he sua superfície curva. 

699. O segmento do solido conico-espherico he o terço 
do producto do raio pela lunula, que he sua superfície es-
pherica. 

700. O segmento espherico he o terço do producto do 
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circulo, cujo raio he a sua altura, pela differença entre o 
triplo do raio da esphera, e a mesma altura. 

Fig. 244. O segmento espherico descrito por CBE he a differença 
entre o sector conico-espherico descrito por C A B , e a py-
ramide cónica descrita por A C E , isto he 

Segm. B CE = sol. con. esph. CA B— pvram..4 CE 

= - AB zon. CB — - AE circ. E C 
3 3 

= - A BXEBcircumf. AC—-AEcirc. EC 

= ? (2EBXÃB2 —AExÊC2) 

= | (2EBxTB°- — (AB — EB){2AB — E B) E B^j 

= J {3AB — EB)EB°- = \ (3 A B— E B) circ. E B. 

7 0 í . Eliminando da expressão - ( 3 A B — EB)TB* 

o raio A B da esphera, resulta 

segm. B CE = -J (3 ÊC'2 - f - EB2) J circumf. EB 

= i EB{3iiÊC*-\-*lSB*) 

= l EB (3 circ. EC-+-circ. EB). 

O que fornece as seguintes regras. Para achar a capaci-
dade do segmento espherico, somme-se o triplo do quadrado 
do raio da sua base com o quadrado da sua altura, multi-
plique-se esta somma pela circumferencia, de que he raio 
a altura, e divida-se o producto pelo numero 12. Ou a trez 
vezes a base junte-se o circulo de que a altura he raio, mui-
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tiplique-se esta somma pela altura, e divida-se o producto 
pelo numero 6, para ter o solido do segmento. 

702. O tronco do segmento espherico, ou o segmento 
de duas bases, he o triplo da somma d'ellas, junto com o 
circulo cujo raio he a altura, multiplicado o todo pela sexta 
parte da altura. 

O tronco T descrito por F G E C he a differença dos 
segmentos descritos por FG B, CEB, isto he, 

~ TZ(3GF'>XBG^-¥GS—3ÊC2XBE—BÊ^) 

= - ( 3 G F 2 x G E - h 3 G F ° - > < B E - h G Ê s 

6 v 

4 - 3 GÊ* X BE-+- 3 G Ex BÊ2 — 3 ÊC2 X BE). 

Mas por ser 

. N JTC2 -f /-' «'- FG2 4- 11 G2 

' ; ZEB 2 BG 

e pondo G E-\- B E em logar de BG, como se acaba de 
fazer, e multiplicando por 3, será 

3 EBXFG* +-3E BxGÊ°' + 3 G ExÊB' 

— ZBEXÊC2 = 3GEXÊ~C°-; 
logo 

T — í (3 GF2 -{-3ÊC2 -{-GÊ2) GE. 
6 v 

703. A esphera he os dois terços do cylindro circum-
scrito. 

704. O segmento espherico de duas bases, equivale á 
metade de dois cylindros com as mesmas bases e altura 
do segmento, mais a esphera de que esta altura he o diâme-
tro. 
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Máximos e mínimos dos solidos circulares 
e das suas superfícies 

705. O cylindro recto tem menor superfície do que o 
obliquo da mesma base e altura. 

Porque circumscrevendo ao primeiro, e inscrevendo-Ihe 
dois prismas, cujas superfícies respectivas sejão c, i; e fa-
zendo o mesmo ao segundo, sobre as mesmas bases, com 
dois prismas, cujas superfícies sejão respectivamente C, I; 
e chamando s, S ás superfícies respectivas do primeiro e 
segundo cylindros: estará s entre c e i, e S entre C e I. 
Mas he e I; c<^C, Também se podem 
multiplicar as faces dos prismas tanto, que se torne I tão 
pouco diverso de C, que seja Logo exprimindo por 
números, não os valores absolutos, mas somente a ordem 
de grandeza d estas superfícies, então a 

c, s, i, C, S, I correspondem 

3, 2, 1, 6, 5, 4, logo s<S. 

700. O cylindro recto tem menor superfície do que o 
prisma de igual base e altura. 

Porque mesmo no caso mais desvantajoso do prisma sor 
recto, e ter base regular, em que a sua superfície he a 
menor, a circumferencia da base do cylindro he também 
menor do que o perimetro da base do prisma; logo a su-
perfície curva menor do que a lateral do prisma; e logo 
toda a superfície do cylindro he menor do que a do prisma. 

707. O maior cylindro recto que se pôde formar com a 
somma dada da altura e diâmetro da base, he aquelle em 
que a altura he igual ao raio da base, sendo ao mesmo 
tempo cada hum o terço d'esta somma. 

Seja x o raio da base, e y a altura do cylindro; e c a 
somma dada, ou 

2 x-\-y = c. 
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0 cylindro $erà=Ttx2y=nx2 (c— 2x.!— ^ z" (c—z), 

fazendo z = 2x; z" (c — z) he a expressão que deve ser 
um maximum; logo 

2 1 
z= - c, e x= - c = w. 

3 3 J 

708. O maior cylindro recto que se pôde formar com a 
somma dada da altura e raio da base, he aquelle em que a 
altura he metade do raio, e ao mesmo tempo o terço d'esta 
somma. 

Seja x o raio da base, y a altura do cylindro e c a 
somma dada ou 

•r -{-y — c. 

O cylindro será = ir x 2 (c — x), e a expressão que deve 
ser um maximum será x" (c — x); logo 

2 1 I 
x = - c; y — - c; y = - x. 

3 3 3 2 

709. De dois cylindros rectos, aquelle cuja altura he 
igual ao diâmetro da base, tem menor superfície com o 
mesmo volume do segundo; e maior volume com a mesma 
superfície. 

Porque fazendo para os cylindros actuaes a mesma con-
strucçâo que para os cylindros do § 70o, e empregando as 
mesmas denominações, e porque c he menor do que C, ti-
raremos a mesma conclusão para a primeira parte da pro-
posição. Quanto á segunda, as mesmas denominações appli-
cadas aos volumes respectivos dos cylindros e dos prismas, 
também a demonstrão. Advirta-se que he c<^C, porque a 
superfície lateral que faz parte de c, he quadrupla da base 
do prisma circumscrito a que pertence, ou tem altura dupla 
do apothema da base. 

710. De todos os cylindros rectos do mesmo volume, o 
que tem menor superfície, ou da mesma superfície, o que 

LL 
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tom maior volume he aquelle cuja superfície curva he qua-
drupla de huma de suas bases. 

Porque, sendo x o raio da base, ella será TZX2, e como 
pela ultima proposição, a altura deve ser y — 2x, será a 
superfície curva = 2 TC x y — 4 TC x 2. 

711. As superfícies curvas de duas pyramides cónicas re-
ctas são proporeionaes aos volumes, quando a perpendicular 
tirada do centro da base sobre hum dos seus lados he a 
mesma em cada huma. 

Sejão v, V as duas pyramides; s, S as superfícies curvas 
respectivas; r, R os raios das bases; a, A as alturas; l, L 
os lados; e p a perpendicular tirada do centro da base sobre 
o lado-, e a mesma em ambas as pyramides. Será pl = r a , 
e p L — R A; logo 

, n . , i . i» r . . ^ r i " . t. R- A s .S : : TC r I .TZ R L :: — : 
V V 

3 3 

712. São proporeionaes aos volumes as superfícies totaes 
!. das pyramides cónicas rectas, quando a perpendicular C D 

sobre o lado UT, abaixada de hum ponto C da altura VA, 
he a mesma nas duas pyramides, sendo CD —CA. 

Deve observar-se que pôde sempre determinar-se C D 
== CA, porque tomando TD — AT, c levantando CD 
perpendicular a UT , será CD — CA. 

Sejão agora s, S as superfícies totaes; p — C D; e o mais 
como se suppoz na proposição antecedente. Teremos nas 
duas pyramides pi—(a-—p)r; pL = (A—p) R; logo 

s : S : : T C r / - h * r 2 : T C f i L + TCf l 2 : :TC r , J - t - r 2 ) 

:tc + : : v : V . 

713. Chamamos a CD, ou CA cathelo da pyramide có-
nica recta. 

714. As superfícies ou os volumes das pyramides cónicas 
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rectas, que tôcm o mesmo catheto, sào directamente como 
os quadrados das alturas, e inversamente como as differen-
ças das alturas e o dobro do catheto. 

Pelo § 712, estas superfícies ou volumes são proporcio-
naes a A T'X 1U, isto he, variando esta expressão para 
outra designada por (A T ' x V ) ; e sendo V, (F) as pyra-
mides correspondentes; s, (5) as suas superfícies, temos 

V: (V):: S: {S): . T f ' 1 x AV. ( T f 1 XAU). 

Mas AT* :CD" :: AU': UD" = UC" — C D Vlogo, 
Ali* 

por ser C D constante, ATxAl é proporcional a 

isto he, proporcional a { J V _ " ^ ^ j r ^ u ou a 7 , ' ' ^ r y 

715. Nas mesmas hypotheses, a menor pyramide cónica 
he aquclla cuja altura he quadrupla do catheto. 

A demonstração he a mesma do § 429. 
716. Nas mesmas hypotheses, a superfície da pyramide 

cónica he também minima. 
717 . E a distancia de C ao vertice he tripla do catheto. 
718. E o lado da pyramide he triplo do raio da base. 
719. Das pyramides cónicas rectas com superfícies 

iguaes, têem maior catheto aquella cujo lado he triplo do 
raio da base. 

Porque se o seu catheto fosse igual ao de qualquer das 
outras pyramides, a sua superfície seria menor, contra a hy-
pothese. Se este catheto fosse menor, a sua superfície seria 
ainda menor, porque tudo diminuiria, immediatamente a al-
tura, e depois o lado e o raio; e a superfície se tornaria 
menor, por depender d'estes dois últimos elementos. 

729 . Das pyramides cónicas rectas iguaes, têem maior 
catheto aquella cujo lado he triplo do raio da base. 

A demonstração he como a antecedente, mutatis mulan-
dis. 

721. A superfície 5 da pyramide cónica recta he com-
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posta da superfície curva s descrita por U T , e do circulo 
descrito por A T, na revolução sobre o eixo AU. Assim lie 

Mas he o volume 

V— i SXAE; 
logo 

S X A E _ y , V x A E 
3 A U ' 

Logo se IJT—3AT, isto he, 

AE= \ CD, e AU=bCD, 
teremos 

SXCD = 3V. 

Assim, sendo 5constante, Faugmenta com C D ; e sendo 
V constante, S diminue quando C D augmenta. 

722. Nas hypotheses do § 719, o volume da pyramide 
cónica he pois maior. 

723. E a superfície menor. 
724 . A esphera he maior do que o polyedro de igual 

superfície. 
Está demonstrado, que o polyedro máximo, entre os de 

igual superfície, deve ter centro de faces, ou deve ser cir-
cumscriptivel a huma esphera. 

Assim pondo este centro do polyedro no da esphera pro-
posta, a sua superfície cortará a da esphera; porque aliás 
ou seria maior se involvesse a da esphera, ou menor se fosse 
envolvida, contra a hypothese. Logo o seu catheto he me-
nor do que o raio da esphera, e por consequência o seu vo-
lume também menor. 

725. A esphera tem menor superfície do que o polyedro 
igual. 

Dos polyedros iguaes, o que tem menor superfície têem cen-
tro de faces; logo corta com a sua superfície a da esphera 
igual, e o seu catheto he menor que o raio da esphera; logo 
he preciso que o outro factor do volume seja maior, isto he, 
que a superfície do polyedro seja maior que a da esphera. 



LIVRO 8. 

A p p l i c a ç ã o «1o a l g o r i t l t m o d o s a e n o » 
ã g e o m e t r i a e s p l i e r i c a 

726. Achar a relação entre os tres lados e hum angulo 
do triangulo espherico. 

1.° caso. Seja A B C o triangulo espherico, e primeira- Fig. 245. 
mente sejão os lados A B, A C cada hum < ^ 9 0 ° . Seja D 
o centro da esphera. Tirem-se as tangentes A E, A F dos 
arcos A B, A C, e as suas secantes D E, D F; e a recta 
EF. 

Será o angulo EAF formado pelas duas tangentes, a 
medida do diedro formado pelos planos dos lados, ou igual 
ao angulo B A C do triangulo espherico, e cada hum dos 
lados a medida respectiva dos ângulos rectilineos que teem 
0 vertice D. 

Mas temos 

ÊF°- =ÃÈ°- + AF'1 — 2 A ExA F cos B A C, 

e também 

ÊF~ = DÊ* -{- D F' — 2 D EX D /''cos B C, 

sendo 1 o raio da esphera. Tirando a primeira equação 
da segunda, teremos 

1 + A E X A F cos B A C- D Ex DF cos B C = O; 
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logo 

OU 

I . sen A B . s en A C N À N 
1 H T-r, X 7 7 , cos BA C 

cos A JI c o s A C 

= — T T ? X — l - r r , cos B C, 

cos A II c o s A C 

cos BC — cos A B. COS A C 

- b sen A B. sen A C. cos BAC. 

ig. 24f>. 2." caso. Se for cada hum dos lados AB, A C > 9 0 ° , 
então o triangulo subsupplementario BCD estará no pri-
meiro caso, e teremos 

c.osB C= cos B D cos CD -+- sen BD., 

sen CD. cos D. 

— (— cos A B) (— cos AC)-\- sen A B. sen A C. cos A, 

== cos A B. cos A C-\- sen A B. sen A C. cos A. 

3.° caso. Se for ^ ^ > 9 0 ° , e y l ( 7 < 9 0 o ; então no 
subsupplementario AE C, será AE<^ 90°, e logo teremos 

cos E C— cos A E. cos A C-\~ 

sen A E. sen A C. cos EAC— — cos B C. 
t 

— (— c o s ^ Z ? J c o s ^ í 7 - | -

sen A B. sen A C — cos BAC); 

cos BC— cos AB.cosAC-+-

sen A B. sen A C. cos BAC. 

4.° caso. Se for A C = 90", e A B>90"; tome-se A F 

logo 
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= 90", e tire-se o arco CF. Será CF a medida de BA C, 
eBFC= 90°. 

Assim, se for CF > 90", teremos no triangulo C B F. 

cos C B = cos B F. cos C F= sen A B. cos B A C; 

e a esta ultima formula se reduz 

cos C B — cos A B. cos A C 

sen. A B. cos. B A C. sen. A C. 

E sendo 6^ = 90°, ou BA C = 9 0 ° , será também 
C B — 90°; o que não contraria a mesma formula, porque 
a reduz a 0 = 0. 

5.° caso. Se for AC= 90°, e AB<90°; então no 
subsupplementario C B D, a mesma primeira formula he 
verdadeira, e logo também o será no triangulo proposto. 

6.° caso. Se for cada hum = 90°; então a formula se 
reduz a 

cos B C=cosBA C, 

como he com effeito. 

Chamando pois A, B, C aos ângulos, e a, b, c aos lados 
respectivamente oppostos, teremos sempre no triangulo es-
pherico. 

(1) . . . . cos c = cos a. cos b - ( - sen a. sen b. cos C; 

e mais duas formulas similhantes. 
727. Achar a relação entre os tres ângulos, e hum lado 

do triangulo espherico. 
Sejão A', B', C' os ângulos, e a1, b', c1 os lados oppos-

tos do triangulo supplementário do proposto, respectivos aos 
lados e aos ângulos do proposto; teremos 
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cosc' = cosa ' . cos b' -+-sen a . sen b'. cos C, 

isto lie, 

cos (180 o — C ; = c o s (180 o — ^ c o s ( i 8 0 ° — J?; 

+ sen (180° — A) sen (180 o — B) cos (180o — c); 

ou 
— cos C = cos A. cos B — sen A. sen B cos c, 

ou 

(2) cos, C — sen A. sen B. cos. c — cos. A. cos. B; 

e mais duas formulas similhantes. 
728. Achar a relação entre dois lados e os seus ângulos 

oppostos no triangulo espherico. 
Da formula (1) tira-se 

logo 

2 ri c o s 2 c - ) - c o s 2 a. c o s 2 b — 2 cos a. cos b. cos c 
COS. t - — ; — ; 

sen 1 u. s e n ^ b. 

sen2 C = 1 — cos2 C 

s e n 2 a. s e n 2 b — c o s 2 c — c o s 2 n. c o s 2 b - ( - 2 cos n. cos b. cos r 

s e n 2 a. s e n 2 b 

(1 — c o s 2 a) (I — c o s 2 b) — c o s 2 c — c o s 2 o. c o s 2 b 

s e n 2 o . s e n 2 A. 

, 2 cos a. cos b. cos c 

logo 
s e n 2 a . s e u 2 b . ' 

sen 2 C = 

1 — c o s 2 f f l — c o s 2 b — c o s 2 e - ( - 2 c o s o cos b cose « o 
— — L sen - c = N. sen - c; 

s e n ' a s e n ' b s e n 2 c 

da mesma maneira se acha 

sen2 A — N. sen2 a, 
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por ser N huma funeção symetrica de a, b, c, ou que fica 
invariavel, em qualquer permutação que se faça entre estas 
quantidades; logo teremos 

(3) sen C. sen a = sen A. sen c; 

e mais duas formulas similhantes. Isto he, nos triângulos es-
phericos, os senos dos lados são proporcionaes aos senos 
dos ângulos oppostos. 

729. Achar a relação entre dois lados, e dois ângulos 
não oppostos ambos, no triangulo espherico. 

Eliminando cos Cpor meio das equações (1), (2), resulta 

cos c = cos a. cos b H- sen a. sen 6. sen A. sen B. cos. c 

— sen a. sen b. cos. A. cos B; 

e expulsando d'esta sen b, por meio da equação, 

sen a. sen B = sen b. sen A, 

similhante á equação (3), teremos 

cos c — cos a. cos b - f - sen2 a. sen2 B cos c 

— sen2 a. sen B. cot A. cos B, 

da qual eliminando cos b, por meio de 

cos b = cos a. cos c sen a. sen c. cos B, 

similhante á equação (1), virá 

cos c = cos2 a. cos c + cos a. sen a. sen c. cos B 

- f - sen2 a. sen2 B. cos c — sen2 a. sen B. cot A. cos B, 

que, por ser 

cos2 a = 1 — sen 2 a, e sen2 B =• 1 — cos2 B, 
MM 
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se reduz emfim a 

(4) sen c. cot a — cos c. cos B + sen B. cot A; 

com mais cinco formulas similhantes, que são sujeitas ã re-
gra, que — de quatro partes consecutivas do triangulo es-
pherico, o producto dos consenos de duas medias, he igual 
ao producto do seno do lado médio pela contangente do lado 
extremo, menos o producto do seno do angulo médio pela 
cotangente do angulo extremo. 

730. Achar no triangulo espherico rectângulo a relação 
entre tres partes, não comprehendido o angulo recto. 

Se nas equações (1), (2), (3), e em 

sen b. cot c = cos b. cos A + sen A. cot C, 

similhante á equação (4); e em 

cos A = sen B. sen C. cos a — cos B. cos C, 

similhante á equação (2), se fizer em todas C = 9 0 ° , te-
remos 

(5 ) cos c = cos a. cos b. 

(6 ) cos c = cot A. cot B. 

(7 ) sen a = sen A. sen c. 

(8 ) cos A = tang b. cot c. 

(9 ) cos A = sen B. cos a. 

A equação (5) he a relação entre a hypothenusa e os dois 
lados; a do n.° (7) a relação entre a hypothenusa, um lado, 
e o angulo opposto; a do n.° (8) a relação entre a hypo-
thenusa, um lado, e o angulo não opposto; a do n.° (0) a 
relação entre a hypothenusa, e os dois ângulos oblíquos; e 
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a do II.° (9) a relação entre hum lado, e os ângulos oblí-
quos. Estas são todas as relações possíveis. 

Considerando no triangulo espherico ABC rectângulo FÍS. 217. 
em C, em vez dos lados do angulo recto, os seus comple-
mentos 90° — a, 90° — b, e depois o angulo A, a hypothe-
nusa c, o angulo B, por esta mesma ordem; e chamando 
media a huma qualquer d'estas cinco partes, a respeito 
de duas que lhe estejão mais próximas e chamadas conjun-
ctas; e a respeito de duas mais distantes e chamadas sepa-
radas; facilmente se vê, que se satisfaz ás ultimas cinco 
equações pelas duas regras seguintes: 

(10 ) coseno da media — producto 

dos senos das separadas, 

(11 ) coseno da media = producto 

das cotangentes das conjunctas; 

Estas duas regras bastão para a resolução completa do 
triangulo espherico rectângulo, quando alem do angulo re-
cto são dadas duas das suas partes; e a solução só se torna 
ambígua, quando a parte procurada se acha por meio do 
seu seno, como acontece sempre no caso das equações (7) 
e (9), quando se procura B. 

O caso mesmo de ser A recto, não lhe tira a indeter-
minação, mas sim a augmenta, fazendo-a passar de dual a 
infinita; porque no triangulo birectangulo, e por consequên-
cia birectilatero, o terceiro angulo B, ou o terceiro lado b 
pôde ser o que se quizer. 

731. llesolver os triângulos esphericos obliquangulos, por 
meio das taboas dos logarithmos dos senos. 

l.° caso. Sendo dados os tres lados, achar qualquer dos 
ângulos. 

A formula (1) dá 

„ cos r — cos a cos b 
COS t -— :—-sen 11 sen b 
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l — 2sen 2 l C= 2cos 2 \ C— 1; 
2 2 

logo 

(12) seir 
ç seri a. sen b -(- cos a. cos b — cos c 

2 2 sen a. sen b 

cos (a — b) — cos c 
' 2 sen a. sen b 

a — b + c „_„ — a + b -f c sen ^ ' sen a 
sen sen A 

/a + J + c \ /a + h + c 

sen a. sen b 
Logo também 
/ m o 1 si cos c -f- sen a. sen b — cos a. cos 

1 3 ) C O S 2 - C = 1 — ' 2 2 sen a. sen b 

cos c — cos (a -J- b) 
2 sen a. sen b 

/a + H-c\ /a+ b + c \ 

sen a. sen b 

Esta ultima solução he a mais conveniente, quando ^ C 

he muito pequeno; e he sempre a mais expedita, para evitar 
huma subtracção. 

Da divisão da equação (12) pela equação (13), resulta 

fa + t + c \ /a + b + c i sen I — a ) sen (— b I 
(14) . . . tang.2 —^• » , > + J 

s e a { — c]sen( — 5 ) 

menos expedita ainda do que a do n.° (12), mas sem ter 
outro inconveniente. 

2.° caso. Com os tres ângulos, achar um lado qualquer. 
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A formula (2) dá 

cos C 4 - cos A. cos B . _ „ 1 
cos c = L-; T,— = 1 — 2 seu - c sen A. sen B 2 

— 2 cos 2 \ c — 1 ; 

logo 
. . „ X sen A. sen II — cos A. cos B — cos C 

s e n - - c = 2 sen A. sen B _ 

— cos (A-\- B) — cos C 

2 sen A.sen B 

/A + B + C\ fA + B + C r\ 
=z ~ cos ( j ) 009 ( ~C) 

sen A. sen B 

O numerador d'esta fracção he positivo, porque 

> 9 0 ° , e < 3 X 9 0 ° ; 

logo cos — h e negativo; e também porque sendo 

180° — A 6, temos + e por con-
[A+B+C [A-\- B — C\ , 

sequencia cos I ^ — 61, ou cos I g 1 ne 

positivo. 

Com igual facilidade se deduz 

, fA + B + C A (A + B + C R\ 
(16). . cos2 J c = C 0 3 ( — i r - - ^ ) c o s ( " B ) ; 

sen A. sen B 

e dividindo a equação (15) pela (16), teremos 

(A + B + C\ (A + B + C r \ 
Í4T\ > a i - c o s ( ( — j C) 
K1')" • l a n g 2

C — (A + B + C A (A + B + C 
cos ^ ^ A) cos g BJ 
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A formula (15) poderia deduzir-se da equação (13), por 
meio do triangulo supplementário; e da mesma maneira a 
equação (16) da equação (12). A formula (14) sendo ap-
plicada ao supplementário, dá para o proposto 

reciproca da equação (17). 
3.° caso. Com dois lados b, c, e o angulo comprehen-

Fig. 248. dido A; querendo conhecer o angulo C, abaixe-se de B 
o arco BD perpendicular sobre o lado b; e chame-se aos 
segmentos A tí, DC respectivamente x, y. Então no trian-
gulo rectângulo A D B, será A médio, a respeito dos dois 
conjunctos c, e 90° — x. Logo 

cos A = cot c. cot (90° — x) = cot c tang x; 

o que faz conhecer x, e por consequência y=b—x. Agora 
nos dois triângulos rectângulos, temos 9 0 ° — x media entre 
as conjunctas A, e 90" — BD: e 90° — y media entre os 
conjunctas C, e 90o — BD-, 

senx:seny \ \ cot J . t ang BD'.colC. t angBD' . Icotyl: co t f , 

analogia que faz conhecer C. 

Com os mesmos dados, querendo achar a directamente; 
temos nos mesmos triângulos rectângulos, c media entre as 
separadas 90° — x, 90° — BD; e a media entre as sepa-
radas 90 o — y, 90o — B D; 

cos c c o s a : : cos x. cos B D: cos y. cos B D:: cos xcos y, 

logo 

logo 

analogia que faz conhecer a. 
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Sendo mais conveniente, depois de ter achado C pôde 
procurar-se a pela equação (3); ou depois de ter achado a 
procurar C pela mesma equação (3). 

Com os mesmos dados para achar B directamente, a con-
strucção he similhante, abaixando o arco perpendicular de C 
sobre c, isto he, deve sempre attender-sc a que haja, em 
hum dos triângulos rectângulos, duas das partes dadas, e 
hum dos segmentos da terceira. Advirta-se que se o arco 
perpendicular não pôde encontrar b, então se deve esco-
lher, ou suppor aquelle dos arcos perpendiculares, que está 
mais proximo de C, na continuação de b no sentido de C. 
N'este caso, será o segmento x^>b, e o segmento y = x 
— b, em vez de b — x. Mas então o angulo que se acha 
logo he o supplemento de C; e- teremos 

sen x\ sen [x — b) \ ;cot A : cot (180° — C), 
ou 

sen x— sen (6 — x)'.'. cot A .' — cot C, 
ou 

sen x'. sen (b — x) 1: cot A cot C; 

por consequência ainda se deve subtrahir x de b, e o signal 
e valor que se obtiver para cot C, farão conhecer C. 

Quanto ao angulo A, quer seja agudo ou obtuso, faça-se 
sempre uso do arco perpendicular que cahe dentro d'elle. 

4." caso. Com dois ângulos, e o lado adjacente. 
Para resolver o triangulo, recorra-se ao seu supplemen-

tário, no qual se conhecem dois lados, e o angulo compre-
hendido; e faça-se a resolução d'este como no caso prece-
dente, e por consequência se resolve o proposto com os 
supplementos das partes achadas no supplementário. 

5.° caso. Com dois lados, e o angulo opposto a hum d'el-
les. Para achar o outro angulo opposto, serve a analogia (3), 
quando o problema he determinado, porque sendo este an-
gulo procurado por meio do seno, he susceptível de dois va-
lores, cada hum < 1 8 0 " , e que por isso podem ser ângulos 
do triangulo espherico, e para excluir hum, lie preciso que 
isso se consiga por alguma das condições (032), (035). 
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Para achar ou o terceiro angulo, ou o terceiro lado, abai-
xe-se do vertice commum aos dois lados communs, o arco 
perpendicular ao terceiro lado, que fique dentro do angulo 
dado. Então hum dos triângulos rectângulos formados d'esta 
maneira, tem duas partes dadas alem do angulo recto; logo 
pôde achar-se ou o angulo obliquo adjacente ao lado conhe-
cido, n'este triangulo rectângulo, ou o lado opposto a este 
mesmo angulo obliquo; e comparando depois os dois triân-
gulos rectângulos, á imitação do que se fez no 3.° caso, 
mulalis mutandis, obter-se-ha a resolução pedida. 

6.° caso. Com dois ângulos, e o lado opposto a hum d'el-

Acha-se o outro lado opposto pela analogia (3), quando 
o problema he determinado* 

Para achar as outras duas partes, ou se recorre ao trian-
gulo supplementário, ou se abaixa do extremo do lado dado, 
o arco perpendicular sobre o lado adjacente aos ângulos da-
dos, e comparam-se depois os triângulos rectângulos. 

Fig. 249. 732. ABC he hum triangulo espherico trirectilatero, e 
por conseguinte trirectangulo. Os arcos DA, D B, D C, as-
sim como EA, EB, EC são dados, e pede-se o arco DE; 
isto he, são dados os ângulos que duas rectas, partindo da 
intersecção de tres rectas perpendiculares entre si, fazem 
com estas, e pede-se o angulo das duas rectas. Temos 

les. 

cos A B D = 
cos A D 
sen H J)' 

e 

cos C B E — 
cos C E 
sen li E 

e 
cos D B E=sen (A B D -+- C B E) 

= sen^ BD. cos CBE -+- cos.4 BD. sen CBE: 
logo 

cos DE—cos BD. cos B E 

- h sen B D. sen B E. sen A B D. cos CBE 
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4 - sen B D. sen B E. cos A B D. sen C BE 

= cos B D. cos B E -+- sen B D. cos C E. sen ABD 

4- sen BE. cos A D. sen CB E 

= cos B D. cos BE 4 - cos CE. sen A D. cos DA C 

4 - cos A D. sen C E. cos E CA 

= cos B D. cos B E-4- cos CE. cos D C 

4 - c o s ^ D. cosJ E. 

Se for D E = 0 , teremos 

1 = c o s 2 / ? D 4 r c o s 8 D C 4 - cos^ A D, 

como já se achou (§ 459). 
733. No tetraedro ABCD trirectangulo em A, que- Fig. 250. 

rendo achar o angulo diedro A CBD, qne a face hypothe-
nusa DBC faz com qualquer das outras A B C: temos o 
triedro CDAB, cujo diedro DCAB he recto. Logo o 
triangulo espherico rectângulo, que lhe corresponde dá 

sen B CA = tang^ C D. cot AC BD. 

Similhantemente, teremos 

sen C B A = cos B C A = tang. D B A .cot AC BD. 

Ponhamos A C — x; A B = y; A D = z; será 

sen B CA — £ coLÍ CBD, 
X 

cos B CA = 1 colACBD. 
y 

MV 
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Logo 
sen2 B CA -+- cos B CA = \ 

( í H r Y ) cot2yl C B D ; 

2 2 . 2 
tang2 A CBD — 

sen2 A C R D 
cos 2 A CBD 

cosM CBD = 
- + - -4-1 X* ' y' ̂  

734. Calcular os diedros dos polyedros regulares. 
Como n'estes polyedros, os ângulos solidos são regulares, 

Fig. 122. podemos representar qualquer d'elles pelo angulo so l ido^; 
e porque os extremos B, C, D, E, ele., das arestas iguaes 
de A, estão todos em hum plano, segue-se que este plano 
faz com as faces ângulos triedros, de que os mesmos extre-
mos são os vertices, e ao mesmo tempo os de hum polygono 
regular B C D E , etc. Assim para achar hum dos diedros 
CA BE do polyedro regular, ponha-se B no centro da es-
phera, cujo raio seja 1, e teremos 

Seja n o numero de lados de huma das faces do polyedro 
regular, em o numero das faces de hum dos seus ângulos 
solidos, ou o numero de lados do polygono regular B C 
DE, etc. 

Teremos 

sen- ' C BE 
2 

tang2 £ CA BE= 

(19) tang2 ^ CABE 
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No tetraedro, temos n — 3, m — 3; 

logo 

tang2 - C A B E = ^ ^ = ' 
6 2 sen 30" 2 

tang2 \ CABE-hl=Sec°- lCABE=l> 

ou 
a 1 R> T D V 2 1 + c o s C A B E . cos2 - CA Bh= - = —t— . 

logo 

cos CABE — - = cos 70° » 32 ' , valor approximado. 

No hexaedro, temos n — i, m — 3; 

logo 
i 

< o 1 ri a u V s e n 2 3 0 ° 4 j tang2
 5 CA Bh = 8enl5,, sen75„ = = 1; 

logo 

CAB E=90° 

No octaedro, temos n = 3, m — 4; 

logo 

tang 2 ^ CABE— s e f 4 5 ° =2; & 2 sen 15°. sen 75° ' 

s e c 2 5 C 4 f i £ = 3 ; cos 2 \ C ABE=l-=l + co*CABE; 
2 2 3 2 

logo 

cos CABE—— i = cos 109°» 2 8 ' , valor aproximado. 
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No dodecaedro, temos n = 5, m = 3; 

logo 

tang 2 \ CA BE 
sen 2 30° 1 

sen 6 sen 66 0 2 (cos 60 0 — cos 72 

1 1 2 6 + 2 y/5 
1 — 2 cos 72° 1 -)- * — V 5 3 — y / 5 4 

2 

__ ( 1 4 V 5 ) ' , 
4 

logo 

• n A W 2 t a " Â C A B E l + y/5 tang CA BE — —, — -. 
1— \mi\CABE | ( - 1 —v/5) 

= tang 116 o » 34 ' , valor aproximado. 

No icosaedro, temos n = 3, m= 5; 

logo 

« « 1 N A N V sen2 54° 4 sen2 54° tang2 - CABE = — — 
° 2 sen 6 o . sen 66° 1 — 2 cos 72° 

2 + 2 cos 72° ( l + y/5) 2 

1 — 2 cos 72° (1 — y/ 5)2 ' 

sec °-;CABE= 12 

(1 —v/5)2 ' 

„ l r, . n„ (1 —y/5)2 

C 0 S 2 = = 12 

cos CABE=<& c o s 2 1 CABE—1 = — ^ Z 5 ? 

sen2 5 = ' 

logo 

sen C A B E = * = s e n 138 o » 12' , valor aproximado. 
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735 Achar o catheto de cada hum dos polyedros regula-
res, ou, o que he o mesmo, o raio da esphera inscrita. 

Porque as faces dos polyedros regulares são polygonos 
regulares idênticos em cada hum, segue-se que o apothema 
a (Hl) de qualquer d'estes polygonos, e a metade (1E) 
de huma das arestas do polyedro, são os lados do angulo 
recto de hum triangulo rectângulo, no qual o angulo opposto 
a a (1EH) he metade de um dos ângulos do polygono; 

1 71 2 
logo teremos a— - tang —-— 90°. Porque o catheto c 

(EH) e a são lados do angulo recto d'outro triangulo re-
ctângulo, no qual o angulo a c (HIF) he metade do die-
dro D [DA EB), teremos também 

i j n g i 
c = a. tang - D= - tang ——. 90°. tang - D 

736. Achar o raio dos vertices nos polyedros regula-
res, ou o que he o mesmo, o raio da esphera circumscríta 
a cada hum d'elles. 

Seja r (HE) a hypothenusa do triangulo, de que Õ» c são» 

lados; será , , 

n — 2 
cos 90° n 

e o raio pedido, ( F E ) ou 

R = [ / c 2 H- r 
.» 180» 1 

cos - — tang - D 
sen 

n 

737 . No tetraedro temos 
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No hexaedro, 

c = ~ cot 4-5°, 

u 
sen 45° 

logo 
i 

/ Í 2 = c 2 + J _ = 3 c 2 

sen2 45° 

No octaedro, 

c' = l- \J 2 cot 60", 

/ 11 
r ' sen 60 o ' 

logo 
í 

R' 2 = c 2 - t - - J — — = 3 c'2. 
.sen2 60° 

De sorte que se o hexaedro, e o octaedro teem as mes-
mos cathetos c, c', teem também os mesmos raios de ver-
tices; e reciprocamente. 

No dodecaedro, 

í , 
c = l í ( 1 + v / B ) cot 36°, 

S ' 
sen 36° 

logo 

sen2 36° (1 + V 5) 2 cos2 36° 

2 • 43c2 

— C + 0 + ^ 5 ) 4 -
No icosaedro, 

= i T Í f i - t 60°, 



X 
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logo 

T i ' 3 

, o 4(1 f'2 , o 43 c't 
" - I - ( l 4 - v / 5 ) í — C ( 1 + v / 5)4-

Dc sorte que se o dodecaedro, e o icosaedro teem os 
mesmos cathetos c, c ' , teem também os mesmos raios de 
vertices; e reciprocamente. 

738. Sendo dadas as arestas de hum tetraedro qualquer, 
calcular a sua altura sobre huma das bases. 

Supponhamos A E esta altura. Seja C E a projecção de Fig. 255. 
huma aresta CA sobre a mesma base. 

Com as arestas dadas se calculâo os ângulos das faces, 
ou se medem. Com os ângulos das faces se calculão os die-
dros do tetraedro, ou se medem. Assim 110 triedro CAE D, 
temos o diedro A CED recto, o diedro ECI) A conheci-
do, e também o angulo ACD. Logo, pondo C no centro 
da esphera do raio 1, corresponderá a este triedro hum 
triangulo espherico rectângulo, no qual são dados a hypothe-
nusa c, e hum angulo obliquo A. Logo, querendo conhecer 
a, teremos sen a = sen A. sen c. O arco he a medida do 
angulo A CE; assim teremos, 110 triangulo rectângulo .1 CE, 
a altura pedida 

A E = A C sen a. 

739. Sendo dadas as arestas de um tetraedro qualquer, 
achar o seu catheto, ou raio da esphera inscrita. 

Calculem-se todas as faces do tetraedro; chaine-se f á 
sua somma, b á base, h á altura do tetraedr o, e v ao ca-
theto procurado. 

O centro das faces, ou origem dos cathetos he o vertice 
commum de quatro tetraedros, cujas bases suo as faces do 

» 
sen 60» 

- /'2 
4 

sen 2 60» 
= c ' 2 - f -

(i — <J 5>2 ff'2 
( I -f- <J 5)2 cos2 60» 
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proposto, e que tomadas juntas compõem o proposto; logo 
teremos 

~f r = l b h; 

logo r ficará conhecido. 
740. Com os mesmos dados, calcular o raio R do te-

traedro, ou o raio da esphera circumscrita. 
Fig. 128. Pelo lheorema (§ 332,) sendo AS, A C, A D as meta-

des das arestas do mesmo nome do tetraedro actual (Fig. 
235), o ponto de concurso E dos tres planos perpendicu-
lares sobre ellas nos pontos B, C, D, determina a distan-
cia R entre E e A. 

Este tetraedro supposlo A BCD he similhante ao pro-
posto, porque tem todas as arestas semiduplas das arestas 
do ultimo; logo são conhecidas estas, os seus ângulos, e os 
diedros dos seus planos; e também na triedro E F G I Í , são 
conhecidos os diedros e os ângulos, por serem os supple-
mentos respectivos das partes do triedro A B C D . 

Chamando pois a ao lado B C, e 6 ao angulo A B C, não 
descritos, e % ao angulo CFB supplemento de BA C; e por 
ser A B F recto, teremos 

Ç> . r- . . . n r a cos ê sen ó cos fa a C r = r -
sen ò 

Similhantemente, acharemos 

rj q CD cos A DC í cos S' 

sen CAD sen H' 

No triangulo supposto FCG, no qual o angulo FCG 
ou A he a medida do diedro B A C D do tetraedro, lemos 

FG = \/ FC*-h~C G* — 2 FCxCG. cos A; 

e por consequência póde-se achar o angulo C F G , pela ana-
logia 

F G .CG:: sen A: sen CFG = 
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No triangulo GFE he GFE complemento de CFG, 
e G EF supplemento de F C G ; logo 

sen A: cos C F G :: F G: E G = FG cosCFG. 
sen A 

No triangulo rectângulo C G E , temos 

CE* = CG2-hÊG*; 

e no triangulo rectângulo A C E , temos 

fí2 == Tc'-2 -+- CE'-2 

= Tc*-hCG*-t-ÊG* 

á 2 c o s 2 ê ' F G2 cos2 CFG 
AC sen 2 T sen 2 A 

••> •> PI TT772 Cg* sen' 
— , «Zcos2^ F G 2 ( l - FG> ) 

— AL -+- SP112 — t - — -
sen < A 

-r-f , 2 , á 2 cos2 6 ' J ^ 2 T ^ a 
= = i l 6 •+" sen2 y " + sen2 A ' 

— f C 2 + C G 2 - « f ' C x C G . c o s A 

g'COS! g . á'CQ5'g 2_o_ó_C0S_g_C0S_g' 
— X C * - + - s e n ' ^ sen'ft / sen $ sen 8' C 0 S 

sen 2 A 

Passando agora ao tetraedro proposto, teremos Fig, g 5 5 

BC'. cos'ABC , CB'. cos 'ADC 

R 2 — - AC * - f - 4 sen ' £AC 4 sen' CA D 
4 ' sen 1 B ACD 

% BCX CD cosABCcos ABC 
4 sen BAC sen CAB cos BAC D 

«en2 B AC V 

OO 
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741. Achar os diedros dos polyedros semiregulares. 
Nos sete primeiros, poisque os seus ângulos solidos são 

triedros com os ângulos conhecidos de polygonos regulares, 
o calculo dos diedros se reduz ao dos ângulos dos triângu-
los esphericos, cujos lados são dados. 

E he de advertir, que no 3.°, 4.°, 5.°, 6.° e 7.° não he 
preciso calcular os diedros formados pelos polygonos inscri-
tos, na construcção que se fez d'estes polyedros semiregu-
lares; porque estes diedros são os mesmos que os dos po-
lyedros regulares, de que provém os mencionados polyedros 
semiregulares. Também, como em cada hum d'estes mesmos 
polyedros semiregulares entrão só duas especies de polygo-
nos, basta calcular hum só dos outros dois diedros do trie-
dro. 

Nos polyedros semiregulares 1.° e 2.°, o diedro formado 
pelo polygono inscrito e hum dos quadrados introduzidos 
na sua construcção, he supplemento de hum diedro, que he 
(§ 348) elle mesmo metade do supplemento do diedro do 
solido regular de que deriva; porque a intersecção dos pla-
nos dos ditos polygonos inscritos, he parallela aos lados dos 
mesmos polygonos, que estavão antes unidos ao solido re-
gular; e he ao mesmo tempo a aresta de hum diedro igual 
ao solido regular primitivo. 

Nos polyedros semiregulares 10.° e 11.°, cujos ângulos 
solidos são tetraedros symetricos, com todos os diedros iguaes; 
o triedro formado em hum dos vertices pela aresta do so-
lido regular primitivo, e por dois lados dos polygonos in-
scritos, tem dois ângulos conhecidos, que são os formados 
por esta aresta e os ditos lados, alem do diedro compreen-
dido, que he o mesmo do solido regular. Assim, pôde achar-se 
hum dos outros diedros, cujo supplemento será o diedro do 
solido semiregular. 

Nos polyedros semiregulares 8.° e 9.°, cujos ângulos so-
lidos são tetraedros, conhecemos os seus ângulos, e dois 
diedros em cada hum, que são formados por huma face 
primitiva e os quadrados introduzidos, c cada hum dos 
quaes he supplemento da metade do supplemento do diedro 
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do solido regular, de que deriva. Assim, a questão se reduz 
á resolução de hum quadrilátero espherico, no qual são da-
dos dois ângulos e os quatro lados; o que pôde obter-se, 
dividindo o quadrilátero em dois triângulos esphericos de 
huma maneira qualquer, pois teremos sempre, em hum dos 
triângulos, hum angulo conhecido, com os lados que o com-
preendem. 

Nos polyedros semiregulares 12.° e 13.°, cujos ângulos 
solidos são pentaedros, conhecemos os ângulos, e dois die-
dros em cada hum, formados por huma face primitiva e os 
triângulos introduzidos; e estes diedros são cada hum sup-
plemento do angulo de hum triangulo formado pelas con-
tinuações dos raios e do apothema de duas faces primitivas, 
e pelo diedro do solido regular de que deriva. Assim a 
questão se reduz á resolução de hum pentágono espherico, 
de que são dados os lados e dois ângulos, e que pôde ob-
ter-se dividindo-o em tres triângulos esphericos, de maneira 
que hum d'estes triângulos tenha hum dos ângulos dados. 

742. Achar o catheto das faces do mesmo nome dos 
polyedros semiregulares. 

Pelo centro do solido regular primitivo, de que o semi-
regular deriva, tire-se hum plano perpendicular sobre hum 
lado das faces do mesmo nome. A intersecção d'este plano 
com a superfície do solido semiregular, será hum polygono 
de que os lados serão as alturas das faces do solido, e os 
ângulos serão cada hum a medida de algum dos seus die-
dros; por consequência pódem achar-se os cathetos das fa-
ces, que são, n'este polygono, os apothemas dos lados iguaes. 

743. Achar o raio, nos polyedros semiregulares. 
Com a projecção do raio sobre huma das faces isto he o 

raio d'ella, e com o catheto d'esta face, como lados de 
hum triangulo rectângulo, busque-se a hypothenusa, que 
será o raio pedido. 

744. Com taes triângulos pôde também achar-se a 
inclinação do raio do polyedro semiregular sobre qual-
quer das faces, e lambem o angulo que elle faz com o ca-
theto. 
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Máximos e minimos dos polygonos esphericos 

745. Dos triângulos da mesma base e perimetro, o isos-
celes he o maior, e tem maior o angulo opposto á base. 

Fig. 25i. Porque os dois triângulos ABC, ABC sobre a mesma 
base têem igual perimetro, e o primeiro he isosceles; será 
ACB>BAC; logo AB>B C; logo AB>AB>BC, 
e AE>EC. 

Digo que he B E B E. Porque, se he possivel, seja 
EF=EB. Tome-se EG=EC, e tire-se FG. 

Os triângulos BEC, EFG terão as partes iguaes en-
tre si; logo F G = BC. Mas 

A G-+-GE-HED-HB C=AB-{-BE + EC, 

isto he, 

AG-\-GE-\-EB-{-FB-\-BC (ou FG) 

= AB-T-BE-HEC; 

logo tirando d esta equação 

GE-T-EB = EB-HEC, 
resulta 

AG-HFG-HFB = AB: 

absurdo, porque toda a linha da superfície da esphera, ter-
minada em A e B, he > arco A B. 

Similhantemente, se prova que não he E B — E B, por-
que chegaríamos ao absurdo 

AG-^-GB — AB. 
Logo o triangulo 

BEC<ABE, 

e logo, juntando a ambos A E C , resulta 

triang. ABC<A BC. 



APPLICAÇÃO DO ALGORITHMO DOS SENOS, E T C . 3 I 7 

O angulo B (1o triangulo isosceles será J), se fôr 

sen2 1 j » > s e n 2 D, 

ou se, sendo p o semiperimetro, fôr 

sen 2 (p — A B) sen (p — A D) sen (p — D C ) , 

sen2 AB ^ sen A D sen D C ' 

ou se fôr 

sen2 (p — + sen A D sen D£> 

sen2 ' ° ^ D f sen (p—A D) sen (p — DC); 

ou se fôr 

sen2 ^ AC (cos (A D — D C) cos (AD-+-D C)) 

> sen 2 A D + D C ( c o s (^ X> — DC) — cos A C); 

ou se fôr 

( 1 — cosAC) ( c o s ( A D — DC) —cos(AD-hDC)) 

> (1 — cos (A D -+- D C)) (cos (A D — DC) — cosAC); 

ou se fôr 

cos á̂ C (1 — cos (AD — DC)) 

> c o s (AD-\-D C)(i — cos (AD — DC)); 

ou se fôr 

cos A <7>cos ( A D-\- DC), 
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como lie com effeito, por ser 

AC<AD-HDC, 
e 

AC-\-AD-\-DC<3W. 

74-6. Com dois lados dados, cuja somma igual seja < 
180°, o maior triangulo espherico que se pôde fazer, será 
aquelle, em que o angulo compreendido pelos lados dados, 
he igual á somma dos outros dois. 

Fig. '252. Se me dizem que existe outro triangulo A B C maior, 
com os mesmos lados A B, A C, taes que A B + A C<< 
180°; então tiro de A para o meio D, do terceiro lado o 
arco A D. 

Fig. 253. Agora digo que sobre a mesma base A B , e com o pe-
rimetro ABE—A BB, pôde formar-se o triangulo isos-
celes A BE^> A BB; e similhantemente o triangulo isos-
celes A CE^> A CB, sobre a base A C e com o mesmo 
perimetro; e que o lado AE pôde ser commum aos dois 
triângulos isosceles, porque A E he a semisomma de A B e 
BB, e ao mesmo tempo dE AB E CB. 

O angulo BECA, composto dos dois BEA, CEA, 6 
> 1 8 0 " , porque 

BEA>BBA, CEA>CB A, 
e 

BBA-{-CBA = M°. 

Logo A B EC he hum quadrilátero espherico maior que 
o triangulo proposto ABC (Fig. 252). 

Fig. 252. O arco A B he <^90° , porque produzindo-o da quanti-
dade igual B F, e tirando o arco C F, far-se-ha o trian-
gulo D C F igual a AB B; e se A D fosse ^ 90°, seria 

A F > 180: 
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logo 

o angulo FC A D > 180°, 

isto lie 

B + A CB > 180". 

contra a hypothese. Logo o 

arco BE=EC < 9 0 : 
logo o 

arco BC< 180°; Fig. 253. 

logo o triangulo 

ABC> quadrilátero A BE 6> ABC (Fig. 252). 

Logo somente A B C he hum máximo, quando 

BD = D C —A D; Fig. 252. 

e n'este caso, 
o angulo B = B A D, 

e 
ACB=CAD, 

ou 
BA C— B-j- ACB. 

747. Com as mesmas condições, o menor triangulo gib-
boso que se pôde formar, he aquelle, em que o angulo com-
preendido pelos lados dados he igual á somma dos outros 
dois; o que se vê, reflectindo que hum triangulo ordinário 
e o gibboso, que tem dois lados communs entre si, formão 
hum hemispherio, e contemplando também a relação entre 
seus ângulos. 

748. De todos os polygonos esphericos descritos em hum 
triangulo trirectangulo, e formados pelos lados dados, e hum 
ultimo á vontade; o maior he aquelle que tem os vertices 
na circumferencia de hum circulo menor da esphera, cujo 
polo esteja sobre o lado arbitrario. 



3 2 0 BLKMKNTOS UK «F.OMKTKl A. 

A demonstração pôde deduzir-se da ultima proposição, 
assim como da proposição do § 205 se deduziu a do § 208 ; 
porque, pela primeira condição, os arcos dois a dois da pro-
posição e demonstração formão sempre huma somma <^180° . 

749. De todos os polygonos esphericos descritos na zona 
de hum segmento, cuja circumferencia da base toque os tres 
lados do triangulo trirectangulo, e formados por lados todos 
dados, o maior he aquelle que tem todos os vertices sobre 
a circumferencia de hum circulo menor. 

Para a demonstração, vamos imitar o que se fez no § 209, 
e empregar a mesma fig. 81, concebendo que as rectas são 
agora arcos de circulos máximos. 

Kig. si. Seja poisai BC DEF G hum polygono espherico, com 
todos os vertices na circumferencia determinada por tres de 
entre si; e abe de f g outro, com os mesmos lados; e sup-
ponhão-se ambos descritos na dita zona ou em zonas iguaes 
a ella. 

Digo que o primeiro polygono he maior do que o se-
gundo, se este não tiver todos os seus vertices sobre huma 
circumferencia. 

Pelo polo H do circulo determinado por E, A, B e por 
hum E dos vertices, tire-se o 

arco El = 2 E H ; 

será / ponto da circumferencia, sobre a qual estão os ver-
tices, isto he, do circulo EA B. Tirem-se os arcos AI, BI, 
que estarão dentro do triangulo trirectangulo por estarem 
dentro da zona. 

Sobre a b =A B, faça-se o triangulo abi idêntico com 
ABI, e similhantemente posto, e tire-se o arco ei. 

No caso mais desfavorável, do triangulo AB / t e r os seus 
vertices na circumferencia da base da zona, elle fica ainda 
dentro d'esta zona; e por consequência o triangulo abi, 
que lhe he idêntico, assim como a zona em que está o po-
lygono respectivo he idêntica com a primeira, estará tam-
bém n'esta segunda zona. 
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0 polygono EF GA 1, que tem todos os vertices na cir-
cumferencia de hum circulo menor cujo polo he H, he 
maior que o polygono efgai que tem com o primeiro to-
dos os lados iguaes, á excepção de E l , e i ; ou he seu igual* 
se este ultimo também tem todos os vertices na mesma cir-
cumferencia de circulo menor. Pela mesma rasão he 

EDC BI>edcbi; 

porque não se pôde suppor que o ultimo tenha os vertices 
sobre a mesma circumferencia, que o outro efgai, porque 
então o polygono inteiro abcdefg teria todos os vertices 
sobre huma circumferencia contra a hypothese. 

Por consequência he o polygono 

E F GA I II CI) > e fg a i b e d; 

e tirando, de huma e outra parte, os triângulos iguaes 
ABI, abi, conclue-se que o polygono ABCDEFG he 
maior do que abcdefg. 

O mesmo tem logar, se o polo fòr situado fóra ou den-
tro do perimetro, ou se o arco tirado por elle encontrar 
outro vertice. 

750. Dos polygonos esphericos da ultima especie, e iso-
perimetros, o regular he o maior. 

Para que seja máximo, he preciso que tenha os lados 
iguaes; e se do polo do circulo, sobre o qual elle deve ter 
os vertices, se tirarem arcos para todos os lados, formar-
se-hão triângulos isosceles todos idênticos; e por consequên-
cia serão iguaes os ângulos do polygono máximo. 

751. Seja El hum circulo máximo (o equador), AD Fig. 256. 
outro (o horisonte), AC hum arco de circulo máximo per-
pendicular ao horisonte (arco do vertical), e seja A C dado 
(a depressão do astro no principio ou no fim do crepúscu-
lo). Tire-se por C hum arco de circulo máximo, que faça 
com EF hum angulo CFE=DGE (altura do equador 
e constante), o qual por isso se chama horisonte similhante 
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ao primeiro; produza-se este até encontrar o primeiro em 
D, e o parallelo a E F em B. Tirem-se ainda os dois ar-
cos de circulos máximos A H , B1 perpendiculares sobre 
EF (arcos de declinação (D) ) . Pede-se o menor valor de 
H l , e a que declinação corresponde. 

Os triângulos AGH, B F l rectângulos em H, I são 
idênticos, porque em ambos entrão do mesmo modo os ân-
gulos em G, F iguaes, e os lados oppostos AH, BI; logo 
G H = F1; logo GF=HI. A questão se reduz pois a 
saber quando será G F hum minimo. 

No triangulo D GF, he D G F supplemento de G D F, 
e DG de D F; logo 

cos D — cos2 D G E 
COS G T = „ n „ „ • 

sen2 D Cr E 

O triangulo D AC, rectângulo em A, dá 

sen D 
COt D = 

tang C 

D'estas duas formulas se conclue que G F será menor 
quando cos G F fôr maior, logo também cos D, logo D 
menor, logo cos D maior, e logo em fim he preciso que 
sen A D seja o maior, ou que seja A D — 90". Logo os ân-
gulos em C são rectos. Será CD = 90°, e A C cortará 
GF em algum ponto K. 

Os triângulos rectângulos A K G, C KF são idênticos, 
por serem equiangulos entre si, como he fácil de ver. 

Logo 

AK=CK 

— metade da depressão (d), e 
G K= F K 

— metade da duração do crepusculo menor (c): 
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mas temos 

sen A K= sen K G sen.4 G K, 
e 

A G K= altura do equador 

= complemento da latitude (L); logo 

ou 

sen l d = s e n ^ c cos L, X z 

1 sen i d 
sen - c = 1—, 

* cos L 

o que fará conhecer o crepusculo c menor. 

Também 

sen^á G (a amplitude a) 

— tang A KcotA G K, 
ou 

sen a — tang ^ d tang L. 

No triangulo A G E , rectângulo em H, temos 

sen A H = sen A G sen A GH, 

isto he, fazendo a substituição de sen A G, temos 

sen D — tang ^ d sen L; 

e depois procurão-se os dias que correspondem a esta 
clinaçâo. 





LIVRO 9° 

G e o m e t r i a <Ie d n a n c o o r d e n a d a s 

752. Se quaesquer rectas parallelas tiverem todas hum 
dos seus extremos sobre huma mesma recta, chamada base, 
a linha que fòr lugar dos outros extremos, chamar-se-ha 
linha proposta e plana por estar no plano das parallelas; 
as parallelas chamar-se-hâo ordenadas; as partes da base 
comprehendidas entre hum dos seus pontos e as ordenadas, 
chamar-se-hão abscissas; este ponto origem das abscissas; 
e cada ordenada e a sua abscissa coordenadas; e a equação 
por meio da qual, dada qualquer das coordenadas se acha 
a outra, se chamará equação da linha proposta. 

753. Nas indagações seguintes a unidade ou medida li-
near será representada por i, e por consequência todas as 
linhas serão representadas pelos números que resultâo da 
sua comparação com a medida linear. 

754. Representem x e y as coordenadas de huma linha 
proposta, e a, b, c, etc., números dados positivos ou nega-
tivos ou cifras; se a equação d esta linha fòr comprehen-
dida n'esta formula 

0 = a -h b x -+- d x - -+- g x 3 -+- ele. 

H- ey e xy -\-hx- y 

-\-fy--4-ixy2 

-\-ly7' 
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sendo finito o numero dos termos, a linha se chama algé-
brica, e da primeira ordem, ou da segunda, ou da tercei-
ra, etc., conforme fòr o grau da equação a respeito de x 
e y; e as quantidades determinadas a, b, c, etc. chamão-se 
parâmetros. 

755. A origem das abscissas, quando está na linha pro-
posta, chama-se vertice d'essa linha, e também da base. 

756 . Corda he a recta cujos extremos são pontos da 
linha proposta. 

757. A base chama-se eixo, quando he perpendicular 
ás ordenadas. 

758 . Diâmetro he a recta que corta pelo meio todas as 
cordas parallelas entre si; e grandeza do diâmetro he a 
parte d'elle que também he corda. 

759. Eixo principal he a recta que he eixo e diâmetro. 
760. Vertice principal he o vertice da linha proposta e 

eixo principal. 
761. O ponto que he origem de abscissas cortadas em 

hum diâmetro, de sorte que a quaesquer duas iguaes e con-
trarias correspondão quatro ordenadas iguaes, duas de huma 
parte do diâmetro e duas da outra; chama-se centro d'esse 
diâmetro. 

762. Toda a linha que não he recta, nem d'ella se com-
põe he curva. 

763. O ponto onde todos os diâmetros concorrem cha-
ma-se centro da curva. 

764. Diz-se que dois diâmetros são conjugados hum ao 
outro, quando cada hum corta pelo meio as cordas paralle-
las ao outro. 

765 . Huma recta que não encontra huma curva, mas 
que se approxima d'ella quanto se quizer, chama-se asym-
ptota. 

766. Tangente de huma curva he a recta que a não en-
contra senão em hum ponto, na parte d'essa curva que he 
toda convexa, e da mesma parte a seu respeito; e grandeza 
da tangente he a parte d'ella entre o ponto do contacto e 
o eixo. 
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767. Normal he a perpendicular á tangente no ponto 
do contacto: e grandeza da norma! he a parte d'ella entre 
o ponto do contacto e o eixo. 

708. Subtangente he a parte do eixo entre a tangente 
e a ordenada. 

769. Subnormal he a parte do eixo que está entre a 
ordenada e a normal. 

770. O triangulo formado pela tangente, subtangente e 
ordenada he similhante ao que he formado pela normal, 
subnormal e ordenada; e d'esta similhança se conclue que 
a ordenada he meia proporcional entre a subtangente e a sub-
normal. 

771. A equação algébrica não pertence a linha alguma 
proposta se x ou y tiver hum só valor. Pois seja A P o va- n g . 257. 
Ior único de x, a linha proposta fará com a posição da or-
denada PM huma só recta: seja pois B M a linha pro-
posta. Em BM pôde tomar-se hum numero de pontos maior 
do que qualquer numero que se proponha, e como todas as 
rectas que tiverem esses pontos por extremos e por extre-
mo commum P, são ordenadas differentes, segue-se que a 
linha proposta tem hum numero de ordenadas differentes 
maior do que he o numero de valores diversos de y, que a 
equação do § 75 i pôde dar quando he algébrica. 

Se a ordenada tiver hum só valor, será a linha proposta 
parallela á base. Seja pois B M' essa linha, e pois em BM1 

se pôde tomar hum numero de pontos maior do que qual-
quer numero que se proponha, se d'esses pontos se tirarem 
ordenadas, todas cortarão na base abscissas differentes, e 
será por consequência o numero das abscissas differentes, 
maior que o numero de valores diversos de x, que a equa-
ção pôde dar. 

772. Huma linha proposta não muda de ordem por se 
mudar o systema das suas coordenadas. 

Sejão A P e PM as coordenadas x e y de huma linha Fiff. 2 5 8 

proposta, e sejão Bp, c p M outras coordenadas u e s: 
tire-se A B, e tirem-se BD, p F parallelas a .1 P, e B C, 
p E parallelas a P M. Nos triângulos B Ep, p M F he dada 
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a posição dos lados o» os ângulos, e logo dadas as razões 
dos lados, e no triangulo A li C também he dado o lado 
A B, o logo os outros lados. Seja pois A C—a, B C—a', 
BE = bxBp = bu, Ep — b' u, pF=cz, MF=c'z; 
será 

x = a-hò u-\-cz, 
e 

y = a'~\- b' u-+-c' z. 

Substituindo estes valores de x, e ij 11a equação da linha pro-
posta, resulta huma equação em u, e 5 que não pôde ser de 
grau superior á primeira; nem de grau inferior, pois para 
isto seria preciso que ou b, e c fossem cifras, o que faria x 
de hum só valor, o que não pôde ser ( § 7 7 1 ) ou que h' e c' 
fossem ambas cifras, o que também não pode ser. 

773 . Nenhuma linha pôde ser cortada por huma recta 
em hum numero de pontos muior do que he o numero da 
sua ordem. 

Fig. 257. Sejâo por exemplo, B, D, M tres pontos de huma recta 
e de huma linha da segunda ordem, tomando essa recta 
para posição de ordenada (§ 772) a linha proposta não 
muda de ordem, e serão P B , P D , e PM tres ordenadas 
diversas correspondentes á mesma abscissa A P, o que a 
equação da segunda ordem não pôde dar. 

774. Abscissas negativas collocão-se para a parte op-
posfa á das positivas. 

Fig. '259. A linha M M' seja determinada pelas abscissas A P, 
A P1, etc., chamadas z, e ordenadas PM, P' M', etc., cha-
madas tj; mudando a origem das abscissas para o ponto li 
sobre a mesma base, e chamando x a qualquer das novas 
abscissas; será fíP', ou 

x =A P' — A B = ^ — A B, 

B P—A B—A P=A B — z = — x; 

logo as abscissas negativas — x estão para a parte B P con-
traria a B P'. 
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775. Ordenadas negativas collocào-se para a parte op-
posta á das ordenadas positivas. 

A linha M' Mmm' seja determinada pelas abscissas A P, Fig. 260. 
AP, etc., e ordenadas PM, Pm correspondentes a AP, 
e P' M', P1 m' correspondentes a A P'; chame-se z a qual-
quer das ordenadas; a recta ap, parallela a AP, córte 
Mm, completem-se os parallelogrammos Ap, Ap', etc., e 
serão Pp, P'p', etc., rectas iguaes a. Querendo passar a 
referir a linha proposta ás coordenadas ap, p M, nenhuma 
mudança ha no valor das abscissas, mas a nova ordenada 
pM, ou y he 

PM— Pp = z — a, 
e p m he 

a — z — H •' 

logo a ordenada negativa —y está em huma posição pm 
contraria á de p M. 

776. Achar a linha da primeira ordem, ou a linha a que 
pertence a equação 

y -f- a x -(- b = 0. 

Seja A B base, e A origem das abscissas A P. Na origem Fig. 26i. 
das abscissas; ou onde he x—o, h ey —— b, tome-se A C 
= — b, e será C ponto da linha buscada; aonde a linha 
buscada encontra a base he y = o, e logo 

b 

a" 
tome-se 

AB——, a 

e será B ponto da linha buscada; digo que essa linha he a 
recta C B, ou que P M parallela a A C he ordenada y; pois 
será 

B P\P MwAB.AC, 
isto é 

— b b , 
— —-x\r i \ ' . — : — o, a * u 

QQ 
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proporção que dá 
b2 , , b 
a l a •> 

e logo 
y-\-ax-\-b = i). 

777. Dois pontos de huma linha recta bastão para de-
termina-la, isto he, bastão para determinar os parametros 
da equação da primeira ordem, com a qual se podem achar 
outros pontos da recta. 

Sejão C e B os pontos dados, e tome-se o ponto A que 
não esteja em direitura com elles; faça-sè ò = — A C , e 

A C , 
a= s e r á 

y - f - a x -j- b = 0 

a equação por meio da qual, dada x=A P, se achará PM 
parallela a AC, e = — aXA P — b = y, e com effeito 

~ Í Í X A P + A C — P M d á A C « 2 - A P ) = P M . 

e logo 
AC:AB::PM:PB 

como deve ser 
778. Só a linha da primeira ordem he recta, isto he, a 

recta não pôde ter hum systema de coordenadas de ordem 
que não seja a primeira, pois se fosse possivel te-lo, como 
também pelo numero precedente tem systemas de coorde-
nadas da primeira ordem, seguir-se-hia o ter systemas de 
coordenadas de differentes ordens, o que não pôde ser 
(S 772)-

779. Particularisar as curvas a que pertence a equação 
geral da segunda ordem 

y^-\-axy-\-bx2-{-cy-\-dx~\-e = 0. 

Fig. 262. I. Sejão M, M , m, m', etc., pontos da curva determina-
dos pelas abscissas (#), A P, A P', etc., e ordenadas (y), 
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PM, P' M', P m, P'm', etc. A equação simplifica-se fa-
zendo 

. a x c 
y+ 

e fica d'esta forma 

w2-f fx* -{-gx-\-h = 0, 
sendo 

f=b— T5 

- a c 
g = d— j ; 

t. c2 

Na figura faça-se na continuação de A P, A C= e 

tire-se A B parallela ás ordenadas e== e será 

e 
QM = u. 

Tome-se B Q para abscissa t; será no triangulo CAB de-
terminado tudo pelo serem AC, AB e o angulo CAB; a 
C B chame-se i, e será 

CA:CP::CB:CQ, 
logo 

c t 
x = Ti' 

e substituindo este valor de x na equação e m u e i esta 
ficará da fórma 

w 2 - f J í 2 - | - m í - f - h = 0, 
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sendo 

e 

e pertence ás coordenadas B Q e Q M. 
II. A recta B Q he diâmetro, pois he 

Qm= Pm— P Q 

a x c 
= ~ y - = — u , 

isto he Qtn igual e contraria a Q M (§ 775) , logo a corda 
Mm, e as outras cordas parallelas ficão divididas em duas 
partes iguaes pela recta B Q (§ 758) . 

A equação 

também mostra o mesmo, isto he, que a qualquer valor de 
t correspondem dois-de u iguaes e contrários. Para fazer 
desapparecer o ultimo termo, ponha-se 

t = s-\-A, 
e logo 

0, 

e logo 

A — — j j (m + j/m2 — íhl). 

III. Substituindo s— ^ ( m - h / m 2 — 4 h l 2 ) em lu-

gar de t na equação ultima, esta transforma-se em 

u 2 -f-1 s 2 — n s — 0, 
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sendo 

n — \J~Vi'1 — \ hl, 

e na figura tome-se 

BD — ~ (m-h/m2 — bhl), 

e será D Q a nova abscissa s. 
IV. A equação 

w 2 Z s 2 — rts = 0 
transforma-se em 

w2 -|-Zr2 -\-p = 0, 
fazendo 

n 

e sendo 
n 2 

e na figura, fazendo D E = seráZ?() a nova abscissa r. 

V. Se.na primeira equação d'este numero fôr 6 — 1, e 
na figura fôr Q recto, será também ABC recto, e logo 

isto he 

logo 

CÃ*=:CB*+ÃBS,-

e2 .„ . c2 

ai—1 -T- 4 ' 
S _u -

C2 

, /c' Tn = 

a 2 - *) 

logo então a equação pertencente ás coordenadas E Q, e 
C M he 
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mas he também 

ÊM2 =EQ2 + ÇMa =M2+r!, 

+ etc.; 
logo 

EM= l =EM'=e tc.; 

isto he, os pontos da curva distão todos igualmente do 
ponto E: esta curva he pois o circulo. 

VI. Para que os dois valores + \J — i s 2 + ns de u 
sejào possiveis, he preciso que seja — l s 2 - j - n s quanti-
dade positiva, isto he, que seja 

— ls2-hns>0, 

ou ns^>ls2, o que não pôde ser para / positivo, sendo s 

negativo, nem sendo s positivo para s " porque seria 

ls^>n, ela2 ^ > n s ; logo quando l he positivo a curva não 

tem ordenadas que correspondão a s negativo, e a s > y ; 

mas ella encontra a base quando he Í = 0, e s— , e a to-
dos os valores intermedios de s correspondem ordenadas 
positivas e negativas: logo esta curva encerra espaço: a li-
nha da segunda ordem que encerra espaço, sem ser circulo, 
chama-se ellipse. 

VII. Seja l negativo, será ns^>ls2, sendo s positivo, 

mas sendo s negativo será y positivo, e para s e r ^ > s 2 he 
ii 

preciso que seja ~v ou que sem attenção aos signaes seja 

j; logo a curva tem dois ramos de toda a extensão cor-

respondentes ás abscissas positivas, e outros dois ramos de 

toda a extensão correspondentes ás abscissas negativas maio-

res do que " sem attenção aos signaes: a esta linha da se-
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gunda ordem, que tem quatro ramos de toda a extensão 
chama-se hyperbola. 

VIII. Se / fôr cifra, he preciso para ns ser positivo que 
s o seja; e então a qualquer valor positivo de s correspon-
dem duas ordenadas iguaes, huma de huma parte do diâ-
metro e outra da outra parte, e a curva tem dois ramos só 
de toda a extensão, e chama-se parabola. 

780. Por ser 

l = l ± i 
«2 i2 

segue-se que a curva será ellipse, se na equação geral fôr 
a 2 

b — — quantidade positiva; hyperbola se esta mesma quan-
tidade fôr negativa; e parabola se fòr cifra. De ser c = 0, 
não se segue 1=0, por ser então também i = 0. 

781. O centro de qualquer diâmetro de circulo, ellipse 
ou hyperbola, he ponto commum a lodos os diâmetros, e 
por consequência centro da curva. 

Seja A P diâmetro, c A o seu centro; a equação perten- Fig. «58. 
cente ás coordenadas AP, P M será da fórma 

y--]-dx- -M = 0, 

(§ 779 . IV.), n'esta substituindo os valores de y e x em 
u e z, teremos 

' c 2 d c~ c 1 -(- o cl 

%(a' c1 + d a c) 8(«' b' -f d a b) , i _ i u 
etc. ' etc. 

I etc. 

a qual mostra que para Bp ser diâmetro, ou para que a u 
correspondão ordenadas z iguaes e contrarias, he preciso 
que seja 

i 
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2 (b' çl + dbc) . 8(g'c'-f rfaç) . 

o que não pôde ser para qualquer valor de u sem serem 
separadamente 

b'c'~\-dbc = 0, 
e 

a c' -+- dac — 0: 

estas duas equações dão 

ab' — ba' = 0, 
logo 

a:a'::b:b'::bu:b' u, 
isto he 

A C:CB: \BE.Ep; 

logo Bp se fôr diâmetro ha de passar pelo ponto A. 
782 . Se a equação pertencente a AP e P M fôr a da 

parábola 

y2 — nx = 0, 

as mesmas substituições dão 

2 , , b12 o z 2 - h 7 T . M Í + J7j.ll® 

ta'c' — nc 2 « ' i ' —«6 a'* —na 
H- . a - f - ; . M + ; — 0 , c<~ 1 cie. 1 etc. ' 

a qual mostra que para Bp ser diâmetro, he preciso que 
seja 

2 b' r' ia' c' — nc n 

-PT. U - f - p j = 0, 

2 foi ç! 
e logo separadamente —pj~ = 0 , o u ò ' = 0, oupE=0, 

ou Bp parallela a A P , isto he na parabola todos os diâ-
metros são parallelos. 
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783. Represente A B qualquer diâmetro não eixo de el- Fig. 263. 
lipse ou hyperbola; seja 

0 = OL-+-Sx°--t-ys 

a equação; e A B seja x, e B C seja y. Córte-se A D — í : 
levante-se DE perpendicular a A D , e . tire-se a recta A E F : 
tire-se CFperpendicular a i F e CG perpendicular aABG. 

Seja 

C G = - y, m •>' 

BG= - y; m •> 

chame-se s a AE, t a D E, u a A F, e 2 a C F. A simi-
lhança dos triângulos ADE, A G H, CFH dá 

será logo 

e por tanto 

d'onde 

e logo 

CH — sz; FH—tz; 

AH=u — tz, 

A G= ~ u— -2, s s 

r TT t ti 
u H — u 2 : « o 7 

C G = - u— 2 — s z s s 

t s2 — <2 
- l í - t - 2 

t l 
- m H - - 2 ; e 1 u * 

m t m 
w — — u ~ \ 2 , 3 s 1 s 

RR 
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0 
„ nt n 

B G = — u-\— z; s s 
e logo 

1 t nt n 
X= - U Z — U Z 

8 S 

I — nt n-\-t 
= U Z. s .1 

Escrevendo pois estes valores de x e y em u e z na equa-
ção 

0 = a - f ? /2 . 
teremos 

0 = a+ ~ ( í — 2 n í t + n * í í * - | - IM2Í s)U« 

— ^ + — w2 Si — — m a « ) M £ 

-+- (« 2 & + 2 » * 1 - t - * ' 2 + m 2 ) « 2 -

que determinando < de sorte que seja 

n í + i í — » « í í — » i í a — i » * í = 0 . 

e dividindo por 

terá a mesma fórma que 

0 = a - | - S ; c 2 -f y3, 

e por consequência será AF diâmetro; e logo também eixo 
principal, por formarem as coordenadas u e z angulo recto. 
A determinação de í sempre he possivel, porque a equação 

n S j - 8 í — n 2 è t — n í t 2 — m 2 t = 0 
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dá 
S —«2 5 —I» 2 , //(& —»2&_m2)2 

t = 
2 n S 

valores sempre possíveis. 
Seja DE hum, e DI o outro, e tire-se A I . Será 

DExDI= 1, 
e logo 

DE:DA::DA:D i. 

e como os ângulos em D são rectos, serão similhantes os 
triângulos A DE, ADI; e logo 

o angulo DA 1=A ED, 

e logo recto o angulo EA I. Logo o centro de qualquer 
diâmetro de ellipse ou hyperhola, he também centro de 
dois eixos principaes que n'elle se cortão perpendicular-
mente. 

784. Todas as rectas que passão pelo centro do circulo, 
ellipse ou hvperbola, são diâmetros, excepto duas na hy-
perbola. 

Sejão A P e PM as coordenadas x e y pertencentes ao Fig. 264. 
diâmetro A P e centro A; a sua equação será d'esta fórma 

y2 d x2 -\-e = 0; 

tire-se pelo centro a recta Ap, e tire-se Mp. No triangulo 
AP B he dada a posição dos lados; logo será dada a sua 
relação: mas no triangulo B Mp he preciso buscar as razões 
que fazem p M semi-corda; chame-se u a Ap e, z a p M, e 
será yl B = ax, B P — bx; e seja B M=pz, Bp — qz; 
será 

u — ax-+-qz, 
e logo 

H O Z 

x= — , 
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t 

y=bx+pz = ~ U-\-(p — 3; 

estes valores de x e y substituídos em 

y*-\-dx*-\-e = 0, 
dão 

„ [ _2 (a b p — (b - -f- d )_j) 
Z ' "T (é2 _)_ ,i („ p _ a /,,/) „ p

 u " • • • 

a qual mostra que para vl p ser diâmetro, he preciso que 
seja 

abp — (b*-\-d)q = 0, 
ou que seja 

abp 
bt+d' 

este valor de q he sempre possivel, exce|)to quaudo fôr 

b°--\-d = 0, 

e isto só pôde acontecer sendo d negativo, ou na hyperbola: 
os dois valores + \J—d de b servirão para determinar as 
duas rectas que não são diâmetros. 

78a . A recta que se tira pelo centro parallela ás semi-
cordas ordenadas de hum diâmetro, he diâmetro conjugado 
d'aquelle. 

Fig. 265. Seja A centro do diâmetro, P' P e PM ordenada semi-
corda correspondente á abscissa A P, e seja a equação 
y2 -\-dx2 —f- e = O: tomando A P' =A P, será aordenada 
P' M' = P M, e tirando a corda MM', esta será parallela 
a P P, e será dividida em partes iguaes pela recta AB ti-
rada pelo centro e parallela ás ordenadas, e o mesmo que 
se diz d esta corda se pôde dizer de qualquer outra sua pa-
rallela; logo A B he diâmetro conjugado a P P. 
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78(5. A grandeza do semidiametro conjugado A C, he 
na ellipse a ordenada que passa pelo centro, ou a que cor-
responde a íc = 0 na equação 

•y* +dx2 +e = 0, 

e esta ordenada sempre he possivel; pois a equação 

y°-+-dx* +e = 0 

para pertencer á ellipse, deve ter d positivo: e para que a 
equação seja então possivel deve ser e negativo, e logo a or-
denada 

y = t / — e , 

que passa pelo centro he possivel. O outro semidiametro 
conjugado A D he a abscissa que corresponde a y = 0, ou 
ao ponto em que a Curva encontra o diâmetro, e logo he 

y/ — 2 também possivel. 

787. Na hyperbola hum dos diâmetros encontra a curva 
e o outro não, por ser d negativo, e logo imaginaria alguma 

das expressões \J — e, e y/ — mas uza-se comtudo, em 

lugar do semidiametro iinaginario em grandeza, da recta que 
tem a mesma posição, e a grandeza que teria se fosse posi-
tiva a expressão que está affectada do radical. 

788 . A recta que se tirar pelo extremo de hum diâme-
tro parallelo ao seu conjugado será tangente. [<'jg. 266. 

Se he possivel a recta TM parallela a A D, semidiame-
tro conjugado de A M, encontre a curva n'outro ponto B; 
será B M ordenada ao diâmetro A M e parallela ao conju-
gado A D, e logo será semicorda, e logo tomando em B M 
produzida 

MM' BM. 

será M1 ponto da curva, logo os tres pontos da curva B, 
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M, M' estão em direitura; absurdo (§ 773) ; logo TM he 
tangente. 

789. Achar o eivo principal da parabola. 
Fig. 267. Sejão AP e P M as coordenadas a que pertence a equa-

ção 
y 2 — »i = 0; 

tirem-se A B parallela a P M, e B D a A P, e Mp C per-
pendicular a A P; chame-se q a A B, u a B p, e z a p M. No 
triangulo MDp será dada a relação dos lados; seja pois 
MD = a z , e Dp — b z ; será 

x ~=u-\- b z, 
e 

y = q-\-az, 
que substituidos em 

y" — nx — O, 
dão 

a' n1 1 a-

a qual mostra que para Bp ser eixo principal he preciso 
que seja 

2aq — nb = 0, o u ç = ^ . 

790. Dados cinco pontos de huma linha da segunda ordem 
determina-la, isto he, achar os parametros da sua equação. 

Tomando uma recta para base, e hum dos seus pontos 
para origem das abscissas, se d'esses cinco pontos se tira-
rem rectas parallelas para a base, cada huma d'ellas e a sua 
abscissa serão determinadas e substituídas successivamente 
a x e y na equação geral 

y2 a x y -+- b x2 - f - c y -+- d x + e — 0, 

darão cinco equações, com as quaes se poderão determinar 
os parametros a, b, c, d, e e definir a curva. 
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Mas he mais simples assim: sejão A, B, C, D, E os pon- Fig. se», 
tos dados; por quatro d'elles tirem-se as rectas A D, BE 
que se cortem em algum ponto F, pelo quinto ponto C, 
tire-se CG parallela a BE, que encontrará J D em algum 
ponto G. Seja A origem das abscissas, A D base, eA FB o 
angulo das coordenadas, deve em A ser y = 0, e x — 0, e 
logo deve ser c = 0 na equação. Seja AF—a, B F=b', 
AG — c, C G — d , A D = e E F = f ; substituindo 
e' a x e o a y, será 

be'*-\-de' = 0, 

he logo 
o — — - „ e 

e logo ,/ 
y2 + a x y — p x1 cy <1 x = 0, 

substituindo n'esta equação c1 a x, e d a y leremos 

d"l + acd'— p c ' 2 -\-cd-\-dc = 0 , 

substituindo a' a x, e b a y vem 

-aa b1— d
e, a'* -\-cb' da1 — 0, 

e substituindo a1 a x, e b' a y vem 

b'2-\-aa'b'— ^ a ' 2 + c ò ' + d a ' = 0, 

e substituindo a' a x, e b' a y, vem 

f* — aa'f— f, a'2 — cf-\-da,'—0, 

e com estas tres ultimas equações se acharão a, d, c e fi-
cará definida a curva. 

791. Para determinar a parabola bastão quatro pontos 
b2 

por haver a condição de ser a— — = 0 . 

792. Para determinar o circulo bastão tres pontos por 
ser b = 1, e por serem dados no triangulo AC B (fig. 269) 
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os ângulos CA B e CBA, c logo a razão dos lados CA e 

A B, islo he a razão de e isto he outra condição entre 

a e c. 
793. Achar a equação do circulo. 

Fig. 269. Seja o circulo A B C , ache-se-lhe o centro D; tire-se hum 
diâmetro AC, e de qualquer ponto B a perpendicular BE 
ao diâmetro; chame-se, x a CE e y a BE, e ao raio r, e 
tire-se D B : por serem D A , D B , DC iguaes, será BE 
meia proporcional entre A E e EC, isto he, será 

y 2 = (2 r — x) x = 2 r x —• x 2. 

794. A abscissa D E contada do centro chame-se z, e 
será 

r* = y*-\-z°-
outra equação do circulo. 

795. Achar huma curva tal, que se de qualquer M dos 
seus pontos se conduzirem duas rectas para dois pontos fi-

Fig. 270. x o s F, e f, a somma d'ellas seja sempre a mesma e igual 
a 2 a . 

Esta curva pôde descrever-se fixando os extremos de hum 
fio flexível e inextensivel e igual a 2 a nos pontos F e /', 
e applicando ao seu seio hum ponteiro, e movendo-o de 
fórma que se conserve sempre o fio em tensão e no mesmo 
plano; o ponteiro descreverá esta curva e seja ella A MB. 
• Para lhe achar a equação, e o nome, divida-se Ff ao 

meio em C, chame-se ca FC, e será c<^a; tire-se M P 
perpendicular a Ff produzida se fôr necessário; seja C P z 
e M P — y; será 

M f * _ F f = MT' — T F \ 

d'onde 

F/'2 — MF'1 = P~f°- — PF2, 
logo 

(M f-\-MF) (Mf— MF) = (P f PF)(P f — P F), 
ou 

2a(Mf—MF) = 2cX2z, 
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logo 

Mf—MF= ^ . s , 

donde 

M f = l [ M f M F ) + l (.Mf-MF) 

1 « 
j)or tanto 

equação que pertence á ellipse, por ser negativo: 
J/gi — r 2\ 

C he o centro, = a he o semieixo principal dos 

e ( /A s — c 2 he o outro semieixo principal, e, chamando-
lhe 6, a equação he d'esta fórma 

Os dois pontos F e / " chamão-se focos, e as duas rectas 
MF, Mf raios vectores. 

796. Produzindo hum dos raios vectores M f , de sorte 
que seja MG — MF, e tirando a recta G F, e depois MT 
perpendicular a GF, será MT tangente da ellipse. 

Se he possivel T M encontre a curva em outro ponto N, 
e tirem-se NG, NF, N f : por ser N ponto da perpendi-
cular MT ao meio de GF, será NF — NG, e por ser 
ponto da curva será 

NF+Nf=2a = MF + M f , 
isto he 

NG + Nf^=MG + M f = G f : 
ss 

= « 4 

( • + 7 ) 

r-2 ' ' 
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absurdo; logo MT não encontra outro ponto da curva 
e será tangente. 

797. Os dois triângulos MO G, MOF são idênticos por 
serem rectângulos, MO commum, e MG — MF, logo o 
angulo OMG — O MF; mas he também fMN= O M G, 
logo os raios vectores formão ângulos iguaes com a tan-
gente. 

798 . Logo a normal divide ao meio o angulo dos raios 
vectores: seja Ml a normal. Os dois triângulos MF1, M f l , 
por terem iguaes os ângulos em M, estão entre si como os 
productos MFxMl, e M f x M I , ou como MF e M f , 
e por terem o vertice commum M; e as bases em direitura 
estão entre si como essas bases, FI, f l , logo 

MF:Mf::Fi:fi, 

isto he 2a — MF:MF::2c — f I : f I , d'onde se tira f l 
c.MF , 

= — ; mas he 
o ' 

Mf— a -(-

(§ 795) logo 
f I = c + % 

logo a subnormal 

P I = f P — f l = c-\-z — f l 

«2 — çi 
«2 * a2 ' 

a subtangente 

p T= --* ri 

115 

e 

CT=PT+PC= -hz= -z. 

Fig. «71. 799. Seja CN o semidiametro conjugado a CM, será 
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CiV parallela a MT (§ 788) ; tire-se a ordenada perpendi-

cular N R que será y ^ ( a 2 — CR2) ' - o s dois triângulos 

similhantes TPM, CRN dão 

T p .pM ::cR :NR , 
ou 

( . . - c r ) . 

logo __ 

C R2 —a'* —z-, 

logo 
a' 

CM- + CN2 = CP2 4 - P M2 4 - CR2 + NR2 

e conclue-se que na ellipse a somma dos quadrados dos 
diâmetros conjugados, he igual á somma dos quadrados dos 
dois eixos principaes. 

800. Conduzindo do centro para a tangente a perpen-
dicular C F será 

C F = P M . C T 

CN= 

TM ' 

TM. CR 
1> T ' 

logo 
NV /~R »T PM.CT.CR , Cb . CN= Y t 

e conclue-se que os parallelogrammos de que são lados as 
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tangentes nos extremos dos diâmetros conjugados são iguaes 
ao rectângulo formado pelos eixos. 

801. Fazendo o vertice principal A origem de abscissas 
AP (x), será 

£C • Cl " Zf 

e logo 

z = a — x, 

este valor de z substituido na equação 

dá esfoutra 

b 2 

802. O parametro • 2 a da ultima equação, he a corda 

dupla ordenada que passa pelo foco; acha-se substituindo 

n'esta equação por x a distancia do vertice ao loco, isto he 
a — c; 2y he então 

Fig. 272, 803. Achar huma curva tal, que se de qualquer M dos 
seus pontos se tirarem para dois focos F e f raios vectores, 
MF, M f , a sua differença seja sempre a mesma e igual 
a 2 a. 

Esta curva pôde ser descripta por meio de huma régua 
fQ movei sobre o extremo f, e de hum fio QMF—fQ 
— 2a com os extremos fixos em Fe Q, e applicando hum 
ponteiro ao fio e á régua, este descreverá huma porção da 
dita curva; porque será 

QMF—MQ = f Q — 2 a — MQ 

= MF=Mf—2 a; 
logo 

Mf—MF = 2a. 

Para lhe achar a equação e o nome divida-se Ff ao meio 
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em C; chame-se c a CF, e será c^>a; porque a differença 
2a dos dois lados do triangulo MF f lie menor que o ter-
ceiro lado 2 c. 

Tire-se a ordenada perpendicular M P , e se chame y, e 
seja CP a abscissa, e se chame z. Será 

logo 

ou 

logo 

fM2 —f P2 —FM" —-F P~, 

fM*— FM* = f P 2 — FP\ 

( f M - f - FM) (fM—FM) 

'={fP + FP) (f P — F P); 

f M\FM= 

mas he 

fM= [ (fM FM) + \ (fM—FM) — ef + a, 

logo 

«2 ^ - - f a -

a2 
equação pertencente á hyperbola por ser ———• positivo: 

C he o centro, a he o semieixo que encontra a curva e 
[/ —(a- — c 2 ) he o outro semieixo, e chamando-lhe b, a 

b2 

equação he d'esta forma y"= a2 (z'2 — a-). 

804. Tomando MG = M F , e tirando a perpendicular 
MH sobre G F , esta perpendicular será tangente. Se he 
possível encontre MH a curva n'outro ponto N; tirem-se 
as rectas NG, N f , NF: por ser N ponto da perpendicu-
lar MH, será NG — NF, assim como era MG — MP, e 
por ser N ponto da curva, será 

Nf— NF— 2 a = fM— F M, 
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logo 

OU 
N f — N G = f M— MG = f G, 

Nf=NG + fG: 
absurdo. 

80o. Na hvperbola a continuação dc hum dos raios ve-
ctores e o outro formão com a tangente ângulos iguaes e 
prova-se como em similhante caso no § 797. 

806. Discorrendo como no § 798, acha-se que, por te-
rem os triângulos Mf T e MF T iguaes os ângulos em M, 
lie 

fM:FM::fT:FT, 
ou 

e logo 

mas he 

donde 

logo 

fM:fM—2a::fT:2c — f T , 

c.fM 
I 1 fM—a' 

[M= °Í +a, 

fT=e+ 'i, 

CT=: C P T= -

807. Na hyperbola as rectas que passão pelo centro, e 
não são diâmetros, são asymptotas. 

Fig. 273. Sejão essas rectas A CM', e B Cm1, e seja C P (x) hum 
diâmetro que encontre a curva em D, e a que pertença 
a equação 

ya - f - d ® « + e = 0, 

sendo PM a ordenada: para que o semidiametro CD seja 

possivel, pela equação he preciso que se ja— 'd positivo, eu 

por ser d negativo, que e seja positivo. P M' que determina 
a posição de A CM' he (§ 784) 
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x\/ — d=\J — (lx-, 
e 

P M= / — dx* — e, 

logo PM' he maior que PM, e ACM' não encontra a 
curva, e similhantemente se prova, que nem Tl Cm a en-
contra. 

Tire-se M P ' parallela a Cm' , e chame-se z, e tire-se 
MC parallela a CM', será CP =MC; a CP' chame-se 
u. Nos triângulos MM' P , e MC' m' he dada a posição 
dos lados e logo a sua rasão; seja pois 

MM1 = a.MP —az, 
e 

Mm' = b . MC-h u; 
será 

MM d — y, 

Mm' — x\J — d + y, 

MM'xMm' = — dx°---y
 2 — c — ahu z. 

logo quando fòr u menor será z, isto he a recta CM' que 
não encontra a curva, approxima-se d'ella quanto se quer, 
logo he asymptota, e o mesmo se pode aflirmar de Cm'. 

808. A parte da tangente comprehendida entre o ex-
tremo do diâmetro e qualquer das asymptotas he igual a 
metade do outro diâmetro conjugado. 

Seja F F ' o outro diâmetro conjugado, que será parallelo 
a Mm e á tangente D E , e será DE parallela a Mm, e 
logo 

c P.Pm':: CD: DE, 
ou 

x:x/^7i::\J — \ : © £ = / « = / — («) 

= C F ( % 787). 
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809. Tire-se D' F que será parallela a CE (por ser 
CD' = C D, e C F igual e parallela a DE), isto he, a re-
cta que passa pelos extremos de dois diâmetros conjugados 
he parallela a huma das asymptotas. 

Fig 272. 810. Sendo CA semieixo principal, a asymptota Cl he 
determinada levantando A E perpendicular a CA e igual a 

Sendo NN', e MM' diâmetros conjugados, tire-se N' R 
perpendicular, e M D parallela ao eixo A C B. Os dois triân-
gulos similhantes CRN', e TP M dão 

TP:PM::CR:RN', 
ou 

- 2 „ 2 /, / hz . C R 

z a \ a\J z2 —-a2' 

e os dois N' M' D, e CA E também similhantes dão 

CA:AE::M'D:N D, 
ou 

a:b::z—CR:N'D=t('~CR); 

mas he 
N' R — N'D D R= N' D P M 

= + 4 / T ^ r ^ a i a » 

bz . CR 
a^ z - — «2* 

logo 

(s— CR)\/z*— a* = z.CR—z^+a*, 

e logo, quadrando e reduzindo, vem 
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A2 

N' R = 

a1 ' 

CM* v CW°- = (CP* + PM'1) n [CR" + I f ! ) 

= a"- m b'1, 

c conclue-se que a differença dos quadrados de dois diâme-
tros conjugados, he igual á differença dos quadrados dos 
dois eixos principaes 

811. Tirando CF perpendicular à tangente será 

ç p, ^ 1'MXCT 

CN' = 

TM 

TMX C R 
P T ' 

CF'.CN'= PM(;)
r
T

CR —ab = M l x C F (§ 808); 

e conclue-se que o parallelogrammo formado pelas tangen-
tes dos extremos de hum diâmetro, e rectas que passão por 
esses extremos, e pelos do outro diâmetro conjugado, he 
igual ao rectângulo dos eixos principaes. 

812. Tomando o vertice principal A para origem de ab-
scissas A P (<r) será 

s — a - j - x, 
e logo 

( 2 a x - ^ x * ) 

outra equação da hyperbola. 
A2 

813. O parametro . 2 a da ultima equação he a corda 

dupla ordenada que passa pelo foco, e acha-se fazendo 
x = c — a. 

TT 
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814. Na equação uz = da hyperbola referida ás* 

asymptotas, ao parametro ~ chama-se potencia da hyper-

bola. 
T\g. 274. 815 . Achar huma curva tal, que se de qualquer dos seus 

pontos M se tirar para hum ponto F dado huma recta MF, 
esta seja igual á distancia perpendicular MH de M a huma 
recta XZ dada de posição. 

Parte d'esta curva pôde descrever-se por meio de hum 
esquadro X H f, e de hum fio F M f — H f fixos os seus 
extremos em f, e F, c applicado por hum ponteiro no lado 
/' // do esquadro, sendo o outro lado HX movei sobre Z X, 
então o ponteiro descreverá a curva, e seja cila A M. 

Para lhe achar a equação e o nome, tire-se F V perpen-
dicular a X Z : a curva ha de passar pelo ponto A, meio de 
FV, porque este ponto dista igualmente de F e da recta 
X Z; a A F chame-se c; tire-se P M perpendicular a A F, e 
ehame-se y, e A P chame-se x; será 

F M= MH= P V=r-c + x 

= V P F~ -{- FW = y/ (x tn c)- + y \ 

c- -\-^cx-\-x2=x°- — 2CÍC + C2 - f - I J - , 
donde 

y~ — 4 cx; 

logo a curva he a parabola, e A P o seu eixo principal. 
810 . O parametro 4 c da ultima equação he a corda 

dupla ordenada que passa pelo foco F, pois fazendo x — c 
lie 2?/ = 4 c. 

817. Tirando FH, e MT perpendicular a ella, esta será 
tangente. Se he possível M T encontre a curva em outro 
ponto N. Por ser N ponto da perpendicular MT (que passa 
pelo meio de FH, por ser MH = MF) será NH = NF, 
e por ser ponto da curva será a perpendicular NZ = 2V F, 
logo NZ — N H : absurdo. 
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818. 0 angulo HMT=TMF, c lambem he II MT 
— MTF, logo o angulo da tangente e raio vector he igual 
ao da tangente e eixo. 

819. Logo 

TF F M MH = PV—c-\-x, 
logo 

P T= TF±PF=TF-\-x — c = 2x 

igual á subtangente. 
820. A subnormal he 

821. Qualquer secção feita na superfície cónica por hum 
plano, que não passe pelo vertice, he alguma das linhas da 
segunda ordem, ou curvas do primeiro genero. 

Seja ABCH essa secção, e seja D o vertice da pyra-
mide, AE CF o circulo secção commum da superfície có-
nica e de hum plano parallelo á base da pyramide, e a recta 
AC a secção dos planos ABCH e A ECF: corte-se AC 
ao meio em G com a perpendicular EF que será portanto 
diâmetro do circulo A E CF: tirem-se DE, fí F, e seja B G 
a secção commum dos planos AB C, EDF. O plano EDF 
passará pelo centro de qualquer outra secção circular pa-
rallela a A E CF, e logo encontrará hum diâmetro dessa ou-
tra secção parallelo a E F , e esse outro diâmetro será por-
tanto perpendicular a outra corda parallela a AC, e logo 
dividi-la-ha em partes iguaes. Represente pois B G a ab-
scissa x, e A G a ordenada y, e B D chame-se a. Os ân-
gulos dos triângulos B F G, D E F são dados e logo dadas 
as razões dos lados; seja pois 

GF—mx, 

BF=nx, E F=p.DF=p (a-f-íl#): 

será 
E G =p a~\~npx — mx, 
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e pois lie 
AG* = EG.GF: 

será 
y 2 - j - m (m — np) x2 — mapx = 0. 

822. Esta equação mostra que a secção he ellipse se 

m (m — np) fôr positivo, isto he se fòr ^ ^>p , ou > 
E F 
j i s t o he se a secção encontrar o lado DE para a parte 

de E: será hyperbola se fôr 77! > isto he se a sec-

ção encontrar o lado DE produzido da parte do vertice D: 

e será parabola se fôr ~jj~F = j Á , isto se fôr B G paral-

lela a DE: e a secção será circulo se fôr AG B recto, o 

Ali 2 = 11 G . lí G = G E. G F, 
ou se fòr 

BG:GF.:GE:GH, 
ou se fòr 

ang. GBF= ang. GE1I. 

823. Se fòr A G11 recto, será A G perpendicular a DEF, 
e logo DEF perpendicular a EAF, e logo DEF será o 
plano do eixo e altura. 

824. A secção feita na superfície do cylindro por hum 
plano, em que não esteja o eixo, ou he ellipse ou circulo. 
Seja A B C H essa secção, e seja AF CE a secção de hum 

~7,>' plano parallelo ás bases do cylindro, esta será circulo: seja 
A C a secção commum de ambas as secções, e tire-se pelo 
meio G de A C a perpendicular E F; será A G'1 =E G. G F. 
Nos triângulos B G F e E G H são dados os ângulos, e logo 
dadas as razões dos lados; chame-se a a BII, x a 11G, e 
y a A G, e seja 

G F=mx, E G = n. G 11=11 (a — x), 
e será 

y 2 = — m nx - m n a x, 
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logo a secção será ellipse; e só será circulo não sendo pa-
rallela ás bases, se fôr AG B recto e 

GBF—HEG = GHE, 

ou se fór G H — G E, o que só pôde acontecer não sendo 
recto o cylindro, e sendo EF B o plano do eixo e altura 

( S 823) . " 
825. Em huma curva regular, isto he, em huma curva 

em que a ordenada he funcção da abscissa, a rasão das dif-
ferenciaes da ordenada e abscissa he igual á rasão da orde-
nada e subtangente. 

Sejão A P, PM as coordenadas x e y de huma curva A M; FÍR. ano. 
BM a tangente rectilinea, e P B a subtangente (s): ti-
rem-se as ordenadas próximas p m, p'm' que encontrem 
a tangente em C e C , produzidas sendo necessário; cha-
me-se i d p P e n p' P. 

Para que B M seja tangente, he preciso que junto ao 
ponto M do contacto, deixe a curva para a mesma parte; 
logo por mais pequeno que seja i sempre p C e p C' são 
ambas maiores ou ambas menores respectivamente que 
pm, e p'MI'. l i e 

„ r ij (s -1-') i r l y (-i — i) 

e seja 
y = y(x), 

será 

— — > ? ( ® - f , ) 

e 

isto he será 

+ y • i ii i/ • i rf• i, ... i 

e 
V • ^ d y . , d- y . „ 
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logo 

logo 

y . d y . d*y .„ , 

<!_y y. 
d x s' 

e o mesmo se mostra quando /> C, e p' C' são ambas meno-
res que p m, e p'm'. 

Exemplo. A equação 

y-r=ax-{-bx", 

que pertence a todas as secções cónicas, sendo differenciada 
dá 

2ydy — adx-\-2bxdx, 
logo 

d x 2 y 

d y a 4- 2 b x ' 

e logo a subtangente 
jj p 2 y~ 2 ax-\-2bx2 

a x a - ( - 2 b x 

Se a curva fòr a parabola será b = 0; e logo B P — 2x. 
Sendo as coordenadas perpendiculares, he a subnormal 

logo n'este exemplo he 

p // _ " + 8 b x 
J 2 " 

826. Segue-se que representando dx por i=Pp=Mq, 
será dy representada por qC. Segue-se também que he 
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isto he, Cm lie da segunda ordem a respeito de i infinite-
simo. O que mostra que n'este caso q m que lie realmente 
— dy, he também = q C , por ser Cm da segunda ordem. 

Conclue-se também que o espaço MDmM, comprehen-
dido entre o elemento do arco e a corda, he infinitesimo 
da terceira ordem por ser ainda menor que o triangulo 

827. A rasão das difFerenciaes da area de huma curva 
e abscissa he igual ã ordenada, sendo recto o angulo das 
coordenadas. 

A area de que se trata he A P M , e chame-se ò (;r): será 
a area M 1) m p P que o rectângulo completado com 
p P, o, pm, e > que o completado com Pp, c PM, isto 
he, será ^ [x -(- i) — ^ (x) media entre i <p (x - j - t), e 
i<p(x), e logo as tres series 

MmC= L CmXMq. 

t \ • I " ° x • o I d o x 

O (./•) . » 
dão 

APM=fydr. 

Exemplo. A equação das parabolas de todos os graus 
y'" = x"am~", assim chamada porque pertence á parabola 
ordinaria quando n=\, e m — 2, dá 
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logo 

f y d x = a '" f x "' d x= —~ a m x m A-C. 
J ./ J m _]_ n l 

Querendo contar os espaços desde a origem A dos x, temos 
C = 0 ; logo 

Di 
m -f-1 

APM= -±- xy, 

igual á parte determinada do rectângulo que y e x 
determinão. Pelo que todas as parabolas são quadraveis, 
isto lie, podem avaliar-se geometricamente as superfícies 
comprehendidas por arcos d'essas curvas e suas coordena-
das respectivas. 

828. A rasão das differenciaes da curva e abscissa he 
igual á da tangente (í), e subtangente (s). 

Seja 0 (a) a funeção que a curva A M he de x: será o 
arco Mm<^ a somma das duas rectas MC e Cm, e> a 
recta Mm, isto he, tirando Mq perpendicular a p C, sendo 
recto o angulo das coordenadas, será MD m media entre 

V/ Mq '1 -f- Cq1 Cm, e \ZMq* -{- q m2; logo as tres 
series 

« ( * + > • ) — s t e ) , 

+ ( £ • • • + + 

dão 
db(x) t 

dx ' s2 ' »' 

Donde se conhece que he 

dbx=\Jdx2 -\-dy2, 
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ou que a differencial do arco não differe da corda do mesmo 
arco differencial, sendo Pp — dx, e por consequência q m 
— dy. 

Também se segue que, por ser 

MC'.Mq(d x)::t:s, 

he M C=dO, de forma que se a curva fòr circulo, e o seu 
raio £ 1 = 1 , MC perpendicular ao raio e infinitesimo 
pôde representar a differencial do arco A M, ou do angulo 
AEM que elle mede. 

Exemplo. Applicando poisa formula0(x) = \/dx2 ~\-dy2 

poderemos rectificar qualquer curva, isto he, achar a recta 
que lhe he igual ou exactamente, ou tão approximadamente 
quanto se quizer. A equação geral das parabolas dá 

m d y 11 d x 
V x * l o g° 

\Zdx2 -f dy'1 

/ / / 2 m — 2 u 2 n — 2 >»\ 
= = — \{m24-n2a ÍC ). m ' ' 

Esta quantidade he integrável quando 

( o+i , i \ = t I 2 « — 2 m T j 

sendo l hum numero inteiro positivo, isto he, quando 

%t +1 

logo são rectificáveis as parabolas que se comprehendem na 
equação 

3 1+1 JL 
y =11°-' x. 

uv 
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Assim a segunda parabola cubica cuja equação he yz=ax*, 
he rectificavel exactamente. 

829. Chamando z ao arco 6 (x), será 

d z d z d x t s t 

d y d x d y s y y 

830. A superfície curva da pyramide cónica recta, he 
metade do producto da circumferencia da base pela recta ti-
rada do vertice para qualquer ponto d'essa circumferencia. 

Fig. 277. Seja J? parte da circumferencia da base, Co centro; 
tire-se A C, e do ponto B conduza-se a ordenada B D per-
pendicular a AC; seja FF outra ordenada; pelo ponto B 
tire-se a tangente B H q u e encontre em H, EF produzida; 
tire-se BE; do vertice L tirem-se as rectas LA, L B, LFJ, 
LF, LH. A superfície curva LAB he huma funcção de 
vá D ou de x, denote-se por F (#). Será 

L BH-\-LHEBEH^>LBmE-\- BEmB^>LBE; 

isto he 

[ LBXBH+ \ EHXLF+ \ EHxDF 

>F(® + i) — F(x) + bi* 

> L B E X S / ( B T ' - I I ' ) : 

isto he, as tres series 

i W ( ' - K H ) ' ) ' • + " • • + " • • 

dx 1 2 dx- 1 ' 
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dão 

1 L B J ( Í + ( ¥ Y ) = ~ L B 2 V \ ~ \ d ; t / / àx dx 

e logo 

F(x)=1-LB.b(x). 

831. Com a mesma construcção, suppondo só de mais 
que L está em C, acha-se a superfície do circulo igual a 
metade do producto da circumferencia pelo raio, ou = i s r 2 . 

832. E levantando sobre a circumferencia da base a su-
perfície curva do cylindro se demonstra pelo mesmo modo, 
que esta he o producto da circumferencia pela altura. 

833. Na pyramide formada por G F H revolvendo-se Fig. 278. 
sobre G F, he a superfície descripta por B H igual á diffe-
rença das superfícies cónicas curvas descriptas por H G , 
e por B G, isto he 

G -ff circ. FH— GBCIRB D 
2 

8 n ( G H . FH—G B .B D) 
2 

= k(FH.GH — BD(GH—BH)) 

= ic[FH. GH—FH.BG-\-BD.BH) 

=TZ(FH-\-BD)BH. 

No solido formado na mesma revolução pela curva A B E , 
he a superfície descripta por B m E ^ > a descripta pela re-
cta BE, c C as descriptas por BH e B E , isto he, cha-
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mando f ( x ) á superfície do solido descripta por A B, tere-
mos no caso do § 830 as tres series 

* ( ? ( * ) + ? ( * + ' - ) + « i ' ) y ( {hTT) 

- j - (ç (x) - f - <p (x -f- i) - j - a i2) a i 2 , 

f ( x + i ) - f ( x ) , 

.(<?(x)+<?(x + i ) ) i s J ( i + 2) + ai2 , 

e portanto dão 

4 g í _ . « . t W x / ( l + ( £ } « ) • ) 

, d 0 (x) 

834. Se a curva A B fôr circulo, a superfície descripta 

será espherica, e será <p (#) = sen z, e = e 

logo 
d f ( x ) 2 7-r dx 

d x d x ' 

portanto 
f (x) = 2 n r x; 

isto he, a superfície de hum segmento de esphera, ou a 
zona, he igual ao producto da circumferencia de hum circulo 
máximo 2TC r pela altura x do segmento, e logo a super-
fície de toda a esphera he igual a 

2 iz r . 2r = 4 i r r 2 , 

igual a quatro vezes a superfície de hum circulo máximo, 
ig. 286. 835. Seja x a altura de hum solido V (x); \(x) a sua 
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base; e (x i) a altura do solido r (x -)- i): será o 
solido r (.x - f - i) — r( íc ) médio em valor entre os solidos 
i A (a;), i A (x - f - i); e logo 

" z r = * ( * ) • 

836. Se o solido fôr hum segmento espherico, será 

A («) = ir y 2 = tc (2 rx — x 2), 
e 

dT(x) Tc d (r x* — j j 
d x rf^ 

r w = « 2 ( r — í ) , 
e logo toda 

a esphera — it (2 r ) 2 ^r — — ^ 

dois terços do circulo que tem por base hum circulo má-
ximo, e por altura o diâmetro. 

837. Na pyramide cónica chamando a ao raio da base, 
e b á altura, e formando huma secção parallela á base, e 
chamando y ao seu raio, e x á parte da altura comprehen-
dida por ella e pelo vertice: será 

a x 

e logo na pyramide de que esta secção he base será 

, . ir a~ x 2 

M * ) = 

A x d X ' 
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d'onde 
7w w X X 7, a2 x2 j: 

logo he toda 

a pyramide = 
TC«2A2 b 

W 5 = 

igual á terça parte do producto da base pela altura. 
27!)- 838. O solido occupa o espaço, que a figura plana B 

descreveria movendo-se do logar B para o logar C, de 
sorte que hum triangulo, descripto n'ella, descrevesse si-
multaneamente hum prisma: a altura d'este prisma he a do 
solido A. Digo que o solido A será igual ao prisma, que ti-
ver essa altura, e huma base igual á base B. 

O solido A pôde considerar-se composto de solidos da 
mesma altura, cujas bases sejão taes como xSy , nas quaes 
OÍJ, yS são linhas rectas; e xS, hum arco todo concavo, ou 
todo convexo para a parte da recta que se tirar do ponto a 
ao ponto é, e que caia todo dentro do parallelogrammo que 
se formar tirando de a e 6 parallelas a S j , a-y; assim bas-
tará demonstrar a proposição d'estes solidos. Chame-se S 
o solido cuja base he aS-y, e a altura. Se a X «é-y não 
he = S, seja D a differença. Com o lado ê<y e o angulo 

a-y 6 faça-se o parallelogrammo cortem-se 

e assim por diante até encontrar o segmento Ça não maior 
que completem-se os parallelogrammos inscriptos -yk, 

e[j., etc., e chame-se R o rectilíneo que d'elles se com-
põe: será a ê - y — R igual á somma dos espaços 6 x r , 
•/.lp, >.[i.(7, etc.; e logo menor que o parallelogrammo 

e logo<^ —. Inscrevão-se no solido S parallelipipedos que 
tenhão por bases os parallelogrammos -yx, e(x, etc., e 
ao solido, que tem por base êx i t , circumscreva-se hum pa-
rallelipipedo que tenha por base TT, e também se achará 

^ e = -y 8 = e £ = etc 
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S — a i J < a x ê í , e logo também <a isto he D. 

Seja pois, se he possivel, será a R ^ > a X 

aê-y; absurdo. Seja po i sheaê -y— 

será flXfê] — a R C D , e logo a R ^ > S ; absurdo. Logo 
he a X a ê - * ' = S. 

n ii + l _ n + 2 
839. A serie ai —j— &» -|-ci —J— etc., sempre se 

pôde fazer quantidade do mesmo signal que o seu primeiro 
termo, sendo n'ella a, b, c, etc., grandezas determinadas 
positivas ou negativas, e i indeterminada, que possa ser tão 
pequena quanto se quizer. 

Seja primeiro a positivo. Como sabemos, pode fazer-se 

b i - \ - c i 2 - j - e tc . , 
d'onde 

n + I ." + * 
b i - | - e t - j - e t c . , < ; a i ; 

e logo na serie proposta será então a somma de todos os 
termos, excepto o primeiro, menor que o primeiro; e por-
tanto a serie será positiva então, porque o primeiro termo 
he positivo. Por ser 

_ n n + 1 . " + 5 

— ai -\-bi -ci - ] - e t c . , < 0 , 

he ou pôde ser negativa a serie proposta, se o primeiro termo 
he negativo. 

840. A inversa da proposição do § 825, também he 
verdadeira, isto he, que se huma recta e huma curva teem 
hum ponto e ordenada ij (<p x) desse ponto, communs, e fôr 

V = (sendo s a parte do eixo que essa recta e essa or-

denada cortão); a recta e a curva tocar-se-hão; não sendo 



368 ELEMENTOS 1)E GEOMETRIA. 

ou sendo 
d ~.'/ n

 d2jL n 
r f x 2 U » e d x 3 u ' 

1 d'>y nao o sendo T—;, etc. 
d.v* 

Pois, se he possível, não se toquem, mas cortem-se n'esse 
ponto commum; então as ordenadas da curva de huma parte 
de y serão maiores que as da recta, e da outra parte serão 
menores, isto he 

?(«+*) <y+!{ *: 

e logo serão 
( * — » ' ) $ y—l

s 

djj_x dUx , > 

2 d x 2 - 1 1 ^ 2 . 3 d . v i - 1 < U > 

2 d x i - 1 I 2 . :i d . r3 • e i L . , < U , 

isto he, duas grandezas, que se podem lazer contrarias pelo 
§ precedente, ambas maiores oú ambas menores que zero: 
absurdo; logo a recta e a curva tocão-se. 

841 . Discorrendo como no § 825 , pôde mostrar-se que 
tocando-se duas curvas, e sendo a ordenada commum do 
ponto de contacto <p.X em huma e IJÍÍC em outra, que será 

também — para a abscissa commum correspon-

dente a esse ponto de contacto. 
842 . A inversa da proposição antecedente também he 

verdadeira, e prova-se discorrendo como no § 840. 
843. Duas linhas que tocão huma terceira em hum ponto, 

tocão-se entre si n'esse ponto. 
A ordenada commum seja y x , e \x para as duas linhas 
/. . . d a x d f x 

e f x para a terceira; serão - f ^ = e 

d ty x d f x 
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( § 8 4 1 ) , e logo 
a y x d <|i x 

d x d x ' 

e por tanto as duas linhas tocão-se (§ 842). 
- 844. A proposição do § 841 não só he verdadeira, sendo 

as coordenadas do ponto de contacto communs ás duas cur-
vas, mas também sendo a ordenada y' de huma a orde-
nada y da outra, produzida, e a abscissa de y' igual e 
parallela á da outra, comtanto que tenhão huma tangente 
rectilínea no mesmo ponto de contacto. 

Pois seja s' a subtangente relativa a y', será 

dy' y[% 

dx s ' ; 

e 
dy ym 

d x s * 

mas por similhança de triângulos he 

s' i . 

logo 
dy' dy_ 

d x d x 

845. Entre a tangente rectilínea e a curva não se pode 
tirar do ponto de contacto outra recta. 

Pois se fosse possível, as suas ordenadas serião medias em 
valor entre as da tangente e da curva; isto he, chamando s' á 
parte do eixo que está entre essa recta e a ordenada com-
mum, as tres series 

y ± \ . i , 

rr 
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por ser 

'1 ày_ 
s d x ' 

darião 
y y_. 
s s ' " 

absurdo. 
846. Logo huma curva não pôde ter no mesmo ponto 

duas tangentes rectilíneas. 
847. E por consequência nem duas curvas que se tocão; 

poisque amhas estas tangentes rectilíneas o serião de huma 
pelo § 843. 

8Í-8. Se huma curva regular, e hum circulo se tocarem 
de modo que entre elles não se possa tirar, pelo ponto de 
contacto, outro arco de circulo; diz-se que a curva tem 
n'esse ponto a mesma curvatura que o circulo. O circulo 
chama-se osculador: o seu raio chama-se raio de curvatura: 
e a curva que he logar dos centros de todos os circulos os-
culadores, chama-se evoluía da curva proposta. 

849. Dos §§ 825 c 828, se deduz que a tangente tri-
gonométrica, do angulo formado pela tangente rectilínea da 

curva z, e nela ordenada, he O seno he 7 - : o coseno 1 d y d z 

1 d!/ he -p. 
d z 

850. Dizer que por entre o circulo osculador e a curva 
se não pôde tirar outro circulo, he dizer que o circulo oscu-
lador he o minimo de todos os circulos que tocão e abra-
ção a curva; ou o máximo de todos os que são tocados e 
abraçados pela mesma curva: a indagação pois do raio de 
curvatura reduz-se a achar o máximo ou minimo da ex-
pressão que representar qualquer dos raios dos circulos tan-
gentes da curva. 

fig. sã*. Seja pois A M huma curva proposta z, A P (x \ P M (y), 
as suas coordenadas. Se a curva proposta tem huma oscu-
larão no ponto M, terá huma tangente rectilínea MT que 
he a do circulo osculador (§ 843). Tire-se i / A perpendi-
cular a TM: qualquer ponto m de MN he centro, e Mm 
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lie raio de circulo tangente de z em M: M P produzida ou 
não, e mA' parallela a AP determinão P': chame-se y' a 
MP'; tome-se A1 P1 = x. Será 

ju. v' <> -
M m c o s m M P 1 s e n TM P' d x 

a expressão que deve ser hum máximo, ou hum minimo: 
e logo 

d y ! d z - \ - y * d d z 

Tx ' 

OU 
' ( « J Í O - » -

d y 1 d z 

mas por ser 

he 

ou 

y • ddz ' 

dz* = dx°- -\-dy*, 

dzddz = dyddy, 

, , d y d d y 
d d z= —r—; 

d z ' 

e he dy' = dy (§ 8 U ) ; logo 

, d z* 

y d d y ' 

d z 3 
Mm = — 

d x d d y ' 

he o raio de curvatura, e se chame R. 
851. Seja am a evoluta (s). Complete-se o rectângulo 

Pm; e sejão Ap[t), pm(u) as coordenadas da evoluta. 
Será 

t = P' m - f - x = R sen m M P1 + x 

= RcosTMP' + x = R ^ 
e 

u — y' — y = Rcosm M P' — y 
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logo serão 

= Rsen T MP'— y = R Jf —y: 

dRdy dj, dRdy 

dz l d z i d z ' 

, dRdx , _ , d x , dRdx 
au= . - «a — —a« = —-—; a z 1 d s 3 d z 

d'onde 

77 = ^ = t a n g r j f P ' = = t a n g í > i V i » = J J ; 

logo (§ 840) o raio de curvatura he tangente da evoluta. 
852. Será 

d s * = d t * + d u * = d R * (dxZ+JyZ); 

d'onde 
ds — dR; 

logo se entre a evoluta e o raio de curvatura ha differença, 
esta não depende da raiz x, ou he a mesma para todos os 
pontos da curva. 

d z3 

853. A expressão R — — d xdd foi achada na hypo-
these de ser x raiz, ou da; constante; e n'essa hypothese tam-
bém he 

P _ j j j 

mas se quizermos considerar z raiz ou ás constante, e dx 
variavel, será então 

R = 
d x d d y — dy d d x' 

que por ser 
d(dz*) = 0 = d(dx* +dy2), 

e logo 
, , d x d d x 
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se muda em 
» 

( 7——| ddx ddx 
v dy / 

D 111 dydz 
— « » > i J„!\ — : 

854. A rasão de se dizer (§ 848) que a curva tem 
no ponto do contacto a mesma curvatura que o circulo os-
culador, he porque tomando sobre a curva mais dois pontos Fig. 280. 
m, m' infinitamente proximos d'esse ponto M, o circulo que 
passa por estes tres pontos tem o seu raio igual ao de cur-
vatura. Porque tiradas d'esses pontos ordenadas perpendi-
culares á abscissa e rectas parallelas a esta, se p P represen-
tar a differencial da abscissa, ou se fôr = d x , será 

mn — dy, 

pp' — nn' = dx-\-ddx, 

m' n' — dy - j - ddy. 

Teremos pois corda 

Mm = Vdx*-{-dy* = d s. 

sendo ds a differencial da curva. 

mm' = ^(dx-\-ddx)2 -\-(dy-\-ddyy. 

Mm' = \/(2dx + ddx)* + (2dy-{- ddy)*. 

Logo sendo ds constante he 

dxddx-\-dyddy = 0. 
Logo 

Mm — d s; 

m m' = \/ds*-\-{ddxy + (ddy)n-
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•=ds+á-s((ddxr'+(ddyy)' 

Mm' = \ f J d i 2 -f- (d dx)2 -f (d d y)2 

= * d ° + 7 r » ( ( d d x r + ( d d y V ) 

são os lados do triangulo M m m ' , cujo raio r se pôde por 
tanto achar, e teremos 

p = 2 d s + ú - s ( ( d d x y + (ddy)*)> 

p - a = ^ - s ( ( d d x y + ( d d y y ) , 

= -i- ((ddx)* + (ddy)
2), 

p-c = d s - ^ r t ( ( d d x y + (ddy)*). 

O producto das duas primeiras 

das outras duas he ds2 - j - ^ ( ( d d x ) 2 - f - (ddy)2 ); logo 

. 2 ds* d s 2 

4 d . V { ((d d x ) 2 +{ddy)*) " V{ddx)> + (dd y)i 

Porque he 
, , d x d d x 

d d y = - j v ~ 
será 

^ rfs2 d y d s 

^ \ / { d d x ) 2 + dX'Vy
d,X)-' = ' I ^ = = 

858. Não obstante cortarem-se duas linhas, diz-se que 
os seus ramos, que terminão no ponto commum, se tocão 
quando as suas ordenadas não têem differença da primeira 



GEOMETRIA l)E Dl iAS COORDENADAS. 3 7 5 

ordem, e então se diz que teem hum contacto da primeira 
ordem; e se também não tem differença da segunda ordem, 
o contacto se diz da segunda ordem, etc., isto he, «pie sendo 
<p i), 41 (&-{- i) as ordenadas correspondentes dos dois 
ramos das duas linhas, elles se dizem tocar-se aindaque as 

curvas se cortem, se fôr — e o contacto se diz 1 d X d x 

da primeira ordem; e se fòr também — ~~ o con-

tacto será da segunda ordem, etc. 
850. Assim no ponto de inflexão, isto he, no ponto M Fig. 288. 

que separa concavidades oppostas da curva A MN, se tirar-
mos de M a recta M C por meio da subtangente ou com a 

condição — ~s >
 ser<' tangente do ramo MN, por não ha-

ver entre as ordenadas do ramo e da recta assim tirada 
differença da primeira ordem: e produzida esta recta será 
também li M tangente do ramo A M por não haver entre 

as suas ordenadas ; /— ~ i, e y— ~-x i - f - < 2 — etc., 

differença da primeira ordem, pois he v 

// • <iy • - i= — i. 
s d x 

N'este caso, para senão chegar ao absurdo do § 840, he 
preciso que seja 

dly — 0 

dx2 U' 

« não ~ f , ou que sendo também 

111 _ , ) dx 3 

também o seja j -^ e não e assim por diante. 

857. Ponto múltiplo he o ponto commum a muitos ra-
mos de huma curva. Chama-se duplo se he commum a dois 
ramos: triplo se he commum a tres: etc. O numero de ra-
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mos he contado pelo numero de ordenadas difTerentes, cor-
respondentes á mesma abscissa, e da parte da ordenada do 
ponto múltiplo em cpie este numero he maior. 

858. Dada a equação de huma curva algébrica achar-
lhe os pontos múltiplos. Tirar também por estes pontos 
tangentes. 

Seja u — 0 a equação da curva, será u da forma 

a-\-bx-\~cy-\-fxy-\-exs -}- gy2 etc. 

Se o ponto fòr duplo as duas ordenadas dos dois ramos 
far-se-hão iguaes no ponto múltiplo; logo considerando y 
como numero principal, terá então a equação u — O duas 
raizes iguaes, e será 

(£)-* 
e logo 

logo os valores de x e y que satisfazem ás tres equações 

são as ordenadas do ponto duplo. 
Se o ponto fôr triplo as tres ordenadas dos tres ramos 

far-se-hão iguaes n'esse ponto; logo considerando y como 
numero principal terá então a equação u — 0 tres raizes 
iguaes, e serão 

&)-•.(£?)=* 
e logo 

\dx) U» \dxdy) \ d x i ) — U ' 

e os valores de x e y que satisfazem a estas seis equações 
são as coordenadas do ponto triplo. Assim por diante. 
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Quando o ponto he duplo, a relação entre dx e dy, que 
determina a posição das tangentes, não se pôde achar na 
equação du=0=adx-\-b dy, por serem as differenciaes 
parciaes a e b ambas iguaes a zero; mas acha-se na equa-
ção 

d2 u = c d x2 -f" e d x d y -f- f d y 2 -f- g d d y 

= cdx2-\-cdxdy-\-fdy2 = 0, 

por ser g — 0, pois he g differencial parcial da primeira 
ordem. 

Quando o ponto he triplo, nem na antecedente se pode 
achar essa relação, por serem c, e, f differenciaes parciaes 
da segunda ordem que, n'este caso, todas são iguaes a zero; 
mas acha-se na equação 

d 3 u = hdxs-\-idx2dy-\-ldxdy2 

- j - m d j / 3 -\-nddy -\-p d d d y 

— hdxs -f- i d x'1 dy -{- / dx dy 2 -\-mdy* = 0, 

por serem iguaes a zero, n porque he da segunda ordem, e 
p da primeira. 

Assim por diante. 
Sendo estas equações, que determinão essa relação, as 

mesmas, que se acharião suppondo também dy constante. 
Se sahirem alguns valores iguaes para a relação entre 

dx e dy, isto indica que outros tantos ramos se tocão, ou 
teem a mesma tangente rectilínea. 

859. Achar huma asymptota rectilínea Tm da curva AM. Fig. 2119. 
Sejão Pm(y'), e P M (y) ordenadas da asymptota e da 

curva, e levante-se a perpendicular A K. A T(a) e A K (ê) 
determinarão a asymptota. Para que Tm seja asymptota, 
he preciso que y' — y admitta valor menor do que qual-
quer grandeza que se proponha: pois seja m' o ponto da 
curva de que m dista menos, deverá mm' 110 caso de asvm-

xx 
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ptotismo, ou Qm— Qm', ou q J ' p admittir valor me-

nor do que a qualquer grandeza que se proponha, o que não 

pôde ser sem y'— y o admittir: mas he 

= t 

logo he preciso que haja em y dois termos hum da fórma b, 

e o outro da fórma - x, que aniquilem y' e determinem 

ê e a; e que o resto de y seja luima funcção de x, que possa 
ser maior que qualquer grandeza que se proponha. 

Exemplo. Seja a curva proposta huma hyperbola e, 

poderá y' — y ser menor do que qualquer grandeza, que se 

proponha, fazendo ê = ô, e - = - , ou a = a, e Tm será 

asymptota como já se achou (§§ 78 i, e 807). 
As condições que determinão as asvmptotas rectilineas 

ficão achadas, e já se pôde ver como se acharão as das cur-
vilíneas: mas as seguintes considerações facilitâo estas inda-
gações. 

860. Para que a curva tenha asymptotas rectilineas he 
preciso que seja 

e logo 
d x , a. x (f x — <1 x") — j í i l i 

y —« = «4- r f ; — , •> d y I 6 x a i|/ x ' 

na supposição de x infinito determina a; e 

d y 6 | I)j .r 
d x a "T" x 
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na mesma supposiçào determina e 

f /?/ d x \ dy 
a a ' \ d y j dx 

x d y 

T I 

determina ê. 
8(51. Logo as asymptotas rectilíneas podem ser determi-

nadas pelos mesmos meios com que se determinão as tan-
gentes rectilíneas, tiradas de huma distancia finita do vertice 
para hum ponto da curva a huma distancia infinita. 

8 ( 5 2 . As duas parabolas A M e Bm, que t è e m o mesmo F i g . 2 9 0 . 

eixo principal BA [a), e o mesmo parametro p, são asym-
ptotas huma da outra. Pois serão 

y2 —p x, 
e 

y'*=p(a-\-x); 
e logo 

y' — y = Vp (lAr-f-a — / x ) 

expressão que x infinito faz infinitessima. 
863. O ponto duplo chama-se pnnlo de reversão, quando 

esse ponto he limite dos ramos immediatos da curva, isto 
he, hum ponto tal que se possa tirar por elle huma recta 
que deixe esses ramos para a mesma parte. Chama-se re-
versão da primeira especie quando os dois ramos são con-
vexos hum para o outro; e da segunda especie, se hum he 
convexo e o outro concavo. 

Sendo C hum ponto de reversão da primeira especie, he Fi!r. 2 g l -

preciso que chamando a a A B, seja y da forma P ± 
m 

Q [ x — a ) % sendo m qualquer numero positivo, mas não par, 
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para que a x < ^ a não corresponda ordenada; para que 
a x — a corresponda só huma; e para que a x^>a corres-
p o n d a duas. 

Pois he 

y = fx = f(a-\-x — a), 

escreva-se i por x — a, e entào, reduzindo a serie, seja 
b c 

y=A-{-Bi -f Ci —j— "etc. 

±i*(A'B'i "' + C'i " -f etc.) 
será 

= b(b — l ) B i " 2 + c ( c — i ) C i ' 2 - j - etc. 

Poisque, na reversão da primeira especie, lium dos ramos 
he convexo e o outro he concavo para o eixo das abscissas, he 

preciso que tenha dois valores, hum positivo e outro ne-

gativo (§ 8 2 6 ) , ou que ± i 2 2 f — l) A' seja o 
i . d d y m 

primeiro termo da serie que exprime - j j l > 011 q u e ã — ^ 

seja o menor expoente d'essa serie, e logo então, no ponto 

de reversão da primeira especie, aonde i — 0, he ou 

zero, ou infinito. No ponto de reversão da segunda especie, se fôr b — 2 

o mais pequeno expoente, será ou zero, ou finito, ou 

infinito, segundo fôr b maior, igual, ou menor que 2. 
Fipr. 292. 8 6 4 . A curva B S seja construida por huma equação 

entre A M (x) e M S ( y ) ; MQ — — * , e tangente de A J / , 

pôde determinar Q S tangente d e B S . 
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Pois sejào A P{x'), e PM(y'); será 

M S: M 0:: sen ( 0 M S + 0 s M): sen Q S M, 
ou 

. . sen Q S M 
^ y sen Q M S cos Q S Af-j- sen Q S JIÍ cos Q M S 

sen 0 MP _ .. 
„ , , — cos Q M / ' tans 0 S Aí 

_ = « Í í . 
ixl /dy+dy'\ _ iyi dy 
dx V. dx' ) 

865. A mesma tangente SI pôde ser determinada to-
mando 

s y d x 
Pl = 

tdy ' 

sendo x o mesmo arco .4 JIÍ; y, PS; t, MT; e s, PT. 

Pois he 
, . . , s d x .xi1 s s d x 

dx = dy . = —~ • = 

e também 

dx'= ÍJLJLÍ 
v 

logo etc. 
866. Resultando a curva B M de duas curvas conheci- 293. 

das AL, CN por huma equaçSo entre as ordenadas corres-
pondentes PL(x), PM(y), PN{z); tirar a tangente a 
hum ponto qualquer M. 

Seja a subtangente PS da curva L = s, e a subtan-
gente PR da curva CN=s', e s e j a ^ á F ^ x ' . 

P C pôde ser abscissa da curva CN e igual a 

AP—AC=x' — a. 
Será 

, zd(x' — a) zdx' 
s = — : 

d z d z 
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c também 
x d x ' S = ' 

d x 

0 

p T y <> . 

d y 

das duas primeiras tira-se 

d . i z d r «' x ' 

que serve para eliminar dz da equação differencial da curva 
proposta, e das duas ultimas tira-se 

PT= 
s y d x 

x d y ' 

867. Qualquer recta p, tirada para huma curva do ex-
tremo de huma recta dada de posição, e chamada base, cha-
ma-se raio vector, e esse ponto polo: e a equação que dá a 
relação entre hum raio vector, e o angulo a que elle faz com 
a base chama-se equação polar da curva; e então a curva 
também se chama polar. 

868. Na ellipse sendo base o eixo maior, e polo hum dos 
focos; será § 795. Fig. 270. 

FM(?) = M f -

= a 4 - ÍL2 — ^ 1 n a 

- ( c — PF) 
n. ^ * 

c z c 
a a 

- p COS 5 « 1 
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logo he 
b 2 

P a — c . cos a 

a equação polar da ellipse. 
869. Na hyperbola, sendo base o eixo principal dos fo-

cos e polo hum d'elles, será § 803. Fig. 272. 

FM(?)=*-t-*-fM 

'. c z c z ^ c z 

a a a 

c (n — I' F) — a— p cos n 
H. n * 

b 2 C p cos g ; 
a a 

e logo 
b 2 

a c . c o s > 

lie a equação polar da hyperbola. 
870. Na parabola, sendo base o eixo principal e polo o 

foco, será § 815. Fig. 274. 

F M (ç) =c -\-x=2c-\- P F = %c — p cos c; 
e logo 

8 c 
P l-fCOS a 

he a equação polar da parabola. 
871. Seja a curva•iíl í(s), PM{p), e o angulo^ P J f ( o ) ; 

PQ(x); QM(y); PT(s) perpendicular a PM; e MT («) 

a tangente da curva: teremos Fl®- 294• 

1.a. .. . y = psen(r; 

2 . a . . . . x — — pcosc; 

3." . . dy ~ d p sen n j - p d n cos ? ; 

i 
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4.". . .dx — — d p cosn -f- p d c sen n; 

5 a ddy — d d p sen u 2 d p d c cos c — p da2 sen a 

-f- p d d c cos c ; 

6." ddx = — d d p cos« - j - 2 d p d <s sen <J -J- p d a2 cos c 

- j - p d d a sen a 
872. Logo 

dz'1 = dx°'-\-dy2 = d?
2-\-?°-d<72. 

873. dAP MA=dAQMA — dPQMP 

— y d x — d 

y d x — x rf y p2 rf « * 

2 t ' 
874. l ie 

lane TM O— ""* TMf>+ ''M Q 
ft v 1 — t a n g TM P x l a n g P AL Q ' 

isto he 
s i x 

d x p "T" y s y + f x 

d y J Sj£ p y — s x' 

f y 
ou 

p (ydx — xdy) = s(ydy-\-xdx) 

= p 5dff = Spdp, 
logo 

d p 

875. He dxddy-\-dyddx = 

— d p d d p sen <j cos a — 2 d p2 d a cos2 a 

p d p d a 2 sen c cos a — p d p d d c cos 2 <r 

-f- p d d p d n sen 2 G - | - 2 p d p d < ; 2 sen n cos n 
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— p 2 d a 3 sen 2 <s -f~ p 2 d a d d a sen n cos n 

- f - á p d á p s e n a c o s c — 2 d p2 eí <J sen2 a 

— p d p d es2 sen G cos a — p d p d d c sen 2 c 

- j - p tí d p d c cos2 <7 — 2pdpác 2 sen<rcos<j 

— p 2 d <j 5 cos 2 <r — p 2 d o d d <7 sen o cos <y 

= — 2 á p 2 d < j — pdpddG-\-çddpd<s — p2 d cr3 

= (p d p) d d p —• d p d (p d a) — . d z 

= p2d<72 d ^f — d<rdz2 » p « a 
# 

876. Logo 
h

 R = = r f z 3 

d x d dy — d y d d x 

dz ' 
dz^da — p2rfa2rf r^. 

&•+fé)1)* 

sendo, n'esta ultima expressão, d <7 constante. 
877. A condição dos pontos de inflexão e de reversão 

da primeira especie 
d*y A rf^-' 
—| =*= 0 = 
d x i dx 

YY 
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dá 
dxddy — dyddx 

= 0 = (?dc)dd? — d?d[?da)— 

para as curvas polares. 
878. Para que TM seja asymptota, lie preciso que seja 

PM infinito: PM infinito, P T finito e 31P T recto dão 
infinita a tangente trigonométrica de M T P , e logo recto 
este angulo: logo as asymptolas rectilineas das curvas po-

o ̂  d G lares determinão-se achando s por meio de fazendo, 

n'esta expressão, p infinito, e tirando pelo extremo T de s 
huma perpendicular a s. 

879. A subtangente s' de huma de duas curvas, referida 
ao mesmo polo e ao mesmo angulo c, pôde ser determi-
nada por meio da subtangente s da outra, e dos raios ve-
ctores y e x de huma, e da outra: pois será 

d a 
s= ——; 

d x 

e 
^ f y2rfa s y2 d'x 

d y x - d y ' 

880. A equação y* = ax-\-bx- pôde pertencer a to-
das as secções cónicas, segundo fôr b zero, positivo, nega-
tivo, ou — 1: e será 

2ydy=(a-\-2bx)dx, ' 
e 

Zdy* -{-2yddy = 2bdx*; 

e eliminando d'esta dy" por meio da antecedente, achar-
se-ha depois 

d d y — "^Ar d x2 : 
J 4 y i 

mas, sendo n a normal, he 
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e logo 

1/3 
e logo 

d Z3 «3 
dx d dy > 

4 

isto he, em todas as secções cónicas o raio de curvatura he 
o cubo da normal dividido pelo quadrado do semiparame-
tro primeiro. 

8 8 1 . Dados em posição a recta AB, e o ponto C fóra Fig. 295. 
d'ella, e tomada sobre CE a parte D £ sempre a mesma, e 
para ambas as partes de A B; achar a curva que he lugar 
do ponto E. 

Tirem-se CA, EB perpendiculares a A B; chame-se 
a a AC, b a DE, x a AB, y a BE. Será 

a:y::AD:BD, 

e logo 

d'onde 
a-\-y.y::x:D B, 

portanto 

e logo 
a 2 i 2 4 - 2 a 6 2 2 / + 6 2 y 2 

a equação algébrica da curva, que se chama conchoide de 

Nieomedes. 

Chamando p a CE, e a ao angulo ACE será 

p = — ±b 
COS d 

a equação polar da conchoide. 
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Logo he 
p2 d n a 2 b cos a > A2 cos2 a _ 

d p sen n sen n ' b sen u ' 

mas p infinito faz 
cos<r = 0, ou a = 90° ; 

logo então he p perpendicular á base a, e a subtangente 
s — a, e a perpendicular AB a essa base he a asymptota 
da conchoide (§ 878). 

Fig. 296. 882. O circulo ABC G o seu diâmetro A C são dados 
em grandeza e posição: o angulo A CD he recto; a recta 
A D he tirada do ponto A a qualquer ponto da recta CD, 
e corta a circumferencia cm algum ponto B;A E h c — B D : 
pede-se o logar do ponto E. 

Tirem-sè EF, BG perpendiculares a AC; será GC=-
AF. 

Chame-se a a A C, x a A F, y a E F. Será 

C G = x, e A G = a — x; 

xlylla—xlBG; 

y2 = WG°~ A GxGC=(a — x)x, 
d'onde 

0 = ay-—xi—xy"-

he a equação da curva a qual se chama cissoide de Diocles. 
Chamando p a A E, e n ao angulo EA C; será 

x 

p — — , 1 cos o 
e também 

AE:AB.:AF:AG, 
isto he 

p; a cos n:; x: a — x, 
ou 
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logo 
x — a sen2 <7, 

e 
a sen 2 a p — 

1 cos a 

he a equação polar da cissoide, da qual se conclue que CD 
he asymptota. 

883. CA C' he a curva, que o ponto A do circulo A S B Fig. 21)7. 
descreveria, se este circulo tocasse primitivamente com o 
ponto A a recta C B no ponto C, e depois fosse applicando 
a sua circumferencia sobre esta mesma recta de C para B, 
de maneira, que em qualquer posição M, que o ponto A se 
achasse, e ME em que o circulo se achasse, fosse sempre 
M E — C E , isto he, iguaes o arco e recta que se tivessem 
tocado. Esta curva chama-se cycloide: CC' a sua base, ou 
amplitude, e o circulo chama-se genitor. 

Tomando BS — ME, e tirando a recta MSP termi-
nada no diâmetro do circulo genilor, serão iguaes as cor-
das de MEc SB, e parallelas por formarem ângulos iguaes 
com a tangente CB de ambos os arcos, e logo M S = B E . 

A posição actual do circulo he a em que se acha, depois 
de ter applicado a semicircumferencia â base. He pois A B 
diâmetro, e logo perpendicular á base. 

Por ser 

CB = BSA, e CE = EM=BS, 
será 

BE=AS=-MS, 
e logo P M , ou 

y— váS-j-sen^áS. 
Seja 

A B = 2a, e A P = x; 

será 
dy — dA S - f - dsen.á S 

a il sen A S i • t L. — —- -f- d sen .1 >> 
cos .4 .S ' 
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= d \ / 2 a x - x * = d x \ l 
a — x * ' x 

a equação differencial da cycloide. 
Passando das coordenadas antecedentes para aquellas, em 

que C fosse origem de abscissas x, e a base C C o eixo 
d'ellas, a equação seria 

Tirando S T tangente do circulo genitor e = 

~MS, será M T tangente da cycloide (§ 864). 
Será 

d z = d x \ / ^ , " r 

i j — ad x~ d d y — -5 
x2 V 2 a • 

e logo o raio de curvatura R = 2v 2 a (2 a — x): logo 
para o ponto C, para o qual he x —2 a, he R = 0, ou a 
evoluta passa por C, e para o ponto A he R = 2.2a, o 
dobro de AR, ou a evoluta passa por F. 

A abscissa A G, ou t, ou R . -(- x da evoluta da cycloide 

he = 4 a — x , e a ordenada GH, ou u he = 2 ^ 2 a x — x 2 

— y; logo he 
, (2«— 2x)dx j 

du= — dy 

v 2 ff x — x -

— . d x d l >/ 4 « — t \l 2 a — x •J t — 2 o 

Refira-se a evoluta ás coordenadas CI(y'), e !H[x'). 
Será 

x =t — 2a; y'— CB — u; 
logo 

d u — — d y', dt = dx , 
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c 

\[7\.a — t=\J 2 a — x ; 

será 

— dy' = dx \/ -

equação, que mostra, que a evoluta da semicycloide CA 
he a outra semicycloide A C collocada poróm em C F. 

88 i. Se o angulo g fôr augmentado por 2 77, ou pelos 
múltiplos successivos de 2 ir, a curva polar poderá muitas 
vezes dar muitas voltas em torno do polo, como acontece 
quando a curva tem esta equação p = a <7, que se chama 
spiral de Arcliimedes; ou esta p2 = ac que se cliama spi. 
ral parabólica; ou esta pc? = a, que se chama spiral liyper-
bolica; ou esta ly = a<- que se chama spiral logarilhmica. 

885. Na spiral hyperbolica he 

mas p infinito faz rr = 0, logo então p está na direcção da 
base: levante-se pois do polo huma perpendicular á base 
e=a, mas para a parte opposta áquella, para que se devião 
tirar as subtangentes, a que pelo extremo d'esta se tirar 
perpendicular, será asymptota. 

886. Na spiral logarithmica he = a , e logo = i 

isto he, a tangente trigonométrica do angulo formado pelo 
raio vector, e tangente he constante e logo também esse an-
gulo. 

O raio de curvatura reduz-se a produzida pois TP Fiff. 2 9 8 

para B, e tirada MB perpendicular a TM: será 

MB\PM::TM:PT 

ou 
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logo 

f t / p 2 > 
M B — - - ^ r v — = 

da 
df 

Logo B he ponto da evoluta e MB tangente d'ella, e por 
ser M B P igual a P MT, e por consequência constante, será 
a evoluta a mesma spiral logarithmica, e não pôde haver 
differença entre ella, e a tangente B M que não seja con-
stante; mas nem essa ha, porque fazendo a negativo na 
equação da spiral, esta chegará ao polo, e n'este ponto a sua 
tangente, e ella são nullas. 
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(JtMimelriii <S«" t r e s coordci ia i l i iN 

887. Sc em hum systema de duas coordenadas se tirão 
dos extremos das ordenadas quantas rectas parallelas se qui-
zerem, mas em plano diverso do das primeiras coordenadas, 
a superfície que fòr lugar dos outros extremos d'estas pa-
rallelas, chamar-se-ha superfície proposta; e estas parallelas 
lambem se chamarão ordenadas, e se denotarão por z; e 
cada tres rectas contíguas x, y, z coordenadas: e a equa-
ção que as comprehende chama-se equação da superfície 
proposta. 

888. A equação da superfície contendo tres variaveis, he 
claro, que duas d'ellas são absolutamente independentes, e 
que os valores arbitrarios, que se lhes forem assignando, he 
que determinarão os valores correspondentes da terceira por 
meio da equação da superfície. 

889. Achar a equação do plano. 
Sejão A P (x), P M' (y), M' M(z) as tres coordenadas do 

plano MB C cuja intersecção com o plano dos xy seja fí C. Fig. 281. 
Por M1 M tire-se hum plano MM' C parallelo a A P ou x, 

será M' C parallela a fí P, ou a x. Por P tire-se P D pa-
rallela a B C. 

Como os ângulos das coordenadas são escolhidos, ficão 
assim determinados os ângulos dos triângulos, taes como 
MM' C, e dos parallelogrammos como B P DC, e dos trian^ 

7.7. 
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gulos P M' D, e BA ou a fica sempre o mesmo. Teremos 
pois 

z = m. M C=m (CD + M' D) 

= m(a-\-x-\-n . M' P) = m a m x m n y 

por equação do plano proposto. 
890. Porque a qualquer equação da primeira ordem a 

tres variaveis se pode dar a fórma antecedente, segue-se que 
huma tal equação pertence a hum plano. 

891. Achar a equação da superfície curva da pyramide 
cónica. 

Fig. «82. Seja AP = x, e as ordenadas P M (?/), M N (z) sejão 
perpendiculares entre si, e estejão em plano parallelo á base. 

Será 
PN°-=y2 + z-. 

Também 
A B: B C.lx.PN. 

Logo 
ux2=y°- +s2 

he a equação pedida. 
892. Supporemos as coordenadas orthogonaes, isto he, 

y perpendicular a x, e a z, e o plano dos y z perpendicular 
a x. N'este caso chamão-se eixos respectivamente dos x, 
dos y, dos z a tres rectas escolhidas perpendiculares entre 
si, e parallelas ás coordenadas: e planos das coordenadas a 
tres planos perpendiculares entre si, e respectivamente pa-
rallelos a duas das coordenadas. 

Do volume dos solidos regulares 

893 . Sejão AP (x), PM' (y), M'M(z) as tres coorde-
nadas rectangulares da superfície do solido da qual M he 
hum qualquer dos pontos, e z he funeção de x, y. 

Fig. aos. Sejão Ap, Bm, Cq as intersecções de planos perpendi-
culares ao plano AP M1 dos xy, e parallelos ao dos xz: 
e sejão P n, p q similhantes intersecções sobre o mesmo 
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plano de outros planos parallelos ao dos y z. Sejão Pp = i, 
M' n — V. 

A parte do solido separada pelo plano A P M', e pelos 
planos MM' P, MM B perpendiculares a este, e pelo que 
passa por A P he funcção das tres coordenadas x, y, z; mas 
eliminando 3 com a equação da superfície, fica sendo func-
ção somente de x e y, isto he, chamando v a este segmento 
.do solido, teremos v — <p(x, y). 

Os volumes correspondentes ás projecções ACqp, A Bmp, 
A CnP serão respectivamente <p (ÍC —j— t, y-\-i');<p («-f" x> !/)> 
<p (x, j/ -J— t'). De fórma que o segmento do volume corre-
spondente á projecção M111 q m será 

? ( « + *» y + 0 » ) — ? ( « + * » V) 

— <?(x, y + i') 

= , o t . a i , , b | e tc> 

d x d y ' 1 

Sejão z, e z-\-D z a menor, e a maior das ordenadas cor-
respondentes á base M'nqm. Será Dz da primeira ordem 
relativamente a i, ou 1, ou a ambos, sendo estes infinitesi-
mos. Também será o segmento sobre esta base médio em 
valor entre os dois parallelepipedos da mesma base M'nqm 
(i V), e que tem por alturas hum a M' M[z), e o outro a 
z -Ç-Dz , isto he, entre i i ' z , e iV ( a - [ - D z ) . De sorte que 
teremos 

d d P • •! • d d v — 11 — Z l l 1 , ou —— — z . 
d x d y d xdy 

Logo . 
= f z d x , e v — f d y f z d x 

he a expressão do segmento elementar do solido, ou v = 
f f f d xdy d z. 

Exemplo. Seja A origem das abscissas, e centro de huma 
esphera, cujo raio he r. Será 



396 ELEMENTOS 1)E G E O M E T R I A . 

a equação da superfície, e teremos 

f z d x — Jd x\/ r- — x* — y" 

2 y 

f \ [r2—y2) are.sen = 

r 

sem constante se o integral começar com x, e cujo valor 
total até ao valor de 

integral, que tomado entre os limites y — O, y = r dá 

igual á oitava parte da esphera. 

894. Seja M' nqm Mn q'm' o ultimo solido elementar, 
e Mn'q' tn' a sua superfície curva, comprehendida entre as 
curvas Mn', n'q', q'in', Mm', que são as intersecções dos 
planos lateraes com a superfície do solido, lmagine-se ti-
rado por M o plano Mn q' m'' tangente a esta superfí-
cie, c terminado nas arestas verticaes. 

f z d x — J q(r" —ys) 

por ser q= - rr o arco cujo seno = I. 

Logo 
v = f d y f z d x = 1 qfdy(r"-—y«) 

1 « 1 ;t 
= i 7 r y ê qy*. 

Das superfleies dos solidos regulares 



GEOMETKIA DE IRES COORDENADAS. 397 

0 quadrilátero Mn" q' m'' he hum parallelogrammo, por-
que tem os lados oppostos em planos parallelos. 

A sua projecção sobre o plano dos xy he ii'. A sua 
projecção sobre o plano dos y z he o parallelogrammo, que 
tem por lados oppostos a projecção da recta q"m", e a re-
cta Mn "; e cuja base hc a recta que está entre a projec-
ção do ponto m'', e M, a qual he = dx, e cuja altura 

he i, ou dy. De fórma, que esta projecção he dxdy. 

Da mesma maneira a projecção sobre o plano dos x z he 

— dydx. d y J 

Temos pois 

Mn " q" m" = d x d y ^ ( l + (Ji)' + ( J i ) ' ) ...{A) 

Similhantemente se acha, que o quadrilátero quebrado 
composto dos dois triângulos Mn'q, Mm'q' he 

w o + f ê r + f ô n - w 
A superfície curva elementar M n ' q ' m ' , pelos princípios 

do § antecedente, e sendo s a superfície curva,'hc 

i H' + a'i°-i' + b'ii'* 4-etc. 
dxdy 1 ' 1 

Temos pois tres superfices convexas com o mesmo limite, 
das quaes a maior he composta do parallelogrammo Mn" 
q"m", e dos triângulos Mn'n", Mm'm" quantidades da 
terceira ordem a respeito de i, e i'\ e dos trapesios n' n" 
q' q", m'm" q' q", também da terceira ordem. 

A superfície convexa media he composta da superfície 
curva elementar, e dos tres segmentos mixtilineos Mn', n' q, 
m'q ' , os quaes são também da terceira ordem. 

A superfície convexa menor he a do quadrilátero que-
brado. 



398 ELEMENTOS 1)E G E O M E T R I A . 

Escrevendo pois dx, dy por i, i'; teremos 

d d s // 

17Ty V ^ 

Exemplo. Querendo achar a superfície da esphera, temos 

logo 

logo 

dz 
d x 

x d z 

z'dy 

integral, que sendo tomado desde x = 0 , a t é x — r ' 1 ~ — y i 

he = ^ iz r ; logo 

s = f d y f d x 

sendo tomado este integral ultimo entre os limites y = 0, 
y = r; o que he a oitava parte da superfície da esphera. 

895. A equação (vl) do § antecedente, por ser dxdy a 
projecção de Mn"q"m" sobre o plano dos xy, mostra 
que he 
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o coseno do angulo formado pelo plano tangente com o 
plano dos xy. 

896. A normal N de huma superfície curva lie a per-
pendicular ao plano tangente no ponto do contacto, e ter-
minada n'esse ponto, e no plano dos xy. 

897. O angulo formado por N, e z he igual ao que he 
formado pelo plano tangente, e pelo plano dos xy, por se-

.rem estas duas rectas perpendiculares aos ditos planos. 
Logo 

v/(< + +('-;)*)• 

898. Quando huma superfície espherica, e outra curva, 
se tocão de forma, que pelo ponto de contacto se não possa 
tirar outra superfície espherica entre as duas, chama-se raio 
de curvatura da superfície proposta ao raio da superfície 
espherica. 

899. Discorrendo como (§ 8.-10) para achar este raio de 
curvatura r, teremos pondo 

dzVi + + 

- = _ ' / = ( • + / ' 2 + » i í > > 

p d p + qdq 

3 

r = = - d z ( \ + p 2 + v*)* 

p d p 4- q d q 

900. A equação polar das superfícies curvas acha-se 
transformando as coordenadas em outras variaveis referidas 
a hum polo. Assim se de hum ponto iVda superfície se tira Fig. 2«5. 
para a origem A das coordenadas, chamada agora polo, a 
recta R, chamada raio vector, e se ao angulo NA P se 
chama 0, e <•> a NP M, teremos 

r — /? cos 0; 

dN= 0 = 

logo 

e 
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I ' N R sen 0; 

j/ = li sen fj cos co; 

z = li sen 0 sen 

Prolongando /f, e pondo NO —(I R; e tirando A (J ii> 
rinitesimo também e perpendicular a li e no plano A P N, 
será N Q = R d d . 

Tirando, no plano P J/ N, NS perpendicular a P N lam-
bem infinitesima, será 

NS— li sen 6 d w. 

Por serem perpendiculares entre si os planos A P N, PMN, 
e NS estar em bum, e ser perpendicular á intersecção de 
ambos, he também perpendicular a N Q , e a N O . Logo o 
parallelipipedo determinado pelas Ires arestas N O , N Q , NS 
he rectângulo, e o seu volume ou o elemento do solido 
(§ 893) he 

li - sen 0 d li d 0 d (o. 

Assim por hum integral triplo podemos achar o volume 
do solido regular, sendo dada a equação polar. 

Exemplo. Querendo achar, por este meio, o volume da es-
phera, cujo raio he /í, e o centro he o polo, enlão integrando 

i1 = JJ f R" sen bdRdbdto 

relativamente a II, teremos primeiro 

t> = i Rsf/senôdôdw, 

sem constante, porque v he nullo quando R o he. 
Integrando depois relativamente a o>, desde to = 0, até 

OJ = 277, leremos 
v = ? TC R•"'/seri 6 d0. 
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Finalmente, teremos 

» =— v ( w/}3 eosO-f-C.' 

integral, que sendo tomado entre os limites cos 6 — 1, cos 9 
- - 1 dá 

R5; 

e estes limites abrangem toda a esphera. 
901. Curva de dupla curvatura he aquella que não está 

em plarço. A intersecção de duas superfícies curvas he por 
tanto huma linha de dupla curvatura, quando ellas se não 
cortão pelos lados rectos. 

902. A curva de dupla curvatura constroe-se por meio 
das duas equações das superfícies curvas, das quaes he a 
intersecção, fazendo n'estas as coordenadas communs. 

903. Para rectificar huma curva de dupla curvatura pôde 
suppor-se, que o elemento ds da curva se confunde com 
a sua corda, e então teremos 

ds = s/(dx* + dy°- dx%). 

904. He o seu raio de curvatura 

sendo ds constante. Acha-se discorrendo como (§ 854) só 
com a differença de accrescentar ( d d z s ) a ( d d y ) 2 . 

FIM DO 2." F. ULTIMO TOMO. 
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