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ADVERTENCIA

A impressio das instituigdes mathematicas, ha muito
comegada, tem sido interrompida em diversos periodos por
differentes causas, que me abstenho de expor.

He provavel que em uma obra de tio difficil composi-
¢do typographica alguns erros tenham escapado, ndio ob-
stante o muito cuidado com que as provas foram vistas por
mim, e pelo meu antigo e illustrado amigo o sr. Daniel Au-
gusto da Silva, e do grande trabalho a que se deu de yeri-
ficar todos os calculos e demonstragdes, effeituando n'um
ou n’outro logar, varias modificacdes de importancia secun-
daria, que pareceram necessarias n’uma composi¢lio, a que
seu auctor ndo fizera, em parte, a ultima revisdo. Por
aquelle grande trabalho devo dar aqui um publico teste-
munho da minha eterna gratiddo ao sr. Daniel Augusto da
Silva.

Julgou-se porém mais conveniente ndo fazer alteragio
alguma em varios logares d’esta obra, que ji haviam sido
publicados pelo auctor, na collecgdio das memorias da aca-
demia real das sciencias.

Entendi que ndo devia prevenir o juizo do publico a
respeito do systema adoptado pelo auctor, nem emittir opi-
nido em relagdo aos theoremas, proposicdes, ou demonstra-
¢des, que me pareceram novas em relagio ao tempo em que
foram escriptas por meu pae.




Para evitar alguns reparos dos criticos convem declarar,
que os primeiros oito livros da segunda parte das institui-
coes mathematicas, isto he dos elementos de geometria, fo-
ram escriptos pelo auctor durante as suas duas emigragdes
em Inglaterra e Franca desde 1823 até 1826, ¢ de 1828
até & sua partida para a cidade do Porto, entdo sitiada; e
que um anno antes do seu fallecimento, que teve logar em
6 de junho de 1838, se deu ao improbo trabalho de es-
crever ndo s6 a arithmetica universal, em que foram en-
corporadas algumas doutrinas ja insertas nas obras publica-
das pelo auctor na alludida colleccio de memorias: mas
tambem os dois ultimos livros dos elementos de geometria,
vindo a morte obstar a0 maior desenvolvimento dos assum-
ptos ahi expostos e, especialmente, aos que sio tratados no
livro X, que deve ser considerado apenas como um rapidoe
esbogo de algumas doutrinas, e que a ji muito adiantada
enfermidade de meu pae ndo permittiu ampliar tanto quanto
desejava.
Lishoa, 30 de Novembro de 1868.

FRANGISCO SIMOES MARGIOCHI.
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ELEMENTOS DF; GEOMETRIA,

PRELIMINARES.

. A EXTENSRO considerada independentemente dos
corpos que podem occupa-la, denomina-se espago ou vacuo.
2. O espaco ou vacuo he portanto penetravel, homo-
geneo, continuo e infinito.
~ He homogeneo porque, fazendo abstraccio dos COEpos,
a heterogeneidade desapparece, visto que ella provém da
diversa constitui¢io dos COrpos.

He continuo e infinito, porque qualquer interrupcao, que
se lhe queira suppor, ndio pode ser sendo vacuo ou espaco.

3. Assim, qualquer extensdo tomada no espago pode ser
sobreposta a outra, porque sdo ambas penetraveis; e se
além disto coincidem sdo identicas, porque sio homoge-
neas.

4. Assim, ha no espaco modificagdes da extensiio infi-
nitas em numero ¢ em grandeza.

5. Volume ou solido he huma parte do espago com ex-
tensio em todos os sentidos.

6. Superficie he a extensio que divide o espaco em
duas partes.

7. A superficie he pois commum 4s duas partes do es-
paco. Logo a superficie ndo tem espessura, isto he, exten-
sd0 no sentido de alguma destas partes.
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2 FLEMENTOS DE GEOMETRIA,

8. Linha he a extensdo que separa huma parte da su-
perficie do resto della.

9. A linha he pois commum &s duas partes da super-
ficie. Logo a linha ndio tem largura, isto he, extensdo no
sentido de alguma destas parles: e lambem nlio tem es-
pessura como a superficie em que existe.

10. Ponto he o limite que separa huma parte da linha
do resto della.

11. O ponto he pois commum és duas partes da linha.
Logo o ponto ndo tem comprimento, isto he, extensdo no
sentido de alguma destas partes: demais ndo tem largura,
nem espessura como a linha em que existe.

12. Linha recta he a linha que, tendo dois pontos fixos
no espago, nio pode mudar de posi¢do, nem entre esses
pontos, nem fora delles.

13. Logo a linha recta he infinita.

14. Plano he huma superficie na qual, tomando dois
pontos quaesquer, e fazendo passar por elles huma linha
recta, esta achar-se-ha toda na superficie.

15. Logo o plano he infinito.

16. Muitas vezes chama-se superficie a huma parte
della, e linha tambem a huma parte della; e, nestes ca-
s0s, produzir huma superficie plana he augmenta-la com
parte do seu plano infinito; e produzir huma recta he
augmenta-la com parte da sua recta infinita.

17. O ponto he designado por huma letra escripta junto
delle: a linha, ordinariamente, por duas letras escriptas
junto de dois de seus pontos: a superficie, ordinariamente,
por tres letras escriptas junto de tres de seus pontos, que
nio estejio em linha recta para evitar a confusdo com esla:
e o volume, ordinariamente, por quatro letras escriptas
junto de quatro de seus pontos, que ndo esiejio no mesmo
plano para evitar a confusio com este.
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GEOMETRIA RECTILINEA PLANA,

LIVRO 1’

Dos Rectilineos que nio circumscerevem plano.

18. .Rﬂ:rumm he o systema de linhas rectas e de
pontos collocados no mesmo plano. Lados do rectilineo sio as
rectas que determindo a porc¢io do plano tomado em con-
sideraclio. Vertices sio os pontos de concurso dos fados.
Diagonal he a recta tirada de hum vertice a outro, sem
ser lado. Perimetro he a linha composta de todos os lados.
Secante he toda a recta que divide o rectilineo ou o seu
perimetro em duas partes, que se chamio segmentos.

19. Dois rectilineos que téem tres pontos communs,
mas nio em linha recta, sio partes de hum mesmo plano.

Sejio A, B, C os tres pontos communs aos dois rectili- Fig. 1.

neos. Tirem-se as rectas A B, AC, BC, as quaes estardo
em ambos os rectilineos (§ 18). Tome-se hum ponto qual-

er F em hum dos rectilineos. Porque F niio esta em
linha recta com os tres pontos A, B, C, visto que estes,
por hypothese, o nio estdo, segue-se que se podem con-
duzir, pelo menos, duas rectas de F a dois destes pontos,
entre as quaes e por F, ¢ no mesmo plano de hum des
rectilineos, conduzindo huma recta, esta encontrari duas
das tres primeiras em dois pontos G, I1.

Estes dois pontos estdo nos dois rectilineos com as re-
ctas AC, BC. Por consequencia G H e o ponte F desta
recta estio mos dois rectilineos tamhem.

Isto quer dizer que cada ponto de hum dos rectilineos
he commum ao outro, ou que cada rectilineo he parte do
mesmo plano infinito do outro.

20. O concurso ou a interseccio de varias rectas he
hum ponto,

*




Fig. 2.
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Porque se neste concurso existissem dois pontos, as
rectas se confundirido na recta infinita que passa por elles;
o que be contra a hypothese.

21. Bilatero he cada buma das duas porgdes do plano
dividido por duas rectas, cada huma das quaes tem hum s6
limite, sendo este hum ponto commum a ambas as rectas.

22. Angulo he a figura do bilatero ao sahir do ver-
tice.

23. O angulo e o bilatero, em que esti a recta tirada
entre dois pontos dos lados, designa-se por tres letras,
huma das quaes se escreve junto do verlice, e as oulras
duas dos lados. Quando se junta huma quarta letra he para
designar o bilatero, em que ella esta escripta, ou o sen
angulo. Quando o angulo he designado por huma sé letra,
entende-se o angulo do bilatero menor, ou o angulo do
bilatero em que ella estd escripta, se ha outros angulos
com o mesmo vertice.

24. Hum bilatero he igual, maior, ou menor que outro,
se 0 angulo do primeiro he respectivamente igual, maior,
ou menor que o do segundo; e reciprocamente.

Nos bilateros BAC, EDF sejao iguaes os angulos
B AC, EDF. Colloque-se, sem alterar o angulo, o ver-
tice D sobre o vertice 4, e algum outro ponto £ de D E
sobre A B. Os dois lados D E, A B se confundirio. Col-
loque-se tambem o ponto F no plano B A€ do primeiro
bilatero, mas para a parte de AC, e ficardio confundidos
os planos dos bilateros (§ 19).

Porque o ponto D esta em 4, o lado DE em 4B,
o plano do bilatero ED F no plano do bilatero B AC,
o lado DF da mesma parte que AC, e os angulos EDF,
B AC sio iguaes, fica evidente que DF coincide com A C.
Logo os dois bilateros siio iguaes.

Nos dois bilateros BAG, EDF seja o angulo BAG
maior do que o angulo EDF. Entio a mesma sobrepo-
sicio mostra que DF ficard em algum logar AC entre
AB e AG. Mas he o bilatero BAG > BAC; loge o
bilatero B AG serd maior do que o bilatero EDF.
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Reciprocamente, se o bilatero B AC for igual ao bila-
! tero EDF, serd ang. BAC=ang. EDF. Porque se
estes dois angulos fossem desiguaes, desiguaes serido tam-
. bem os dois bilateros, como se acaba de demonstrar; o
' que seria contra a hypothese actual.
Se o bilatero B AG [or maior que o bilatero EDF,
seri tambem ang. B AG = EDF. Porque se fosse ang.
BAGZ=EDF, seria pela proposicio directa o Dbila-

tero BA G = bilatero E DF contra a presente supposicio.

25. Angulos dos quaes eada hum tem os lados em
linha recta sio iguaes.

Sejiio os dois angulos A B €D, EFG H, tendo o pri- Fie. 5.
meiro os lados na recta AC, e o outro ma recta EG.
Digo que estes angulos slo iguaes.

Porque pondo o vertice B sobre F, e algum ponto de
AR sobre EF, e o ponto D do plano ACD sobre algum
ponto H do plano EGH; B A se confundird com FE,
BC com FG, e os dois bilateros e seus angulos se ajus-
tardo perleitamente, o que prova que ji erdio identicos an~
tes da sobreposicio.

26. Perpendicular a huma recta he outra recta que a
encontra, fazendo com ella dois angulos iguaes. Cada hum
destes angulos chama-se recto.

27. Todos os angulos rectos sio iguaes.

Porque se for DB A== D BC, DB seri perpendicular
sobre A, e DB A, D BC serio angulos rectos; da mes-
ma forma se HFE= HFG, estes dois angulos serfio
tambem reclos e iguaes aos primeiros, porque cada hum
dos segundos he metade de hum angulo que tem os lados
em linha recta, assim como os primeiros o sio de hum
outro igual angulo.

28. Angulo agudo chama-se aquelle que ¢ menor do

o recto, e obtuso o que he maior.

29. Angulos adjacentes sio aquelles que teem o ver-
tice ¢ hum lado communs, e os outros dois lados para
partes oppostas a respeito do lado commum.

B




Fig. 4.

Fig. 5.

Fig. 6.
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'30. Supplemento de hum angulo he hum outro angulo
que faz com o primeiro huma somma igual a dois angulos
rectos =2r,

31. Se em huma serie de angulos adjacentes successivos
0s lados ndo communs estiverem em linha recta, a reunido de
todos esses angulos equivale a dois rectos, e reciprocamente.

Porque os angulos a, b, ¢, d formio o angulo ABC D,
que tem os lados A B, BC sobre a recta AC, e por con-
sequencia he igual a dois rectos.

Reciprocamenle, se os angulos adjacentes, tomados jun-
tamente, fazem dois rectos, os lados ndo communs estariio
em linha recta. Porque se for a+b—+c—+d=2 rectos,
serd o ang. ABCD =2y, isto he, os lados AB, BC
estariio em linha recta.

32. Os angulos adjacentes successivos, nos quaes todos
0s lados sio communs a dois angulos, tomados juntos sio
iguaes a quatro angulos rectos, e reciprocamente.

Sejao a, b, EB D A, ¢ angulos, nos quaes todos os la-
dos sio communs a dois destes angulos. Produzindo € B
de B para A, teremos

a+b+ EBDA+c=(a+b~+EBA)+(ABD~+)
=CBAE+CBAD=4r.
Reciprocamente, se [or
a+b+EBDA=/}r,

como tambem a b~ EBD A+ c=4r, serh ¢ =0,
isto he, B D cahird sobre BC, e por consequencia cada hum
dos lados seri commum a dois dos angulos, que se considerdo.

33. Duas rectas que teem hum ponto commum cor-
tio-se sendo produzidas, se fir necessario.

Supponhamos que as rectas B A, AC tenhdio o ponto A
commum. Prelongue-se B A de A para D, seri BAC
< 2r, e tambem DAC<2r.
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Mas o prolongamento AE de CA faz com €A hum
angulo = 2r. Logo A E ndo pide cahir em nenhum dos
dois angulos B AC, DAC; por consequencia estard na
outra parte do plano a respeito de B D. Da mesma ma-
neira se prova que AD esti separada de A B por CE,
ou que as duas rectas se cortio mutuamente.

3%. Angulos verticalmente oppostos sio aquelles, em que
os lados de hum sao prolongamentos dos lados do outro.

35. Os angulos verticalmenle opposles sio iguaes; e,
reciprocamente, se duas rectas vindo de partes oppostas
encontrdo huma terceira em hum ponto, fazendo com ella
iguaes os angulos ndio adjacentes, estes angulos serdo ver-
ticalmente oppostos.

Sejao ainda A D o prolongamento de AB, e AE de
AC. Serio BAC, D AE verticalmente oppostos, e

BAC+CAD=2r=CAD—+ DAE;

logo
BAC=DAE.

Reciprocamente, se €A, EA encontrdo a recla BD .
no ponto A, fazendo CAB=EAD, ou CAD=EAB,
serd

BAC+CAD=2r=EAD+CAD;

logo EA he o prolongamento de C 4.

36. Chamao-se parallelas duas rectas situadas no mes-
mo plano, que ndo se enconlrdo para parte alguma por
mais que sejdo produzidas.

37. Duas rectas siio parallelas, quando formdio com huma
terceira, tirada de huma 4 outra, dois rectilineos trilateros,
que admittem sobreposicio.

A secante EF corte A B, €D nos pontos G, I. Os Fig. 7.
trilateros AG HC, BG HD admittem sobreposicio, em
primeiro logar, quando os angulos em G, H sio reclos.

Dobrando pois a figura por G H, cahiri G A sobre
G B, ¢ HC sobre H D, porque os angulos HG A4, HG B
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siio iguaes, visto serem rectos por hypothese, bem como
o0s angulos G HC, G HD. 1'onde se segue que se as rectas
AB, €D concorrem da parte de 4, C, as mesmas rectas
concorrem tambem da parte de B, D; mas isto he im-
possivel, logo A B, €D sio parallelas.

Mais geralmente, os trilateros admittem sobreposicao
quando o ang. 4G H==ang. G H D. Porque neste caso
os angulos BG H, CH( sio tambem iguaes, por serem
supplementos dos primeiros. Entdo a sobreposigio dos tri-
lateros pode effectuar-se, collocando o ponto & do trila-
tero AG HC sobre o ponto H do trilatero BG HD, e o
ponto H do primeiro sobre o ponto & do segundo; e ap-
plicando assim os dois trilateros, hum sobre o outro, elles
se ajustardo ; do que pode corcluir-se que as rectas 4 B.
CD sio parallelas.

38. Os angulos AG H, G HD, chamio-se alternos ir-
ternos. Logo duas rectas sio parallelas, quando [ormio
com huma secante angulos alternos internos iguaes.

39. Os angulos EG B, FHC chamio-se alternos ex-
ternos; mas elles sio iguaes aos alternos internos, por se-
. rem verlicalmente oppostos: logo duas rectas sdo paral-
lelas quando formdio com huma secante angulos alternos
externos iguaes.

40. Os angulos AG H, G HC chamio-se internos da
mesma parte. Logo se estes dois angulos tomados juntos
fizerem dois rectos, A B, €D serio parallelas; porque os
alternos AG H, G HD serdio iguaes, visto que hum e ou-
tro serdo supplementos de G HC.

41. Os angulos AG E, CHF chamao-se externos da
mesma parte; e se a sua somma for =2r, sel-o-ha
tambem (AG H- G HC). Logo AB e CD serio pa-
rallelas.

42. Os angulos EG B, EHD chamio-se externo ¢ in-
terno da mesma parte. Logo se elles forem iguaes, serd
AGH=GHD, e as rectas A B, CD parallelas.

43. Duas rectas perpendiculares a huma terceira sio
parallelas.
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4%, Duas rectas que formiio com a secante o angulo
externo maior que o angulo interno e opposto da mesma
parte, concorrem sendo produzidas.

Seja ECD = EAB. Seri o bilatero ECD maior que Fig. s.

o bilatero E A B. Logo o lado €D do primeiro deve sahir
fora do bilatero EA B cortando A B.

5. Quando duas rectas sdo parallelas, o angulo externo
feito com a secante he igual ao angulo interno opposto.
Porque se fr maior as rectas concorrem, contra a sup-
posicdio; e se menor, o angulo externo seu adjacente sera
maior que o interno seu opposto, o que tambem ndo he
possivel.

Segue-se mais, que os angulos allernos internos siio
iguaes. Os angulos alternos externos sio tambem iguaes.
Os angulos internos da mesma parte, tomados juntos, sio
iguaes a dois rectos. E os angulos externos da mesma
parte, tambem tomados juntos, valem dois rectos.

46. Por hum ponto nio se péde tirar mais que huma
parallela a huma reeta, cuja posicio he dada.

47. Dois bilateros sio iguaes, quando teem os lados
parallelos, ou hum commum e os outros dois parallelos,
uio obstante ser hum dos bilateros comprehendido pelo
outro.

Os bilateros DEF, D G C sio iguaes, se EF he paral-
lela a GC. Porque tomando sobre GD as partes EH,
HI, ete. ao infinito, todas iguaes a G, e suppondo H L,
LM, etc. parallelas a G €, prova-se pela sobreposicio que
todos os trilateros CGEF, FEHL, LHIM, etc. sio
iguaes. He pois o bilatero DEF composto de hum nu-
mero infinito destes trilateros, e por consequencia nao pode
ser augmentado por hum €G E F igual a qualquer delles.
Do que se segue que o bilatero €G D niio differe de FED,
ou que he o mesmo hilatero conduzido 4 posicio CGE.

Da mesma maneira se prova que he o bilatero € B A
= bilatero €GD, sendo AB parallela a DG : logo bila-
tero € B A = bilatero FED.

48. Rectas parallelas a outra sdo parallelas entre si.

B

FI;. 9.




Fig. 10

Fig. 11.
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Sejio as rectas AB, CD parallelas a EF. Digo que
AB, CD sio parallelas entre si. Por dois pontos & e L
das primeiras tirese a recta IK. Esta linha encontraré
EF em algum ponto H, alids ser-lhe-hia parallela, e pas-
sarido pelo mesmo ponto G duas parallelas a EF, o que
he impossivel. Sera

IGB=IHF, e ILD=IHF:

logo
IGB=ILD;

e por consequencia A B e €D sio parallelas.

Se além disto houver huma terceira recta parallela a
EF, ella serd parallela a €D, como se acaba de demont-
trar, ¢ tambem a A B, e assim seguidamente, qualquer
que for o numero dessas parallelas.

49. Em dois systemas de duas rectas correspondente-
mente parallelas, ou em direitura, dois angulos quaesquer
ou sdo iguaes, ou supplemento hum do outro.

Sejio A B, CD parallelas entre si, ¢ EF, GH tambem
parallelas entre si; serdo

AIE=AKG=CMG=CLE=FLD=HMD
=HKB=PFIB,

¢ 0s outros oito angulos tambem serdo iguaes entre si, por-
que cada hum junto com hum destes he igual a dois rectos.

50. Dois angulos que téem dois lados parallelos, e os
outros dois ou parallelos ou em direitura, sio iguaes ou
supplementos, porque formlo os systemas precedentes: s6-
mente serdo o supplemento hum do outro, quando os lados
que pertencem a hum dos systemas sio infinilos para a
mesma parte a respeito do outro systema, e os lados deste
para partes oppostas relativamente ao primeiro.

Assim he AIE=CM@G, porque os lados parallelos
AT, CM sho infinitos no sentido de A, €, pontos que eslao

iy
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da mesma parte relativamente ao systema de EI, MG,
R e estes ultimos sio infinitos no sentido de E,.G, que estdo
tambem da mesma parte a respeito de AI, CM.

He FIB=CMG, porque os lados parallelos I'F, MG
sio infinitos em sentido contrario a respeito do systema
IB, CM; e estes sio tambem infinitos em sentido opposto
a respeito do systema IF, MG.

Porém ATE+4 GKB==2r, porque os lados paralle-
los IE, KG sio infinitos no mesmo sentido a respeito do
systema I A4, K B, e estes, que estdo em direitura, sio in-
finitos em sentido opposto a respeito do systema I'E, KG.

51. Dois angulos seriio iguaes, ou supplementos, se os
lados de hum delles forem respectivamente perpendiculares
aos do outro.

Seja BAC hum angulo qualquer, e EFG outro angulo
viao representado na figura, e no qual o lado FE sejn
perpendicular a A B, e FG perpendicular a AC; sera
BAC—=EFG, ou BAC+ EFG=2r. No ponto A
imagine-se A I’ parallela a FE, e infinitas ambas para o
mesmo lado; AG" parallela a FG e ambas tambem infi-
nitas para o mesmo lado; serd EAG'=EFG (§ 50): e
tendo AE e AG' as posicdes que a figura representa, como
he E'A B=G'AC, tirando destes angulos o angulo com-
mum G'A B, teremos E'AG'= BAC, logo EFG=BAC.

Se A E' tomasse a direc¢do opposta A E', como EAG'
4+ GAE'=2r, ¢ GAE"= EFG, teriomos EFG
+BAC=2r.

Se AE' e AG' tomassem ambas as direccdes oppostas
AE' e AG", teriamos G'AE'= EFG=EAG'=BAC.

E se unicamente A &' tomasse a direcgiio opposta AG”,
teriamos EAG"+ EAG'=2r=EFG -+ BAC.

Vé-se pois que BAC e EFG sio iguaes quando as
perpendiculares no ponto A aos lados BA e €A formao
com estas angulos rectos contados no mesmo sentido, ¢
que BAC e EFG sio supplementos quando aquelles an-
gulos rectos sio contados em sentido differente. Do mesmo
modo procederiamos se o angulo BAC fosse obtuso.

w

B

Fig. 12.
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52. Dois angulos rectos, que teem dois de seus lados
ou parallelos, ou em direitura, teem tambem os outros
dois ou parallelos ou em direitura.

Sejio a, b os lados de hum dos angulos rectos, e ¢, d
o8 lados do outro; e sejio a, ¢ parallelos, ou estejio na
mesma recta. Digo que b, d sio tambem parallelos, ou
estio na mesma recla.

Porque suppondo a recta f, tirada pelo vertice do se-
gundo angulo, parallela a b, ou em direitura com elle,
serd recto o angulo compreendido entre f, ¢, por ser igual
ao angulo formado por a, b, ou ser seu supplemento; logo
elle he igual ao angulo de ¢, d; por consequencia f esta
na mesma recta com d, e logo o lado d ou he parallelo
a b, ou esta na mesma recta.




LIVRO 2’

Dos Rectilinios que circumscrevem plano.

53. Os angulos internos do rectilineo fechado sio
tantos quantos os vertices, e estes lantos quantos os lados.
Hum similhante rectilineo pode ser chamado polygono, e
designado ou pelo numero dos seus lados, ou pelo dos
seus angulos. Chama-se triangulo o polygono de tres lados,
quadrilatero o de quatro, e tem respectivamenle os nomes
de pentagono, hexagono, heptagono, octogono, enneagono,
decagono, etc. os polygonos de cinco lados, seis, sete, oito,
nove, dez, ete.

Os verlices determindo os polygonos.

54%. Partes de hum polygono sio os seus lados, e os an-
gulos internos.

55. Poligono convexo he aquelle, cujo perimetro ndo
pode ser cortado por huma recta em mais de dois pontos.
O polygono péde ter dois perimetros, ou ser a differenca
de dois polygonos convexos, hum exterior e outro interior.
Sempre que nio se declare o contrario, considerio-se os
polygonos eonvexos e de hum s6 perimetro.

56. Dois lados com o angulo que elles formio, menor
que dois rectos, determindo o triangulo.

Os triangulos A BC, DEF seriio identicos, se forem Fig. 13.
AB=—DE, AC—=DF, BAC=EDF.

Os vertices 4, € podem ser postos em D, F, porque
AC=DF; podem tambem fazer-se coincidir os angulos
BAC, EDF por serem iguaes. O ponto B cahiré sobre E,
Erque AB=DE. E pois que os vertices coincidem, tam-

m coincidirdo os lados e os angulos, e os triangulos se
ajustardo perfeitamente. Logo antes da sobreposicdo erdo

.
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iguaes, cada huma a cada huma, as partes dos triangulos
oppostas ou adjacentes a parles iguaes.

57. Se, além das supposigdes antecedentes, for tambem
A B=AC, entio pode fazer-se outra sobreposicio, ajus-
tando A B com DF, e AC com DE, e ter-se-ha o angulo
ABC=DFE; mas pelo paragrapho precedente ACB
=DFE, logo seri A BC=ACB, isto he,

O triangulo que tem dois lados iguaes, tem tambem
iguaes os angulos oppostos a esses lados.

58. O polygono que tem todos os lados iguaes, cha-
ma-se equilatero; e o que tem iguaes todos os angulos,
equiangulo. O triangulo que tem dois lados iguaes, cha-
ma-se isosceles, e o que os tem todos desiguaes scaleno.

59. Dois angulos, cuja somma he menor que dois re-
ctos, e o lado adjacente a ambos determivdo o triangulo.

Sejio BAC=EDF, BCA=DFE, AC=DF,e BAC
+BCA <2y, porque assim he preciso para que os lados
AB, CB se enconlrem, e possa existir triangulo.

Podem por-se os vertices A, € sobre os vertices D, F,
o angulo BAC sobre o angulo EDF; cahirhi 4 B sobre
DE. Porque os angulos estdo confundidos, tambem o es-
tardo os seus planos, e ficard ACB da parte de DFE;
e porque estes ultimos angulos sio igupes, pela hypothese
do theorema, cahiri €B sobre FE. Por consequencia o
ponte B, que era commum 4s duas rectas A B, CB, he
agora tambem commum as duas DE, EF. Logo B fica
collocado em E, e porque os tres verlices do primeiro
triangulo coincidem assim com os vertices do segundo, a
conclusio he que estes triangulos sdo identicos.

60. Demais se se supposer BAC=ACB, entio por
outra sobreposigio de €, A respectivamente sobre D, F, se
mostra que B €= DE; mas pela primeira era A B=DE,
logo serd BC=AB, isto he,

O triangule que tem dois angulos iguaes, tem tambem
iguaes os lados oppostos, isto he, ou he isosceles ou equilatero,

61. O angulo externo de hum triangulo, ou o que he
formado pelo prolongamento de hum lado e pelo lado conti-.
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guo, he maior que cada hum dos angulos internos oppostos
ou separados.

‘Produziio-se para D, E os lados BA, CA do triangulo pig. 14.
ABC. Supponha-se F o meio de AB. Conduza-se CF
produzida até ser FG=CF, ¢ tire-se AG.

Porque A F=BF por supposicio, F&=FC por con-
strucglio, e (§ 38) AFG=CFB, sera (§ 56) CBF
—FAG < BAE. Mas BAE=CAD, logo cada hum
dos angulos externos, contiguos ao angulo BA €, he maior
que cada hum dos outros dois angulos do triangulo.

62. Os tres angulos do triangulo tomados juntos valem
dois angulos rectos.

Sendo o angulo externo B A F maior que 4 BC, huma Fig. 15.
parte delle BAD=ABC, e entio sera DA parallela
a BC. Produza-se DA para E; por ser A E parallela a
BC, seri EAC=ACB : mas BAD ++BAC + CAE=2r;
logo tambem ABC 4 BAC +ACB=2r.

63. O angulo externo do triangulo he igual & somma
dos dois angulos internos oppostos.

64. O triangulo ndo pode ter dois angulos rectos ou
obtusos, ou hum recto e outro obtuso.

65. Os angulos iguaes de hum triangulo sdo agudos.

66. O triangulo chama-se obiusangulo quando tem hum
angulo obtuso; acutangulo quando tem todos agudos; e
rectangulo quando tem hum angulo recto. Hypothenusa
he, no triangulo rectangulo, o lado opposto ao angulo
reeto. .

67. De dois angulos do triangulo, o maior he aquelle
que for opposto ao maior lado, e reciprocamente.

No triangulo A BC seja AB > BC. Fig. 16.

Corte-se BD=BC, e tire-se CD, serd (§ 57)

BDC=RBCD, logo BAC<ZBDC (§ 61) ¢ tambem
b < BOD < ACB. lsto quer dizer que o angulo ACB,
opposto ao lado maior A B, he tambem maior que o an-
gulo €A B opposto ao lado menor C'B.

Reciprocamente, se for BC A =B AC, nio poderi ser
BA< B, porque entio BCA seria menor que BAC,

i




Fig. 17.

16 ELEMENTOS DE GEOMETRTA.

como se acaba de demonstrar, e cahir-se-hia em contra-
diccio com a hypothese actual. Tambem ndo pide ser
BA=BC, porque nesse caso seria BCA=BAC, ainda
contra a hypothese; logb he BA ™ BC.

68. A somma de dois lados quaesquer do triangulo he
maior que o terceiro.

No lado A B, nio menor que cada um dos outros, to-
me-se BD=BC(, e tire-se CD. Sera BD € agudo (§ 65),
logo €D A obtuso, e logo DCA agudo, e por conseguinte
CA>DA: em conclusio sera BC 4 CA >BD +DA,
ou BC - CA>BA. Porque os dois lados ndo maiores
que o terceiro sio junlos maiores do que elle, serdio
tambem cada hum dos dois, mais o terceiro, maiores do
que o outro.

69. As tres condigdes do paragrapho precedente redu-
zem-se a huma sé, isto he, se chamarmos a, b, ¢ os tres
lados de hum triangulo, deve ser

a+b>c¢: ad+ec>b; b+c>a;

e se for ¢ o maior lado, as outras duas condi¢des verifi-
cam-se¢ evidentemente. Se houver dois lados iguaes, e
esses forem os maiores dos tres, he claro que terdo logar
forcosamente as tres condigdes precedentes.

70. Os tres lados com as condigdes precedentes deter-
mindo o triangulo.

Sejio AB=BD, AC=DC, ¢ BC commum aos dois
triangulos A BC, BDC, unidos pelos lados iguaes. Ti-
re-se AD.

No triangulo isosceles A BD he BAD=BDA, e no
triangulo isosceles ACD he CAD=CDA: logo BAC
=BDC, porque estes dois angulos sio a somma ou a
differenca de angulos iguaes, ou sio os mesmos angulos
iguaes. Por consequencia (§ 56) os triangulos A BC, BD €
sio identicos.

71. Fazer hum angulo igual a outro dado com hum
lado e vertice tambem dados.
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Sejio €A B, DE, D o angulo, o lado, e o vertice dados. Fig. 13.
De hum ponto qualquer do lado AC a outro ponto do lado
AB do angulo dado, tire-se € B. Tome-se DE= A B.

As rectas ou distancias DF, EF iguaes respectivamente
a AC, BC sendo tomadas, para maior facilidade, nas aber-
turas de dois compassos, fixe-se huma extremidade do
primeiro em D, ¢ huma do segundo em E, e facio-se er-
contrar as outras extremidades em F. Desta maneira tere-
mos dois triangulos identicos (§ 70), e seri EDF=BAC(.

72. Por hum ponto dado fora de huma recta tirar
huma parallela a essa recta.

Do ponto dado G a hum ponto qualquer H da recta Fig. 7.
dada €D tire-se GH; faca~se o angulo AGH igual ao
angulo GHD ; serd (§ 38) AG a parallela pedida.

73. Dividir huma recta dada em duas partes iguaes.

Seja A B a recta dada. Tire-se AC de grandeza arbi- Fig. 10.
traria, fazendo com A B hum angulo qualquer <<2r.
Faca-se para a parte opposta o triangulo A B D identico
ao triangulo A B, mas em posicio inversa, isto he, tendo
0 lado AD=BC, ¢ BD=AC. Tire-se €D, que divi-
dird A B em duas partes iguaes no ponto E.

Porque os triangulos ACD, CBD teem €D commum,
AD=CB,e AC=BD, sert AD€ = BCD. Nos trian-
gulos ADE, BCE he EAD=EBC por construccio,
EDA=ECDRE pela demonstracio, 4 D=CB por con-
strucciio; logo AE=ER.

7%. Dividir hum angulo em duas partes iguaes.

Seja BA € o angulo dado. Tome-se AC =4 B ; tire-se Fi. 19.
B C; faga-se o triangulo BD € igual ao triangulo A BC.
Tire-se 4D, que dividira ao meio o angulo proposto.

Porque os dois triangulos A BD, ACD teem todos os
lados iguaes entre si, sera (§ 70) BAD=CAD, isto
he, serio iguaes as duas parles em que o angulo esti di-
vidido.

75. Pelo ponto A fora de huma recta infinita tirar a
perpendicular a esta recta, e, mais geralmente, huma recta
que faca com a proposta hum angulo dado.

&
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Do ponto dado nio se pide abaixar sobre a recta mais
do que huma perpendicular, porque duas farido com ella
hum triangulo com dois angulos rectos, o que he impos-
sivel.

Tirem-se duas rectas quaesquer do ponto 4 a BC, ¢
sojio A B, AC. Faca-se o triangulo B D ( igual ao trian-
gulo B AC, mas opposto e com o lado B D =B A. Tire-se
A D, que serd a perpendicular pedida.

Porque seja E o ponto de encontro de A D com BC.
Nos triangulos A BE, DBE ter-se-ha BE commum,
AB=BD, ABE=DBE: logo elles sio identicos, e
por consequencia BE, AD sio perpendiculares entre si.

Se o ponto € for .o mesmo ponto FE, a demonstracdo
fica a mesma, mudando sdmente E em €.

Quanto & segunda parte do problema, depois de se ha-
ver abaixado a perpendicular A E sobre a recta proposta,
faca-se, do lado que se quizer, o angulo BA E, que sejn
o complemento para hum recto do angulo que A B deve
fazer com BC, se este angulo for agudo, ou o comple-
mento do seu supplementn, se elle for obtuso.

76. Para tirar por hum ponto dado E huma recta que
faca dois angulos iguaes com duas rectas DC, DB tam-
bem dadas; se as duas rectas lormarem angulo, divida-se
este a0 meio por DA, e depois abaixe-se EA perpen-
dicular sobre DA, e produza-se para € e B: os angulos
DCB, DBC serdo iguaes, porque os triangulos DAC,
DAB o sio.

Se as rectas dadas forem parallelas, qualquer recta que
se tire pelo ponto E da huma solug¢io do problema.

77. Pelo ponto A da recta A B levantar a perpendi-
cular a esta recta.

Sobre BA, prolongada se [or preciso, faga-se AC=AB.
Com duas rectas de grandeza arbitraria, mas iguaes entre
si, ¢ maiores cada huma que A B, tomadas nas aberturas
de dois compassos, fixe-se huma ponta de cada hum em
hum dos pontos B, €. busque-se o ponto I) commum é&s
outras duas pontas, e ler-se-hio os tres verlices do trian-
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gulo BDC, porque o ponto D ndo péde estar nem entre
B, C narecta BC, nem fora destes pontos na mesma recta,
pois contra o primeiro caso he B -+ D€ =B (, e contra
o segundo BD==DC pelas hypotheses.

Tire-se AD que serd a perpendicular pedida. Porque
' os triangulos BA D, CAD, teem os lados iguaes, serio

identicos; e por consequencia BAD=CAD, ou DA
perpendicular sobre BC.

78. Todos os lados de hum polygono, excepto hum,
tomados juntos sio maiores do que este.

Sejio n o numero dos lados do polygono, Iy, lg, I3, ... L,
seus lados, e dy, dy, ds, ... d,_5 as diagonaes tiradas
da origem de I, para as origens de Is, Iy, ... .4

Teremos

Iy “+lg >dy,
diy Il >dg,

dy il >ds,

d.l—ﬁ -} I!.n—-l :} In."
Mas a somma dos primeiros membros destas desigualda-

des he maior que a somma dos segundos, logo, tirando de
huma e de outra parte os termos communs, teremos

L4+l o+ Lo >
_ No polygono A BCDE tirem-se as diagonaes AC, A D. Fig. 21.
< AB+BC > AC,
AC+CD>AD,

DA+ DE> AE;




Fig. 22.
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das quaes se deduz
AB-+BC+ CD+DE >AE.

79. O perimetro de hum polygono exterior he maior
que o do interior, se este ullimo for convexo; ou antes,
no polygono de dois perimetros o exterior he maior, se
o interior {or convexo.

Produziio-se, no mesmo sentido, todos os lados do peri-
metro interior até encontrarem o perimetro exterior. Desta
maneira formar-se-hiio novos polygonos compostos: 1.° de
hum lado, que he o prolongamento do lado do perimetro
interior; 2.° de hum outro lado, que he o lado do peri-
metro interior immediato ao ultimo mencionado, com o seu
prolongamento; 3.” de huma parte do perimetro exte-
rior cortada por estes. Assim sendo 1,, Ly, I, etc. os lados
do polygono interior, n seu numero, ¢y, cq, c5, etc. seus
respectivos prolongamentos, py, ps, ps, etc. as partes in-
terceptadas no perimetro exterior, teremos

ey~ py >lg+ca,
cq - pg >3+ ¢35,
C3 +p3>'{l+f‘r

...............

=P > 013
1:,.3(1

p.—l—‘pt-I-p;—t-..-‘—F"P.}Ii -{-f,—{-f;—!—...-{—f,,

isto be, o perimetro de hum polygono exterior he maior
que o do interior.

Sejio A BCDE, FGHIKL os dois perimetros. Pro-
duza-se EA até M, e AB até N. Teremos
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AM -~ MH+ HN> AB + BN,

BN4+- NI+ IC >BC(,
¢ K-+KL-+LD>DC,
DE=DE,

EF+FG+GM >EAd+AM;
logo

MH-+-HN-+NI+10+CK+KL+LD~+DE+EF
+FG + GM >AB—+BC+ CD+DE~+EA.

80. Se dois lados de hum triangulo sdo iguaes a dois
lados de outro triangulo, cada hum a cada hum; se ao
mesmo tempo o angulo comprehendido pelos primeiros he
maior que o angulo comprehendido pelos segundos; o ter-
ceiro lado do primeiro triangulo serd maior que o terceiro
do segundo; e reciprocamente.

Nos dois triangulos A BC, abe, sejio AB=ab, ¥
BC=b¢c, ¢ ABC>abe.

Faca-se CBD=abc, ¢ BD=1ba; secra DC=ac.

Primeiramente, ciia o ponto D fora do triangulo A BC,
e seja E a interseccio de AC e BD. Tire-se AD. No
triangulo isosceles A BD he BDA=BAD; logo CD A
= BDA = CAD. Por consequencia (§ 67) no triangulo
ACD seria AC =D (C, e nos triangulos propostos A€ = ac.

Em segundo logar, se o ponto D cahir sobre AC, he iz,

evidente que AC>DC, ou AC=> ac.

Em terceiro logar, se o ponto D cahir dentro do trian- Fig. 25.

gulo A BC, seri o perimetro A BC > que o perimetro
BDC, ou > que o perimetro abe; logo tirando as partes
iguaes A B, ab, e BC, be, ficard AC>ac.
Reciprocamente, se for AC>ae, e os outros lados
iguaes, cada hum a cada hum, serd 4 BC > abec.
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Porque se se dissesse que A BC=abe, seria AC=ac
contra a supposi¢lo actual : se se dissesse que ABC < abe,
seria AC<_ae, como estd demonstrado, tambem contra
a supposicdo actual ; logo seri A BC > abe.

81. Se nos dois triangulos da proposigio precedente se
tiver sémente BC==be, ABC > abe, e alétm disso o
angulo a for recto; serd ainda AC > ac.

Porque se o ponto a ou D esta sobre AC, a asser¢io
he evidente. Se elle cae fora, entio pois que CDB=a
he hum angulo recto, seri CE = CD, e porisso AC>CD,
ou AC=>ac. Se o ponto D cae dentro do triangulo, pro-
duzindo BD até encontrar AC em E, e sendo CDE re-
cto, serbh CE>CD, logo AC>CD ou AC > aec.

82. Dois angulos, cujo somma for menor que dois re-
ctos, com hum lado determindo o triangulo, se conhecer-
mos a qual dos angulos fica opposto o lado.

Porque com o lado BC, e o angulo € dados nao he
possivel construir dois triangulos diversos, em que sejio
iguaes os dois angulos BD €, BAC oppostos ao lado B(C,
porque BDC > BAC,

83. A sccante tirada de hum vertice do triangulo ao
lado opposto he menor, pelo menos, do que hum dos outros
dois lados.

No triangulo A BC seja BD tirada do vertice B, e
terminada no lado AC.

Hum dos angulos A DB, €D3 nio he menor que hum
angulo recto; seja A DB. Logo BAD seri agudo, e por
consequencia BD <Z B A,

8%. De hum ponto a huma recta niio podem tirar-se
tres rectas iguaes, ou huma recta ndo pide ter tres pon-
tos, que estejio a igual distancia de hum outro ponto.

85. No triangulo isosceles, todas as rectas tiradas do
vertice principal, ou commum aos lados iguaes, para o lado
opposto ou base, sio menores cada huma que hum dos
lados iguaes.

86. De dois triangulos, que teem hum lado commum,
e hum angulo adjacente tambem commum e ndo menor
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que hum angulo recto, o maior triangulo tem maior o lado
' opposto ao angulo commum: e, reciprocamente, serd maior
o triangulo, que tiver maior o lado opposto ao angulo
commum.
Nos triangulos A BC, DBC, seja € recto ou obluso. Se-
rio agudos BAD, BD C; logo BD A obtuso,e AB>BD.
Reciprocamente, se for 4 B ~>BD, he preciso entio
que BD caia dentro do angulo 4 BC, logo o triangulo
A BC serdh maior que o triangulo BDC.
87. Dois lados com o angulo opposto ao maior, ou a
qualquer delles, quando sio iguaes, determindo o triangulo.
Se he possivel sejio 4 BC, DBC dois triangulos, tendo
BC, e C communs, ¢ AB=BD >BC.
Porque A BD he entio hum triangulo isosceles, serd o
angulo B DA agudo, logo BD C obtuso, e por consequen-

cia BC > BD contra a supposiglo de ser BC=BD.

88. Dois lados com o angule oppoesto ao menor, nio
determindo o triangulo, sendo no caso de ser o lado op-
posto perpendicular ao lado nao dado.

Sejio dados A, AB, BD, mas BD <_AB.

Se BD [or perpendicular & recta A D, o triangulo seri
determinado ou unico, porque oulra recta qualquer tirada
de B a AC ndo serd igual a BD, mas maior porque seri
huma hypothenusa. Se B D for menor que a perpendicular
abaixada de B sobre A D, o triangulo serd impossivel.
Se BD for maior que esta perpendicular, entio podem
construir-se dois triangulos, hum em que o lado BD fique
entre A4 e a perpendicular, e outro em que BD fique si-
tuado da outra parte da perpendicular, relativamente ao
ponto A.

89. No triangulo isosceles a recta tirada do verlice
principal a0 meio da base, divide o triangulo em dois iden-
licos, e he perpendicular 4 base; e reciprocamente.

Seja A o meio da base do triangulo isosceles BD C. rig 20,
Os dois triangulos BDA, CDA teem DA commum, € os
outros dois lados de hum iguaes respectivamente aos lados
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do outro; logo elles sio identicos, ¢ BAD=CAD; por
consequencia estes dois angulos sdo rectos, ou DA he per-
pendicular a B (.

Reciprocamente, no mesmo triangulo a perpendicular
tirada do vertice principal sobre a base cae dentro do
triangulo, porque os angulos sobre a base sio agudos: e
divide esta base em partes iguaes, porque os triangulos
BDA, CDA terio entio DA commum, DB=DC, e
rectos os angulos em A, logo (§ 87) serdio identicos, e
por consequencia BA = CA.

90. Construir hum triangulo, sendo dadas as partes
que o determindo, e sendo sempre qualquer dos angulos
dados <~ 2r.

1.” Sendo dados dois lados e o angulo comprehendido.

Faca-se hum angulo igual ao dado com os lados iguaes
aos dados, e juntem-se suas extremidades. Ficard assim
formado o triangulo pedido.

2. Dado hum lado com a condicio de ser adjacente
a dois angulos dados, cuja somma seja << 2r. :

Sobre o lado dado facio-se da mesma parte dois an-
gulos iguaes aos dados, e que teohdo os vertices nas ex-
tremidades do dito lado. Os outros dois lados dos angulos
determinardo o terceiro vertice do triangulo.

3.” Dados os tres lades, com tanto que o maior delles
seja << que a somma dos outros dois.

Fixando as extremidades de dois lados nas extremidades
do terceiro, ¢ unindo as outras extremidades ficard con-
struido o triangulo.

4. Com dois angulos cuja somma seja << 27, e o lado
opposto a hum delles,

Juntem-se os dois angulos, e ache-se o supplemento
da sua somma. Este supplemento com o angulo dado, que
deve ser adjacente ao lado dado, reduzem este caso ao
segundo.

5. Com dois lados, e o angulo opposto ao niio menor.

-Faga-se hum dos lados do angulo igual ao lado nio
maior dado, ¢ na extremidade, ndo vertice, deste lado
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fixe-se a extremidade do lado niio menor; com a outra
extremidade busque-se o ponto do lado do angulo, nao
dado em grandeza, que seri o terceiro vertice do trian-
gulo pedido.

6.° Com dois lados, e o angulo opposto ao menor,

Faca-se com o lado maior o que se fez com o menor
no caso precedente, e com o menor o que se praticou com
o maior. Entio, se a extremidade deste ndo encontrar o
lado niio determinado do angulo, serd impossivel o que se
pede. Se o encontrar em hum s6 ponto, hum sé triangulo
resolve o problema. Se o encontrar em dois pontos, tere-
mos construidos dois triangulos com as mesmas condigdes.

91. Sendo dados os tres angulos sémente, seria o mes-
mo que se fossem dados dois, porque o terceiro ficaria
conhecido; e entdo pode escolher-se hum lado arbitrario,
e podem construir-se tantos triangulos quantos se quizer :
neste caso o problema he nio s6 ambiguo, mas de huma
indeterminacio absoluta,

92. Os angulos interiores do polygono de dois perime-
tros, tomados juntos, valem tantas vezes dois rectos, quan-
tos forem os lados que houver nos dois perimetros.

No polygono A BCDEFGHIKL M tirem-se todas as
diagonaes, que se poder, sem que se cortem entre si nem
com os lados. Assim vé-se logo que o polygono he com-
posto de tantos triangulos, quantos os lados que ha nos
dois perimetros, e depois que os angulos interiores do po-
Iygono siio a somma dos angulos de todos estes triangulos.

93. A somma de todos os angulos interiores de hum
polygono de hum s6 perimetro he igual a tantas vezes dois
angulos rectos quantos forem os lados menos dois,

Porque se o perimetro A BCDEF tem somenle tres
lados, e GHIKL M tem m lados, a somma de todos os an-
gulos interiores he (3--m) 2r. Mas nesta hypothese a som-
ma dos angulos do perimetro exterior he igual a2r; logo
08 oulros que teem os vertices G, H, I, K, L, M valem
todos juntos (2 m)2r. E porque estes ultimos com os
interiores do polygono GHIKLM fazem m><kr, se-

D

Fig. 27.
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gue-se que os angulos interiores deste ultimo polygono
de hum s6 perimetro valem

m>hr—(24m)2r=(m—2)2r.

Poder-se-hia fazer a demonstracdio suppondo o peri-
metro interior triangular.

9%, Polygono symetrico ou conjugado he aquelle, em
que nio existe lado, que ndo tenha outro igual opposto,
e parallelo, seguindo-se no perimetro, continuamente e
em ordem inversa, as duas series de lados corresponden-
temente iguaes,

Pontos eppostos no polygono symelrico sio aquelles que
nos lados oppostos estdo a igual distancia dos vertices
oppostos. .

Transversaes slio as rectas que juntido pontos oppostos.
Centro da transversal he o meio desta.

95. Construir hum polygono symetrico qualquer.

Por hum ponto G lirem-se quantas rectas se quizer
AD, BE, CF de grandeza arbitraria, mas de sorte que
(; esteja no meio de todas. Juntem-se os seus extremos pelas
rectas A B, BC, etc. Seri ABCDEF o polygono syme-
trico pedido.

Porque nos triangulos oppostos AGB, DGE he At
=G D, BG =G E por construcgiio, e os angulos opposlos
no vertice G sio iguaes, os triangulos serdo identicos;
logo AB=DE, ABG=GED, ¢ AB parallela a DE.
Da mesma maneira se prova que BC he igual e paral-
lela a EF, e assim por diante. Logo o polygono he syme-
trico.

96. Os angulos oppostos no polygono symetrico sio
iguaes.

Porque (§ 50) hum angulo qualquer BAF he igual a

DC, por serem os lados AF, D€ destes angulos pa-
rallelos, e infinitos para partes oppostas relativamente aos
lados A B, DE, tambem parallelos, e infinitos para partes
oppostas a respeito dos primeiros.
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97. No polygono symetrico o centro de huma trans-
. versal qualquer he centro de todas.

Nos lados oppostos €D, A F tomem-se CH, FI iguaes.
Serfio I, I pontos oppostos, e HI transyersal. Tire-se
tambem a transversal CF, a qual cortari a primeira em
algum ponto G.

Os triangulos € G H, FGI sho iguaes, porque CH=FI,
e os angulos GCH, GHC, e GFI, GIF sio allernos in-
ternos. Logo G H=GI, G C=GF. Desta maneira se vé
que o centro de HI o he tambem de CF. Similhante-
mente se prova que A D passa por G, e fica dividida
a0 meio neste ponto. O mesmo acontece a qualquer trans-
versal que passar entre D e E, e assim por diante.

98. Huma transversal qualquer divide o polygono sy-
melrico em duas partes identicas.

A parte HIA BC pode ser sobreposta & parte [HDEF,
collocando HI sobre I'H, isto he, o ponto H em I, e J
em H; entdo os angulos HiA, ITHD coincidirdo, porque
sio iguaes: A cahira em D, por ser [A=HD, e da
mesma sorte coincidirdo os outros angulos e lados.

99. Parallelogrammo he o quadrilatero, cujos verlices
sio as extremidades de parallelas entre parallelas.

100. Trapezio he o quadrilatero, cujos vertices sdo as
extremidades de somente duas rectas parallelas.

101. Sendo dados dois lados contiguos com o angulo
comprehendido, completar o parallelogrammo.

Sejao dados os lados contiguos A B, AC, em grandeza pig. 20.
e posicio, isto he, tres verlices. He preciso unicamente
achar o quarto. Tire-se BC. Faca-se o triangulo BDC
identico com A BC, mas tendo o lado BD=AC. Para
obter isto tomem-se A B, AC nas aberturas de dois com-
passos, e, collocando huma ponta do primeiro em € e huma
do segundo em B, e unindo as outras duas pontas no mesmo
plano, o ponto D ficari determinado.

Porque os dois triangulos siio identicos ¢ DC=A B,
serh DBC=BCA; logo BD, AC sio parallelas. Simi-
lhantemente, por ser BD=AC, serlio iguaes os angulos

¥
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oppostos BCD, CBA; logo A B, €D parallelas, e A BDC
parallelogrammo.

102. Péde empregar-se o mesmo processo para tirar
por hum ponto B a parallela a huma recta dada AC.

Colloque-se a ponta de hum compasso em B e a outra
em hum ponto qualquer A da recta dada; colloque-se tam-
bem a ponta d’outro compasso em A, e a outra ponta em
algum ponto € da mesma recta: trocando entdio os com-
passos ja se vé como se acha D, ou a parallela BD pedida.

103. O parallelogrammo he hum polygono symetrico.

Porque sendo A BDC hum parallelogrammo, sera BD
parallela a AC, e DC a AB; logo DBC=BCA, DCB
==CBA. Teem pois os triangulos DBC, A BC hum lado
commum adjacente a angulos iguaes respectivamente, logo
siio identicos, e por isso iguaes os lados oppostos a angulos
iguaes, isto he, DC=ARB, e BD==AC; mas estes lados
sio tambem parallelos por hypothese; logo o parallelo-
grammo he symetrico. g

104. Cada huma das diagonaes divide o parallelogrammo
em partes identicas.

105. As diagonaes do parallelogrammo cortio-se mu-
tuamente em partes iguaes.

106. No parallelogrammo os angulos oppostos sio
iguaes.

107. No parallelogrammo ha sempre dois angulos op-
postos, cada hum dos quaes ndo he menor que hum recto.

108. O quadrilatero que tem dois lados parallelos e
iguaes he hum parallelogrammo.

No quadrilatero A BDC' sejio iguaes ¢ parallelos os
lados oppostes BD, AC.

Tirando a diagonal B, teremos os angulos DB C, BCA
alternos internos, e portanto iguaes. Nos triangulos DBC,
BCA he DB=AC por hypothese, BC commum, ¢ DBC
=B A; logo os triangulos sio identicos ; logo serio iguaes
03 angulos oppostos aos lados iguaes, isto he, DCB= CBA,
e por isso DC he parallela a A B. Logo o quadrilatero he
lum parallelogrammo.
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109. O quadrilatero que tem os lados oppostos iguaes,
dois a dois, he parallelogrammo.

Porque tirando huma diagonal se formariio dois trian-
gulos identicos, por causa da igualdade dos lados; e en-
tre os angulos iguaes, haverd huns que serfio alternos in-
ternos a respeito dos lados oppostos do quadrilatero; logo
estes seriio parallelos, e o quadtilatero serd parallelo-
grammo.

110. O quadrilatero que tem os angulos oppostos iguaes,
dois a dois, he parallelogrammo.

Porque como os angulos do quadrilatero juntos equiva-
lem a quatro rectos, na hypothese actual, cada hum com o
seu immediato valera dois rectos; porém estes sio angulos
internos da mesma parte, logo (§ 40) cada lado e o seu
opposto sio parallelos.

111. O quadrilatero, cujas diagonaes se cortio reci-
procamente em partes iguaes, he parallelogrammo.

Porque he polygono symetrico (§ 95).

112. Chama-se rectangulo o quadrilatero que tem todos
os angulos iguaes.

113. Os angulos do rectangulo sio todos rectos.

Porque sendo o rectangulo hum quadrilatero, tem quatro
angulos ; e como estes fazem a somma %7, e sio iguaes,
serii cada hum delles hum angulo recto.

114. O rectangulo he parallelogrammo.

Porque cada angulo e o seu immediato sendo rectos, cada
lado e o seu opposto serdio parallelos (§ 40).

115. Rhombo he o quadrilatero que tem iguaes todos
os lados.

116. O rhombo he parallelogrammo (§ 109).

117. O rectangulo que tambem he rhombo chama-se
quadrado.

118. Com hum lado dado construir o quadrado.

Na extremidade 4 do lado dado A B levante-se AC Fiz. 30.

igual e perpendicular a AB (§ 77), ¢ com os lados A B,
AC, e o angulo recto A complete-se o parallelogrammo
ACDB (§ 101), que serd o quadrado pedido.
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Porque €D he parallela a A B por construccdo, sera
A+ C=2r, e C=r, por ser A recto: da mesma ma-
neira he D =r, e B=r. Logo este parallelogrammo he
rectangulo.

Temos tambem CD = A B, BD=AC. Mas AC=AB
por construccio, logo os quatro lados sio iguaes, e o pa-
rallelogrammo he rhombo. Logo he quadrado por ser re-
ctangulo e rhombo.

119. Altura de hum polygono he a maior perpendicular
que se¢ poder tirar de hum ponto do perimetro sobre hum
lado tomado por base.

120. Polygonos iguaes sho aquelles que fechdo porgoes
iguaes de superficie plana., A porcio de superficie en-
cerrada em qualquer polygono chama-se area desse poly-
gono,

121, Os parallelogrammos que teem as bases iguaes
entre si, e tambem as alturas, sdo igvaes,

Os parallelogrammos propostos A BCD, DE FG podem
ser collocados sobre a recta AG de maneira que os an-
gulos A D€, ED(, nio maiores que rectos, tenhdo o ver-
tice D commum. De €, E, abaixem-se perpendiculares
sobre AG. Digo que estas perpendiculares sio as alturas.
Porque as perpendiculares abaixadas dos pontos de BC
niio sio maiores que € H, por lhe serem iguaes. E se em
hum outro lado €'D houvesse hum ponto I, tal que a per-
pendicular IK fosse > CH, entio poderia tomar-se so-
bre IK huma parte = CH, e tirar, pelo ponlo de divi-
sio, huma parallela a #D, e fazer hum triangulo identico
com CHD e ao mesmo tempo menor; absurdo.

Porque as alturas CH, ET sio iguaes por supposicio,
e parallelas, serd (§ 108) CE parallela a A6, e portanto
CE estard em linha recta com BC, e EF. Os trapezios
BADE, CDGF sio identiess, pois admittem sobreposi-
¢do, porser €D =B A, os angulos DG, D CF iguaes re-
spectivamente a 4, B, e AD=DG, CE4+BC=CE
~+EF, ou BE=CF. Tirando pois dos trapezios o trian-
gulo commum CDE, teremos A BCD=DE FG.
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Se os parallelogrammos na indicada situacdio sio adja-
centes, ou contiguos, isto he, rectangulos, ento elles mes-
mos admittem sobreposicio.

122. Triangulos que teem as bases iguaes, e as alturas
tambem iguaes entre si slo iguaes.

Porque sio as metades de parallelogrammos nas hypo-
theses do paragrapho precedente.

123. As areas dos parallelogrammos, que teem a mes-
ma altura, estiio entre si como as bases.

’ Seja P hum dos parallelogrammos, ¢ AB €D o outro. rig. 3.

Faga-se DE igual & base de P, e complete-se o pa-
rallelogrammo CE. Serd CE=P.

Primeiramente, sejio A D, DE commensuraveis, e Al
sua medida commum, ou seja A D composta exactamente
das partes iguaes AG, GH, HI, ete.; e DE composta
tambem de partes iguaes a AG.

Se pelos pontos G, H, ete. se tirarem parallelas a A B,
taes como GL, HM, etc., vé-se que BD he composto de
parallelogrammos iguaes B G, L H, elc., porque lem iguaes
as bases, bem como as alturas: he tambem evidente que
BD contém B G, hum destes parallelogrammos, tantas ve-
zes, como A D contém AG, logo

BD:BG::AD:AG;
similhantemente se vé que

CE:BG:..DE:AG,

logo
BD:CE::AD: DE.

Em segundo logar, sejio A D=u, e DE =y incom-
mensuraveis. Representando por ¢, e @y as areas dos
parallelogrammos BD, CE, vé-se claramente que cada
huma dessas funcgdes cresce augmentando a respectiva
raiz; mas quando x e y sdo commensuraveis ji demonstra-
mos ser
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pr.gyiixy;

logo (Arithmetica Universal, § 152) a proposicdo prece-
dente sera tambem verdadeira quando z e y forem in-
commensuraveis.

124, As areas dos triangulos da mesma altura estiio en-
tre si como as bases.

125. As arcas de dois parallelogrammos equiangulos
entre si, estio na raziio composta de dois lados contiguos.

Sejio ABCD, DEF os dois parallelogrammos equi-
angulos entre si. Complete-se o parallelogrammo G €, e
teremos

BD:CG::AD: DG,

e, considerando D€, DE como as bases dos parallelo-
grammos CG, EG, teremos

CG:DEFG::DC: DE;

e destas proporcies resulta

1.!.‘4_1), D_C_i
BD:DEFG:: =< = .

126. As areas dos triangulos que teem hum angulo
igual, como os triangulos ACD, DFG, que teem AD(
=DGF: e as areas dos triangulos, nos quaes hum an-
gulo de hum he supplemento de hum angulo d'outro, come
os triangulos ACD, DEG, eslio na rasio composta dos
lados destes angulos.

Porque estes triangulos sdio as metades dos parallelo-
grammos, que leem estes mesmos angulos e lados.

127, As areas dos parallelogrammos estio na razio com-
posta das bases e alturas.

Porque se aos parallelogrammos se substituirem re-
clangulos com as mesmas bases e alturas, estes serdo pa-
rallelogrammos equiangulos entre si, e seus lados serdo as

Fig.
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bases e alturas dos parallelogrammos propostos, e eslardo
na dita razio composta; logo as areas dos parallelogram-
mos propostos, que sio iguaes a estes rectangulos, esla-
rdo tambem na mesma razio,

128. As areas de dois triangulos estio na razio com-
posta das bases ¢ das alturas.

Porque as areas dos triangulos sio as metades dos pa-
rallelogrammos respectivos.

129, A area de hum parallelogrammo he igual & de
outro qualquer multiplicada pelo producto das razoes das
bases e das alturas. O ultimo pode ser o quadrado feito
sobre a recta que mede a base e a altura do primeiro,
ou sobre a unidade linear. Assim quando se diz que a
area do parallelogrammo he igual ao producto da base
pela altura, deve subentender-se em rigor o producto do
numero de vezes que a altura contém a unidade linear pelo
numero de vezes que a base contém a mesma unidade,
multiplicado esse producto pelo quadrado formado sobre a
unidade linear, o qual he entdo a unidade de superficie.

130. A area do triangulo he metade do producto da
base pela altura.

Por ser metade do parallelogrammo, que tem as mes-
mas dimensoes,

Entende-se tambem que os factores deste producto sio
0s numeros, que resultio da medicio da base e da altura:
e que a unidade superficial ou o quadrado da linha, que
tem servido de unidade nos factores, he a unidade desse
producto,

131. A area do trapezio he igual & melade do pro-
ducto da somma das bases parallelas pela altura.

Porque tirando huma diagonal, o trapezio ficara divi-
dido em dois triangulos, cujas superficies lormio esta quan-

tidade.

132. A B7 significa a area do quadrado formado so-
bre A B.

Al significa que a recta A B deve ser medida com a
£
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unidade linear, que chamaremos u ; e que o numero que
dahi resulta esta elevado 4 segunda potencia, ou esti mul-
tiphcado por si mesmo. Assim teremos

—
ABt=AB ><w.

133. A recta, que divide ao meio hum angulo do tri-
angulo, divide o lado opposto em dois segmentos propor-
cionaes aos outros dois lados.

No triangulo A BC seja ABD=DBC.

Os triangulos A DB, CDB teem a mesma altura, por-
que teem o verlice B commum, e as bases sobre a recta
AC, logo (§ 124%)

area ADB :area CDB::AD:CD;
mas tambem (§ 126)

BD
TBRCT BR

area ADB :area CDB:: HX

logo

AD:CD::AB: BC.

134. Triangulos similhantes sio aquelles, que teem os
vertices situados de mauneira que os angulos de hum sio
iguaes aos angulos do outro, cada hum a cada hum.

135. Dois triangulos similhantes teem os lados propor-
cionaes; os termos homologos da proporciio sio os lados
oppostos ou adjacentes aos angulos iguaes, e reciprocamente.

Nos triangulos A BC, DEF sejio A=D, B =E, logo
C=F; ter-se-ha

AC AR
urcaABC,nrmDEF..ﬁx'ﬁ. I,

AC__BC,

area ABC:arca DEF: XEF'

OFE_‘ I!
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'Iugl}
AB.DE:.BC.EF;

da mesma forma acharemos

AC:DF:.:BC:EF,
logo
AB:DE::BC:EF::AC: DF.

3hH

Reciprocamente, se tiverem logar estas propor¢des os
triangulos serio similhantes. Porque, se se negar a igual-
dade dos angulos de hum a respeito dos angulos do outro,
pode fazer-se com A B hum triangulo equiangulo com
DEF, que terd os lados proporcionaes aos deste, e por
consoguln!(- serdo respecln amente iguaes os lados do trian-
gulo construido e do lrn‘-mgu[u ABC, isto he, estes dois

triangulos serdio identicos,

136. As areas dos triangulos similhantes estio entre si
na razio composta duplicada, ou como os quadrados dos

lados homologos.
Porque sendo

A.ﬂ' BC

arca ABC .area DEF;; = EF'I'
BC AB
serd tambem =i 0 , logo

AB ADB
arca ABC :area DEF:: ==t

DE

__AB__AB

><-—>< DE!: DE!:: AB ; DE1 (§ 132).

‘DE” " DE

137. Dois triangulos, que teem hum angulo igual com-

prehendido por lados proporcionaes sio similhantes.

Nos triangulos A BC, DEF, sejio B=E, e
AB:DE::BC:EF.
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Sobre A B~ DE tome-se BG —=DE, e tire-se G Il
parallela a AC. Sera B(; H=4, logo os triangulos 4 B C,
GBI serdo similhantes, e serd

AB:BG (ow DE) :.BC: BH,

por consequencia BH—EF pela supposicio. Segue-se
pois que o triangulo B G H he identico ao triangulo EDF,
e por isso este ulllmu he similhante ao triangulo A B C.

138. Dois triangulos, que teem dois lados proporcio-
naes, cada hum a cada hum, e o angulo opposto ao maior
destes lados, no primeiro, igual ao angulo opposto a0 maior
dos dois lados no segundo, sio similhantes.

Nos triangulos ABC, DEF sejio

AB:DE::BC: EF,

AB>BC, C=F. Serd tambem DE >EF,

Se os triangulos ndo sdo identicos, haverd algum lado
de hum maior que o seu homologo do outro. Seja pois
AB=DE. Tome-se BG=ED, e tire-se GH parallela
a AC. Serdo similhantes os triangulds A BC, GBH; logo

AB:BG (ou DE) ::BC: BH,

¢ portanto BH=EF. Os triangulos DEF, GBH sio
identicos (§ 87) porque BG=ED, BH=EF, BHG
=C=F, e DE>EF, ou BG>BH. Mas o triangulo
BHG he similhante ao triangulo A BC, logo DEF tam-
bem o he.

139. Dois triangulos, nos quaes ndo ha lado de hum,
que nio tenha outro parallelo ou em linha recta no segundu
triangulo, sio similhantes.

Sejio a, b, ¢ os lados, e A, B, € os angulos respecti-
vamente oppostos de hum dos triangulos; a', b, ¢ os la-
dos, A', B, €' os angulos oppostos do outro triangulo; e
seja a’ parallela ou em linha recta com a, o mesmo seja
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b a respeito de b, e ¢ a respeito de c. Porque d, ¥’ sio
os lados do angulo €', e ndo podem cortar os lados do
angulo €, sendo produzidos, segue-se que ou ¢"=C, ou
€' he supplemento de €. O mesmo acontece a B’ a res-
peito de B, e a A’ a respeito de a. Agora digo que os tres
angulos A', B/, €' nao podem ser ao mesmo tempo sup-
plementos de A, B, €, porque seria

A+ B +C=2r—A+4+2r—B+2r—C=6r
—A—B—C=4r:

absurdo. Digo mais que dois dos primeiros angulos ndo
podem ser supplementos de dois dos segundos, porque
seria ainda

A4+B +0C=2r—A4+2r—B+4 C=4r
—(A+B+0)+20=2r+2C:

absurdo. Digo finalmente que nem mesmo hum angulo de
hum dos triangulos pode ser supplemento do seu correspon-
dente, & excepedio do caso em que este he recto, visto que
entdo o angulo e seu supplemento sio iguaes, porque seria

A4+B+4+C=2r—A+B+C;

equaciio, cujo segundo membro nio pode ser =2 r sem
ser A=B + C, isto he, sem que A seja recto, mas en-
tio tambem A'=2r — A= A. Logo he sempre 4'=A4,
B'=B, €'=C, e os triangulos siio s‘milhantes.

140, Dois triangulos, que teem os tres lados de hum
perpendiculares aos tres lados do outro, sio similhantes.

A demonstragio he como a precedente, mudando as
palavras parallelas, e em linha recta, em perpendiculares.

151. Em dois systemas, hum de reetas que se cortio
em hum ponto, e outro de parallelas, sio proporcionacs
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as partes das primeiras rectas comprehendidas entre esse
ponto e as parallelas, e as partes destas mesmas paralle-
las, cortadas pelas rectas concorrentes.

AH, AK, Al, comprehendidas entre A, e HI sio pro-
porcionaes a A B, A F, AC, comprehendidas entre 4, e B¢
parallela a HI.

GD, EG sio proporcionaes a BF, CF, porque sendo
parallelas sio cortadas pelas mesmas rectas concorrentes
DB, GF, EC; e assim das outras partes,

He isto effeito da similhanca dos triangulos, a qual nestas
circumstancias di proporgies com termos communs, da
suppressio dos quaes resulta a verdade da proposiciio.

142. Cortar huma recta em partes, que tenhio razies
dadas.

Seja AB a recta que se quer dividir em partes, que
estejio-entre si como AC, €D, DE.

Sobre huma recta qualquer A E, fazendo com A B hum
angulo <Z 2 r, cortem-se successivamente as partes dadas,
e tire-se EB, e depois DF, €G parallelas a E B. Tere-
mos assim A B dividida em partes AG, GF, FB, que
estariio entre si nas razoes dadas.

Se se fizer o triangulo A BE' identico a 4 BE, sendo
BE parallelaa AE, esetomar BD'=ED, D'C'=DC,
e se depois se juntarem DIV, CC', cortar-se-ha a recta
AB nos mesmos pontos F, (.

143. Achar a quarta proporcional a tres rectas dadas.

Sejio AE, AD, AB as tres rectas dadas, porque em
qualquer situacio que sejio dadas, sempre se lhes pode
dar a actual. Tire-se DF parallela a EB, ¢ sera AF a
recta pedida.

Tirando DF parallela a GC, he AF a quarta propor-
cional &s tres rectas AC, A D, AG.

O problema de achar a terceira proporcional a duas
rectas dadas, se reduz a fazer AD=AB, ou A D
=AG.

14%. Dois polygonos chamao-se similhantes, quando
teem o mesmo numero de lados, e sio compostos somente
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de triangulos similhantes, situados da mesma maneira nos
dois polygonos,

145. Os polygonos similbantes teem todos os angulos
iguaes, cada hum a cada hum; e proporcionaes os lados
adjacentes aos angulos iguaes.

Os polygonos A BCDE, abede, tendo o mesmo nu-
mero de lados, sejio compostos respectivamente dos trian-
gulos ABC, ACD, ADE, e de abe, acd, ade simi-
lhantes ou equiangulos com os primeiros, e dispostos da
mesma maneira.

Serdo os angulos BAC=bac, CAD=cad, DAE

=dae, logo BAE=bae; B=10, BCA=bca, ACD
=uacd, logo BCD = bed : similhantemente se demonstra
a igualdade dos outros angulos dos polygonos, que sio ou
os mesmos angulos dos triangulos, iguaes por supposicio,
ou sommas destes angulos.

A similhanca dos triangulos da

AB:ab::BC:be;:AC:ac::CD:cd::AD:ad
*DE:de::AE:ae; ;
logo
AB:ab::BC:be::CD:cd::DE:de¢.:AE: av,

proporcoes que formdo a segunda parte da propesicio.

146. Se dois polygonos sio equiangulos, e teem pro-
porcionaes os lados adjacentes aos angulos iguaes, elles
serdo similhantes.

Nos polygonos ABCD, abed, sejio os angulos A BC
mabc, BCD=becd, CDA=cda, D: i.B_n‘ab e além
disto

AB:ab::BC:.bc::CD:cd::DAda.

De hum ponto qualquer E do polygono A B €D tirem-se
aos vertices as rectas EA, EB, EC, ED. Faca-se no
polygono abed o triangulo abe similhante ao triangulo

Fig. 34.

Fig. 39.




50 ELEMENTOS DE GEOMETRIA.

A BE, e situado da mesma maneira. Tirem-se ec, ed. Pois
que A BE=abe por construcgdo, sera

EBC=ABC—ABE=abc—abe=cebec.

Mas por hypothese

AB:ab::BC:be,
¢ por construcido

AB:ab::BE: be,
|ﬂ-g0

BE:be::BC:be.

Por consequencia (§ 137) siio similhantes e dispostos
da mesma maneira os triangulos B CE, bee; e da mesma
forma se prova a similhanca de figura bem como de po-
sicio dos triangulos CDE, ede, e de A DE, ade. Logo
o0s polygonos siio similhantes (§ 14%).

147. Os polygonos similhantes estdio entre si na razdo
composta duplicada de dois de seus lados homologos, on
como os quadrados feitos sobre estes lados.

Temos (§ 136)

AR AR
area ABE :areaabe:;——><—:1,
alb ab

" BC BC
area BCE :areabce::—><—:1.:—>x—11,
be be
ch ch AB AB
urcaGDE:arcncde::H}(E i —<— 1,

efe., etc.

logo
area A BE + arca B CE —+ arca CDE —+ ete.

AB,

AB
careaabe +areabee 4 arcacd e clc.::a—axﬁ, .
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isto he,

ABGD:abcd::"—ﬂxﬁz 1::4AB1:aly.
ab ab

148. No triangulo rectangulo, sendo a base a hypo-
thenusa, a altura he meia proporcional entre os segmentos
da hypothenusa ; ¢ cada hum dos lados meio proporcional
entre a hypothenusa e o segmento adjacente.

No triangulo A BC seja recto o angulo em 4. De A rig. 0.
abaixe-se A D perpendicular sobre a hypothenusa; esta
ficara dividida em dois segmentos, porque a perpendicular
deve cahir dentro do triangulo, sendo agudos os angu-
los B, C.

0 angulo A DC he recto por construeclo, logo C+-CAD
=r, mas he BAD -+ CAD=r por hypothese, logo
C=BAD; ¢ porque além disto CDA=B DA, segue-se
que os triangulos BA D, CA D sio similhantes, logo

BD:DA::DA: DC.

Cada hum dos triangulos parciaes he similhante ao total,
porque sfio rectangulos tambem, e teem hum angulo com=
mum a este. Logo

BC.AB::AB:BD,
BC.:AC::AC:.DC.

149. No triangulo rectangulo os polygonos similhantes,
construidos hum  sobre a hypothenusa, outro F sobre
hum lado do angulo recto, como lades homologos, teem
entre si a razio da hypothenusa e do segmento della adja~
cenle a este lado.

Porque sendo F construido sobre o lado AC, sera

cpeeq-AC_AC,
G'F"I‘BUXBC' mas he tambem
F




——

Fig. 41.
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4. 4€;

area BAC: arecaCAD:: 1:-ﬁ><ﬁ..BC :DC(§ 124),

logo
G.F.:BC:.DC.

Da maneira se acha, sendo E o polygono sim-
Ihante construido sobre A B,

G.E.:BC:BD.

150. Dos tres polygonos similhantes construidos sobre
0s tres lados do triangulo rectangulo, como lados homo-
logus, aquelle que pertence & hypothenusa he igual & somma
dos outros dois,

Porque he

E.F:G::BD:DC:BC,
serd s
E4+F:G::BD~+DC (ou BC):BC;
logo :
G=E i F.

151. Os quadrados formados sobre os tres lados do
triangulo rectangulo, sendo polygonos equiangulos entre si
e tendo os lados proporcionaes, sio similhantes; logo o
quadrado da hypothenusa he igual & somma dos quadra-
dos dos outros dois lados.

152. Construir hum angulo recto BAC.

Hum modo de construir o angulo recto he schar em
numeros inteiros a relagio dos lados de hum triangulo re-
ctangulo A BC.

Estejao os dois lades e a hypothenusa na razio dos nu-
meros a, b, ¢, que se pretende achar. Sera

AR AC'=B (",
ou
auw 4 Dut=c*u, ou a® 4 b =¢?,
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logo
logo

a®+2ab 4+ 0*=2ab-c?=d",
2ab=d*—c'=(d-+c) (d—¢);

portanto se se fizer 2a =d +- ¢, b=d — ¢, sommando,
teremos estas equagoes,

2a+b=2d;
ba® 4 hab b =4d?;
ba* +8ab—+ 40 =4d?,
logo por subtraccao
5ab4-30*=0, on 4a+4-30=0;

donde se tira
a=—3p, b=4kp.

O mais simples he suppér a =— 3, ou a=3, porque
se deve elevar a 4 segunda potencia; logo b=4%, e ¢=5.

Por consequencia com tres rectas, que estejio entre si
como os numeros 3, %, 5, ou como os seus equimultiplos,
péde formar-se o triangulo rectangulo.

153. Achar a média proporcional entre duas rectas
dadas.

Com as rectas dadas BD, D € componha-se a recta BC. Fig. 4.
Divida-se esta em duas partes iguaes no ponto H. Com
HA=HRB, com H D, e o angulo recto 4 DH laca-se o
triangulo D H A.

Digo que AD he a média proporcional pedida. Por-
que tirando AC, A B, o triangulo A BC seré rectangulo
por serem isosceles os triangulos BHA, AHC, e por-
tanto HAB=B, HAC=C, ou BAC=B+ C=r;
logo AD he a linha pedida.
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De outro modo. Sejio BC, €D as rectas dadas. Faca-se
a mesma conslrucciio, e sera AC a média proporcional
pedida.

15%. Construir o triangulo rectangulo, de que se co-
nhece hum lado do angulo recto e a hypothenusa.

Seja BC a grandeza e posi¢io da hypothenusa, e AC
a grandeza do outro lado dado; trata-se de achar o ver-
tice 4 do angulo recto.

Procure-se CD, terceira proporcional a BCe AC (§143)
determine-se depois o vertice A do triangulo rectangulo
ADC, como no problema precedente.

155. Se o quadrado feito sobre hum lado de hum trian-
gulo for maior que a somma dos quadrados dos outros dois
lados, o angulo opposto a esse lado he obtuso; e se o dito
quadrado for menor, o angulo opposto he agudo.

No triangulo 4 BC, seja AB > AC'+BC.
Faca-se (§ 15%) com a hypothenusa AB e o lado
AD=AC o triangulo rectangulo A D B. Seri AB'

=AD' +BD, logo BD = BC, e logo o triangulo re-
ctangulo da eonstrucgho envolverd o triangulo proposto,
porque sendo recto o angulo em D, se o vertice € po-
desse estar ou sobre hum lado do angulo recto, ou fora
deste, entdo ou AC ndo seria igual a AD, ou BC nio
serfa menor que BD.

Segue-se portanto que o angulo € he maior que D, ou
obtuso.

No triangulo ABC seja AB'<<AC' +BC'.

Face-se da mesma sorte o triangulo A DB rectangulo
em D, e com AD=AC, Sera BC>BD; logo ABC
nio pode ser envolvido por A BD, nem cortar o lado BD.
Junte-se € e D. No triangulo issosceles ACD, o angulo
ACD he agudo, logo ACB tambem o he.

156. Fazer hum polygono similhante a outro dado, e
que tenha com elle huma razio dada.
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Sejio P o polygono dado, e X aquelle que se pede; e
estejio BD, D € na razio dada.

Sobre BC como hypothenusa, e com os segmentos B D,
DC faca-se (§ 153) o triangulo rectangulo A BC. Sobre
A B tome-se A E, igual a hum dos lados do polygono P.
Tire-se EF parallela a BC, e serd AF o lado homologo
do polygono X. Porque (§ 149)

P:X::EG:GF::BD:DC.

Para acabar a construccdo, formem-se sobre 4 F an-

gulos iguaes aos que estlio formados no polygono P com
o lado A E, e que tenhdo os lados proporcionaes aos deste,
e sobre os lados assim determinados continue-se da mesma

forma até fechar o polygono X.
157. Dividir huma recta em duas partes taes, que huma
seja média proporcional entre a outra e a recla toda,

Seja A B a recta proposta. Levante-se sobre ella a per-
pendicular BC = é A B. Tire-se AC. Corle-se CD=BC(,
e AE=AD; sera AE a média proporcional pedida.

No prolongamento de AC téme-se CF=CD=CB
=;AB, e tirem-se BD, Bf;.

Porque DCB he isosceles, DCB—!—GBD=1'; mas
he tambem A BD - CBD=r por construccio; logo
4 15:0:%1) CB. Porque CFB he isosceles, sera BFC
o DCB, logo ABD=AFB. Por consequencia os
triangulos A BD, A FB, que, além desses angulos iguaes,
teem o angulo A commum, sio similhantes. Logo
AF:AB: AB:AD, ¢ AF—AB:AB::AB—AD: AD.

Mas DF—AB, AF—AB=AD=AE, AB—AD=BE,

Fig. 44.

Fig. 43.




Fig. 46.

Fig. 47.
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logo
AE:AB::BE;AE, ou AB:AE::AE: BE.

158. Corda do polygono he qualquer recta, que ter-
mina em dois pontos do perimetro. Diametro he a recta
que divide igualmente todas as cordas parallelas entre si.
A grandeza do diametro limita-se, como a das cordas,
pelos pontos de intersecclio com o perimetro. Eixo he o
diametro perpendicular 4s cordas. :

159. No parallelogrammo cada huma das rectas, que
dividem ao meio os lados oppostos, he diametro das cor-
das parallelas a estes lados; e cada huma das diagonaes
he diametro das cordas parallelas 4 outra.

No parallelogrammo ABCD os lados AB, DC este-
jao divididos ao meio nos pontos E, F pela recta EF.
Tirem-se as cordas G H parallelas a A B, cortando EF
nos pontos I.

Porque A E, DF sio iguaes e parallelas, sera ADFE
hum parallelogrammo, logo EI, AG sio parallelas; mas
GI, AE sio parallelas tambem por construccio; logo
A EIG he parallelogrammo, e GI=A E. Da mesma ma-
neira se prova que I H==E B, logo GI==1H. Logo huma
corda qualquer parallela a A B he dividida ao meio por
EF; logo EF he diametro.

No parallelogrammo A BCD seja EF parallela 4 dia-
gonal DB, e cortada em G pela diagonal AC, e seja H
a interseccdo das diagonaes. Serd (§ 141)

EG:GF::DH: HB.

Mas (§ 105) DH=HB, logo EG = GF. Por con-
sequencia a diagonal AC passa pelo meio de todas as cor-
das parallelas & outra diagonal.

160. No rectangulo a perpendicular a0 meio de hum
lado divide o rectangulo ¢ o perimetro em partes iguacs,
¢ he eixo.
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No rectangulo 4 BCD sejio E o meio de AB, e EF ¥ig. 45,
perpendicular a A B.
Dobre-se o rectangulo por EF. EB cahird sobre E A,
o angulo B sobre o angulo A, BC sobre AD, o ponto €
em D; logo FC coincidira com DF; logo F he o meio
de DC; EF he diametro, e tambem eixo, porque sera
perpendicular a todas as cordas parallelas a A B (§ 159).
161. Centro de pontos he hum ponto tal, que as rectas
tiradas delle aos primeiros sdo iguaes, e cada huma se
chama raio. Centro de rectas he o ponto do qual se po-
dem abaixar perpendiculares iguaes sobre todas as rectas,
e cada buma destas perpendiculares se chama apothema.
Centro de figura he o ponto, que ao mesmo tempo he
centro dos vertices e dos lados do polygono.
162. Dois pontos leem hum numero infinito de centros,
mas todos na perpendicular a0 meio da recta, de que elles
1 slio exitremos; e reciprocamente.
Seja D hum dos centros de B, €. Tirem-se DB, DC, ¥ig. 2.
BC e DA ao meio de BC. Sera A centro tambem.
Porque D he centro por hypothese, seri DB=DC,
e pela mesma razio BA=CA; e porque DA he com-
mum aos dois triangulos DA B, DAC, estes serdo iden-
ticos, e por isso DAC=DAB==r, ¢ DA perpendicular
a BC. Logo hum centro qualquer das extremidades de
BC esta na perpendicular ao seu meio: e demonstra-se
com a mesma facilidade, que 0s pontos desta perpendi-
cular sdo todos centros daquellas extremidades.
163. Todos os pontos da recta que divide ao meio
hum angulo, siio centros dos seus lados; e reciprocamente.
Divida-se o angulo proposto BAC em duas partes iguaes Fig. 49,
pela recta A D. De hum ponto qualquer D de A D abai-
xem-se as perpendiculares DB, DC sobre os lados do
angulo.
Os triangulos A DB, ADC sio identicos, porque teem
“hum lado commum A D, demais DBA=D(CA por con-
struccdio, BA D= CAD por hypothese, logo DB=DC.
Portanto D he centro dos lados A B, AC.




Fig. 50,

Fig. 51.
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Reciprocamente, se D he centro dos lados A B, AC,
a perpendicular DB serd igual & perpendicular DC; e
porque DA he commum aos dois triangulos rectangulos,
estes seriio identicos, e o angulo BAD=CAD, isto he,
DA dividira ao meio o angulo proposto.

164. O triangulo tem centro de vertices, mesmo no
seu plano.

Levantem-se as perpendiculares DF, EF ao meio dos
lados A B, AC do triangulo A BC.

Estas perpendiculares, sendo lados de angulos rectos,
concorrem, porque d’outra maneira seriiio parallelas, o que
ndo he possivel (§ 52), pois que os outros lados DA, E A
dos angulos rectos nio sio parallelos, porque teem o ponto
A commum, nem estdo em linha recta, porque entdo ndo
existiria triangulo, Seja pois F o ponto de encontro destas
perpendiculares. Sera F centro de A, B, visto pertencer 4
perpendicular DF ao meio de A B (§ 162), logo FA=FB.
Similbantemente, F he centro de A, C, por existir em
EF, logo FA=FC. Logo sio iguaes os raios A F, BF,
CF, e F he centro dos tres vertices, e o unico no plano
do triangulo.

165. O triangulo tem dentro em si centro de lados.

AD, BD dividio ao meio os angulos BAC, ABC.

AD, BD concorrem sendo produzidas, porque os an-
gulos que ellas formdo com A B sio sempre agudos, por
serem as metades dos angulos do triangulo; e sendo con-
tinuadas até aos lados oppostos, ter-se-hio ji cortado em
algom ponto D. Tirem-se DE, DF, DG perpendiculares
aos lados do triangulo proposto A BC.

Cada huma destas perpendiculares, DE por exem-
plo, niio péde cahir sendo pa parte commum aos bila-
teros agudos DAB, DBA, isto he, dentro de DAB; e
assim das outras. Logo (§ 163) DE=DF, e DE=DG.
Por consequencia D he o centro dos lados do triangulo
ABC.

166. O centro dos vertices do triangulo rectangulo esta
no meio da hypothenusa ; e, reciprocamente, se o centro
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dos vertices de hum triangulo estiver sobre hum lado, o
triangulo seri rectangulo, e esse lado sera a hypothenusa.

Seja rectangulo em A o triangulo ABC, e D o meio Fic. 52

da hypothenusa.
Os angulos DA B, DAC, B, C juntos valem 2r. DA B
+DAC==r, logo B+ C=r, ou

DAB—+ DAC=B+ (.

Mas se for AD <Z BD, sera tambem A D <Z DC por
hypothese, logo B < DAR, e €< DAC, logo

B+ C<DAB- DAC, absurdo.

Se for AD >BD, sera AD > DC; logo B> DAB, ¢
C>DAC; logo B+ C>DAB 4 DAC, absurdo. Por
consequencia A D=BD==CD, e D meio da hypothe-
nusa he o centro dos vertices do triangulo rectangulo.

Reciprocamente, se no triangulo A BC for DB=DA
=DC, serdé B=DAR, C=DAC, logo

B+ C=DAB+DAC=BAC;

logo BAC he recto, ¢ BC hypothenusa.

167. Levantar huma perpendicular na extremidade A i

de huma recta 4 B, sem a produzir.

No meio € de A B levante-se a perpendicular €D de
grandeza arbitraria, tire-se BDE=2 BD, e depois E A,
que serd a perpendicular pedida, por ser D o centro dos
pontos E, A, B.

D'outro modo. Levante-se a perpendicular €D em hum
ponto qualquer €, e depois tirese A4 E parallela a CD.
Ou tambem, ache-se o ponto JE com as aberturas de com-

5
pisso AE=3 AB, e BE=;AB.

168. O quadrilatero no qual a somma de dois an-

gulos oppostos, e por consequencia a dos outros dois, he
G
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igual a dois rectos tem centro de vertices; e reciproca-

mente.
. 1.” Esteja o centro E dos vertices D, B, C fora do
quadrilatero A BCD, no qual he

ABC+4-ADC=2r,
BAD +BCD=2r.

Porque os triangulos EDC, EBC sio isosceles, seri
e={, c=d—e; mas pela hypothese da proposi¢io he
b+ c+g=2r, e a+h+4d=2r, logo

b+d+e4g=a-+h+d,

b+ f+g=a-+h

Agora digo que he A E=DE=BE. Porque se for
= > o s

AE<DE, ou ;iE{BE. serd f+g<h. 2 b<a. |

logo f—f—ﬂ—]—bzh"l—ﬂu

absurdo. Portanto £ he o centro dos quatro vertices.

2.° Esteja o centro E dos vertices 4, B, € dentro do
quadrilatero. Tirem-se EA, EB, EC, ED. Seri EA
= EB=EC, logo a=1b, ¢=d. Mas he por hypothese

b+c—4f—+g=2r,

a4+ h+d-fe=2r,
equacdes, das quaes eliminando a, ¢ por meio das pri-

meiras, resulta
[+9=h-+e

equaciio que ndio pode subsistir sem ser ED=EA=EC(.
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3.” Fsteja o centro E dos tres vertices A, B, € sobre riz. 56
hum dos outros dois lados do quadrilatero.
Seri

a==b, c=d, b+c+e=2r=a-+ [+,
equacdes das quaes se deduz logo
e=f, e EA=ED;

por consequencia E he o centro dos quatro vertices.
Reciprocamente, se o quadrilatero tiver centro de ver-

tices, a somma dos angulos oppostos serk igual a dois rectos.

1.° Porque os triangulos EAB, EBC, ECD, EDA yi. 53

siin isosceles, serd

a=—=b, c=d-e¢, E=f, f—|—g—'—_'—.ﬁ,1
logo

a+h+d=b+c-+yg,

o

BAD +~BCD=ABC-+ ADC,

e logo

BAD+BCD=2r,

ABCH+ADC="2r.
2.° Seja Fig. 55.

a+h=b4g, d4e=c+[,
logo

isto he

ath4d+e=btg+c+f
BAD+ BCD=ABC+ADC=2r.

3.” Sl’.-jll Fig. 54.
a+4f=b-e, d=¢,
logo

a4f4+d=b+c+e,
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BAD 4 C=ABC+D=2r.

169. No primeiro caso o centro E de 4, B, € nio
péde ter huma posicio tal que o vertice D fique dentro do
angulo A EC, porque na proposiciio directa teriamos BA E
+BCE>2r; mas BAE=ABE, e BCE=CBE,
logo

ABE+CBE>2r,

absurdo: e na proposiciio inversa seridio iguaes EA, ED,
E €, absurdo.

No terceiro caso. Se na proposiclio directa se diz que
o centro E dos vertices A, B, € pode estar sobre hum dos
lados AB, BC; entio B he hum angulo agudo do trian-
gulo rectangulo, que se pode construir com os verlices
A, B, C, logo D he obtuso, e entio a demonstracio pode
comegar pela supposicdo de que E he o centro dos (res
vertices A, D, €, e que o centro ndo esti sobre algum
dos lados AD, DC.

170. Dois triangulos sobre a mesma base, cujos angu-
los oppostos a esta sio iguaes, teem o mesmo centro de
vertices ; e reciprocamente.

Nos dois triangulos A BC, ABD sobre a mesma base
AB, seja ACB=ADB.

Tire=se pelo vertice e dentro do angulo ACB huma
reeta qualquer CE. Faca-se o triangulo A BF com os an-
gulos BAF—=ACE, e ABF=BCE: seri F o supple-
mento de ACB, ou de A DB. Logo (§ 168) o centro dos
vertices do triangulo A BF he tambem centro de €, D,
isto he, 4, B, €, D tem o mesmo centro.

Reciprocamente, se os dois triangulos A BC, ABD
teem o mesmo centro de verlices, este serd commum aos
quadrilateros ACBF, ADBF; logo ACB, ¢ ADB serio
cada bum supplemento de F, ¢ por tanto iguaes.

171. No theorema precedente as partes dos lados que
se corlio em (r, ou concorrem em H, sio inversamente
proporcionaes; e reciprocamente.
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Como os triangulos ACG, BDG teem ACG = BD(,
¢ AGC=DBGD, sio similhantes, logo

CG.DG: AG: BG.

Os triangulos A DH, BCH, tendo A DH=BCH, por
serem supplementos de angulos iguaes, e o angulo H com-
mum, sio similhantes, logo

AH:BH::DH:CH.

Se o concurso for em hum ponto abaixo de A B, a de-
monstracdo he inteiramente analoga.
Reciprocamente, se for

CG:DG::AG: BG,

pois que CGA==DGB os triangulos CG A, DG B serio
similhantes, logo ACG=BDG. Se for

AH:BH::DH:CH,

porque H he commum, os dois triangulos A DH, B CH
serio similhantes, logo

ADH=BCH, ¢ ADB=ACB.

O mesmo aconlece se o coneurso for no ponto inferior.

172. Se o vertice de hum d'estes angulos oppostos i
hase, for o centro dos vertices do outro triangulo, o pri-
meiro dos ditos angulos sera o dobro do segundo.

Se nos triangulos A B €, ABD, [or C o centro dos ver- Fig. 6o
tices A, B, D, tire-se a recta DCG, e serd isosceles o
triangulo ADC, logo ACG=2ADG: similhantemente
serh BCG=2BDG, logo

ACB=2A4DB.
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Se nos triangulos A BC, A BE, for € o centro dos ver-
tices 4, B, E; seri isosceles o triangulo CE B, logo

ACB=2E.

* Se nos triangulos A BC, ARBF, for C o centro dos ver-
lices A, B, F, tire-se a recta FC H. Serd isosceles o trian-
gulo CFB, logo HCB =2 H FB. Seri tambem isosceles
AFC, logo HCA=2H FA, por consequencia

HCB—HCA=2(HFB—HFA),
isto he,
ACB=2AFB.

173. Achar a expressio do raio de vertices de hum
triangulo por meio dos lados do triangulo e da sua arca.

Seja ABC o triangulo.

Nos vertices 4, € de seus mais pequenos angulos le-
vantem-se as perpendiculares 4 D, €D sobre A B, CB,
as quaes fazendo angulos agudos com AC, se encontrario
em algum ponto D. Tire-se BD. O quadrilatero A BCD
tem centro de vertices, e este centro esti no meio E de
BD (§ 166). Abaixe-se de B a perpendicular B F sobre
AC. Os angulos BAC, BDC sio iguaes (§ 170), logo
os dois triangulos rectangulos 4 BF, B D C sao similhantes,
lego

AB:BF::BD:PBC,
donde

ABX BC
BD=2BE= = 2

e por conseguinte

JB}{B!‘:’XJ(:_JB){BC'){AC
2FBXAC —  4areas

orgio BE=

(§ 130

174. No triangulo A BC he o apothema
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2 areas
Dc=u+3c+;c‘

Porque o triangulo A BC he composto de tres, cujas
bases sio os mesmos lados de ABC, e que todos teem o
vertice I) centro destes lados, e de que as alturas sdo por
consequencia todas iguaes ao apothema D G, e cujas areas

@0 3 4B>< DG, %chna,  405< DG, cuja som-

ma he ==area.
175. O centro de verlices do rectangulo he a inter-
secgdo das diagonaes, ou dos eixos.

Porque as diagonaes se cortiio mutuamente em partes Fic. 62.

iguaes (§ 105), sera A E=EC, BE=ED. Mas as dia-
sonaes do rectangulo sdo iguaes, porque nos triangulos
rectangulos BA D, ADChe BA=CD, ¢ A D commum,
logo AC=BD. Logo

AE=BE=CE=DE,

e sera E o centro de vertices do rectangulo.

E pois que o triangulo EBC he isosceles, a perpendi-
cular abaixada de E sobre B(, passard pelo meio desta
(§ 89), e sera eixo (§ 158), e da mesma sorte serd eixo
a perpendicular tirada de E sobre 4 B; logo E he a in-
tersecciio dos eixos.

176. O quadrilatero, em que a somma de dois lados
oppostos he igual & somma dos outros dois, tem centro
de lados; e reciprocamente.

No quadrilatero A BCD seja AB+DC=AD+BC.

Divida-se ao meio cada hum dos angulos 4, B pelas
rectas A E, BE, que concorrerio em algum ponto F.
Todos os pontos de A E sio centros dos lados AB, AD
(§ 163), e todos os pontos de BE centros de A B, CB:
logo as perpendiculares EF, EG, EH, abaixadas de E
sobre estes lados, sfio iguaes. Os triangulos rectangulos
AEH, AEF sio identicos, por terem commum a hypo-

Fig. 63,
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thenusa, e os angulos em A iguaes, logo AH=AF. Se
for escolhido A B, o menor ou hum dos menores lados do
quadrilatero, vé-se que o ponto H esta entre A e D, pois de

outra sorte 4 F= A H seria ?d D,istohe, AF>AB;

absurdo, porque a perpendicular EF corta A B, sendo
agudos os angulos em A, B do triangulo 4 EB. Da mes-
ma maneira se prova que BF= BG, e que o ponto G
esth entre Ce B, logo AF+ BF=AH-+BG,ou AB
=AH-+BG, e logo pela hypothese da proposicio D €
=DH-+CG.

Faca-se DI=DH, e tire-se EI ; sera €= G C. Digo

que ET he igual as tres perpendiculares EH, EG, EF,
e perpendicular sobre DC. Porque se ET fosse ;:EH.
ou gEG, o3 angulos em [I seridio (§ 155) ambos obtu-

s0s, ou ambos agudos, o que he impossivel ; por con-
seguinte EI—=EH=EG, ¢ EI he perpendicular so-
bre DC.

Reciprocamente, se o quadrilatero A BCD tem centro
E de lados, sera

AB+DC=AD+BC.

Porque tirando as rectas EA, EB, EC, ED, ellas di-
vidirdo os angulos A, B, €, D do quadrilatero em partes
iguaes, que serdo angulos agudos, e abaixando de E as
perpendiculares ou apothemas sobre todos os lados, estas
perpendiculares EF, EG, EI, EH encontrardo os lados
entre 0s seus extremos,

Os triangulos A EH, AEF sio identicos, lego A F
==AH; com os triangulos BEF, BEG se prova da mes-
ma maneira que BF=BG; e da mesma maneira tam-
bem se acha CI=CG, DI = DH. Todas estas equaces
juntas dao

AB+DC=BC+AD.
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177. No rhombo o centro de lados esti na intersecciio
das diagonaes, dos diametros, ou das transversaes.

Porque qualquer diogonal divide o rhombo em dois
triangulos identicos e isosceles, e por consequencia divide
a0 meio os angulos oppostos, e contém o centro de lados,
A intersecclio das diagonaes he tambem commum aos dia-
meltros, e 4s lransversaes.

178. Se duas rectas cortdo proporcionalmente os lados
oppostos de hum quadrilatero, cada huma cortari a outra
na mesma razdo, em que corta os dois lados oppostos,

. As rectas EF, GH cortem os lados do quadrilatero yiz, 64.
ABCD, de sorte que seja

AH:HD:.:BG:GC,
AE.EB:.DF: FC. |
Tirem-se CH, FH; e depois Bb parallela a GH e
que encontre CH produzida, e Ee parallela tambem a
GH e terminada em Ab; e lire-se mais e . Serd
bH:HC::BG:GC::AH:HD;
]ogo os triangulos A Hb, D H C sto similhantes. Sera de-
pois
Ae.eb:iAE. EB..DF:.FC;
donde se deduz
Ae:DF::4b:DC;
mas os triangulos similhantes A Hb, DHC dio ]
Ab:DC::AH:DH;

logo
Ae:DF ;. AH:DH;

além disto, sendo similhantes os triangulos A Hb, CH D,
I




Fig. 65.
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serh o angulo HAe==HDF; logo os triangulos A He,
DHF sio tambem similhantes, ¢ seri o angulo A He
= DH F, donde se segue que F He he huma linha recta,
Agora pois, sendo parallelas Ee, M H, teremos

EM:MF:.eH:HF
AH:HD.
Por huma construcciio similhante se demonstra que
HM:MG::AE: EB.

A excepclio do caso do parallelogrammo, he sempre
possivel a construcclio para a demonstracio, como a figura
a representa, isto he, estando a recta Bb entre BA e
G H, ou sendo o angulo A BC = CGH; porque se todos
es quatro angulos do quadrilatero proposto fossem ao mes-
mo tempo menores que os qualro angulos correspondentes
de G H com os lados oppostos, seguir-se-hia o absurdo,
que os quatro angulos de hum quadrilatero ndo farido a
somma de quatro angulos rectos.

Mas quando o quadrilatero proposto he hum parallelo-
grammo, viio he necessaria construeciio alguma, porque a
igualdade das rectas parallelas entre rectas parallelas for-
nece immediatamente a demonstraciio.

179. Com hum lado dado adjacente a dois angulos da-
dos fazer hum quadrilatero, que tenha centro de verlices,
e centro de lados.

Sejio A B o lado, ¢ A, B os angulos dados.

Em hum ponto qualquer € do lado de hum dos angu-
los faca-se o angulo A CD supplemento do seu opposto B.
Os lados d'estes angulos concorrerdo em algum ponto D.
Dividio-se em partes iguaes os angulos A, B por meio
de rectas que concorrerdo em algum ponto [E. Deste ponto
abaixem-se perpendiculares sobre todos os lados do qua-
drilatero A B € D. Tres destas perpendiculares serdo iguaes,
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asaber, EF, EG, EH, ese EI o ndo for tambem, faca-se
EK igual a huma dellas, Por K conduza-se' L M paral-
lela a €D, e sejio L, M os pontos de encontro com AC,
BD produzidas. AL MB serd o quadrilatero pedido.

Porque o angulo L =ACD he supplemento de B, o
quadrilatero ALM B tem centro de vertices (§ 168),
EK he perpendiculor a LM, e =EF=EG=EH,
logo E he o centro de lados.

180. O polygono de hum numero par de lados, e em Fig. 6s.

que ha centro de vertices, tem a somma dos angulos al-
ternados igual & somma dos outros.

Divida-se o polygono ABCDEFGH em quadrilateros
por diagonacs, que ndio se cortem; o que he possivel, por-
que o polygono que tem centro de vertices he convexo,
ou nio tem angulos interiores maiores que dois rectos,
sendo agudos os angulos formados pelos lados e os raios.
Logo teremos

A-+h=a4H,
g+ec=b—f,
d+4+E=—¢—+ D,

equacdes cuja somma he
A+G+C+E=B+H~ F--D.

181. O polygono de hum numero par de lados, ¢ em
que ha centro de lados, tem a somma dos lados alterna-
dos igual 4 somma dos outros.

Nestes polygonos os apothemas encontrio os lados en-
tre seus extremos, o que se conclue facilmente advertindo
que as reetas tiradas do centro dos lados para os verlices
fazem angulos agudos com os lados.

Sejao pois G, H, I, K, L, M os pontos, em que o8 Fig. 67.

apothemas encontidio os lados do polygono ABCDEF.
Seri

-




Fig. 68,
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AG=AM,
BG=BH,
CI=CH,
DI = DK,
EL=EK,
FL=FMA,

equagdes cuja somma he
AB+CD+FE=AF-+BC+DE.

182. Polygono regular he aquelle que tem todos es
angulos iguaes, bem como todos os lades. Angulo de po-

lygono regular he hum qualquer dos angulos iguaes. Cada
1 o—

2r

hum destes angulos, sendo n o seu numero, he =
(§ 93).

Assim, exprimindo o angulo recto r por 90° (90 gréos),
serd o angulo do triargulo equilatero = 60°, o angulo do
quadrado == 90°, o do pentagono regular = 108°, o do
hexagono regular = 120°, o do octogono regular = 135°,
o do decagono regular = 144", e o do dodecagono re-
gular = 150°.

183. No polygono regular as rectas que dividem os
angulos em duas partes iguaes, e as perpendiculares que
dividem os lados em duas partes iguaes, dividem tambem
o polygono e o perimetro em partes iguaes, e sio eixos.

No polygono regular ABCDEFG tire-se AM que
divida ao meio o angulo A. Dobre-se o polygono por A M.
0s lados AG, e AB coincidirdo, por ser GAM=BAM
por construcglio; coinc'dirlo tambem os pontos G, ¢ B,
porque Al = AB por hypothese; e tambem os pontos
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F, €, porque o angulo G=2R, ¢ GF=RBC; e assim
por diante; finalmente coincidiraio EM e DM. Logo o
polygono e o perimetro sio divididos em partes iguaes
por AM.

Tome-se sobre o perimetro hum ponto qualquer H, e
corte-se a porcdo do perimetro A BCT— A G FH. Tire-se
HI, que cortari AM em algum ponto K. Dobrando a
figura por A M, se achara HEKE—=IK e HKA=IKA;
logo A M he perpendicular & corda HI no sen meio. Con-
siderando todos os pontos H de huma parte, e os corres-
pondentes I da outra, ter-se-hao as extremidades de todas
as cordas perpendiculares a A M, e por consequencia pa-
rallelas entre si, e que sto divididas em partes iguaes por
AM. Lego AM he hum eixo.

Prova-se igualmente por outra scbreposicio a segunda
parte da proposicdo, isto he, dobrando a figura por NE,
perpendicular no meio de AB, vé-se que o polygono, o
perimetro, e as cordas parallelas a L Q ficao divididas ao
meio por NE, e lhe sdo perpendiculares, comtanto que
L e Q sejio tomadas a iguaes distancias de N sobre o
perimetro.

i8%. O polygono regu'ar tem centro de figura na in-
tersecedo de lodos os eixos; e reciprocamente.

No polygono regular A BCDE lirem-se 08 eixos AF,
BF, que se encontrardo no interior da figura, porque d’ou~
tra sorte ndio dividiriao em partes iguaes o polygono ; seja
pois F esse ponto de encontro. Tirem-se FC, FD.

No triangulo 4 F B he a=="b porque esles dois angulos
sio metades dos angulos do polygono proposto, lego FA
— FB. Os triangulos FA B, IFBC tendo AB=RBC,
FB commum, b= ¢, sio identicos, donde FC=FA, e
d=a, ¢ lcgo FC he hum eixo tambem. Proseguindo
desta maneira pide provar-se que todas as rectas tiradas
de F aos verlices sio iguacs, e eixos, logo F he centro
de vertices.

De F abaixem-se FG, FH, FI perpendiculares aos
lados AB, BC, €D do polygono, as quaes sendo tiradas

Fig. 649.
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do vertice principal dos triangulos isosceles, dividirio ao
meio os lados do polygone, isto he, seriio eixos.

Nos triangulos rectangulos FBG, FBH he FB com-
mum, ¢ b=-¢, logo FH = FG. Similhantemente se pode
provar que F[==FH, e tambem que sio iguaes todas as
perpendiculares abaixadas de F sobre os outros lados; logo
F he tambem centro de lados.

Reciprocamente, se £ for centro de figura o polygono
serd regular,

Nesta hypothese sera

FA=FB=FC,
FG=FH=FI,

logo a==b. Nos triangulos rectangulos FB G, FBIH he
FB commum, FG=FH, logo b==c. Nos triangulos
FAB, FBC he FB commum, A F—=CF, b— ¢, logo
(§87) AB=BC; ¢ da mesma maneira se prova a igual-

dade dos outros lados do polygono.

Pois que a=b=r, segue-se que a he metade do angulo
ABC; e da mesma sorte se prova que ¢ == a he metade
do angulo BCD, e por isso ABC=BCD, e seguida-
mente se conclue a ignaldade de todos os outros angulos
do polygono, que por consequencia serd regular, pois estd
Ji demonstrada a igualdade dos lados.

185. O polygono que tem os lados ignaes, e centro de
verlices, he regular.
~ Pelas supposigaes da proposiciio sao isosceles e identicos
os triangulos FAB, FBC, FCD, elc., logo a—b—¢
=d=e¢=elc.;elogob+c=d e, o0u A BC=RCD,
por onde se v& ja que todos os angulos do polygono sio
iguaes.

186. O polygono que tem os angulos iguaes, e centro
de lados, he regular.

Pelas supposicies da proposicio, he nos quadrilateros
FGBH, FIHHCI o angulo G FH supplemento de GBH,
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e H F I'supplemento de H C1, logo GFH, HFI sio iguaes;
e pois que os lados destes angulos sdo tambem iguaes, as-
sim como os angulos em G, H, I, por serem rectos, se-
gue-se que os dois quadrilaleros admiltem duas sobrepo-
sicies, das quaes se deduz GB=BH=HC=CI: da
mesma maneira se pode achar Cl=ID==elc., logo
BC=CD. Similhantemente se pide demonstrar a igual-
dade dos outros lados, logo o polygono he equilatero, e
equiangulo, isto he, regular.

187, Sector do polygono regular he o triangulo for-
mado por dois de seus raios e hum lado. Angulo do centro

do polygono regular he o angulo do sector que lem o ver-
: 4 360°
tice no centro. O angulo do sector he = ST sen-
mn

do n o numero dos lados. .

Assim achar-se-ha no triangulo equilatero o angulo do
centro == 120°, no quadrado == 90°, no pentagoro re-
gular = 72° e no hexagono regular = 60°.

188. O triangulo equilatero construe-se da mesma for-
ma que qualquer triangulo, tomando os lados iguaes.

189. O hexagono regular construe-se dividindo em
duas partes iguaes cada hum dos tres angulos do centro
do triangulo equilatero, e fazendo iguaes as seis rectas que
sahem do centro, cujas extremidades serio os vertices do
hexagono regular.

190. O dodecagono he formado do hexagono, da mes-
ma maneira que esle se forma do triangulo equilatero.
E assim, similhantemente, todos os polygonos regulares de
bum numero de lados duplo do numero de lados de outro
polygono que se saiba construir.

191. O quadrado esta ja construido; mas péde tam-
bem eonstruir-se com duas perpendiculares iguaes, e que
se corlem em partes iguaes. Suas extremidades sdo 0s ver-
tices do quadrado.

192. Construccdo do pentagono regular.

Sejio A B C hum angulo, e A B, B € dois lados do pen- Fig. 70.
tagone regular. Tire-se AC.
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Seri ABC—=108", lozo no triangulo A BC teremos
A= 0= 36" Facase ABD =306". Sera 4D =B8D,
e DBC =T2". Mas €C==36", logo BDC=72", ¢ logo
o triangulo BCD he isosceles, ou DC = BC =AB. Os
triangulos A B €, A BD sio similhantes, por terem A com-
mum, e ABD = € por construcgdo, logo

AC:AB (ou D) ::AB (ou CD) ; AD.

Para achar pois o angulo do pentagono regular, divi-
da-se huma recta AC em média e extrema razio. Sobre
a parle maior €D flaca-se o Iriangulo DCE com o lado
BC=CD, e DB=DA. Tirc-se AB, e serh ABC o
angulo procurado.

193. O angulo do centro do pentadecagono regular he
== 24", logo he metade da differenca dos angulos do centro
do triangulo equilatero, e do pentagono regular.

194. Dois polygonos se dizem hum inseripto e outro
circumseripto, a respeito hum do outro, quando todos os
verlices do primeiro tocio todos os lados do segundo.

195. Para inserever em hum polygono regular dado
outro polygono regular em que o numero dos lados seja
o duplo dos do primeiro, procederemos do modo seguinte.

Dividao-se todos os angulos do centro do polygono dado,
cida hum em quatro partes iguaes, por tres rectas tira-
das do centro, e terminadas no perimetro. De cada tres
destas rectas desprese-se a média, e os extremos das ou-
tras serdo os vertices do polygono inscripto, que se pede.
Com effeito, o polygono construido terd hum numero de
lados duplo dos do polygono dado, e serd regular, porque
tem centro de vertices, e os lados iguaes (§ 185).

196. Nos tres primeiros polvgonos regulares o raio
he menor que o apothema do hexagono regular equilatero
com elles; e em todos os outros he maior.

Seja o triangulo equilatero A B € o sector do hexagono
regular,

A recta CF, perpendicular tirada de hum vertice sobre
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o lado opposto, serd igual ao apothema deste hexagono.
Tire-se BD de maneira, que divida ao meio o angulo
B=60". Serd BDC=120", ¢ o triangulo BDC sector
_do triangulo equilatero, que tem o mesmo lado BC de
hum hexagono regular; e ja se vé qae o raio DC desse
triangulo equilatero he menor que o apothema CF do he-
Xagono, ou que a altura do mesmo triangulo.

O centro do quadrado, que tem com o hexagono re-
gular o lado A€ commum, deve estar entre B e D, por-
que o seu angulo do centro =90 >ABC e < ADC.
Esteja pois em E. Por ser G EC=90°, sera EC < CG
< CF, isto he, o raio do quadrado menor que o apothema
do hexagono regular equilatero com elle.

O centro H-do pentagono regular deve estar entre B ¢
E, por ser o angulo H="72", Seri tambem HC A= 54",
logo HCF==24". Tire-se FH. A perpendicular que de
F se tirasse sobre BK deveria cahir no meio [ de B K,

1
e portanto abaixo de E, por ser EK=A E}E BK:

logo FH esta entre FB e esta perpendicular; logo F I
< FBou << FA, donde FHA™> FAH ou > 6° logo
FHC—=78° por conseguinte HFC <_78° e logo HC
< FC, isto he, o raio do pentagono regular he menor que
o apothema do hexagone regular equilatero com elle.

Todos os sectores dos outros polygonos regulares de ham
numero de lados maior que seis, devem ter o angulo do
cenfro < 60° e por consequencia envolverio o seclor
A B € do hexagono, se os polygonos forem equilateros com
elle; logo o raio de cada hum destes he > BC > CF.

197. Polygonos semiregulares sio aquelles que teem
todos os lados iguaes, e centro simente de lados, ou aquelles
que teem todos os angulos iguaes, e centro somente de
verlices. '

198. Construir polygonos semiregulares,

Para a construccio dos polygonos semiregulares da pri- gy 72
meira especie, scjio AGB, BGO, CGD, ete. todos os
angulos do centro de hum polygono regular qualquer- de

I
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numero par de lados, e que se possa construir geomelri-
camente. Divida-se cada hum destes angulos em partes
desiguaes, mas as mesmas em todos, por meio de rectas
iguaes GH, GI, GK, GL, etc., e de maneira que essas
partes sigio huma ordem inversa, isto he, que se a maior
fica 4 esquerda da menor em hum angulo do centro, fique
no seguinte & direita, e no seguinte & esquerda, e assim
por diante; e para isto ser possivel, he necessario que o
numero dos angulos do centro seja par. Pelos extremos
H, I, K, etc. destas rectas iguaes tirem-se A B, BC, CD,
ete. que lhes sejio perpendiculares; as quaes encontrario
os lados dos primeiros angulos, por serem necessariamente
agudos os angulos que sdo partes dos primeiros, visto que
estes primeiros nio podem ser maiores que rectas em po-
lygonos de numero par de lados.

As rectas A B, BC, €D, etc. se encontriio tambem como
indica a figura nos pontos B, €, D, etc. dos lados dos pri-
meiros angulos; porque nos triangulos GH B, GIB re-
ctangulos por construcgo, he GH=GI,e¢ BGH=BGI:
logo sio identicos, sua hypothenusa commum, e o ponto B
desta hypothenusa serda tambem commum aos dois lados
AB, BC: o mesmo se pide provar dos outros pontos,
vertices deste polygono. Segue-se tambem que Bil=B1,
e pode demonstrar-se da mesma forma que BI— DK,
ou que todas as partes menores do perimetro sio iguaes
enfre si, assim como que sio iguaes entre si as partes
maiores IC, CK, L E, etc. Mas cada hum dos lados do
polygono A BC DEF he composto de huma destas partes
maiores ¢ de huma das menores; logo estes lados sdo
iguaes; e ultimamente o polygono tem centro de lados,
ou sio iguaes os apothemas G H, G I, G K, ete. O rhombo
he o mais simples dos polygonos desta especie.

Para a construcgio dos polygonos semiregulares da se-
gunda especie, tomem-se tambem os angulos A DB, BD C,
¢D A do centro de hum polygono regular, mas de qual-
quer numero de lados, e facio-se DA, DB, DC todas
iguaes. Divida-se cada hum destes angulos em duas par-
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tes desiguaes, mas s mesmas em todos, e em ordem di-
recta, por meio das rectas DE, DF, D G iguaes ds pri-
meiras. Os extremos de todas estas rectas seriio os ver-
tices de hum polygono A EBFCG da segunda especie.
Ja pela construccdo existe centro de vertices, falta s6 de-
monstrar que os angulos sio iguaes. Ora os (riangulos al-
ternados A DE, BDF, €D G sio identicos e isosceles, ¢
os triangulos EDB, FDC, GDA tambem sio identicos
entre si e isosceles, logo A ED=DBF, DEB=—ERD.
lego AEB=EBF, ¢ da mesma sorte EBF=BFC,
e assim por diante.

O rectangulo pode construir-se com dois angulos cada
hum =2r.

199. De todos os triangulos sobre a mesma base, e
com os verlices oppostos na mesma recta, teem menor pe-
rimetro aquelle, cujos lados formdo angulos iguaes com
esta recla.

Sejio ABC, ABD dois triangulos sobre a mesma base,
e com os vertices €, D sobre a recta € D; e sejio ignaes
os angulos ACE, BCD, que sio formados pelos lados
AC, BC do primeiro, e por DC.

Produza-se B G até ser CF=CA. Tirem-se AF, DF,
¢ produza-se D€ até encontrar A F em E. Pois que BCD
=—ACE, e BCD=FCE, seri ACE=FCE. Nos trian-
gules ACE, FCE he CE commum, AC=FC, e sio
ignacs os angulos comprehendidos, logo os triangulos sio
identicos, e portanto CEF=CEA, ¢ EF= EA; mas
além disto os triangulos FED, A ED teem D E commum,
logo siio tambem identicos, e por consequencia DF =D A.
Porém BF <~ BD —+DF, isto he, BC+AC<_BD+-AD,
logo o perimetro A B+ BC—+-AC < perimetro A B+ BD
~+AD.

200. De todos os triangulos com a mesma base, ¢ a
mesma area, o isosceles he aquelle que tem menor peri-
metro.

Quando DC he parallela a A B, todos o0s triangulos
sobre a base A B, e com os verlices sobre D€ teem areas

]

Fig. 74
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iguaes, e aquelle cujos lados AC, CB fazem angulos iguaes
com D€ ou que tem menor perimetro (§ 199) serd isos-
celes ; porque sendo entio ACE=CAB, D CB = CBA,
e por hypothese ACE= BCD, sera CAB=CBA, isto
he, o triangulo A BC isosceles.

201. De todos os triangulos com perimetro e base iguaes,
he o isosceles que tem maior area.

Porque o triangulo isosceles ACE com a mesma al-
tura ou area de ACD tem o perimetro menor (§ 200),
e o triangulo isosceles A BC igual em perimetro a ACD,
involvera A EC, ou sera maior que elle, ou que ACD.

202. De todos os triangulos com a mesma base, ¢ os
angulos oppostos a esta iguaes, o isosceles tem maior area.

Os triangulos A BC, A DC tenhdo commum a base AC,
. e iguaes os angulos B, D; e seja o primeiro isosceles.
Serl BCA=BAC, logo BOA™DAC, ¢ logo EA ™~ EC;
além disto os triangulos A EB, ED C sio similhantes, por
setr B=D ¢ BEA=DEC, e por consequencia BAE
=ECD; logo a area AEB > ECD, porque o primeiro
triangulo tem hum lado maior adjacente a angulos iguaes
aos angulos do segundo adjacentes a hum lado menor. As-
sim juntando a eada hum o triangulo A EC, resulta a area
do triangulo A BC > area ADC.

203. Nas mesmas hypotheses, o triangulo isosceles tem
tambem o perimetro maior.

Pois que mos triangulos similhantes BE A, DEC, he
AE>EC, sejp AE=rEC: seri r>1. Logo

AB+BE—AE=r(DC+DE—EC():
logo

4 Bfl—BE— AE>DC+DE—EC,

AB+BE-4+EC>DC+DE-+AE:
e portanto

AB +~BC+AC>DC+AD -+ AC.
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204%. De todos os triangulos isoperimetros com a mesma
base, o isosceles he o que tem maior o angulo opposto &
base.

Porque o triangulo isosceles que tivesse o angulo op-
posto & base igual ao angulo tambem opposto & base de
hum dos outros triangulos, teria o perimetro maior, pela
proposicio precedente; logo envolveria o triangulo isos-
celes da proposicao actual, e por consequencia teria o an-
gulo do vertice menor do que o deste.

205. De todos os triangulos que se podem formar,
sendo dados somente dois lados, tem maior area aquelle
em que estes dois lados sdo perpendiculares entre si.

Nos triangulos EBC, ABC, DBC, que teem o lado Fie. 77.
BC commum, e iguaes os lados EB, AB, DB, o que
tem maior altura he o triangulo 4 BC, em que A B he
perpendicular a BC'; logo he o triangulo maior.

206. Sendo dado hum angulo, e hum ponto dentro delle,
o triangulo de menor area, que huma recta tirada por
esse ponto pode fazer com os lados do angulo, he aquelle
em que o dito ponto esti situado no meio da recta.

Sejio BAC o angulo, e D o ponto dado. Fig. 78.

Tire-se DE parallela a A B, e facase EC=AE. Por
€ e D tire-se CB; serd D o meio de € B, porque sendo
ED e AB parallelas, he AE: EC::BD: BC, mas AE
= EC, logo BD=DC. Tire-se por D outra recta F(s
terminada tambem nos lados do angulo proposto.

Digo que a area do triangulo A BC < area A FG. Por-
que sendo o angulo DCG > CBA, GDC=BDF, ¢ CD
= BD, serd a areca D CG > area BDF; juntando pois a
cada huma a do quadrilatero ACDF, resulta area BAC
< area FAG. Se a recta tirada por D termina entre 4 e
€, a demonstracio he a mesma, mudando sémente as letras.

207. De todas as rectas tiradas por hum ponto situado
na recta que divide ao meio hum angulo, e terminadas em
seus lados, a menor he aquella, que faz com estes lados
hum triangulo isosceles, de que ella he a base.

Esteja D na recta AD, que divide ao meio o angulo Fig. 0.
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BAC. Por D tire-se a recta BC perpendicular a AD, a-
qual encontrari os dois lados do angulo, porque suas me-
tades sdo angulos agudos. Serio identicos os triangulos
ADB, ADC equiangulos entre si, logo AB=AC e
BD=CD, ou ser isosceles o triangulo A BC cuja area
< AEF (§ 206). Abaixe-se de A sobre a base deste
triangulo A EF a perpendicular AG, e produza-se esta
base FE, se for necessario: serh AG <A D altura do
triangulo isosceles, logo o triangulo maior A EF tem hu-
ma altura menor, e por isso he preciso que tenha a base
EF=BC.

208. De todos os polygonos formados com lados dados
e hum arbitrario, tem maior area aquelle que tem centro
de vertices situado nesse ultimo lado.

Seja A BCDEF o maior dos polygonos formados pelos
lados dados AB, BC, CD, DE, EF, e o ullimo A F ar-
bitrario. Tirem-se as diagonacs DA, DF.

Se o angulo A DF wniio fosse recto, entdo, conservando
as partes ABCD, DEF taes como siio, seria possivel
augmentar a area A DF (§ 205), e por consequencia a
do polygono inteiro, fazendo reclo o angulo A DF; mas
esta area nio pide ser augmentada, porque a suppozemos
chegada ao seu maximo, logo ADF he ja hum angulo
recto, e igualmente o sdo os angulos ndo descriptos A BF,
ACF, AEF. Logo cada hum dos vertices B, C, D, E
teem o seu centro com os vertices A, F no meio & de
AF (§ 166). Digo mais que o lado niio dado A F he unico
neste caso de ser maxima a area do polygono.

Porque tirando os raios GB, G C, GD, GE, vé-se que
o polygono he composto sémente de triangulos isosceles,
e que a somma dos angulos, que teem os vertices em G,

a saber
AGB+BGC+ CGD+DGE+EGF=2r.

Logo, suppondo em oulro polygono maximo outro lado
diverso de A F, sua metade seria ou maior ou menor
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que AG, e os novos triangulos isosceles terido todos os seus
angulos no centro menores ou maiores que os acluaes, e
por conseguinte sua somma ndo faria dois rectos, como he
necessario.

Vése tambem que se péde mudar a ordem dos lados
dados AB, BC, ete. porque o lado AF serd sempre o
mesmo, assim como a area do polygono maximo he a
mesma.

209. Entre os polygonos formados com todos os lados
dados, tem maior area o que tem centro de vertices.

Seja ABCDEFG hum polygono com o centro H de Fig. o1
vertices, e abedefg outro com os mesmos lados, isto he,
ab=—AB, be=BC, ¢d==CD, etc. Digo que o pri-
meiro tem maior area do que o segundo, se este niio tiver
centro de vertices.

Pelo centro H ¢ hum dos vertices E tire-se EI=2EH,
¢ tirem-se tambem AI, BI. Sobre ab=AB faca-se o
triangulo abi identico com A BI, e disposto da mesma
maneira, e tire-se ei.

O ponto I tem o mesmo centro M com E pela con-
strucgdo, logo o polygono EFGAI, que tem centro de
vertices situado em ET, e os lados iguaes aos lados do
polygono efgai, exceptuando ET, e1, tem area maior,
ou igual & deste ultimo polygono, se este tambem tiver
centro de verlices situado em ed. Por igual razio a area
EDCBI = edcbi, pois ndo se pode suppor ainda este
polygono com centro de vertices situado em ¢i, Como o pri-
meiro efgai, porque entdo o polygono inteiro abedefyg
teria esse centro, contra a hypothese. Por consequencia
serd a area EFGAIBCD >efgaibed, e tirando de
huma e de outra cada  huma das areas iguaes A BI, abi,
conclue-se que he a area ABCDEFG > abedefg.

Se o centro do primeiro polygono estiver fora do peri-
metro, a construccido e a demonstracio serdio analogas.

Se o centro estiver em hum dos lados, a demons-
tgrau:ﬁo do theorema actual deduz-se immediatamente do

208.
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Demonstra-se, tao facilmente como na proposicio pre-
cedente, que o raio deste polygono maximo, assim como
a sua area, nio muddo, qualquer que sejo a ordem dos
lados.

210. De todos os polygonos isoperimetros, e de igual
numero de lados, o regular tem maior area.

Nenhum polygono A BCDE com as condigies do thee-
rema, péde ser maximo sem ter os lados iguaes. Porque
se AB, BC forem desiguaes, tire-se AC, e forme-se sobre
ella o triangulo isosceles A FC, em que seja

AF=CF=3(4B+B0).

Serd a area A FC > A B C, logo o novo polygono A FCDE
tem o mesmo perimetro ¢ o mesmo numero de lados, e tem
maior area que A BCDE, o qual por conseguinte nio péde
ser supposlo o maximo.

Porque o polygono maximo deve ter os lados iguaes, e
centro de vertices, segue-se que he regular (§ 185).

241. Dos polygonos com a mesma arca, e o mesmo
numero de lados, o regular he o que tem menor peri-
metro.

Porque se tivesse hum perimetro igual, teria maior
area, conlra a supposi¢do, e se tivesse perimetro maior,
seria ainda maior a area. :

212. De todos os polygonos regulares isoperimetros, o
que tem maior numero de lados tem maior area.

De hum dos vertices 4 do polygono regular A BCD
tire-se huma corda A E a hum dos pontos de hum lado
do angulo immediato B. Seri A B > BE. Faca-se sobre
A E o triangulo isosceles A FE isoperimetro com A BE.
Entao o polygono A FECD tem hum perimetro igual ao
de ABCD e hum lado de mais, e tem maior area do que
ABCD, por ser o triangulo A FE A BE. Mas o po-
Iygono regular isoperimetro e do mesmo numero de lados
que A FECD he ainda maior (§ 210), logo a proposigio
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he verdadeira mo polygono regular, que tem hum lado
mais, e serd verdadeira tambem passando para outro que
tenha hum lado mais do que este, e assim por diante.

213, De todos os polygonos regulares com a mesma
area o que tem maior numero de lados tem menor pe-
rimetro,

Porque se o seu perimetro fosse igual ou maior, sua area
seria tambem maior, contra a supposiciio.
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LIVRO 3.

Pos Polyedros gque niio circumserevem espaco.

214. P oryepko he o systema de planos, rectas, e
pontos situados em mais de hum plano. Os planos exte-
riores do systema chamio-se faces. Os encontros ou in-
terseccoes das faces sio chamadas arestas, ou lados.

215. Dois planos infinitos distinctos, que teem hum
ponto commum, corlio-se mutuamente.

Porque tirando duas reclad quaesquer pelo ponto com-
mum, cada huma em seu plano, se os planos se ndo cor-
tassem, tambem as rectas, que n'elles estio, se ndo cor-
taridio: absurdo.

216. A intersecciio de dois planos he huma linha recta.

Porque se houvessem nesta intersecgio tres ponlos, que
niio estivessem em linha recta, os planos se confundirido
(§ 19), contra a supposiclio de que elles se cortdo; e pois
‘que os planos sio continuos, tambem na sua interseccio
ndo ha interrupcdo; logo esta intersecgio he huma linha
recta.

217. Se huma recta e hum plano infinitos teem hum
6 ponto commum corlio-se.

Porque d’outro modo, a recla tirada no plano pelo
ponto commum nfio corlaria a proposta: absurdo.

218. A interseccio de huma recta ¢ de hum plano he
hum ponto.

Porque se teem dois pontos communs, existe loda a
recta no plano (§ 14), contra a supposicao.

219. Diedro infinito he cada huma das duas por¢des
do espago, separadas por dois planos, que comecdio de huma
recta infinita.

&
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220. Angulo diedro, ou simplesmente diedro, he a fi-
gura do diedro infinito ao sahir da aresta. O diedro in-
dica-se com quatro letras, das quaes as duas medias estio
na aresta, e cada huma das outras duas em sua face, e en-
tende-se o diedro, no qual esta a recta que une os pon-
tos designados pelas letras extremas. Em caso de duvida,
huma quinta letra, escripta junto de hum ponto féra das
faces, mostrara que o diedro de que se trata, he aquelie
dentro do qual ella existe.

221. Os diedros cada hum dos quaes tem as faces em
direitura sio iguaes.

Os diedros A BCDE, FGHI K tenhiio ambos as faces
em direitura, isto he, sejio ABCD, FGHI planos.

Faga-se a sobreposicio do polyedro A BCDE ao po-
lyedro FG HI K, pondo a aresta B C sobre a aresta G H,
e algum ponto A de A B € sobre algum ponto L de FG H.
A face BCD se confundird no plano GHI. E pois que,
sem alterar os dois systemas, as arestas e faces dos dois
diedros coincidem, he porque elles erfio iguaes.

222. Plano perpendicular a outro he aquelle que faz
com o segundo, da mesma parte deste, dois diedros iguaes.
Cada hum destes diedros chama-se recto.

223. Todos os diedros rectos siio iguaes.

Porque sio metades d’angulos diedros com as faces em
direitura, 0s quaes sdo iguaes.

22%. Dois planos perpendiculares a hum terceiro, e par-
tindo de huma recta, que seja extremo deste, estdo em
direitura.

Porque fazem com o terceiro dois diedros rectos, ou
formao o diedro que tem as faces em direitura.

225. Chama-se diedro agudo aquelle he menor do
que o recto, e obtuso o maior. Dois dicil:'cus sio supple-
mentos hum do outro, quando juntos fazem a somma de
dois diedros rectos. Diedros adjacentes sio aquelles que
teem a aresta commum, huma face commum, e as outras
duas em sentido opposto.

226. Dois diedros adjacentes sdo supplementos hum do
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outro, quando as faces nlio communs estdio em direitura;
e reciprocamente,

Sejio ABCE, EBCD os dois diedros com a aresta Fie. 5.

BC, e a face BCE communs, e estando as outras duas
no plano A BD. Seja BCF o plano perpendiculara A BD
passando pela recta BC. Serio rectos os diedros A BCF,
FBCD. Mas temos

EBCD+EBCA=FBCD+FBCE+EBCA
=FBCD-+FBCA,

logo os dois diedros adjacentes juntos valem os dois die-
dros rectos.

Reciprocamente, se os dois diedros, que teem huma
aresta commum, duas faces em direitura, e as outras duas
dirigidas para a mesma parte, sio juntos iguaes a dois
rectos, segue-se que elles enchem o espaco do diedro bi-
rectangulo, e que as outras duas faces se confundem, ou
que os diedros sio adjacentes.

227. Diedros oppostos na aresta sio aquelles, em que
as faces de cada hum siio a continuaciio das faces do outro.

228. Os diedros oppostos na aresta sio iguaes; e re-
ciprocamente.

Seja AB a interseccdo dos planos BCD, BEF. Sera
ABF continuacio de ABE, ¢ ABC de ABD. O die-
dro €A BE he ao mesmo tempo supplemento do diedro
CABF, e do diedro EA B D opposto ao ultimo na aresta,
logo CABF=EABD.

Reciprocamente, se os dois planos A BE, ABF con-
correm com o plano CDB em A B, fazendo iguaes os die-
dros FA BC, D ABE ndo adjacentes, seri

FABC+ CABE=DABE—+ CABE=2r.

Logoe (§ 226) FA B he continuacio do plano ABE, ¢
os dois diedros sio oppostos na aresta.

Fig. 86.




18 ELEMENTOS DE GEOMETRIA,

229. Angulo solido he hum dos dois polyedros que com-
poem o espaco, formados por varios angulos planos adjacen-
tes, dos quaes niio haja dois no mesmo plano, e nos quaes
todos os lados sejio communs a dois. Quando se falla de
hum angulo solido entende-se o menor dos dois, que tem
as mesmas faces. Angulo polyedro he a figura do angulo
solido ao sahir do vertice.

230. Angulo polyedro convexo he aquelle, cujas faces
nio podem ser encontradas em mais de dois pontos por
huma recta qualquer que alravesse o espago encerrado ou
antes cortado por elle. Angulos polyedros symetricos ou
conjugados sio aquelles que teem os angulos planos iguaes
cada hum a cada hum, e na mesma ordem ou directa ou
nversa, ¢ que demais teem iguaes, cada hum a cada hum,
0s diedros formados por angulos iguaes. Angulo polyedro
reqular he aquelle que tem todos os seus angulos planos,
e diedros iguaes.

231. Angulo triedro ou somente triedro he o que tem
tres faces. Designa-se por quatro letras, a primeira no
vertice, e cada huma das outras tres em huma aresta. O
angulo polyedro de quatro faces, ou o angulo tetracdro,
he designado por cinco letras, a primeira no vertice, e
cada huma das outras em cada huma das arestas. Da
mesma maneira se designa por seis letras o angulo pen-
taedro; e assim dos outros angulos polyedros.

232. Partes do triedro sio os tres angulos das faces,
e os tres diedros formados por ellas.

233. Triedros oppostos no vertice sio aquelles, em que
as arestas de hum sdio continuagdes das arestas do outro.

234. Dois triedros oppostos no vertice teem as par-
tes iguaes, cada huma a cada huma, mas em ordem in-
versa.

Fig. 87.  Produzio-se as arestas do triedro A BCD no sentido
do vertice, e teremos as arestas do triedro A EFG, seu
opposto no verlice.

Os angulos FAE, FAG, EAG sao iguaes aos seus
respectivamente oppostos BAC, CAD, BAD; e os die-
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dros FAEG, FAGE, EAFG aos diedros oppostos nas
arestas CABD, CADR, BACD, cada hum a cada hum.
Mas estes angulos e estes diedros seguem huma ordem
inversa em cada hum dos triedros.

235. Dois angulos das faces, e o diedro comprehendido
por elles, determindo o triedro.

Nos triedros ABCD, EFGH sejio BAC=FEG, vig. .

CAD=GEH, BACD=FEGH; e estejio HEF,
DA B postos no mesmo plano.

Primeiramente, fiquem EG, AC situadas da mesma
parte a respeito deste plano. Applique-se o vertice 4 sc-
bre o vertice F, a aresta AC sobre a aresta Efr, e o an-
gulo CA B sobre o angulo GEF. Cahird a aresta A B so-
bre EF, e o angulo CAD sobre GEH, porque o diedro
BACD=FEGH. Logo AD coincidird com EH. E por-
que as tres arestas se ajustlio, 0s triedros sdo identicos.

Estejio agora EG, AC em posicies oppostas a res-
peito do plano H EF. Entio no triedro EI KL, vertical-
mente opposto a EFGH, ficari EK da mesma parte que
AC a respeito do plano HEF, e teremos

IEK=GEF=BAC;
LEK=GEH=CAD;
LEKI=FEGH=BACD.

Logo os triedros EL KI, ABCD sao identicos, como
fica demonstrado. Por consequencia sio iguaes as partes
dos triedros propostos A BCD, EF G H.

236. Hum triedro que tem angulos iguaes tem iguaes
os diedros oppostos.

Suppondo os mesmos dados que na proposicio prece-
dente, AC, G E do mesmo lado do plano H EF, e demais
BAC=CAD, e por conseguinte

FEG=GEH=IEK=KEL;
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entlio he possivel applicar o triedro A BCD sobre o trie-
dro E FG H, comecando a sobreposigiio por CA B e GEF,
como se tem feito, o que provard que o diedro CA BD
=GEFH. Pode tambem applicar-se o triedro A BCD
sobre o triedro ETK L, verticalmente opposto a EFGH,
comecando por applicar CA B sobre K EL, o que provara
que o diedro CADB=KEIL. Mas KEIL—GEFH,
logo CA DB=CABD, isto he, no triedro A BCD, sio
iguaes os diedros oppostos aos angulos iguaes BAC, CA D.
Se além disto for €A B=DA B, teremos tambem

CADB=BACD.

237. Dois diedros com o angulo adjacente determindo
as outras partes do triedro,

Nos triedros A BCD, EFGH sejio CBAD=GFEH,
CADB=GEHF, DAB=HEF.

Colloquem-se DA B, HE F no mesmo plano, e estejao
primeiramente AC, EG da mesma parte a seu respeito.
Applique-se DA B sobre H E F. Cahiré o plano CA B so-
bre GEF, ¢ DAC sobre HEG, por causa da igualdade
dos diedros respectivos. Logo AC, que era commum s
faces DAC, BAC, sera commum as faces HEG, FEG,
isto he, AC coincidird com EG. E porque sem alterar os
triedros, suas arestas se ajustlo, elles sio identicos.

Estejio agora AG, EG oppostas a respeito do plano
HEF. Entao no triedro EIKL opposto de EFGH es-
tarlio EK, AC da mesma parte a respeito do mesmo plano
HEF. Nos triedros ABCD, EIKL teremos portanto
CABD=KEIL, CADB=KELI, DAB=IEL.
Applicando pois A sobre E, A B sobre EI, BAD sobre
TEL, cahira CAB sobre KEI, CAD sobre KEL, ¢
logo A€ sobre E K. Logo sio identicos os triedros 4 BCD,
EI KL, e por conseguinte iguaes as partes dos triedros pro-
postos ABCD, EFGH.

238. O triedro que tem diedros iguaes tem iguaes os
angulos oppostos.




DOS POLYEDROS QUE NAO CIRCUMSCREVEM EsPaco. 81

Suppondo os mesmos dados que na proposicio prece-
dente, AC, EG da mesma parte do plano HEF, e de-
mais CABD = CADB, e por conseguinte

GEFH=GEHF=KEIL=KELI,

he possivel entdo sobrepér o triedro ABCD a EFGH,
applicando A D sobre EH, DA B sobre HEF, como se
tem feito, o que prova que CA B=GEF; e tambem se
pide sobrepor A BCD a ELKI, applicando A D sobre
El, e DA Bsobre IEL, o que provari que DAC=IEK,
ou DAC=FEG; logo

DAC=CAB.

239. Os tres angulos determindio as oulras tres partes
do triedro.

Nos triedros ABCD, EFGH sejio BAC=FEG,
BAD — FEH, CAD = GEH. Primeiramente, sejio
A€, EG oppostas a respeito do plano DA B, HEF. Ap-
plique-se o angulo DA B ao angulo HEF, e scja EM a
posicao de AC. Tire-se o plano GEM.

No triedro EFMG serh FEGM = FEM(r por ser

MEF=CAB=GEF.

No triedro EHMG seri HEGM=IHEMG pela
mesma razio. Logo o diedro HEM F, ou DACB=HEGF
por serem sommas ou differencas dos diedros iguaes, ou
por serem os mesmos diedros iguacs. Por conseguinte os
triedros propostos A BCD, EFGH tcem lodas as partes
correspondentemente iguaes, porque Leem DAC=HEG,
BAC=FEG, DACB=HEGF (§ 235).

Estejio agora AC, EG da mesma parte do plano
DABHEF. Entio EK, AC serfio oppostas a respeito do
mesmo plano. Applique-se A sobre E, AD sobre EL,
DAB sobre LEI, e serdo ainda oppostas EK, AC; e

K
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igualmente se provaria que os triedros A BCD, ELKI
teem todas as suas partes iguaes, cada huma a cada huma,
logo tambem sdo iguaes as partes dos triedros propostos
ABCD, EFGH, isto he, aquellas que sio oppostas a par-
tes 1guaes.

240. No triedro hum angulo qualquer he menor que
a somma dos outros dois.

No triedro 4 BCD scja o angulo BAC ndo menor que
cada hum dos outros angulos.

Por dois pontos tomados sobre os lados deste angulo
lire-se a recta BC. Com o vertice A, ¢ hum destes lados
AB, e para a parle do outro, faca-se o angulo BAE
=BAD. O lado A E encontrari BC entre B e (, por-
que BAC vao he menor que BAD. Corte-se AD=—AE,
e tirem-se DB, D(. ’

Serd o triangulo BAD=BAE por construegio, por
conseguinte BD—=BE. Mas

BD-+DC>BC,

logo D€ = EC. Nos triangulos DAC, EAChe AD=AE,
AC commum, e DC=>EC, logo (§ 80) DAC > EAC,

e logo
BAD+DAC>BAC.

E porque os dois angulos ndio maiores que o terceiro,
sio juntos maiores do que elle, serd tambem cada hum
delles junto com o terceiro maior do que o outro.

241. Em hum angulo polyedro qualquer angulo he
menor que a somma de todos os outros.

Designem-se por a, @y, as, .- a, os angules do an-
gulo polyedro, e por dy, dg, - - d,_q os das secgies dia-
gonaes, as quaes teem a primeira aresta dé a, eommum
a todas. Sera o primeiro angulo do polyedro junto com o
segundo maior que o angulo da primeira seccio diagonal ;
0 desta com o seguinte do polyedro muior que o da se-
gunda secq@io diagonal, e assim por diante; e finalmente o
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angulo da ultima sec¢do diagonal com o penultimo do po-
lyedro maior que o ultimo deste, isto he, seré

Ay @y >dy; dyaz>dg; da+ay >ds---
dﬂ—!+a-—l>a‘-;

desigualdades das quaes resulta que a somma dos primeiros
membros he maior que a somma dos segundos, e iirando
os lermos communs, leremos

@+ Qg 83—+ + Gyt = Ga.

242. A somma dos angulos do angulo polyedro exte-
rior he maior que a somma do interior, se elles tiverem
o mesmo vertice, ¢ o interior for convexo.

Produziio-se todas as faces do iiiterior, se for necessa-
rio, até encontrarem o exterior, e todas no mesmo sen-
tido. Formar-se-hao angulos polyedros compostos de hum
angulo, continuacio de hum angulo do polyedro interior,
de hum segundo que he o angulo immediato do inferior
mais a sua conlinuacio, e de huma parte da superficie do
exterior. Sejio pois n o numero dos angulos do interior,
ay, @y, dg, -+ 4, estes angulos, ¢y, ¢gy ¢35y« + €, SUAS COD-
tinuacics, pr, Pas Pss « + - Pa a8 partes interceptadas da su-
perficie do angulo polyedro exterior: teremos pois a se-
guinte serie de desigualdades

ey =1 > Gy —+ €,
€y~ Pg > @5+ €5,

€5~ ps > Gy €4,

CI+P->ul+r“l
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logo
Pi+Pat+pst-t+p >0+ a1+ +a..

243. No triedro ao diedro maior he opposto maior an-
gulo; e reciprocamente.

No triedro ABCD, seja BADC=>DABC; digo que
BAC>DAC.

Pois que BADC ™ DA BC, exisliria hum plano DA E,
que fara BADE=DABC, ¢ que cortard BAC n’huma
linha AE. Seri BAE=DAE (§ 238), logo

BAE+EAC=BAC=DAE-+EAC.
Mas
DAE+EAC=>DAC (§ 240),
logo
: BAC>DAC.

Demonstra-se a proposiclo inversa imitando o que se
disse no § 67.

244. No triedro o supplemento de hum diedro qual-
quer he maior que a differenca dos outros dois.

No triedro A BDE seja EBAD > EAD B. Existira
hum plano DAC, que fari CADB=EBAD, e encon-
trard BAE (§ 215) e seja AC esta interseccio.

Serdi DAC=BAC, logo DAC ™ EAC, e por conse-
guinte CAED > CADE.

Mas CAED he o supplemento de DAEB, ¢

CADE=EBAD—EADB,

logo a proposicio he verdadeira.
245. Em dois triedros que teem dois angulos iguaes,
cada hum a cada hum, aquelle que tem maior o diedro
comprehendido por estes angulos, tem tambem maior o
terceiro angulo; e reciprocamente.
Nos triedros ABCD, AECD que teem CAD com-
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mum, seja BAC=EAC, ¢ BACD>EACD. Digo
que he
BAD >EAD.

Porque ou E A cabe no angulo BA D, e entio a asser-
cdo he evidente, ou cahe fora ou dentro de triedro A BCD.
Se EA cahe fora, seja AF a intersecgio de CAE e
BAD. Seri (§ 240)
FAC+FAB>BAC, e FAE+FAD>EAD;
logo
(FAC+FAE)+ (FAB—+FAD,>BAC+ EAD,

ou

CAE-+BAD >BAC+EAD,
e, tirando CA E=BAC, teremos
BAD>EAD.
Se EA eahe dentro do triedro A BC D, sera
BAC+BAD > EAC+H EAD,
mas BAC=EAC; logo
BAD >EAD.

Quando os triedros se nlo podem pdr para a mesma
parte do angulo commum, péde fazer-se a demonstracio
por meio do triedro opposto a hum dos dois propostos.

A demonstracio da inversa, ou de que sendo, com as
outras condicies, BAD > EAD, he BACD > EACD,

pode fazer-se como a do § 80.
246. A recta que he perpendicular sobre outras duas
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na sua intersecclio, he tambem perpendicular a todas as
rectas tiradas pela interseccio, e no plano das duas se-
gundas.

Seja a recta A B perpendicular 4s duas CE, DF na
sua intersec¢lio A. Por A e no plano das duas rectas CE,
DF tire-se huma recta qualquer G f. Digo que AB he
perpendicular a GH.

Pois que os triedros ABCD, ABEF teem CAD
=FA E, verticalmente oppostos, e DAB=BAF, CAB
=B A E por serem rectos estes quatro angulos, serd BA DG
=BAFH. Os triedros ABDG, ABFH teem BADG
—=BAFH, DAB=PBAF, DAG=FAH, logo BAG
=BAH, e logo AB he perpendicular a & H, e da mesma
firma a qualquer outra recta tirada por A, e no plano
CAD.

247. Todas as rectas perpendiculares a outra em hum
ponto commum estio no plano de duas quaesquer dellas.

Sejiio CE, DF, AG perpendiculares a A B no ponto A.

Porque os planos €A D, GAB teem o ponto 4 com-
mum, cortio-se em huma recta A H. Serd recto BAH
(§ 246); mas BAG he tambem recto, e AH esla no
plano GA B, logo G H he huma s6 recta, ¢ porque huma
parte AH esti no plano CAD, segue-se que GH esla
toda neste plano.

Da mesma maneira se prova, que qualquer oulra recla
perpendicular a A B em A esta no plano das duas CE, DF.

248. A recta que faz angulos iguaes, em hum ponto
commum, com outras tres, que estejio em hum plano, estd
em plano perpendicular ao de todas as tres.

As rectas CE, DF, GH estejiio todas no plano €A D,
e fazendo angulos iguaes com A B no ponto A.

Em cada hum dos triedros ABCD, ABCG, ABDG
ha dois angulos iguaes, logo sdo iguaes os diedros oppostos,
a saber, BACD=BADC, BACD=BAGC, BADC
=BAGD, logo BAGC=BAGD, logo o plano BAG
he perpendicular a €A D, e por conseguinte tambem BAC,
B AD sio perpendiculares a €A D.
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249. A perpendicular a hum plano he a recta que
no ponto de encontro he perpendicular a todas as rectas
liradas por esse ponto, e nesse plano.

250. Por huma recta situada em bhum plano tirar o
plano perpendicular ao primeiro.

Pelo ponto B da recta A B, dada de posicio e no plano Fig. o2,
proposto, tire-se CD perpendicular a AB; e em outro
plano, que passe por €D, e do ponto B tiresse BE per-
pendicular a €D. Digo que o plano ABE he perpendi-
cular ao plano ACD.

Pois que nos triedros BACE, BA D Esendo A B E com-
mum, e

ABC=ABD=CBE=EBD,

todos angulos rectos por construcglio, serdio iguaes os die-
dros EBAC, EBAD, e por conseguinte 4 BE he per-
pendicular ao plano proposto ACD.

251. Todos os planos, nos quaes se acha huma recta
perpendicular a outro plano, sio tambem perpendiculares
a este plano.

Seja a recta BE perpendicular ao plano ACD proposto.
Tire-se por BE hum plano qualquer A BE, e seja AB
sua inlerseccio com o proposto. Por B e no plano ACD
tire-se €D perpendicular a A B.

Os triedros BCAE, BDAE teem ABE commum, CBE
=DBE por hypothese (§;, 249), ¢ ABC=ABD por
construcclio, logo as outras partes sio iguaes, logo EBAC
=EBAD, logo cstes dois diedros sdo rectos, e o plano
ABE, que he hum qualquer d’aquelles em que esta BE,
serd perpendicular a ACD.

252. A interseccio de dois planos perpendiculares a
hum terceiro he tambem perpendicular a este.

Sejio os planos A BE, CDE ambos perpendiculares ao
plano AC D. Digo que a intersecgio B E dos primeiros he
perpendicular a ACD.

Porque todos os diedros EBAC, EBCA, EBAD,
EBDA sio iguaes por serem reclos, e logo nos triedros
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BACE, BADE serio EBC—=ABE, EBD=ABE,
logo EBC=EBD, logo sio rectos, e por consequencia
ABE he recto tambem. Logo (§ 246) BE he perpendi-
cular ao plano A BD, ou ACD.

253. Se huma recta he perpendicular & intersecciio de
dois planos, perpendiculares entre si, e se essa recta esta
em hum dos planos, serd perpendlculnr 40 outro.

Sejiio os planos ACD, ABE, cuja intersecciio he A B,
perpendiculares entre si, e seja BE, que esti em hum
delles, perpendicular a A B. Digo que BE he perpendi-
cular ao plano ACD.

Por B tire-se no plano ACD, CD perpendicular a A B.
Os triedros BCA E, BDAE teem A BE commum, A BC
=—ABD por construcclio, EBAC=EBAD por hypo-
these, logo CBE=DBE, logo estes dois angulos sio re-
ctos, mas tambem A BE he recto por hypothese, logo BE
he perpendicular a ACD.

264, A recla que faz angulos iguaes com outras tres,
que estdio em hum mesmo plano e tem hum ponto com-
mum, he perpendicular a todas (res.

Estd demonstrado (§ 248) que neste caso os tres pla-

" nos BAC, BAG, BA D sio todos perpendiculares ao plano

CAD, logo (§ 252) sua interseccio A B tambem o he.

255. Dois angulos, de que hum sémente he recto, com
o diedro opposto a este, determindo o triedro.

No triedro BD A E sejio dados A B E niio recto, A BD
recto, e o diedro opposto A BED. Digo que nio pide
existir outro triedro diverso com esles dados.

Porque, se he possivel, seja BACE hum outro triedro,
que tenha com BADE o angulo A BE commum, o diedro
ABED=—ABEC, e reclo o angulo A BC, ou igual a
ABD. Serda entio A B purpcuducular ao plano CDL e
logo A BE he recto, contra a qupposm’lu

256 Dois diedros, dos quaes hum sé he recto, com o
angulo opposto a este determindo o triedro.

No triedro BADE sejio dados ABED nio reclo,
ABDE recto, e o angulo opposto A BE.
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Se he possivel, seja BACE outro triedro, que tenha
com BADE communs o angulo ABE, o diedro ABED
ou ABEC, e rectoo diedro A BCE. Serdio enliio A BC,
ABD dois planos perpendiculares ao plano CDE, logo
(§ 252) tambem AB perpendicular a este plano, logo
(§ 251) o plano A BE perpendicular tambem a ¢DE, e
logo o diedro A BED recto, contra a supposicio.

257. Se duas rectas existentes em dois planos perpen-
diculares forem tambem entre si perpendiculares, huma
dellas, pelo menos, sera perpendicular ao plano em que nio
exisle, e a intersecglo dos dois planos.

Sejio os dois planos A BE, ACD perperdiculares entre Fiz. 91.
si; e BE que esti em hum, e €D que estd no outro tam-
bem perpendiculares entre si. Digo que se BE nio for
perpendicular a B A, sera €D perpendicular ao plano A BE
¢ por conseguinte a A B.

Porque nos triedros BACE, BADE he ABE com-
mum, CBE=DBE ambos rectos por hypothese, e os
diedros oppostos a estes angulos sio tambem iguaes e re-
ctos por hypothese, isto he, EBAC=EABD, logo
(§ 255) os triedros sdo identicos, donde A BC=ABD,
e estes dois angulos serdo rectos, logo €D faz angulos
rectos com BA e BE, e por isso he perpendicular ao
plano A BE, ¢ a AB.

258. Se de hum ponto tirarmos huma perpendicular e
huma obliqua a hum plano, ¢ unirmos os dois pontos em
que estas linhas encontrio o mesmo plano, a recta que
existir no mesmo, e for perpeadicular & linha de unido,
serd perpendicular & obliqua; e reciprocamente.

Seja DA a perpendicular ¢ DB a obliqua ao plano ri;. vs.
ABC, ¢ AB a linha de uniao dos pontos em que a per-
pendicular e a obliqua encontrdo o plano A BC'; o plano
A DB seri perpendreular ao plano A BC (§ 251). Se sup-
pozermos que he B C perpendicular a A B, sera (§ 253)
BC perpendicular ao plano DA B, e por conseguiute &
recta DB. Reciprocamente, se suppozermos que he BC
perpendicular a DB, ndo sendo esta perpendicular ao

3
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plano A BC, sera (§ 257) BC perpendicular ao plano
DA B, e por conseguinte a A B.

259. De hum ponto dado em hum plano nfio se pide
levantar mais do que huma perpendicular a este plano.

Se he possivel, sejio BC, BD perpendiculares ao plano
ABE. Seja AB a interseccio do plano CBD, e do pro-
posto A BE. Seri €BA recto, e DB A tambem recto nesta
supposiclio: absurdo.

260. A recta perpendicular a hum plano esta em to-
dos o3 planos perpendiculares ao proposto tirados pelo pé
da perpendicular.

Seja A BC o plano proposto, ao qual BE he perpen-
dicular, e seja CBD qualquer dos planos perpendiculares
a ABC, que elle corta em BC, passando pelo pé B da
perpendicular.,

Faca-se no plano propesto o angulo recto € BA. Por-
que A B he perpendicular, por construccio, a inlerseccio
dos planos perpendiculares A BC, BCD, sera (§ 253)
A B perpendicular ao plano BCD, logo A BD he recto;
e como A BE he recto tambem por hypothese, concluir-
se-ha (§ 247), que a recta B esta situada no plano
CBD.

261. As intersecgies de tres planos perpendiculares en-
tre si sdo tambem perpendiculares entre si; e reciproca-
mente,

Porque os dois planos A B C, € BD sio perpendiculares
a ABD, serd a interseccio CB dos primeiros perpendi-
cular ao terceiro, logo € B he perpendicular as duas A B,
BD; e porque CBD, ABD sio perpendiculares a A BC,
serf igualmente BD perpendicular a A B.

Reciprocamente, se cada huma das intersecgdes he per-
pendicular 4s outras duas, ella o serd ao seu plano, e cada
hum dos dois planos que por ella passdo serd perpendi-
cular ao outro.

262. De hum ponto para hum plano ndo se péde tirar
mais do que huma perpendicular, e esta he ao mesmo
tempo a menor recta que ha entre elles.
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Se he possivel, sejio DA, DB duas rectas perpendi= Fig. v4.

culares ao plano A BC. Tire-se A B. Serio rectos os dois
angulos DA B, DBA: absurdo.

Se DA he a perpendicular unica, entdio outra recla
qualquer DB, tirada de D para o plano proposto, he maior
que DA, porque serd a hypothenusa do triangulo DAB
rectangulo em A.

263. Abaixar de hum ponto a perpendicular sobre hum
plano.

Seja ABC o plano, e D o ponto dado.

Tire-se no plano proposto huma recta qualquer BC, e
no plano DB C tire-se DB perpendicular a B €. Levante-se
do ponto B e no plano A BC a perpendicular BA sobre
BG, e no plano A B D abaixe-se DA perpendiculara A B.
Sera DA a perpendicular pedida.

Porque BC, sendo perpendicular s duas BD, BA, he
perpendicular ao plano A BD, logo os planos A BC, ABD
sio perpendiculares entre si. Mas AD, que esti no se-
gundo, he perpendicular & sua intersecgio A B, logo A D
he perpendicular ao plano A BC.

264. De hum ponto dado em hum plano levantar a
perpendicular a este plano.

Sejio A BC o plano, e A o ponto dado.

Tire-se no plano dado huma recta qualquer B €, mas
que ndio passe por 4, e de A tire-se sobre BC a perpen-
dicular A B. Em outro plano que passe por B C, e do ponto
B, levante-se BD perpendicular a B C. No plano ABD
levante-se A D perpendicular a A B. Seri A D a perpen-
pendicular pedida, encontre ou ndo a BD.

A demonstragdo he a mesma do problema precedente.

265. Por huma recta dada fazer passar o plano per-
pendicular a outro dado.

Sejio AB a recta, ¢ CDE o plano dados.

Por hum ponto qualquer B da recta tire-se a perpen-
dicular BE sobre o plano, serd o plano A BE aquelle
em que estd A B, e que he perpendicular a €D E. Este
plano he unico, porque se por A B podesse conduzir-se

L
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outro plano perpendicular a CDE, entiio poderido tam-
bem tirar-se duas perpendiculares, huma em cada hum
delles, de qualquer ponto de AB &s interseccies destes
planos com CDE: absurdo.

266. Sendo dados dois planos com hum ponto situado
em hum delles ou féra, tirar por este ponto hum plano
perpendicular aos dois primeiros.

Do ponto dado tire-se a perpendicular a hum destes
planos, e do pé desta perpendicular abaixe-se outra ao outro
plano. O plano destas duas perpendiculares he o plano pedido.

Se as duas rectas perpendiculares coincidem, as solu-
(oes slo nesse caso em numero infinito.

267. Inclinagao de huma recta sobre hum plano he o
mais pequeno dos dois angulos formados por ella e pela
interseccdo do plano proposto com o planoe tirado por ella,
perpendicular a este,

268. A inclinacio da recta he o mais pequeno de to-
dos os angulos que ella forma com outras rectas, tiradas
pelo seu pé no plano proposto.

Seja AB a recta, e CBD o plano.

Levante-se de B a perpendicular BE ao plano pro-
posto. Sera EBA o plano perpendicular a € BD, que
passa por A B. Seja BC sua interseccdio com o proposto.
Seri ABC a inclinagdo. Tirese por B no plano proposto
huma recta qualquer BF.

No triedro BEAF temos

EBF<_EBA—+ ABF,
mas he EBF=EBC por construcgiio, logo EBC, ou
EBA+ ABC<<EBA--ABF,
ou

ABC<_ABF.

269. Por hum ponto de huma recta tirar hum plano,
que tenha com ella huma inclinacio dada.
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Seja BA arecta e B o ponto, e faca-se o angulo CBA
ignal & inclinaciio dada. Levante-se BD perpendicular ao
plano € B A. Serdio perpendiculares entre si os planos C BD,
CBA, logo o angulo € BA he a inclinaclio mutua da recta
proposta BA e do plano pedido CBD.

270. Por hum ponto dado féra de huma recta tirar
hum plano, que tenha com ella huma inclinacio dada.

Seju AB a recta, e o ponto dado. Tirando por C,
DE parallela a A B, facio-se ECB, D CA iguaes cada
hum & inclinacio dada.

Sera CBA ou CARB a inclinacio dada. Levantem-se
BF, AG perpendiculares ao plano 4 BC.

Cada hum dos planos CBF, CAG tem sobre A B a in-
clinagio dada, e passa por C.

A demonstracio he a do problema precedente.

No caso em que se pede, que o plano seja perpendi-
cular & recta, ndo he preciso tirar a recta parallela DE,
basta entdo tirar € B perpendcular sobre A B, e depois
BF perpendicular a A BC.

271. Se huma de varias rectas parallelas he perpen-
dicular a hum plano, todas as outras o serdo tambem.

Sejio AD, BE parallelas eatre si, ¢ AD perpendi-
cular ao plano A B (.

Serd o plano DA BE das duas parallelas perpendicular
a0 mesmo plano A BC, e AD a A B: logo serd BE per-
pendicular a AB (§ 45). Mas A B he a interseccio de
dois planos perpendiculares entre si, logo (§ 253) BE
serd perpendicular ao plano 4 BC.

272, As perpendiculares, tiradas de hum ponto do es-
pago sobre reetas parallelas, estio em hum plano perpen-
dicular a todas estas rectas.

Sejio €A, CB duas perpendiculares ds duas parallelas
AD, BE. Produza-se A B até F.

Nos triedros ADCF, BECF sio rectos os angulos
DAC, EBC por hypothese, iguaes DA F, EBF tambem
por hypothese, e commum o diedro CAFD opposto aos
angulos rectos, logo os triedros sdo identicos, se os an-

Fiz. 98,

Fig. 99.
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gulos DAF, EBF nio sio reclos, e teremos nessa hy-
pothese CAB==CBF: absurdo. Logo DA F, EBF sio
rectos, e as duas para]lelaﬂ sio perpendlculares ao plano
CAR das duas perpendiculares abamixadas sobre ellas do
ponto € do espaco.

Facilmente se vé que o mesmo tem logar sendo maior
o numero das parallelas e das perpendiculares respectivas,
¢ ainda quando o ponto esti no plano das duas parallelas.

273. As rectas perpendiculares a hum plano sio pa-
rallelas entre si.

Sejio AD, BE perpendiculares ao plano 4 BC. Sera
o plano DA B perpendicular ao plano ABC, e DAB re-
cto; e porque E B he perpendicular a0 mesmo plano 4 B €,
sera EBA recto tambem. EB esta no plano DAB que
passa por B, porque E B he perpendicular ao plano 4 BC,
e DAB tambem (§ 260). Porque BE, AD estiio no
mesmo plano, e fazem com A B dois angulos interiores
reclos, sio parallelas.

274. As rectas parallelas a outra no espaco sio pa-
rallelas entre si.

Sejio as rectas A B, €D parallelas a EF.

Tire-se o plano ACE perpendicular a E F, o qual cor-
tara perpendicularmente as duas rectas AB, €D (§271),
logo AB, €D sio parallelas entre si (§ 273).

275. Os planos infinitos que fazem com as faces de
hum diedro triedros, que tenhdo as partes de hum iguaes
s partes de hum outro e similhantemente dispostas, sdo
parallelos, ou nfio se encontriio jimais.

Os planos BAC, EDF fagio com as faces do diedro
EDGF os triedros identicos A BCG, DEFG, e de ma-
neira que scjp GAB=GDE, GAC=GDF, BAC
= EDF. Digo que os planos ABC, DE F sio paralielns

Se he poasue[ seja H hum ponto d’encontro destes
planos. No plano BAC tire-se AI que passe por H, e
no plano EDF tire-se DH. Porque os triedros ABCG,
D E F G sio identicos, teremos nos triedros AGBI, DEGH
o angulo GAB=GDE, o diedro GABI=GDEHN, ¢
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sendo commum o diedro BAG I, sdo iguaes todas as suas
partes, logo GAI=GDH, e logo AI, DH parallelas:
absurdo.

276. Os planos perpendiculares & mesma recla sio
parallelos.

Seja G D perpendicular aos planos E DF, B AC. Faga-se
com a aresta G D hum diedro nido birectangulo, cujas faces
GDE, GDF tenhio com os planos propostos as intersec-
goes AB, AC, DE, DF.

Nos triedros AGBC, DGEF he commum o diedro
BAGC, e iguaes os angulos GAB, G AC aos angulos GDE,
G DF, por serem todos rectos por hypothese, logo estes
triedros teem todas as suas parles iguaes e similhante-
mente situadas, logo (§ 275) os planos ABC, DEF siio
parallelos.

277. Os angulos que teem os lados parallelos e nas fa-
ces do mesmo diedro sdo iguaes, e seus planos parallelos.

Nos angulos BAC, EDF sejio AB parallela a DE,
e AC a DF, e estejio nas faces do diedro BAGC.

Sera GAB=GDE, GAC=GDF, logo os triedros
AGBC, DGEF sio identicos, por terem hum diedro
commum comprehendido por angulos iguaes e igualmente
collocados, logo sio iguaes os angulos BAC, EDF, e pa-
rallelos os seus planos.

278. Por hum ponto dado féra de hum plano tirar
outro que lhe seja parallelo.

No plano dado tirem-se por hum ponto qualquer D
duas rectas DE, DF, e pelo ponto A dado tire-se AB
parallela a DE, e AC a DF. Entio AB, AC ou seus
prolongamentos estardo nas faces do mesmo diedro com
DE, DF, is quaes além disto as primeiras linhas sdo pa-
rallelas, logo BAC he o plano pedido (§ 277).

279. Planos parallelos, sendo cortados pelas faces de
hum diedro, fazem com ellas triedros identicos, e simi-
Ihantemente situados.

Os planos ABC, DEF sejio parallelos, AB, DE as
suas .interseccdes com a face BAG do diedro BAGC, e
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AC, DF as suas intersecgdes com a outra face G AC, A B,
DE sio parallelas, porque estio no mesmo plano, e nio
concorrem, por estarem em planos parallelos. Similhante-
mente AC e DF sio parallelas. Logo GAB=GDE, ¢
(GAC=GDF. Logo os triedros AGBC, DGEF, que
teem hum diedro commum, comprehendido entre angulos
iguaes ¢ similhantemente dispostos, teem as outras partes
iguaes, ¢ similhantemente dispostas.

280. As interseccoes A B, DE de dois planos paralle-
los ABC, DEF com hum terceiro B G A sio parallelas.

281. Os diedros correspondentes GABC, GDEF for~
mados por planos parallelos A BC, DEF com outro plano
BGA, sio iguaes. Logo tambem sio iguaes os diedros
allernos inlernos, e os alternos externos; e iguaes a dois
reclos os diedros internos da mesma parte, tomados jun-
tos, e os diedros externos da mesma parle.

282, Por hum ponto 4, ou por huma recta A B niio se
pide conduzir mais de hum plano parallelo a outro EDF.

283. Todas as rectas tiradas por hum ponto fora de
hum plano, parallelas a este plano, estiio em outro plano
parallelo ao proposto.

Sejio A B, AC parallelas ao plano EDF.

Por hum ponto qualquer D do plano proposto e por
AB conduza-se hum plano, e seja DE a sua intersecciio
com o proposto; e da mesma forma seja DF a intersec-
cio do plano CA D com o proposto EDF.

Seriio AB, DE parallelas, por estarem no mesmo plano
por construcgdo, e porque A B nio pode encontrar o plano
DEF por hypothese. Pela mesma razio serio AC, DF
parallelas entre si.

Tendo os angulos BAC, EDF os lados parallelos, e
situados nas faces de hum mesmo diedro, segue-se que
os seus planos sio parallelos.

Da mesma maneira por que se acaba de provar que A€
esti com AR em hum plano parallelo a DEF, se prova
que huma outra parallela A7 ao plano DEF csta com
AB em hum plano parallelo ao proposto. Mas por A B
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udo se pode tirar mais de hum plano parallelo a este (§ 282,
logo todas estas rectas tiradas por A, parallelamente a
EDF, estio em hum mesmo plano parallelo ao proposto.

284, Os planos parallelos a outro sdo parallelos en-
tre si,

Supponhamos os planos p, p' parallelos a p.

Os planos p, p" formardo com hum diedro d triedros ¢, ¢
iguaes e dispostos da mesma maneira (§ 279). Os planos
Py p igualmente formario com o mesmo diedro d trie-
dros ¢, ¢' iguaes e dispostos da mesma maneira, porque
he necessario que p' encontre d. Loge os planos p, p' for-
milo com o diedro d triedros ¢, ' iguaes e da mesma férma
dispostos, logo estes planos sio parallelos (§ 275).

285. A recta perpendicular a hum de varios planos pa-
rallelos he perpendicular a todos.

Sejio parallelos os planos A BC, DEF, e GA perpen-
dicular a A BC.

Digo primeiramente que GA encontra o plano DEF
produzido, se for necessario, porque de outra sorte lhe se-
ria parallela, e estaria entdo no plano A BC; absurdo;
porque por hypothese ella lhe he perpendicular. Seja pois
D o ponto em que G A encontra o plano DEF. Forme-se
hum diedro qualquer << 2r, e de que & D seja a aresta,
e sejio AB, AC, DE, DF as interseccdes de suas faces
com os planos parallelos. Serdo A B, DE parallelas, e tam-
bem o serio AC, DF. Logo GDE=GAB, GDF
=GAC. Mas GAB, GAC sio rectos por hypothese, logo
G DE, G DF sio tambem rectos, ou G D he perpendicular
sobre o plano DEF.

286. Mais geralmente: a recta inclinada sobre hum
de varios planos parallelos entre si tem a mesma incli-
nacio sobre todos.

Seja GAB o angulo de inclinagio da recta GA sobre
o plano BAC parallelo a EDF. O plano G A B seri per-
pendicular ao plano BAC. A recla G A, produzida se for
necessario, encontrard o outro plano em algum ponto D,
porque de outra férma lhe seria parallela, e estaria entlio

o
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no plano BAC, contra a hypothese de lhe ser inclinada.
Seja pois DE a intersecciio dos planos G A B, EDF. Tire-
se por (A outro plano GAC, que faca com G AB hum
diedro nlio birectangulo, e sejio AC, DF as suas intersec-
¢oes com os planos propostos, parallelos entre si. Serfio
identicos e similhantemente dispostos os triedros A BC G,
DEFG;logo GDE=GAB, ¢ o diedro GDEF=GARBC,
isto he, o plano GDE he perpendicular a EDF, ¢ GDE
he a inclinagiio de GA sobre EDF, e igual & inclinaciio
da mesma recta G A sobre A BC.

287. Huma recta parallela a outra he parallela a todos
08 planos em que existir somente a ultima.

Fig. 102, Seja AB parallela a €D, e CDE hum pland qualquer
daquelles em que estiver €D, mas ndo A B.

Estando 4 B por hypothese no plano A BCD das duas
parallelas, nio podera encontrar o plano € DE sendo na
intersecclio €D dos dois planos; mas esse encontro he im-
possivel por serem parallelas A B, €D ; logo A B nio en-
contra o plano CDE, nem algum outro daquelles, que
contéem €D sem conter A B.

288. Por huma de duas rectss, que nio estejio em
bum plano, tirar o plano parallelo 4 outra.

¥ig. 103 Sejio AB, CD as duas rectas que nio estio em hum
plano. §

De hum ponto qualquer € de huma €D tire-se CE
parallela a AB, e sera DCE o plano pedido.

Este plano he unico. Porque se houvesse outro plano
parallelo a A B, e que passasse por €D, a sua intersec-
(@0 CF com o plano A BC seria entio parallela a A B,
e logo CF, CE seriio parallelas: absurdo.

289. Por hum ponto dado fiora de duas rectas dadas
em posi¢lo, mas nlio no mesmo plano, tirar o plano pa-
rallelo @s duas rectas, ou parallelo a huma, e que conte- p
nha a outra.

Fiz. 104, Sejdo dados o ponto A, e as rectas BC, DE.

Tire-se A F parallela a BC, e AG parallela a DE, e

seri A FG o plano procurado: este he unico, porque a sua

S e
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posiclio he determinada por AF e AG, que tem tambem
huma unica posicio.

AF, AG nio podem coincidir, porque entio BC, DE
seriio parallelas, contra a supposi¢io. Entretanto huma
dellas, por exemplo, A F¥ pode ser a intersecgio dos planos
ABC, ADE, e entio o plano pedido conterd a recta DE.

290. Se huma recta e hum plano sio parallelos, e a
recta he perpendicular a outro plano, os dois planos serdio
perpendiculares entre si.

Se a recta A B he parallela ao plano DCE, e perpen-
dicular ao plano BCD, digo que o plano DCE he per-
pendicular ao plano BC D.

Do ponto B, em que A B encontra o plano B € D, lire-se
B € perpendicular 4 intersecclio €D dos dois planos BCD,
CDE. Seja CE a interseccio dos planos ABC, CDE.
Seri A B parallela a CE por hypothese; mas o angulo
A BC he recto por hypothese, logo BCE he recto. Sendo
B CD recto por construccio, segue-se que BC he perpen-
dicular a DCE, logo os planos BCD, D CE sio perpen-
diculares entre si.

291. Dois planos perpendiculares a hum terceiro, e
cujas interseccies com este sio parallelas entre si, sio tam-
bem parallelos entre si.

Porque se se suppde que os dois planos se encontriio
fora do terceiro, entio de hum ponto do encontro se po-
dem tirar duas perpendiculares as suas intersec¢des com o
terceiro, e estas perpendiculares o serfio tambem ao ter-
ceiro plano: absurdo.

Nio se pode suppdr que os dois planos se encontrio
sobre o terceiro; por quanto esse encontro seria em hum
dos pontos das interseccies, o que he impossivel, porque
estas siio parallelas.

292, Mais geralmente: dois planos, cujas interseccdes
com hum terceiro sio parallelas, e que fazem com elle
diedros iguaes ¢ similhantemente dispostos, sio parallelos
entre si.

Sejao parallelas entre si as secgdes A B, DE feitas no

Fig. 105,

Fig. 101.
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plano G DB pelos planos A BC, DEF; e iguaes os die-
dros GBAC, G EDF. Tire-se outro plano G CF pela aresta
:D, cujas interseccdes com os planos propostos A B C,
DEF sejio AC, DF.

Eotdo nos triedros ABCG, DEFG seriio iguaes os
diedros GBAC, G EDF por hypothese, o diedro BAGC
serd commum, e os angulos adjacentes GA B, GDE ignaes
pela hypothese de serem A B, DE parallelas, logo os trie-
dros sdo identicos (§, 237), logo A BC, DEF sio paral-
lelos entre si.

203. Hum plano e huma recta fora delle sio paral-
lelos, se forem perpendiculares a outro plano ou recta.

Sejdo o plano DCE, ¢ a recta AB perpendiculares ao
plano BCD, digo que DCE, A B sio parallelos.

Do pé B da perpendicular A B tire-se BC perpendi-
cular & interseccio D € dos dois planos, e seja CE a in-
tersecclio dos planos ABC, DCE.

Porque BC he perpendicular, por construccio, a inter-
secclio dos dois planos DCE, BCD, perpendiculares en-
tre si por hypothese, e porque ella esti em hum, serd
perpendicular ao outro, logo BCE he recto. Mas ABC
he recto tambem por hypothese, logo A B he parallela a
CE, e por consequencia ao plano DCE.

Se A B e DCE sio perpendiculares & recta BC, entio
temos logo A B parallela a CE, e ao plano DCE.

294. Por hum ponto tirar huma recta parallela a hum
plano.

No plano DCE proposto tire-se huma recta € E qual-
quer, e pelo ponto proposto A tire-se no plano ACE a
recta A B parallela a CE. Serd AB a parallela pedida.

Vé-se que as solugdes sdo infinitas em numero.

295. As rectas parallelas entre planos parallelos sio
iguaes.

Sejiio as rectas A B, CD parallelas e terminadas nos
planos ACF, BDE tambem parallelos entre si. BD, AC
serio as interseccoes dos planos parallelos com o plano
ABCD das duas rectas parallelas, logo BD he parallela
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a AC, e ABDC serd hum parallelogrammo: logo A B
=CD.

296. As rectas perpendiculares a dois planos parallelos
e nelles terminadas sio iguaes, por serem parallelas entre
planos parallelos.

207. Por duas rectas, que niio estejio em hum plano,
tirar dois planos parallelos entre si.

Sejio A B, DF as duas rectas. Por hum ponto A da Fig. 101.
primeira tire-se AC parallela a DF, e por hum ponto D
da segunda tire-se DE parallela & primeira AB. Serio
ABC, DEF os planos pedidos.

208. Achar a recta perpendicular a0 mesmo tempo a
outras duas rectas dadas de posigdo no espaco, mas ndo
no mesmo plano.

Sejio A B, CD as rectas dadas no espaco. Fig. 107.

Por hum ponto qualquer E de huma destas rectas tire-
se EF parallela 4 outra A B. O plano DEF seri tam-
hem parallelo a A B. Por AB tire-se hum plano perpen-
dicular ao plano EDF, e seja GH huma parte da sua
intersecglio. Serd G H parallela a A B, porque G H esta
no plano A BG, e no plano DEF parallelo a 4 B.

Mas E F he tambem parallela a A B por construcgio,
logo GH, EF sio parallelas, e por isso GH, produzida se for
necessario, encontrard €D em hum ponto 1. De I no plano
A BI levante-se IK perpendicular sobre IH. Sera IK
a perpendicular pedida.

Por ser I K perpendicular, por construcclio, a huma das
duas parallelas A B, K, ella o serd & outra AB. Por ser
IK perpendicular & intersecclio de dois planos perpendi-
culares entre si A BI, I HD, e porque esta em hum delles,
serd perpendicular ao outro JHD; logo I K he perpen-
dicular a €D, além de o ser ji a AB.

Esta perpendicular he unica, porque, se he possivel, gig. 100.
sejio AC, BD duas rectas, cada huma das quaes he simul-
taneamente perpendicular s duas A B, CD. Tire-se AD.

Os triangulos A BD, ACD estardo em dois planos.
Logo no triedro A BCD teremos
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DAB-+DAC>BAC;

¢ no triedro DBAC teremos
ADC-+ADB >CDB.

Ora CAB, ACD, ABD, BDC siio rectos, nesla hypo-
these, logo

DAB+DAC+ADC-+ADB>2yr.
Mas os triangulos A BD, ACD, rectangulos em B e €, dio
DAB+DAC+ADC+ ADB=2r;

absurdo: logo ndo podem existir duas rectas perpendi-
culares cada huma ao mesmo tempo a outras duas, que
ndo estejio em hum plano.

299. Esta mesma perpendicular a duas rectas situadas
no espaco he a menor recta, que se pode tirar entre as
ditas rectas.

Seja AC a perpendicular s duas rectas 4 B, CD.

No triedro ABCD temos

BAD—+DAC>r,
¢ no triangulo ACD he

ADCHDAC=r,

logo
BAD > ADC.

Nos dois triangulos A BD, ACD, hum rectangulo em
C, he AD commum, e além disso o angulo ADC do
triangulo rectangulo <Z que o angulo DA B do outro, logo
AC<_DB (§ 81).

300. Nas rectas cortadas por planos todos parallelos
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entre si, as partes interceptadas por dois destes planos sio
proporcionaes fs partes das mesmas rectas, interceptadas
por outros dois quaesquer desses planos parallelos.

As rectas AGD, BHE, CIF encontrem os planos ABC,
GHI, DEF, parallelos entre si, nos pontos por meio dos
quaes sho designados estes planos e estas rectas.

Tirem-se as rectas A E, CE, e sejio K, L os pontos
em que ellas cortdo o plano GH . Tirem-se tambem K &,
KH, LH, LI. Serio parallelas G K, DE, porque estdo
no mesmo plano A DE ¢ em planos parallelos. Logo

AD:AG::AE: AK,
d'onde
AD—AG: AGAE—AK: AK,
ou

DG:.AG:.:EK:AK.

Pela mesma razio temos

EK:AK::EH.BH..EL.LC:.IF:IC,

logo
DG:AG::EH:HB:.FI:IC.

301. As interseccdes das faces de hum angulo polyedro
com planos parallelos entre si, formao polygonos similhan-
tes, cujas areas sio entre si como os quadrados das partes
d’huma recta qualquer, que passe pelo vertice, e compre-
hendidas entre esse ponto e os planos dos polygonos.

Fig. 109.

Sejio BCDE, FGHT as interseccies de dois planos Fig. 110.

parallelos com a superficie do angulo polyedro A BCDE.
Teremos FG parallela a BC, e

BC:FG.:AC:AG;
similhantemente .
AC: AG::CD :GH;

e assim por diante, de sorle que serd
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BC.FG:..CD:GH:.DE.HI..BE.FI;

logo os polygonos BCDE, FGHI teem os lados propor-
cionaes. Falta demonstrar a igualdade dos angulos adja-
centes a lados homologos.

Os triedros GA FH, CA BD teem iguaes as partes si-
milhantemente dispostas, porque os planos GFH, BCD
stio parallelos; logo o angulo FGH=BCD, e da mes-
ma maneira se prova a igualdade dos outros angulos dos
polygonos comprehendidos entre lados homologos.

A segunda parte da proposi¢ho demonstra-se assim :

arca BCDE :area FGHI::BC1: FG1:.AC : AG ,

e AC esti com A na razio das partes de huma recta
qualquer tirada de A, sendo estas partes tomadas entre A
e os planos dos dois polygonos.

302. Reciprocamente, se tres arestas de hum angulo
polyedro, terminadas em hum plano, sio proporcionaes as
mesmas tres arestas, mas terminadas em outro planu, estes
dois planos serdio parallelos,

No triedro A BC D, qualquer d'aquelles que compdem
hum angulo polyedro, sejio

AB:AE::AC.AF::AD: AG.

Digo que os planos BCD, EFG sio parallelos.

Porque o angulo BAC he commum aos triangulos A B C,
A EF, e seus lados sio proporcionaes por hypothese, estes
triangulos sdo similhantes, logo o angulo BCA=EFA:
pela mesma razio nos triangulos ADC, AGF he DCA
=G FA, logo BC he parallela a EF, e CD a FG, ¢
por conseguinte os planos BCD, EFG sio parallelos.

303. Os tres angulos do triedro, tomados juntos, valem
menos de quatro angulos rectos.

Seja A E a continuagio, no sentido do vertice, de huma
das arestas A B do triedro A BCD.
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Serd
BAD +~DAE=2r; BAC+ CAL=2r;
mas no triedro A EDC he
DAC<DAE—+CAE:

logo, juntando esta inequaciio com as duas equacdes e re-
duzindo, teremos

BAD+BACHDAC<4r.

304%. Todos os angulos do angulo polyedro convexo,
tomados juntos, valem menos de quatro angulos rectos.

Porque produzindo huma primeira face e a terceira no
mesmo sentido em que estlio a respeito da segunda, ellas
formardio todas tres hum triedro, que encerrara o angulo
polyedro, porque sendo este convexo, ndo pode ser cor-
tado por alguma de suas faces produzidas. Mas o angulo
polyedro, sendo desta maneira interior ao triedro, tem a
somma de seus angulos menor que a somma dos angulos
do triedro, e por conseguinte < 4r.

305. Qualquer plano que cortar as arestas do dito trie-
dro, cortari todas as arestas do angulo polyedro.

306. A somma dos tres diedros de hum triedro he maior
que dois diedros rectos.

No triedro proposto A BCD o diedro BCA D he supple-
mento do diedro D CAE, logo he maior que a differenca
dos dois CADE, DEAC. Assim, no caso de ser CADE
=DEAC, teremos BCAD > CADE—DEAC, logo

BCAD -+ CADB > CADB 4+ CADE —DEAC,
logo
BCAD-+ CADB-4+ DEAC >CADB-+ CADE.

N
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Mas DEAC he a mesma coisa que CABD, e CADE
+ CADE=2r. |
Logo a somma dos tres diedros |

BCAD-4 CADB -+ CABD >2r.

-

No caso de ser CADE=-DEAC, entio he CABD
= .CADE, logo

CABD+BADC = CADE+BADC=2r;
logo tambem
CABD +BADC—+DACB >2r.

307. A somma de todos os diedros do angulo polyedro
convexo de n faces he maior que (n—2)2r.

Porque tirando planes de huma de suas arestas a todas
as outras, o angulo polyedro ficard composto de n—2
triedros, e todos os diedros destes fardio a somma dos die-
dros do angulo polyedro; logo esta somma sera maior que
n—2) 2y,

: 308.) Os diedros sio proporcionaes aos augulos forma-
dos pelas intersecgies das suas faces com planos perpendi-
culares a ellas ou as arestas.

Nos triedros A BCD, EFGH seja o plano BAC per-
pendicalar & aresta A D de hum, ¢ FEG a EH no ou-
tro, ou seja BAC perpendicular as outras faces de hum,
¢ FEG s outras duas faces do segundo. Serdo rectos
BAD, CAD, FEH, GEH. Primeiramente supponha-
mos commensuraveis os angulos BAC, FEG, isto he, mul-
tiplos de bum mesmo angulo BA, parte de BAC. Faca-se L
ainda 74 K=RBAI, adjacentes e no mesmo plano BAC.
Seriio rectos IAD, KAD. Logo sio identicos 0s triedros
ABID, AIKD, e por conseguinte siio iguaes os diedros
BADI, TADK. Pide pois dividir-se o diedro BADC

ool
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em tantos diedros iguaes quanlos sio os angulos iguaes a
BAIT contidos em BAC; e o mesmo se pode affirmar do
diedro FEHG ¢ do angulo FEG. Logo os diedros pro-
postos siio (a0 multiplos do diedro BADI como os an-
gulos perpendiculares és suas arestas ou faces, e por
estas comprehendidos, o sio da sua medida BAT; logo
leremos

diedro BADC : diedro FEHG ;. BAC: FEG.

Quando os angulos BAC, FEG forem incommensura-
veis a demonstragao serd inteiramente analoga & do §123.
309. De ser

BADC:BADI;.BAC: BAI

segue-se que, suppondo BADI a unidade dos diedros e
BAT a unidade angular, he entio BA DC=PBAC. As-
sim quando se diz que hum diedro he igual ao angulo
plano perpendicular as suas faces, e por ellas comprehen-
dido, bem se vé o que se subentende, isto he, que se deve
dividir o angulo pela sua unidade, e multiplicar a unidade
dos diedros por este quociente para ter o diedro. Este an-
gulo que he a medida do diedro, chama-se tambem in-
clinagio das faces do diedro,

310, Por huma recta nio perpendicular a hum plano
tirar outro plano, que faca com o primeiro hum diedro
dado.

Se a recta dada A B he parallela ao plano dado ECD, rig. 114.

tire-se por hum ponto qualquer B da recta hum plano
B CD que lhe seja perpendicular, e cuja intersecclio com
o plano ECD seja a recta CD. Da B tirem-se para CD
as rectas BC, BD que facdo com €D angulos iguaes cada
hum ao diedro dado (§ 75). Qualquer dos planos 4 BC,
ABD seria o plano pedido, porque se pelos pontos €, D
tirarmos no plano ECD as rectas € E, DI parallelas a
A B, essas rectas existirdio respectivamente nos planos ABC,
*
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A BD; logo seriio as interseccdes destes com o plano ECD:
de mais as mesmas rectas serdio perpendiculares ao plano
BCD (§ 271); loge BC, CF serio perpendiculares a
EC, e BD, DF a DI, e por isso os angulos BCF, BDF
sio as medidas dos diedros formados pelos planos A BC,
ABD com ECD.

Se A F existir no plano E€D, tiraremos por hum ponto
qualquer F de AF o plano BCD perpendicular a A F,
¢ cuja interseccio com ECD seja CD. Formando pois no
plano BCD os angulos CFG, DFH cada hum igual ao
diedro dado, os planos A FG, AFII resolverio o pro-
blema.

Finalmente se a recta A B for obliqua ao plano dado
ACE e o encontrar em A, lire-se de hum ponto B da
recta a perpendicular B € sobre o plano, e fazendo passar
huma recta A D pelos pontos A e €, lorme-se o angulo
BDC igual a0 diedro dado; depois construiio-se os trian-
gulos ACF, ACE rectangulos em F e E, e nos quaes
seja. CF=CD==CE; serio os triangulos rectangulos
BCF, BCE identicos com B CD, e os angulos BFC, BEC
iguaes a BDC. Ora as rectas AF, AE sio respectiva-
mente perpendiculares a BF, BE (§ 258): logo os pla-
nos A BF, A BE fazem com ACE diedros iguaes ao die-
dro dado.

D'ahi se conclue, que por hum ponto pode fazer-se pas-
sar hum numero infinito de planos, que tenhdio a mesma
inclinacdio sobre hum plano dado.

311. Angulo de duas rectas, que nio estio em hum
plano, he o angulo dos dois planos que passio por cada
huma e pela perpendicular commum.

312. Este angulo he igual ao angulo, que huma das
ditas rectas faz com a recta tirada pela extremidade cor-
respondente da perpendicular parallelamente & outra.

Seja I K a perpendicular és duas reclas A B, CD, que
nio estdio no mesmo plano. O angulo das duas rectas he
o diedro formado pelos planos A BI, CDK, e este he igual
a DIH (§ 308), por ser I H parallela a A B, por hypo-
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these, e portanto perpendicular a K1, a que DI he per-
r‘ pendicular tambem por hypothese. .

313. Triedro supplementario d’outro he aquelle cujos
diedros sao supplementos, cada hum de cada hum dos an-
gulos do segundo; ou tambem aquelle em que cada hum
dos angulos he supplemento de cada hum dos diedros do
segundo.

314. Construir o triedro supplementario de hum trie-
dro proposto.

No vertice A do triedro A BCD ¢ para fora desle ti- Fic. 114.
rem-se A E, A F, AG respectivamenle perpendiculares so-
bre as tres faces ABC, ABD, ACD. Os triedros A EF G,

- A BCD serdio supplementarios hum do outro.

] Porque EA he perpendicular a ABC, o plano EAC
serd perpendicular tambem a A BC, logo o diedro EACE
he recto. Pela mesma razdo que GA he perpendicular a
ACD, he tambem recto o diedro GACD: O diedro EACG
= EAG, porque EA, GA sio ambas perpendiculares &
aresta AC. Os quatro diedros em torno da aresta AC sio
juntos iguaes a quatro diedros rectos, isto he,

EACG+EACB+ BACD 4+ GACD =4,
ou
EAG+r 4+ BACD +r=/4r,
logo :
EAG+BACD=2r.

Assim temos ja hum angulo do triedro A EFG sup-
plemento de hum diedro do triedro proposto.
| Da mesma maneira, tomando em consideragio as duas
perpendiculares EA, FA respectivas aos planos A BC,
ABD, acharemos
EAF+CABD=2r,

¢ similbantemente se achara

FAG + CADB=2r.
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Porque EA, FA sio perpendiculares a A B, serd AB
perpendicular 4 face EEA F do triedro A E F G, e pela mes-
ma razio serdo AC, A D respectivamente perpendiculares
is faces EAG, A FG, e por isso, como se acaba de de-
monstrar, serio os angulos BAC, CAD, BAD respe-
clivamente supplementos dos diedros FAEG, FAGE,
EAFaG.

315. Os tres diedros determindo o triedro.

No triedro ABCD sejio dados os tres diedros. Digo
que os seus angulos sio determinados, ou que ndo pode ha-
ver outro triedro diverso com iguaes diedros.

Construa-se o triedro supplementario 4 E FG. Os die-
dros do triedro proposto sendo dados, serdo dados tam-
bem os tres angulos do supplementario, logo sio deter-
minados os seus diedros, e logo no proposto serdo deter-
minados os angulos, que siio os supplementos dos diedros
do segundo triedro,

316. Construir triedros com dados que os determinem.

1.” Dados os angulos a, b, e o diedro comprehendido €.

Faca-se o angulo I)'B¢'= € diedro comprehendido. Le-
vante-se BA perpendicular ao plano BD'C' e de grandeza
arbitraria. No plano A BD' faca-se o angulo BAD —a,
e no plano BAC' o angulo BAC=15. Sera ABCD o trie-
dro pedido.

Porque além dos angulos dados, tem o diedro DBAC
= D'BC'=0C, por serem D'B, C'B perpendicularesa A B,

2.” Dados os diedros 4, B, ¢ o angulo comprehen-
dido e.

Construa-se hum triedro com os angulos 2r — 4, 2r
— B, e o diedro comprehendido 27 —¢, como se acaba
de fazer, e construa-se depois o supplementario deste, que
serd o triedro pedido.

3. Dados os tres angulos a, b, ¢, taes que a somma de
dois quaesquer seja sempre maior que o lerceiro (para o
que basta que o angulo maior seja menor que a somma
dos outros dois), e a somma de todos tres menor que qua-
tro reclos,
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Suppondo primeiro que nenhum destes angulos he recto,
entdio dois pelo menos necessariamente sio agudos, ou dois
siio obtusos. Sejdo a, b agudos. Com A B de grandeza ar-
bitraria, e com DA B=a forme-se o triangulo ABD
rectangulo em B; e com o mesmo lado A B, e o angulo
CAB=" forme-se o triangulo A B¢ rectangulo tambem
em B, mas cada hum em plano differente. Com as rectas
AD, AC tambem determidadas, e o angulo DAC=¢
laca-se o triangulo DAC. Com as rectas BD, BC, D C as-
sim achadas faca-se o triangulo BDC. Serd DBC=DBAC
hum diedro determinado do triedro pedido, o qual péde
ser agora construido com este diedro e com os angulos
a, b, como no primeiro caso.

Se todos os angulos do triedro sio rectos, a construe-
¢iio do triedro se reduz a levantar huma perpendicular no
vertice de hum angulo recto ao seu plano.

Se unicamente sido rectos dois angulos, forme=se o ter-
ceiro angulo, e no seu vertice levante-se a perpendicular
ao seu plano. '

Se hum s6 he recto, entio com

DAB=a, CAB=2r—b, DAC=r

pode construir-se o triedro como no principio deste 3.” caso,
suppondo agora @ agudo e b obtuso, porque a serem am-
bos agudos ja este caso fica resolvido ; produza-se a aresta
AC deste triedro A BDC para F; serd A BDF o triedro
pedido. Porque tem DAB=a, BAF=2r—CA4B
=2r—(2r—b)=b, e DAF=2r—DAC=r.

Se a, b sio ambos obtuses, faca-se o triedro ABDC
com os angulos 2r—a, 2r—>b, ¢, como se tem feito.
Produza-se BA para FE, e serd A EDC o triedro pedido,
porque EAD=a, EAC=0b, DAC=c¢.

4.° Dados os tres diedros A, B, €, taes que a differenca
de dois quacsquer seja menor que o supplemento do ter-
ceiro, ¢ a somma de todos tres maior que dois diedros
rectos.
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Faca-se hum triedro com os angulos 2r— 4, 2r — B,
2r—(, o supplementario do qual serd o triedro pedido.

5.” Dados os angulos a, r, e o diedro € opposto a r, ndo
sendo a recto.

Faca-se o angulo DBC=C. Levante-se BA perpen-
dicular ao plano DBC. Faga-se no plano BDA e em al-
gum ponto A da recta BA o angulo DA B = a. Tire-se
por A hum plano perpendicular a 4 D, cuja interseccio
com o plano A BC seja AC, Seri A BDC o triedro pedido.

Porque DAC he recto, visto ser DA perpendicular por
construcciio ao plano em que esti AC, o mesmo DAC he
opposto ao diedro DBAC=DBC=C, e DAB=a.

6.” Dados os diedros A, r, e 0 angulo ¢ opposto ao die-
dro recto, e niio sendo A recto. -

Faca-se hum triedro com os angulos 2r— A, r, e o
diedro opposto a r==2r—-¢, como no caso precedente;
o supplementario desle triedro seri o triedro pedido.

317. Os triedros que teem suas partes iguaes, cada
huma a cada huma, sdo iguaes, ainda que ndo sejdo iden-
Licos.

Nos triedros A BCD, EFGH sejio BAC= F EG,
CAD=GEH, BAD=FEH, mas esteja AC para
cima do plano da figara, e EG para baixo, que he o caso
em que elles niio admittem sobreposiciio.

Facglio-se AB, AC, AD, EF, EG, EH todas iguaes.
Tirem-se B, ¢D, DB, FG, GH, HF. Os triangulos
ABC, ACD, ABD, BCD serio respectivamente iden-
ticos aos triangulos EFG, EGH, EFH, FGH. Logo
08 triedros CA BD, GEFH teem as parles iguaes, logo
o diedro ABCD=EGFH,e ACDB=EGHF. Achem-
se o0s centros L, O dos vertices dos triangulos identicos
BCD, FGII por meio das perpendicalares L, KL, MO,
NO aos meios I, K, M, N dos lados BC, CD, FG, GH.
Tirem=se AI, AK, EM, EN, que sendo rectas tiradas dos
vertices de (riangulos isosceles ao meio de suas bases, serfio
perpendiculares a estas bases. Tirem-se tambem L 4, L B,
LC, LD, OE, OF, 0G, OH.
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Porque BC he perpendicular a [A e I'L, seriio per-
pendiculares entre si os planos ATL, BCD; e pela mes-
ma raziio que A K e L K siio perpendiculares a €D, serio
perpendiculares entre si os planos AKL, BCD; logo AL
he perpendicular a BCD, e tambem EO a FGH.

Prova-se facilmente que AT=EM, IL=M0O; mas
AIL=—EMO por serem medidas dos diedros iguaes
ACBD, EGFH; logo os triangulos AIL, EMO sio
identicos, e AL=FE0.

Os triedros LABC, OEFG teem BLC=FO0G, ¢
ALC, ALB, EOG, EOF sio rectos. Sobrepondo pois
estes triedros, cahirdi L em O, B em G, € em F, A em
E, logo o triedro A BL C==triedro EG OF. Da mesma
maneira se acha o triedro ALDC=EOGH, e o trie-
dro ALDB = EOHF. Logo

o triedro ABCD=ABLC+ALDC—ALBD
1 =EGOF+EOGH—EOHF=EFGH.

Se os centros dos triangulos BCD, FGH estio nos
lados BD, FH, entio os triedros propostos sio ainda
iguaes, por ser cada hum delles somma de dois triedros
identicos com os dois que compdem o outro,

Se os centros cahem dentro dos triangulos BCD, FGH,
serdio os triedros propostos composlos cada hum de tres
triedros que coincidem com os tres do outro. Logo sdo
sempre iguaes os lriedros propostos, ainda que ndo sejio
identicos.

318. Os angulos polyedros symetricos ou conjugados
si0 iguaes,

Nos angulos polyedros symetricos a BCDEF, aGHIKL

slio iguaes os diedros comprehendidos por angulos iguaes.

r Logo os lnedms aBEF, aGKL sio iguaes, por serem

as suas partes iguaes cada huma a cada huma elogo Ba E

=Gak, e o diedto Ba EF=GaKL. Logo nos trie-

dros a BED, a G K I sio iguaes os diedros Ba ED, GaKl,
0

Fig.

119.
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por serem differencas de diedros iguaes; e slio com-
prehendidos por angulos iguaes, logo estes triedres sio
iguaes, e iguaes tambem os angulos BaD, Gal, assim
como 0s triedros aBCD, aGHI. Logo os angulos po-
lyedros propostos siio iguaes, porque siio compostos de trie-
dros iguaes.

319. No triedro, que tem dois diedros iguaes e agu-
dos, os angulos oppostos sio tambem ignaes ¢ agudos; e
se os diedros iguaes sio obtusos, os angulos oppostos sc-
riio obtusos: e reciprocamente.

No triedro ABCD seja CABD=CADR, e scjio
agudos estes dois diedros, Levante-se A E perpendicular
a BAD, e da mesma parte de AC.

Serdo rectos os diedros EABD, EADB, logo o trie-
dro ABDE envolvera o triedro proposto A BCD, e logo
leremos

EAB—+EAD>CAB—+ CAD.

Mas os dois primeiros angulos sio rectos, e os dois se-
gundos iguaes, logo estes sio agudos.

Se os diedros iguaes CA BD, CADB forem obtusos,
entdo o triedro A BCD envolveri o triedro A BDE, logo
teremos

CAB+-CAD >EAB+EAD.

Mas os dois primeiros angulos slo iguaes, e os ultimos re-
ctos, logo os primeiros sio oblusos.

Reciprocamente, se os angulos CA B, CAD do triedro
proposto A BCD siio iguaes e agudos, entdo necessaria-
mente os diedros CABD, CADB sio agudos; porque
s¢ estes fossem obtusos, os angulos CA B, CAD o seriio
tambem pela proposicio directa, o que he contra a sup-
posiclio actual; ou se os diedros fossem rectos, os angulos
CAB, CAD o seriio da mesma sorle, o que he absurdo,
logo sio agudos.

A outra proposi¢lo reciproca prova-se permutando as
palavras agudos e obtusos; porém huma e outra podem
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demonstrar-se por meio do triedro supplementario, se se
quizer evitar a redueccio ao absurdo.

320. Centro das faces de huwm polyedro he o ponto do
qual se podem abaixar perpendiculares iguaes sobre todas
as faces. Estas perpendiculares chamio-se cathetos.

321. Todos os pontes do plano que divide ao meio hum
diedro sio cenlros das suas faces, ou das suas continua-
coes.

O plano EA B divida o diedro CABD em dois diedros
iguaes CABE, DABE.

Por hum ponto qualquer E do plano tire-se o plano
ACD perpendicular & aresta AB, e sejio AC, AD as
intersecedes deste ultimo plano com as faces do diedro
proposto.

Teremos EA, CA, DA perpendiculares a A B, logo
EAC, EAD sio iguaes e agudos, porque medem os dois
diedros iguaes, em que esta dividido o proposto. Tire-se
E€ perpendicular sobre AC, ¢ E D sobre A D. Os planos
CAB, DAB sio ambos perpendiculares a ACD por ser
em ambos A B perpendicular a ACD por construccdo.
Mas EC he perpendicular em € & interseccio AC do pri-
meiro CAB com o terceiro ACD, logo EC he perpen-
dicular & face €CAB do diedro proposto, e pela mesma
razio he ED perpendicular & face DA B. Serd pois E o
centro destas faces, se fir EC=ED.

322, Os triangulos EAC, EAD rectangulos em C, D,
teem A E commum, e iguaes os angulos EAC, EAD,
logo siio identicos, e EC=ED.

Todos os pontos do plano perpendicular ao meio de
huma recta sio centros dos seus extremos.

No meio € da recta A B esteja tirado o plano DCE
perpendicular a esta recta.

Neste plano tome=se outro ponto qualquer E, e tirem-se
EC, EA, EB. Serlio rectos os angulos ACE, BCE por
hypothese. Os triangulos rectangulos ACE, BCE teem
A€=B{ por hypothese, CE commum, logo EA=EB,
¢ logo E he o centro dos extremos A, B.

Fiz. 121,
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323. Todos os pontos do plano que divide a0 meio hum
angulo, sendo perpendicular ao seu plano, sio centros dos
lados deste angulo, ou das suas continuagies.

Esteja o angulo €A D dividido em partes iguaes pela
recta 4 E, e esteja levantado o plano E A B perpendicular
a0 plano €A D. Digo que hum ponto qualquer B deste
plano E A B he centro dos lados A€, A D do angulo €A D,
ou que as perpendiculares B €, B D a seus lados siio iguaes.

Os triedros ABCE, ABDE teem iguaes os diedros
BAEC, BAED, porque sio rectos por hypothese, BA E
he commum, ¢ €A E==DA E por hypothese ; logo BAC
=PBAD.

Os triangulos A BC, A BD, rectangulos em €, D, teem
AR commum, BAC=BAD; logo BC=RBD.

Se estas perpendiculares cahem nas continuacdes dos
lados, a demonstragio he similhante.

324. No angulo polyedro regular os planos que divi-
dem so diedros pelo meio teem huma interseccio com-
mum a todos, que se chama eizo, e cujos pontos sio to-
dos centros de todas as faces do polyedro.

Seja regular o angulo polyedro 4 BCDE.

Seja AF a intersecclio dos dois planos FAB, FAC,
que dividem ao meio respectivamente os diedros CA BE,
DACB.

Os triedros A FCD, AFCB teem o angulo FAC com-
mum, DAC==BAC por hypothese, e os diedros DACF,
BACF tambem iguaes, por serem metades do diedro
DACB, logo esses triedros sio iguaes, e logo o diedro
CADF = CABF; mas este ultimo he a metade do die-
dro CABE, igual a €A DE tambem por hypothese, logo
o plano FAD divide ao meio o diedro €A DE. Ja se v¢
como se pode provar que o plano FA E divide tambem ao
meio o diedro DA E B.

Hum ponto qualquer F do eixo 4 F, estando em planos
que dividem os diedros em partes iguaes, he centro de
huma primeira face e da segunda, da segunda e da terceira,
e assim por diante, e finalmente da ultima e da primeira, de
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sorte que os cathetos, ou as perpendiculares abaixadas deste
ponto sobre as faces, serdio iguaes a segunda & primeira, a
terceira & segunda, e assim por diante, e a final a pri-
meira & ultima. Logo este ponto F qualquer do eixo he
centro de todas as faces.

325. No angulo polyedro regular, fazendo as arestas
iguaes, o plano que passar por tres dos seus extremos passa
por todos; a secclio deste plano na superficie do angulo
polyedro he hum polygono regular; o eixo passa pelo centro
deste polygono, e he perpendicular sobre elle.

No angulo polyedro regular A BCDE sejio iguaes A B,
AC, AD, AE. Tirem-se BC, €D, DE, E B. Serio isos-
celes e identicos os triangulos A BC, ACD, ADE, AEB,
porque, segundo a hypothese, teem os lados iguaes, bem
como o0s angulos comprehendidos : logo

BC=CD=DE=EB.

Os triedros CABD, DACE sio identicos, porque os
angulos ACB, ACD, ADC, ADE sio iguaes, bem como os
diedros DCA B, CDAE, logo he o diedro ACDB=ACDE,
e logo os planes BCD, CDE coincidem, ou o plano que
passa por B, €, D passa tambem por E.

A identidade dos triedros di tambem angulo BCD
= (CDE, ¢ da mesma maneira se achara CDE=DERB,
¢ EBC=BCD. Logo o polygono BCDE tem iguaes
os lados e os angulos, ou he regular.

Seja F o ponto em que o eixo A F encontra o poly-
gono. Tirem-se FC, FD, FE.

Vio-se na demonstracio do theorema precedente que o
eixo faz com duas arestas quaesquer o mesmo triedro que
com outras duas contiguas, logo laz tambem com as arestas
angulos iguaes. Assim os triangulos FAC, FAD, FAE
sdo identicos, por terem iguaes os angulos em A, A F com-
mum, e os outros lados AC, AD, A E iguaes. Logo FC,
FD, FE sio iguaes, ¢ logo F he o centro do poly-
gono.
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A identidade dos triangulos di tambem a igualdade dos
angulos A FC, AFD, AFE; logo AF he perpendicular
ao plano BCDE (§ 25%).

326. Sendo dados hum angulo ¢ o numero de faces de
hum angulo polyedro regular, achar hum dos seus diedros,
ou construi-lo.

Porque o angulo BAC he dado, serd conhecido
ACB=:(2r—BAC)=ACD;

e porque o numero de faces he dado, serio dados no po-
lygono BCDE o numero de lados, e por consequencia o
valor do angulo BCD. Se se puder construir este poly-
gono regular, entio no triedro CA BD conheceremos os
seus angulos, e construindo-o, teremos feito o diedro pe-
dido, que he hum dos diedros do angulo polyedro regular
procurado.

De outra maneira: faga-se o polygono regular, se for
possivel, com tantos lados, quantas sio as faces do angulo
polyedro, porém de grandeza arbitraria. No centro F do
polygono levante-se a perpendicular indeterminada FA.
Com hum lado BC, e com os angulos

ABC=ACB=—;(2r—BA()

faga=se o triangulo BCA; e com hum dos seus lados iguaes
CA determine-se agora o ponto A na perpendicular FA.
Tirando rectas por A e pelos vertices do polygono, estas
serdo as arestas do angulo polyedro pedido.

327. O diedro do angulo tetraedro regular, cujo an-
gulo he de 60°, he supplemento do diedro do triedro re-
gular, cujo angulo tambem he de 60°.

Seja ABCDE o angulo tetraedro regular, e FG a in-
terseccdo de dois dos planos de suas faces oppostas A BE,
ACD. Os triedros A BCF, A EDG siio identicos, porque
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BAC=EAD, e os diedros FABC, FACB, GAED,
G A DE siio todos iguaes, por serem supplementos dos die-
dros do angulo tetraedro proposto. Logo BAF=EAG;
mas estes dois angulos com BAE fazem 180°, ¢ BAE
== 60°, logo BAF=060°, e da mesma forma he CAF
—=60°; e porque BAC=060" por hypothese, segue-se
que o triedro A BCF he regular, o seu angulo = 60°,
e o seu diedro FA B € supplemento do diedro EABC do
angulo tetraedro regular, cujo angulo he de 60°.

328. Dois planos, cujas inclinagdes sobre a mesma recta
ndo estio no mesmo plano, concorrem.

Sejio HBA, E A B as inclinacdes respectivas dos planos Fig. 125.
FGH, EDE sobre a recta A B, e ndo seja HBA<ZEAB,
nem estejio ambos no mesmo plano. Seja IG a intersec-
¢iio dos planos EE B, FG H. Sera ABI ou ABG >ABH,
logo ABI ou ABG = EAB, e logo IG produzida en-
contra EE produzida, se [or necessario, isto he, huma
recta do plano FGH encontra outra do plano EDE.

Deve subentender-se aqui que os dois angulos d'ineli-
na¢lio ndo siio rectos a0 mesmo tempo, porque nesse caso
os planos sdo parallelos.

329. O quadrilatero, ainda que niio seja plano, em que
a somma de dois lados oppostos he igual 4 somma dos ou-
tros dois, tem centros de lados, que se achardo todos si-
tuados em huma s6 recta,

No quadrilatero ndo plano ABCD seja Fig. 126.

AB+DC=AD~+BC.

Dividio-se ao meio os angulos 4, B por planos EAG,
FBG perpendiculares aos seus planos. Estes dois planos
concorrem, porque sendo EAG perpendicular ao plano
DA B, em que suppomos E 4, he o angulo £ A B a incli-
naclio da recta AR sobre este plano EAG. Similhante-
mente, suppondo FB no plano ABC, FBA he a incli-
nacio da mesma recta A B sobre o plano FBG; mas
AEB, BFA sio planos diversos por hypothese, porque
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o quadrilatero proposto niio estd em hum plano; logo os
planos EEAG, FBG concorrem. Seja G hum dos pontos
do concurso.

De G abaixem-se as perpendiculares GH, GI, GK,
(i L sobre todos os lades do quadrilatero proposto. Tere-
mos (§ 323)

GL=GH=(GI.

Digo que teremos tambem
GK=GL=~0GI. |

Como os triangulos rectangnlos GAL, GAH teem com-
mum a hypothenusa e iguaes os lados G L, GH, serd AL
==A H. Da mesma maneira he BI=BH, logo |

AL+ BI=AB, J
e logo, em virtude da equacio de condigdo, serd

DL+ CI=DC.
Por consequencia se nos triangulos reclungulos GDL, GDK,
que teem a hypothenusa commum, fosse GLz GK, se-

ria DL g DK; e nos triangulos rectangulos GCI, GCK

aconteceria o mesmo, isto he, seria GI = GK, e CI <C K,
logo =< =¥

< nr . <'no.
DL+CI>DIL+CIL. ol :}DC.

absurdo. Logo G he centro dos lados do quadrilatero.

A mesma propriedade compelird a qualquer outro ponto
da interseccio dos planos EAG, FBG.

330. Se duas rectas corlarem cada huma os dois lados
oppostos de hum quadrilatero ndo plano em partes pro-
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porcionaes, ellas se cortdo mutuamente na mesma pro-
porcio,

Se as duas rectas EF, G H cortarem os lados do qua- yi;

drilatero A BCD nio plano, de sorte que seja
AG:BG::DH:CH::AF:.DF:..BE.CE,

digo que as duas reclas se corlio em algum ponto I, ¢
na mesma proporcio de

FI.:EI::GI:HI::AG:BG.

Tire-se a aresta AC do triedro €BA D. Conduza-se
EK parallela a AB e terminada em hum ponto K de
AC. Tirem-se KH, KF, KG, EH, GF, BD. Pela con-
struecio temos

AK.CK.::BE:.CE..AG:BG

por hypothese, logo KG he parallela a BC. Similhante-
mente se prova que KH, KF, EH, FG sio respecti-
vamente parallelas a AD, €D, BD, BD; logo EH, GF
sio parallelas, logo estdo no mesmo plano, e logo EF,
(: H estdo neste plano, e cortio-se em hum ponto I.

Os triangulos I EH, I G F sio pois similhantes, e dio

FI:EI::GI: HI;GF: EH.

Os triangulos K EH, AGF sio tambem simlhantes, por
terem os lados parallelos, e ddo

GF.EH::AG:EK (ou BG),
logo

FI:EI:.:GI:HI::AG:BG.

Nio he necessaria outra demonstracio para o caso em
que os termos da propor¢io
r
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AG:BG::BE:CE

nilo sejio consecutivos na figura, como o sio estes, porque
se isto acontece a respeito dos angulos A, €, nio acontece
a mesma cousa a respeito dos outros dois, visto que temos

BE:CE::DH:CH,

termos que ndo sio linhas consecutivas na figura.

331. Mais geralmente : se duas rectas cortdo cada huma
os dois lados oppostos do mesmo quadrilatero proporcio-
nalmente, mas em diversas proporgies, cada huma cor-
tard ainda a outra na mesma propor¢lio em que corta os
lados oppostos.

Sejlio

DF:CF:..AE:BE,

DH:AH:.CG:BG.

Digo que as rectas EF, GII se cortio em M, e que te-
remos

HM:GM::DF:CF,
bem como

FM:EM::DH:AH.

Pelos dois pontos B, E tirem-se Bb, Ee parallelas a
(+ H, e terminadas no plano 4 DC. Facilmente se vé que
bH C he a recta intersecgdo do plano A DC e do plano
das duas parallelas Bb, HG. Logo teremos

bH:HC::BG.GC::AH:HD;

e logo os triangulos A Hb, DHC siio similhantes. Teremos
depois
donde

Ae:eb::AE.:EB:..DF: FC,
Ae.DF::Ab:DC;
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mas por causa dos triangulos similhantes 4 H b, DHC he

Ab:DC::AH:HD; i
logo :
Ae:DF::AH:DH:

além disto os triangulos A Hb, € HD sendo similhantes,
teem o angulo HAe=HDF; logo sio similhantes os
triangulos A He, DHF, e logo o angulo A He—=DHF.

Segue-se pois que e H F he huma linha recta, e que
assim o ponto F estd no plano das parallelos Ee, G H,
isto he, que GH, EF estio situadas no mesmo plano, e
se cortio em hum ponto M. Depois disto, em consequen~
cia de serem parallelas Ee, M H, teremos

EM:MF::eH:HF::AH: HbD.
Por huma construcciio similhante se demonstraria, que
HM:MG:.DF:CF.

i 332. Tres planos perpendiculares ds tres arestas de hum

triedro concorrem dois a dois; as suas intersec¢des formao
| bum triedro; e este triedro he supplementario do pri-
- meiro.

Os tres planos EFCG, EGDH, EHBF sio respe- Fig. 12i.
ctivamente perpendiculares ds tres arestas AC, AD, AB
do triedro ACDB, ¢ CF, CG, DG, DH, BH, BF sio
as interseccdes dos planos com as faces do triedro. Serdo
rectos os angulos ACF, ACG, ADG, ADH, ABH, ABF.

Os tres planos concorrem dois a dois, porque se EFC(G,
EG D H nio concorressem, entdo ou coincidirido, e teriamos
AC, AD perpendiculares a0 mesmo plano, absurdo: ou
serido parallelos, e neste caso A D que he perpendicular
a hum o seria ao outro, isto he, a EFCG, e logo AC,
A D ainda perpendiculares ao mesmo plano, absurdo. Sejio
pois EG, EH, EF as intersecces dos planos dois a dois:

&
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ellas serdo perpendiculares 4s faces do triedro, e os an-
gules EGC, EGD, EHD, EHB, EFB, EF( serao
rectos. Estas intersecgdes tambem concorrem duas a duas,
porque estando duas a duas em cada hum dos planos, por
exemplo, EF, EG no plano EFCG, se nio concorres-
sem seriio parallelas, mas ellas sio perpendiculares ds
faces ABC, ACD, logo estas faces ou seridio parallelas,
ou estariio em direitura, absurdos. As tres intersecgies
EF, EG, EH nlo estio no mesmo plano, porque entio
este plano FEGH, visto conter E F perpendicular & face
ABC, lhe seria tambem perpendicular, mas o plano EG I
tambem he perpendicular a A D, logo ABC, e AD se-
rido parallelos (§ 293), absurdo.

As tres intersecgdes coneorrem no mesmo ponto E, por-
que se FE ndo encontrar G E no concurso de G E com
HE, mas em outro ponto, entdo nlio poderd encontrar
HE, porque nio esldo todas tres no mesmo plano; mas
isto he contrario ao que se tem demonstrado, logo £ F G H
he hum triedro. No quadrilatero EFC G os angulos em
F, G sio rectos, logo FEG he supplemento de FC G,
mas este he a medida do diedro BACD, logo ji temos
hum angulo do triedro E FG H, que he o supplemento de
hom diedro do triedro ABCD. Por meio dos quadrila-
teros EGDH, EHBF se achari da mesma maneira que
os oulros dois angulos do triedro EF G H sio os supple-
mentos respectivos dos outros dois diedros do triedro pro-
posto,

No quadrilatero A BFC os angulos em B, € sio re-
ctos, logo BFC he o supplemento do angulo BAC, mas
BFC he a medida do diedro GE F H, logo temos ji hum
diedro do triedro EFG H, que he o supplemento de hum
angulo de triedro ABCD. Por meio dos quadrilateros
ACGD, ABHD se achard €GD supplemento de €A D,
e BHD supplemento de BAD, isto he, os outros dois
diedros do triedro EF G H supplementos dos outros dois
angulos do triedro proposto, cada hum de cada hum.




LIVRO 4.

Dos Polyedros que circumscrevem espaco.

333. P OLYEDRO DEFINIDO, ou somente Polyedro he
o volume circumscripto por planos.

33%. Construir polyedros.

Sio para este effeito necessarios mais de tres vertices,
que nlo eslejio no mesmo plano. Tirem-se entiio rectas
de cada hum dos verlices para todos os outros, e planos
pelas rectas que concorrem duas a duas. O volume encer-
rado pelas faces ou polygonos exteriores serd hum po-
Ivedro.

335. Prisma he o polyedro, cujos vertices sio os ex-
tremos de rectas parallelas terminadas entre planos pa-
rallelos. Bases do prisma siio as duas faces que estio nestes
planos parallelos. Eixzo do prisma he a recta tirada entre
os centros das bases, quando ellas os teem. Altura do pris-
ma he a perpendicular entre as bases. O prisma he recto
quando as bases sdo perpendiculares s outras faces.

336. As bases do prisma sio polygonos identicos, e as
outras faces parallelogrammos.

As bases ABCD, EFGH sendo planos parallelos, ¢
as arestas entre ellas AE, BF, CG, DH sendo paralle-
las, segue-se que as intersecgdes AB, EF das bases eom
o plano ABFE serio parallelas, logo ABFE he hum
parallelogrammo, e A B= E F. Similhantemente se acha
que as outras faces lateraes, ou ndo bases, sio parallelo-
grammos, ¢ que as arestas BC, CD, DA sio respectiva-
mente parallelas e iguaes is arestas FG, GH, HE. As-
sim temos o angulo A BC= EF G, porque os seus lados
siio parallelos e estdo no diedro 4 BFC, e da mesma ma-

Fig. 129,




Fiz. 130.
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neira se prova a igualdade dos outros angulos comprehen-
didos entre os lados iguaes dos polygonos A BCD, EFGH,
logo estes, que sdo as bases, sio identicos,

337. Deutoprisma he o polyedro cujos vertices sio os
de dois polygonos identicos e parallelos, mas taes que os
lados de hum ndio sdo parallelos aos seus iguaes no outro.
Os dois polygonos siio as bases. As outras faces sio trian-
gulos. Se os polygonos teem centros, o deutoprisma tem
por eixo a recta que os une. Se o eixo he perpendicular
s bases, o deutoprisma he recto.

338. Construir deutoprismas rectos e equilateros.

Seja A BC hum polygono regular de hum numero qual-
quer de lados, e ADC hum dos seus sectores. Divida-se
em partes iguaes o angulo do centro A D C pela recta DE
igual ao raio DA. Levante-se EF indeterminada, mas
perpendicular ao plano do polygono. Com AF ou CF
==AC, determine-se agora na perpendicular o ponto F.
Em cada hum dos sectores do polygono faca-se huma si-
milhante construegiio.

Todos os pontos como E serdo vertices de hum poly-
gono identico a ABC, que esté no mesmo plano, e tem
0 mesmo centro, por ter o mesmo angulo do centro com-
posto de dois semi-angulos do centro como A DE, e iguaes
os raios DEa D A. Todas as rectas como A E serdio iguaes,
por serem bases de triangulos isosceles identicos. Todas
as rectas como A F slio iguaes, porque o sio aos lados do
polygono regular. Logo todas as perpendiculares como E F
siio iguaes, por serem lados de triangulos rectangulos como
AEF, de que os outros lados sio absolutamente 0s mes-
mos.

Todos os pontos F serdo vertices de hum polygono iden-
tico dquelle que tem os vertices E, e terd parallelos aos
deste os lados iguaes correspondentes, porque a recta entre
hum primeiro ponto F e o segundo he parallela e igual 4
recta tirdda enfre os dois pontos E correspondentes, por se-
rem aquelles pontos extremos de perpendiculares ao mesmo
plano, e iguaes. Da mesma maneira slio iguaes e paral-

__...———'_ -
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lelas as rectas tiradas entre o segundo e terceiro F; e entre
o segundo e terceiro E; e assim por diante. Logo cada
angulo FFF he igual a cada angulo EEE, e por con-
sequencia os vertices F pertencem a hum polygono identico
aquelle que tem os vertices E. Todos estes vertices sio os
vertices de hum prisma. Este prisma he recto, porque sup-
pondo-se G o centro do polygono F F ete, , seri G F=DE;
e estas duas rectas sio tambem parallelas, porque estdo
nos planos parallelos dos dois polygonos, e no plano que
divide ao meio o diedro, cuja aresta he EF, pois que
GF, DE sendo raios de polygonos regulares, dividem ao
meio os angulos F, E destes polygonos, e estes angulos
sio cada hum a medida daquelle diedro, por estarem em
planos perpendiculares & aresta E F. Logo ED G F he hum
rectangulo. Por consequencia he recto o deutoprisma, cujos
verlices sio A, B, C, e os pontos F, porque tem o mesmo
eixo daquelle prisma e tem commum com elle a base su-
perior ; ¢ he tambem equilatero, porque além das arestas,
que sio lados de polygonos identicos, tem iguaes a estas,
por construcgio, as outras arestas taes como AF, FC, etc.
339. Parallelipipedo he o prisma, cujas faces sio todas
parallelogrammos.
3%0. Construir o parallelipipedo, sendo dados hum ver-
tice e suas tres arestas, com os angulos que ellas formfio.
Sejio A B, AD, AE as tres arestas dadas em grandeza Fig. 129
e posiciio.
Complele-se o parallelogrammo A B € D. Tirem-se para
a parte de A E as reclas BF, CG, DH parallelas e iguaes
a AE; e os extremos destas reclas serfio os vertices do
parallelipipedo pedido.
Porque E F sera parallela a A B, visto serem rectas
| que unem os extremos da mesma parte de parallelas iguaes.
- Pela mesma razio G F, G H sio respectivamente parallelas
a CB, CD; logo os planos EFG, FGH sio paralle-
los ao plano A BCD. Mas por F ou por FG nlo se po-
L dem tirar dois planos parallelos a ABCD, logo EFGH
he hum plano. Logo os oito vertices mencionados o sdo de
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hum prisma, por serem extremos de parallelas entre planos
parallelos. Porém huma das bases he parallelogrammo, logo
a outra base e as outras faces o serfio tambem, isto he,
todas sio parallelogrammos.

341. 1.° As quatro diagonaes do parallelipipedo cor-
Ldo-se reciprocamente em partes iguaes, por serem ao mes-
mo tempo diagonaes dos parallelogrammos formados pelas
arestas oppostas e pelas diagonaes de faces oppostas.

2.° Os seis parallelogrammos diagonaes do parallelipi-

'perln cortio-se tambem mutuamente em partes iguaes, por-

Fig. 131.

Fig. 132,

que se cortdo ou pelas suas diagonaes, ou pelo meio de
seus lados oppostos.

3." No parallelipipedo huma aresta, a diagonal respe-
ctiva do parallelipipedo, e a diagonal respectiva da face
em que ndo ha aresta alguma parallela & primeira, estdo
em hum plano diagonal.

4." A secclio feita no parallelipipedo por hum plano
parallelo a huma face ou base, he parallelogrammo.

B.° A secclio que passa por huma diagonal do paralle-
lipipedo, he parallelogrammo.

6. Se huma aresta AD do parallelipipedo 4 BCD,
estiver dividida em partes iguaes no ponto F, a diagonal
A G do parallelipipedo estard no plano A HT das duas dia-
gonaes dos parallelogrammos B F, CF.

Porque as diagonaes suppostas IG;, FM dos parallelo-
grammos IG, FM estao em faces parallelas, e no plano
das duas parallelas I'F, G M ; logo siio parallelas. Mas tam-
bem he A H parallela a FM: logo AH, I1G sio paral-
lelas, ou estio no mesmo plano; e nelle estio A H, A1, AG.

7.° Mais geralmente: se huma aresta AD do paralle-
lipipedo A BCD estiver dividida de modo que seja 4 E
==DF; a diagonal AG do parallelipipedo estara no plano
AHI das duas diagonaes dos parallelogrammos BF, CE.

Porque as diagonaes supposlas 16, EM dos parallelo-
grammos [G, EM estio em faces parallelas, e no plano
das duas parallelas I'E, GM; logo sio parallelas. Mas
tambem he A H parallela a EM: logo A H, 1G siio pa-

-y
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rallelas ou estio no mesmo plano; e nelle estio A H,
A1, AG.

8.” O enunciado dos dois numeros precedentes se re-
duz ao seguinte:

Se dois planos parallelos s bases, e equidistantes destas,
cortdo o parallelipipedo, temos entdo em hum mesmo plano
huma diagonal do parallelipipedo, e as duas diagonaes dos
parallelogrammos contiguos entre si e com huma das ba-
ses, e que sdo interceptados mas faces pelos dois planos. O
mesmo acontece quando hum plano equidistante das bases,
e parallelo a ellas, corta o parallelipipedo.

342. Parallelipipedo rectangulo he aquelle em que to-
das as faces sdo rectangulos.

343. Construir hum parallelipipedo rectangulo.

Com tres arestas perpendiculares entre si complete-se o
parallelipipedo, e as bases e todas as faces serdo rectan-
gulos, porque todas as arestas que se encontrlio sio per-
pendiculares entre si.

34%. Cubo he o polyedro cujas faces sio todas qua-
drados.

345. Com hum lado dado construir o cubo.

Com tres arestas perpendiculares entre si, e cada huma
igual ao lado dado, complete-se o parallelipipedo, e as suas
hases e as outras faces serdo quadrados, porque todas as
arestas serfio iguaes, e aquellas que se encontrdo perpen-
diculares entre si.

346. Pyramide he o polyedro que tem todos os ver-
tices, excepto hum, no mesmo plano. Base da pyramide
he a face que esta neste plano. Vertice principal he o ver-
tice exceptuado. Todas as faces que se encontrlio no ver-
tice sdo triangulos. Se a base tem centro de lados, a recta
tirada deste ponto para o vertice he o eizo. Se o eixo he
perpendicular & base, a pyramide he recta. Se as arestas
do vertice sio iguaes, cada huma chama-se lado da py-
ramide. Altura da pyramide he a perpendicular abai-
xada do vertice sobre o plano da base e terminada neste
plano.

Q
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347. Os prismas, bem como as pyramides, distinguem-
se pelo numero d’angulos da base. Assim os prismas trian-
gulares sio aquelles que teem triangulos por bases; pris-
mas quadrangulares aquelles cujas bases sdo quadrilate-
ros; etc. Pyramide triangular he aquella cuja base he
hum triangulo; ete.

348. He facil de ver, que no prisma triangular os tres
diedros formados pelas faces lateraes ou ndio bases, valem
juntos dois diedros rectos, tirando por huma das suas arestas
o plano parallelo @ terceira face, ¢ imitando a demonstra-
¢lio do § 62. Tambem he claro que, tirando hum plano
perpendicular a estas mesmas faces lateraes, a sua inter-
seccdio com ellas he hum triangulo, cujos angulos siio cada
hum a medida do diedro respectivo, € que estes diedros e
os parallelogrammos das faces lateraes teem entre si as
mesmas relagdes que os angulos e lados do dito triangulo.
Tambem péde substituir-se o volume do prisma & superficie
do triangulo, para affirmar desde ji que este yolume he o
producto de huma face lateral e da metade da perpendi-
cular abaixada sobre ella da aresta parallela. Em huma
palavra, chamando triedro prismatico o systema das tres
faces lateraes do prisma triangular, e igualmente polyedro
prismatico hum similhante systema de faces dos outros pris-
mas, podem formar-se tanlas proposicdes, quantas ha na
geometria rectilinea plana sobre os triangulos e polygonos,
mudando sémente as palavras vertices em arestas, lados
em faces, angulos em diedros, e superficie em yolume, da
mesma maneira que triangulos em triedros prismaticos, e
polygonos em polyedros prismaticos. Assim péde affirmar-
se, por exemplo, que huma face lateral do prisma he me-
nor que a somma das outras faces lateraes.

349. Na pyramide triangular e no parallelipipedo qual-
quer face he base. L

350. Distinguem-se geralmente os polyedros pelo nu-
mero das suas faces. Assim aquelle que tem quatro faces
chama-se tetraedro, o de cinco pentaedro, o de seis hexac-
dro, o de sete heptaedro, o de oito octaedro, o de doze

_—




DOS POLYEDROS QUE CIRCUMSCREVEM Espaco. 131

L dodecaedro, o de vinte icosaedro. A pyramide triangular
he hum tetraedro; e, reciprocamente, o prisma triangular
hum pentaedro; e o parallelipipedo hum hexaedro.

351. Quando se falla das tres arestas da.pyramide ou
do prisma triangulares, ou do parallelipipedo, deve sub-
entender-se as tres arestas de hum de seus triedros, as
quaes bastao para determinar estes polyedros, que podem
ser designados pelas mesmas letras do triedro, expressan-
do-se comtudo se he pyramide, ou prisma triangular, ou
parallelipipedo.

352. Dois prismas que teem as arestas d’entre as bases
em direitura e iguaes slio iguaes.

Nos prismas A DEB, TPMK as arestas A B, DC, EF, Fiz. 133,
HG d'entre as bases de hum sejio os prolongamentos das
arestas correspondentes I'K, ML, PN, GO do outro, e
sejio iguaes lodas estas arestas.

He sempre possivel, mantendo essas hypotheses, suppdr
commum hum dos vertices G, sem que os volumes dos
prismas se sobreponhao.

De AB=—1IK conclue-se A= BK, e teremos tam-
bem DM=CL, EP=FN.

Os volumes A DHEIPGM, B€CGFEKNOL admittem
sobreposiciio, porque as suas faces ADHE, BCGF sio
identicas, e tambem as outras faces, arestas, e diedros.
Logo estes dois volumes siio identicos, e, tirondo de cada
hum a parte commum BC G FIP G M, os restos, que sio
os prismas dados, sio iguaes.

353. Mudar hum parallelipipedo em outro, que lhe seja
igual e rectangulo, ¢ que tenha igual altura e igual base.

Seja no parallelipipedo proposto A BED o angulo
HGF ndo maior que recto, e o diedro BFG E tambem
ndo obtuso. Tire-se o plano P GM perpendicular a GH,

-~ o qual serd encontrado pelas arestas parallelas a G H pro-
duzidas, e seja nos pontos P, M, I. Produza-se HG até
ser GO=GH, ¢ complete-se o parallelipipedo GP MO,
que seri igual ao proposto, ¢ terd a base PGON=EHGF,

por serem estas parallelogrammos de bases iguaes, e da

-
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mesma altura, que he a perpendicular entre as parallelas
EN, HO. Terd tambem o ultimo prisma a mesma altura
que o proposto, a qual he a perpendicular entre os plancs
parallelos ADK, EHN.

Se com o ultimo parallelipipedo G P MO se pratica o mes-
mo para a parte do diedro agudo MG OP, levantando o plano
G SR perpendicular a G P, e encontrado em R, S por I M,
NO produzidas, e continuando PG até ser GQ =GP,
serd &SR o parallelipipedo pedido, depois de completado.

Porque, sendo G R a interseccdo dos dois planos G P M,
SGR perpendiculares ao plano () G S, por passar este ul-
timo por GO perpendicular a GPM, e por G Q perpen-
dicular a SGR, sera GR perpendicular a GS e G Q. Mas
G Q he perpendizular a G S por construcciio ; logo siio per-
pendiculares entre si as arestas G, GR, GS, e o seu pa-
rallelipipedo he rectangulo, ¢ terd com o segundo, e por-
tanto com o proposto, iguaes o volume, a base, e a altura.

354. O prisma triangular he metade do parallelipipedo
que tem as mesmas tres arestas,

Porque, sendo parallelogrammos as faces do paralleli-
pipedo ABDE, serio DC, EF parallelas entre si, pois
que o sio a AB; logo as diagonaes DI, CF das faces
oppostas estio no plano destas parallelas, com o qual teem
cada huma dois pontos communs. Este plano DEFC di-
vide o parallelipipedo em dois prismas triangulares, e pro-
duzido divide tambem em dois prismas o parallelipipedo
TKMP. Ora sendo o plano P GM perpendicular a GO,
o prisma triangular 7 KM P he igual ao prisma triangular
GOPM, porque os triedros que os determinam admittem
sobreposicio, por serem reetos os angulos KIM, KIP,
bem como OGP, OGM, e PI M= MG P, e por serem
iguaes as arestas sobrepostas. Mas estes dois prismas iden-
ticos slo tambem iguaes, cada hum a cada hum, aos pri-
meiros ABDE, HDEG (§ 352), logo estes sio iguaes
entre si. Logo o prisma triangular A BDE he metade do
parallelipipedo A BDE, que tem as mesmas tres arestas
AB, AD, AL '
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355. Os prismas, que teem em direitura as arestas de
3 entre as bases, estlio entre si na razdo destas arestas.

Digo que os dois prismas A BCF, FGHI, que teem riz. 134,
as arestas d'entre as bases nas mesmas parallelas, estio
entre si na razio das arestas AF, FI.

Porque se estas forem commensuraveis, e A D a sua me-

dida commum, o prisma A BCF serd composto do prisma
ABCD tomado tantas vezes quantas AJF conlém A D;
¢ o prisma FGHI contém tambem o prisma ABCD
tantas vezes quantas FI contém A D. Estio pois os pris-
mas propostos na razio das arestas A F, FI em direitura.
O mesmo acontece se as arestas forem incommensuraveis
(§ 123).
. 356. Se bum parallelipipedo tiver hum triedro com as
mesmas partes de hum triedro d’outro parallelipipedo, es-
tardo os dois parallelipipedos na razio composta das razoes
das tres arestas de hum para as tres arestas do outro si-
milhantemente postas.

Em dois parallelipipedos, que teem entre si dois trie- piz. 135.
dros symetricos como ABCD, BEIH, podem sempre
fazer-se adjacentes as faces dos triedros, as quaes teem
angulos iguaes como G BF, HBI, e pir em direitura as
faces, em que estio angulos iguaes como CAB, IBE, e
tambem em direitura as faces DA B, HBE, por causa dos
diedros iguaes CABD, IBEH, ficando portanto A B, BE
em direitura tambem ; porque ainda que os triedros dados
sejio symetricos em ordem inversa, comtudo, como em cada
parallelipipedo cada triedro he symetrico em ordem in-
versa com o seu opposto e lem iguaes arestas, podemos
sempre trazer hum dos parallelipipedos @ posicdo repre-
sentada na figura. Serd

r parallelip. A BCD : parallelip. BEFG:: AB: BE,
parallelip. BE FG : parallelip. BEFII:: BG : BH,

parallelip. BE FH ; parallelip. BEIH::BF: B,
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por conseguinte
parallelip. A BCD : parallelip. BET H

LAB_ _AD_ AC {
"BESBHOSBI

357. Dimensdes do parallelipipedo, do prisma, e da
pyramide triangulares slio a sua altura, a altura da base,
¢ a base da base.

358. Dois parallelipipedos estlio na razio composta das
razoes das suas dimensoes.

Porque mudando os parallelipipedos dados em outros
reclangulos, e de bases e alturas iguaes &s dos primeiros
(§ 353), os ultimos, tendo as mesmas dimensdes que os
primeiros, e triedros identicos por serem trirectangulos,
estdo entre si na razlio composta das razdes das suas ares-
tas, as quaes sio tambem as dimensdes dos parallelipi-
pedos propostos,

3569. Se bum dos dois parallelipipedos for o cubo, o
outro serd igual ao cubo multiplicado pelo producto dos
razoes das suas dimensdes com o lado do cubo, isto he, o
parallelipipedo he igual ao producto das suas dimenses
avaliadas em numeros por meio do lado do cubo, que he
a unidade do producto.

360. A B significa o cubo construido sobre a recta A B.

—

A B significa que A B deve ser medida com a unidade li-
near u, e que o numero que resulta deve ser elevado & ter-
ceira potencia. Assim leremos

AB — AB <.

361. O parallelipipedo he igual ao producto da sua
base pela sua altura. Porque a base he o producto de duas
dimensdes do parallelipipedo. Assim, sendo P o volume do
parallelipipedo, B a sua base, A a sua altura, b a base da

?

i
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base B, e a a oltura de B, serh P=B>< A4, o que na
realidade quer dizer que

b a A
P=-><-}X—Xv.
Biiil W "

362. Hum prisma qualquer he tambem o producto de
huma das bases pela altura. Porque se o prisma he trian-
gular, entio tem a mesma altura do parallelipipedo com
as mesmas tres arestas; logo (§ 35%) elle e a sua base
siio metades respectivas do parallelipipedo e da sua base,
e a proposigio he verdadeira. Se o prisma nio he trian-
gular, pode comtudo ser dividido em prismas triangulares
de altura igual 4 do prisma dado, para os quaes a propo-
siclio he certa, e por conseguinte 0 he tambem para o prisma
reunido de todos esses prismas triangulares.

363. As pyramides que teem a mesma altura e as
bases iguaes sio iguaes.

As pyramides A BCD, abed tenhlio a mesma altura
DX, e iguaes as areas das bases BCD, bed que suppo-
nho situadas no mesmo plano. Digo que sio iguaes.

Se he possivel, seja a pyramide A BCD = abed. En-
tao pode separar-se por hum plano FG H parallelo 4 bases
a differenca FGHBCD das duas pyramides, ou ima-
gina-la,

Divida-se a altura DX em tantas partes iguaes nos
pontos I, K, L, quantas forem necessarias para que huma
DL seja menor que a altura da dita differenca. Por estes
pontos conduzdo-se planos parallelos ao plano das bases
das pyramides. As intersecgoes MNO,PQR,STU, mno,
pgr, stu destes planos com as pyramides sdo polygonos
respectivamente similhantes 4s suas bases. Completem-se 0
prismas URST, ROP Q, ODMN, urst, ropg, odmn.

A pyramide A4 BCD serd composta dos primeiros destes
prismas, e além disso de polyedros, tendo cada hum dos
ultimos, a altura DL, e preenchendo exactamente a re-
unifio das suas bases a area BCD ; e como esses polyedros

Fig. 136.
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sdo limitados superiormente pelo ponto A, e pelas arestas
ST, P, MN, sendo a pyramide A BCD triangular, e se
0 ndo for por maior numero d’arestas, que nio formio po-
lygono em cada polyedro, vi-se claramente que estes po-
lyedros ndio prismas, tomados juntos, sio menores que a
differenca supposta FGHBCD das duas pyramides. Logo
os prismas da pyramide ABCD juntos sio maiores que
os prismas da pyramide abed juntos tambem. Mas huns ¢
outros teem alturas iguaes, logo a somma das bases dos pri-
meiros he maior que a somma das bases dos segundos, isto he,

MNO+PQR~+ STU>mno—+pqr 4 stu.
Mas temos (§ 301)
STU:PQR:MNO:BCD:: XI :XK:XL XD

iistulpgrimno;bed;
logo

STU+PQR+MNO:BCD: :stu—~+pqr-+mno: bed.

Porém o primeiro antecedente he maior que o segundo,
como se acaba de demonstrar, logo B €D > bed ; absurdo.
Por consequencia as duas pyramides nio teem differenca.

36%. As proporcies antecedentes mostrdo que nas py-
ramides, que teem alturas e bases iguaes, as seccies pa-
rallelas ds hases e equidistantes dos vertices sio iguaes.

365. O prisma triangular he metade do producto de
huma das faces ndio bases, e da perpendicular tirada da
aresla opposta sobre essa face, como haviamos affirmado
no § 348,

Porque este prisma he metade do parallelipipedo, que
se péde completar com hum triedro e as suas arestas, que
sahem de hum dos vertices daquella face, a qual se pode
considerar como base do parallelipipedo, e a aresta opposta
estard na outra base.
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k 366. Segue-se do paragrapho precedente e do § 362,
que o prisma triangular he o producto de huma das faces
pela perpendicular tirada sobre ella de hum vertice opposto,
quando este vertice estd em huma face opposta; e a me-
tade desse producto, quando esti em huma aresta opposta.

367. O prisma triangular he composto de tres tetrac-
dros iguaes.

Seja ABCDEF o prisma. Por hum vertice qualquer C, Fie. 133
e pela aresta opposta ED da base opposta tire-se hum
plano. Pelo mesmo ponto €, e por huma BD das dia-
gonaes da face opposta tire-se ontro plano. Digo que os
tres tetraedros CABD, CEBD, CDEF que compiem o
prisma sio iguaes. Porque o tetraedro CABD=CEBD,
por serem as suas bases A BD, EBD metades do paral-
lelogrammo A BE D, e a sua allura commum a perpendi-
cular abaixada de € sobre o plano deste parallelogrammo.
O tetraedro €A BD = CDEF, porque teem por bases as
bases ABC, DEF do prisma, e por altura a perpendi-
cular entre ellas ou entre os seus planos.

368. O tetraedro he a terca parte do producto da base
pela altura,

Por ser, como CDEF, a terca parte do prisma que se
pode completar com o triedro FCDE da hase, e com as
arestas FC, FD, FE.

369, Qualquer pyramide he a terca parte do producto
da base pela altura.

Porque pide ser dividida em tetraedros por planos ti-
rados pelo vertice e pelas diagonaes da base.

370. O tetraedro he composto de dois tetraedros iden -
ticos (27), e de dois prismas iguaes (2p).

Seja ABCD (T) o tetraedro, ABC (b) a base, e a a piz. 135
altura do tetraedro.

’ Divida-se cada huma das arestas em duas partes iguaes
| nos pontos E, F, G, H, I, L, e tirem-se por estes pontos
as rectas tracadas na figura.
Serio HL, FG parallelas a A B, e portanto parallelas
entre si. O plano destas parallelas com os dois EFH,
I K
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HIL dividem o tetraedro nas quatro partes do enun-

ciado.

Os tetraedros BEFH, HIL D teem as arestas corres-
pondentemente iguaes, e similhantemente postas, e por con-
seguinte iguaes todos os angulos das faces, e os triedros;
logo admittem sobreposicao, ou sdio identicos. O polyedro

CFGI HL he hum prisma triangular, cuja hase CFG =2
ea nltura-_:g, logo o seu volume he=.a—8 . O polyedro
AEFGHEL he outro prisma triangular, cujas bases sio
AGL, EFH, e cujo volume he

1 a i i a ab
QXEFGAXEH—EXEEFXE———?.

Logo estes dois prismas sdio iguaes, e!portanto
1
= ‘i- a b 4= 2 T'.

371. Dividindo do mesmo modo 7’ em dois tetraedros
(27", e em dois prismas (2p’), a base de p’ serd = %b,

¢ a altura = a; por conseguinte

b 7 g
1'=2(5-+1");

logo
.._.1 _l_ -,
I=gab+ Zad-++4T7;

e, dividindo 7" da mesma férma, sera

' i 1 &
Tﬁa—_-?(Fﬁ}(Ed-—I—-le.

J

. -



|

r'
B

DOS POLYEDROS QUE CIRCUMSCREVEM ESPACO. 139

logo
1 1 Bardfai% .
T=1ab—|—;;ab—i—§ab—!- sTre

¢ assim por diante, isto he, sera (Arith. Univ. § 330)

O que prova a proposicho do § 368 sem dependencia da
do § 363.

372. Prisma truncado ou tronco do prisma he huma
das duas partes em que o prisma fica dividido por hum
plano, que nio seja parallelo 4s bases nem as cdrte.

373. O prisma triangular truncado he composto de tres
pyramides, que teem todas por base a mesma base do
tronco, sendo a altura de cada huma a perpendicular abai-
xada sobre a base de cada hum dos tres vertices oppostos.

No pentaedro ABCDEF nio seja ABC parallelo a Fic. 137,

EDF, mas sejio A D, BE, CF parallelas entre si. Este
pentaedro serd hum tronco de qualquer dos prismas que
se podem completar com o triedro FCDE, sendo as arestas
FD, FE determinadas, mas a terceira de grandeza ar-
bitraria ndio menor que cada huma das arestas parallelas.

Este prisma truncado he composto de tres tetraedros
CDEF, CABD, CBDE. O primeiro ja tem por base DEF,
e por altura a perpendicular abaixada do ponto € sobre
o seu plano. O segundo CA B D, considerando A€ D como a
sua base, he igual a outro tetraedro que tivesse esta mesma
base e o vertice E, porque teria igual altura, sendo BE
parallela a ACD. Este ultimo tetraedro que tem os ver-
tices 4, €, D, E, considerando A E D como base, he igual
a outro tetraedro, cujos vertices sio 4, D, E, F, por terem
commum a base A ED, e os verlices F, € na recta F(C
parallela ao plano 4 DE; logo o segundo tetraedro CA BD
he igual a outro, que tem por base DEF, e por altura a
perpendicular abaixada do vertice 4 sobre o seu plano.

*
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0 terceiro tetraedro CBDE, considerando nelle B DE como
base, he igual ao tetraedro que tem a mesma base e o
vertice F, por ser C'F parallela ao plano BDE, logo he
igual a hum tetraedro, cujos vertices sio B, D, E, F ou
cuja base he DEF, ¢ a altura a perpendicular abaixada
de B sobre o plano DEF.

37%. Pyramide truncada he o resto de huma pyramide
depois de se Ihe separar outra por hum plano parallelo 4 base.

375. O tetraedro truncado he composto de tres tetrae-
dros, que teem todos por altura a altura do tronco, e por
bases respectivas a base inferior do tronco, a superior, e
huma meia proporcional entre as duas.

Sejio ABCDEF o tronco, ¢ ABC, DEF as suas ba-
ses, que serdo parallelas e similhantes,

Tirem-se os planos CED, CBD, a recta €G parallela
a BE, e tire-se tambem D (.

O tetraedro truncado proposto compde-se dos tres te-
traedros CDEF, CABD, CEBD. O primeiro tem por
base DE F que he a base inferior do tronco, e por altura
a perpendicular abaixada de €, a qual he a0 mesmo tempo
a altura do tronco, por estar € na base superior. O segundo
tetraedro €A BD, considerando nelle A BC como base,
tem por base a base superior do tronco, e por altura a
perpendicular tirada do seu vertice I para esta base, a
qual he tambem altura do tronco. O terceiro tetraedro
CEBD, considerando-lhe a base BDE, he igual ao te-
traedro GEBD, porque os vertices €, G estio em CG
parallela a BE e por conseguinte ao plano BDE. Logo
este Lerceiro tetraedro equivale a outro, cuja base he DEG,
e cuja altura he a perpendicular abaixada de B sobre o
plano desta base, a qual he tambem altura do tetraedro
truncado. Resta s6 mostrar que a area DEG he meia pro-
porcional entre as areas A BC, DEF.

Os triangulos DE F, DEG, que teem o vertice ) com-
mum, e as bases EF, EG sobre a mesma recta, dio

area DEF :area DEG::EF: EG.

|

Co
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BC, EG sendo parallelas por hypothese, e BE, CG
; por construecdo, segue-se que he E & =BC.

Os angulos A BC, D E(, sendo iguaes, por serem si-
milhantes as bases do tronco, segue-se que as perpendi-
culares abaixadas de € sobre A B, e de & sobre E D sio
iguaes. Logo

arca DEG :area ABC:;ED ; BA.
Pela similhanca das bases do tronco he

EF:BC (ou EG)::ED: BA;
logo

area DEF * arca DEG :area DEG ; area ABC.

—

376. O mesmo tem logar em qualquer pyramide trun-
cada.

Porque pondo a pyramide, e hum tetraedro de base
igual e da mesma altura, sobre hum plano, e fazendo
nestes dois polyedros duas secgdes em cada hum por dois
b planos parallelos 4s bases, huma das secges para deter-
{ minar cada hum dos troncos, e a outra para determinar

no tetraedro a seccdo media proporcional ; serd a base
superior do tronco do tetraedro igual 4 base superior do
tronco da pyramide, a altura de hum tronco igual & do
outro, hum dos troncos igual ao outro, a seccdo media de
hum igual & seccio media do outro, sendo por hypothese
iguaes as bases inferiores dos dois troncos.

377. Dois tetraedros similhantes sio aquelles cujos ver-
L tices estio situados de maneira que todos os diedros de

hum sejio iguaes a todos os diedros do outro, cada hum
a cada hum, e pela mesma ordem.
378. Dois tetraedros, que teem dois triedros identicos,
cada hum a cada hum, e similhantemente dispostos, sio
similhantes.
Nos tetraedros A BCD, E FG H seja o triedro A BCD ric. 140,

.
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identico com o triedro EFGH, e o triedro BACD com |
o triedro FEGH, e situados da mesma forma. Digo |
que os outros dois triedros de hum sio identicos com os |
outros dois triedros do segundo, cada hum com cada hum,

e similhantemente postos, isto he, todos os diedros de hum

siio iguacs aos diedros do outro e similhantemente postos,

assim como todos os angulos.

Porque o diedro DCAB=HGEF, e odiedro ACBD
== EGFH por hypothese, e o angulo ACB= EG F, por-
que pertencem aos triangulos A BC, EFG cujos angulos
sdo iguaes pela hypothese dos triedros identicos, segue-se
que o triedro CA BD he identico com G EFH. O triedro
DABC he identico com o triedro H EFG, porque teem
entre si os diedros iguaes, por pertencerem estes aos ou-
tros triedros identicos.

379. Os tetraedos seriio identicos por sobreposicdo, se
além de serem similhantes, tiverem tambem huma aresta
igual, e similhantemente disposta.

380. Seriio pois similbantes dois tetraedros em todos
08 casos em que cinco partes de hum delles sio corre-
spondentemente iguaes a cinco do outro, similhantemente

tas, e proprias para delerminar dois triedros em cada
hum dos tetraedros, a saber, tres partes que determinem |
hum triedro em cada tetraedro, por exemplo, os triedros
ABCD, EFGH, e outras duas partes que com os diedros
CABD, G EF H sejio aptas para a determinagio dos trie-
dros BACD, FEGH.

381. Com dados superfluos slio similhantes os tetrae-
dros, quando se diio tres faces similhantes e similhante- '
mente postas em cada tetraedro, e com os dados sufficien-
tes, quando somente duas faces de hum tetraedro sio si-
milhantes, e similhantemente dispostas em relagio a duas
do outro, sendo tambem iguaes os diedros comprehendidos 2
por essas faces.

382. A similhanca destas faces pode ser o resultade
da proporcionalidade das arestas, o que augmenta ainda os
casos de similhanca dos tetraedros.

.
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383. Dois tetraedros similhantes estdo na razio tripli-
cada composta das arestas adjacentes a triedros identicos
correspondentes.

Os tetraedos A BCD, EFGH estio como os prismas
triangulares formados com os triedros identicos 4 BCD,
EFGH, e com as suas arestas, dos quaes prismas os te-
traedos sdo cada hum a terca parte; e estes prismas estdo
como os parallelipipedos formados com os mesmos triedros
e arestas, dos quaes siio metades ; e os parallelipipedos estdio
na raziio composta das razoes das arestas de hum dos ditos
triedros para as arestas do outro similhantemente postas.
Logo

AB__AC__AD
tetraed, ABCD : tetraed. EFGH ; ; -ﬁ,:xi 56

"E}‘[ .
. Mas pela similhanca das faces temos
| AC AB  AD 4B
B¢ EF' ° EHT EF
logo, substituindo estes valores, teremos . .
tetracd. ABOD: tetraed. EFGH: 1= : 1.
EF

384%. Polyedros similhantes sio aquelles que, tendo o
| mesmo numero de faces, sio compostos de tetraedros si-
milhantes, e dispostos da mesma maneira.

385. Prova-se, imitando o que se fez no § 147, que
os polyedros similhantes estio na razlio triplicada com-
posta das arestas adjacentes a vertices similhantemente

1 4 postos.
386. O tetraedro tem por centro de vertices o ponto
commum a tres planos perpendiculares a tres arcstas de
hum dos seus triedros, e tirados pelo meio dellas.

Sejio E, I, G o0s meios das tres arestas do triedro Fis. 141.

J

.
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ABCD no tetraedro ABCD. Sejio HEL, IFL, KGL
tres planos perpendiculares respectivamente s mesmas tres
arestas AB, AC, AD.

Os tres planos concorrem em algum ponto L (§ 332).
Este ponto L he centro dos extremos de A B, porque esta
em hum plano perpendicular a esta recta no seu meio, logo
L A=L B. Por igual razio he LA=LC(, e LA=LD,
1sto he, quatro pontos, que nio estio no mesmo plano, teem
centro.

387. A perpendicular abaixada de hum vertice do te-
traedro sobre o plano da face opposta cahe dentro della,
quando as outras faces fazem com esta diedros todos agudos.

Sejio A BCD o tetraedro, A o vertice, e BCD a face
opposta. De A tire-se A F perpendicular a BC; de F le-
vante-se no plano BCD a perpendicular FG a BC. Sera
B € perpendicular ao plano A FG ; logo tambem os pla-
nos AFG, BCD sio perpendiculares entre si. O angulo
A FG he agudo, por ser a medida do diedro formado pela
face A BC com a proposta, e agudo por hypothese. Tire-se
AG perpendicular a F(, a qual cahirg dentro do angulo
A FG, e portanto dentro do diedro A BCD. Mas AG he
perpendicular a BCD, por estar em hum plano que lhe
he perpendicular, e por ella mesmo o ser & intersecciio dos
dois, por construcclio; da mesma forma AG estd dentro
dos outros dois diedros A BD €, ACDB:; logo esta na parte
commum aos tres diedros, isto he, dentro do tetraedro.

388. O tetraedro tem por centro de faces o ponto de
concurso de tres planos, que dividem ao meio cada hum
dos tres diedros, aos quaes huma face do tetraedro he com-
mum; e os cathetos estio todos no tetraedro.

Os planos BCE, CDE, BDE dividio ao meio, e res-
pectivamente os diedros ABCD, ACDB, ABDC, os
quaes teem commum a face BCD do tetraedro A BCD.
Qualquer destes planos niio pode encontrar a face opposta
sem que primeiro corle dentro do tetraedro os outros dois
planos, e a sua interseccdo ; seja K a intersecgio commum dos
tres planos. Este ponto E, pois que esti no plano BCE, he

|

|

.
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centro das faces A BC, BCD (§ 321), e centro das faces
ACD, BCD, porque esti no plano EDC; e por analoga
raziio he centro das faces A BD, BCD; logo as perpen-
diculares abaixadas de E sobre as {aces A BC, ACD, A BD
sio iguaes cada huma 4 perpendicular abaixada do mesmo
ponto sobre a face BCD, isto he, E he o centro das faces
do tetraedro.

O catheto da face BCD cahe dentro do tetraedro pro-
posto, porque E BCD he outro tetraedro que tem agudos
os diedros feitos com BC D (§ 387) os quaes sio metades
dos diedros que teem as mesmas arestas no tetraedro pro-
posto, logo esta perpendicular abaixada de E cahe dentro
do tetraedro EBCD, e logo dentro do proposto. Ora este
centro E de todas as faces, que esti necessariamente nos
tres planos BCE, C DE, BDE, pide comtudo ser achado
por iguaes divisdes d'outros diedros das outras faces, e
entio tambem nos outros tetraedros, como' B CD, os ca-
thetos cahem dentro delles, ou do proposto.

389. Cada hum dos seis planos, que passio pelo centro
das faces do tetraedro, e por cada huma das arestas, divide
o diedro respectivo em duas partes iguaes.

390. Qualquer pyramide recta, cuja base tem centro
de lados, tem centro de faces sobre o eixo.

Na base BCDE da pyramide A BCDE seja F o centro ¥ 144
dos lados, e F @, perpendicular a BC, hum dos apothemas,
e seja o eixo A F perpendicular sobre a base.

Corle-se o diedro A BCD em partes iguaes pelo plano
BCH que encontre o eixo em H. Tirem-se AG, e HI
perpendicular a AG. Os planos A F G, BCD sio perpen-
diculares entre si, porque no primeiro he A F perpendi-
cular ao segundo, por hypothese; BC, por construccio, he
perpendicular & sua intersecgio G F, logo B C he perpen-
dicular ao primeiro A FG, ¢ a AG.

Sendo BC perpendiciflar ao plano 4 F G, e achando-se
na face A BC, serd esta face perpendicular a AFG. HI
he perpendicular & interseccio A destes dois planos, logo
he perpendicular & face A BC. H he hum ponto do plano

8
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BCH que divide ao meio o diedro A B €D, logo as duas
perpendiculares HF, H1 sobre as suas faces sdo iguaes.

AG, sendo perpendicular a BC, como se acaba de de-
monstrar, he a altura da face 4 BC, e sendo hypothenusa
do triangulo 4 F(z, cujos outros lados sio sempre os mes-
mos, a saber, o eixo e o apothema da base, seguese que
todas as alturas das faces lateraes siio iguaes.

Os triangulos A FG, A1 H, rectangulos em F, I, teem
o angulo AG commum, logo sio similhantes, e dio

AG:GF::AH: HI,
on
AG:GF::AF—HI: HI,
ou

AG+4-GF.GF::AF: HI,

propor¢dio, na qual os tres primeiros termos siio sempre os
mesmos, e por conseguinte tambem o quarto; logo todas
as perpendiculares és faces tiradas de H sdo iguaes, cada
huma a I F, e logo o ponto H do eixo he centro das faces
da pyramide proposta.

391. No tetraedro equilatero o apothema dos lados da

5. base he o terco da altura desta, e o catheto das faces he

a quarta parte da altura do tetraedro.

O centro F dos lados do triangulo equilatero BC D est4
nas duas rectas BL, D G, que dividem ao meio dois an-
gulos B, D. Estas rectas dividem o triangulo em dois
identicos, ou he cada huma perpendicular ao lado opposto,
que ellas dividlem em partes iguaes, ou he cada huma a
altura do triangulo. Tire-se G L que seri parallela a BD,
e sua metade, por serem &, L os meios de BC, DC.
Os triangulos BDF, GLF sio pois similhantes, logo GF

1
=§DF, ou ‘ {
GF — GD = : AG,
por hypothese,
O ponto F he tambem centro dos verlices B, C, D,

.
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porque os triangulos FBC, FCD, FBD sio identicos em
razio da igualdade dos lados do triangulo BCD e dos seus
semi-angulos, isto he, temos FB—=FC=FD.

Em consequencia desta igualdade, da igualdade das
arestas do tetraedro actual ABCD, e de ser A F com-
mum aos triangulos A FB, A FC, A F D, estes serfio iden-
ticos, por conseguinte iguaes os angulos em F, logo rectos,
portanto o eixo A F perpendicular & base, isto he, o te-
traedro recto. Teremos pois pela ultima proporcio em que
he agora AG=3GF

AGF.GF::AF: HI (ou HF),

donde se conclue
1
HF— i AF.

392. O parallelipipedo rectangulo tem’ centro de ver-
tices, que he o ponto commum a tres planos perpendi-
culares a tres arestas, que tomadas duas a duas nio sfio

rallelas, e tirados pelo meio de cada huma.

Seja ABDE o parallelipipedo rectangulo, e I o ponto iz 14

commum aos tres planos perpendiculares is tres arestas
AB, AD, AE nos seus meios K, L, M.

Porque o plano que passa por K he perpendicular a
todas as arestas parallelas a A B, e as divide em partes
iguaes, teremos JA=IB, IC=ID, IE=IF, IG=IH.
Por igual razio, a respeito do plano que passa por L, te-
remos I B=1IC, I F=1G. Relativamente ao plano que
passa por M, teremos ID=IH. Logo IA=IB=IC
=ID=IH=1G=1F=1IE, ou he I centro de to-
dos os vertices.

393. No polyedro convexo a somma do numero § dos
angulos solidos, ¢ do numero F das faces he igual ao nu-
mero A das arestas mais dois, isto he,

S4+F=4-+2
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Primeiramente, seja o polyedro huma pyramide, e [ o
numero dos lados da sua base; he claro que teremos as
equacdes seguinles

S=Il+41, F=I1+4-1, A=21;
logo

S+F=A42.

Agora podemos imaginar hum polyedro qualquer como
o aggregado de tantas pyramides quantas faces elle tem,
as quaes tenham todas hum verlice commum no interior
do polyedro, e cada huma das faces deste por base de cada :
huma, Ora, quando se unem duas destas pyramides pela }
face commum, se as outras faces lateraes niio estio em
direilura, entdio o polyedro composto destas duas pyrami-
des terd de menos tres angulos solidos que se confundem
nos outros tres, e tres arestas pela mesma razio, e as duas
faces que reunindo-se em huma desapparecem; de ma-
neira que sendo S, ', S” os numeros respectivos dos an-
gulos solidos das duas pyramides e do sea composto, e
similhantemente F, F', F" os numeros das faces destes
tres polyedros, e A, A, A" os numeros das suas arestas,
serd

§'=8+4+8—38; F'=F+F —2; A'"=A+4'—3.
Mas nas duas pyramides componentes temos

S+F=A+2; S+F =A4+2;

logo
S+8§4+F4+F =44+ A4+35,
isto he
B
(S+8'—3)+ (F+F—2)=(4+4'—3)+ 4—2, '

donde resulta
Srr+Fi{=AH_|_ 2.

r
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Se na reunido, das duas pyramides ficio em direitura
duas faces lateraes, ou, o que he o mesmo, se se reduzem
a huma s6, entio F ficard diminuido de huma unidade,
mas neste caso tambem se perde a aresta que deveria
separa-las, e A" fica tambem com huma unidade de me-
nos, de maneira que a ultima equaclio subsiste ainda, e
o polyedro composto das duas pyramides verifica o theo-
rema.

Se a este ultimo composto se reune outra das pyrami-
des, em que o polyedro proposto se dividio, pela face com-
mum, desapparecem da mesma forma tres angulos solidos,
duas faces, e tres arestas, de sorte que sendo agora S, F, A
as denominacies respeclivas ao primeiro composto bina-
rio, §', F', A' as relativas 4 terceira pyramide, e §", F ol
a este novo composto ternario, serd ainda

S+F=A4+42,
S+F=A4+42,
S+ S8 4 F+F=A-+A'+4,
(S+8'—3)4(F+F —2)=(4+A4'"—3)+4—2;

1%0 Y I
'+ F'=A"+2,

¢ a proposicio he ainda verdadeira, e assim por diante.
Quando ao reunir de huma nova pyramide a hum destes
compostos, em huma face commum, ou o que he o mesmo
r duas faces identicas, se faz a0 mesmo tempo a reunido
d’outras duas faces contiguas, entdo desapparecem quatro
mngulos solidos, porque se confundem com outros quatro,
desapparecem as quatro faces da reunido, por ficarem no
interior do composto; e tambem seis arestas, quatro porque
se confundem com outras quatro, e duas por ficarem dentro
do composto; de maneira que sendo sempre S, F, 4 as
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denominagdes no composto antecedentey S', F', 4’ as da
ultima pyramide ajuntada, e 8", F', A" as do composto
actual, teremos por quarta equaglio

(S+S'— &)+ (F+F —4)=(4+A4'—6) 42,

ou
S"—E—F”=1f”+2-

Quando tres faces contiguas de huma nova pyramide se
confundem, em sua reunido ao composto de pyramides,
com outras tres deste composto, perdem-se entio cinco
angulos solidos, que se reunem a outros cinco; perdem-se
seis faces, que ficio no composto; e move arestas, cinco
que se confundem com outras cinco, e quatro que ficdo
no composto: por isso temos entio

(§+ 8 —8) ~+ (F+F —6)= (4 +4'—9)4-2,

isto he
S""+F’ =A4"4 9.

E assim por diante, de maneira que, sendo 2m o nu-
mero de faces continuas reunidas e perdidas, o numero de
angulos solidos perdidos sera m -2, e o numero das ares-
tas perdidas sert 3m. Logo teremos

(S4-8"—m—2) 4 (F+-F'—2m) = (4+4A'—3m)+2,

on
S F'=A"+2.

Finalmente, a ultima pyramide fica reunida ao ultimo
composto por todas as suas n faces lateraes triangulares,
e forma o polyedro proposto. Mas perdem-se n— 2 an-
gulos solidos, porque se perdem tambem os do vertice,
que ficio dentro do polyedro; perdem-se 2n faces; e 3n
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arestas; 2n dentro do polyedro, e n que se confundem na
superficie ; logo

(§+-8'—n—2)—+ (F4+F —2n)=(A+-A4'—3n)+2,
por conseguinte he sempre
i 5"+ F'=A"+2.

39%. Sendo a;, ag, ay, elc. os numeros respectivos das
faces triangulares, quadrangulares, pentagonaes, elc. de
hum polyedro, temos

F=—as; -+ ay+as-+ag—t+elc. ..... (A).

O numero d'angulos das faces, ou dos seus lados, quando
ellas estivessem separadas, seria 3a;—+-%a;-+bas—+6as
—-ete. Mas o numero d’arestas ou de diedros do polyedro
he metade deste numero de lados, logo

,4=é(3a,+‘i-a.+5a=+ﬁas+elc-) ----- (B).

Sendo s, S5, S5, Se, €tc. 08 numeros respectivos dos
angulos triedros, tetraedros, pentaedros, hexaedros, et
de hum polyedro, he tambem 3s5 - %54+ 585 + 636
—ele. o numero dos seus angulos; logo

Combinando as equacdes (A), (B) com a equacdio do theo-

rema precedente

T

S+F=A4A+2, ..... (D)
resulta

+ ?S=a3+2a.+3a5-}—-iau—|—eic.+4~ ..... (E;'

E

335+ k554 Bss+6s+-ete.=3as;+4a,+Ba,+6ag+ete. .....
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395. Conclue-se das equacdes (B), (E), que ndo havendo
faces triangulares, ou sendo o numero dellas << 8, o nu-
mero das arestas he menor que o ddbro do numero dos
angulos solidos.

396. No angulo polyedro convexo, cujos angulos con-
serviio 08 mesmos valores, nio péde hum diedro mudar de
valor sem que outros tres pelo menos mudem tambem.

He necessario que o angulo polyedro tenha mais de tres
faces, porque o triedro, cujos tres angulos slio invariaveis,
tem os diedros determinados, ou invariaveis tambem.

Seja pois ABCDEFG o angulo polyedro convexo pre-

to.

Seja CABG hum diedro que augmente ou diminua;
entlio os angu]nﬁ que o comprehendem sendo constantes,
o terceiro angulo CAG do triedro A BCG augmentara
tambem ou diminuird. Mas se qualquer dos outros diedros
pdio varia, o triedro AC DE, por exemplo, serd constante,
e logo constante o angulo diagonal CAE, ¢ o diedro
CAED; e tirando este diedro do diedro DAEF, sera
determinado o diedro €A EF, logo constante o triedro
ACEF, e por consequencia o angulo diagonal CAF; e
proseguindo deste modo, se concluird que CAG he con-
stante: absurdo. Nem se diga que CAG pode ficar con-
stante, apezar da mudanca do diedro €A B G, porque isto
s6 aconteceria quando este diedro de saliente passasse para
reintrante, caso excluido por hypothese, por se haver sup-
posto convexo o polyedro.

He pois necessario que varie algum outro diedro do an-
gulo polyedro ACDE FG; e niio basta que seja s6 o diedro
immediato BACD, porque se os outros ficio invariaveis,
tudo entlio seréd constante no angulo polyedro ADEFG.
O angulo GAD sendo constante, bem como €A D, esses
angulos e a differenca G A DC dos dois diedros constantes
CADE, G ADE larido constante o triedro ACD G, e logo
G AC constante: absurdo.

Seja pois DA EF outro diedro variavel além do diedre
CA B G. Conceha-se agora o angulo polyedro proposto di-




DOS POLYEDROS QUE CIRCUMSCREVEM ESPACO. 153

vidido em dois A BCDE, A BGFE por hum plano BA E
tirado pelas arestas dos dois diedros variaveis. He claro ja,
que se qualquer dos diedros BACD, CA DE nio varia no
angulo polyedro A BCDE, tudo nelle serd constante, e o
mesmo acontecerd no angulo polyedro A B G F E, se os die-
dros BAGF, GAFE forem constantes. Por conseguinte
o diedro CA B, que se compie de dois CABE, GABE
constantes, seria lambem constante: absurdo.

Logo he preciso que hum terceiro diedro varie, e seja
CADE somente, se for possivel. Serd constante o angulo
polyedro A B €D, mesmo quando fosse mais que triedro, e
tambem constante BA D ; e serd variavel o diedro BA DE,
e logo tambem variavel o angulo BA E, o que nio péde
ser se o angulo polyedro A BGF E for constante. Por con-
sequencia he preciso que varie hum quarto diedro, ou no
angulo polyedro A BC DE, e que faga B A E conslante, ou
no angulo polyedro A BGFE, e que o faca variavel.. As-
sim, variando hum angulo solido cujos angulos sio con-
stantes, varido, pelo menos, quatro dos seus diedros.

397. Com as mesmas faces e dispostas da mesma forma
ndo se podem formar dois polyedros convexos differentes.

Para que com as hypotheses do enunciado se podessem
construir polyedros diversos, seria necessario que os die-
dros, e por consequencia os angulos solidos, ndo fossem todos
constantes.

Seja pois, se he possivel, s o numero d’angulos solidos
variaveis, s o numero dos constantes, d o numero dos die-
dros variaveis, e d' o numero dos constantes.

1.° Nao havendo faces triangulares; nem angulos solidos
triedros. E

Serd (§ 396) d=2s, por ser cada diedro commum a

dois angulos solidos. Serd tambem d =24, por nio ha-
ver triedros, e por consequencia niio serem menos de quatro
os diedros constantes em cada hum dos s' angulos solidos
constantes ; logo
d+d =2 (s+4)
T
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Mas d +d'=A, numero das arestas do polyedro em
questiio,

b 7
=2a.+§a,+3a¢-—|—§a,+ﬂc.

Tambem s+ s'==5, numero dos angulos solidos, logo
2(s+§)=285=2a,+ a5+ 4as+ Sa; + ete. -+ 4,

logo
5 7
24,4385+ 3a.;-!-éﬂ,+elc.iﬂm—}—3d3+ia3—|—5a,—]—uh'.—i- i

absurdo. Logo o polyedro he invariavel neste primeiro caso.
2.° Tendo o polyedro faces triangulares, mas nio an-
gulos solidos triedros.
¥ig. 148, Sobre cada huma A B € das faces triangulares construa-se
hum heptaedro A B CDE F GHI, que nio tenha outra face
triangular além da mesma face 4 B € do polyedro proposto,
a qual ficard dentro do novo polyedro composto, o que se
obtem da maneira seguinte:

Pelas arestas AB, BC, AC, e pelo vertice B lirem-se
0s quatro planos A DEB, BCGF, ACGHD, BEIF, que
fagdo com a base A B C diedros tdo agudos, quanto he pre-
ciso para que o novo polyedro seja ainda convexo. Antes que
dois oppostos destes quatro planos se encontrem, tirem-se
pelas rectas DE, FG situadas nelles dois planos diversos
DEIH, FGHI, que se encontrem em HI, e terminem
nos outros dois planos BEI F, A DH G C. Cada hum destes
heptaedros tem s6 (riangular a face A BC; as outras faces
sio cinco quadrilateros, ¢ hum pentagono.

Estes heptaedros sio invariaveis, porque a sua configu-
ragio depende s6 dos triangulos sobre os quaes siio con-
struidos, e esses niio variio por hypothese.

Isto posto, e conservando as denominagdes do primeiro
caso, o novo polyedro, sendo az o numero das faces trian-

Tl
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gulares do proposto, tem mais do que este 11 a5 arestas,
ou diedros, 6 a; angulos solidos, 5 a; quadrilateros, a; pen-
tagonos. Assim teremos

d=2s,
d =24,
{la;=2«6a; — a;;

logo, ajuntando estas expressdes, serd

d+d 41145 =2 (s+ ¢ + 6a;) —as,

expressio em que o primeiro membro he o numero das
arestas ou dos diedros do polyedro augmentado, e s -5’

| —+6a; o numero dos seus angulos solidos. Assim te-
remos

?a‘+;au+3ag+ctc.+i la-z 2(ay+5az)+3(ag+as)+4ag-tete.+ i —as:

absurdo. Logo o polyedro he ainda invariavel neste caso.

3.° Tendo o polyedro angulos solidos triedros.

Separe-se do polyedro huma pyramide triangular for-
mada pelas tres arestas de hum triedro, e que sera inva-
riavel. Se no polyedro restante, que tem hum angulo solido
menos do que o proposto, houver ainda a'gum triedro, se-
pare=se ainda similhantemente outra pyramide triangular:
continuando assim, chegaremos finalmente ou a hum po-
lyedro sem (riedros, e por conseguinte invariavel, ou a hum
polyedro s6 com quatro angulos solidos, isto he, a hum te-
traedro, igualmente invariavel: logo tambem he invariavel
o polyedro proposto.

398. Todo o angulo solido convexo tem hum angulo
solido supplementario, que se construe do mesmo modo
que o do triedro.

-
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399. No polygone rectilineo convexo nio pode hum an-
gulo mudar quando os lados sdo constantes, sem que ao
mesmo tempo mudem pelo menos tres angulos mais. Pro-
va=se isto imitando o que se fez no § 396.

400. Com as mesmas areslas e os mesmos diedros, dis-
postos pela mesma ordem, ndo se podem formar dois po-
lyedros diversos e convexos.

Porque para isso ser possivel, seria necessario que os
angulos das faces mudassem (§ 397). Ora hum angulo niio
péde mudar sem que outros tres variem tambem no mesmo
angulo solido, como se péde provar por meio do seu sup-
plementario, e da proposicio § 396. Seja pois, se he pos-
sivel, s o numero de angulos solidos variaveis, s' o numero
dos constantes, a o numero dos angulos variaveis, e a' o
dos constantes,

1.° Nio havendo faces triangulares, nem angulos so-
lidos triedros.

Seri a="4s, e = ks’ logo

a+a'§f‘_&-(s—|—s’).
Mas
a-+a=%a,+5a;-+6a;+7 ay + ele.
Tambem s -+ s' =2, numero dos angulos solidos, logo
b(s+s)="4ay+ 6a;+8as+-10a; + etc. 4+ 8:

logo

Yay+Sa; 4+ 6ag—+Ta;4-ele. zin,. ~+6a;+8a;-+-10a; +-ete. 48

absurdo. Logo o polyedro he invariavel neste primeiro caso.
2.° Tendo o polyedro faces triangulares, mas nlo an-
gulos solidos triedros.
Construa-se sobre cada huma hum heptaedro, como na
proposiclo do § 397. Estes heptaedros sio agora inva-




pOS POLYEDROS QUE CIRCUMSCREVEM ESPACO. 157

riaveis, porque sio construidos sobre triangulos invariaveis,
pois que nlio muddo os tres lados de cada hum delles por
hypothese.

Similhantemente teremos

aéis; u"-__>_.-i-s'.' 2a;=~4+6a;—2a;;
logo, juntando estas expressdes, serf
a—+d—+ ﬂa;iﬁ-(s—l—s'rl—- 6 a;) —2a;.

O primeiro membro he o numero dos angulos do po-
lyedro augmentado, e s - s+ 6as o numero dos seus
angulos solidos.

Assim teremos,

-}a;+ 5a3+ﬁa¢+etc.+22ua;_?,ai[:a¢+5a;‘]+ﬁ[a,+a;}+8au+etc.+8—'2a;:

absurdo. Logo o polyedro he ainda invariavel neste caso.
3.° Tendo o polyedro angulos solidos triedros, prati-
que-se como na proposicdo do § 397.

401. No polyedro convexo com as faces regulares, e os
angulos solidos todos symetricos, qualquer destes e o seu
immediato teem os angulos das faces em ordem inversa,
quando as duas ordens direcla e inversa existem.

Os angulos solidos adBCa, aDEFa, que teem a Fig. 149.
aresta aa commum, teem iguaes os angulos a, a da face
regular commum, ¢ lambem iguaes d, d pela mesma razio;
porém a, d seguem-se em huma ordem n’hum dos an-
gulos solidos, e em outra ou em sentido opposto no outro.

402. Nos polyedros desla especie, sendo as faces poly-
gonos regulares ndo todos do mesmo genero, se 0s angulos
planos dos angulos solidos forem todos desiguaes em cada
hum, ndo poderd existir face alguma que tenha hum nu-
mero impar de lados.

Por quanto, se isto fosse possivel, passando de hum
primeiro angulo solido, dos que teem por verlices os desta
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face, para o segundo, a ordem directa dos seus angulos
planos se mudaria em inversa, do segundo para o terceiro
em directa, do terceiro para o quarto em inversa, e assim
por diante. Ora, se a face he triangular este quarto an-
gulo solido vem a ser o primeiro, ¢ por conseguinte este
angulo solido teria os seus angulos ao mesmo tempo em
ordem directa e inversa: absurdo. Se a face he hum
pentagono, entdo no quinto angulo solido a ordem dos
angulos planos he directa, e no sexto inversa: absurdo,
porque este sexto he neste caso o primeiro; e assim por
diante.

403. Com todas as outras condicdes dos dois theoremas
precedentes, se algum dos angulos no angulo solido for
igual ao seu adjacente, tambem a face, & qual pertence
qualquer destes angulos eguaes, niio péde ter hum numero
impar de lados.

Se [or d==aqa sémente, entdo a face, cujos angulos sio a,
nio poderd ter hum numero impar de lados. Porque, se-
gundo se v& na figura, chegar-se-hia a huma face que de-
vendo ser regular, teria os angulos desiguaes d, b: absurdo.

40%. O absurdo desapparece sendo ¢ =a, os quaes nio
siio adjacentes, sendo tambem d=10; mas subsistiria se
tivessemos a=—d, b=c.

805. Polyedro regular he aquelle que tem as arestas
iguaes, os angulos iguaes, e os diedros tambem iguaes.
Por consequencia todos os seus angulos solidos sio regu-
lares e identicos, e as faces dos polygonos tambem regu-
lares e identicas.

406. Construir polyedros regulares.

Tomando triangulos equilateros para faces do polyedro
regular, cada angulo solido ficara composto de angulos
destes triangulos, cada hum dos quaes he =60°.

1.” Logo o angulo solido pide ser composto de tres
destes angulos, porque 3 >< 60° < 4r,

2.° Péde tambem conter quatro, porque & >< 60°<" 4.

3.” Péde ainda ser composto de cinco, porque 5 >< 60°
< &r.
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Tomando quadrados para faces do polyedro regular, qual-
quer dos seus angulos solidos ficard composto dos angulos
dos quadradros, cada hum dos quaes vale 90°.

4.° Pode portanto o angulo solido ser composto de tres
destes angulos, porque 3 ><90°<4r.

Mas ja niio pode conter quatro, por ser 4><90°=4r.

Tomando pentagonos regulares para faces do polyedro
regular, ficard qualquer dos seus angulos solidos com-
posto dos angulos destes pentagonos, cada hum dos quaes
vale 108°,

5.° Péde logo o angulo solido ser composto de tres
destes angulos, porque 3 ><108° <4 r.

Mas ja nio de quatro, porque 4 ><108°<T4r.

Com hexagonos regulares, ou com polygonos regulares
de maior numero de lados, niio he possivel formar polye-
dros regulares, porque ja tres angulos do hexagono regular
fazem a somma de 360°, que nenhum angulo solido pide
conler.

He preciso agora dar nomes a estes polyedros regulares,
ou achar o numero das suas faces. :

Porque no primeiro todas as faces sdo triangulos, e todos
os angulos solidos sdio triedros, as equacdes (C), (E) (§ 394)
se reduzem a

Sﬁaﬂaﬂ;.

Lsz=as-+ 4%,
das quaes eliminando s3, resulta az==4. Logo este so-
lido he tetraedro.
No segundo, porque as faces sdo ainda triangulos, e os
angulos solidos sio tetraedros, as equacdes (C), (E) dao
d-.ﬂ" _ 3 Qaz,

2sy=az+4;

eliminando 4, resulta a; =8. Logo este solido he octaedro,
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No terceiro temos similhantemente
E SB = 3 g,
Lsy=a;+ 4.

Logo as==20, ou o solido he icosaedro.
No quarto temos
3 35 — ia“

253: Ea‘-—i--i.

Logo ag =6, ou o solido he hexaedro ou cubo.
No quinto temos
3s;="0ay,

253:3“5-{-*.

Logo a;=12, ou o solido he dodecaedro.

Falta construir o octaedro e o icosaedro regulares, por-
que a construcclio dos outros tres polyedros regulares he
conhecida, sendo triedros os seus angulos solidos (§ 316).

Para construir o octaedro regular, forme-se o quadrado
ABCD, e do seu centro E levante-se a perpendicular
EF. Com A F= A B determine-se o ponto F. Tirem-se
as rectas FA, FB, FC, FD, as quaes serdo iguaes entre
si, e aos lados do quadrado, por serem hypothenusas de
triangulos rectangulos que teem iguaes os lados EA, EB,
EC, ED, ¢ EF commum, e por se haver feito FA—A B.
Logo sio equilateros os triangulos ABF, BCF, CDF,
DAF, logo tambem equiangulos, e o angulo tetraedro
FABCD fica formado por todos estes angulos de 60° cada
hum, como os angulos do octaedro; falta s6 demonstrar
que o0s diedros deste angulo solido siio iguaes tambem entre
si. Os triedros A FBD, BFAC teem cada hum dois an-
gulos de 60°, ¢ hum de 907, logo sio identicos, e logo o
diedro BFAD=AFBC, ¢ em cada hum dos triedros




DOS POLYEDROS QUE CIRCUMSCREVEM ESPACO. 161

BFAC, CFBD he da mesma sorte o diedro AFBC
= BCFD, e finalmente o diedro BCF D= DFA, isto
he, todos os diedros do angulo tetraedro FABCD sio
iguaes,

Para construir o icosaedro regular forme-se hum pen-
tagono regular; do seu centro levante-se a perpendicular
ao seu plano; de hum de seus vertices, com huma recta
igual a hum dos seus lados, determine-se na perpendicular
o vertice do angulo pentaedro, e tirando rectas deste ponto
aos vertices do pentagono, serio estas as suas areslas, e
as de diedros iguaes. A demonstracio he como a prece-
dente, mudando sémente 90° em 108°, e accrescentando
hum lado ao polygono da construccio.

407, Em todo o polyedro regular ha centro de faces.
que he ao mesmo tempo centro de vertices.

- Seja ABDEF bum dos angulos solidos do polyedro re- Fie. 152.
gular.

Dividao-se em partes iguaes os diedros, de que AB e
AD sio as arestas, por planos cuja intersecclio seja A I.
Todos os pontos do eixo AT serlio centros das faces do
angulo polyedro A BDEF (§ 324%). O angulo BAT serd
agudo (§ 319), por ser hum dos angulos do triedro A BDI
opposto a hum dos diedros iguaes e agudos, os quaes die-
dros sio metades dos diedros do polyedro regular, que he
necessarismente convexo, € por consequencia os seus die-
dros menores cada hum que 2r.

Construa-se para as faces d’outro angulo polyedro im-
mediato, cujo vertice seja B, outro eixo ou linha dos cen-
tros BI, dividindo da mesma maneira dois diedros de
BACGH em partes iguaes. A BI serd agudo tambem e
igual a BAL e Al, BI estarlio no mesmo plano, que he
aquelle que divide ao meio o diedro de que A B he aresta.
Logo AT e BI concorrem e sdo iguaes.

No mesmo ponto I' concorre qualquer outro eixo, por
exemplo CI, porque BC=AB, sendo arestas do polye-
dro regular. Logo I he centro de todas as faces e de todos
os vertices do polyedro regular.

U
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408. Polyedro semi-regular he aquelle cujas faces sio
todas polygonos regulares, mas de mais de huma especie,
e cujos angulos slio todos symetricos. |
409. Em todo o polyedro, cujos angulos solidos siio s |
triedros, temos

3az+2a5+a5=12+4a;+2az+3ag+4a o+ ++ -~ (m—06)a,. . ... (F)|

O que se conclue das equagdes (C). (E) (§ 39%) sub- |
slituindo-lhes § por s3, e fazendo s,=0, sy==0, elc. e
eliminando depois s5.

510. Achar todos os polyedros semiregulares.

Niao ha mais de tres especies destes polyedros, conforme
os angulos solidos forem triedros, tetraedros, ou pentae-
dros ; attendendo a que os menores angulos planos, que po-
dem entrar ma sua composi¢iio, sio de 60° cada hum. -

1.2 Esprcie: TODOS 03 ANGULOS TRIEDROS,

1.° Caso. Sejio os tres angulos de cada triedro todos
diversos, ou pertengiio a tres qualidades de polygonos; entlio
o numero total dos angulos dos polygonos do mesmo nome
serd igual ao numero total dos angulos dos polygonos de
cada huma das outras duas qualidades. Logo serdo iguaes
tres membros das equacdes seguintes

3{]3:4531-: 5ﬂ5=ﬁﬂg=7ﬂ7=8ﬂs=etﬂ- reaen (G].

Neste mesmo caso niio existirio faces, cujo numero de
lados seja impar (§ 402). Tambem, por ser o angulo do
quadrado == 90°, o do hexagono regular =120, o do
octogono regular = 135°, o do decagono regular =144,
o do dodecagono regular = 150°, e daqui por diante sem-
pre maiores, niio poderemos combinar, neste caso, para
formar o triedro, sendo os angulos do quadrado, hexagono,
e octogono, ou os angulos do quadrado, hexagono, e de-
cagono: teremos por conseguinte no caso actual

_a
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Combinagies. Condicies (G). Equagies (F). Resullados.
gy Oy Agoree By =0a4=80q.....20,=1212a4.....a,=12, =8, az—"0,

Uy, Gg, G1om-Hag=0ag=10a;0..2a;=12+4a,...a;=30, a=20, a=12.
Isto he, na primeira especie e no primeiro caso temos
1.* Polyedro semiregular, tendo por faces
12 quadrados, 8 hexagonos, 6 oclogonos.
2.0 Polyedro semireqular
30 quadrados, 20 hexagonos, 12 decagonos.

2.° Caso. Sejio os tres angulos do triedro de duas
qualidades somente. Entio, sendo duplo hum dos angulos
do triedro, o polygono, a que elle pertence, nio podera
ter hum numero impar de lados (§ 403). Logo o numero
total dos angulos destes polygonos he o duplo do numero
de todos os angulos, que estdo s6s em cada triedro. Esta
condicio involye-se na férmula seguinte, sendo m nu-
mero par,

ma =204, ..... (H).

Fscreva-se sempre nas combinacdes seguintes em pri-
meiro logar o numero dos polygonos, cujos angulos se con-
siderdo duplos no triedro, e teremos

Combinagdes.  Condigdes (H). Equagies (F). Resultados.
Ay O30 40;=203a5..... Sas+2a,=12.....0;=2, a,=3,

‘4.. Ogeoee-Bag=2¢885.....2a5 + a;=12..... as=2, a,=5,
G4, Gg+v ... bay=—2+0644..... 2a,=12.....06=2, a; =6,
ele.
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resultados que representio todos os prismas de bases re-
gulares, excepto o cubo.

Cdmbinagires. Condigies (H). Eguagies (F). Resullados.
gy Qg ecs o Gﬂs=2'3ﬂ3 ..... 3&3=12.....aﬁ=‘&‘, a::-i.

3." Polyedro semiregular

4 triangulos, 4 hexagonos.

Combinagies. Condigies (H). Eyuagies (F). Resultados.
Goy Ghsg et 6as=2+4a5.....2a,=12..... ag =238, a,=6.

4." Polyedro semireqular

6 quadrados, 8 hexagonos.

Combinagies. Condigdes (H). Eguagies (F). Resultados, l
Ay, a,.....6a¢,=2-5a; -....E3=12.....ag —_—-20, Ay= 12.

5. Polyedro semiregular
12 pentagonos, 20 hexagonos.
Os hexagonos niio podem combinar-se com polygonos

de maior numero de lados, porque os valores dos seus an-
gulos, de accordo com as equacdes (F), o ndio consentem,

Coinbinagies. Condigies (H). Eguagdes (F). Resullados. I
gy A5 vssas 8-(!;:2-3!13 taees 3a3=12_|"‘2a5 sheus a.=ﬁ' iz =8

6." Polyedro semireqular
8 triangulos, 6 octogonos.

As combinagdes com o octogono niio podem continuar-
se, porque Ji 2e135°+ 90°=360".

e
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Combinacies. Condigies (H). Equagies (F). Resullados,
ajn. aznorl 1031.3:2'304..... 3&.—,:12—[—&&10 ||--oﬂ-1(}‘_—_l 2’ aﬁ=2n-

7.* Polyedro semireqular
20 triangulos, 12 decagonos,

O dodecagono, e os polygonos de maior numero de lados,
ndo podem produzir combinagdo alguma, por ser 2+ 150°
4 60° = 360"

Niio ha pois, além dos prismas, mais do que sete po-
Iyedros semiregulares com os angulos solidos triedros.

2. Esprpcre: TODOS 08 ANGULOS SOLIDOS TETRAEDROS.

No polyedro cujos angulos solidos siio todos tetraedros
temos

as=8 + as+2ag +3a; +hag+ - - - (m—HK)a, .....

como se conclue das equagdes (C), (E), substituindo § por sy,
fazendo s5=0, s3==0, etc. e eliminando depois s,.

Nesta segunda especie he necessario que a; exista sem-
pre, porque se assim ndo acontecer a equacio (1) serd
absurda.

Nio pide existir angulo solido com quatro angulos de
polygonos regulares todos diversos, porque a sua somma
excede 360°.

1.° Caso. Tendo os angulos solidos tres qualidades de
angulos planos. Entiio he preciso que hum delles seja duplo,
na hypothese actual de ser o angulo solido tetraedro, ou he
preciso satisfazer 4s condicdes involvidas na formula se-
guinte

pay=2ega,=2+ra, ..... (J).

O angulo duplo nio péde pertencer a hum polygono de
mais de quatro lados, nem de numero impar de lados.
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Combinagies. Condigies (J). Eguagdes (T). Resullados.
Ay, gy Ggeone 0 =2+3a;=20 Bay.....05=84-a;.....a5=12, a,=30, a;=20. !

8.° Polyedro semireqular
20 triangulos, 30 quadrados, 12 pentagonos.

Neste caso, attendendo aos valores dos angulos, a com-
bina¢iio precedente he unica.

2.” Caso. Tendo cada hum dos angulos tetraedros duas
qualidades de angulos unicamente, e sendo triplice hum
destes.

Neste caso terd logar a condi¢dio seguinte

ma,=3e+na, ..... (K)
Combinagies. Condigies (K). Equagies (I). Resullados.
ﬂ-;, t'h- |n-¢3a=+ 3'4“‘ e e ﬂ5=8 senwa tl,|=2, ﬂ,==3,

Az, QgoereB3@3=30Bay.....a5=84ay.....a5=2, a; =10.

ele.
Todas estas combinagdes, cujo numero he infinito, diio
em resultado a serie de todos os deutoprismas, excepto o
octaedro regular

Combinacdes. Condigies (K). Eguagies (I). Resultados.
[P a;.....‘i-_d;———3-3a3.-...a;=8 ..... ﬂ‘_=18, ﬂ5=8.

9.2 Polyedro semireqular
8 triangulos, 18 quadrados.
Niao ha mais combinagdes neste caso. F
3.” Caso. Tendo cada angulo tetraedro dois angulos di-

versos, ambos duplos.
He necessario que esles angulos sejio alternados, por-

|
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que d’outra sorte no poderia existir a5 (§ 40%), o que
tornaria absurda a equagdo (I).
As condigdes (G) teem ainda logar aqui.

Combinagdes. Condigies (G). Eguagies (I). Resultados.
Az, a......3a,=4a1.....a5=8 --...a,|=6’ ﬂ;=8.
A5, Qg orois 3as=05a5.....a5=8+ag..... as =12, az=20.

10.° Polyedro semireqular
8 triangulos, 6 quadrados.
14.° Polyedro semiregular
20 triangulos, 12 pentagonos.
5.* Esprpcie: TODOS 08 ANGULOS SOLIDOS PENTAEDROS.

No polyedro cujos angulos solidos tao todos pentaedros,
temos

a;=20+2a;+ bas;+8ag—+ete. ..... (L)

como se conclue das equacdes (C), (E), substituindo S por sy,
fazendo s5 =0, 5, =0, etc. e eliminando depois s;.
0 angulo solido pentaedro ndio péde formar-se nesta .
especie senfio de duas maneiras: ou com quatro angulos
de 60° e hum de 90°, ou com quatro de 60°, e hum de
108°. Logo teremos a condigiio seguinte

Sag=4ena, ..... (M)

P Combinagdes. Condigdes (M). Equagies (L). Resultados. -
gy, Bgesces 3 ﬂ;=‘i'4ﬂl. AR ﬂ;=20+2a; T a;-—‘-:ﬁ, a;=06.

a5, @5, 3az=KeBas..... a3=20+5vay.....a5=80, a;=12.

R
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122 Polyedro semireqular

32 triangulos, 6 quadrados.

13.° Polyedro semireqular
80 triangulos, 12 pentagonos.

Eis aqui todos os polyedros semiregulares, a saber, treze
singulares, ¢ duas series infinitas dos prismas e deuto-
prismas.

411. Construir todos os polyedros semiregulares.

Se nas faces do tetraedro regular, que sio triangulos
equilateros, se inscreverem hexagonos regulares, o polye-
dro que tiver por vertices os destes hexagonos terd os
angulos solidos triedros e oito faces regulares, a saber,

4 triangulos, 4 hexagonos; e serd o 3.° polyedro
semiregular.

Se nas faces do hexaedro regular, as quaes sio quadra-
dos, se inscreverem octogonos regulares, o polyedro que
tiver por vertices os destes octogonos terd os angulos so-
lidos triedros e 1% faces, a saber,

8 triangulos, 6 actogonos; e serd o 6.° semiregular.

Se nas faces do octaedro regular, as quaes sio trian-
gulos equilateros, se inscreverem hexagonos regulares, o
polyedro, que tiver por vertices os destes hexagonos,
terd os angulos solidos triedros e 14 faces regulares, a
saber,

6 quadrados, 8 hexagonos; e serd o 4.° semiregular.

Se nas faces do dodecaedro regular, as quaes slio pen-
tagonos regulares, se increverem decagonos regulares o po-
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Iyedro que tiver por vertices os destes decagonos, teri os
angulos solidos triedros, e 32 faces regulares, a saber,

20 triangulos, 12 decagonos; e serd o 7. semiregular.

Se nas faces do icosaedro regular, as quaes sio trian-
gulos equilateros, se inscreverem hexagonos regulares, o
polyedro, que tiver por vertices os destes hexagonos, terd
os angulos solidos triedros, e 32 faces, a saber,

12 pentagonos, 20 hexagonos; e seri o 5.° semiregular.

Se nas faces do hexaedro regular se inscreverem octo-
gonos regulares, e se fizerem depois mover todos igual e
perpendicularmente aos cathetos respectivos deste polye-
dro regular, até que se possio introduzir quadrados entre
cada dois lados destes octogonos que existido na mesma
aresta do hexaedro, o polyedro, que tiver por vertices os
destes octogonos, na posiclio que resultou daquelle deslo-
camento, terd todos os angulos solidos triedros, e 26 faces
regulares, a saber,

12 quadrados, 8 hexagonos, 6 octogonos;
e seri o 1.° semiregular.

Se nas faces do dodecaedro regular se inscreverem deca-
gonos regulares, e se fizerem depois mover todos igual e
perpendicularmente aos cathetos respectivos deste polye-
dro regular, até que se possdo introduzir quadrados entre
cada dois lados destes decagonos que existiio na mesma
aresta do dodecaedro, o polyedro, que tiver por vertices
os destes decagonos, na posi¢io que resultou daquelle des-
locamento, tera todos os angulos solidos triedros, e 62 faces
regulares, a saber,

——

' 30 quadrados, 20 hexagonos, 12 decagonos;
e serh o 2.° semiregular.
I

.
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Se nas faces e no meio das arestas do tetraedro regular
se inscreverem triangulos, o polyedro, que tiver por ver-
tices os destes ultimos triangulos, seri o octaedro regular.

Mas se nas faces do hexaedro regular e no meio das
arestas se inscreverem quadrades, o polyedro, que tiver
por vertices os destes ultimos quadrados, terd todos os
angulos solidos tetraedros, e 14 faces regulares, a saber,

8 triangulos, 6 quadrados; e sera o 10.° polyedro
semiregular.

Se nas faces e no-meio das arestas do dodecaedro re-
gular se inscreverem outros pentagonos regulares, o po-
lyedro, que tiver por vertices os destes ultimos pentago-
nos, tera os angulos solidos tetraedros, e 32 faces regu-
lares, a saber,

20 triangulos, 12 pentagonos; e serd o 11.° semiregular.

Fazendo mover igual e perpendicularmente aos cathetos
do hexaedro regular as faces respectivas, até que se pos-
sio introduzir quadrados entre cada dois lados que exis-
lido ma mesma aresta; o polyedro, que tiver por vertices
0s destes ultimos quadrados, terd os angulos solidos te-
traedros, e 26 [aces regulares, a saber,

8 triangulos, 18 quadrados; e serd o 9.° semiregular.

Fazendo mover igual e perpendicularmente aos cathetos
do dodecaedro regular as faces respectivas, até que se
possio introduzir quadrados entre cada dois lados que exis-
tiio na mesma aresta; o polyedro, que tiver por vertices
0s destes quadrados, terd os angulos solidos tetraedros, e *
62 faces regulares, a saber,

20 triangulos, 30 quadrados, 12 pentagonos ;
e serd o 8. semiregular.

panmm—




DO$ POLYEDROS QUE CIRCUMSCREVEM ESPACO. 171

Fazendo mover igual e perpendicularmente aos cathetos
do hexaedro regular as faces respectivas, as quaes siio qua-
drados, e demais imprimindo-lhes hum movimento de ro-
tacdo, & roda dos cathetos, igual e no mesmo sentido, até
que a distancia de hum dos vertices destes quadrados aos
dos outros que antes se achavam reunidos no mesmo ver-
tice, ou na mesma aresta do hexaedro e no mesmo sen-
tido, seja igual a hum dos lados dos quadrados; o polye-
dro, que tiver por vertices os destes quadrados nesta nova
posiclio, terd os angulos solidos pentaedros, e 38 faces re-
gulares, a saber,

32 triangulos, 6 quadrados; e serd o 12.° semiregular.

Fazendo o mesmo com o dodecaedro, cujas faces sio
pentagonos em vez de quadrados; o e(f‘)lrcdm que d'ahi
resulta terd os angulos solidos pentaedros tambem, e 92
H faces regulares, a saber,

80 triangulos, 12 pentagonos; e serd o 13.° semiregular.

A construccdo dos prismas semiregulares ndo tem dif-
ficuldade. A construccdo dos deutoprismas ji esta feita.
Huns e outros sio rectos e equilateros.

412. Todos os polyedros semiregulares teem centro de
vertices, o qual he ao mesmo tempo centro das faces do
mesmo nome.

Nos treze polyedros semiregulares, que resultdo dos po-

lyedros regulares, os centros destes sdio centros dos vertices
J dos semiregulares, e das suas faces; mas os cathetos siio di-
versos, sendo s6 iguaes os das faces do mesmo nome, e por
isso nio se podem chamar centros geraes de todas as faces.
ﬁ Nos prismas semiregulares o ponto do meio do eixo he

o centro de todos os vertices; mas he centro parcial das
bases e centro parcial das outras faces. Nos deutoprismas
semiregulares acontece 0 mesmo; o centro das bases o he
tambem das faces.

R T |
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413. A pyramide chamada regular, porque tem regular
o angulo polyedro do vertice e iguaes as arestas deste,
ndio o he comtudo, nem mesmo semiregular, sendio quando
ella for o tetraedro regular. Entretanto tem sempre centro
de faces, por ser recta e ser a sua base regular (§ 390):
tambem tem centro de vertices, porque todos os planos, ]
que dividem ao meio e perpendicularmente as arestas que '
partem do vertice, concorrem no ponto onde concorrem tres
delles, por causa da disposiciio regular e da igualdade das
ditas arestas.

41%. O prisma recto tem menor superficie do que o
obliquo, tendo a mesma base e altura.

Porque cada duas faces lateraes correspondentes do pris-
ma recto e do obliquo so parallelogrammos, que teem por
base hum lado da base commum dos dois pr:smus, mas
as alturas sdo differentes, sendo menor a do primeiro, por-
que he perpendicular, e a segunda obliqua entre os mesmos
planos parallelos.

#15. Segue-se que para que o prisma recto tenha huma ’
superficie igual & do obliquo da mesma base, he neces-
sario que tenha maior altura, e logo tambem maior capa-
cidade.

416. Entre os prismas rectos da mesma altura, e com
bases iguaes e de igual numero de lados, tem menor su-
perficie aquelle cuja base he regular.

Porque neste caso a superficie lateral he proporcional
a0 perimetro da base, o qual he menor no polygono re-
gular.

417. Entre os prismas rectos da mesma altura, e com
bases regulares e iguaes, tem menor superficie aquelle,
cuja base tem maior numero de lados.

Porque o perimetro do polygono regular, da mesma
area ¢ de maior numero de laios, he menor, e deste pe- T
rimetro depende a superficie lateral do prisma.

418. Entre os prismas rectos da mesma altura e su-
perficie, ¢ do mesmo numero de lados na base, o maior
he aquelle cuja base he regular.
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Porque se alguma das bases irregulares fosse igual &
base regular, entlio, pois que os prismas teem a mesma
altura, aquelle que corresponde @ base irregular teria
maior superficie: absurdo, O prisma teria tambem maior
superficie, contra a hypothese, se a base irregular fosse
maior. Logo a base irregular s6 pode ser menor, € por
consequencia tambem o seu prisma.

519. Entre os prismas reclos da mesma altura e su-
perficie, e de bases regulares, he maior aquelle cuja base
tem maior numero de lados.

Porque se alguma das bases, que tem menos lados, fosse
igual & que tem mais, entdo o perimetro daquella seria
maior que o perimetro da ultima, e por conseguinte maior
a superficie do prisma correspondente : absurdo. O prisma
teria tambem maior superficie, contra a hypothese, se a
base, tendo menos lados, fosse maior. Logo a base de menos
lados s6 pode ser menor, e logo tambem o seu prisma.

420. O maior parallelipipedo, que se pode formar com
dimensoes cuja somma he dada, he aquelle em que estas
dimensdes sho iguaes.

Porque o parallelipipedo mazimum nio pode ter duas
dimensdes desiguaes, pois que estas duas dimensdes podem
fazer-se pertencer a huma face de hum parallelipipedo igual
ao mazimum, a qual se poéde tomar por base, e entdo o
quadrado, que tiver a somma de suas duas dimensdes igual
4 somma das dimensoes daquella face, terd o perimetro
igual ao da mesma face ou base, que se pode suppdr hum
rectangulo; mas o quadrado he maior do que o rectangulo
de igual perimetro, logo sera maior o parallelipipedo, que
tiver o quadrado por base e por altura a terceira dimensdo.

%21. O maior parallelipipedo, dos que teem duas di-
mensdes iguaes, sendo dada a somma de huma com a ter-
ceira, he aquelle em que huma das dimensdes iguaes he
dupla da terceira.

Seja = huma das dimensdes iguaes, e ¢ a sua somma
com a terceira. Serd ¢— & a terceira, e a expresslo do
parallelipipedo maximwn serd @* (¢ — ).
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Esta expressio, bem como qualquer outra que conte-
nha @ e quantidades constantes, he hum mazimum ou
minimwn quando ha hum valor de x, que a torne maior,
ou menor do que o resultado da substituicio de hum outro
valor qualquer. Logo, representando pela mesma letra
0 valor que convem ao maximum ou ao minimum, seri

= (c—m)z{m—ka}’ (6 — 2 — a),

conforme o primeiro membro for hum mazimum ou hum
minimum.
Mas o segundo membro na desigualdade precedente he

.-J:’(c-—x}+(—z*-—1—(2:n—|—a)(c—m—a)ja;

logo o segundo termo desta expressio he a sua differenca
com a expressio proposta do maximum, ou minimum. He
preciso pois que esta differenca seja negativa no caso de
haver mazimum, e positiva no caso do minimum.

Mas se tomarmos a sufficientemente pequeno, vé-se que
se o termo dessa differenca affecto da primeira potencia
de a, isto he,

(—a*+22(c—a))a

ndo fosse nullo, a differenca mudaria de signal quando a
mudasse; logo para haver mazimum ou minimum deve ser

—a' 42z (¢ —a)=0,
donde resulta
T=2 {c —-»"3},
que nos mostra que a dimensio & he dupla da terceira,
2
¢ que he s

Resta ainda examinar se a expressio proposta do paral-
lelipipedo se torna hum maximum, ou hum minimum pela
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substituiciio do valor achado de z: esta expressio he entlo
;? ¢®, e a differenca acima considerada seri — a*(c—+-a),
que he sempre negativa, mesmo quando @ o for tambem,
porque entdio he — @ <@ <Zc. Logo o parallelipipedo he
hum maximum no caso indicado.

422. O cubo he de todos os parallelipipedos do mesmo
volume o que tem menor superficie; e de todos aquelles
que tem a mesma superficie he o que tem maior vo-
lume.

Porque se o parallelipipedo he obliquo péde-se-lhe di-
minuir a superficie, fazendo-o recto, sem lhe mudar a
base e a altura, isto he, conservando-lhe a mesma capa-
cidade ; e se elle he recto, nio sendo a base quadrada,
pode-se-lhe diminuir a superficie, mudando-o em outro
tambem recto cuja base seja hum quadrado igual 4 pri-
meira base; e se as outras faces nio sio tambem qua-
drados, da mesma forma se pode ainda diminuir-lhe a
superficie, a qual por conseguinte ndo era a menor, e nem
o serd sem que se chegue ao cubo.

Quanto 4 segunda parte da proposi¢lio, se o paralleli-
pipedo he obliquo péde-se-lhe conservar a mesma base
e superficie, e, fazendo-o recto, augmentar-lhe o volume,
porque se lhe augmenta a altura; e se elle he recto, ndo
sendo a base hum quadrado, péde augmentar-se a sua
capacidade, conservando-lhe a mesma superficie e altura,
fazendo a base hum quadrado; e se as outras [aces ndo
sio quadrados ainda, tomando qualquer por base, pide
augmentar-se a capacidade, a qual por conseguinte nio
era a maior, e nem o serd sem que se chegue ao cubo.

423. Os volumes dos prismas rectos, que teem a mes-
ma altura, e cujas bases teem centros de lados com o
mesmo apothema para todos, estio entre si com as suas
superficies.

Porque os volumes estlo entre si como as bases, sendo
a mesma a altura dos prismas. As bases estio entre si
como 0s seus perimetros, porque o apothema he o mesmo
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em todas. Estes perimefros estio tambem na razio das
superficies lateraes, porque os prismas sio rectos, e as
faces lateraes compostas de rectangulos, cujas alturas sao
as dos prismas. Logo he evidente a proposicio.

424. De dois prismas rectos, cujas bases sio similhan-
tes e teem centro de lados, aquelle de que a altura he
dupla do apothema da base, tem menor superficie com
0 mesmo volume, e maior volume com a mesma super-
ficie.

Se hum dos prismas he o cubo P, e o outro hum pa-
rallelipipedo recto P', esti ji demonstrado que, sendo
P=P', sera a superficie de P <"a superficie de P/, e
que, sendo a superficie de P = & superficie de P, sera
P = P': ora no cubo he a altura dupla do apothema
da base.

Sejlio agora p, p' deis prismas rectos quaesquer de hases
similhantes, tendo respectivamente as mesmas alturas e
apothemas de P, P'. Teremos

P : p ::superficie de P : superficie de p,
P':p':: superficie de P'; superficie de p'.

Ora, sendo P—P', teremos p=p'; logo as propor-
¢oes precedentes mostrlio que, sendo superficie de P <~
superficie de P', serd superficie de p << superficie de p';
e, se for superficie de P = superficie de P', teremos su-
perficie de p = superficie de p', e por conseguinte P > P,
e seri p = p'. Logo a proposi¢io he sempre verdadeira.

425. De dois prismas rectos, cujas bases sio simi-
Ihantes e teem centro de lados, aquelle, cuja superficie la-
teral he quadrupla da base, tem a menor superficie com
0 mesmo volume, e o maior yolume com a mesma super-
ficie,

Cada hum dos rectangulos, que compiem a superficic
lateral, estd para esta superficie, como o lado correspon-
dente da base para todo o seu perimetro. Cada sector da
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base tem com esta a mesma razio. Logo se a superficie
lateral he quadrupla da base, tambem qualquer dos seus
rectangulos he quadruplo do sector correspondente da base.
Por conseguinte a altura do rectangulo, ou do prisma, he
dupla do apothema da base, como na proposi¢io prece-
dente.

426. As superficies lateraes de duas pyramides sio pro-
porcionaes aos seus volumes, quando as perpendiculares
abaixadas de hum ponto de cada huma das bases sobre as
faces siio todas iguaes entre si collectivamente nas duas
pyramides.

Porque cada huma das pyramides propostas se pode suppor
composta de tantas pyramides, quantas slio as suas laces
lateraes, tendo por bases estas faces, por vertice commum
o dito ponto da base, e por altura qualquer das referidas
perpendiculares iguaes; donde se segue que os volumes
das propostas estdo entre si, como os productos das su-
perficies lateraes pelo ter¢o de huma destas perpendicula-
res, ou simplesmente como essas superficies.

427. As superficies das pyramides, que teem o mesmo
catheto das faces, estio entre si como os volumes.

Porque taes pyramides sio compostas cada huma de
tantas pyramides parciaes, quantas as suas faces, compre-
hendida a base, tendo estas faces por bases, por vertice
commum o centro das faces, e por altura commum o ca-
theto; donde concluiremos que 0s volumes das pyramides
propostas devem estar entre si, como os productos das su-
perficies pelo terco do catheto, ou simplesmente como as
superficies. -

428. As superficies, ou os volumes das pyramides rectas,
que teem o mesmo catheto das faces e as bases similhan-
tes, estio na razio composta da razdo directa dos quadrados
das alturas, e da inversa das differencas das alturas e do
dobro do catheto.

Seja AU a altura de huma das pyramides, AT o apo- riz 153.

thema dos lados da base, e portanto UT a altura de qual-
quer das faces, e seja € o centro das faces, e CD=CA
x
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o seu catheto. O seu volume ou a sua superficie seriio pro-

porcionaes a I]TF)::A[.-’. Mas

AT':CD:: AU UD"=UC —CD";
logo AT >< AU he proporcional a
i v

-

TE'—Ta' AU—2C4

429. Nas mesmas hypotheses, a menor pyramide he
aquella, cuja altura he quadrupla do catheto.

Porque a expressio ultima he minima, quando AU .

=% AC, como vamos provar. I

i

|

l

2
aT
=

Fazendo AU=1ux, ¢ 2AC==¢, a expressio fiea

L=
Discorrendo como no § 421, e substituindo 2+ a em
logar de a resulla

:’+Eam+a*__ =2 (2az4-a?)(z —c)—aa®

z—e+6  @—0 (2—c¢)(®—c+a)

e igualando a zero os termos do segundo membro affectos
da primeira potencia de @ acharemos

2x(x—c)—a*=0,

que di x=2¢, valor que sendo substituido na expressio

proposta, a reduz a %¢, quantidade sempre menor que

2 e i
(eckialy 2 - dthaed-o , como facilmente se vé.

5 e —

cta ¢+a

430. Nas mesmas hypotheses a superficie da pyramide
he tambem a menor:

431. A distancia do centro ao vertice he triplice do
catheto.
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432, A altura de huma face lateral qualquer he o triplo
do apothema correspondente na base.

433. Entre as pyramides rectas da mesma superficie,
tendo cathetos de todas as faces e apothemas dos lados
das bases, e sendo estas similbantes, tem maior catheto
aquella, em que a altura de cada face lateral he o triplo
do apothema.

Porque se o sen catheto fosse igual a hum dos das ou-
tras pyramides, sua superficie seria menor (§ 430), contra
a hypothese. Se este catheto fosse menor que hum dos
outros, a superficic desta pyramide se tornaria lambem
menor, contra a hypothese, como he facil de ver.

434%. Entre as pyramides rectas do mesmo volume,
tendo cathetos de todas as faces e apothemas dos lados
das bases, sendo estas similhantes, tem maior catheto
aquella, em que a altura de cada face lateral he o triplo
do apothema.

Porque se o seu catheto fosse igual a hum dos das outras
pyramides, o seu volume seria menor, contra a hypothese.
Se este catheto fosse menor do que hum dos outros, o vo-
lume desta pyramide se tornaria tambem menor, como he
facil de ver, o que he igualmente contra a hypothese.

435. Nas hypotheses do § 433, o volume da pyramide,
em que a altura de cada face he tripla do apothema, he
0 maior.

%36, Nas hypotheses do § 434, a superficie da pyra-
mide, em que a altura de cada face he tripla do apothema,
he a menor.

437. O tetraedro regular tem a menor superficie com
o mesmo volume, e o maior volume com a mesma super-
ficie, relativamente a todas as pyramides triangulares rectas,
e de bases equilateras.







LIVRO 5’

Applicagio do Algorithmo dos Senos
i Geomelria Rectilinea.

438. Escoum-ss para unidade angular, que se de-
signa por u, o angulo recto r dividido pelo numero g (Arith.

Univ. § 278), isto he, faz-se u=—.
439. No triangulo rectangulo sio complementos de ¢
0s dois numeros, que resultdo da divisdo dos angulos obli-

quos pela unidade angular.
Porque no triangulo rectangulo A BC teremos Fig. 154.

ACB+ABC=r,
logo
ACB  ABC v

L u

%40. No triangulo rectangulo cada lado do angulo recto
he egual ao producto da hypothenusa pelo seno do numero,
que resulta da divisio do angulo opposto pela unidade an-
gular; e igual tambem ao producto da hypothenusa pelo
coseno do numero, que resulta da divisio do angulo adja-
cente pela unidade u.

Primeiramente, seja o triangulo rectangulo A BC me-
tade do triangulo equilatero CBD. Serd

1 |
AB=§BD=§BC.
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1
0 angulo BCA =3 logo

1

BCA 3" RE 1
sen —— ==gen —==sen ; g=1.
q
Logo
BCA cChA
AB=BC sen —— = B(Ccos =
u

((]A}'ith. Univ.l§d§ isg, 290); e a propriedade he verda-
eira para o lado A B.

AC'=BC—AB

i FCI_F{}E Nty BCA

u

p— : 4

—_ Bﬂg(l — sen? E—)

- u
PO e

1]
on

BCA BA
AT B e T:BCScn-CT.

Assim fica demonstrada a proposicio, quando BCA he o
terco do angulo recto.

Para mais simplicidade supprimiremos, d’aqui em diante,
a unidade angular, e diremos senos e cosenos d'angulos
porém advirta-se sempre que Os senos e cosenos sio nu-
meros que se podem obter, sendo necessario, dividindo os
ditos angulos pela unidade angular, que precedentemente
estabelecemos.
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Passando agc-)ra do triangulo BC A, em que a proposicio
esti demonstrada, para o triangulo D CE, tambem rectan- Fie. 155.

gulo em E, e com o angulo DCE (ou a]=éBC.fl. te-

remos
BC:CA::BF:AF, ou BC-+CA.CA.:BA AF,

ou

BC(1+ cos2a):BCcos2a::BCsen2a: AF,
donde (Arith. Univ. §§ 271, 273)

senacos2a

2costacos2a::2BCsenacosa: AF=BC

cos @

Mas temos tambem

AC.AF:.CE: DE,

ou

: sena cos2a T R

BCeos2a: BO——— ::\/ (6D'—DE’) : DE,
donde it 5 R
—p 0

DE= 2/ (€D'—DE’).

Logo
cos¥a DE —sen"a €D —sen®a DE ;

donde

DE=CDsena, ¢ CE=CDcosa.

Isto he, a proposicio ainda he certa, quando hum an-
gulo obliquo he metade do terco do angulo recto.
Passando deste ultimo triangulo para outro tambem re-

ctangulo, com hum angulo obliquo =za, ¢ assim por

diante, a verdade da proposicio se torna evidente para
todos os triangulos rectangulos, que teem hum angulo obli-
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-
Fig.

156.

157.
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quo igual ao quociente do terco do angulo recto dividido
por huma polencia inteira qualquer do numero 2.

Sejio agora a, b, dois angulos obliquos em dois trian-
gulos, para os quaes ja esta provada a proposicio, mas
a—b<"r. Sobre huma recta AD, e com o verlice A
faca-se o angulo DAB =25, e na parte opposta, e no
mesmo plano, o angulo D A (= a. Tire-se por algum ponto
D de AD arecta BC que lhe seja perpendicular. BC en-
contrard as duas rectas A B, AC, por hypothese, e tere-
mos dois triangulos, nos quaes a proposicio esta ja pro-
vada. Abaixe-se a perpendicular BE sobre AC, e sera
verdadeira a proposicio no triangulo B EC, porque o an-
gulo CBE=DAC, por serem ambos complementos de C.
L

s BE=BCcosa=(BD -+ DC)cosa

=(ABscnb—+—ADsma)<:uSa

cCoOsa
ﬁABsenb cosa -+ A B cosh sena
== A Bsen (a - b).

Logo a proposiclio fica demonstrada no triangulo A BE,
no qual o angulo BA E he a somma de dois angulos obli-
quos de triangulos ja verificados. Isto he, a proposi¢iio he
verdadeira para os triangulos, nos quaes hum ungulo obli-

3“0 he multiplice de hum angulo da grandeza —2—, sen-
o n hum inteiro qualquer.

Agora digo que a proposicio he sempre verdadeira,
isto he, _

CA=CDsenCDA, e BA=DB sen BDA.

Se he possivel seja CA<ZC D senCDA; entiio alguma

_hypothenusa BD, e angulo B DA menores, fario CA
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==BDsen BDA. Haveri algum angulo 3—_%;{61)3. e
por conseguinte tambem hum de seus multiplices ED A
< CDA, e > BDA. Logo

AE=—DEsen EDA > BDsen BDA.

Logo A E—> AC; absurdo.
Se he possivel seja B4 = BDsen BDA, entio alguma
hypothenusa €D, e angulo € DA maiores, fario BA=CD

sen CDA. Haveri algum angu]oﬁ{CDB; logo ha-

verd tambem hum multiplo EDA de 3'—'-_2_{(,'1),4. e
= BDA. Logo

AE=DEsen EDA < CDsenCDA,

e portanto A E<ZAB; absurdo.

Logo he sempre hum lado do angulo recto,igual ao pre-
ducto da hypothenusa pelo seno do angulo opposto, ou pelo
coseno do angulo obliquo adjacente.

441. Em qualquer triangulo rectilineo, sendo a, b, ¢
os lados, e 4, B, C os angulos respectivamente oppostos,
temos

? =a® 4+ b*—2abcosC, ..... (A)

e mais duas férmulas similhantes.
Teremos no triangulo 4 BC, em que BD he perpendi- Fiz. 15
cular a AC

AL —AD 4+ BD =AD +BC —CD"
— (4D + €D)(AD—CD)+BC

— AC(AC—2CD)+BC




Fig.
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—AC(AC+2CD)+BC .

Mas he
CD=BCcos ACB

=-—RBCcos ACB.
Logo sera sempre

AB —AC +BC —2 AC>< BCes ACB.

442. Em qualquer tria;gulo sio os lados proporcionacs
aos senos dos angulos oppostos.

Porque
BD=—ABsen A= BCsen C;
logo :
AB:BC::senC:sen A;
BD =ABsen A=RBCsen BCD=BCsen BCA,
logo

AB:BC::sen BCA sen A.

O mesmo principio péde estabelecer-se por hum modo
puramente analytico, por meio da formula (A). Porque
temos

sen? C=I--qns’€=l-—-(

aﬂ._i__b"."_r! 2
2ab
__*‘:.’ﬂzb:—l-ﬂﬂ:c:+9!}*cimﬂ-‘—b'—c‘ v

= €y

4203 ¢3

e como o que multiplica ¢* he huma funcglio symetrica,
ou invariavel, qualquer permutacio que se faca entre as suas
raizes, se a designarmos por N, teremos similhantemente

sen A=N-+a?, e sen® B=N.b*
logo
ag:blisend senB ..... (B).
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%43. Por ser
i o
cnsﬂ=ms(50+58)
i

1
= (08§ QC sen 26‘

1 i
A . T  p
=1—2sen EC-—'Ecus 9C—--!,

: i
se na formula (A) se substitue !-—-Esen’Eﬂ a cos C,
teremos
c—a+b cta—b
P—fa—b* T @ T 8
dab e ab

1
‘En’ ol Jr
s 2(:‘—""

ettt o) (st

- S SRR (©).

y 1
Se se substitue 2 cos? z ¢ —1, teremos

a+t+bde atbe—rc

os? i s (a+b)?—e? 2 2
W2 T el o0 ab
a+4-b-4e (d+b+c__c)
2 2
e T = e R (D).

44%. Da formula (B) se deduz (Arith. Univ. § 274)

a—+b:a—b:isen A—sen B :sen A—sen B

B A—1 5
dtang=—o— ... (E).

.. lang 2
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445. A relagio entre os tres lados ¢ hum dos angulos
do triangulo, esti estabelecida nas formulas (A), (C), ou (D).

Entre os angulos e hum dos lados ndo existe relagiio.

A relaclio entre dois lados e os seus angulos oppostos,
estd dada nas formulas (B) e (E).

A relaciio entre dois lados e dois angulos ndo oppostos
20 mesmo tempo, péde reduzir-se 4 precedente, porque
sendo 180° a somma dos tres angulos, se dois sdo conhe-
cidos, o terceiro o seri tambem.

446. No triangulo A BC em que o angulo € he recto,
sendo o coseno deste zero, e o seno 1, as relagdes (A)
e (B) se reduzem a

g - B o (F)
bsen A bsen A
_m—m=bhngd ..... (G)

Destas duas formulas, pela eliminagio de a, resulta

b? sen? A b? (sen? A+ cos® A) b2
8. s S
e i ool o cos® A T cos?d’

ou
; b==cocos 4 ..... (H),
como ja se sabia,

447. Estas tres formulas form@io hum systema com-
pleto para a resolucdo dos triangulos rectangulos, e pro-
prio para o calculo por meio das taboas dos logarithmos
dos senos e tangentes, e dos numeros naturaes, quando
além do angulo recto sio dadas outras duas partes do trian-
gulo, sendo huma dellas sempre hum lado. Assim

1.° Caso. Sendo dados os dois lados do angulo recto,
para achar a hypothenusa, procure-se A pela formula (G),
e depois ¢ pela (H).

2.” Caso. Com 0s mesmos dados, querendo-se hum dos

angulos obliquos, achar-se-ha immediatamente pela for-
mula (G).
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3.° Caso. Com hum lado e o angulo adjacente, para
achar a hypothenusa temos a férmula (H).

4.° Caso. Se se quer o outro lado, serve a formula (G).

8.° Caso. Com a hypothenusa ¢ hum dos lados, acha-se
o outro lado pela transformagio de (F).

a?=ct—b*, ou a=y/((c+b)(c—1D)) ..... (I)

6.° Caso. Com os mesmos dados, acha-se o angulo com-
prehendido pela formula (H), e o outro he o seu comple-
menlo. i

448. Quando b e ¢ differem mui pouco, ndo convem
empregar as taboas para achar A por meio do coseno;
entdo calcula-se primeiro a como no 5. caso, e depois
com a, b procure-se A pela formula (G).

A formula (C) nlio he da mesma maneira conveniente,

1
quando 56‘ he mui proximo a 90° Entio deve usar-se

da formula (D), que he ao mesmo tempo mais simples,
por evitar huma subtracgio.

&49. A resolucdo dos triangulos obliquangulos pode re-
duzir-se a quatro casos.

1.° Caso. Sendo dados os tres lados, acha-se qualquer
dos angulos pela formula (C), ou pela formula (D).

2.° Caso. Sendo dados dois lados com o angulo opposto
a hum delles, acha-se o angulo opposto ao outro pela ana-
logia (B), se o problema he determinado pela condicdo
§ 67; porque d’outra sorte o seno que se acha, pode per-
tencer a dois angulos. Se o problema he determinado, co-
nheceremos assim os dois angulos oppostos, e por conse-
quencia o terceiro, que he o supplemento da sua somma.
Este terceiro angulo sendo pois conhecido, pode caleular-se
o terceiro lado pela mesma analogia.

3.° Caso. Sendo dados dois lados com o angulo com-
prehendido, acha-se a semidifferenca dos angulos oppostos
pela analogia (E), cujo penultimo termo he conhecido, por
ser a tangente da metade do supplemento do angulo dado.
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X A+ B S
Com a semisomma —:—, a semidifferenca achio-

se A e B separados. Assim, achados os angulos, pide cal-
cular-se depois o terceiro lado.

4. Caso. Sendo dado hum lado com dois angulos, ou
todos os tres, achar-se-hiio os outros lados por meio da
analogia (B).

450. Em vez de fozer uso da analogia (B), quando o
angulo procurado se aproxima muito a 90°, he mais con-

Fig. Yeniente resolver dois triangulos rectangulos formados pela
158.¢ 159 perpendicular abaixada do vertice B, commum aos dois
lados A B, BC dados sobre o terceiro lado AC; porque,
suppondo que he € o angulo procurado muito proximo de
90° no triangulo BD €, conheceremos BD = A B sen A

e BC que he dado. Seri pois

pe—\/(zc"—3p"),

bc
Ccos BCD:EE

451. Sendo dados os lados do triangulo, achar a sua
altura sobre aquelle que se quizer.
Seja h a altura BD sobre b, Serd h=asenC. Logo

h:
sen® C—.—-—;, e cos? O =

u:__hi'__(qs_i_bz_cl 2
gh 4304 2ab )

donde

iy gihd ﬂ=+5=’—c= 2
h*=a ( %5 )

2 2T 2 T pA
=(u+n +b c)(a_n +b c)

2% 20

(84-b)2—e? ¢2—(a—b)?
I ah 2b




APPLICAGAO DO ALGORTHNO DOS SENOS A GEOM. nEct- 191

(a+bte)latb—e)la—bte)(—atbtc|

—

e
452. Com os mesmos dados, e fazendo p=ﬂ+:+c,

acha-se

a area ==/ (p(p—a) (p—1) (p—0))

-

be
453. Oraio BE— - . (8 173) Fiz. 1.
i 8 A 44/ (p(p—a)(p—b)(p—c¢)) (5173) F F_'

ﬂy’[p[p—a}{'p—b)fp—c}]. (‘S 17*} Fis

454, Oapothema DG= o i je. 51

458. Quando nas construccdes seguintes igualamos huma
linha a hum numerd, subentende-se, para que isto seja
possivel, que este numero he o multiplicador da unidade
linear, ou a unidade linear o divisor da linha.

456. Vamos construir o angulo do centro do polygono
regular de 17 lados, e feito isso podé reputar-se construido
aquelle polygono.

Tome-se Fig. 164.

BC=1,
e sobre a sua continuagiio
CA=28.

Tire-se por € a recta G D perpendicular a 4B, e com
AD=AB determine-se o ponto D, e serd

D=y 11.

Sobre G D tome-se € E=C B=1 da parte do ponto D,
¢ para a oulra parte tome-se tambem €G = 1. Serdo

DE—_——I—{—\;;l'?,
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GE=2.

Dividio-se DE, DG cada huma em duas partes iguaes,
a primeira em F, a segunda em H, e teremos (Arith.
Univ. § 565)
EF=ﬂ=a.
2
1417
=

DH— — b,

Tire-se por E a perpendicular ET sobre G D, e tome-se
sobre ella

El=EF=a.
Seré
GI=/(a* 4+ 4)
Produza-se GI até que se obtenha I K=a, e seri
GK=a-y/(a® + 4).

seja L o seu meio, e teremos

GL:E‘L:’JFF_J‘:.-.

Tome-se sobre EI
EM=DH=——}),
Seri

GM=\ (V*+ &)
Tome-se sobre G M

GN=DH=—,




v
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sera
MN=GM—GN="b+y (b*+ .

Divida-se M N ao meio em 0, e teremos

/b2 §
o=t ; t}~_—e=:;MN.

Tome-se sobre ED
EP=2MN=/ie

Sobre EM construa-se E(Q media proporcional entre
EP e EC; sera
EQ=V(EP < EC)=y (ke><1)
Com a recta QR =G L = ¢, delermine-se sobre LG
o ponto R, o que he possivel, por ser (Arith. Univ. § 567)
QR ou ¢ >/ (ke), ou > E(Q.

Serd
ER=y (c®* — &¢).
Tome-se sobre ED
ES =
Sera
RS=c—+ /(c* —4e).
Ache-se o seu meio T, e sera (Arith. Univ. § 566)
T i
RT=H"—J-E%j=2 r:osr;—_ ;

Busque-se o seu meio I, e seri

: ke
R = CuS —— -
17
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Com RV, e com a hypothenusa R X =1, forme-se o
triangulo rectangulo RV X, e sera

XRV
RV =tos ——,
u

sendo u a unidade angular. Logo

. ke k k
X.Rl’—-i—?"ﬂ—ﬁi -%Q‘H— ﬁ_' §r.

Por coincideneia (Arith. Univ. § 570} he k=1, logo
XRV he o angulo do eentro do polygono regular de 17 lados.

457. Se, por evitar o calculo dos periodos binarios, se
ignora qual delles dd k=1, ou se, em consequencia de
alguma mudanca nas denominagdes das raizes das equa-
cdes do segundo grio, ou por se tratar de outro polygono
regular, ndo acharmos k=1, poder-se-ha comtudo con-
struir o angulo do centro, formando com o mesmo ver-
tice R outro angulo = XRV e adjacente, depois outro
ignal e adjacente ao segundo, e proseguindo até que se
tenhdo descripto, & roda do centro R, no presente caso,
17 angulos adjacentes, excluindo sempre do angulo total
4 rectos, logo que elle exceder aquella grandeza: enfre
os differentes angulos obtidos achar-se-ha necessariamente
o angulo do centro do polygono regular. Isto pode obter-se
sempre, porque a congruencia kx==1 (mod. 17) he sempre
possivel, isto he, a equacdo indeterminada kax=—1--17y,
logo serd

kzx 1

= &r |=T7~o-ir +yedr,
equacio que faz ver, que ha hum multiplice de %, «hr,
cujo excesso sobre hum multiplice de 4r, he o angulo

1
do eentro ety &r,
]
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Teem pois construcciio geomelrica todos os polygonos
regulares, cujo numero de lados he primo da férma 2% —-1.

458. Sejio a, b os numeros primos dos lados de dois
polygonos regulares, que se possio construir geometrica-
mente.

Sera possivel a congruencia az==1 (mod ), isto he,
a equaclo ax==1--by; logo teremos

ar—by=1,
¢

logo
Ak : 1._' b
xob r y : ‘ j_ﬂbo r.

Isto quer dizer que se podem achar multiplices do an-
gulo :7- 41 do centro do polygono regular de b lados, e
iy 1
multiplices do angulo ;Ai-r' do centro do polygono regular
de a lados, a differenca dos quaes multiplices he o angulo
1

P 4r do centro do polygono regular de ab lados.

Da mesma maneira, sendo ¢ o numero primo dos lados

doutro polygono regular constructivel, serd possivel a con-
gruencia
abzx==1 (mod¢),
1
abrx—cy=1,
o

1 1 1
xi;l*r—ylnixi-r=" 5".

abe

. . 1
por consequencia pode achar-se o angulo e 4r docen-
tro do polygono regular de abe lados, e assim por diante.

-




Fig. 161.
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Isto he, teem construccio geometrica todos os polygonos
regulares, cujo numero de lados he o producto dos nume-~
ros primos dos lados doutros polygonos regulares, ja con-
struidos.

¥59. No triedro trirectangulo, ou que tem as tres ares-
tas perpendiculares entre si, huma diagonal ou recta qual-
quer, tirada pelo vertice dentro do triedro, faz com as
arestas tres angulos taes, que a somma das segundas po-
tencias dos seus cosenos he sempre a unidade.

Seja ABCD o triedro, e AE a diagonal dada de po-
sicio. Por E tirem-se os tres planos EFDG, EFBH,
EGCH perpendiculares as tres arestas, que elles encon-
trdo nos pontos D, B, €. Estes tres planos com as tres
faces do triedro proposto, determindo hum parallelipipedo
rectangulo. Porque sendo os planos EFD G, EF B H am-
bos perpendiculares ao plano A B D, a sua intersectio EF
Ihe be tambem perpendicular em algum ponto F. Da mesma
maneira he EH perpendicular a ABC em H, e EG a
ADC em G. Temos ji oito vertiees, eitre os quaes E foi
tomado arbitrariamente. O triedro EFG H he supplemen-

tario do proposto, logo os seus angulos, assim como os seus

diedros siio rectos, ou elle he trirectangulo. O angulo BFD
he a medida de hum destes diedros, cuja aresta he EF,
por ser EF perpendicular ao seu plano; mas por isto
mesmo, sdo rectos EFB, EFD, logo o triedro, de que
F he o vertice, seri trirectangulo. Da mesma maneira sio
trirectangulos os triedros, que teem os verlices G, IH.

A B he perpendicular ao plano FBH por construcgio,
logo o angulo FBH he recto, por ser a medida do die-
dro, cuja aresta he 4 B no triedro proposto; mas 4 B F,
A BH serio tambem rectos, logo o triedro de que B he
o vertice he trirectangulo. Da mesma f6rma se prova que
siio trirectangulos os triedros, que teem €, D por vertices.
Logo todos os angulos das faces do polyedro ABRCDEFG H
sdio rectos, logo elle he hum parallelipipedo rectangulo.

Tirem-se as diagonaes ED, EB, EC dos rectangulos
das laces. Serio EDA, EBA, ECA angulos rectos, e
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triangulos rectangulos, porque AD, AB, AC sendo por
construcgdo respectivamente perpendiculares aos planos que
encontrdo, o serdo &s rectas DE, BE, CE. Por conse-

guinte
AD=—AEcos EAD; AB=AEcs EAB; AC—=AEcos EAC.

Mas temos

T I L DR =D L DF A TFE —AD '+ 4B+ AC

logo

1B — A cos® EAD +AE cos® EAB—+AE cos® EAC,

ol
{—co0s? EAD 4 cos® EAB<cos* EAC.

460. Projeccfio de hum polygono sobre hum plano, he
outro polygono formado nesse plano, pelas intersecgdes deste
com outros planos perpendiculares a elle, tirados pelos la-
dos do polygono proposto.

&61. A projeccdo da area de hum polygono he igual
4 area do polygono proposto multiplicada pelo coseno do
diedro formado pelos planos dos dois polygonos o proje-
ctado, e a projeccio.

Se pelos lados do polygono ABCD se tirdo planos per- Fic. 152.
pendiculares ao plano abed, as suas interseccies ab, be,
ete., com este ultimo plano, férmdo hum polygono abe d,
que he a projeccio do primeiro. Seja EF a interseccio
dos planos dos dois polygonos mencionados. Tirem-se por
todos os vertices A, B, €, D planos perpendiculares a EF.
Sejio 4, L, B, C, I, D, a, I, b, ¢, iy, d todos os pontos
communs a estes planos, e aos lados dos polygonos. Estes
pontos, dois a dois, estdo em perpendiculares ao plano ab cd,
cada huma das quaes he intersecclio de dois planos per-
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pendiculares a este, hum por construccdo da projecgdo,
outro por ser perpendicular a EF, que estd tambem no
plano a bed. Os dois polygonos estio divididos pelos planos
da construccio em triangulos ADL, BIC, adl, bic; e
em quadrilateros L BID, 1bid, os quaes, se ndo forem pa-
rallelogrammos, sao trapezios, porque BI, L D sio rectas
collocadas no mesmo plano, ¢ em planos parallelos por se-
rem perpendiculares a EF, e logo slio parallelas, e da
mesma sorte o sdo b4, Id entre si. Estes trapezios mesmo
podem ser divididos em triangulos pelas diagonaes L1, Ii.
H F he a altura do triangulo A LD, por ser perpendicular
4s parallelas LD, AF, e tambem he altura do triangulo
ald, por ser tambem perpendicular és parallelas Id, a F.
Similhantemente G H he a altura dos trapezios L BID,
[bid, ou de seus triangulos, ete. Logo

ABL‘D=§LD:><GF+;BJ><EH.

abcd=%fd><:GF+;;ﬁi><E!I,

destas equagdes se conclue
 ABCD:abed
LD>XGF+BI<EH:1d><XGF+bi>< EH.

Mas todos os triangulos L1 H, DdH, BbG, IiG sio si-
milhantes, por serem rectangulos, e terem os ungulos em
G, H iguaes, pois que cada hum delles he a medida do
diedro formado pelos planos dos dois polygonos; logo

ldxLH

biX LI
b L) s IH

y ¢ BI= 7

logo
ABCD:abed
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L i i .
_:wxryxap bix LHXE 1dS<GF-+bis<EH

LH ¥V}

::LH:IH::l:wsLHa‘;

logo
abcd=ABCDcos LHI.

462. No tetraedro trirectangulo, ou que tem hum trie-
dro trirectangul6, a segunda potencia do numero que re-
sulta da medida da face niio rectangular, he igual i somma
das segundas potencias dos numeros que resultio da me-
dida das outras tres faces rectangulares.
No tetraedro A BCD sejio rectos os angulos BAC, Fie 162
CAD, DAB.
Digo primeiramente que a face BC D, que tomaremos
para base, ndo he rectangular. Porque, se o angulo BCD,
por exemplo, fosse recto, seria B D hypothenusa commum

aos triangulos BAD, BCD; logo teriamos AB +AD"

—BC +4-CD’; absurdo, porque sendo BC, €D as hypo-
thenusas respectivas aos triangulos BAC, €A D, sio maic-
res do que os lados A B, AD.

Em segundo logar, os diedros feitos pelas faces com a
base siio agudos. Porque se, por exemplo, o diedro ACD B
fosse recto, entdo a base B C D udio encontraria A B, por
ser esta aresta tambem perpendicular & face 4CD; absur-
do. E se o diedro fosse obtuso, tambem a base ndo en-
contraria A B da parte de B; absurdo.

Logo se do vertice principal 4, commum és faces, se
abaixa a perpendicular A E sobre a base, esta cahird den-
tro da base, e do tetraedro.

Tirem-se por A E os planos EAF, EAG, EAH re-
spectivamente perpendiculares s tres faces, e sejio A F,
AG, A H as suas interseccdes respectivas com ellas. Estas
interseccdes teem logar effectivamente mesmo nas faces, e
niio em suas continuacdes, porque os seis diedros formados
pelos planos EAB, EAC, EAD com as faces rectangu-
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lares, sio todos agudos, porque sio todos menores do que
os diedros rectos formados por estas faces entre si. Tirem-se -
EF, EG, EH: os primeiros tres planos sio perpendi-
culares & base, porque passio por A E que he perpendicu-
lar a esta.

O plano A EF sendo perpendicular & face ABC, e a
base BCD, he perpendicular & sua intersec¢do CB; logo
o angulo A FE he a medida do diedro que ellas formao.
Igualmente AGE, A H E sio cada hum a medida de cada
hum dos outros dois diedros formados com a base.

Nos triangulos rectangulos A EF, A EG, A EH, abai-
sadas as perpendiculares EI, EK, EL sobre as suas hy-
pothenusas, serd o angulo A Ef=AFE=diedro ABCD,
porque A ET he complemento de I' E F, assim como A FE.
Temos igualmente 4 EK=—AGE==diedro ABDC, ¢
AEL=AHE= diedro ACDB.

ET he perpendicular 4 face ABC, porque estd em hum
plano perpendicular a esta face, e he ao mesmo tempo
perpendicalar & sua interseccio A F. Da mesma sorte E K,
E L sio respectivamente perpendiculares és outras duas fa-
ces. Logo o plano 7 EK he perpendicular aos dois A BC,
ABD, e por conseguinte & aresta A B, sua interseccio.
Igualmente os planos K E L, I EL sio respectivamente per-
pendiculares &s duas arestas A D, AC. Logo EIKL he o
triedro supplementario do triedro ABCD, logo EIKL
he hum triedro trirectangulo. Logo teremos

cos® TEA+cos® KEA+cos! LEA=1
" == cos® EFA + cos® EGA +cos® EH A,

isto he, a somma das segundas potencias dos cosenos dos
diedros sobre a base he igual & unidade.

Cada huma das faces he a projeccio da base sobre o
plano dessa face. Assim teremos

ABC=BCDcos EFA;
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ABD=BCDcos EGA:
ACD=BC Dcos EH A.
Logo
ABC*+ABD®*+ACD*

=HCD2 (cus“EFA—l—('os’EG.-l-{—ms*EH.-I_J

—BCD

463. Em geral, e com huma similhante demonstragao, se
provard, que o quadrado da superficie de qualquer polygono
he igual & somma dos quadrados das superficies das suas pro-
jecgoes sobre tres planos perpendiculares entre si.

AA







LIVRO 6.

Geomeiria circular plana

%64%. Curva he a linha, da qual nenhuma parte he recta.

465. Curva plana he aquella, que tem todos os seus pon-
tos em hum plano.

466. Cireulo he o logar de todos os pontos de hum plano,
que distio igualmente de hum mesmo ponto, isto he, que
teem o mesmo centro e raio.

467. O circulo tem centro no seu mesmo plano.

Sejio A, B, €, elc., os pontos, de que he logar o cir-
culo, e D o centro d’estes ponlos.

Se D ndo estd no mesmo plano, abaixe-se D E perpen-
dicular sobre o plano dos pontos. Tirem-se D4, D B, D C,
etc., que serdio iguaes pela hypothese da propesicio. Logo
E nio péde cahir sobre algum dos pontos propostos, por-
que (eriamos enldo as obliquas a hum plano iguaes & per-
pendicular. Tirem-se tambem E A, E B, EC, ete. Os trian-
gulos rectangulos AED, BED, CED, elc., sio todos
identicos, porque teem D E commum, e as hypothenusas
iguaes, logo sio iguaes EA, EB, EC, etc., ou E he cen-
tro dos pontos A, B, C, etc., ou do circulo que he o logar
d'elles.

%68. O circulo he continuo.

Porque se elle tivesse alguma interrupelio, poderia ti-
rar-se, n’este intervallo, e no seu plano a recta, EF—=E 4,
e depois D F. Entio o triangulo E D F seria tambem re-
ctangulo, e identico com E D A, poisque D E he commum,
@ sdo iguaes por construccdo os outros dois lados dos an-
gulos rectos; seria portanto DF=DA, e F hum ponto

Fig. 165.




Fiz., 166.

Fig. 167.
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com o mesmo centro e raio que A, B, €, etc., isto he,
ponto do circulo. Logo ndo ha n'elle interrupgao.

469, O crculo he huma curva plana.

O circulo he huma linha, porque se alguma das suas par=
tes ndo o fosse, entdo, visto que elle ndo pide ser hum
systema de pontos destacados, segundo a ultima proposiciio,
s6 poderia ser huma parte da superficie plana, sobre a qual
estiio 08 pontos, de que o circulo he o logar, e por conse-
guinte poder-se-hia tirar n'esta parte de superficie plana
huma recta, e todos os pontos desta recta teriio o mesmo
centro, absurdo (§ 84); pela mesma rasdo nenhuma parte
do circulo he recta. Logo o circulo he huma curva plana.

470. Ocirculo nio pode ter, fora de si, centro noseu plano.

Esti demonstrado, que o circulo tem centro no seu plano,
e, se he possivel, esteja este centro D fora do eirculo, que
passa pelos pontos 4, B, C, ete.

Tire-se a recta D A, e produza-se esta da parte de D
até que seja D E=D A; serh E hum ponto do circulo, e
D estari entre A, e E. Da mesma maneira estard D enltre
B e hum outro ponto cpposto equidistante de I, e assim
por diante. Logo D fica sempre entre pontos do circulo, e
logo dentro d'elle, contra a hypothese de que estivesse ora.

471. O circulo tem hum centro s6 no seu plano.

Se he possivel, sejio 4, B dois centros do circulo € D E.
Estardo ambos deatro do circulo, pela proposigio prece-
dente; logo a recta A B, por elles tirada, encontraré pro-
duzida o circulo em dois pontos €, E.

Porque A he centro, serb A C=AE; logo B C > B E;
mas porque K he centro, deveria ser 8 C = B E: absurdo;
logo niio ha dois centros no mesmo plano do ecirculo.

472. Quando se falla de centro do cireulo, subenten-
de-se aquelle, que estd no seu plano: e da mesma maneira,
o raio he a distancia d’este centro a hum ponto qualquer
do circulo.

¥73. Descrever o circulo sobre hum plano determinado,
sendu llﬂl{{ls o cenlro e o raio.

No plano dado € D E com o centro dado A, e raio A€

W




GEOWETRIA CIRCULAR PLANA. 205

igual a0 dado, descreve-se o circulo, ¢ a superficie que elle
encerra, movendo A €, sem mover A, no mesmo sentido,
¢ conservando sempre o extremo € no plano até que volle
& sua posicio primitiva. Ou abrindo hum compasso de ma-

neira, que a distancia entre as suas pontas seja igual a A €,

e fixando huma d'ellas em A, a outra sendo applicada so-
bre o plano proposto descreverd o circulo.

Se o centro dado ndo he o principal, mas outro féra do
plano dado, pode ainda descrever-se o circulo da mesma
forma, huma vez que a perpendicular abaixada do centro
sobre o plano sej menor do que o raio.

¥7%. Sendo dado o circulo, ou tres de seus pontos si-
mente, achar o seu centro.

Como tres pontos quaesquer do circulo niio estdo em
linha recta, podem ser os vertices de hhm triangulo, e o
centro d’estes vertices, que he unico no seu plano, serd tam-
bem o centro do circulo.

&75. Duas linhas planas chamlo-se tangente huma da
outra, quando sendo collocadag no mesmo plano, e produ-
zidas, se he possivel, niio se cruzio, nem leem mais de hum
ponto commum. Quando se falla da tangente em hum ponto
de huma curva plana, subentende-se particularmente a tan-
gente rectilinea.. ;

476. Por hum ponto do circulo tirar a sua tangente.

Seja A ponto do circulo 4 B C, pelo qual se quer lirar
a tangente d'este circulo.

Busque-se o centro D do circulo proposto, e tire-se o
raio D A i

Por A tire-se E F perpendicular ao raio D A, e serd
EF a tangente pedida. Porque qualquer dos seus pontos,
diverso de A, esth mais longe de D do que esta A, e por
consequencia todos os outros estio fora do circulo.

Esta tanzente he unica para o ponto A, Porque oulra re-
ela qualquer tirada por A laria agudo hum dos angulos com
o raio A D, e a perpendicular de D sobre ella seria << A D;
logo o seu pé ficaria dentro do circulo e esta recta produ-
gida cortaria ainda o circulo em outro ponto.

Fig.

168.
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477. Tirar huma tangente a dois circulos dados de gran-

* deza e posigio.

Fig. 169,

Fig. 170.

Fig. 171.

Sejio A, B os centros dos dois circulos dados, e €, D
0s dois pontos de contacto; ou seja €D a tangente com-
mum aos dois circulos.

Conhece-se A B que he a distancia dos centros, por hy-
pothese; e AC, B D que sio os raios dos circulos; sabe-se
que os angulos €, D sio rectos. Tire-se B E parallela a
C D. No triangulo rectangulo A B E conhece-se a hypothe-
nusa A B, e o lado A E igual 4 differenca dos raios; pode
pois construir-se o angulo A, ou a posicio de A €, e ji se
v, que o problema fica resolvido; mas he necessario ajun-
tar s condigdes, que a distancia dos centros seja maior do
que a differenca dos raios. Vé-se tambem, que se péde ti-
rar oulra tangente da outra parte da linha dos centros.

Querendo que a tangente € D corte a linha dos centros
A B, entio os triangulos rectangulos similhantes A E €,
B ED dio

BD:AC::BE:AE,

ou
BD+AC.AC::BA:AE,

e conheceremos 4 E. No triangulo rectangulo 4 E €, com
a hypothenusa A E e o lado 4 €, péde construir-se o an-
gulo A, e o problema fica resolvido, se entretanto a distan-
cia dos centros A, B, que se compdem de duas hypothenu-
sas, [or maior do que a somma dos raios A C, BD.

Ji se vé que he possivel tirar outra tangente, que corte
a distancia dos centros.

#78. Para tirar huma tangente ao circulo, que seja pa-
rallela a huma recta dada, basta abaixar do centro huma
perpendicular sobre essa recta, e ter-se-ha o ponto de con-
tacto.

479, Para descrever por dois pontos 4, B hum circulo,
que toque huma recta dada € D; tive-se a recta A B, e se
ella encontrar, sendo produzida, € D em hum ponto E, en-
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tio tome-se E F media proporcional entre EA, e EB, e .

os tres pontos F, A, B delerminario o circulo pedido
(§ 474%).

Se A B he parallela a €D, levante-se a ptrpendicular
EF no meio de A B, e o ponto F de encontro com CD
serfi o pontojde contacto do circulo A4 B F.

480. Para tirar por hum ponto dado A hum circulo, que
loque duas rectas dadas, tire-se por A huma recta F G, que
faga angulos iguaes com as duas rectas dadas BC, DE e
tome-se ( H= A F; faca-se depois passar pelos dois pon-
tos G, H hum circulo, que toque huma das rectas dadas, e
que por consequencia locard tambem a outra.

481. Para descrever hum circulo que toque tres rectas
dadas; se estas se encontrfio duas a duas formando hum
triangulo, fica o problema resolvido, buscando o centro dos
lados e o apothema, que serlio o centro e o raio do circulo
pedido.

Se duas A B, C D das rectas A B, B D, CD sio paral-
lelas, entdio da mesma forma dividdo-se ao meio os angulos
ABD, BD C pelas rectas BE, D E; ¢ o ponto E de con-
curso serd o centro, e qualquer das perpendiculares E F,
EH, E 6 o raio do cireulo pedido.

Bem se vé que ha outra solugdo da outra parte da se-
cante B D.

Vé-se tambem que o problema niio he possivel, se as re-
ctas dadas siio todas parallelas.

482. Dois circulos, nos quaes a distancia dos centros he
igual & somma dos seus dois raios, tocio-se exteriormente
em hum ponto d'esta distancia,

Sejio A B os centros de dois circulos, cujos raios sio
respectivamente A D, BE; e sejao A B= A D—+ B E.

Tome-se A C= A D, serd B C= B E; logo € he hum
ponto commum aos dois cireulos, e o unico, porque na recta
A B niio péde existir outro ponto F commum aos dois circu-
los, poisque entdo seria B €= B F: absurdo. Nem de qual-
quer dos lados de A B pode existir hum ponto & commum
a0s circulos, porque tirando G A, G B, teriamos (G A=

Fig. 172.

Fig. 173.

Fig. 174.

Fig. 115




Fig. 178.
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A €, como sendo raios do mesmo circulo, e G B=DBC,
por igual rasdo, isto he, seria

AG 4+ B G=AB: absurdo.

Nenhum ponto & de hum dos circulos, do qual B he cen-
tro, péde estar dentro do outro, que tem por centro A;
porque produzindo A 7 até o encontro do circulo em H,
serin A H= A C; mas temos jai B G =B C; logo

AH4+BG=AB,
logo .
A G+ B <A B: absurdo.

Tambem nenbum ponto F do circulo, de que B he cen-
tro, pdde estar sobre 4 €, ou sobre a sua continuaclo,
como temos visto.

483. Dois circulos, nos quaes a distancia dos centros he
igual & differenca dos seus raios, tocdo-se interiormente em
hum ponto unico da recta, sobre a qual estdo os centros.

Sejio A, B os centros de dois circulos, A B serh a diffe-
renca dos raios; e seja 4 o centro do circulo, cujo raio he *
0 maior,

Produza-se A B da parte de B, até que tenhamos A €
igual a0 raio maior. Serd € ponto commum aos dois circu-
los, e o unico.

Porque na recta A B ndo pide existir outro ponto com-
mum aos dois circulos, nem & esquerda de A, porque faria
menor do que o outro o raio que deveria ser maior, nem
& direita de A, porque tornaria desiguaes os raios de hum
mesmo circulo. Da mesma sorte ndio ha ponto commum D
de algum dos lados de A B, porque tirando A D, B D, te-
riamos AD=AC,e BD=RBC;

logo

AD—BD=—AB,
ou

AD=A B+ B D: absurdo.
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Nenhum ponto E do circulo, cujo centro he B, pode
existir fora do circulo,"de que A he centro; porque ti-
rando A E, esta recta o cortaria em algum ponto F, e se-
rin AB+BE=AB4+BC=AC=AF <A E: ab-
surdo.

48%. Dois circulos, nos quaes a distancia dos centros he
menor do que a somma dos dois raios, ¢ maior do que a
sua differenca, teem dois pontos communs.

Porque a distancia A B dos contros sendo menor do que
a somma dos dois raios A D, B D, e maior do que a sua
differenca, temos as condigdes necessarias (§ 69) para a
construccio de dois triangulos, que tenhdo estes lados, hum
acima de A B, o outro da parte opposta no mesmo plano;
o que da dois pontos I) communs aos circulos, cujos centros
sio A, B, e os raios AD, B D.

485. Dois circulos ndo podem ter mais de dois pontos
communs.

Sejio A B os centros dos dois circulos.

Nenhum dos pontos communs da questio pode existir na
recta que une os centros, ou na sua continuacdo. Porque no
primeiro caso, a distancia dos centros seria a somma dos
raios, e os circulos se tocarilio, e os dois pontos communs
deixariao de existir; e no segundo caso, seria A B a diffe-
renca dos raios, e os circulos ndo teriio da mesma forma
mais do que hum ponlo commum.

Vejamos agora se podem existir dois pontos,communs

Fig. 177.

aos circulos, do mesmo lado de A B. Se existem, nio po-_

derfio ser €, D, que se achdo em linha recta com qualquer
A dos dois centros; porque entio, sendo por hypothese com-
muns aos dois circulos, seriio A €, A D rmos do mesmo
circulo, de que A he centro: absurdo, Sejio pois, se he pos-
sivel, D, E estes dois pontos communs. Tirem-se D B, E B
que serdo iguaes, como sendo raios do mesmo circulo, de
que B he centro; similhantemente, sio iguaes entre si A D,
A E; e poisque A B he commum aos dois triangulos A B D,
A B E, serio estes identicos, e logo iguaes os angulos
oppostos aos lados iguaes mnos dois triangulos, isto he,
BB




Fig
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ang. DA B=ang. E A B: absurdo. Logo ndo ha mais do
que dois pontos communs, hum de cada parte de A B.

486. Por hum ponto féra de hum cireulo tirar huma {an-
gente ao mesmo cireulo,

Seja A o ponto dado fora do circulo € B D.

Ache=se o centro E do cireulo, tire-se A E, ¢ busque-se
o seu meio F. Com o centro F, e o raio F A descreva-se
hum circulo. Os dois circulos terdo dois pontos communs
C, D, mas nenhum d'elles na recta tirada pelos centros,
porque a distancia F E == F A dos centros he o raio de hum,
e logo menor que a somma dos raios dos dois, e maior que
F B, differenca d’estes raios. Tirem-se A D, A €, ED. Cada
huma das rectas A D, A € he tangente do cireulo proposto.
Porque o triangulo A D E, que tem o centro dos verlices
sobre o lado A E, he rectangulo em D, ou he A D per-
pendicular sobre o raio E D.

487. Arco de huma curva he huma parte d'esta curva.
Corda da curva ou do arco he a recta, cujos extremos sio
pontos da curva, ou extremos tambem do arco. Diametro
da curva he a recta que divide em partes iguaes todas as
cordas parallelas entre si. Grandeza do diametro he a parte
d’esta linha, que he tambem huma corda.

488. Tambem se chama ecirculo a parte do plano que
elle encerra; e n'este caso, a linha, que se chamava circulo,
toma o nome de eircumferencia ou peripheria.

489. A perpendicular a cordas parallelas, tirada pelo
centro do circulo, he hum diametro.

Do centro D do circulo A B € abaixe-se D E perpendi-
cular sobre a corda A B; tirem-se os raios D A, D B. Se-
riio identicos os triangulos rectangulos A DE, BD F, por-
que teem as hypothenusas iguaes, ¢ o lado D E commum:
logo EA=ERB.

Da mesma maneira se prova, que esta mesma perpendi-
cular divide, pelo meio, qualquer outra corda G H parallela a
A B: e quanto 4 corda tirada pelo eentro D, he claro que ella
tem este ponto no seu meio, Logo D E he diametro, e FC
a sua grandeza. :
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490. Toda a recta, que passalpelo centro do circulo, he
diametro.

Porque de todos os seus pontos, que estio dentro do cir-
culo, podem levantar-se cordas perpendiculares sobre ella,
as quaes por consequencia serlio parallelas, e divididas igual-
mente por esta recta qualquer, que passa pelo centro.

491. Hum diametro nio divide somente em partes iguaes
as cordas, a que he perpendicular, mas tambem o circulo, a
circumferencia, e os arcos, a que os ditas cordas pertencem.
Porque dobrando a figura pelo diametro F €, os pontos
A, B coincidem, e da mesma maneira os jextremos de ou-
tras cordas parallelas a A B, o que basta para fazer sentir
a verdade da proposicio.

492. Cordas parallelas A B, G H cortdo no circalo arcos
iguaes A G, B H. =

493. Dois quaesquer dos tres pontos meio da corda,
meio do arco, e centro do circulo, determinam a posigio
do diametro perpendicular 4 corda.

49%. Dividir hum arco dado em duas partes iguaes.
Tire-se a corda do arco, e a perpendicular a0 meio da
corda. Esta perpendicular divide o arco em partes iguaes.

495. Pertencendo a corda a dois arcos da circumferen-
cia, e a dois segmentos do circulo, subentende-se sempre o
menor segmento, isto he, aquelle fora do qual estd o cen-
tro, ¢ o menor arco, ou aquelle que pertence ao menor se-
gmento.

£96. A corda do ciiculo tem todos os seus pontos den-
tro d'elle.

Porque os extremos A, B da corda estdo mais affastados

de D, do que qualquer outro ponto de A B (§ 85). Se a
corda he diametro, tambem a proposicio he evidente.
497. Duas circumlerencias, que teem dois pontos com-
muns, cortio-se.
Porque a corda entre estes dois pontos estarh nos dois
circulos, logo estes teem commum huma parte da sua su-
perficie, e logo as circumferencias cortio-se muluamente.
498. O diametro he a maior corda do circulo.
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No triangulo A B D temos A B<~ A D+ B D, isto he,
A B menor do que a somma de dois semidiametros.

499. De duas cordas do circulo, a menor esta mais longe
do centro; e reciprocamente.

No triangulo rectangulo A B E o quadrado do raio A D
he igual & somma do quadrado de D E, distancia perpendi-
cular do centro 4 corda, e do quadrado da semicorda A E;
de sorte que, sendo o raio coristante, quando D E augmenta
he necessario que A E diminua, e por consequencia A B; e
reciprocamente.

500. No mesmo circulo, ou em circulos descritos com
raios iguaes, cordas iguaes estdio a igual distancia do cen-
tro; e, reciprocamente, se as cordas estio a igual distancia
do centro sdo iguaes.

501. Arcos iguaes de circumferencia descritas com raios
iguaes, sio identicos.

Sejao iguaes em comprimento, ou iguaes 4 mesma recta
os arcos A B, € D das circumferencias A EB, C K D, com
0s centros respectivos G, H, e os raios G A, H Ciguaes. Ap-
plique-se o centro ( sobre o centro H, o raio G A sobre o
raio H €, e o arco A B sobre o plano € D F da parte de € D.

Todos os pontos de A B cahirdo sobre a eircumferencia
CD F, porque se algum cahisse em I, fora ou dentro d’esta;
entdo tirando H I, esta recta encontraria, produzida se fosse
necessario, a circumferencia ¢ D F em algum ponto K, e
seria HI=G A, e HK=HC, isto he, HI=H K: ab-
surdo. Estando pois os pontos do arco A B sobre €D F,
e da mesma parte de €D, e sendo A B= €D, o outro
extremo B cahird sobre I), e os arcos serio identicos.

502. Com a mesma condigho, as circumferencias tam-
bem serdo identicas. '

503. Com a mesma condiglio, os arcos iguaes teem cor-
das iguaes; e reciprocamente,

Para demonstrar esta proposiciio inversa, faca-se a sobre-
posicao dos triangulos identicos G A B, HC D, e entio os
arcos, coincidindo e tendo os mesmos extremos, serdo iguaes,
porque sio identicos.
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B04%. As assercoes dos §§ 501, 503 teem logar tambem
em huma s6 circumferencia, empregando entretanto na de-
monstraglio a segunda circumferencia; porque quantidades
iguaes ou identicas com huma terceira, sdo iguaes ou iden-
ticas entre si.

505. Sector do circulo he a superficie, que dois raios e
o arco interceptado terminam. O angulo dos dois raios cha-
ma-se angulo do sector ou do centro.

506. No mesmo circulo, ou em circulos descritos com
raios iguaes os seclores, que teem arcos iguaes, leem 0s
angulos iguaes, e sio iguaes; e, reciprocamente, se teem
os angulos iguaes, leem iguaes os arcos, e slo iguaes.

Sendo iguaes os arcos A B, CD dos sectores G AB,
H € D, sho iguacs as stias cordas A B, € D; logo sdo iguaes
os triangulos A B G, €D H; logo tambem os angulos &,
H, e logo os sectores admittem sobreposicio.

Reciprocamente, se os angulos G, H slo iguaes, serio
iguaes os triangulos A B G, € D H, logo iguaes as cordas
AB, €D, e logo iguaes os arcos A B, CD.

507. Com as mesmas condigdes, os segmentos, que teem
08 arcos iguaes, ou as cordas iguaes, slio iguaes.

508. No mesmo circulo, ou em circulos iguaes os ar-
cos sdo proporcionaes aos sectores, e aos angulos do centro.

Sejiio primeiramente commensurayeis os arcos A B, CD
de circulos iguaes, e seja A E a sua medida commum, Ti-
re-se o raio G E. Suppondo os arcos A B, € D divididos em
partes iguaes a A E, e tirados raios aos pontos de divisdo,
ver-se-ha que os sectores, e os angulos do centro sio com-
postos de sectores iguaes, e de angulos do centro tambem
iguaes, assim como os arcos A B, ¢ D sio compostos de ar-
cos igunes a A E: e por isso a proposicdo he verdadeira.

Se os arcos ndio sio commensuraveis, a demonstracio he
similhante a do § 123.

509. Logo quando se diz que hum arco he a medida
do angulo do centro, deve subentender-se que o arco he
igual ao angulo do centro dividido pela unidade angular, e
multiplicado pela unidade ou medida do arco.
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510. O angulo, que tem o vertice em huma circumfe-
rencia, tem por medida a metade do arco interceptado pe-
los lados, ou pelas suas continuagdes.

O angulo A4 B € he metade do angulo do centro A D¢

(§ 172), logo ABC= AC.

O angulo A EF formado pela tangente, e pelo diame-
tro, he recto, logo tem por medida hum quarto da eircum-
ferencia, ou a metade da semicircumferencia A B E, com-
prehendida entre seus lados,

Oangulo FEH=FEA-4+ HEA
1 1 R S
EE-A BE+ A H-——*EBH.

O angulo G E B he o supplemento de B E H, logo tem

juntos por medida a semicircumferencia; mas o angulo

BEH— ;i BAH,
logo

oang. G EB=_(BE-+EH).

O angulo FEG=1EH=_HE.

O angulo G E T, seja E I tangente ou nao, sendo igual
a0 seu verticalmente opposto, esta comprehendido na propo-
SI¢H0.

511. O angulo excentrico, ou que tem o vertice entre o
centro e a circumlerencia, tem por medida a semisomma dos
arcos interceptados por elle, e pelo angulo verticalmente
opposto.

He o angulo BAC—=ADC+ACD=BC+:ED.

512. 0 angulo, que tem o vertice fora do circulo, tem
por medida a semidifferenca dos arcos que intercepta.
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O angulo BFC=BDC—DCF
—=3;BC— DG=(BC—DG).

513. Se por hum ponto, tomado dentro ou féra de hum
circulo, se tirdo duas rectas que cortem a circumferencia em
quatro pontos, as partes d'estas rectas, comprehendidas en-
tre o ponto e os quatro da circumferencia, slo reciproca-
mente proporcionaes.

Se o ponto he A dentro do circulo, e as rectas as cor-
das B.D, CE; os triangulos A B E, A D C, que sio equmn-
gulos entre si, dao

AE:AB::AD:AC.

Se o ponto he F fora do circulo, e as rectas as secantes
F B, FC; os triangulos F B G, F €D, que teem o angulo
B F € commum, e

FBG=;DG=FGH,
dao
DF:GF::CF:BF.

514. Se huma das rectas encontra a circumferencia em
hum sé ponto, isto he, se he tangente, ella sera media pro-
porcional entre a secante, e a sua parte exterior.

Porque os dois triangulos F EB, F ED teem o angulo
B FE commum, e o angulo FBE=FED, por terem

ambos por medida i E D; logo os triangulos sio similhantes, e

BF EF;;EF;D¥.

515, Fazer hum segmento circular capaz de huma corda
e de hum angulo dados, isto he, que tenha o vertice do an-
gulo no seu arco, e os extremos da corda sobre os lados do
angulo.

Sejaio A B a corda, e €D E o angulo dados.

Fig. 171.

Fig. 183.




Fig. 184.

Fig.
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Faca-se o angulo € D F duplo do angulo agudo € D E
dado, voltando este angulo para a outra parte de D E, ou
fazendo E D F = C D E. Faca-se D F= D (. Tire-se C F.
Faclio-se os angulos A, B cada hum igual a €. Serd G =
CDF, e GA= G B. Com o centro &, e o raio GG A de-
screva-se o arco do segmento, dentro do qual esteja @, e
ter-se-ha o segmento pedido.

Porque qualquer angulo inscrito n’este segmento, e cu-
Jos lados passem por A, e B, serd

=:G=:CDF=CDE.

Se o angulo dado € D E he obtuso, busque-se o se-
gmento do seu supplemento, e o outro segmento serd o
pedido. Se o angulo € D E he recto, basta descrever huma
semicircumlerencia com a corda como diametro.

516, Inscrever em hum triedro dado hum triangulo da-
do, ou o que he o mesmo, fazer em hum triedro huma sec-
ciio dada.

Sejio a, b, ¢ os angulos do triedro. Sobre cada hum dos
lados do triangulo dado A BC, eomo cordas, fagho-se os
arcos ADB, BEC, € F A, capazes respectivamente dos
angulos dados a, b, ¢; e depuis facio-se girar os arcos so-
bre as suas cordas respectivas, até que tenhdo hum ponto
commum, que serd o verlice do triedro.

517. A recta tirada de hum ponto do plano do circulo
& circumferencia, augmenta com o arco interceptado por
ella, e pelo ponto da circumferencia mais proximo, determi-
nado pela recta que passa por aquello ponto e pelo centro.

Sejio A o ponto dado, A€ alinha que passa por elle e
pelo ponto €, supposto o centro, A B, AD reclas tira-
das do dito ponto A & circumferencia, E o ponto da recta
infinita € A e da circumlerencia, o mais proximo de A.

Temos CA+—AB>CBH,
isto he ACH+AB>CE;
logo quando A esta dentro do circulo serd A B> A E.
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Temos
CA—AB<CB,
isto he,

CAd—=AB<CE;
logo quando A estd fora do circulo, serd
CE4+AE—AB<CE,

logo tambem A B> A E.

Nos triangulos AC B, AC D que teem A€ commum, e
(éﬂ:(,‘ D, he A D = A B, assim como o arco E D ™ arco

B.

Temos tambem, estando o ponto 4 dentro do eirculo,
AF>AD, porque GA=>AE, ¢ he

AF—FJE:—-':ID—I—GJ,

O mesmo aconlece quando A esta [6ra do cireulo ; porque no
triangulo A D F o angulo opposto a A F he maior que o
angulo opposto a 4 D, poisque

ang. ADF=FH+;HG—=_ED+_HG,

e o angulo DF A= i ED.

Quando o ponto A esta sobre a circumferencia, ou con-
fundido com E, nio existe A E, nem A &, porque entio
esta tambem sobre A ou E; mas tem logar tudo o mais, e
pide concluir-se, que quando os arcos sio menores do que
a semicircumferencia, 0 arco maior tem maior corda, e re-
ciprocamente.

518. A perpendicular abaixada de hum ponto da cir-
cumferencia sobre hum diametro chama-se ordenada d'esse
ponto; abscissa he a parte do diametro comprehendida entre
a ordenada e o centro; e ambas as linhas sio chamadas
coordenadas do ponto.

519. A ordenada he media proporcional entre os se-
gmentos do diametro do circulo.

ce




Fig. 186.
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A ordenada €'D he metade da corda € F, logo he me-

dia proporcional entre AD ¢ D B (§ 513).

520. Reciprocamente, se huma linha plana he tal que to-
das as perpendiculares abaixadas de seus pontos sobre huma
de suas cordas sejio medias proporcionaes entre os seus se-
gmentos respectivos; esta linha serd hum circulo, e a corda
o seu diametro,

Seja ACB a linha plana proposta, tal que a perpendi-
cular qualquer € D, tirada de algum ponto € sobre a corda
A B, seja sempre media proporcional entre A D e D B; digo
que esta linha he a circumferencia circular.

Divida-se A B ao meio em E. Tire-se E(.

Pela propriedade da linha proposta, temos

CD*=ADX<DB=(AE+ED) (EB—ED)

=(AE+ED) (AE—ED)—AE®*—ED*.

Mas pela propriedade do triangulo rectangulo D E ¢, he
CD*=CE*—ED*;logo C E=AE.

Se a perpendicular cahe no ponto E, como G E, éntio
para ser media proporcional entre os segmentos iguaes, he
preciso que seja igual a cada hum d'elles. Logo todos os
pontos de A € B estio distantes de E, tanto como cada hum
dos pontos A, B. Logo a linha proposta he circulo, e tem
o centro em K.

521. Dois arcos, que formdo juntos o quarto da circun-
ferencia, sendo divididos pela unidade do arco, dao dois nu-
meros que sdo completamentos hum do outro. (Arithmetica
Universal § 288).

Dividindo pela unidade angular u os dois angulos agudos
do triangulo rectangulo, resultio dois numeros complemen-
tos hum do outro para o numero ¢: esta unidade he o an-

gulo recto r dividido por ¢, isto he, u=:.

Ora a unidade U do arco deve ser o arco que mede u,
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logo deve estar para o quadrante & €' B da circumferencia,
que designo por ¢, como w estd para o angulo recto G EB
=r, isto he:

piieee et fr
r [ '
Logo _ a
GC , CB

EC e .CEBR
599 .J_L:f, ang., .:E.f, (rTB=am; ‘B .
logo
AC+CB_3r_ g
. s g W

isto he, dois arcos, que tomados juntos formao a semicir-
cumferencia, sendo divididos pela unidade do arco, siio sup-
plementos hum do outro para 2q.

523. GD=Ecsen."f”,- ED:ECms."f
logo

D
’

€ D= ECsen. E,}’,

ED=—EC( cos. ('—-B

Assim, quando se diz que o seno de hum arco he a per-
pendicular abaixada de hum extremo do arco sobre o dia-
metro, que passa pelo outro extremo, subentende-se que o
arco deve ser dividido pela sua unidade, e que depois o seno
d’este quociente multiplicado pelo raio, da essa perpendicu-
lar. Quando se diz que o coseno de hum arco he a parte
do diametro entre o centro e o seno, deve dar-se-lhe huma
igual significacdo, isto he, huma similhante interpretacio.
N'este sentido, C D, que he tﬂmbern o seno do arco AC,

e (ﬁnthmetlm Universal

he = sen. Eq——?) ==sen.—-,
(§ 294), e D, considerado como coseno do arco AC, he=




Fig. 187,
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COS, (2 q— ﬂi) L g (Arithmetica Universal

U U
§ 295).

524. Tangente de hum arco de circulo he a parte da
tangente infinita ao extremo do arco, comprehendida entre
este ponto, € a continuacio do raio que passa pelo outro
extremo. Secante do arco he este mesmo raio continuado
alé & langente.

525. A tangente B H do arco B¢ he quarta propor-
cional ao coseno E D, ao seno € D, e ao raio E B.

526. O raio EB= EC he meio proporcional entre o
coseno K D, e a secante £ H do arco BC.

527. De duas linhas planas fechadas, e que estdo no
mesmo plano, a exterior he maior do que a interior, se esta
he convexa, isto he, se he, tal que ndo possa ser cortada em
tres pontos por huma recta,

Porque para applicar todos os pontos da exterior sobre
a interior, he necessario dobrar a primeira, suppondo-a
flexivel, sobre a segunda supposta inflexivel.

528. De todas as linhas planas, descriplas no mesmo
plano, e tendo os mesmos extremos, a recta he a menor, e
depois d'esta he menor aquella que esta entre a recta e as
outras, huma vez que seja convexa.

Para a demonstracdo, basta suppor tres linhas A E B,
ACB, AB, das quaes a segunda seja convexa, e a terceira
recta. Pode sempre formar-se da outra parte da recta A B
hum (riangulo A B D com os angulos em A, e B tio agu-
dos, quanto he preciso para que a livha.AC B D fique
ainda convexa. Entio pela proposicio precedente, serd a li-
nha AEBDA>linhaACBDA>ABDA, donde li-
rando a linha quebrada A D B commum, teremos 4 E B~
ACB>A4B.

529. O seno he menor do que o seu arco. Porque o seno he
melade da corda do arco duplo, e este he maior do que a corda.

530. Uma recta qualquer, tirada do extremo de hum
arco, até & conlinuacio do raio que passa pelo oulro ex-
tremo, sem cortar o arco, he maior do que elle,
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Seja A B a recta qualquer tirada do extremo do raio Fig. 188,
D A até i continuacio do raio D €, sem corlar o arco 4 €';
digo que A B> AC.
Volte-se o triangulo D A B sobre a outra parta de D B,
e seja E o novo logar do ponto A. Estard E na mesma cir-
cunferencia EC A, de que A C he hum arco; e serd EC
—AC, BE=AB. Mas a linha EBA>EC 4, logo
BA>AC.
531. Qualquer recta, tirada da continuagdo de hum raio
alé & continuacio d’outro, sem cortar o arco, lem a sua
parte, interceptada pelos dois raios, maior que este arco. Fig. 189.
Seja D E a recta tirada entre as continuagdes dos raios
AB, AC, sem cortar o arco B €. Pelo eentro, ¢ pelo meio
G do arco B( tive-se a recta A F até & recta proposta.
Por F, e G lirem-se as perpendiculares H I, KL sobre
A F, e terminadas nas continuagdes dos raios.
Sera (§207) DE>H 1> K LB C, como se affirmou,
porque K L he composta de duas partes K G, & L, cada huma
maior do que o seu respectivo arco, conforme o que precede.
532. No quadrante, 0s senos crescem em rasio menor
do que os arcos correspondentes.
Em quanto os arcos 4 G, € & sio menores do que o qua= Fig. 190.
drante, o maior tem o seno A B maior do que o seno €D
do segundo, porque o primeiro he metade da corda de hum
arco maior, e o segundo da corda de hum arco menor, e
nenhum d’estes dois arcos duplos he maior do que a semi-
circumferencia. Logo a recta tirada por A, € encontrard em
algum ponto F o raio E G produzido, e teremos

JB__JC—FCF_CHM&JC
DT L Ro@ AT MR +1,
AR arco 4 C
Eu<arcuﬂf2+t'
A B arco A (f
{.'.D<nru:uL'G'

logo

isto he

533. No quadrante, as tangentes crescem em rasiio maior
do que os arcos respectivos.
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Fig. 191, Tire-se"por D a perpendicular F G sobre o raio H A.

Serd
AB_DF+-DG_DF -
A . DG _ur;+1‘
logo v
A B areo K D
T6=wena b
isto he

A B arco I A
A arco D) 4

534%. Rectilineo inscrito em hum arco de cireulo he
aquelle que tem os mesmos extremos que o arco, e Lodos os
seus vertices no arco. Este rectilineo he huma linha com-
posta de cordas.

Rectilineo circumserito a hum arco de eirculo he aquelle
que lem os mesmos extremos do arco, e em cada hum de
seus lados hum s6 ponto do arco. Este rectilineo he huma
linha composta de tangentes.

535. Em dois arcos de sectores com o mesmo angulo do
centro, inscrever no exterior hum rectilineo que nao encon-
tre o arco interior, e circumscrever ao arco interior hum re-
ctilineo que niio encontre o primeiro rectilineo, e que seja
menor.

Fig. 192.  Divida-se o arco 4 B em hum numero 2" de partes iguaes
AD, DE, ete., sendo n tao grande, que cada huma d’ellas
seja <7 A €. Entao a corda A D < A €. Logo A D niio pode
encontrar o arco €' H correspondente em algum ponto, por-
que a distancia d’esse ponto ao ponto A he maior do que
AC, como he facil de ver; logo este ponto de encontro
supposto nio poderia estar na corda A D<Z A €. O mesmo
pode affirmar-se das outras cordas.

Divida-se o arco € H ao meio no ponto K. Por €, e H
lirem-se as tangentes respectivas dos arcos € K, H K, as
quaes concorrerdo em algum ponto L do raio J K produzido,
suppondo que he o ang. A TD menor do que dois rectos.

Agora digo que nenhum ponto de € L péde estar sobre
a corda A D, poisque alias haveria hum triangulo com o an-
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gulo recto A € L, e cuja hypothenusa seria huma parte de
AD, logo AD > AC, contra o que se exigia na construc-
ciio.

Fazendo a mesma construccio de tangentes dos arcos
HM, MN, NG, teremos a linha CLP QR sémente
composta de tangentes, sem encontrar a linha das cordas.

Tirando por K a tangente S 7, teremos C L+ H L=
ST< corda AD. Da mesma maneira HP -+ M P <Z
D E; ete. Logo o rectilineo das tangentes € L P Q R G <Z
rectilineo das cordas A DE F B.

536. Os sectores equiangulos téem os arcos proporcio-
naes ans rains.

Se he possivel, nio seja Fig. 193.

BC.FG:. AB.AE,

,1 ~mas seja a rasdo do primeiro arco para o segundo menor
do que a dos raios, ou seja

BC:FG::AB:AD.

Com o raio AD descreva-se o arco D E. No arco DE
inscreva-se a linha das cordas iguaes D L M N E, a qual ndo
corle F G. Inscreva-se huma linha similhante em BC; e
para isso_basta achar os pontos H, I, K, em que os raios
AL, AM, AN, produzidos cortdo BC, e unil-os.

A similbanga dos polygonos A BHIKC, ADLMNE da

BHIKC.DLMNE :: AB:AD;
logo

BC:FG::BHIKC:DLMN E; absurdo, porque
_ BC>BHIKC, e FG<_que alinha das tangentes cir-
cumscrita, a qual he <_ DL MNE.
Se he possivel, seja a rasio de hum arco B € para outro
interior D E, maior do que a dos raios, ou seja

BC:DE:: AB:AF.

Com o raio A F descreva-se o arco F . Ao arco F G
circumscreva-se huma linha de tangentes, & qual chamare-
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mos tang." F G, e que nio corte a linha das cordas D.L M
NE. Circumscreva-se huma similhante linha de tangentes a
BC. A similhanga d’estas figuras da

tang. BC tang. FG :: AB:AF,

logo

BC:DE:: tang. BC tang. F ; absurdo, porque o
arco B¢ he menor do que a sua linha de tangentes, em-
quanto que o arco D E he maior do que a sua linha de cor-
das, a qual he maior do que a linha de tangentes de F &

537, As circumferencias sdo proporcionaes aos seus raios.

538. O arco do sector, conservando-lhe sempre o mesmo
angulo, péde adquirir a grandeza de huma linha qualquer,
por ser huma funcglo do raio que pode ir desde zero até ao
infinito. O mesmo acontece a respeito da circumferencia.

539. Achar que func¢iio do raio he a circumferencia.

Divida-se o quarto B € da circumferencia em duas partes
iguaes, huma d'esta tambem em duas partes iguaes, huma
destas ultimas em duas partes iguaes, e assim por diante,
até que se obtenha hum arco D € tio pequeno quanto se
quizer, ou menor do que qualquer linha proposta; e sup-

ponhamos que isso acontega quando for D € = -’%‘—'—?. sendo
m portanto hum numero inteiro potencia de 2.

0 arco D € he sempre maior do que o seno geometrico

DE, e menor do que a langente geometrica € F. Mas

R ¢

TambemDE A Dsen. == "” = A € sen. %j{.f“. =AC
sen.;, e AE=AC cos. E‘. Logo D € > A C sen. :'
e -c:':iCtang 1, isto &,

Dﬁ:}:‘lﬂ(i

bdur
m 6

DC{AC(E—]—%.-"—!-—- ct,c.).

m
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Estas desigualdades, suppondo m tao grande quanto se
quizer, concorrem para dar D €= £ AC, logo € B=mn.
m =

DC=gq.AC. %

Logo o numero ¢, achado pelos meios algorithmicos he,
a rasdo do quiulriml(! para o raio; logo 29, que chamare-
mos =, he a rasdo da eircumferencia para o diametro, isto he,
»=3,1515926 approximadamente; logo o dobro d'este
numero multiplicado pelo raio, he a funeciio procurada.

540. A area do sector circular he metade do producto
do arco e do raio.

Se se nega que 5 A B><arco BC=seclor A B C, seja, Fig. 193.

|-

se he possivel,

i A B><arco B =sector A D E (menor).

Tire-se a perpendicular A P sobre a corda B H.

Serd o polygono A BHIKC = sector A D E, isto he,
é AP<BHIKC > ' AB><arcoBC: absurdo, por
ser AP<"AB, e a linha das cordas inscrita menor tam-
bem do que o arco. :

Se nio he i A D><arco D E =seclor A D E, seja, se

he possivel,

; A D><arco D E = sector A B € (maior).

Serd o polygono A B H I K €< sector A BC, isto he,
LAPXBHIKC< § AD><urco DE: absurdo, por
ser AP>AD, e BHIKC >arco DE.

541. A area do circulo he metade do producto do cir-
cumferencia pelo raio. :

542. A area do circulo he maior que a area de qual-
quer polygono, cujo perimetro seja igual & sua circumle-
rencia.

DD
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O perimetro do polygono regular, isoperimetro e concen-
trico com o circulo, corta a circumferencia, porque alids se-
ria maior, ou menor do que elle, contra a hypothese de lhe
ser igual. Por conseguinte o seu apothema, sendo a distan-
cia do centro a cada hum dos lados, he menor do que o
raio. Logo a area d'este polygono, que he o producto do
seu perimetro pela metade do apothema, he menor do que
a do circulo, que he o producto da circumferencia, igual ao
perimetro, pala metade do raio.

A superficie d’outro polygono, ndo regular, mas do mesmo
perimetro, he ainda menor.

543. A circumflerencia he menor do que’o perimetro de
hum polygono qualquer, igual em area ao circulo.

O perimetro do polygono regular, concentrico com o cir-
culo e tendo a mesma superficie, corta a circumferencia;
logo sendo o seu apothema menor do que o raio, he neces-
sario que o seu perimetro seja maior do que a circumferen-
cia, para que o producto d'este perimetro pela metade do
apothema seja igual ao producto da circumferencia pela me-
tade do raio.

O perimetro de hum polygono qualquer nao regular, tendo
igual area, he ainda maior,

54%. Dos angulos inscritos no mesmo segmento, tem
huma maior somma de lados aquelle, que os tem iguaes.

Teremos

i L VT (7 ey A
sen. - AD (ms. . A D —cos. = D(T)

< sen. - DC ((‘-ﬂh. y A D — cos. 3 D(.‘).

. ] . .
pois sendo cos. : A D < cos, J'JC siio negalivos os dois

membros d’aquella mer;uar’h:— e de duas quantidades ne-
gativas he-menor aquella, que seria maior, se essas quanti-
dades fossem positivas.
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Logo
2 sen. :_ A Decos. i A D —+-2sen. i D C cos. i D

< 2 sen. % A D cos. 1 D6'—|—2&nn.i D € cos. i AD,

isto he, -
sen. éle—l—sen. ; D€ <"2sen. *ﬂiﬂ;ﬂ,

ou, sendod B=RBC,

2 sen. } AD—+2sen. 3 DC<2><2sen. é AB,
isto he,
corda A D corda D€ <"2><corda 4 B.

545. Entre os triangulos 4 BC, AEC com o mesmo
* perimetro, e base, o isosceles tem maior o angulo opposto
o base A C.

Porque para o triangulo A E € ser isoperimetro com
A B C, he necessario que o vertice E esteja fora do se-
gmento, logo o angulo E<ZADC, ou <A BC.







LIVRO 7.

Dos selidos circnlares.

546, Solidos circulares sio os que podem ser gerados
empregando o circulo e a linha recta.

B47. Solidos de revolugio sio os gerados pela revolugio
de huma superficie sobre huma recta.

548. Superficie curva he aquella de que nenhuma parte
he plana. 1

549. Cylindro he o logar de todos os circulos iguaes e
parallelos, os quaes téem os centros na mesma recta. Esta
recta chama-se eizo. O eylindro he infinito, mas usa-se de
huma parte d'elle com o mesmo nome; e n'esse caso cha-
mao-se bases os circulos extremos, e altura a perpendicu-
lar entre as bases. O eylindro diz-se reeto quando o eixo
he altura; alidgs he obliquo.

550. O cylindro he hum solido circular.

0 cylindro CED G FH pode ser gerado pelo circulo
CED, e arecta A B, movendo o circulo parallelamente a
si mesmo, e conservando sempre o centro na recta A B.

B551. A secgiio feita no cylindro por hum plano parallelo

is bases, he hum circulo igual a cada huma d’ellas,

Porque esta seccdo he huma das posicdes do cireulo ge-
rador.

552. A superficie do cylindro, terminada pelas circumfe-
rencias das bases, on a superficie continua por ellas com-
prehendida, he curva.

Porque se tivesse alguma parte plana, a interseccio d’esta
parte com hum plano parallelo s bases seria recta, e ao
mesmo tempo circumferencia, ou arco: absurdo.

Fig. 196
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553. A secciio feita no cylindro por qualquer plano, em
que esteja o eixo, ou que lhe seja parallelo, he hum paral-
lelogrammo; e as secgdes assim feitas na superficie curva
slio rectas iguaes e parallelas ao eixo, que se chamio lados
do cylindro.

Pelos centros A, B das bases tire-se hum plano qualquer,
em que estard o eixo, e que dividird o cylindro, e terd duas
secgdes F (, € D communs com as bases, com cada huma
das quaes este plano tem hum ponto commum. F G, € D
sio parallelas, porque estao no plano secante e nos planos
parallelos das bases, e sio iguaes por serem diametros de
circulos iguaes. Tirem-se as rectas F ¢, G D, e sera C D G F
huny parallelogrammo.

Resta mostrar que qualquer ponto das rectas F €, G D
he hum ponto da superficie curva do eylindro, ou que estas
rectas so lados d’elle. Para isso, basta tirar de hum ponto
I'deshuma para o eixo a recta I K parallela a € A, porque
serit [ K==0C A, logo serd IK o raio do circulo, igual &
base, tendoso centro em K, e logo o ponto I he hum dos
da superficie descrita pela circumferencia do circulo gerador.

Qualquer plano parallelo ao eixo, e que corte o cylindro,
deve cortar tambem huma das bases, e seja F L a sua in-
terseceiio. As interseccies dos planos A B F, A B L com este
plano seccante serdio rectas parallelas ao eixo, logo sio os
lados F€, LM do cylindro. Mas estes lados so iguaes e
parallelos, logo a seccio F L M €, feita no eylindro por hum
plano parallelo ao eixo, he hum parallelogrammo.

554, A superficie curva do cylindro infinito, he o logar
de todas as vectas parallelas ao eixo, tiradas de todos os pon-
tos de huma das circumferencias das bases.

555. Superficies tangentes humas das outras, sio as que
ndo téem, nem podem ter, produzidas, mais de hum ponto
commum, ou huma linha commu , e que ndio se cortio.

556. O plano, tirado por hum lado do cylindro, e pela
recta tangente a huma das bases no extremo d'este lado,
he tangente & superficie curva do cylindro.

Tire-se L N tangente a F L G. Digo que o plano M L N
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he tangente ao eylindro. Porque, se he possivel, supponha-
mos que este plano encontra a superficie curva do cylindro
em outro ponto P fora da recta L M. Tire-se no plano
ML N a recta P Q parallela a L N. Sera Q P perpendicu-
lar ao raio Q it da seccdo do cylindro, que passa por Q, e
parallela ds bases, por serem os raios B L, it Q, parallelos,
e o angulo B L N recto. O plano P Q R seri tambem pa-
rallelo 4s bases. Logo P Q R he o plano da seccio circular
que passa por Q, e Q P asua tangenle, e a0 mesmo tempo
a sua corda, se P pertence & superficie curva: absurdo.

557. Por hum ponto dado fora da superficie curva de
hum cylindro infinito, ou situado n’ella tirar hum plano tan-
gente a esta supurﬁcie.

Pelo ponto dado tire-se hum plano parallelo a huma das
bases do eylindro, que cortard este produzido indefinida-
mente. Tire-se entdo por esse ponto huma tangente ao cir-
culo, que he a interseccio do plano e do cylindro; e o plano,
determinado por esta tangente e pelo lado do cylindro, que
passa pelo ponto de contacto, serd o plano tangente pedido.

Vi-se que se pode tivar outro plano tangente, se o ponto
dade estiver fora do cylindro,

558. Podem tambem tirar-se quatro planos tangentes
a dois eylindros, que tenhdio parallelos os eixos, e as hases.

Porque pode tirar-se hum plano paralielo és suas bases,
e depois as tangentes rectilineas dos dois circulos, que sio
as interseccdes d'aquelle plano com os cylindros; e entdo es-
tas langentes, e os lados dos cylindros correspondentes aos
pontos de contacto, determindo os planos tangentes pedidos.

559. O cylindro recto he hum solido de revolugio:

O cylindro € F sendo recto, o eixo B A he perpendicu-
lar s bases, e por conseguinte a todos os seus raios; logo
B E € A he hum rectangulo; e movendo-o sobre B 4, o lado
opposto € E descreve a superficie curva do cylindro, e os
outros dois lados B E, A€ descrevem as bases, porque em
todas as posicoes do rectangulo, estas rectas, sendo perpen-
diculares a B A, se achio sempre em dois planos, perpendi-
culares a A B, e descrevem n'elles circulos parallelos e iguaes.

Fig. 197,




Fig.
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e de que as rectas BE, A € sho os raios, e B, A os centros.

560. Pyramide eonica he o solido encerrado por hum
circulo, e pela parte da superficie gerada por huma recta
infinita, que passa sempre por hum ponto determinado fGra
do plano do cireulo, e por todos os pontos da sua circumfe-
rencia; a qual parte de superficie estd entre esta circumfe-
rencia, e o dito ponto. Este ponto chama-se vertice; o cir-
culo base; a recta entre o vertice e o centro da base eixo;
¢ a perpendicular abaixada do vertice sobre o plano da base
altura da pyramide conica. He recta a pyramide conica
quando o eixo he altura, alids he obliqua. Lados da pyra-
mide sio todas as rectas tiradas do vertice § circumlerencia
da base, as quaes sio a0 mesmo tempo posicdes da recla
geradora.

561. Na pyramide conica obliqua, os dois lados que estio
no plano do eixo, e altura sio o maximo ¢ o minimo dos
lados; e cada hum d’elles he unico: e cada hum dos outros
nio téem igual da mesma parte do dito plano, e s6 tem
hum igual da outra parte. :

Na pyramide conica A BC D, de que D E he o eixo, e
D F a altura, tire-se huma recta qualquer F G do pé F da
altura para a circumferencia da base.

Os triangulos D F G, D FC, D F A sio rectangulos em
F;: D F he commum; e teremos (§ 517) AF > F G >
FC;:logo AD>DG>DC.

Se o ponto I cahe na eircumferencia, ou dentro, acontece
o mesmo, porque nio péde cahir em E,

562. Na pyramide conica recta todos os lados sio iguaes.

Porque todos sao hypothenusas de triangulos rectangu-
los, que téem o eixo ou a altura por lado commum, e cu-
jos outros lados siio os raios da base.

563, A pyramide conica recta he hum solido de revolu-
¢iio, gerado por hum triangulo rectangulo, sendo eixo hum
dos lados do angulo recto.

A demonstracio he similhante 4 do § 559.

564, A seccdo feita na pyramide conica por hum plano
que passe pelo vertice, he hum triangulo.
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Porque, para este plano cortar a pyramide, he necessario
que corte a base; logo a sua intersec¢do com esla he huma
corda C G, e os lados G D, € D da pyramide, tirados dos
extremos da corda para o verlice, sio rectas que formdo
com ella hum triangulo, e que téem dois pontos cada huma
no plano secante; logo estdo neste plano e na superficie da
pyramide conica.

565. A seccdo feita em qualquer pyramide conica por
hum plano parallelo 4 base, he circulo: e tambem o he
na obliqua, se a secglio tiver para hum dos lados, maximo
e minimo, a mesma inclinagio que a base tem para o ou-
tro.

Seja primeiramente a secgio G H I feila na pyramide co-
nica D A B C parallela & base A BC.

Tire-se o diametro A C da base, e seja G I a intersecclio
do triangulo D A C e da secgio proposta & H . Tire-se o
eixo D E, que cortard G I em algum ponto F. De qualquer
ponto H do_perimetro da seccdo tire-se H F; e sejn E B
a interseccio do plano DHF e da base.

Seri E B parallela a F H, por estarem no mesmo plano,
e em planos paralielos. Logo sio similhantes os triangulos
D BE, DHF, e serda FH quarla proporcional ao £ixo
DE, ao raio E B da base, e & recta D F; o mesmo acon-
tece em qualquer outro ponto do perimetro G HI; logo
todos estes pontos estdo a igual distancia de F, e-a secgdo
he hum circulo.

Sejao agora €D o eixo, CE a altura, e C 4, C B os
dois lados unicos da pyramide conica, isto he, o maior e 0
menor dos seus lados. No plano d’estas quatro rectas tire-se
F G que faga com hum dos lados unicos o angulo € G F=
¢ A B. Tire-se por F G hum plano perpendicular ao do
eixo e allura, e cuja interseccio com a superficie da pyra-
mide seja F H G. Digo que esta secedo he hum circulo.

Por qualquer ponto H do seu perimetro tire-se hum plano
parallelo & base, cuja intersecgio H 1 K com a pyramide he
hum circulo, do qual a interseccdo K I com o triangulo
CAB he o seu diametro. Conduza-se de H a recta HL

EE

Fig. 199

Fig. 200.
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para a intersecciio das rectas F ;, H I. Estara H I na inter-
secglio das duas seccoes FHG, KHI.

Mas estas duas secgdes sio perpendiculares ao plano do
eixo e altura, huma por construccdo, e a outra por ser pa-
rallela & base, & qual he perpendicular aquelle plano; logo
HL he perpendicular ao dito plano 4 € B, logo tambem
perpendicular és rectas F G, K1, que passio pelo seu pé,
e estio n'este plano. Temos o angulo /G L— CA B —
FKL, logo os triangulos 1L G, FL K verticalmente op-
postos sio similhantes, e por tanto

FL:LI1::KL:LG, ou FLX<XLG—=LI<KL;

mas HL®*=LI><KL, logo tambem LH* —=FL><L G,
Porém H he hum ponto qualquer de FH G, logo FH G
he hum circulo.

O angulo € G F he a inclinacio do lado € B sobre a sec-
¢io FH G, e o angulo € A B a inclinacio do lado € A so-
bre a base.

B66. O mesmo acontece no cylindro obliquo, se se cha-
marem lados unicos ou principaes aqueles que estao no
plano do eixo e altura; e a demonstracio he a mesma se
se considerarem os dois lados A F, B I como parallelos.

567. Pode tirar-se por hum ponto dado fora, ou na su-
perficie curva da pyramide conica, infinita das duas partes
do vertice, hum plano tangente 4 pyramide, tirando pelo dito
ponto hum plano parallelo & base da pyramide, e depois a
tangente do circulo, que he a intersecgio, imitando o que
se fez no § 557.

Entdo o plano d’esta tangente e do lado correspondente
da pyramide determina o plano tangente pedido.

Se o plano da construcgdo ndo encontra a pyramide co- -
nica sendo no vertice, una-se entdo o ponto dado, e o ver-
tice por huma recta, tire-se pelo centro da base huma pa-
rallela a esta recta, tome-se hum raio perpendicular, e pelo
seu extremo tire-se a tangente rectilinea que serd parallela
&s outras duas rectas, e que com o lado correspondente da
pyramide determinara o plano tangente pedido.
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Bem se vé que n'este caso pode tirar-se ainda outro plano
tangente. '

Se o ponto dado he o vertice, as solugdes sdo infinitas.

568. A superficie da pyramide conica entre o verlice e
a circumferencia da base he curva.

A demonstracio he como a do § 552.

569. O plano de um lado da pyramide conica, e da tan-
gente da base no extremo d’este lado, he tangente & super-
ficie curva.

570. Esphera he o solido, limitado por huma superficie,
cujos pontos téem todos o mesmo centro.

571. O centro de todos os pontos da superficie da esphera
nio pode estar fora d'ella, nem na mesma superficie.

A demonstragio he como a do § 470.

572. O centro de todos os pontos da superficie da esphera
he unico.

A demonstragiio he como a do § 471.

573. A distancia de qualquer ponto da superficie da
esphera ao centro, chama-se raio; e a este centro, centro
da esphera; e a recta composta de dois raios, he o eizo ou
o diametro da esphera.

574. Sendo dados o centro e raio, descrever a esphera.

Com o centro A4 e raio A B descreva-se o semicirculo Fig. 201.
B D C, e fazendo a revolucio inteira do semicirculo & roda
de B C, ficard descrito hum solido de revolugio BD CE,
que he a esphera pedida.

Porque os pontos da sua superficie serio equidistantes
de A, como os pontos da semicircumferencia que gera esta
superficie.

575. Todas as rectas que passdo pelo centro da esphera,
e termindo na sua superficie, sdo eixos de revolugdo.

576. Qualquer sec¢do feita na esphera, por hum plano,
he hum circulo, cujo centro estd no eixo que lhe he per-
pendicular,

Seja F G H esta secgiio. Todos os pontos do seu perime-
tro estio em hum plano, que he o plano secante, e a igual
distancia de 4; logo a secgdo he circulo (§ 466).
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Seja A I o cixo da esphera perpendicular & secco, A py-
ramide conica que tivesse A por verlice, e F & H por base,
leria os sens lados iguaes; logo seria recla, e a sua altura
A I seria o eixo, ou I o centro de EG H.

Se a secclio passa pelo centro da esphera, as duas partes
do enunciado sdo evidentes.

577. Polo de hum circulo da esphera he cada hum dos
extremos do eixo, que lhe he perpendicular,

578. Os circulos parallelos da esphera téem os mesmos po-
los; e reciprocamente, se téem os mesmos polos, siio parallelos.

Sendo os circulos DE K, F G H parallelos, o eixo B € tirado
perpendicularmente a hum d'elles, serd perpendicular ao ou-
tro, e os extremos B € do eixo serdo polos dos dois circulos.

Reciprocamente, se B, € sto puln:‘s de ambos, o eixo B €
he-lhes perpendicular, e logo estes circulos s3o parallelos.

579. Qualquer circulo tal como B D € que passa pelos
polos d'outro, ou d'outros taes como D E K, F G H, por isso
que passa pelo eixo B €, he como este 'pt!rpundi(.'ular a0s
circulos,

580. Os circulos da esphera, que téem por centro o
mesmo centro da esphera, sto os maiores; e dos outros he
menor aquelle, que dista mais do centro da esphera.

Os circulos, cujo centro he o da esphera, téem por dia-
metro os eixos da esphera, que sio iguaes, e por isso sio
iguaes tambem todos esses circulos.

Seja agora F G H outro circulo, que ndo passa pelo cen-
tro da esphera. Por este centro e por hum dos polos € de
F G H tire-se hum circulo qualquer A D € da esphera. Seja
F H a intersec¢iio d'estes dois circulos. B € cortard F H em
algum ponto I, que serd ao mesmo tempo o centro de F
G H; logo F H he o seu diametro, e corda do circulo 4 D €;
logo A D C he hum circulo maximo da esphera, e FG H
hum menor, e tanto menor quanto mais longe estiver do
centro da esphera,

581. O circulo que passa pelos polos d'outro, he hum cir-
culo maximo da esphera, porque o seu centro he o da esphera.

582. Todos os pontos da superficie da esphera, que teem
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o mesmo centro, mas differente do centro da esphera, per-
tencem @ circumferencia de hum circulo da mesma esphera.

Seja L o centro dos pontos F. G, H, etc, Tirem-se F A,
F L, e a perpendicular F I sobre A L

O triangulo A FL, girando em torno de A L, descreve
duas pyramides conicas rectas, cuja base commum he o cir-
culo descerito por I F. Porque os lados de cada huma d'estas
pyramides sdo iguaes, o ponto F, na revolugio, passard por
todos os pontos da superficie espherica equidistantes de L,
e por lodos os equidistantes de A, pois se ndo passasse em
@, quando o plano A F L chega a posicio A L, teriamos
entdo dois triangulos 4 F L, A G L distinctos no mesmo
plano, com a mesma base, postos da mesma parte, e tendo
iguaes correspondentemente os lados que partem dos extre-
mos da base: absurdo.

Logo todos os pontos propostos estlio na circumferencia
descripta por F.

O mesmo tem lugar, se o ponto L estd na superficie, ou
dentro, nio estando comtudo em A.

583. Todos os pontos da [circumferencia de hum circulo

da esphera estio a igual distancia de ham mesmo polo, ou "

tem por centros os polos d’este circulo.

Porque o triangulo rectangulo B I'F, na sua revolugio
sobre B I, descreve o circulo da esphera com o lado I'F, e
huma pyramide conica recta, cujo vertice he o polo B, e
cujos lados stio iguaes; logo B he o centro dos pontos da
circumferencia d'este circulo.

58% A superficie da esphera he curva.

A demonstraclio he como a do § 552.

585. Com huma parte da superficie da esphera, achar o
seu diametro;

De hum ponto € d’essa parte de superficie, como centro,
descreva-se n'ella hum arco F G. Serd € polo do circulo,
de que F G he arco.

Com as distancias de tres pontos F, M, ; d'este arco,
forme-se o triangulo F M G, busque-se o seu centro de ver-
tices I, e descreva-se o circulo F G H. Tire-se o diametro

Fig. 202,

Fig. 203.




Fig. 204.

238 ELEMENTOS DE GEOMETRIA,

FH, Com FH, com HC= F ( distancia ao polo, e com
F C forme-se o triangulo F H C.

Esles tres pontos ou vertices F, H, € siio pontos de hum
circulo maximo da esphera proposta, porque os dois primei-
r0s 530 0s extremos do diametro de hum circulo da mesma
esphera, e o ultimo he polo d’este mesmo circulo. Lugo 0
diametro do circulo circumserito ao triangulo F H C, he o
diametro da esphera. Mas como jh temos o ponto [, e sahe-
mos que C I he parte do diametro do circulo maximo, bas-
tard tirar H B perpendicular sobre H €, até encontrar € I
produzida, e sera B € o diametro pedido,

Esta ultima construcgio he superflua, quando aconteca
que CI=IF. Entao he hum circulo maximo da esphera
aquelle, de que F H he diametro, por ser I n'esse caso o
centro da esphera. Tambem temos entiio iguaes CH, B H,
€ 0s arcos a que estas cordas pertencem, sio quadrantes
do ecirculo maximo,

586. Empregando graus para denotar d’aqui por diante
08 angulos rectos, e os quadrantes circulares, segue-se que
hum circulo maximo passa a 90° de cada hum de seus po-
los, sendo contados estes graus no circulo maximo que passa
pelos polos,

587. Descrever o circulo maximo da esphera, que passe
por dois pontos da sua superficie, os quaes ndo estio em
linha recta com o centro.

Como se sabe achar o diametro do circulo maximo, péde
achar-se a corda de hum arco de 90°.

Com duas d’estas cordas, fixando hum extremo de cada
huma em cada hum dos dois pontos dados, ajustem-se suc-
cessivamente os outros extremos em dois pontos da superfi-
cie da esphera, hum de huma parte do plano que passa pe-
los pontos dados, e o segundo da outra parte. Estes dois
ultimos pontos_serdio os polos do circulo maximo, que passa
pelos pontos propostos, e com qualquer d'estes polos como
centro, e huma das ditas cordas descreve-se na superficie
da esphera a circumferencia do circulo pedido.

Os extremos das cordas da construcgdo nio podem reu-
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nir-se senfio em dois pontos, porque alids estes pontos, sendo
em numero maior, determinariiio a circumferencia de hum eir-
culo da esphera, de que os propostos serido polos, e estarido
por consequencia em linha recta com o centro, contra a hy-
pothese, .

588. Tirar por hum ponto dado em hum arco de circulo '
maximo ou fora d'elle, mas na superficie da esphera, outro
arco de circulo maximo perpendicular ao proposto.

Busque-se hum dos polos do arco proposto, e por elle e
pelo ponto dado tire-se hum arco de circulo maximo, que f
serd o arco pedido.

589. Sendo dado hum arco de qualquer circulo da esphe- |
ra, achar os seuns polos, completar o circulo, e tirar por hum I
de seus pontos, ou por hum ponto fora d'elle, hum arco per- '
pendicular.

Dado o arco F G com tres dos seus pontos, busque-se o Fig. 203.
seu diametro F H. Ao meio de F H levante-se a perpendicu- Fiz. 2o04.
lar B C; sobre esta linha marque-se o ponto A & distancia
A F do ponto F igual ao raio da esphera; tomem-se A B, A €
iguaes a0 mesmo raio; serdo B, € os polos do circulo, de que
F H he diametro, ¢ F & arco. Com os extremos de F €, ¢ H |
applicados aos pontos F, & da superficie da esphera, deter- |
mine-se o polo €' na mesma superficie, e com € como cen-
tro, e ' F como raio, descreva-se o circulo inteiro F & H na
mesma superficie.

O circulo maximo tirado por ' e por G, ou por outro
qualquer ponto, serd perpendicular a F G H.

590, O plano que tem hum ponto na superficie da esphera,
¢ he perpendicular ao raio d’esse ponto, he tangente & esphera.

Porque todos os outros pontos do plano téem distancias l
do centro da esphera, maiores do que este raio perpendicu- -

lar, e logo maiores do que as distancias d’esle mesmo cen~ [
tro dos outros pontos da esphera. : i
Este plano he o unico que toca a esphera no dito ponto, {

porque para oulro plano, inclinado ao raio n'este mesmo
ponto, “a perpendicular abaixada do centro sobre elle seria
menor do que o raio, logo o seu pé ficaria dentro da esphera,
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isto he, achar-se-hia dentro d’ella hum ponto d'este plano,
que corlaria por consequencia a esphera, e a sua superficie.

O problema pois de tirar hum plano tangente 4 superfi-
cie da esphera em hum de seus pontos, consiste em tirar o
raio d'este ponto, e depois hum plano perpendicular ao raio
n'este mesmo ponto.

591, Por huma recta infinita, dada de posicio fora de
huma esphera,stirar hum plano tangente a esta.

Pelo centro A da esphera tire-se hum plano D E F per-
pendicular & recta proposta B €, que a corle no ponto F.
Com o diametro A F e no plano D E F descreva-se o cir-
culo AEF, e seja E hum dos pontos da sua circumferen-
cia, e da superficie da esphera. Tirem-se as rectas EF, E A
que serdio perpendiculares entre si. Serd BE € o plano pe-
dido. Porque os dois planos A EF, B CE sio perpendicu-
lares entre si, por construcclo, e AE esti n’hum, e ao
mesmo tempo he perpendicular & intersecgio E F dos dois
planos, segue-se que A E he perpendicular a B E €, o qual
por consequencia he tangente & esphera.

Bem se vé que da outra parte do diametro A F ha outro
plano tangente, com a mesma condiclio de passar por B C.

592. Por hum ponto dado convenienlemente, tirar hum
plano tangente a duas espheras dadas.

Sejao A o ponto dado; B, € os centros das duas esphe-
ras; D, E os pontos de contacto com o plano A D E.

Sao pois dadas A B, A€, BC, BD, CE; logo serfio co-
nhecidos os triangulos A B D, A CE rectangulos em D e E.
Serdo parallelas B D, CE, por serem perpendiculares ao
plano tangente A DE. Logo o quadrilatero BDE C he
plano, tem rectos os angnlos BDE, CED, e tres lados
conhecidos, logo pide achar-se DE, e o angulo DB C.
Conhecendo no triangulo 4 D E os lados, conhecer-se-
hiio ‘os angulos. Logoe o triedro D B A E tem os tres an-
gulos conhecidos, a saber, ADE, ¢ AD B, ED B que sio
rectos; e logo pode construir-se o diedro ED B A. Com
este diedro, e os angulos D B C, D B A pide construir-se
o triedro BA D €, e determinar-se o ponto D; e simi-
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Ihantemente se achard E; ou antes tirar-se-ha por A D o
plano tangente da esphera, cujo centro.he € (§ 591).

Vé-se que se pode construir outro plano tangente da ou-
tra parte da linha dos centros.

Querendo que o plano tangente corle a linha dos centros,
ou passe entre as duas espheras; entdo sendo ainda 4 o
ponto dado; B, € os centros das espheras; D, E os seus
ponlos de contacto com o plano A D E; conhecer-se-hiio da
mesma maneira A B, 4 C, BC, B D, CE, por hypothese.
Os triangulos A B D, A CE rectangulos em D, E sdo pois
conhecidos. B D, C E serio parallelas, por serem perpen-
diculares ao plano tangente A4 D E; logo os quatro pontos
B, D, C, E estio n'hum plano, e logo as rectas BC, DE
cortdio-se n’hum ponto F. Os triangulos rectangulos simi-
Ihantes B D F, E CF dao

CE4+BD:BD:.CB:BF.

Pode portanto achar-se o angulo D B F. O triangulo
rectangulo A D B da o angulo DB A, e o triangulo A B €
da o angulo A B C; pode-se por consequencia construir o
triedro B D A €, e achar o ponto D, ete. Bem se vé que
he possivel tirar ainda pelo ponto dado outro plano tangente
entre as duas espheras.

593. Construir o plano tangente a tres espheras dadas.

Sejao 4, B, C os centros das tres espheras, E, D, F 08
pontos de contacto com o plano D E F, Serdo dadas 4 B,
AC, BC, e os raios A D, BE, CF, que sio perpendicu-
lares ao plano tangente, e portanto parallelos entre si.
Logo serio planos os quadrilateros A BED, A CF D,
BCFE, e poder-se-hio achar os lados ED, DF, EF,
e os seus angulos. Sdo pois conhecidos lodos os angulos
da figura, e por consequencia os triedros, que resolvem o

roblema.

Quando ndio he possivel resolver o problema com hum
triangulo tangente, que fique todo da mesma parte a res-
peito do triangulo dos centros, construir-se-ha o plano tan-

FF

Fig. 207.

Fig. 208.
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gente entre as espheras, e vé-se por que meios se obterdio
os angulos; e qual o numero das solugdes.

59%. Duas espheras, nas quaes a distancia dos centros
he igual & somma dos raios, toclio-se exteriormente em
hum ponto d’esta distancia.

Porque se ndo tivessem esle ponto commum, entiio ti-
rando qualquer plano pelos centros das duas espheras, como
as intersecgoes d'elle com as espheras, serifio dois circulos
com as condigdes do § 482, e tambem estes cireulos niio
teriio esse ponto commum: absurdo, pela mesma proposi-
¢io.

E se as duas espheras tivessem mais do que este ponto
commum, entio o plano, que passasse por hum d’estes pon-
tos ¢ pelos dois ecentros, formaria da mesma maneira dois
circulos nas espheras, que satisfarifio s condigdes da pro-
posicio (§ 482), e nio 4 sua conclusiio : absurdo.

Similhantemente, se prova que nenhum ponto de huma
das espheras pode estar dentro da outra.

595. Duas espheras, nas quaes a distancia dos centros
he igual a differenca dos raios, tocio-se interiormente n'hum
ponto da recta que passa pelos centros.

A demonstragio faz-se por meio da proposicio do § 483,
como se fez a precedente por meio da do § 482.

596. As superficies de duas espheras, nos quaes a dis-
tancia ‘dos centros he maior do que a differenca dos raios,
e menor do que a sua somma, tem $6 commum a eircum-
ferencia de hum circulo.

Porque as suas interseccdes com hum plano que passe
pelos centros, sio circumferencias com dois pontos communs,
hum de cada parte da recta dos centros, ¢ qualquer d'elles
descreve a circumferencia de hum circulo, na revolugdo dos
circulos sobre a recta dos centros, a qual eircumferencia esta
nas duas superficies esphericas; e nenhum outra ponto pode
ser commum a estas superficies, poisque qualquer ponto que
dista tanto de cada hum dos centros das espheras, como cada
ponto d'aquella circumferencia, estd necessariamente situado
n'ella (§ 582).
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597. Duas superficies esphericas, que léem commum a
circumferencia de hum circulo, cortio-se.

Porque o circulo, a que esta circumferencia pertence, he
sec¢do commum s duas espheras, logo ellas téem huma
parte do seu volume commum, e logo as superficies cor-
tao-se.

598. O circulo maximo divide a esphera em dois se-
gmentos iguaes, que se chamiio por isso hemisphericos; cu-
jas superficies curvas sdo tambem iguaes.

Prova-se pela sobreposi¢io, e nenhum ponto de huma das
superficies curvas pode deixar de cahir na outra, porque
alias chegar-se-hia ao absurdo de haver raios desiguaes, como
no § 501.

599. Dos dois segmentos, em que hum circulo da es-
phera a divide, o maior he aquelle em que esta o centro,
tanto em superficie como em volume.

Vé-se, tirando o circulo maximo parallelo aquell outro

circulo. :
600, Chama-se base do segmento da esphera o circulo,
que he a sua face plana; subentende-se o menor dos dois
segmentos a que esta base he commum. Tronc do segmento
espherico he a parte que se lhe corta, do lado da base, por
hum plano, ou por hum circulo ‘parallelo & base.

601. Sector de hum solido circular he a sua parte in-
lerceptada por hum diedro, ou angulo polyedro, cujas ares-
las silo eixos.

Designa-se como o diedro, ou o -angulo polyedro.

602. No cylindro, e na pyramide conica nio ha outros se-
ctores sendo os formados por diedros, cuja aresta he o eixo.

603. Na esphera as arestas rectilineas do sector, sendo
eixo, concorrem no centro; e a superficie curva do sector
he fechada por arcos de circulos maximos, que se chamao
lados, e esta superficie polygono espherico; e em particular
bilatero espherico, triangulo espherico, etc., conforme sio
dois, tres, etc., os lados do polygono espherico; e cada hum
d'estes polygonos se designa pelas letras dos vertices, ou
encontros dos lados.
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60%. Os lados do polygono espherico, siio cada hum a
medida do angulo correspondente da face do angulo polye-
dro, que determina o polygono; e os angulos do polygono
espherico sdo os angulos formados pelos planos dos lados,
ou os diedros respectivos do angulo polyedro.

605. O angulo do polygono espherico, ou simplesmente
o angulo espherico tem por medida o arco do cireulo maxi-
mo, de que o vertice he polo, interceptado pelos seus lados.

Produziio-se os arcos € F, € G, que sio os lados do an-
gulo proposto, sobre as suas eircumferencias, até encontra-
rem em D, E o circulo D EK, de que € he o polo.

O angulo proposto he o dos planos EAC, D A€, que
he medido pelo angulo E A D das perpendiculares E 4, D A
a AC no ponto A da sua interseccio; e o angulo EA D
tem por medida o arco £ D) interceptado pelas circumferen-
cias, de que € 6, CF sio arcos.

606. Os lados do bilatero espherico siio iguaes, e cada
hum = 180°.

Os lados do bilatero espherico A B siio arcos de circulos
maximos, por conseguinte a sua intersecciio passa pelo cen-
tro da esphera e por 4, B; logo a recta A B he diametro
de ambos, e portanto os arcos, que sio os lados do bilatero,
serlo semicircumferencias dos circulos maximos.

607. As especies de bilateros, formados por hum arco de
circulo menor, e outro de circulo maximo, slo iguaes na
mesma esphera ou em espheras iguaes, quando os arcos dos
circulos menores sdo identicos.

Seja A CB hum arco de circulo menor da esphera, e
A D B hum arco dé cireulo maximo. Digo que na mesma
esphera ndo pode formar-se, com o mesmo arco 4 C B de
circulo menor, e hum arco 4 E B de circulo maximo, outro
bilatero d'esta especie.

Porque a ser isso possivel, entdo no bilatero A D B E se-
rilo AD B, A EB semicircumferencias de circulos maxi-
mos, pela proposi¢iio precedente, e a recta A B o eixo da
esphera, e ao mesmo tempo corda do circulo menor, de que
A CB he arco: absurdo.
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608. Sio iguaes os angulos verticalmente oppostos, for-
mados por arcos de circulos da esphera, que se cortem, por
aquelles serem os angulos dos planos d'estes arcos. Todos
os angulos formados por circulos maximos, da mesma parte
de hum arco de circulo tambem maximo, valem juntos 180°,
¢ os angulos em torno de hum vertice commum valem todos

juntos 360°.

609. O triangulo espherico ndao pode ter hum lado de
180°. '

Seja no triangulo espherico A B C, se he possivel, 4 B=
180°. Produza-se B C até o encontro de A B, que seri em
A, porque todos os lados do triangulo espherico sdo arcos
de circulos maximos; logo serd o arco B C A = 180°.

Entio se esta continuagio coincide com o lado A €, niio
existird triangulo, contra a hypothese, e sendo coincide, sera
no bilatero A4 € cada hum dos lados =180°: absurdo, por-
que teriamos BC4- A C=AC.

610. No triangulo espherico, quando he absolutamente
considerado como formado por tres arcos de circulos maxi-
mos, sem relagio com os angulos de hum angulo polyedro,
pode existir um lado —>180°, mas ndo dois; porque se cor-
tariao antes de formarem o triangulo. Porém hum tal trian-
gulo espherico, que se chama gibboso, ¢ que lem tambem
hum angulo >>180°, ndio serd discutido, nem he preciso
que o seja, porque o triangulo, formado pelo resto da cir-
cumferencia do lado maior, e pelos outros dois lados, faz
conhecer as partes do triangulo gibboso. :

611. Triangulos esphericos diametralmente oppostos sio
aquelles que téem os vertices nos extremos dos mesmos dia-
metros da esphera.

612. Os triangulos esphericos diametralmente oppostos,
téem todas as partes de hum, isto he, os tres lados e os tres
angulos, iguaes s do outro, cada huma a cada huma; mas
niio admittem superposi¢io, porque essas partes estido em
ordem inversa em cada hum a respeito do outro.

Complete-se o circulo, a que pertence o lado B C do
triangulo espherico 4 B €, ¢ produzio-se os outros dois la-

Fig. 211

s
Fig. 21%.
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dos até se encontrarem em D). Elles cortariio o circulo de-
seripto em dois pontos E, F. .

Sera D F A==180°== BA F; logo D F=A B; da mes-
ma maneira he D E=A €. Tambem temos

EFC=180"=F(CR;
|||gn
EF=RC.
O angulo
D=FAE=—CAR.
0 angulo
DFE=BFC=ABC;

¢ da mesma [orma DEF—=ACB.

Mas sobrepondo o lado £ F, com o triangulo D E F, ao
lado B € do triangulo A B €, de maneira que os dois trian-
gulos fiquem da mesma parte de B €, visivelmente elles nao
poderdo coineidir :

Esta proposi¢io corresponde 4 do § 234,

613. Dois lados com o angulo comprehendido, determi-
nilo as outras partes do triangulo espherico.

*Nos dois triangulos A B C, G H I, sejao

G=PRBAC,
HG=AB,
Gl=AC.

Pade sobrepor-se o triangulo G H I ao triangulo A B C,
ou ao triangulo diametralmente opposto D E F, imitando o
que se fez com os seus triedros correspondentes no § 235,
de que a proposicio actual ndo he sendio huma traducgio.

614. A lados iguaes siio oppostos, no triangulo esphe-
rico, angulos iguaes.

Se o triangulo espherico 4 B € tiver os lados A B, AC
iguaes, pode sobrepor-se a D EF, o que prova que o an-

_—
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P gulo DEF=A B G; mas he DEF=CEB=ACB,
logo ABC=ACB.

615. Dois angulos com o lado adjacente, determindo as
outras partes do triangulo espherico.

Sejio BO=HI, ABC=H, ACB=1.

Prova-se pela sobreposiciio do triangulo & H I no trian-
gulo A B €, ou no seu diametralmente opposto DEF, que
com as condigdes do enunciado, as outras partes de hum siio
iguaes &s do outro, cada huma a cada huma, isto he, as
adjacentes ou oppostas a partes iguaes.

616. A angulos iguaes sdo oppostos, no triangulo esphe-
rico, lados iguaes,

Se no triangulo A B € siio iguaes os angulos A B (,
ACB, os angulos DEF, D FE serio tambem iguaes; e
os dois triangulos, diametralmente oppostos, podem sobre-
por-se, e acharemos A B= D E; mas D E=AC, logo
AB=AC.

617. Os tres lados determindo as outras partes do trian-
gulo espherico.

Juntem-se dois triangulos A B C, B € D na superficie da
esphera pelo lado commum, B €, e supponhamos alem d'isso Fig. 213.
iguaes os lados que téem hum verlice commum, isto he,
AB=BD, AC=CD.

Se dois d’estes lados iguaes nfio estio no mesmo circulo
maximo, tire-se o arco A D de circulo maximo, que cor-
tari B C, ou a sua continuacio em E.

Os triangulos esphericos A B D, A C D stio ambos isos-
celes, logo o angulo BAD=BDA, CAD=CDA; e
logo sdo iguaes os angulos BA €, B D €, por serem as som-
mas ou as differencas de angulos iguaes; por consequencia
os triangulos B A €, B D C teem as suas partes iguaes.

Se dois lados, na unido dos triangules, formao hum so
arco de cireulo maximo como A D, entdo temos logo A= D, Fiz. 214.
¢ o0s triangulos determinados.

Se os dois triangulos ndio podem applicar-se pelo lado
commum, de sorte que fiquem situados em posigdes oppos-
tas, e que os lados iguaes tenhiio um vertice commum, en-
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tio deve recorrer-se ao triangulo diametralmente opposto
a hum d’elles.

618. Os tres angulos determindo as outras partes do
triangulo espherico.

Colloquem-se oppostos n’hum dos vertices, sobre a super-
ficie da esphera, dois triangulos A B C, A D E, que alem
dos angulos verticalmente oppostos, tenhio ED A=A B C,
DEA=ACB.

Produziio-se ED, B C até concorrerem em F, G.

Os triangulos BD F, B D & téem as partes iguaes entre
si, porque o lado B D he commum, B D F=D B G por
hypothese, e D B F BD , por serem -estes ultimos sup-
plementos dos primeiros; logo D F= B (. Pela mesma ra-
siio, nos triangulos € E F, CE G temos F E= € . Logo
tirando esta equaglio da precedente, resulta E D= B C.
Logo os triangulos propostos téem todas as partes iguaes.

Se DF, e BF ficarem no mesmo plano, faltardo entdo
os triangulos da demonstracio, mas n'este caso sera D F B
a semicircumferencia de hum eirculo maximo, e € F E tam-
bem; e tirando a parte B F E commum, teremos ainda E D
=BC.

Se os triangulos da questiio ndo poderem situar-se, como
se fez, substitua-se entio a hum d’elles o seu diametral-
mente opposto.

619. Dois lados, dos quaes hum sé he de 90°, com o
angulo opposto a este, determindio as outras partes do trian-
gulo espherico.

Se he possivel formar dois triangulos 4 C B, A C D com
o lado 4 € ndo=90", o angulo € commum, ¢ os lados
A B, A D iguaes cada hum a 90°, entio A sera polo do arco
DC, e logo AC=90", contra a hypothese.

Nas hypotheses do theorema s6 poderé pois haver dois
triangulos esphericos que ndo coinciddo quﬂmlo um d'elles
for o verticalmente opposto do outro; mas n'esse caso tam-
bem as partes de hum sdo iguaes 4s do outro, postoque em

- ordem invertida.

620. Dois angulos, dos quaes hum s6 he de 90°, com o
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lado opposto a este, determindo as outras partes do trian-
gulo espherico.

Se fosse possivel formar dois triangulos, niio os diame-
tralmente oppostos, A B C, AD € com o lado A C, e o0 an-
gulo € nlio recto, communs, e com os angulos rectos D),
A B C; entio A seria polo de B €, e logo recto o angulo C,
contra a hypothese.

621. Tres partes que determinem as outras, determiniio
tambem a superficie do triangulo espherico, na mesma es-
phera, ou em espheras iguaes.

Nos triangulos A BC, D E F sejio AB—=DE, A C= rig. 217.
DF, BC=EF, sendo estes lados ou dados immediata-
mente, ou determinados por outras partes dadas.

Se os triangulos niio admittirem sobreposicio, facio-se
passar, pelos vertices de cada hum, dois circulos menores.

Estes circulos seriio iguaes, porque podem suppor-se cir-
cumscritos a triangulos rectilineos identicos, formados pelas
cordas dos arcos dos triangulos esphericos, que sendo iguaes
dois a dois, teem cordas iguaes. Estes triangulos esphericos
estio nas superficies curvas dos menores segmentos, em que
cada hum d’estes circulos menores divide a esphera a que per-
tence, porque aligs o triangulo espherico seria gibboso. As
superficies curvas d'estes segmentos sdo iguaes. Mas temos
tambem (§ 607) 8s bilateros A B=DE, AC=DF,
BC=EF; logo tirando a somma dos primeiros, n'estas
equacdes, da superficie curva do seu segmento, e a somma
dos segundos da superficie do seu segmento tambem, resulta
a superficie A BC=DEF.

622. Triangulo espherico supplementario de outro, he
aquelle cujos lados siio supplementos dos angulos do segundo,
e cujos angulos tambem sdo supplementos dos lados d'este.
l 623. Triangulo supplementario de outro, he aquelle que

tem quatro partes, que sio supplementos de quatro partes do
segundo, e as outras ou iguaes, ou communs, Taes sio os
triangulos esphericos, que formao juntos hum bilatero.

624. No triangulo espherico, que tem dois angulos de
00° cada hum, e por consequencia dois lados, e reciproca-

GG
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mente; dois dos tres subsupplementarios, sdo supplementa-
rios d'aquelle.

Sejaio rectos os angulos A BC, B A € do triangulo esphe-
rico A B €; serd tambem A C=90"=—= B (.

‘ormem-se os subsupplementarios A C D, B CE, isto he,
produziio-se A B, A C até E, e B A, BC até D. Digo que
ACD, que he sempre subsupplementario do proposto, he
agora seu supplementario.

Serfio rectos D, e DAC; CD=90"—=4 C=B (.
Logo he A D a medida do angulo 4 € D; logo he A D sup-
plemento do angulo A € B, e os outros dois lados de A D €,
por serem de 90° cada hum, sio supplemento dos angulos
rectos do proposto.

O angulo 4 € D, sendo medido por A D, he supplemento
de A B, e os outros dois angulog=do triangulo A € D, sendo
rectos, sio supplementos dos outros dois lados do proposto,
cada hum dos quaes he=90".

0 mesmo tem logar no subsupplementario B C E.

Deve observar-se que nos dois supplementarios A € D,
BCE de A B €, nem todos os vertices dos primeiros sfio
polos dos lados do ultime.

625. Dado hum triangulo espherico, que nfio tenha an-
gulo recto algum, ou que tenha hum s6, construir o seu
triangulo supplementario. "

Se o triangulo proposto’ ndo tem angulo algum recto,
complete=se o circulo de hum qualquer’ dos seus lados; e se
tem hum angulo recto, complete-se o circulo do lado opposto
2 este angulo.

Este circulo divide a esphera em dois hemispherios, em
hum dos quaes fica o triangulo proposto, e no outro 6 po-
dem existir tres pélos, hum de cada hum dos tres lados do
triangulo. Sejiio estes polos B, E, Frespectivamente de A B,
BC, AC.

Tirem-se os arcos DA, DB, EB, EC, FA, FC, cada
hum dos quaes sera de 90°. Tirem-se tambem os arcos D K,
EF, DF; e serd D EF o triangulo supplementario pedido.
Os verlices A, B, € seriio tambem polos respectivos dos
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arcos DF, D E, EF. Em torno do polo D estao formados
na superficie da esphera, quatro angulos esphericos adjacen-
tes, dois dos quaes A D F, B D E sio rectos; logo os ou-
tros dois, o angulo K D F do triangulo E D F, e o angulo
AD B, sio supplementos bum do outro. Mas A D B tem
por medida A B, logo o angulo E D F he supplemento do
lado 4 B. O mesmo pode allirmar-se dos outros angulos de
EDF, e dos lados respectivos do triangulo proposto.

Em torno de A estio tambem formados quatro angulos
esphericos, dois dos quaes sdo rectos, e logo os outros dois

D AF, BAC sio supplementos hum do outro. Mas D F -

he a medida do angulo D A F, logo D F he supplemento do
angulo B AC do triangulo proposto, O mesmo péode affir-
mar-se dos outros lados de E D F, e dos angulos respecti-
vos do triangulo 4 B C, :

626. A somma de dois lados quaesquer do triangulo es-
pherico, he maior do que o terceiro lado.

Seja A B € D o sector espherico, cuja superficie curva he
o triangulo proposte B D C. Serd
ang. BAD.ang. BAC.ang. CAD :: BD:BC:CD;

logo
S BAD+BAC:CAD :BD+BC.CD.

Mas o primeiro antécedente he maior do que o seu con-
sequente, logo tambem B D+ B C=CD.

627. No polygono espherico, a somma de todos os la-
dos, excepto hum, he maior do que este.

A demonstragio he analoga & dos polygonos rectilineos.

628. Em geral, toda a linha tirada na superficie esphe-
rica_he maior do que o arco de circulo maximo, que tem
0s mesmos extremos, comtanto que este arco seja < 180",

Seja D € hum arco de circulo maximo correspondente a
hum angulo do centro C A D ndo =>2r, e seja D B € huma
linha qualquer, com os mesmos extremos, descrila na su-
perficie da mesma esphera, sem ser outro arco de circulo
maximo,

A superficie 4 D B € descrita pelo raio A D, suppondo

-

Fig. 220.

Fig. 221.
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o extremo A immovel, ¢ que o outro descreve a linha
D B €, he maior do que o sector € A D; porque vé-se, que
suppondo-a flexivel, e deixando-a cahir sobre o sector, con-
servando sempre os pontos da orla D B € & mesma distancia
do centro, e as outras duas orlas nos seus logares, he ne-

‘cessario, para applicar todos os pontos d’esta superficie so-

bre o sector, dobral-a, e por consequencia tamhem D B €
se dobra sobre o arco D€, e logo he DB C > D (.

Como o genero de demonstracio que acabimos de em-
pregar he susceptivel de abuso, e por conseguinte sujeito a
objecgdes, provaremos d’outro modo a nossa proposicio,
quando €' B D for arco de circulo menor.

Leve-se € B D ao mesmo plano do arco € D, e da mesma
parte da corda commum. Na perpendicular A F B ao meio
da corda €D estardo os dois centros 4, E dos dois arcos
CFD, € BD; mas para que o raio ED do arco CBD
seja << A D, he preciso que E fique situado entre 4 e o
arco, como na figura.

Temos
AE4+ED>AD,
isto he
AE4EB,
ou .
AB > AF.

Logo o arco € B D envolve entre si ¢ a corda o arco
D F €, e logo he maior do que elle.

Mas por isso mesmo que o arco € B D do circulo menor
he maior que D F C, o resto da sua circumferencia seri me-
nor do que o resto da circumferencia de D F €. Logo he
preciso n'este caso, para a verdade da proposiciio, que o
arco D F € do circulo maximo seja < 180°, ndo poedendo
ser igual a 180°, ¢ ao mesmo tempo ter os extremos com-
muns com hum arco de circulo menor da mesma esphera.

629. Dividir hum angulo espherico em duas partes iguaes.

Seja B A C o angulo proposto. Tome-se o lado A4 €=
A B, e tire-se o arco B (. Divida-se B (" em partes iguaes

*
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em D. Tire-se o arco A D, e o angulo ficara dividido, como
se pede. Porque os angulos B A D, C A D sio iguaes, por
causa da igualdade das partes dos triangulos B A D, C A D.

630. Fazer hum angulo espherico igual a outro dado
<~ 180°, e com hum lado e vertice dados.

Sejio A o angulo, B G o lado, e B o vertice dados.

Forme-se hum triangulo qualquer D A E, de que A seja
hum dos angulos. Tome-se B F=AE, e com as cordas
dos arcos A D, D E, fixando dois de seus extremos respe-
clivamente em B, F, determine-se na superficie da esphera,
em que esth B G que deve ser a mesma de D A E ou sua
igual, o ponto G de encontro dos outros extremos; entio
o0s arcos de circulo maximo tirados de & para B, F, for-
mardo o triangulo G B F, identico com D A E, e por con-
seguinte serd o angulo B=A.

631. Fazer hum angulo espherico igual a outro dado, e
que tenha hum lado dado, e de que o outro lado passe por
. hum ponto dado na superficie da esphera, tal que a sua
distancia em graus, ao arco dado ndo seja maior do que o
angulo dado se este for agudo.

Busquem-se os polos H, I respectivos aos arcos A E, B C,
Com o centro H, e a corda IG, descreva-se hum circulo
menor, que encontrara o lado A D pelo menos em hum ponto
D. Produza-se o arco H D até E, sera D E= G F. Sobre
( F forme-se hum triangulo identico com D E A, e leremos
o que se pede, isto he, B=A, e o lado B G passando por G.

632. No triangulo espherico, ao maior angulo he opposto
o maior lado, e reciprocamente.

No triangulo espherico A BC, seja A CB > A.

No angulo maior, faga-se 4 €D = A.

Serh CD=AD.
Mas
CD+DB=BC,
logo

AD+DB,ouAB>BC.

A inversa demonstra-se como a proposicio do § 67.

Fig. 224.

Figz. 225.
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633. De dois triangulos esphericos e isosceles, com a
mesma base, aquelle que tem o angulo do vertice menor,
tem o perimetro maior; e reciprocamente.

Sejn o angulo A CB <A D B. Descreva-se o areo € D
de circulo maximo. Os triangulos 4 € D, B € D serdo iguaes,
por lerem os lados iguaes entre si; logo o angulo

BﬂDméAﬂ&

BDC=-ADB;

2
logo
BD<HC.

Reciprocamente; se BD<ZBC, serh BCD<BDGC.
ou o angulo ACB<_ADB. i

634. De dois triangulos esphericos e isosceles, sobre a
mesma base, aquelle que envolve o outro tem o perimetro
mator,

Sejio AEBC, AEB D os dois triangulos isosceles.

Descreva-se o arco € D E. Os dois triangulos A D C, B
D€ sio iguaes; logo o angulo A CD=B €D, e logo A
C D he agudo.

Tambem o angulo A D C== B D €; logo os supplemen-
tos A D E, BD E sao iguaes e agudos; logo 4 D € he ob-
tuso, e por consequencia A C>> A D,

De dois triangulos esphericos e isosceles, com a mesma
base, aquelle que tem o angulo do vertice menor, he maior,
e tem maiores os angulos sobre a base.

De dois polygonos esphericos regulares e equilateros en-
tre si, aquelle que tem mais lados he maior, e tem os an-
gulos maiores.

Porque dividindo cada hum dos dois polygonos em trian-
gulos isosceles, tendo por bases os lados, e por vertice com-
mum o centro do polygono, aquelle que tem mais lados seréd
composto de hum numero maior d'estes triangulos, tendo os
angulos do vertice menores.
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635. No triangulo espherico, o supplemento de hum an-
gulo he maior do que a differenca entre os outros doeis.

No triangulo espherico A B €, seja B™> A CB.

Faca-se BCD=B.Sera DU =D B; |ﬁg1} DC=DA,
e logo DA C= ACD, isto he o supplemento do angulo B
A € maior do que a differenca A €D entre B CD on B,
e BCA. ”

636. Se dois triangulos esphericos teem dois lados de
hum iguaes separadamente a dois lados do outro, aquelle
que tem maior o angulo comprehendido tem o terceiro lado
maior; e reciprocamente.

A demonstracio he como a do caso analogo dos triangu-
los rectilineos.

Se os dois triangulos ndo podem collocar-se da mesma
parte da superficie a respeito do lado commum, deve, para
a demonstracio, substituir-se a hum d'elles o seu diametral-
mente opposto.

637. Se a somma de dois lados do triangulo espherico

he % 180°, tambem a somma dos angulos oppostos serd
respectivamente z 180°; e reciprocamente.

Fig. 228.

Seja AB € o triangulo proposto. Forme-se o bilatero rig. 220.

B D. Entio, como o arco BAD=180°, se for

AB—+ACZ 180°,
seri
ACZAD
logo
R AC
D=B=ACD.
Logo
B+A€B%AED+AF&
isto he

B4+ACHR ‘?_ 180°.
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638. A somma dos tres lados do triangulo espherico he
< 360°.

Temos

BA+4+AD+ BC+ CD=360°
e
AC<<ADHCD:
d'onde se deduz
BA+4BCH AC<360".

639. A somma de todos os lados do polygono espherico
saliente he <~ 360°,

Porque produzindo hum primeiro, e hum terceiro lado
até se encontrarem para a parte do lado intermedio, em
que se acha o polygono, ficard formado, por esses lados
prolongados e pelo seu intermedio, hum triangulo espherico,
que encerrard o polygono, e terd maior perimetro do que
elle, visto o polygono ser saliente.

640, A somma dos tres angulos do triangulo espherico
he > 180°.

Se for A CD = D, teremos

BAC>ACD—D, ou >4ACD— B;
logo
BAC+B>ACD,
P

"BAC+B+ACB>ACD+ACB, ou > 180°.
Selor ACD<=D, entio D4+ AC B, ou

B4+ ACB=ACD—+4 ACB,
isto he
B+ ACB=180°;
logo
B4+~ ACB4+ BAC>180".

Assim temos sempre a somma dos tres angulos do trian-
gulo A B € maior que 180°,
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641. A somma de todos os angulos do polygono esphe-
rico saliente, poisque pode ser dividido em n-2 triangulos
esphericos, sendo n o numero dos seus lados, serd sempre
> (n-2) 180°.

642. Os angulos do polygono espherico regular sio maio-
res do que os angulos do polygono rectilineo regular do
mesmo numero de lados, e por consequencia maiores'do que
os angulos do polygono rectilineo, que tiver por verlices o8
do polygono espherico.

643. Se por hum ponto A da superficie da esphera, que
ndo seja polo do circulo € B D, se faz passar a semicircumfe-
rencia perpendicular a € B D, o dito ponto A 2 dividira
em dois arcos, dos quaes o menor 4 D he o minimo, e o
maior A4 € o maximo de todos os arcos entre A e CBD.

O meio E de € AD he polo de € B D, logo hum arco
E B qualquer he perpendicular sobre ¢ B D, logo A BD
he agudo, e A B C obtuso. Mas D e (' sio rectos, logo
AB>AD, e AB<AC.

64%. Todos os angulos como D F A, oppostos ao arco
minimo A D, sdo agudos; e os oppostos a0 arco maximo
A€, como AF C, sio obtusos.

645. Todos os arcos, tirados de A para a semicircum-
ferencia € B D, sio desiguaes, e augmentdo desde A D
até A C.

Porque o angulo A FB obtuso, e A BF agudo fazem
AB>AF.

616. Para a circumferencia € B D nio podem tirar-se
de hum ponto 4, que nio seja o seu polo, mais do que
dois arcos iguaes, hum para a semicircumferencia C.B D,
e oulro para a parte ndo descrita. Mas os dois arcos per-
pendiculares A D, A € ndo téem iguaes, ou sio unicos.

647. Com tres partes dadas do triangulo espherico, cada
huma <~ 180°, construil-o quando for possivel.

1.° caso. Com dois lados, e o angulo comprehendido.

Imite-se o que se fez, em igual caso, com o8 triangulos
rectilineos,

2.° caso. Com dois angulos e o lado adjacente.

HH

Fig. 230.
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Imite-se o que se fez, em igual caso, com os triangulos
reclilineos.

3.% caso. Com tres lados, taes que a somma de dois
seja > e a differenga <Zque o terceiro; e a somma de
todos tres <~ 360°,

Imite-se o que se fez, em igual caso, com os triangulos
reclilineos; procurando o terceiro verlice na superficie da
esphera por meio das cordas dos arcos dados,

4. caso. Com tres angulos; sendo a sua somma ~ 180°,
e o supplemento de hum qualquer > que a differenca dos
outros dois.

Com os supplementos dos angulos propostos em graus,
como lados, faga-se hum triangulo, como no caso prece-
dente, e construa-se depois o triangulo  supplementario
d’este, que serd o triangulo pedido.

O triangulo pedido he possivel, se designando por A4,
B, € os seus angulos, cuja somma > 180° e sendo € o
menor, tivermos

180°—A>B—C,
porque sera
180°— Bl b

¢ porque € he supposto o menor, a sua differenga para

180" he maior do que a differenca dos outros dois, isto he,
teremos tambem

180°—~C>B—4, e >4A—B.
O primeiro triangulo que se construe he possivel, porque
a somma de dois quaesquer de seus lados he sempre = do
que o lerceiro, por exemplo,
(!80'-—-A)+{’18(}“—B):>(IBD“—-f}}}.

poisque esta expressio vale o mesmo que

180" — AR,
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Tambem a somma dos seus tres lados he <Z 360°,
Porque
(180° — A) - (180°— B) + (180°— (),

— 360° - 180° — (A + B+ €) << 360°,

sendo pela outra condigio A+ B— € 180".

8.° caso. Com dois lados e o angulo opposto a hum
d’elles.

Sejio A B, A C os lados, e B o angulo dados.

Com o angulo B, o lado A4 B, e a corda do arco 4 C,
fixando em A4 hum dos seus extremos, busque-se com o ou-
tro o ponto € no lado BF do angulo B, e ficard feito o
triangulo requerido, se o problema for possivel, ou se nio
for indetermimado.

Para que o problema seja possivel, he necessario que o
arco A € dado ndo aconteca ser menor do que o menor dos
arcos perpendiculares, que se podem tirar de A sobre o cir-
culo de B €, poisque este he o minimo, nem maior do que
o arco perpendicular maximo. Tambem he preciso que B €
ndo chegue nunca a ser == 180°. Porém se B € for —180°,
entiio o triangulo se torna gibboso, e deve construir-se ou-
tro com os mesmos lados, e o supplemento do angulo dado.

Se for B=90°=A B, seri A polo do circulo de BC,
¢ enldio serd preciso, para que os dados ndo sejio incom-
pativeis, que seja 4 C=90°. Mas n'estas circumslancias,
todos os arcos como A E, tirados de A para pontos do cir-
culo B €, sio cada hum = 90", e sio infinitos os triangu-
los que satisfazem, e a indeterminacio he absoluta,

Se acontece haver dois arcos iguaes A C, A D cada hum
da sua parte do arco perpendicular A E, ambos no bilatero
B F, ha entdo dois triangulos A BC, A BD com o0s mes-
mos dados, ou ha duas solugdes do problema.

Estas duas solugdes estiio ligadas pela condigio de que
o angulo ndo dado, e opposto ao lado dado he em hum dos
triangulos supplemento de hum similhante angulo do outro,
porque A € B he o supplemento de ACD=AD B.

s "

Fig. 231.
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O problema tem huma 6 solugiio nos exemplos seguintes:

1.° exemplo. Se for A C=90° e nio A B;

2.” exemplo. Sem ser 4 € ==90", pode existir ainda
hum caso determinado, ou hum si triangulo, quando acon-
teca que A € coincida com o arco A E perpendicular a B €7;

3.” exemplo. O problema he tambem determinado, quan-
do os lados dados sio iguaes, porque entiio nio se pode ti-
rar de A4 para o circulo B € outro lado igual; niio sendo 4
pole.

Mais geralmente; o problema he determinado, quando
sendo possivel, e ndo sendo indefinido alguma das condigdes
(§§ 616, 632 e 637) exclue huma das solugdes.

Porque sendo o angulo B<Z90° e 4 B<Z90°, he pre-
ciso, para que o triangulo A D B seja determinado, ou para
que ndo exista outro arco A (7 igual, entre o arco perpendi-
cular menor AE, ¢ AR, que sejo A D> A B; logo B>
ADBRB, ou ADRB<90° pela condicho (§ 632).

Sendo B ainda 0 mesmo, e 4 B > 90°, he preciso, para
que o (riangulo 4 C B seja determinado, ou para que nio
haja outro arco A D igual, entre o arco perpendicular mi-
nimo A K e AF, que seja A C>AF;
logo .

ACH+ A B> 180",
logo
ACB+ B> 180° ou A CB>90°

pela condigio (§ 637), porque a outra (§ 632) s6 exige
ACB =B, o que pode ter logar, e niio obstante ficar
ainda 4 B C<90°.

Quando B > 90°, demonstra-se da mesma maneira por
meio do arco perpendicular maximo, que o problema sendo
determinado, o serd por huma das duas condigdes (§§ 632
e 637).

Quando B=90", entdo sendo 4 B o mesmo arco per-
pendicular a B €, niio podem existir no mesmo bilatere dois
arcos iguaes A C, A D, e o problema he determinado.

Do que precede podem deduzir-se as conclusdes seguintes:
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1.° Que as duas condigdes (§§ 632 e 637) sio essen-
cialmente diversas.

92.° Que he preciso, quando huma niio determine o pro-
blema, empregar a outra.

3.° Que se nenhuma das duas condigdes determina o pro-
blema, elle he indeterminado.

6.° caso. Com dois angulos, e o lado opposto a hum
d'elles.

Com os supplementos dos angulos, como lados, e com o
supplemento do lado, como angulo opposto respectivamente,
faca-se a construcgio, como no caso antecedente, de hum ou
de dois triangulos; construa-se depois o supplementario ou
os supplementarios d'estes, e serd esta a construedo pedida.

As condigdes para a determinagdo, ou indeterminagiio, sio
aqui as mesmas do caso antecedente, applicando-as aos sup-
plementos dos angulos que passdo a ser lados, e aos supple-
mentos dos lados que passdo a ser angulos.

648. Pergunta-se de quantas maneiras pode cobrir-se a
superficie da esphera, com polygonos esphericos regulares e
dispostos symetricamente, excepto o bilatero espherico.

Os vertices § communs aos polygonos slo tantos, quantos
os angulos solidos do polyedro inscripto, com os mesmos
verlices; os lados communs L tantos, quantas as arestas do
polyedro; e os polygonos P tantos quantas as faces do po-
lyedro; logo teremos S=L—P+2.

A somma de todos os angulos esphericos em torno de
hum vertice commum sendo 360°, ou & r, vé-se que nio
podem existir sendo tres especies de polygonos esphericos
regulares, porque os seus angulos s3o maiores ainda do que
os dos polygonos rectilineos inscritos (§ 642), que sio as
faces do polyedro acima dito.

Sejio pois 2, ', " os numeros dos lados de cada hum
d'estes diversos polygonos esphericos; y, y', y' os numeros
respectivos d'estes polygonos; sera

[=fthe'ede v, poyty't+y";

2
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_g_“ﬁ"!"*’l‘"'l--t‘”#”
e 2

logo

YR R

Sejio m, n, p respectivamente os numeros de vezes que
cada hum dos angulos polygonos z, «', 2 he repetido em
torno de hum vertice commum; teremos

mS=zy, nS=z'y', pS§S=2z"y";
isto he

mry-+mz'y' 42"y —2my—2my' — Lmy”
+dm—2xy=0;
ney—+nzx'y 4+nz'y"—2ny—2ny' —2ny"
4+ 4dn—2zx'y'=0;

pry—+px'y +pa'y' —2py—2py' —2py"
+4dp—22"y"=0.

Vejamos quantas solugdes admittem estas equacdes in-
determinadas em numeros inteiros e positivos; attendendo
a que os angulos compostos, ou com hum vertice commum,
ndo podem exceder a 4 rectos: que os angulos pertencentes
aos polygonos esphericos de maior numero de lados sio tam-
bem maiores; que quando elles sio diversos nos angulos
compostos, ndo ha polygonos esphericos cujo numero de la-
dos seja impar, o que se demonstra como no § 402; que
havendo s6 hum par da mesma especie no angulo composto,
os polygonos que lhe pertencem niio podem ter o numero
dos lados impar, como se demonstra imitando o que se fez
(§§ 403 e %04%).

Seja pois

. m=n=—p=—1;

entiio as tres equagdes dio

.ry:.rry' =-T'I'y”|
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&s quaes se satisfaz com os valores

y=qaz'z", y'=qzz", y'=qzz/ '

e cada huma das tres equagdes se torna
g(za'z"—2zxz' —2zx2"—22'2") 4+ 4=0.
Se fizermos

w=b, @' =6, 0 =8,
tﬁrﬂmos g= 4],?' e y= 12’ yI-:S' yﬂl=6=
isto he, que se pide compor a superficie da esphera com
12 quadrados esphericos, 8 hexagonos esphericos regulares
e 6 octogonos esphericos regulares, ou que o polyedro in-
scripto he o primeiro semiregular,
Pade ainda fazer-se

e—=14 2'=86, 2"=10,

e teremos ¢ = _; logo

!.

g'
y=30,y' =20, y" =12;

isto he, 30 quadrados, 20 hexagonos e 12 decagonos: so-

lugio que corresponde ao 2.° polyedro semiregular,

Se supposermos m =2, n=1,p=1; as tres equagdes
dao

! gyl

zy=22'y'=2a"y",
a que se satisflaz com
y=2qz'a", y'=qaa’, y'=qza!,
080 gz’ 2" —2z' 2" —za" —x2')+2=0.
Sémente péde fazer-se x =4, '=3, 2" =25;
logo o {, y=130, §"==90, "= 12:

isto he 20 triangulos, 30 quadrados, e 12 pentagonos, o que
corresponde ao polyedro semiregular 8.°
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Se se considerdo s6 duas especies de polygonos espheri-
cos, entdo as tres equagdes se reduzem &s duas seguintes

maey+ma'y' —2my—2my +4m —22y=0
nzy—+na'y' —2ny—2ny' +4in—2z"y' =0;

e fazendo-se m =2, n =1, niio podera x ser impar, e te-
remos !
zy=2z"y',

a que se satislaz com y=2q 2/, y'=quz, e resulta por
conseguinte
qee'—2x—ha')4+4=0.

Escolhendo =4, 2" =23 serh =£' yLgyrw

isto he, 3 quadrados e 2 triangulos, o que corresponde ao
prisma triangular equilatero

Sendo x=14, &' =8; g= 7, y=8,y'=2: § qua-

drados e dois pentagonos; e assim successivamente a serie
dos prismas equilateros inscritos; porque se vé que emquanto
o =}, serd sempre q = é. ey=z',y =2

Acharemos tambem successivamente :

x=0,2'=§,¢= E. y=4,y'= 4&; & triangulos e
& hexagonos; o 3.° semiregular;

=6, z'=4, =1, y=8, y'=6; 6 quadrados e
8 hexagonos; o 4.° semiregular;

=06, 2'=325, ¢=2, y=20, y'=12; 12 pentago-
nos e 20 hexagonos; o 5.” semiregular;

=8, 2'=3, =1, y=06, y'=8; 8 triangulos e
6 octogonos; o 6.° semiregular;

z=10, 2'=3,¢=2, y=12, y'=20; 20 triangu-
los e 12 decagonos; o 7.° semiregular.

Se se fizer m=3, n=1; teremos xy=32"y', que
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. he satisfeita por y=3qz', y' =q=z, e serd
gxz'—x—3z')+2=0.

s=3,2 =4 q= ;. y=38, y'=2; 8 triangulos e

2 quadrados, o que corresponde ao deutoprisma quadran-
gular equilatero.

x=3,2'="5,q="1,y=10,y'=2; 10 triangulos

e 2 pentagonos, o que corresponde ao deutoprisma penta-
gonal. A
Continuando, teriamos a serie infinita dos deutoprismas,
excepto o octaedro.

Teremos tambem:

a=4 o'=3,¢=2,y=18, y'=8; 8 triangulos e
18 quadrados, o 9.° semiregular;

Seja m=2, n=2; serd xy==2'y’, que se satisfaz
com y=qa', y' =qz; e teremos

qlea —2x—22')+4=0.

=3, &' =4, ¢=2, y=8, y'=06; 8 triangulos ¢
6 quadrados; o 10.° semiregular;

=3, x' =5, g=14, y=20. y' = 12; 20 triangu-
los e 12 pentagonos: o 11.° semiregular;

Seja m==4, n=1; serb ay=>»4x'y’', que se satisfaz
com y=4qa', y' =qx; e teremos

¢(3zx —2x—8z')+4=0.

=3, z'=4, q=2, y=232, y'=26; 32 (riangulos
e 6 quadrados; o 12.° semiregular;
x=38, ' =5, g=4, y=2380, y'=12; 80 triangu-
los e 12 pentagonos; o 13.° semiregular.
Se se quizer cobrir a esphera com huma unica especie de po-
lygon os, teremos entio s6
1
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(m—2) 2y —2my—+ dm=0.

Fazendo:

m=3, r=3, serh y=4; 4 triangulos esphericos, o
que corresponde ao tetraedro regular;

m=4, x=3, seri y=8; 8 triangulos esphericos, o
que corresponde ao octaedro regular;

m =35, x==23, serh y=20; 20 triangulos esphericos,
0 que corresponde ao icosaedro regular;

m==3, #==4, serb y=—06; 6 quadrados esphericos, o
que corresponde ao cubo;

m=23, x=2_5, serh y=12; 12 pentagonos esphericos,
0 que corresponde ao dodetaedro regular.

Da superficie dos solidos circulares.

649. De duas superficies ndo interrompidas, a exterior
he maior do que a interior, se esta for convexa, isto he,
senfio podér ser encontrada em mais de dois pontos por
huma recta infinita, que atravesse o solido que ella encerra.

Porque para applicar todos os pontos da exterior sup-
posta llexivel sobre a interior supposta inflexivel, he preciso
dobrar a primeira.

650. De todas as superficies que termindo em huma linha
plana, convexa e fechada, a plana he menor, e de duas ou-
tras, he menor a convexa que esta entre a plana e a outra,

Fig. 232.  Das tres superficies ACBF, ACBE, ACB que termi-
ndo na linha plana, convexa e fechada A €'B, seja a se-
gunda convexa e a terceira plana.

He sempre possivel chegar a hum ponto D tio proximo da
superlicie plana 4 € B, e collocado na parte opposta és outras
superficies, que descrevendo huma superficie com huma re-
cta que passe por elle e pelo perimetro A B €, fique sem-
pre convexa a superficie composta D A € B E, e por conse-
quencia tambem D A € B. Logo, pelo theorema precedente,
leremos a superficie DACBF >DACBE >DACBA;
e tirando de cada d'estas tres superficies a superficie com-
mum DACB, teremos ACBF>ACBE > ACB.
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651. De dois solidos, hum exterior ¢ outro interior, o
primeiro chama-se circumserito, e o outro inserito, quando
no primeiro nio ha face em que nio esteja ou hum vertice,
ou huma aresta do segundo.

652. A superficie curva do sector cylindrico he maior do
que a porgiio da superficie do prisma inserito no sector in-
terceptada pelos triedros, que téem os vertices nos centros
das bases do cylindro; e he menor do que a superficie do
prisma circumscrito ao sector, interceptada pelos mesmos
triedros.

Para provar a primeira parte da proposicio, basta con-
siderar o prisma triangular A B € D) inscrito no sector cy-
lindrico A B € E D; poisque podem reduzir-se a taes secto-
res e a taes prismas qualquer sector cylindrico, e qualquer
prisma inscrito n'esse sector.

Digo que he a superficie curva €' E F = parallelogrammo
CF. Porque CEF—+2.CED> CF; e no sector cylin=
drico, cujo eixo he n. A B, a superficie sera n. CEF, e o
parallelogrammo correspondente serd n. CF, e os segmen-
tos CE D, G HF ficariio sempre os mesmos, e leremos tam-
bem

n.CEF4-2CED >n.CF.

Agora nego que seja C EF <ZC F, porque se assim fosse
teriamos
n(CF—CEF)<2.CED

absurdo, sendo n qualquer, poisque de qualquer grandeza
€ F — CE F ha sempre multiplos n (C F — C E F) que ex-
ceddo huma grandeza qualquer proposta 2. CE D.

Digo mais que ndo pode ser € E F— CF, porque se
suppde n infinito, entio o termo n. €K F ndo poderd ser
augmentado por 2 CE D, e a inequacio se reduz a esta
n. CEF>n.CF, oua CEF > CF, como deve ser.

Para demonstrar a segunda parte da proposicio, bastard
tambem considerar o prisma quadrangular 4 B CID cir-
cumscrito ao sector eylindrico 4 B CED.

Fig. 233,




Fiz. £34.
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A superficie quebrada G [ F, composta de dois paralle-
logrammos, e os dois triangulos iguaes C I D, G K F, tudo
junto, sio maiores do que a superficie curva € E F, mais os
dois segmentos iguaes CED, G HF; isto he

GIF—{—QCID}(IEF-{—&!CED:
e discorrendo como no caso antecedente, teremos
n.GIF+42(CID—CE D)>n.CEF,

e conclue-se da mesma forma que GIF > CEF.

O caso mais desvantajoso n'esta segunda parte da pro-
posigiio, he quando os dois parallelogrammos G I, IF sao
tangentes & superficie curva; mas entio elles §3o iguaes, e
o plano das parallelas 1 K, B A divide o sector e a superfi-
cie, o prisma e a sua superficie em partes iguaes, e a pro-
posi¢io tem logar igualmente no sector cylindrico, e prisma
triangular circumscrito, que sao entdo cada hum metades
respectivas do sector proposto, e do prisma quadrangular da
construegdio, e com mais rasio em qualquer outro prisma
triangular circumserito ao sector cylindrico.

653. Das superficies curvas dos sectores cylindricos, com
o mesmo eixo e diedro, he maior aquella que pertence ao
cylindro de raio maior.

Pide inscrever-se no sector maior hum prisma, e cir=
cumscrever ao menor outro prisma, nos perimetros de cujas
bases entrem no primeiro huma linha de cordas inscrita em
DE, e no segundo huma linha de tangentes circumserita a
F G, e taes estas linhas que se nio corlem, e que seja a
primeira maior do que a segunda. As duas superficies pris-
malicas lateraes, que téem estas linhas por bases, chamem-se
respectivamente 8, 5. Finalmente se vé que §>> s, Logo a
superficie €D E™> § > s superficic HF G.

654%. Com a superficie curva do sector cylindrico, sem
mudar nem de eixo nem de diedro, se pode representar
grandeza de qualquer superficie, por ser a primeira huma
funcgiio do raio, que pode ir desde zero até o infinito.
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655. A superficie curva do sector cylindrico recto he
igual ao producto do arco pelo lado.

Se A D ><arco A B € nao he o valor da superficie curva
D B € do sector cylindrico recto D A E € B, seja, se he pos-
sivel, o valor da superficie curva I H do sector cylindrico
reclo concentrico ¢ menor.

Inscreva-se no sector maior o prisma D AC E, cuja su-
perficie D€, composta de hum ou de muitos rectangulos,
ndo corte F H.

Sera DC > F H, 1sto he

AD><AC > AD><arco A BC: absurdo.

Se he possivel, seja agora F & ><arco G H, a superficie
curva D € de hum sector cylindrico maior do que o pro-
posto F G H.

Circunscreva-se ao menor hum prisma F G H E, cuja su-
perficie F G I H, composta de dois ou mais rectangulos, niio
corte a superficie quebrada inscrita em D €. Sera F G I H
menor do que a superficie curva D €, isto he

FG><(GI+IH <FG><arco GH:

absurdo igualmente.

656. A superficie curva do cylindro recto he o producto do
lado, eixo ou altura pela circumferencia de huma das bases.

657. A superficie curva do sector conico recto, he maior
do que a porgio de superficie da pyramide inscrita no se-
ctor, interceptada pelo triedro que tem o vertice no centro da
base; ¢ menor do que a por¢io da superficie da pyramide
circumserita ao sector, interceptada pelo mesmo triedro.

Para provar a primeira parte da proposicio, basta con-
siderar a pyramide triangular A € ED, inserita no sector
conico recto A BCE D.

Digo que a superficie curva D A B €, he maior do que
o triangulo isosceles D A €.

Opposto ao sector circular A E €, pode imaginar-se outro

Fig. 235.

Fig. 236




Fig. 237.
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seclor conico e reclo A B € E'F, tendo a allura EF=ED,
e circumscrito a outra pyramide triangular A € E F. Pode
demonstrar-se por meio da superposicio, que os dois secto-
res conicos sio identicos, assim como as duas pyramides,
porque os triedros EA €D, EACF o sio, e teem as ares-
tas iguaes entre si. Logo serd a superficie curva D A B €
==superficie curva FABC, e o triangnlo DA C=—=F A (.
Mas D E, F E estio em direitura, sendo ambas perpendi-
culares & base commum, logo as faces D A E, F A E estio
no mesmo plano, ou formio huma sé face; e 0 mesmo he de
DCE, FCE. Logo o solido DACF, composto de dunas
pyramides triangulares, he hum tetraedro, e por consequen-
cia he convexo; e sendo interior a respeito do duplo sector
conico, a sua superficie he menor, e tirando as duas faces
communs, fica a superficie quebrada D A € F < superficie
curva DABCF, logo DAC<-DARBC.

Similhantemente se demonstra a segunda parte da pro-
posicio, por meio da pyramide quadrangular F E A G €
opposta & circumserita D E A G €, comparadas com os se-
gmentos conicos reelos inseritos FEABC, DEAB (.

O caso mais desvantajoso, n'esta segunda parte da pro-
posicdo, he quando os triangulos D 4 G, D € G sio tangen-
tes & superficie curva; mas entio elles sdo iguaes, e o plano
G D E divide o sector e a superficie, a pyramide e a sua
superficie em parles iguaes, e a proposigio tem logar ainda
no sector conico recto, e pyramide triangular circumscrita,
que sio entdo metades do sector proposto, e da pyramide
quadrangular, e com mais rasio em outra qualquer pyra-
mide triangular circumscrita 4 metade do sector conico.

658. Das superficies curvas dos sectores conicos rectos,
com 0 mesmo eixo e diedro, he maior a que pertence 4 py-
ramide conica de maior raio da base.

Péde inserever-se no sector maior huma pyramide, e cir-
cumscrever-se ao menor oufra, nos perimetros de cujas ba-
ses entrem no primeiro a linha de cordas inscrita em D E,
e no segundo a linha de tangentes circumserita a F G, taes
que estas linhas niio se cortem, e que a primeira seja maior
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| do que a segunda. Sejio S, s as duas superficies lateraes py-
ramidaes, que estdo sobre estas linhas respectivamente por
bases. Serd § 5. Logo a superficie curva BD I E > 5>
s = superficie curva B F G.

659. Com a superficie curva do sector conico reclo,
sem mudar de eixo nem de diedro, pode representar-se a
grandeza de qualquer superficie, por ser a primeira huma
funccio do raio da base, que augmenta desde zero até o
infinito.

660. A superficie curva do sector conico recto, he me-
tade do producto do lado pelo arco.

Porque se he possivel, ndio seja

é B E><arco D I E=superficic BDIE,
e seja

-; B E >< arco D I E = superficic B F G (menor).

I Inscreva-se na maior, sobre a linha das cordas, huma su-
perficie pyramidal que nio corte a menor. A perpendicular
B K a qualquer das cordas iguaes serh < B E, ¢ a linha
das cordas D E < D 1E. A superficie pyramidal lateral e
parcial B D E, he > superficic curva B F G,

isto he

;Hn'xDE;};BExnmufE.-

absurdo, por ser

BK<BE,e DE<DIE.

ficie conica B D I E maior. Circumscreva-se a B F G sobre
a linha das tangentes, huma superficie pyramidal que nio
corte a maior. Serf a linha das tangentes F H (: —arco
F G; B G perpendicular a G H; e todas as oulras perpen-
diculares 4s tangentes serdo cada huma==B G, ou o que

» Se he possivel, seja ; B G ><arco F G o valor da super-

e




Fig. 230,
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he o mesmo, serfio lados da pyramide conica recta. Serd a
superficie BFHG<BDIE,
isto he

é BG> FH+ HG)<< -2-[ BG><arcoF(G:
absurdo, poisque o factor

(FH~+-HG) > arco F G.

661. A superficie curva da pyramide conica recta he me-
tade do producto do lado pela circumferencia da base.

662. Pyramide conica truncada ou tronco da pyramide
conica he o solido que d'ella fica depois de se lhe cortar
outra pyramide conica por hum plano parallelo 4 base. Cha-
milo-se bases do tronco os dois circulos que siio as suas fa-
ces planas; eixo a recta que une os centros das bases; al-
tura a perpendicular ds bases, terminada nos seus planos;
lados do tronco, as rectas tiradas entre pontos das circum-
ferencias das bases, sem cortarem o tronco, ou que estejio
cada huma com o eixo no mesma plano. O tronco he recto
quando o eixo he igual 4 altura, alids he obliquo.

663. A superficie curva da pyramide conica truncada re-
cta, he o producto de hum lado pela circumferencia media,
isto he, a que divide os lados igualmente.

Complete-se a pyramide conica 4 B €, de que D B € he
o lronco,

A superficie curva do tronco, ou a descrita por DB,
fazendo-se girar o trapesio D E F B em torno de E F, he
a differenca entre as superficies curvas das duas pyramides
conicas, descritas respeclivamente por A B, AD, isto he, a

superficie curva D A C, que chamo §=— i A B ><circum-
ferencia, cujo raio he B F, — i A D >< circumlerencia, cujo
ruio he D E,

—=(BAXBF—AD>DE)

=n(BD><BF+AD><BF—AD><DE).
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Mas temos
AD:AB::DE:BF,
logo

ADSBF—=AB>DE—AD><DE+BD>DE.
Substituindo pois e reduzindo, teremos
S—==.BD(BF+DE).

Se pelo meio G de BD se tira HG parallela a D E,
serd

GH= | (BF+DE);

logo
§—9= B D> G H— B D >< circumlerencia,

cujo raio he ¢ H.

664. Designaremos por circ. A B o circulo, de que A B
he o raio, ou de cuja circumferencia A B he arco. Simi-
Ihantemente circumf. A B significa a circumferencia, de que
A B, he arco ou raio.

665. A superficie curva ou de pyramide conica, ou do
seu tronco, ou de hum eylindro, descrita por qualquer dos
lados de hum polygono, na revolugiio inteira do polygono
sobre hum dos seus ludos como eixo, he igual & projeccio
sobre o eixo, do lado gerado d'essa superficie, multiplicada
pela circumferencia, cujo raio he a perpendicular levantada
no meio do lado gerador, e terminada no eixo.

Seja A BC DE o polygono, A E o eixo de revoluclo, e
B C parallelo ao eixo.

B C descreve a superficie curva de hum cylindro recto,
CD a de huma pyramide conica recta truncada, e D E a
de huma pyramide conica recta, na revolugio do polygono em
torno do eixo.

Sejio A F, F G, G E as projeccdes orthogonaes respecti-

2

Fugz.

239,
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vas de BC, CD, D E sobre o eixo; e HI, HK, H I, per-
pendiculares respectivas ao meio de cada hum d’estes ulti-
mos lados.

A proposicio niio precisa ser demonstrada para a super-
ficie cylindrica descrita por B (.

Para demonstrar os outros dois casos, tirem-se I D, e
as perpendiculares ao eixo KM, L N; e a paraliela D P,

Os triangulos H KM, € D P sio similhantes, por terem
0s lados perpendiculares entre si;
logo

KM:HK::DP(ouFG):CD;
logo
KM><CD=HEK<FG.

Mas a superficie do tronco descrita por € D, que chamo

=2r. KM><CD;

logo
S=2x HK><F G=F G ><circumf. HK.

Os triangulos H L N, D G E sio tambem similhantes,
pela mesma rasio de terem os lados perpendiculares, e dao

HL><GE=LN><DE;
e a superficie que D E descreve, he
=mDGXDE=2=.LN>DE
=27 HL><GE= G E>< circamf. H L.

666. Zona he a superficie curva do segmento espherico,
ou do seu tronco. Arco da zona he aquelle que a descreve;
e zon. A B significa zona cujo arco he A B, ou zona da es-
phera cujo raio he A B. Zonas correspondentes chamo
dquellas cujos arcos, em espheras concentricas, correspon-
dem a0 mesmo angulo do centro.
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667. A zona he maior do que a superficie descrita pela
linha de cordas, inscrita no seu arco; e menor do que a su-
perficie descrita pela linha de tangentes, circumscrita ao seu
arco.

Dos extremos do arco abaixem-se as perpendiculares A B,
D € sobre um dos eixos. Na revolugio do po]ygmm‘.l BC
D G F com o arco e a linha das cordas, descrevem-se tres
solidos, cujas superficies estdo no caso do § 649; e tirando
d’estas superficies circ. B A, e cire. D C, que sio communs
a todas tres, restdo a superficie descrita por AFGD >
zon. A D > superficie descrita por 4 E D.

668. De zonas correspondentes he maior a que tem
malor arco.

Inscreva-se no arco maior huma linha de cordas B FC,
e circumscreva-se ao arco menor huma linha de tangentes
D G H I E, sem que estas linhas se cortem, e seja a primeira
BFC> segunda D G HIE. A projeccio L M do arco
maior e linha das cordas, he maior do que a projecgio N P
do arco menor e linha das tangentes, porque

AM:AP:; AC:AE:: AB:AD:{ AL:AN;
logo
AM—AL:AP—AN::AM:APou:: ABAD,

1sto he,
LM:NP::AB:AD.

Por consequencia serd maior a superficie descrita pela li-
nha das cordas B F € do que a descrita por D G HIE,
porque a primeira lem maior projeccio sobre o eixo, e
maior perpendicular 4 Q abaixada do centro sobre huma
das cordas iguaes que a compdem, e a linha das tangentes
menor projecciio, e menor perpendicular sobre qualquer das
tangentes, por ser ella o raio menor. Ora d'estas projec—
ces e perpendiculares dependem as superficies descritas.

Assim zon. B € he maior do que cada huma d'estas duas

superficies, e zon. D E menor. Logo a zona de maior arco,

Iig. 241,
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ou de maior raio, he maior, sendo o mesmo o angulo
B A € do sector.

669. Com a zona, sem mudar o angulo do sector circu-
lar correspondente, péde representar-se a grandeza de huma
superficie qualquer, por ser aquella huma funccio do raio
da esphera, que vai de zero ao infinito.

670. A zona he o producto da projecio do seu arco
pela circumferencia de hum circulo maximo da sua esphera.

Seja, se he possivel, L M >< circumf. A B ndo o valor da
zona deserita por B €, mas de uma zona menor descrita por
DE, ou sejn

L M ><circumf, 4 B=zon. D E.
Inscreva-se no arco da zona maior a linha das cordas
B F(C, que niio corte o arco menor.
Seré superficie descrita por BF > zon, D E, isto he

L M ><circuml. A Q > L M >< circuml. A B:

absurdo, por ser
AQ<_AB.

Seja, se he possivel, N P >< circumfl. A D o valor nio da
zon. D E, mas d'outra maior zon. B €, ou seja

N P >< circumf. A D —zon. B €.
Circumscreva-se ao arco menor a linha das tangentes
D G HIE, tal que nao encontre o arco maior. Serd super-
ficie deserita por D G HIE < zon, B C, isto he
N P>< circumf, A D < N P >< cireumf. A D: absurdo.
671. A superficie da esphera, he o producto do eixo

pela circumferencia de hum circulo maximo, logo he igual
4 superficie de quatro dos seus circulos maximos; e igual
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i superficie curva do cylindro circumserito & esphera, isto he,
do cylindro recto, que ella toca em todas as faces e lados.

672. Chamao-se similhantes as superficies do mesmo
nome que sé differem em grandeza, quando estio entre s,
como os quadrados das linhas do mesmo nome, que as [a-
zem differir em grandeza, ou de que sio funcgdes.

673. As zonas correspondentes sio similhantes.

Temos

zgon. BC:zon. DE :: 2. AB><LM:25. AD>NP.
Mas he
LM:NP::AB: AD;
logo b i ot
zon.BC:zon.DE:: AB*:AD".

674. As superficies curvas dos diedros esphericos, ou as
superficies dos bilateros esphericos estio entre si como os
seus angulos.

Se os bilateros ABCD, AECD siio commensuraveis,
ou se téem hum bilatero que seja sua medida commum, he
claro que o angulo d'este bilatero se contém nos angulos
dos bilateros propostos tantas vezes, quantas o bilatero nos
outros, e a proposigiio he verdadeira, e por consequencia o
he tambem no caso de incommensurabilidade.

675. A superficie do bilatero estd para a da sua esphe-
ra, como o angulo do bilatero para quatro angulos rectos.

676. A superficie do triangulo € B D, formado por hum
arco B D de circulo menor ou maximo, e por dois arcos de
circulo maximo que lhe sejio perpendiculares, estd para a
zona que o circ. B D termina, e em que existe o triangulo,
como B D para circumf. B D.

677. A superficie do triangulo espherico esta para a su-
perficie da sua esphera, como o excesso da somma dos seus
angulos sobre dois rectos estd para oito rectos.

Produza-se o lado B € do triangulo espherico x, até
completar o seu circulo, e os outros lados no sentido do
vertice A até se encontrarem em*I). Ficari fora do hemis-
pherio do triangulo proposto, outro triangulo igual a este.

ig. B12.
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Seja s a superficie da esphera, teremos
z—+a.s., ACB4r;

z+bis i ABC 4r;

x+cis IiBAC &r;

G—!—-b—{—c—]—mz %s'-

logo
80 tat-bgmg HACBHABCHBAC),
4r %
logo
ACB-+ABC}- B AC)
Rz -1 5t ;
2 4r
logo

= U4CB T ABCH+BAC—1r)
8r
678. A superficie do triangulo espherico trirectangulo |
que pela proposigio precedente, ou por superposiciio, he a
oitava parte da superficie da esphera, he por consequencia
metade da superficie de hum circulo maximo, ou o produ-
cto de hum quadrante da circumferencia de circulo maximo
pelo raio. Suppondo pois que o quadrante e o raio se suben-
tendem ou se supprimem, substituindo-os por 1, como ja se
fez; entdo tambem o triangulo trirectangulo deve ser conside-
rado como unidade de superficie, ou = 1, e da mesma férma
r=1, e s=8; e a expressio do triangulo espherico se re-
duz a

2=ABC+ACB4+BAC—2;

a qual traduzida em termos communs abreviados quer di-

zer, que a superficie do triangulo espherico he igual 4 somma h
dos seus angulos menos o numero 2. O que realmente si-
gnifica, que os numeros que resulldio da comparagao de seus
angulos com hum recto se sommem, que d’esta somma se
tire 2, e que o resto se multiplique pela superficie do trian-




DOS SOLIDOS CIRCULARES. 279

gulo trirectangulo; e o producto serd a superficie do trian-
gulo espherico,

679. A superficie do polygono espherico saliente de n
lados, porque pode dividir-se em n—2 triangulos espheri-
cos, serd igual & somma dos seus angulos menos o numero
2 (n—2), segundo o mesmo scholio.

680. A superficie do menisco ou lunula formada por hum
arco de circulo maximo e outro de circulo menor, acha-se
tirando de B €'D o triangulo espherice que tem os mesmos
vertices.

681. A superficie do menisco ou lunula formada por dois
arcos de circulo menor, he a differen¢a de duas lunulas como
as do corollario antecedente, e exige que se calculem as su-
perficies de dois triangulos esphericos proprios, e de dois
improprios como B €' D.

682. Ji se vé, que se pode achar a superficie de hum
polygono ndio espherico, mas descrito na superficie da es-
phera, em o qual entrem lados que sejao arcos de circulos
menores, reduzindo-o primeiro a polygono espherico, pondo
arcos de circulos maximos entre os extremos dos arcos de
circulos menores, e tendo conta depois com as superficies
dos meniscos assim formados.

Volumes circulares

683. O sector de hum cylindro qualquer he o producto
da altura pelo sector circular, que lhe serve de base.

Seja A a altura. Se A>< A E C B niio he o valor do se-
ctor cylindrico DA B CE; sejn, se he possivel, o valor de
outro sector cylindrico menor F H ; E, isto he, seja

A>XAECB=FHGE.

Inscreva-se no maior hum prisma, cuja linha das cordas
A€, com os raios AE, CE formem o perimetro da base.
Este prisma he maior do que FIH G E, isto he,

A AEC > A><AECB:absurdo.

Fig. 2482,

Fig 235.
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Seja, se he possivel, A >< H E o valor de hum sector
evlindrico DA B CE > FHGE.

Circumscreva-se ao menor hum prisma F G I HE, cuja
base tenha por perimetro a linha das tangentes & I H, ¢
os dois raios (- E, EH

He este prisma <Z que o sector cylindrico maior, isto he,

A>< G 1HE < A>< G E H:; absurdo.

68%. O cylindro he o producto da base pela altura.

685. O sector de huma pyramide conica qualquer, he o
tergn do producto da altura pelo sector circular que lhe
serve de base.

Seja 4 a altura. Se - A< DIEA nio he o valor do

seclor conico B D IE A, seja, se he possivel, o valor d’ou-
tro sector conico menor B F G A, isto he, seja

g A><DIEA=—BFGA.

Inscreva-se no maior huma pyramide, de que a linha das
cordas D E, e os raios DA, EA formem o perimetro da
base. Esta pyramide he > B F ( 4, ou

3 A><DEA> { A>< D IE A absurdo.

Seja, se he possivel, ; A > F G A o valor de hum sector
conico BD I EA > sector BF G A.

Circumscreva-se pois a0 menor sector huma pyramide
B F H G A, cuja base tenha por perimetro a linha das tan-
gentes F H G, e os raios F A, G A. Esta pyramide he me-
nor do que o sector conico maior, isto he

;A‘;:{FH A<:: A><F G A absurdo.
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686. A pyramide conica he o terco do producto da base
pela altura.

687. O tronco da pyramide conica he a somma de tres
pyramides conicas, todas da mesma altura do tronco, e tendo
por bases respectivas as duas bases do tronco, e huma meia
proporcional entra ellas.

Esteja o tronco T entre os circulos parallelos, de que Fig. e3s.
BF, DE sio os raios; K I seja a sua altura, se elle he
obliquo, a qual he a differenca entre a altura A T total, e
A K altura da pyramide parcial. Seré

T= ; (A l.circ. BF — A K.circ. DE)

(KL cir. BF+ A K (cire. B F — circ. D E))

wal

=! (x I.circ. BF 4.4 ﬁ'(ﬁ“—ﬁf‘*))_
Mas temos

Al'AK:: AB:AD::BF.DE;

logo
Al —AK({ouKI:AK:: BF—DE;
logo
. DEXKIT
AK=FE=0F
logo

T=} (KILcire. BF += KI(BF<D E+DE")),
Tomando  H meia proporcional entre B F e D E, sera

T— ! KILcirc. BF+ K1.cire. G H+ 3 K1.circ. DE.
688. Na revolugiio de hum triangulo sobre hum eixo que

esteja no seu plano, e em que tenha hum vertice, o solido
KK




Fig. 243,
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gerado pelo triangulo he o tergo do producto da perpendi-
cular tirada deste vertice sobre o lado opposto, pela super-
ficie gerada por este lado.

Ha tres casos. O triangulo A F E na revolucio sobre o
eixo A E descreve hum yolume composto de duas pyramides
conicas rectas, as quaes tbem por base commum o circulo
descrito pela perpendicular D F sobre o eixo de revolugio,
isto he, o solido gerado por A FE, ou

so. A FE— g AE = cire. DF = ,11 AE><=DF*.

Seja A G perpendicular sobre E F produzido sendo ne-
Cessaro.

Pela similhanca dos triangulos A G E, D FE, ou pela
proposicio § 130, temos

AE>XDF=EF><AG;
0go

sol. A FE— -; AG><wDF><EF.

Mas EF he o lado de huma das pyramides conicas, e
27 D F a circumferencia da base. Logo a superficie gerada
por E F, ou

sup. EF==. D F>< EF;
e

sol. A FE— Ii A G ><superl. E F.
Da mesma [6rma
sol.AHE= _ A G><sup. HE.

No segundo caso

sol. AHF—sol. AHE —sol. A FE—

_'! A G (sup. HE—sup. EF) = - A G><sup.HF.

Li
3
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Terceiro caso, sendo K H parallelo ao eixo. Entio o so-
lido gerado por A K H he a differenca entre hum eylindro
recto, que tem a altura K H, e cujos raios das bases sio cada
hum igual a 4 I, e a somma de duas pyramides conicas, com
as mesmas bases e alturas [ K, I H, e que ambas juntas
fazem o ter¢o do cylindro. Logo

sol. A K H= E K H><cire, A I = g KH><= 41"

=~ A I><sup, K H.

X
3

689. Sector conico-espherico he a por¢io da esphera
descrita por hum sector de circulo maximo, na revolugio
em torno de hum dos lades do sector cireular. Segmento
do seetor conico-espherico he o segmento feito por hum plano
que passe pelo centro da esphera, ou vertice do sector; e a
seccio d’este plano no sector conico-espherico he tambem
hum sector de circulo maximo.

690. O sector conico-espherico he o terco do producto
do ruiu da sua esphera pela zona, que he sua base espherica.

Se 1 A B><zon. B C nio he o valor do sector conico-

eaphencn descrito pelo sector circular A B € em torno de
AC, ou de A B; seja, se he possivel, o valor de outro se-
ctor correspondente menor, descrito por 4 D E em torne
do mesmo eixo, isto he, seja

%Aﬂ){mﬂ.ﬂ(T:SﬁctDr con. esph. A DE.

Inscreva-se no arco maior huma linha de cordas iguaes
B F €, que ndo corte o menor. Serd, na revolugdo sobre o
mesmo eixo,

sol. A B F € sect. con. esph. A D E,

Fig. 241,
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isto he,

‘:" AQsup. BF € > % A Bzon. B C: absurdo, por ser
AQ<_AB, e sup. BF C<zon. B C.
Seja, se he possivel, f‘ ADzon. DE o valor de hum se-

ctor conico-espherico maior descrito por 4 B € na mesma
revoluciio.
Circumscreva-se ao arco menor D E huma linha de tan-
renles, tal que niio corte o maior, como D G H T E,
Seri
sol. AD G HITE <sect. con. esph. A BC

isto he

; ADsup. DGHIE < ,{ A D zon, D E: absardo, por

ser sup. DG HITE = zon. DE,

691. O solido que resta depois de tirar hum sector co-
nico-espherico d'outro, he o producto da sua zona pelo terco
do raio.

692. A esphera he o terco do producto da superficie

pelo raio, e chamando ao raio r, he esphera = ; wr.s.

693. Chamao-se similhantes aos volumes do mesmo no-
me, que so differem em grandeza quando estio entre si,
como os cubos das linhas do mesmo nome, que os lazem
differir em grandeza, ou de que sdo funcgdes. Assim sdo si-
milhantes todas as espheras.

69%. Os sectores conico-esphericos correspondentes, ou
cujas zonas sio similbantes, sio similhantes.

Temos sect. con. esph. A D E : sect. con. esph. AB C ::

% ADzon.DE: ; ABzon. B C. Mas é
zgon. DE:zon. BC ** AD? :ﬁ’; logo

sect. con. esph. 4 D E _sect. con.esph. ABC :: AD*:4AB".
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695. O diedro finito ou espherico, he o tergo do produ-
cto do bilatero pelo raio.
Porque o diedro D estia para a esphera S, como a super-
ficie curva d do diedro estd para a superficie s da esphera;
logo

P '_“":f = = Taio X< ‘if T 1; rd.

e

696. O sector G BC D do sector conico-espherico he
o terco do producto do raio pela superficie espherica do
triangulo B D € formado do arco B D de circulo menor, e
de outros dois perpendiculares a este, e por consequencia
maximaos.

Porque facilmente se demonstra, que G B €D :sol. con.
esph. GBC :: RD:cir. BD :: BCD:zon. BC, isto he,

+ 1l GRBaon. BC>XBCD 1 '
G B L Dy & = =3 GB>BCD.

697. O sector triedro espherico he o tergo do produ-
eto do raio pela superficie do triangulo espherico que lhe
serve de base.

Prova-se como em o § 677, que hum sector triedro es-
pherico T he para a sua esphera S, como o seu trian-
gulo espherico ¢ he para a superficie s da esphera; mudando
na demonstragiio citada as palavras bilateros em diedros,
triangulo em triedro, lados em faces, e superficies em soli-
dos. Assim temos

!_S‘_!
Lo S Talk

698. O polyedro espherico he o ter¢o do producto do
raio pelo polygono espherico, que he sua superficie curva.

699. O segmento do solido conico-espherico he o terco
do producto do raio pela lunula, que he sua superficie es-
pherica.

700. O segmento espherico he o tergo do producto do

Fig. 242.
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circulo, cujo raio he a sua altura, pela differenca entre o
triplo do raio da esphera, ¢ a mesma altura.

Fig. 244. O segmento espherico descrito por € BE he a differenca
entre o sector conico-espherico descrito por CA B, e a py-
ramide conica descrita por A CE, isto he

Segm. B € E = sol. con. esph. C A B— pyram. A CE

— é ABzion. CB— 13 AEcirc.EC
== A B><E B circumf, 4 € — * AEcire. EC
=X (REB><AB' —AE<EC"
=1 (ﬂEﬂxE”—{’ABiEB) (2AB—EB)EB)
=;(B4AB—EBEB"—= (34 B—E B)circ. E B.

701. Eliminando da expressio g (34B—EB) EB*
o raio A B da esphera, resulta

segmBCE:é (EE_E“ +£—.I_3g) i circuml. E B

EB(3=EC'+=EB*

.
6

= é E B (3circ. EC +circ. E B).

0O que fornece as seguintes regras. Para achar a capaci-
dade do segmento espherico, somme-se o triplo do quadrado
do raio da sua base com o quadrado da sua altura, multi-
plique-se esta somma pela circumferencia, de que he raio

a altura, e divida-se o producto pelo numero 12. Ou a trez
vezes a base junte-se o circulo de que a altura he raio, mul-
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tiplique—se esta somma pela altura, e divida-se o pmdut-lu
pelo numero 6, para ter o solido do segmento.

702. O tronco do segmento espherico, ou o segmento
de duas bases, he o triplo da somma d’ellas, junto com o
circulo cujo raio he a altura, multiplicado o todo pela sexta
parte da altura.

O tronco T descrito por F G E € he a differenca dos
| segmentos descritos por F G B, CE B, isto he,

T=1!=z(3GF' <BG+BG —3EC"><BE—BE")
=Z(BGF' <XGE+3GF X<BE+GE®

+3GE*><BE+3GE><BE*—3EC*><BE).

Mas por ser

y

(B EC'+EB' FG'+BG
SECEETE T N i T

e pondo G E—+ BE em logar de B G, como se acaba de
fazer, e multiplicando por 3, serd

SEB><FG* +3EBR<GE*+3GE<ER*

S BE-YEC"—8GECEC™
logo

T=7:@BGF +3EC"+GE")GE.

703. A esphera he os dois tercos do cylindro circum-
serito.

70%. O segmento espherico de duas hases, equivale 4
metade de dois cylindros com as mesmas bases e altura
do segmento, mais a esphera de que esta altura he o diame-
tro.
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Maximos e minimos dos solidos circulares
e das suas superficies

705. O cylindro recto tem menor superficie do que o
obliquo da mesma base e altura.

Porque circumscrevendo ao primeiro, e inscrevendo-lhe
dois prismas, cujas superficies respectivas sejdo ¢, i; e fa-
zendo o mesmo ao segundo, sobre as mesmas bases, com
dois prismas, cujas superficies sejio respectivamente C, I;
e chamando s, § &s superficies respectivas do primeiro e
segundo cylindros: estard s entre ¢ e 4, e S entre C e L.
Mas he ¢ >4, e € > I; ¢ <_C, i<I. Tambem se podem
multiplicar as faces dos prismas tanto, que se torne I tao
pouco diverso de €, que seja J=>¢. Logo exprimindo por
numeros, ndo os valores absolutos, mas sémente a ordem
de grandeza d'estas superficies, entdo a

¢, 8, i, €, 8, I correspondem
3,2,1,6,5, &, logo s<_8.

706. O cylindro recto tem menor superficie do que o
prisma de igual base e altura.

Porque mesmo no caso mais desvantajoso do prisma ser
recto, ¢ ler base regular, em que a sua superficie he a
menor, a circumlerencia da base do cylindro he tambem
menor do que o perimetro da base do prisma; logo a su-
perficie curva menor do que a lateral do prisma; e logo
toda a superficie do cylindro he menor do que a do prisma.

707. O maior cylindro recto que se pode formar com a
somma dada da altura e diametro da base, he aquelle em
que a altura he igual ao raio da base, sendo ao mesmo
tempo cada hum o terco d'esta somma,

Seja 2 o raio da base, e y a altura do cylindro; e ¢ a
somma dada, ou

2;’#-—!—-5':'5.
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O cylindro seri—=zx*y=n2"*c—21)= T 2% (c—3),

fazendo 3=2ux; z* (¢ —z) he a expressio que deve ser
um maximum; logo

2 1
5= ¢ er=—_c=i.
57 3 y

708. O maior cylindro recto que se péde formar com a
somma dada da altura e raio da base, he aquelle em que a
altura he metade do raio, e ao mesmo tempo o terco d’esta
SOMmmit.
Seja x o raio da base, y a altura do cylindro e ¢ a
somma dada ou .

T -y ==c.

O cylindro seri==x* (¢ —x/, ¢ a expressio que deve
ser um maximum serd x* (¢ —x); logo

._-! 3 _l # _.I
.B—'ﬂﬂ,y—réﬂ,y——-gx.

709. De dois cylindros rectos, aquelle cuja altura he
igual ao diametro da base, tem menor superficie com o
mesmo volume do segundo; e maior volume com a mesma
superficie.

Porque fazendo para os cylindros actuaes a mesma con-
struccdo que para os cylindros do § 705, e empregando as
mesmas denominagdes, e porque ¢ he menor do que €, ti-
raremos a mesma conclusiio para a primeira parte da pro-
posigio. Quanto a svgunda. as mesmas denominagies dppll-
cadas aos volumes respectivos dos cylindros e dos prismas,
tambem a demonstrio. Advirta-se que he ¢ <ZC, porque a
‘iuperﬁue lateral que faz parte de ¢, he quadrupla da base
do prisma circumscrito a que perlence, ou tem altura dupla
do apothema da base.

710. De todos os cylindros rectos do mesmo volume, o
que tem menor superficie, ou da mesma superficie, o que

LL
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tem maior volume he aquelle cuja superficie curva he qua-
drupla de huma de suas bases.

Porque, sendo x o raio da base, ella serh =22, e como
pela ultima proposi¢io, a altura deve ser y=2ux, serd a
superficie curva=2xzy=—~4=x®.

711. As superficies curvas de duas pyramides conicas re-
ctas slio proporcionaes aos volumes, quando a perpendicular
tirada do centro da base sobre hum dos seus lados he a
mesma em cada huma.

Sejao v, V as duas pyramides; s, § as superficies curvas
respectivas; r, R os raios das bases; a, A as alturas; I, L
os lados; e p a perpendicular tirada do centro da base sobre
o lado; ¢ a mesma em ambas as pyramides. Serd pl=ra,
epL=RA; logo

'S =mri'wRI o Tria  mRY* A
- - . " s I @ P . J'I
. f";" :fif:_'f::p LV,

712. Sdo proporcionaes aos volumes as superficies totaes
das pyramides conicas rectas, quando a perpendicular €
sobre o lado UT, abaixada de hum ponto € da altura U4,
he a mesma nas duas pyramides, sendo € D= C A.

Deve observar-se que pode sempre determinar-se €D
= CA, porque tomando T'D = AT, e levantando C D
perpendicular a I7T, serd €D = CA.

Sejaio agora s, § as superficies totaes; p=C D; e 0 mais
como se suppoz na proposicho antecedente. Teremos nas
duas pyramides pl=/a—p)r; pL=(4—p) R: logo

s:8iimrlmr®eRL4+=R%: % (L}f r2+r2)

o (i_—’f R"=—|—R‘-') 8L 2wy, o]
P 3 |
713. Chamamos a €' D, ou € A catheto da pyramide co-
nica reeld.
T14. As superficies ou os volumes das pyramides conicas
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reclas, que téem o mesmo cathelo, sio direclamente como
os quadrados das alturas, e inversamente como as differen-
cas das alturas e o dobro do catheto.

Pelo § 7 TIQ estas superficies ou volumes sio proporcio-
naes a A T2 >< AU, isto he, variando esta expressiio para
outra designada por t“l /s ::-(V,. sendo ¥, (V) as pyra-
mides correspondentes; s, (S) as suas superﬁcivs, temos

Vi(V)::S:(8) AT > AU: (AT" >< AU).

Mas AT*:€D* :: AU*:UD*=TUC*—CD’ ; logo,

AU
por ser € D constante, AT><AU & proporcional a 3 ,é'g__pl”
to h | L L
isto he, proporcional a AU—cCDy—Cp* M Fi—s0 4

715. Nas mesmas hypotheses, a menor pyramldt! conica
he aquella cuja altura he quadrupla do catheto.

A demonstracio he a mesma do § 429.

716. Nas mesmas hypotheses, a superficie da pyramide
conica he tambem minima.

717. E a distancia de € ao vertice he tripla do catheto.

718. E o lado da pyramide he triplo do raio da base.

719. Das pyramides conicas rectas com superficies
iguaes, téem maior catheto aquella cujo lado he triplo do
raio da base.

Porque se o seu catheto fosse igual ao de qualquer das
outras pyramides, a sua superficie seria menor, contra a hy-
pothese. Se este catheto fosse menor, a sua superficie seria
ainda menor, porque tudo diminuiria, immediatamente a al-
tura, e depois o lado e o raio; e a superficie se tornaria
menor, por depender d'estes dois ultimos elementos.

720. Das pyramides conicas rectas iguaes, téem maior
catheto aquella cujo lado he triplo do raio da base.

A demonstragio he como a antecedente, mutatis mutan-
dis.

721. A superficie § da pyramide conica recta he com-
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posta da superficie eurva s descrita por UT, e do circulo
deserito por A T, na revolugio sobre o eixo AU. Assim he

N= L e k1 .l_‘"’_'f:t.
Mas he o volume

V—1s><AE;
logo ’
- g > -
SN A E =F+J)('.rffa'
3 AU

Logo se UT =3 AT, isto he,
AE=2:(CD, e AU=4CD,
S>CD=23V.

Assim, sendo S constante, V augmenta com € D; e sendo
V constante, § diminue quando € D augmenta.

722. Nas hypotheses do § 719, o volume da pyramide
conica he pois maior.

723. E a superficie menor.

724, A esphera he maior do que o polyedro de igual
superficie.

Esté demonstrado, que o polyedro maximo, entre os de
igual superficie, deve ter centro de faces, ou deve ser cir-
cumscriptivel a huma esphera.

Assim pondo este centro do polyedro no da esphera pro-
posta, a sua superficie cortara a da esphera; porque alids
ou seria maior se involvesse a da esphera, ou menor se fosse
envolvida, contra a hypothese. Logo o seu catheto he me-
nor do que o raio da esphera, e por consequencia o seu vo-
lume tambem menor.

725. A esphera tem menor superficie do que o polyedro
1gual.

Dos polyedros iguaes, o que tem menor superficie téem cen-
tro de faces; logo corta com a sua superficie a da esphera
igual, e o seu catheto he menor que o raio da esphera; logo
he preciso que o outro factor do yolume seja maior, isto he,
que a superficie do polyedro seja maior que a da esphera.

teremos




LIVRO 8.

Applicaciio do algorithmo dos senos
i geomelria espherica

726. Achar a relacio entre os tres lados ¢ hum angulo
do triangulo espherico.

1.” caso. Seja A B € o triangulo espherico, e primeira~ yig. 245,
mente sejio os lados A B, A € cada hum <7 90°, Seja D
o centro da esphera. Tirem-se as tangentes A E, A F dos
arcos A B, AC, e as suas secantes DE, DF; e a recta
EF.

Sera o angulo E A F formado pelas duas tangentes, a
medida do diedro formado pelos planos dos lados, ou igual
ao angulo B A C do triangulo espherico, e cada hum dos
lados a medida respectiva dos angulos rectilineos que teem
o vertice D.

Mas temos

EF —AE 4+ AF*—2AE>AFcos BAC,
e tambem
EF*—DE*+DF*—2DE><DFecosBC,

sendo 1 o raio da esphera. Tirando a primeira equacio
da segunda, teremos

1 4+~AExAFcos BAC— DE>DFcos BC=0;
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logo
sen A B sen A C
! B cos A B < cus 4 C cos BAC
=1 _sc—1 _cuBC
T cs AR cos 4C 2
ou

cos BC=cosAB.cos A C
—+send B.sen A C.cos BAC.

Fig, 246.  2.” caso. Se for cada hum dos lados 4 B, A €= 90°,
entdo o triangulo ::uI]suppi{‘nlr'.uiariu B CD estaré no pri-
meiro ¢aso, ¢ teremos

cos BC=cos BDcos CD—sen B D.,
sen O D. cos D.
== (—cos A B) (—cos A C)4sen A B.sen 4 C. cos A,
=cos A B.cos 4 C~+sen A B.sen A C.cos A.

3.% caso, Se for A B> 90°, e 4 C<Z90°; entdo no
subsupplementario A E €, sera A E<Z90°, e logo teremos

cos EC=cos AE.cos A C—+H
sen AE.sendC.cos EAC——cos BC.
= (—cos AB)cos A C+
send B.sen AC(—cos BAC);
logo
cos BO=cosA B.cos A C—
sen A B.senA C.cos BAC.

4." caso. Se for 4 C=90", e A B > 90"; tome-se 4 F
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—90°, e tire-se o arco O F, Serd € F amedidade BAC,
eBFC=90",

Assim, se for CF Z::’ 90°, teremos no triangulo € B F.

cos CB=cos BF.cosC"F=senAB.cos BAC;
e a esta ultima formula se reduz
cosCB=—cos A B.cosAC
+-sen. A B.cos. B A C.sen. A C.

E sendo € F=190° ou B A € =90", sera tambem
€ B==90"; o que nio contraria a mesma formula, porque
a reduz a 0==0.

5.9 cago. Se for A C=90° e 4 B<_90°; enldo no
subsupplementario € B D, a mesma primeira formula he
verdadeira, e logo tambem o serd no triangulo proposto.

6.° caso. Se for cada hum =90°; entio a lormula se
reduz a

cos BC=cos BAC,
como he com effeito,

Chamando pois A, B, C aos angulos, e a, b, ¢ aos lados
respectivamente oppostos, teremos sempre no triangulo es-
« pherico.

(1) ....cose==cosa.cosb—sena.senb, cos C;

e mais duas formulas similhantes.

727. Achar a relagdo entre os tres angulos, e hum lado
do triangulo espherico.

Sejio A', B', €' os angulos, e a', b', ¢ 0s lados oppos-
tos do triangulo supplementario do proposto, respectivos aos
lados e aos angulos do proposto; teremos
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cose' =cosa’.cosh' -sena’.senbd’. cos @,
isto he,
cos (180" — () = cos (180° — A ) cos (180° — B)
~+-sen (180° — A) sen (180° — B) cos (180° —¢);

o1

— cos O ==cos A. cos B—sen A. sen B cos e,
L]

(2) ......cos8, C==senA. sen B. cos. ¢ — cos. A. cos. B;

e mais duas formulas similhantes.

728. Achar a relagio entre dois lados e os seus angulos
oppostos no triangulo espherico.

Da formula (1) tira-se

Cali cos? ¢ - cos? g cos? b — 2 cos a. cos b. Co8 ¢
e "

2
S,
it sen? a. sen? b,

logo
sen*C=—1—cos®C

sen? a.sen? b — cos? ¢ — cos? . cos2 b |- 2 cos 4. cos b, cos ¢

sen? a, sen? b

(1 —cos?a)(l—cos2b) —cos? e — cos?a, cos b
sen? g, sen? b,

+ 2 cos a. cos b, cos ¢ %
sen® a, sen? b,
logo

sen? =

| —ecos?a—cos?2b—rcos2e--Fcosacoshcose
sen?asen? bsen? ¢

sen® =M. sen®¢;

da mesma maneira se acha

sen®Ad=N.sen®a,
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por ser N huma funcclio symetrica de a, b, ¢, ou que fica
nvariavel, em qualquer permutagio que se faca entre estas
quantidades; logo teremos

() s RS sen (. sen a = sen A. sen c;
¢ mais duas formulas similhantes. Isto he, nos triangulos es-
phericos, os senos dos lados sdo proporcionaes aos senos
dos angulos oppostos.
729. Achar a relagiio entre dois lados, e dois angulos

niio oppostos ambos, no triangulo espherico.
Eliminando cos € por meio das equagdes (1), (2), resulta

CO8 ¢ = C08 . c0s b ——sen a. sen b. sen A. sen B. cos. ¢
—sen a. sen b, cos. A. cos B;
e expulsando d'esta sen b, por meio da equaglio,
sen a. sen B =—senb. sen A4,
similhante & equagio (3), teremos
€08 ¢==0s a. cos b—sen® a.sen® Bcose
—sen? a. sen B. cot 4. cos B,
da qual eliminando cos b, por meio de
cos b =cos a. cos ¢ -4 ;En a. sen c. cos B,
similhante & equacdo (1), vira
o8 ¢ = c08 ? @. €08 ¢ - 08 d. sen a. sen ¢. cos B
—+sen® a.sen® B. cosc—sen® a. sen B. cot A. cos B,
que, por ser

cos?a=—1—sen%a, e sen® B=—1—cos® B,
MM >
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se reduz emfim a
(4)......sene. cota=cosc.cos B—+sen B.col A;

com mais cinco formulas similhantes, que sdo sujeitas & re-
gra, que — de quatro partes consecutivas do triangulo es-
pherico, o producto dos consenos de duas medias, he igual
a0 producto do seno do lado medio pela contangente do lado
extremo, menos o producto do seno do angulo medio pela
colangente do angulo extremo.

730. Achar no triangulo espherico rectangulo a relacio
entre tres partes, ndo comprehendido o angulo recto.

Se nas equacdes (1), (2), (3), e em

sen b. cot ¢ = cos b. cos A 4 sen A. cot C,
similhante & equacio (4); e em
08 A =sen B. sen €. cos a — cos B. cos €,
similhante & equaciio (2), se fizer em todas €'=90°, te-
remos
(6)......cose=cosa.cosb.

(6)......cose==col A.col B.

(7)......sena=—=sen A. senc.

(8)......co84=tangb.cote.
(9)......co84=>sen B.cosa.

A equagio (5) he a relagio entre a hypothenusa e os dois
lados; a do n.° (7} a relacio entre a h:.'pnlh(-.nusa, um lado,
e o angulo opposto; a do n.” (8) a relacio entre a hypo-
thenusa, um lado, e o anzulo nio opposto; a do n.” (6) a
relagio entre a hypothenusa, ¢ os dois angulos obliquos; e

-
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a do n.° (9) a relagio entre hum lado, e os angulos obli-
quos. Estas sdio todas as relagdes possiveis.

Considerando no triangulo espherico A B € rectangulo
em C, em vez dos lados do angulo recto, os seus comple-
mentos 90°—a, 90°—b, e depois o angulo A, a hypothe-
nusa ¢, o angulo B, por esta mesma ordem; e chamando
media a huma qualquer d’estas cinco partes, a respeilo
de duas que lhe estejio mais proximas e chamadas conjun-
ctas; e a respeito de duas mms distantes e chamadas sepa-
radas; facilmente se vé, que se satisfaz s ultimas cinco
equacdes pelas duas regras seguintes:

(10)... ... coseno da media = producto
dos senos das separadas,
(11)...... coseno da media = producto
das cotangentes das conjunclas;

Estas duas regras bastio para a resoluglio completa do
triangulo espherico rectangulo, quando alem do angulo re-
cto sio dadas duas das suas partes; e a solugiio s6 se torna
ambigua, quando a parte procurada se acha por meio do
seu seno, como acontece sempre no caso das equacdes (7)
e (9), quando se procura B.

0 caso mesmo de ser A recto, nio lhe tira a indeter-
mina¢dio, mas sim a augmenta, fazendo-a passar de dual a
infinita; porque no triangulo birectangulo, e por consequen-
cia birectilatero, o terceiro angulo B, ou o terceiro lado b
pode ser o que se quizer.

731. Resolver os triangulos esphericos obliquangulos, por
meio das taboas dos logarithmos dos senos.

1.° caso. Sendo dados os tres lados, achar qualquer dos

angulos.
A formula (1) da

€08 £ — cos @ cos b

cos 0 = ,
sen o sen b
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—1—2sen? é C=2cos* % C—1;
logo
i i P sen*—

/i sen a@. sen b - cos a, cos b — cos ¢
: 2 sen a. sen b

co8 (@ — b)) — cos ¢
T

2 gen a, sen b

sl_‘nﬂ--:-i-c_’e“—u-f-& }- &

#en a. gen b
__=8en (ﬂ+:'+"—a)neu{{i;—t-s~—é)
sen a. sen b .
Logo tambem
] cos ¢ - sen a, sen b — cos a. cos b
f g ¥ = T —s
(B3)5/ . . 008 SF_ e

 cos ¢ — cos (@ - 4)
E1] 2 sen a. sen b

o (u +:—|—=) = (s +:+ & 4 :)

sen a. sen b

: ! i 1
Esta ultima solucio he a mais conveniente, quando 3 C

he muito pequeno; e he sempre a mais expedita, para evitar
huma subtraccio.
Da divisio da equagiio (12) pela equagio (13), resulta

ﬁen(¢+:+=—-a)sen(u——-—-'_;_‘-c—.’:}

T ()

(1%) ... tang.* i C=

menos expedita ainda do que a do n.” (12), mas sem ter
outro inconveniente.
2.° caso. Com os tres angulos, achar um lado qualquer.

e
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A formula (2) da

eos O ~|-cos A, cos B

B -

o . i g 2
€08 ¢ =m ====Eomts =1 —2sen ¢
2cos?
=2¢08" 5 c— 1;
logo
15 - sen A, sen B—cos A, cos B—ecos €
( ) """ 5ED @ g 2 sen A, sen B

—cos (A4 By—cos C
2 sen A, sen B

A _cos(;.+:+r:)m(a+ir+c_£)

aen A, gen 17

O numerador d'esta [raccio he positivo, porque

ALBEC — 90°, 0<< 3<90%

A4B4-C
2
180°— A > B — C, temos 90° >

: A+ BLC 2 A4+ B—C
sequencia cos (-—-l"—g-—— - b), ou cos (—JT—) he

positivo.

logo cos ( ) he negativo; e tambem porque sendo
dae g =p f_ G, e por con-

Com igual facilidade se deduz

(16). . cos® § o= cos (AEBEE_f) cos (A£21E_ )

sen A, sen B
e dividindo a equacdo (15) pela (16), teremos

— s (A+:+c)cus (‘+§+G—C)

A+BEC__ N\ (AFBIC_ o)
cos( 3 —.-l}tos( 3 B}

(17). . . tang® -;- o=




Fig. 248.
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A formula (15) poderia deduzir-se da equagio (13), por
meio do triangulo supplementario; e da mesma maneira a
equacdo (16) da equaclio (12). A formula (14) sendo ap-
plicada ao supplementario, dé para o proposto

cos ()’—--—-—-’_ : > L .-{) cos ("'———*' f - <L B}

cos (A—+ 2+ Bi. (.'J cos (A——_'._ ;‘_.r' G) :

(18). . cot? :;c=

reciproca da equaciio (17).

3. caso. Com dois lados b, ¢, e o angulo comprehen-
dido A; querendo conhecer o angulo €, abaixe-se de B
o arco B D perpendicular sobre o lado b; e chame-se aos
segmentos A D, D € respectivamente 2, y. Entdo no trian-
gulo rectangulo A D B, seri 4 medio, a respeito dos dois
conjunctos ¢, e 90°—z. Logo

cos A=cot ¢. cot (90° — x) = cot ¢ tang ;

o que faz conhecer z, e por consequencia y =b—z. Agora
nos dois triangulos rectangulos, temos 90° —x media entre
as conjunctas A, e 90°— B D: e 90° —y media entre os
conjunctas ', e 90°— B D

logo
senz:seny ::cotA.tang BD:col C.tang B D:: cotA: colC,
analogia que faz conhecer C.

Com os mesmos dados, querendo achar a directamente;
temos nos mesmos triangulos rectangulos, ¢ media entre as
separadas 90°—x, 90° — B D; e a media entre as sepa-
radas 90° —vy, 90°— B D;

logo
cosc:cosallcosa. cos BD:cosy.cos BD:;cosa: cosy,

analogia que faz conhecer a.
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Sendo mais conveniente, depois de ter achado € péde
procurar-se a pela equaciio (3); ou depois de ter achado a
procurar € pela mesma equacio (3).

Com os mesmos dados para achar B directamente, a con-
strucciio he similhante, abaixando o arco perpendicular de €
sobre ¢, isto he, deve sempre attender-se a que haja, em
hum dos triangulos rectangulos, duas das parles dadas, e
hum dos segmentos da terceira. Advirta-se que se o arco
perpendicular ndo péde encontrar b, entdo se deve esco-
Iher, ou suppor aquelle dos arcos perpendiculares, que esta
mais proximo de €, na continuagio de b no sentido de .
N'este caso, serd o segmento x >0, e o segmento y=x
—b, em vez de b—x. Mas entdo o angulo que se acha
logo he o supplemento de €; e teremos

senx ;sen (x—b)::cot A:cot (180° —C),
ou

sen & : —sen (b—x):icot A —cot €,
ou

senxsen (b—a):icot A col €;

por consequencia ainda se deve subtrahir z de b, e o signal
e valor que se obtiver para cot €, fardo conhecer C.

Quanto ao angulo A, quer seja agudo ou obtuso, faca-se
sempre uso do arco perpendicular que cahe dentro d'elle.

4.° caso. Com dois angulos, e o lado adjacente.

Para resolver o triangulo, recorra-se ao seu supplemen-
tario, no qual se conhecem dois lados, e o angulo compre-
hendido; e faca-se a resoluciio d’este como no caso prece-
dente, e por consequencia se resolve o proposto com 0s
supplementos das partes achadas no supplementario.

5.° caso. Com dois lados, e o angulo opposto a hum d'el-
les. Para achar o outro angulo opposto, serve a analogia (3),
quando o problema he determinado, porque sendo este an-
gulo procurado por meio do seno, he susceptivel de dois va-
lores, cada hum < 180", e que por isso podem ser angulos
do triangulo espherico, e para excluir hum, he preciso que
isso se consiga por alguma das condigdes (632), (635).




Fig. 249.
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Para achar ou o terceiro angulo, ou o tereeiro lado, abai-
xe-se do verlice commum aos dois lados communs, o arco
perpendicular ao terceiro lado, que fique dentro do angulo
dado. Entao hum dos triangulos rectangulos formados d'esta
maneira, tem duas partes dadas alem do angulo recto; logo
pode achar-se ou o angulo obliquo adjacente ao lado conhe-
cido, n'este triangulo rectangulo, ou o lado opposte a este
mesmo angulo obliquo; e comparando depois os dois trian-
gulos rectangulos, & imitagio do que se fez no 3.° caso,
multatis mutandis, obter-se-ha a resoluciio pedida.

6.° caso. Com dois angulos, e o lado opposto a hum d’el-
les.

Acha-se o outro lado opposto pela analogia (3), quando
o problema he determinado.

Para achar as outras duas partes, ou se recorre ao trian-
gulo supplementario, ou se abaixa do extremo do lado dado,
o arco perpendicular sobre o lado adjacente aos angulos da-
dos, e comparam-se depois os triangulos rectangulos.

732. ABC he hum triangulo esphérico trirectilatero, e
por conseguinte trirectangulo. Os arcos DA, D B, D €, as-
sim como EA, E B, E C sio dados, e pede-se o arco D E;
isto he, slio dados os angulos que duas rectas, partindo da
intersec¢do de tres rectas perpendiculares entre si, fazem
com estas, ¢ pede-se o angulo das duas rectas. Temos

cosd BD = %:
ﬂ i
cos CBE= :'_'?Tsi.:%:
5 cos DBE—sen(ABD-+ CBE)
: =senABD.cosCBE+cosABD.sen CBE:
0go

cosDE—cosBD.cos B E
~sen BD.sen BE.sen ABD.cosCBE

Lo
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+senBD.senBE.cosABD.sen CBE
=cos BD.cos BE—4sen BD.cos CE.send BD
~+sen BE.cosA D.sen CBE
—cos BD.cos BE—+4cos CE.senAD.cosDAC
~+cosAd D.sen CE. cos . CA
=cos BD.cos BE~4cos CE.cos D(
~+cosd D.cosAE.

Se for D E—0, teremos

1=cos* BD—+cos® DC4cos®AD,

como ja se achou (§ 459).

733. No tetraedro A B €' D trirectangulo em A, que- Fiz. 250.
rendo achar o angulo diedro A € B D, que a face hypothe-
nusa D) B C faz com qualquer das outras A B C: temos o
triedro CDA B, cujo diedro D €A B he recto. Logo o
triangulo espherico rectangulo, que lhe corresponde da

sen BCA=—tangACD.cot ACRBD.

Similhantemente, teremos

sen CBA=—cos BCA=tang. D BA.cot ACBD.

Ponhamos AC—ux; A B—=y; A D=z; seri
sen B €A = ; cotA CB D,

cosBCA— y cotACBD.
NN
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Logo

sen® BCA4-cos* BCA=1—=
z? 22
(5 + 5) cot* 4 CBD;

tang*A CB D= :_—zz = =2

y?
=i CBD . A
SOZCED T ‘_:r_'_gZ""*
cos*ACBD— ——-
;!'-!_;;—I_l

73%. Calcular os diedros dos polyedros regulares.
Como n’'estes polyedros, os angulos solidos sio regulares,
Fig. 122. podemos representar qualquer delles pelo angulo solido A;
e porque os extremos B, €, D, E, elc., das arestas iguaes
de A, estio todos em hum plano, segue-se que este plano
faz com as faces angulos triedros, de que os mesmos extre-
mos sio os vertices, e ao mesmo tempo os de hum polygono
regular B € DE, ele. Assim para achar hum dos diedros
' A B E do polyedro regular, ponha-se B no centro da es-
phera, cujo raio seja 1, e leremos

.Fmﬂ; CBE

tang“%CAHE-—— T 1 :
:en(-i'ﬂif'w-—rg f'f;‘f;'pse::lJﬂ(-‘-—I-iﬂﬂh': g

Seja n o numero de lados de huma das faces do polyvedro
regular, ¢ m o numero das faces de hum dos seus angulos
solidos, ou o numero de lados do polygono regular B C
DE, ete.

Teremos
; 1 3
(19)......lang® ; CABE
~3 3
sen? I;'im—'. 'III'I")

Wi & ™0
S0 (i J = o —=, B0 ) wen {\ﬁ :- = 5. Ull'}
n i " L
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No tetraedro, temos n—=—23, m — 3;

logo
1 1 - Siﬂzsl}"' 2 -I
t;mg“ 2 CABE— sen 30° ~ @
lang?® ; CABE—+-1-—sec? 3 CABE="
ou
.z L s 2  14csCARBE,
cos® SCABE= 5 = ————;
logo
cos CA BE — % ==cos T70° » 32/, valor approximado.
No hexaedro, temos n= %, m=3;
logo
1
1 .~ 3 sen? 30° i
lang * 2 CABE= sen 15°, sen 750 cosb0® — i;
logo 3
CABE=90°

No octaedro, temos n=—23, m — 4:

logo
1 gen® 45° O
tang’i CABE = sen15°, sen 75° =23
m%%b‘ABE:S; cus’%ﬂABEzézlﬂfﬁ;

logo

cos CABE—— é ==cos 109° » 28/, valor aproximado.
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No dodecaedro, temos n'= 15, m=23;

logo
al @ e gen s 300 et . 1
lﬂ.llg 2 CABE-— gen 6O, sen 66°  2(cos 60° — cos 72°)
el d sp B S o T ey
_t.__gm.,?gu'_l-]-’_‘;L”_3-—|f5-_ 4
_atvs,
- ~ -
logo
i
7 g tang;C 4 BE 1o oy
tang CABE= —— =t 9
1—tanl; CABE g(—1—y35)

==tang 116°» 3%’, valor aproximado.

No icosaedro, temos n=—3, m=25;
logo

tang®  CABE—=

sen? 540

! 4 sen? G40
sen 6o sen 66° 1 — 2 cos 72°

242 cos 780 (14 512
T 1—2cos78° (IL—y 52

o I_ ¥ ]2 —
sec ® 2 CABE a—y 5
_EAD
cos? ; CABE— V=27,
cos CABE=2 cos*  CABE—1——

sen? CABE=1—:

L
ek

logo

sen (A BL;i.: —sen 138°» 12/, valor aproximado.

oy
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735 Achar o catheto de cada hum dos polyedros regula-
res, ou, 0 que he o mesmo, o raio da esphera inscrita.

Porque as faces dos polyedros regulares sio polygonos
regulares identicos em cada hum, segue-se que o apothema
a(HI) de qualquer d’estes polygonos, e a metade (1E) Fig. 254.
de huma das arestas do polyedro, sio os lados do angulo
recto de hum triangulo rectangulo, no qual o angulo opposto
a a (1EH) he metade de um dos angulos do polygono;

logo teremos a— % tang ”:g- 90°. Porque o catheto ¢

(FH) ¢ a sio lados do angulo recto d’outro triangulo re-
ctangulo, no qual o angulo a ¢ (HIF) he metade do die-
dro D (DAEB), teremos tambem

c¢=—a. tang i D= i lang "—:-2- 90°. tang ; D

1 180° 1
=3 cot '—;-..tang 3 D.

736. Achar o raio dos vertices nos polyedros regula-
res, ou o que he o mesmo, o raio da esphera circumscrita
a cada hum d’elles.

: ‘ :

Seja r (H E) a hypothenusa do triangulo, de que 5, ¢ sio

lados; seri
1
i 3 [

18077

i
3

i
cos et
n

e o raio pedido, (F E) ou

a0 sen

T

1 —— =R
i i 3! 1800 1

LS [] ¢ P e 1+c{as"—tnn = Jr
H——y’ﬂ —+r - . \/ n gﬂ

737. No tetraedro temos

L -

f ] L]
c== \/— cot 60°; r=
2 2 sen B0°

logo

2 a 2c2 % .
R =c-+mslﬁnﬂ=9 c=3 o0u R:-f C.
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No hexaedro,

[ 3
¢ =< cot &5°,

£
i
o L
sen 45°
logo
2 2 :_ i2 |
R®=¢® - 4-..:3 ¢
sen b |
No octaedro,
.
¢'=7 /2 cot 60,
o I; a
e o sen GOo*

logo
1, :
H’2=¢J'—I— 4 =3c'2,
.sen® GO*

De sorte que se o hexaedro, e o octaedro teem as mes-
mos cathetos ¢, ¢/, teem tambem os mesmos raios de ver-
tices; e reciprocamente.

No dodecaedro,

1
czf_'_; (1 4+ /5) cot 36°,

i
o it

sen 35“'
logo
1 2
1 4e
R s= 2 ‘ —_— 2 e Ty
fat gen? 360 i (1 =y 5)% cos? 36°
=t 2 + 43 o2
o (1 4y 5)t°

No icosaedro,

: 114y
d = oy

: cot 60°,

s




| ssee ocShiMeida .

!
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1
21
r'= __’i -
sen 60O
logo
i
=12 : (1 — 5)2¢l2
8 S i -
: R c +m +{_]+\fﬁjl¢uﬂgﬁﬁ'
4(1 =y 512 el 43 ¢l2
ey g SR o Pk g T AL R
e L BE TR ARy

De sorte que se o dodecacdro, e o icosaedro teem os
mesmos cathetos ¢, ¢/, teem tambem os mesmos raios de
vertices; e reciprocamente.

738. Sendo dadas as arestas de hum tetraedro qualquer,
caleular 2 sua altura sobre huma das bases.

Supponhamos A E esta altura. Seja € E a projecclio de Fig. 235.
huma aresta € A sobre a mesma base.

Com as arestas dadas se calculao os angulos das faces,
ou se medem. Com os angulos das faces se calculdo os die-
dros do tetraedro, ou se medem. Assim no triedro CAED,
temos o diedro A € E D recto, o diedro EC D A conheci-
do, e tambem o angulo A €' D. Logo, pondo € no centro
da esphera do raio 1, corresponderd a este triedro hum
triangulo espherico rectangulo, no qual sio dados a hypothe-
nusa ¢, ¢ lium angulo obliquo A. Logo, querendo conhecer
a, teremos sen a==sen A. sen ¢. O arco he a medida do
augulo A CE; assim teremos, no triangulo rectangulo A ¢ 'E,
a altura pedida

AE=AC sen a.

739. Sendo dadas as arestas de um tetraedro qualquer,
achar o seu catheto, ou raio da esphera inscrila.

Calculem-se todas as faces do telraedro; chame-se [ &
sua somma, b 4 base, h & altura do tetraedro, e r ao ca-
theto procurado.

O centro das faces, ou origem dos cathetos he o verlice
commum de quatro tetraedros, cujas bases sio as faces do

R S D
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proposto, e que tomadas juntas compdem o proposto; logo
teremos

1 . 1
3/ r=3bk;

logo r ficari conhecido.

740. Com os mesmos dados, ealcular o raio R do te-
traedro, ou o raio da esphera circumserita.

Fig. 128.  Pelo theorema (§ 332,) sendo AB, A€, AD as meta-
des das arestas do mesmo nome do tetraedro actual (Fig.
255), o ponto de concurso E dos tres planos perpendicu-
lares sobre ellas nos pontos B, €, D, determina a distan-
cia R entre E e A.

Este tetraedro supposto A BC D he similhante ao pro-
posto, porque tem todas as arestas semiduplas das arestas
do ultimo; logo sio conhecidas estas, os seus angulos, e os
diedros dos seus planos; e tambem no triedro EF G H, sio
conhecidos os diedros ¢ os angulos, por serem os supple-
mentos respectivos das partes do triedro 4 B € D.

Chamando pois z ao lado BC, e € ao angulo A B €, nio
descritos, e & a0 angulo € F B supplemento de B A C; e por

ser A B F recto, teremos

oo 4 i el ‘*___!!.('H!g
sendicos b:le; CF= —-=.
Similhantemente, acharemos
CC— CRcorADC  dei®
= s CADL . Ay

No triangulo supposto F€ G, no qual o angulo FC G
ou A he a medida do diedro B A C D do tetraedro, temos

FG=yFU*4+CG*—2FC><CG. cos a; #

e por consequencia pide-se achar o angulo € F G, pela ana-
login
CG sen A

FG

FG:CG::sen Atsen CFG—




el ool .

B i
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No triangulo G FE he G FE complemento de € F G,
e & E F supplemento de F € G; logo

sn A cos PG PG EG—TElFC

sen A
No triangulo rectangulo € E, temos
CE*=CG¢ " +EC*;
e no triangulo rectangulo A CE, temos

R*—AC*4 CE"®

—AC"+CG"+EG*
Su 2 cos? & FG2es* CFG
=AC ~+ sen? §' sen? A
i, | 22 cos? 6 FG* l—c—-=—!7'ﬂ’m:l
:A G + sen? M ( ”nrhrﬂ )

@ cos? & FGt e

:ATE_F sen? 3 5 sen2 A —CG .

FC*4-CG'—2FC<CG.cosa
sen? A

teoate dlemsty’ Fggeosgeos gl
| 3_|_lscn’.§' it sin® 1/ sen § sen §/ i'i‘_ﬂ

sen? A

Passando agora ao tetraedro proposto, teremos Fig. 255.

BE™. cos® ABC ;| CD™.eos*ADC
— Lok L R M

L :
Rt—-4 4 _bsm'BAC Lsen* CAD
i sen®* B A CD

ERCH CDcos ABCeos ADC _
+ is _Ji‘-.l.liﬁffq__fﬁ-_ﬁ__- -..os BRACD

wn*BACD

(214}




314 ELEMENTOS DE GEOMETRIA.

741. Achar os diedros dos polyedros semiregulares.

Nos sete primeiros, poisque os seus angulos solidos sio
triedros com os angulos conhecidos de pﬂlv"mmb regulares,
o caleulo dos diedros se reduz ao dos angulos dos triangu-
los esphericos, cujos lados sdo dados.

E he de advertir, que no 3.°, 4.°, 5.°, 6. e 7.° nio he
preciso calcular os diedros formados pe]us p-:l[yglmns inscri-
tos, na construccio que se fez d'estes polyedros semiregu-
lares; porque estes diedros sio os mesmos que os dos po-
lyedros regulares, de que provém os mencionados polyedros
semiregulares. Tambem, como em cada hum d’estes mesmos
polyedros semiregulares entrdo so duas especies de polygo-
nos, basta calcular hum s6 dos outros dois diedros do trie-
dro.

Nos polyedros semiregulares 1.° ¢ 2.% o diedro formado
pelo polygono inscrito e hum dos quadrados introduzidos
na sua construcglo, he supplemento de hum diedro, que he
(§ 348) elle mesmo metade do supplemento do diedro do
solido regular de que deriva; porque a intersecgao dos pla-
nos dos ditos polygonos inscritos, he parallela aos lados dos
mesmos polygonos, que estaviio antes unidos ao solido re-
gular; e he a0 mesmo tempo a aresta de hum diedro igual
ao solido regular primitivo.

Nos polyedros semiregulares 10.° e 11.°, cujos angulos
solidos siio tetraedros symetricos, com todos os diedros iguaes;
o triedro formado em hum dos vertices pela aresta do so-
lido regular primitivo, e por dois ladoes dos polygonos in-
scritos, tem dois angulos conhecidos, que siio os formados
por esta aresta e os ditos lados, alem do diedro compreen-
dido, que he o mesmo do solido regular. Assim, péde achar-se
hum dos outros diedros, cujo supplemento serd o diedro do
solido semiregular.

Nos pulvodrm semiregulares 8.° e 9.°, cujos angulos so-
lidos sdo tetraedros, conhecemos os seus angulos, e dois
diedros em cada hum, que sio formados por huma face
primitiva e os quadrados introduzidos, e cada hum dos
quaes he supplemento da metade do supplemento do diedro
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do solido regular, de que deriva. Assim, a questdio se reduz
& resolugdo de hum quadrilatero espherico, no qual sio da-
dos dois angulos e os quatro lados; o que péde obter-se,
dividindo o quadrllalero em dois triangulos esphericos de
huma maneira qualquer, pois teremos sempre, em hum dos
triangulos, hum angulo conhecido, com os lados que o com-
preendem

Nos polyedros semiregulares 12.° e 13.°, cujos angulos
solidos sdo pentaedros, conhecemos os angulos, e dois die-
dros em cada hum, formados por huma face primitiva € os
triangulos introduzidos; e estes diedros sio cada hum sup-
plemento do angulo de hum triangulo formado pelas con-
tinuagdes dos raios e do apothema de duas faces primitivas,
e pelo diedro do solido regular de que deriva. Assim a
questdo se reduz & resolugio de hum pentagono espherico,
de que sio dados os lados e dois angulos, e que pode ob-
ter-se dividindo-o em tres triangulos esphericos, de maneira
que hum d'estes triangulos tenha hum dos angulos dados.

742. Achar o catheto das faces do mesmo nome dos
polyedros semiregulares.

Pelo centro do solido regular primitivo, de que o semi-
regular deriva, tire-se hum plano perpendicular sobre hum
lado das faces do mesmo nome, A intersecgiio d’este plano
com a superficie do solido semiregular, serd hum polygono
de que os lados serfio as alturas das faces do solido, e os
angulos serdo cada hum a medida de algum dos seus die-
dros; por consequencia pédem achar-se os cathetos das fa-
ces, que siio, n’esle polygono, os apothemas dos lados iguaes.

743. Achar o raio, nos polyedros semiregulares.

Com a projecio do raio sobre huma das faces isto he o
raio d'ella, e com o catheto d'esta face, como lados de
hum triangulo rectangulo, busque-se a hypothenusa, que
serf o raio pedido.

744 Com taes triangulos péde tambem achar-se a
inclinacio do raio do polyedro semiregular sobre qual-
quer das faces, e tambem o angulo que elle faz com o ca-
theto.




Fig. 251.

-
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Maximos e minimos dos polygonos esphericos

745, Dos triangulos da mesma base e perimetro, o isos-
celes he o maior, e tem maior o angulo opposto & base.

Porque os dois triangulos A B €, 4 D € sobre a mesma
base téem igual perimetro, e o primeiro he isosceles; serd
ACD =>DAC;logo AD=DC;logo AD >AB>DC,
e AES EC.

Digo que he D E < BE. Porque, se he possivel, seja
EF—ED. Tome-se EG—EC, ¢ tire-se F .

Os triangulos DE €, EF G terfio as partes iguaes en-
tre si; logo F G=D C. Mas

AG+GE+ED+DC—AB+BE+EC,

isto he,
AG+ GE4+EB+FB--DC (ou Fi)

—AB+BE+EC(;
logo tirando d’esta equacio

GE4+FB=EB-+EC,
resulta
AG4+FG+—FB—AB:

absurdo, porque toda a linha da superficie da esphera, ter-
minada em A e B, he > arco 4 B.

Similhantemente, se prova que ndo he E D-—E B, por-
que chegariamos ao absurdo

AG4+ GB=AB.

Logo o triangulo
DEC<ABE,

e logo, juntando a ambos A EC, resulta

triang. ADC<ABC.
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0 angulo B do trianzulo isosceles serd ~ D, se for
sen 2 ; B >sen® D,

ou se, sendo p o semiperimetro, for

wa?p — 4 B)  seafp—AD)swn{p—DCE),
sen® 4 B = sen A D sen D C .

ou se for
sen® (P_w) sen A D sen DC >

sen 2
ou se for

:%"D—(‘J sen (p—AD)sen (p—DC);
sen® ; AC(cos(AD— D €)— cos (AD~+ D ()

sen® :f__l?#’f (cos (AD—D () —cos AC);

ou se [or
(1 —cos AC) (cos(AD—DC)—cos(AD+ D))
=>(1—cos(AD+ DC)) (cos (A D— D) —cosA C);

ou se for

cos A C(1 —cos (AD— D))
=>cos(AD+DC)(1 —cos(AD—D C));
ou se for

cos A € >cos A D4 D),




Fig. 252,

Fig. 253.

Fig. 25%.
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como he com effeito, por ser
AC<AD~+DC,
AC+AD+ D C<<360°,

746. Com dois lados dados, cuja somma igual seja <~
180°, o maior triangulo espherico que se pode fazer, sera
aquelle, em que o angulo compreendido pelos lados dados,
he igual & somma dos outros dois.

Se me dizem que existe outro triangulo A B €' maior,
com os mesmos lados A B, A C, taes que A B+ A C<
180°; entdo tiro de 4 para o meio D, do terceiro lado o
arco A D.

Agora digo que sobre a mesma base A B, e com o pe-
rimetro A BE=—A B D, pbde formar-se o triangulo isos-
celes A BE ™ A BD; e similhantemente o triangulo isos-
celes ACE > ACD, sobre a base A € e com o mesmo .
perimetro; e que o lado A E pide ser commum aos dois
triangulos isosceles, porque 4 E he a semisomma de 4 D e
B D, e ao mesmo tempo de AD e CD.

O angulo BE € A, composto dos dois BEA, CEA, ¢
= 180", porque

BEA>BDA, CEA>CD 4,
e

BDA+CDA=180",

Logo A BEC he hum quadrilatero espherico maior que
o triangulo proposto 4 B € (Fig. 252).

0 arco A D he <Z90°, porque produzindo-o da quanti-
dade igual DF, e tirando o arco € F, far-se-ha o trian-

gulo DCF igual a ADB; e se AD fosse — 90°, seria

AF = 180:

or
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logo
o angulo FCAD ~ 180°,
isto he

B-+ACRB- 180°,
conlra a h!'lmlht‘sc. Logo o

arco BE=EC < 90:
logo o

arco B(}-::_’ 180"; Fig. 253.

logo o triangulo

A B € = quadrilatero ABE ¢ > A B C (Fig. 252).
Logo somente A B € he hum maximo, quando

BD=D({=A I}.’ Fig. £5%.
e n'este caso,
o angulo B=BAD,

ACB=CAD,
(111

BAC=B—+ ACB.

747. Com as mesmas condi¢oes, o menor triangulo gib-
boso que se pode formar, he aquelle, em que o angulo com-
preendido pelos lados dados he igual & somma dos outros
dois; o que se vé, reflectindo que hum triangulo ordinario
¢ o gibboso, que tem dois lados communs entre si, formao
hum hemispherio, e contemplando tambem a relagio entre
seus angulos.

748. De todos oz polygonos esphericos descritos em hum
triangulo krirectangulo, e formados pelos lados dados, e hum
ultimo & vontade; o maior he aquelle que tem os vertices
na circumferencia de hum circulo menor da esphera, cujo
polo esteja sobre o lado arbitrario.




Fig. 81.
* todos os vertices na circumlerencia determinada por tres de
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A demonstragio pide deduzir-se da ultima proposigio,
assim como da proposicio do § 205 se deduziu a do § 208;
porque, pela primeira condigio, os arcos dois a dois da pro-
posigio e demonstragdo formio sempre huma somma<Z180°.

749. De todos os polygonos esphericos descritos na zona
de hum segmento, cuja circumferencia da base toque os tres
lados do lrlangulu trirectangulo, e formados por lados todos
dados, o maior he aquelle que tem todos os vertices sobre
a circumferencia de hum ecirculo menor.

Para a demonstragdo, vamos imitar o que se fez no § 209,
e empregar a mesma fig. 81, concebendo que as rectas sdo
agora arcos de circulos maximos.

Seja pois A B € D E F G hum polygono espherico, com

entre si; e abedefg outro, com os mesmos lados; e sup-
ponhdo-se ambos descritos na dita zona ou em zonas iguaes
a ella.

Digo que o primeiro polygono he maior do que o se-
gundo, se este nio tiver todos os seus vertices sobre huma
circumferencia.

Pelo polo H do circulo determinado por E, A, B e por
hum E dos vertices, tire-se o

arco E1—=2EH;

ser I ponto da circumferencia, sobre a qual estio os ver-
tices, isto he, do circulo EA B. Tirem-se os arcos A1, B I,
que estardo dentro do triangulo trirectangulo por estarem
dentro da zona.

Sobre ab==A B, faga-se o triangulo a bi identico com
AB I, e similhantemente posto, e lire-se o arco ei.

No caso mais desfavoravel, do triangulo A B I ter os seus
verlices na circumferencia da base da zona, elle fica ainda
dentro d’esta zona; e por L'nnsequencin o triangulo a b,
que lhe he identico, assim como a zona em que estd o po-
|\ff.':mm respectivo he wdentica com a primeira, estard tam-
bem n'esta segunda zona.
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O polygono EF G A 1, que tem todos os vertices na cir-
cumferencia de hum circulo menor cujo polo he H, he
maior que o polygono ¢ fgai que tem com o primeiro to-
dos os lados iguaes, & excepciio de E I, ei; ou he seu igual,
se este ultimo tambem tem todos os vertices na mesma cir-
cumferencia de circulo menor. Pela mesma rasio he

EDCBI >edebi;

porque ndo se péde suppor que o ulimo tenha os vertices
sobre a mesma circumferencia, que o outro e fgat, porque
entio o polygono inteiro abede [y teria todos os vertices
sobre huma circumferencia contra a hypothese.

Por consequencia he o polygono

EFGAIBCD =efqgaibed;

e tirando, de huma e outra parte, os triangulos iguaes
ABI, abi, conclue-se que o polygono ABCDEF G he
maior do que abedefyg.

0 mesmo tem logar, se o polo for situado fora ou den-
tro do perimetro, ou se o arco tirado por elle encontrar
outro vertice,

750. Dos polygonos esphericos da ultima especie, e iso-
perimetros, o regular he o maior.

Para que seja maximo, he preciso que tenha os lados
iguaes; e se do polo do circulo, sobre o qual elle deve ter
os vertices, se tirarem arcos para todos os lados, formar+
se-hiio triangulos isosceles todos identicos; e por consequen-
cia serfio iguaes os angulos do polygono maximo.

751, Seja E T hum circulo maximo (o equador); AD gig. 256.
outro (o horisonte), A € hum arco de circulo maximo per-
pendicular ao horisonte (arco do vertical), e seja A € dado
(a depressio do astro no principio ou no fim do crepuscu-
lo). Tire-se por € hum arco dé circulo maximo, que faca
com E F hum angulo € FE= D G E (altura do equador
e constante), o qual por isso se chama horisonte similhante

rp

-‘+_
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ao primeiro; produza-se este até encontrar o primeiro em
D, e o parallelo a EF em B. Tirem-se ainda os dois ar-
cos de circulos maximos A H, B 1 perpendiculares sobre
EF (arcos de declinagio (D) ). Pede-se o menor valor de
H1, e a que declinagio corresponde.

Os triangulos 4 G H, B F I rectangulos em H, I sio
identicos, porque em ambos entrio do mesmo modo os an-
gulos em G, F iguaes, ¢ os lados oppostos A H, B I; logo
GH—FI; logo G F=HI. A questio se reduz pois
saber quando sera G F hum minimo.

No triangulo D G F, he D G F supplemento de G D F,
e DG de DF:; logo

cos ) —cos2 DG E

cos s F = sen2 DG E

O triangulo D A €, rectangulo em A, da

cot D= 224D
; T tang 4 C

DYestas duas formulas se conclue que & F seré menor
quando cos G F for maior, logo tambem cos D, logo D
menor, logo cos D) maior, e logo em fim he preciso que
sen A D seja o maior, ou que seja 4 D=90". Logo os an-
gulos em (' sio rectos. Serda € D=90° e A ( cortara
G F em algum ponto K.

Os triangulos rectangulos A K G, € K F sao identicos,
por serem equiangulos entre si, como he facil de ver,

Logo
AK=CK

=metade da depressio (d),
GK=FK

==metade da duracdo do crepusculo menor (¢):
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mas temos
sen A K=sen K (Gsend G K,
©
A G K =altura do equador
— complemento da latitude (L);
logo
sen i d =sen é ¢ cos L,
ou
son L gm0 ;d
L Py cos I. 4

o que fara conhecer o crepusculo ¢ menor.
Tambem
send G (a amplitude a)

ﬁlﬂl’l.gﬂ KcotA G K,

ou

sen a = tang -;- d tang L.

No triangulo A G H, rectangulo em H, temos
sen A H=—sen A G sen A G H,

isto he, fazendo a substituigio de sen A (r, temos

sen ) = tang % dsen L;

323

e depois procurdio-se os dias que correspondem a esta de-

clinaciio.







LIVRO 9°

Geometria de doas coordenadas

752. Se quaesquer rectas parallelas tiverem todas hum
dos seus extremos sobre huma mesma recta, chamada base,
a linha que [Or lugar dos outros extremos, chamar-se-ha
linha proposta e plana por estar no plano das parallelas;
as parallelas chamar-se-hdio ordenadas; as partes da base
comprehendidas entre hum dos seus pontos e as ordenadas,
chamar-se-hio abscissas; este ponto origem das abscissas;
e cada ordenada e a sua abscissa coordenadas; e a equagio
por meio da qual, dada qualquer das coordenadas se acha
a outra, se chamari equacao da linha proposta.

753. Nas indagacoes seguintes a unidade ou medida li-
near seri representada por 1, e por consequencia todas as
linhas serdo representadas pelos numeros que resultdo da
sua comparagiio com a medida linear.

754. Representem x e y as coordenadas de huma linha
proposta, e a, b, e, etc., numeros dados positivos ou nega-
tivos ou cifras; se a equacio d'esta linha for comprehen-
dida n'esta formula

O=a+ba+dax*+ga® + el
+cy—+exy+haty
“+fydtizy®

_|_fy.'.
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sendo finito o numero dos termos, a linha se chama alge-
brica, e da primeira ordem, ou da sequnda, ou da tercei-
ra, etc., conforme [or o grau da equaciio a respeito de x
¢ y; e as quantidades determinadas a, b, ¢, etc. chamao-se
parametros.

755. A origem das abscissas, quando esta na linha pro-
posta, chama-se vertice d'essa linha, e tambem da base.

756. Corda he a recta cujos extremos sio pontos da
linha proposta.

757. A base chama-se eizo, quando he perpendicular
as ordenadas.

758. Diametro he a recta que corta pelo meio todas as
cordas parallelas entre si; e grandeza do diametro he a
parte d’elle que tambem he corda.

759. Eixo principal he a recta que he eixo e diametro.

760. Vertice principal he o vertice da linha proposta e
eixo principal.

761. O ponto que he origem de abscissas cortadas em
hum diametro, de sorte que a quaesquer duas iguaes e con-
trarias corresponddo quatro ordenadas iguaes, duas de huma
parte do diametro e duas da outra; chama-se centro d'esse
diametro.

762. Toda a linha que ndo he recta, nem d'ella se com-
poe he curva.

763. O ponto onde todos os diametros concorrem cha-
ma-se eentro da curva.

764. Diz-se que dois diametros sdo conjugados hum ao
outro, quando cada hum corta pelo meio as cordas paralle-
las ao outro.

765. Huma recta que ndo encontra huma curva, mas
que se approxima d’ella quanto se quizer, chama-se asym-
plota.

766. Tangente de huma curva he a recta que a nlio en-
contra sendo em hum ponto, na parte d'essa curva que he
toda convexa, e da mesma parte a seu respeilo; e grandeza
da tangente he a parte d’ella entre o ponto do contacto e
0 e1xo0.
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767. Normal he a perpendicular & tangente no ponto
do conlacto: e grandeza da normal he a parte d'ella entre
o ponto do contacto e o eixo.

768. Subtangente he a parte do eixo entre a tangente
e a ordenada.

769. Subnormal he a parte do eixo que esta entre a
ordenada e a normal.

770. O triangulo formado pela tangente, subtangente e
ordenada he similhante ao que he formado pela normal,
subnormal e ordenada; e d'esta similhanca se conclue que
a ordenada he meia proporcional entre a subtangente e a sub-
normal.

771. A equacdo algebrica niio pertence a linha alguma
proposta se x ou y tiver hum s6 valor. Pois seja A P o va-
lor unico de z, a linha proposta fard com a poqlgau da or-
denada # M huma s6 recta: seja pois B M a linha pro-
posta. Em B M pode tomar-se hum numero de pontos maior
do que qualquer numero que se proponha, e como todas as
rectas que tiverem esses ponlos por extremos e por extre-
mo commum P, sdo ordenadas differentes, segue-se que a
linha proposta tem hum numero de ordenadas differentes
maior do que he o numero de valores diversos de y, que a
equaglio do § 754 pode dar quando he algebrica.

Se a ordenada tiver hum s6 valor, serd a linha proposta
parallela 4 base. Seja pois B M’ essa linha, e pois em B M’
se pode tomar hum numero de pontos maior do que qual-
quer numero que se proponha, se d’esses pontos se tirarem
ordenadas, todas cortario na base abscissas differentes, e
serd por consequencia o numero das abscissas differentes,
maior que o numero de valores diversos de x, que a equa-
¢dio pode dar.

772. Huma linha proposta nido muda de ordem por se
mudar o systema das suas coordenadas.

Sejio A P e P M as coordenadas z e y de huma linha
proposta, e sejio Bp, e p M outras coordenadas u e z:
tire-se 4 B, e tirem-se BD, p F parallelas a AP, ¢ BC,
p E parallelas a P M. Nos triangulos B Ep, p M F he dada

Vig. 257,

Fiz. 258.




Fig.

257.
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a posicio dos lados ou os angulos, e logo dadas as razoes
dos lados, ¢ no triangulo 4 B € tambem he dado o lado
A B, e logo os outros lados. Seja pois 4 C=a, BC=a/,
BE=b>X}Bp=—>bu, Ep=>0'u, pF—=cz, MF=c's;
serd

r—=da-+bu—cs,
e

y=a'+b'u+c'z

Substituindo estes valores de 2, e y na equacho da linha pro-
posta, resulta huma equaglio em u, e 3 que nio pﬂde ser de
grau superior & primeira; nem de grau inferior, pois para
isto seria preciso que ou b, e ¢ I’umm cifras, o que faria =
de hum s6 valor, o que nfo pode ser (§ 771) ou que b’ e ¢
fossem ambas cilras, o que tambem nlio pode ser.

773. Nenhuma linha pode ser cortada por huma recta
em hum numero de pontos maior do que he o numero da
sua ordem.

Sejio por exemplo, B, D, M tres pontos de huma recta
e de huma linha da segunda ordem, tomando essa recta
para posicdo de ordenada [§ 772) a linha proposta nio
muda de ordem, e serio P B, P D, e P M tres ordenadas
diversas correspondentes & mesma abscissa A P, o que a
equacio da segunda ordem ndio péde dar.

77%. .\bﬂc;qnaﬁ negativas collocio-se para a parte op-
posta 4 das pnslln as.

A linha M M' seja determinada pelas abscissas A P,
A P!, ete., chamadas =, e ordenadas P M, P' M', etc., cha-
madas y; mudando a origem das abscissas para o ponto B
sobre a mesma base, e chamando @ a qualquer das novas
abscissas; sera B P', ou

g=AP —AB=—z—AB,
BP=AB—AP—AB—s=——1:

logo as abscissas negativas — x estao para a parte B P con=
traria a B P'.
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775. Ordenadas negativas collocio-se para a parte op-
posta & das ordenadas positivas.

A linha M’ Mmm' seja determinada pelas abscissas 4 P, Fig. 260.
AP/, etc., e ordenadas P M, P m correspondentes a A P,
e P'M', P'm' correspondentes a A P'; chame-se z a qual-
quer das ordenadas; a recta ap, parallela a A P, corte
Mm, completem-se os parallelogrammos Ap, Ap, etc., e
serdo Pp, P'p', elc., rectas iguaes a. Querendo passar a
referir a linha proposta és coordenadas ap, p M, nenhuma
mudanga ha no valor das abscissas, mas a nova ordenada
p M, ou y he

PM—Pp—:z—a,
e pm he
ad—s=—Y:

logo a ordenada negativa — y esth em huma posi¢io pm
contraria & de p M.

776. Achar a linha da primeira ordem, ou a linha a que
pertence a equacio

yt+ax-+b=0.
Seja A B base, e A origem das abscissas 4 P. Na origem Fiz. 261,
das abscissas; ou onde he x=o0, he y=—¥b, tome-se 4 €

=—-—=b, e seri C ponto da linha buscada; aonde a linha
i buscada encontra a base he y=—o, e logo

Lome-se

e seri B ponto da linha buscada; digo que essa linha he a
” recta C B, ou que P M parallela a A C he ordenada y: pois
serd

BP:PM::AB:AC,
isto ¢

QQ

B




Fig. 262,
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proporgio que da
b b
e The=—=:y,

e logo

yt+aex+b=0.

777. Dois pontos de huma linha recta bastdo para de-
termina-la, isto he, bastdo para determinar os parametros
da equaciio da primeira ordem, com a qual se podem achar
outros pontos da recta.

Sejio €' e B os pontos dados, e tome-se o ponto A que

ndo esteja em direitura com elles; faga-sé b——AC, e
AC
a= ~ 5, ¢ sera
y+axt+b=0
a equaglo por meio da qual, dada =24 P, se achara P M
parallela a A €, e==—a><A P—b=y, e com effeito
4C : AC(AB—AP)
e logo
ACAB::PM:PB

como deve ser

778. S6 a linha da primeira ordem he recta, isto he, a
recta nio péde ter hum systema de coordenadas de ordem
que ndo seja a primeira, pois se fosse possivel te-lo, como
tambem pelo numero precedente tem systemas de coorde-
nadas da primeira ordem, seguir-se-hia o ter systemas de
coordenadas de differentes ordens, o que niio pode ser
(§ 772).

779. Particularisar as curvas a que pertence a equagio
geral da segunda ordem

y*+tazy+4-bax®+cy-t-date=0.

I. Sejao M, M', m, m', etc., pontos da curva determina-
dos pelas abscissas (), 4 P, AP, etc., e ordenadas (y),
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PM. P'M', Pm, P'm/, ete. A equagdo simplifica-se fa-
zendo

axec
y + .T— =,
¢ fica d’esta [orma

u® 4 fat gz -4h=0,

sendo
,“z
g=d— 33
ccz
h=e— al

Na figura faga-se na continuagio de A P, ACa=2 E. e

tire-se A B parallela 4s ordenadas e= ;, e serh

Pozn::—:'
e
OM=u.

Tome-se B () para abscissa t; serd no triangulo € A B de-
terminado tudo pelo serem A C, AB e © angulo CAB; a
C B chame-se i, e seré

CA:CP:..CB.CQ,
logo
el
T=
@ substituindo este valor de z na equaglio em u ¢ @ esta
ficara da forma

w412 4mt4h=0,
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sendo .
TR Ll
a2t
g
g
M=
ay

e pertence 4s coordenadas B Q e O M.
Il. A recta BQ he diametro, pois he

Qm=—=Pm—PQ

axr4e

2

— y —_— — —— U,
isto he Qm igual e contraria a Q M (§ 778), logo a corda
Mm, e as outras cordas parallelas ficio divididas em duas
partes iguaes pela recta B Q (§ 758). !
A equaciio
u Il me4+h—0

tambem mostra o mesmo, isto he, que a qualquer valor de
t correspondem dois-de u iguaes e contrarios. Para fazer
desapparecer o ultimo termo, ponha-se

=354 A,
e logo :
AT A+ =0,
e logo
A=— 3 (m+ /m*—4&hl).

III. Substituindo s — !—lf' (m—4-y/m®— 4h1*) em lu-
gar de f na equagiio ultima, esta transforma-se em

u?4=Is® —ns=10,
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sendo

n=ym?—4hl,

e na figura tome-se

BD—— 3; (m~+ym*—&hl),

e serd D Q a nova abscissa s.
IV. A equagio

u"—l—!x‘—-us=0_

transforma-se em

u*+Ilrt4+p=0,

fazendo
n
5 — ij =T,
e sendo
nt
| oS

e na figura, fazendo D E— %. sera E () a nova abscissa r.

V. Se na primeira equagio d'este numero for b=—1, e
na figura for Q recto, serd tambem A4 B € recto, e logo

CA*=CB'+4B"

isto he
- e
logo
rer - (1=%)e i
ga T et L
ai 'Q(F a'I

logo entdo a equagdo pertencente as coordenadas E (), e
QM he

2
Utré— 5'; i)y

- .




i
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mas he tambem

EM* =EQ'4 0N’ =u?+r9,

EN'=EQ" + 0N =u'4r*, ele.;
logo

EM— :-! —EM —elc.:

isto he, os pontos da curva distdo todos igualmente do
ponto E: esta curva he pois o circulo,

VI. Para que os dois valores =4 V —18% +4-ns de u
sejdio possiveis, he preciso que seja —[s% 4-ns quanti-
dade positiva, isto he, que seja

—1s* +ns >0,

ou ns=>Ils*, o que nio péde ser para I positivo, sendo s
negativo, nem sendo s positivo para s>’f porque seria
[s=>n, e 15® >ns; logo quando [ he positivo a curva nio
tem ordenadas que corresponddo a s negativo, ¢ a s > i'-:

n
mas ella encontra a base quando he s=—=0, ¢ 5= 7veato-

dos os valores intermedios de s correspondem ordenadas
positivas e negativas: logo esta curva encerra espaco: a li-
nha da segunda ordem (que encerra espago, sem ser circulo,
chama-se ellipse.

VIL. Seja I negativo, serd ns I, sendo s positivo,

2 - X "a PO a
mas sendo s negalivo serd - positivo, e para ser >>s? he

- & n . s
preciso que seja 5, ~>s ou que sem atten¢lio aos signaes seja

" -
§ = ;; logo a curva tem dois ramos de toda a extensdo cor-

respondentes iis abscissas positivas, e outros dois ramos de
toda a extensdio correspondentes as abscissas negativas maio-

n . s
res do que ; sem attenclio aos signaes: a esta linha da se-

e
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gunda ordem, que tem quatro ramos de toda a extensdio
chama-se hyperbola.

VIIL. Se [ for cifra, he preciso para ns ser positivo que
s 0 sejaj e entdio a qualquer valor positivo de s correspon-
dem duas ordenadas iguaes, huma de huma parte do dia-
metro e outra da outra parle, e a curva tem dois ramos so
de toda a extensio, e chama-se parabola.

780. Por ser
pugieraips (v phes
a2 = ati? ¥

segue-se que a curva serd ellipse, se na equagio geral for
a? 3 aps
b — =, quantidade positiva; hy perbola se esta mesma quan-

tidade for negativa; e parabola se for cifra. De ser e=10,
ndo se segue [=— 0, por ser entdo tambem i=20.
781. O centro de qualquer diametro de circulo, ellipse
ou hyperbola, he ponto commum a todos os diametros, e
r consequencia centro da curva.

Seja A P diametro, e A o seu centro; a equagiio perten- Fig.

cente &s coordenadas A P, P M serh da [orma
y*+dax® +e=0,

(§ 779. IV.), n'esta substituindo os valores de y e x em
u e 3, teremos

3 2(b' e +dbe) bt f-ds?
= c'tdd e? o't de?

2(a' ¢/ +dae) 2ia'd +dab)
g i ele. S ele. b

2 Vs

ele.

=1,

a qual mostra que para Bp ser diametro, ou para que au
corresponddo ordenadas = iguaes e contrarias, he preciso
que seja

£58.
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2dlel - dibe S(n'n"-}udnc)_ﬁ
cl2fde? —[_ c'i4-der T U#

0 que ndo pode ser para qualquer valor de u sem serem
separadamente

ble' 4~dbe=0,
e
ac—4dac=0:

estas duas equacdes dao

ab'—ba' =0,
logo
aia'ibib' ibutbh'u,
isto he
AC:CB.:BE:Ep;

logo Bp se for diametro ha de passar pelo ponto A.
782. Se a equacio pertencente a AP e P M for a da
parabola

y* —no=0,

as mesmas substituicdes dio

'el

b e b2
e - = 2
- + o'z .uu—!— F'?.t‘

!u'_r_'—n___r 2a' ' —nd a'? —na 0
el? i ele. s 1 ete, SR

a qual mostra que para Bp ser diametro, he preciso que
se)a
28 2a'c'—ne

T el g ),

=0,0ub'=0, oup E=0,

24 ¢!
e logo separadamente —
ou Bp parallela a A P, isto he na parabola todos os dia-
metros sho parallelos.
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783. Represente A B qualquer diametro ndo eixo de el- Fie.

lipse ou hyperbola; seja
0—=a+da®+y*

a equagdo; e A B seja x, e B Csejay. Corte-se A D—1:

levante-se D E perpendicular a A D, e tire-se a recta A EF:

tire-se C'F perpendicular a A F e € (; perpendicular a A B (.
Seja

: 1
C6—=y,

BG— - y;

chame-ses aAE, ta DE, waAF, e zaCF. A simi-
Ihanca dos triangulos AD E, A G H, CF H da

CH=s3;: FH—13;
serd logo
AH—u—1t3,
e por tanto

e
: ' i2
G H= Yo — 5;
d’onde
t t2
CG—-u— — z4s2
& E ]
i — |12
e i 0h st P
{ 1
==l T8
e logo

RR

263.
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o nit n
BG= — U+ - 3;
e logo
] nt "
T:__-”_r:_ - ?J'—c:
—ni n t
= —— o 3.
] 2

Escrevendo pois estes valores de » e y em u e = na equa-
cio

0—ua+4d8zx°|y?2,
teremos

0'_“‘1‘:: (8—2ndt+tn2dt® 4 m2e?)ut
—_ _'E, nd L 3t—ntdt—ndtt—m*t)uz
' ‘+‘,]z n®3-2ndt4-0t*4m*) z%,

que determinando ¢ de sorte que seja

nd4-dt—ndt—ndt? —m*t=0,

e dividindo por
S (23203430 4m1),
teri a mesma forma que

O=a-da*4y?

e por consequencia serd A F diametro; e logo tambem eixo
principal, por formarem as eoordenadas u e = angulo recto,
A determinacdio de ¢ sempre he possivel, porque a equagio

nd 4-3t—n2dt—ndt*—m*t=0
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da
§—ull —m?2 (8 —n2F—m2)2
e o end j:V( 4ntjd? +l)

valores sempre possiveis.
Seja D E hum, e D I o outro, e tire-se A I. Sera

DE>DI=1,
e logo

DE:DA::DA:DI:

e como os angulos em D slo rectos, serlio similhantes os
triangulos A DE, ADI; e logo

o angulo DAI—AED,

e logo recto o angulo EA I Logo o centro de qualquer
diametro de ellipse ou hyperbola, he tambem centro de
dois eixos principaes que n’'elle se cortdo perpendicular-
mente,

784%. Todas as rectas que passio pelo centro do circulo,
ellipse ou hyperbola, sio diametros, excepto duas na hy-
perbola.

Sejio A P e P M as coordenadas x e y pertencentes ao Fig. 264.
diametro A P e centro A; a sua equaclio serd d’esta forma

y:+dz®te=0;

tire-se pelo centro a recta A p, e tire-se M p. No triangulo
AP B he doda @ posighio dos lados; logo serd dada a sua
relagho: mas no triangulo B M p he preciso buscar as razdes
que fazem p M semi-corda; chame-se uaAdpe, zap M, e
seriAB—ax, BP—=0bux;escja BM=pz, Bp—qz;

sera

w=ar-+qs,
e logo
l_‘—g:

o —— = 5

- RN W




Fig. 265.
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y:fax—}—pz: o u i {P_ =
estes valores de x e y substituidos em

“--:—- n"-‘!fi—l—f'--_'o

“+ __Blabp—24-d)q)

dao

b4 d)gq? |- (ap—2bpap e

-
-

b2-d ea?

—|_ ele., Sut + elc. .

a qual mostra que para A p ser diametro, he preciso que
seja

abp— (b* 4d)qg=0,
ou (ue seja

este valor de ¢ he sempre possivel, excepto quando for
b* -d=0,

e islo s6 pdde acontecer sendo d negativo, ou na hy perbﬂ|a
os dois valores + /—d de b servirdo para determinar as
duas rectas que nio sio diametros.

785. A recta que se tira pelo centro parallela 4s semi-
cordas ordenadas de hum diametro, he diametro conjugado
d"aquelle.

Seja A centro do diametro, P’ P e P M ordenada semi-
corda correspondente & abscissa A P, e seja a equagdo
y? 4+da®+ e—0:tomandod P'=A4 P, seri a ordenada
P'M'=P M, e tirando a corda M M', esta serd parallela
a P'P, e sera dividida em partes iguaes pela recta A B ti-
rada pelo centro e parallela as ordenadas, e 0 mesmo que
se diz d'esta corda se pode dizer de qualquer outra sua pa-
rallela: logo A B he diametro conjugado a P P.
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786. A grandeza do semidiametro conjugado A ', he
na ellipse a ordenada que passa pelo centro, ou a que cor-
responde a z==0 na equacio

yt-dat-}e=0,
e esta ordenada sempre he possivel; pois a equaciio
y*+dx®*-Le—=0

para pertencer 4 ellipse, deve ter d positivo: e para que a
equacio seja entdo possivel deve ser e negativo, e logo a or-
denada

y=y—e

que passa pelo centro he possivel. O outro semidiametro
conjugado A D he a abscissa que corresponde a y =10, ou
ao ponto em que a curva encontra o diametro, e logo he

— = tambem possivel.

787. Na hyperbola hum dos diametros encontra a curva
e o outro nilo, por ser d negativo, e logo imaginaria alguma

&
das expressdes \/—-— e, e \/— ; mas uza-se comtudo, em

lugar do semidiametro imaginario em grandeza, da recta que
tem a mesma posi¢iio, e a grandeza que teria se fosse posi-
tiva a expressio que esta affectada do radical.

788. A recta que se tirar pelo extremo de hum diame-
tro parallelo ao seu conjugado serd tangente.

Se he possivel a recta T M parallela a 4 D, semidiame-
tro conjugado de A M, encontre a curva n'outro ponto B;
serd B M ordenada ao diametro A M e parallela ao conju-
gado A D, e logo seri semicorda, e logo tomando em B M
produzida

MM —=BM,

sera M' ponto da curva, logo os tres pontos da curva B,

Fig. 266.




Fig.
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M, M' estio em direitura; absurdo (§ 773); logo T M he
langente.
789. Achar o eixo principal da parabola.
Sejao A P e P M as coordenadas a que pertence a equa-
¢io
y*—nax=0;

tirem-se A B parallelaa PM, e BD a AP, e MpC per-
pendiculor a 4 P; chame-se ga A B, ua Bp, e 3 ap M. No
triangulo M D p seri dada a relagdo dos lados; seja pois
MD=az, e Dp=bs; sera

r=—u-+bs,
{l
y=—4q-+as,
que substituidos em
% Yyt —nxr=70,
0
Sag—ub ; .
R "'q'f;._,—"— z— ,':2 U4 52 =},

a qual mostra que para Bp ser eixo principal he preciso
que seja

2aq—nb=0, ou g= ;i%.

790. Dados citco pontos de huma linha da segunda ordem
determina-la, isto he, achar os parametros da sua equaghio.

Tomando uma recta para base, e hum dos seus ponlos
para origem das abscissas, se d’esses cinco pontos se tira-
rem rectas parallelas para a base, cada huma d'ellas ¢ a sua
abscissa serio determinadas e substituidas successivamente
a x ¢y na equagio geral

y*+ary+bat4cy+da+4e=0,

dardio cinco equacoes, com as quaes se poderfio determinar
os parametros a, b, ¢, d, ¢ e definir a curva,
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Mas he mais simples assim: sejao 4, B, €, D, E os pon- Fiz. 268
tos dados; por quatro delles tivem-se as rectas A D, BE
que se cortem em algum ponto F, pelo quinto ponto C,
tire-se € G Imr'nﬂpln a B E, que encontrara A D em algum
ponto (. Seja A origem das abscissas, 4 D base, e . AFBo
angulo das coordenadas, deve em A ser y—ﬂ exr—0,¢e
Iugc: deve ser e==0 na equagdo. Seja A F—a', BF =10’
AG=c¢", CG=d, AD=¢', EF={; subslituindo

e axeoay, serd
bhe®4de

he logo d

e logo X i
§*t+azy— rt cy—+~r|'.r-- 0,

substituindo n’esta equacio ¢’ a x, e d a y leremos

@' fac'd'— £ o't fed 4 de =0,
substituindo a’ a x, e b a y vem

b'sfaa'b'— % a't b} da'=0,
e substituindo @' a @, e b a y vem

b'tfaa'b' — ,a’—l—rb +da =0,
e substituindo @’ a @, e b’ a y, vem

f¢*—aa' f— ;. a't—ef+da'=0,

e com estas tres ultimas equagdes se achardo a, d, ¢ e fi-
carh definida a curva,

791. Para determinar a parabola bastio quatro pontos
. b2
por haver a condigio de ser a— - = 0.

792, Para determinar o circulo bastio tres pontos por
ser b= 1, e por serem dados no triangulo A € B (fig. 269)




Fig. 269.

Fig. 270.
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os angulos CAB e CBA, e logo a raziio dos lados €A e
A B, isto he a razio de :; e ; isto he outra condicdo entre

aeec.

793. Achar a equacio do cireulo.

Seja o circulo A B €, ache-se-lhe o centro D; tire-se hum
diametro A €, e de qualquer ponto B a perpendicular B E
ao diametro: chame-se, x a CE ey a BE, e ao raio r, e
tire-se D B: por serem DA, D B, D C iguaes, sera BE
meia proporcional entre A E e EC, isto he, sera

y:=2r—a)z=—2rr—a*.
T9%. A abscissa D E contada do centro chame-se z, ¢

serf
rt=y*4|s*
outra equacio do circulo.

795. Achar huma curva tal, que se de qualquer M dos
seus pontos se conduzirem duas rectas para dois pontos fi-
xos F, e f, a somma d’ellas seja sempre a mesma e igual
a2a.

Esta curva pode descrever-se fixando os extremos de hum
fio flexivel e inextensivel e igual a 2a nos pontos F e f,
e applicando ao seu seio hum ponteiro, e movendo-o de
forma que se conserve sempre o fio em tensio e no mesmo
plano; o ponteiro descreverd esta curva e seja ella A M B.
- Para lhe achar a equaclio, e o nome, divida-se F [ ao
meio em C, chame-se ¢ a F €, e sera c<a; tire-se M P
perpendicular a F f produzida se for necessario ; seja O P— =
e M P—y; serd

W/ — P — WF* —PF",

d’'onde
H7* — MF* — P}*— PF",
logo

(M[+ MF)(M{—MF)=(P[PF)(P[—PF),

0l

2aMf—MF)=2¢><2z,
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logo
Mf—MF="s
donde
M= (Mf+MF)+ ; (M{—MF)
—“ﬂ-+ f.‘_;-

por tanto

¥ rz\ 2

y-:(ﬂ+“; —(c4-=)* |
e :'2;;;:! 5 at—et,
r2 — gt

equacio que pertence & ellipse, por ser = negativo:

al— 2
€ he o centro, \/(_a rﬁ) == a he o semieixo principal dos
z, e Ya* —=c* he o outro semieixo principal, e, chamando-
lhe b, a equacdo he d'esta forma

y =13 (@0 —s1).

Os dois pontos F e [ chamiio-se focos, e as duas rectas
MF, Mf raios vectores.

796. Produzindo hum dos raios vectores Mf, de sorte
que seja M = MF, e tirando a recta & F, e depois MT
perpendicular a G F, seri M T tangente da ellipse.

Se he possivel T M encontre a curva em outro ponto N,
e tirem-se NG, NF, Nf: por ser N ponto da perpendi-
cular MT ao meio de G F, serh NF—= NG, e por ser
ponto da curva serd

NF+{ Nf=2a=MF | Mf,

isto he
NG+ Nf=MG+M{=Gf:
S8

IR |




Fig. 271.
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absurdo; logo M T niio encontra outro ponto da curva
e serd tangente.

797. Os dois triangulos MO G, MO F sio identicos por
serem rectangulos, M O commum, e M G = MF, logo o
angulo O M G= O M F; mas he tamhme MN—OM G,
Iogu os raios vectores formdo angulos iguaes com a tan-
gente,

798. Logo a normal divide ao meio o angulo dos raios
vectores: seja M1 a normal. Os dois trmngulus MFI, MfI,
por terem iguaes os angulos em M, estio entre si como os
productos MF>< M1, e Mf>< M1, ou como MF e M,
e por terem o vertice commum M; e as bases em direitura
estio entre si como essas bases, F I, f1, logo

MF:Mf::FI:f1,

isto he 2a—MF:MF::2¢—f1I:f1, donde se tira f1

e MF
= : mas he
£

IHrm—_a—l— :—z;
(§ 795) logo
fl=ct,

logo a subnormal

PI=[P—fl=c+z—{I

a2—e2 bt
e T ol
a subtangente
b2 — !': =2 .
PT-——- ey Ezs te. =n2:_!:
e a
—PT4PO=""5 5=
799. Seja CN o semidiametro conjugade a € M, sera

2o
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CN parallela a MT (§ 788); tire-se a ordenada perpendi-

cular N R que serd /= (a* —CR*)* os dois triangulos
[

similhantes TP M, C R N dao

TP*:PM*::CR":NR*,

ou
(a2 —z)2 }2 e
- S (a*—s2)::CR*:RN"
bt L I
Le-oTB, Nasw o, o
o 22 B == o (8t — :
logo
CR* =—a®*—3",
e
NEs— Y3
al o
logo

CM* |- CN*'=CP*+PN -CR"NR*
g zi_l_ E_: (ﬂs_;n)_l_ﬂi___zu_i_ :;:-5!:52“[‘“1*

e conclue-se que na ellipse a somma dos quadrados dos
diametros conjugados, he igual & somma dos quadrados dos
dois eixos principaes.

800. Conduzindo do centro para a tangente a perpen-
dicular € F sera

CF — le;.ﬂ:‘ 'r.
e
: TM.CR
A CN= PT *
logo

CF.CN="2-21-C% _qp;

e conclue-se que os parallelogrammos de que siio lados as




Fig, 272,
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tangentes nos extremos dos diametros conjugados sio iguaes
ao rectangulo formado pelos eixos.
801. Fazendo o vertice principal A origem de abscissas
AP (x), serd
r—da—3z,
e logo
E=a—,

este valor de z substituido na equacio

B e
LR

yn e {ﬂ! —..':"'),
da est’outra

yte== :—: (Z2ax—x2).

2
802. O parametro % . 2a da ultima equagio, he a corda

dupla ordenada que passa pelo foco; acha-se substituindo
n'esta equacdo por x a distancia do vertice ao féco, isto he
a—c; 2y he entiio Ef?. :

803. Achar huma curva tal, que se de qualquer M dos
seus pontos se tirarem para dois [ocos F e [ raios vectores,
MF, Mf, a soa differenca seja sempre a mesma e igual
a2a.

Esta curva péde ser descripta por meio de huma regua
[ O movel sobre o extremo f, e de hum fio Q MF—f(Q
—2a com os extremos fixos em F e (, e applicando hum
ponteiro ao fio e & regua, este descrevera huma porgio da
dita curva; perque serd

=MF—=Mf—2a;
logo
Mf—MF=2a.

Para lhe achar a equagio e o nome divida-se F [ ao meio
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em. ('; chame-se ¢ a CF, e serda ¢ > a; porque a differenca
2a dos dois lados do triangulo M F [ he menor que o ter-
ceiro lado 2¢.
Tire-se a ordenada perpendicular M P, e se chame y, ¢
seja C P a abscissa, e se chame z. Seri
o' —fP*=FH'—FP*

logo
Fi* —FN* —FP* — TP,
p 1{1!—}—}-‘ M) (fM—FM)
—([P4-FP)((P—FP);
logo
M4 FH= 22
mas he

M= (fM4-FM)+ } ((M—FM)=% +aq,
Ingﬂ £z 2
yr= (7 +a)'—(c+2)°

d—ar
e ® g
— dz = [4} C

equagio pertencente & hyperbola por ser ﬁ;’z positivo:
¢ he o centro, a he o semieixo que encontra a curva e
Y — (a*—¢?*) he o outro semieixo, e chamando-lhe b, a
. equagio he d'esta forma y* — :i (st —a?).

804. Tomando MG = MF, e tirando a perpendicular
MH sobre G F, esta perpendicular seri tangente. Se he
possivel encontre M H a curva n'outro ponto N; tirem-se
as rectas NG, Nf, NF: por ser NV ponto da perpendicu-

lar M H, serda NG = NF, assim como era MG=MP, ¢
por ser N ponto da curva, sera

Nf—NF=%a=[M—FM,




Fig. 213.
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logo
Nf—NG=fM—MG=[G,
ou
Nf=NG +[G;
absurdo.

805. Na hyperbola a continuagio de hum dos raios ve-
clores e o outro formdo com a tangente angulos iguaes e
prova-se como em similhante caso no § 797.

806. Discorrendo como no § 798, acha-se que, por te-
rem os triangulos MfT e MF T iguaes os angulos em M,
he

[M.FM:;fT.FT,

:u]ugu M. fM—2a::fT:2¢— [T,
T i

mas he
[M= %2 | g,

donde
[P=c- ﬂ;,

logo

CT=2%, e PT—=2"F,

-

807. Na hyperbola as rectas que passio pelo centro, e
nio sio diamelros, sio asymplotas.

Sejiio essas rectas A C M, e BCm', e seja CP (z) hum
diametro que encontre a curva em D, e a que perlenca

a equacgio
y*tdax*4e=0,

sendo P M a ordenada: para que o semidiametro € D seja
. . s [ P
possivel, pela equagio he preciso que seja —  positivo, ou

por ser d negativo, que e seja positivo. P M’ que determina
a posigao de A CM he (§ 784)

B
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2y —d—y —da*,
PM—y—dz®—e,

logo P M’ he maior que P M, e ACM nio encontra a
curva, e similhantemente se prova, que nem B Cm' a en-
contra.

Tire-se M P’ parallela a Cm', e chame-se z, e tire-se
M’ parallela a € M', serda € P'=— M C'; a € P’ chame-se
u. Nos triangulos MM P, ¢ MC'm' he dada a posicio
dos lados e logo a sua rasio; seja pois

MM —a . MP —uaz,

e

Mm'=b.MC' =bu:
seri

MM =zy—d—y,
o

Mm' ——:t.'p" d--y,
logo

MM <Mm'—=—dzx*—y?—e=abuz,

logo quando for w menor serd z, isto he a recta C MW que
ndo encontra a curva, approxima-se d'ella quanto se qunr.
logo he asymptota, e o mesmo se pode aftirmar de Cm'.

808 A parte da tangenle comprehendida entre o ex-
tremo do diametro e qualquer das asymptotas he igual a
metade do outro diametro conjugado.

Seja FF' o outro diametro conjugado, que sera parallelo
a Mm e i tangente D E, e seri D E parallela a Mm, e
logo

CP:Pm'::CD:DE,

eizy—di\/ = D E= o=y =Te)
=8 0 !.§ 787}.

au
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809. Tire-se D'F que sera parallela a € E (por ser
CD'=—CD, e CF igual e parallela a D E), isto he, a re-
cta que passa pelos extremos de dois diametros conjugados
he parallela a huma das asymptotas.

810. Sendo €A semieixo principal, a asymptota € I he
determinada lmantandu A E perpendicular a €A e igual a

cA =h.

Sendo NN e MM’ dismetros conjugados, tire-se N' R

perpendicular, ¢ M" D parallela ao eixo A € B. Os dois trian-
gulos similhantes CRN', e TP M dio

F""ﬂ

TP:PM::CR:RN',
ou

£2—a2 4 s hz.CR

\/*‘—a'-‘"f R RN —

x ‘a ay z2—agl*

eos dois NM D, e €A E tambem similhantes dio

CA:AE::MD:N'D,

ou .
a:b::5—CR:N' D= 2E=CR,
mas he
i\-‘:R'_—.j\"ﬂD__j'__Dﬂzj\rru_{_P‘H
i 'uf_’ "i‘ Sty
__b=z.CHR
T afsf—a?
logo

(s—CR)y2*—a*=3.CR—3z*}-a?,
e logo, quadrando e reduzindo, vem

f_.'B!::E__az’
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—a? b,

¢ conclue-se que a differenga dos quadrados de dois diame-
tros conjugados, he igual 4 differenca dos quadrados dos
dois eixos principaes

811. Twando CF perpendicular & tangente sera

3 PM>CT
A e e
4]
4 nrl TM>=<CR
CN'—= a0
CF.ON' =220 08 gl MI><CF (§ 808);

e conclue-se que o parallelogrammo formado pelas tangen-
tes dos extremos de hum diametro, e rectas que passio por
esses extremos, e pelos do outro diametro conjugado, he
igual ao rectangulo dos eixos principaes.
812. Tomando o vertice principal A para origem de ab-
scissas A P (x) sera
z=a-4x,

e logo
gt = i: (RQazx -} z?)

outra equagio da hyperbola.

813. O parametro :—: 2a da ultima equagio he a corda
dupla ordenada que passa pelo foco, e acha-se fazendo
E=¢c—a.

T




Fig.
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814. Na equacio uz— 'ﬁ‘ da hyperbola referida is

€ -
asymptotas, ao parametro — chama-se potencia da hyper-

bola.

815, Achar huma curva tal, que se de qualquer dos seus
pontos M se tirar para hum ponto F dado huma recta M F,
esta seja igual & distancia perpendicular MH de M a huma
recta X Z dada de posicio.

Parte d’esta curva pode descrever-se por meio de hum
esquadro X Hf, e de hum fio F Mf—Hf fixos os seus
extremos em [, e F, e applicado por hum ponteiro ao lado
[ H do esquadre, sendo o outro lado H X movel sobre Z X,
entio o ponteiro descreverd a curva, e seja ella 4 M.

Para lhe achar a equagio e o nome, tire-se F'V perpen-
dicular a X Z: a curva ha de passar pelo ponto A, meio de
FV, porque este ponto dista igualmente de F e da recta
XZ: a AF chame-se ¢; tire-se P M perpendicular a A F, e
chame-se y, e A P chame-se x; seri

FM—MH—PV—c¢}2
=/PP P = e we) 7%,

ctd-ecxrt-axt—zx2—Recxrtcttyl,
donde
y*=4cz;

logo a curva he a parabola, e 4 P o seu eixo principal.

816. O parametro % ¢ da ultima equacio he a corda
dupla ordenada que passa pelo foco F, pois fazendo z=—¢
he 2y—4¢.

817. Tirando FH, e MT pnrpendiru]ur a ella, esta serd
tangente. Se he possivel M T encontre a curva em outro
ponto N. Por ser N ponto da perpendicular MT' (que passa
pelo meio de F H, por ser MH— M F) serd NH—NF,
e por ser ponto da curva seri a perpendicular NZ — NF,
logo NZ — N H: absurdo.
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818. O angulo HMT—T MF, ¢ tambem he HMT
— M TF, logo o angulo da tangente e raio vector he igual
ao da tangente e eixo.

819. Logo

TF—=FM—MB—PV=c-uz,
logo
PT—=TF{+PF=TF-}|z—c=2x

igual a subtangente.
820. A subnormal he
yt dox
7= 35 —2¢C

821. Qualquer seccio feita na superficie conica por hum
plano, que ndo passe pelo vertice, he alguma das linhas da
segunda ordem, ou curvas do primeiro genero.

Seja A B € H essa secclio, e seja D o vertice da pyra-
mide, A ECF o circulo sec¢io commum da superficie co-
nica e de hum plano parallelo & base da pyramide, e a recta
A€ a seccio dos planos ABCH e A ECF: corte-se AC
ao meio em & com a perpendicular E F que sera portanto
diametro do circulo A E € F: tirem-se D E, D F, e seja B &
a secglio commum dos planos A B €, E D F. O plano EDF
passard pelo centro de qualquer outra sec¢dio circular pa-
rallela a A E CF, e logo encontrari hum diametro dessa ou-
tra seccio parallelo a E F, e esse outro diametro serd por-
tanto perpendicular a outra corda parallela a A C, e logo
dividi-la-ha em partes iguaes. Represente pois B (r a ab-
scissa x, e A & a ordenada y, e B D chame-se a. Os an-
gulos dos triangulos B F G, D E F sao dados e logo dadas
as razdes dos lados; seja pois

GF—muwx,
BF—nz, EF—=p.DF=p(a+na):

serd

EG=pa-tnpx—muxz,

Fig. 274,
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e pois he b
AG'=EG.GF:
serf
y*-+m(m—np)z? —mapz=0.

822. Esta equacio mostra que a seegio he ellipse se
. R . GF
m(m-—np) [0r positivo, isto he se for :' =>p, 00 75 >
EF . ’
p g 15to he se a secgio encontrar o lado D E para a parte
E GF __EF .
de E: serd hyperbola se for BF< pp sto he se a sec-

30 encontrar o lado D E produzido da parte do vertice D:
: G EF .
e serd parabola se for ;. = 755, isto se for B G paral-

lela a DE: e a secclio sera circulo se for A G B recto, ¢

AG*—=BG.HG=GE.GF,
ou se fir
BG:GF.:GE:GH,
ou se lor
ang. G BF—ang. GE H.

823. Se [or A & B recto, seri A G perpendicular a DEF,
e logo D EF perpendicular a EAF, ¢ logo D EF seri o
plano do eixo e altura.

82%. A secqo feita na superficie do eylindro por hum
plano, em que ndo esteja o eixo, ou he ellipse ou circulo.
Seja A B C Hessa secgdo, e seja AFCE a seccio de hum
plano parallelo ds bases do cylindro, esta serd circulo: seja
A € a seccdo commum de ambas as seccdes, e tire-se pelo
meio G de A € a perpendicular E F;sera A G*—EG. G F.
Nos triangulos B G I ¢ E (; H sio dados os angulos, e logo
dadas as razdes dos lados; chame-se a a BH, z a BG, ¢
yadG, e seja

GF=ma, EG=n.GH=n(a—z),
£ serd
yt=—mnz®-tmnaxz,
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logo a secchio serd ellipse: e s serd circulo nio sendo pa-
rnﬂu!a is bases, se for A G B recto e

GBF—=HEG—=—GHE,

ou se [or &G H— G E, o que s6 péde acontecer nio sendo
recto o cylindro, e sendo EF B o plano do eixo e altura
(§ 823).

825. Em huma curva regular, isto he, em huma curva
em que a ordenada he funcgio da abscissa, a rasio das dif-
ferenciaes da ordenada e abscissa he igual 4 rasio da orde-
nada e subtangente.

Sejio A P, P M as coordenadas x e y de huma curva A M;
B M a tangente rectilinea, e P B a sublangente (s): ti-
rem-se as ordenadas proximas pm, p'm’ que encontrem
a tangente em C e €, produzidas sendo necessario; cha-
me-se i apP eap'P.

Para que B M seja tangente, he preciso que junto ao
ponto M do contacto, deixe a curva para a mesma parle;
logo por mais pequeno que seja ¢ sempre p C e p'C' sdo
ambas mamrcs ou ambas menores respectivamente que
pm, e p'm'. He

p G yhl—]—i)’ e;:’ﬂ' y(

L

e seja
y=1g(),
sera
i)
e
yis— a:l >? (r—.' /

isto he seri

.lf—]'_ “>J+J’IJ t_;iuﬂi i 6Css

dZy

—_ t_‘,::y—-- it gr.it—eo,

Fig. 280.
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logo : »
_IJ: = i‘g" - ..l‘ufr‘_ .2“
:'fc::d.r"_. 'iii'.rz*"t [—I“f.".,
¢
¥ oo dy o diy .9 :
i Bt A 8 Tl
logo
n‘"-—y p— y"
dx 2’

€ o mesmo se mostra quando p €, e p' €' sio ambas meno-
res que pm, e p'm'.
Exemplo. A equacio

y": J,‘—;—fji'd",

que pertence a todas as seccdes conicas, sendo differenciada
da
2ydy—adxr-|-2baxda,

logo
dx. .. 2y

dy = a-+-26z'

e logo a subtangente

BP—

2y?  faxf2bx?
elgbr”  at2Wr

Se a eurva [0r a parabola sera b==0; e logo B P — 2.
Sendo as coordenadas perpendiculares, he a subnormal

Pimy () = ().

logo n'este exemplo he

24
Pk~ “—:'-_—‘.!-—I

826. Segue-se que representando dx por i=Pp=— My,
serh d y representada por ¢ C. Segue-se tambem que he

. L Aty .g ddy .z .
Cm=1T (Hﬂ' + s.3ant T 8e);
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isto he, Cm he da segunda ordem a respeito de ¢ infinite-
simo. O que mostra que n'esle caso gm que he realmente
==dy, he tambem = ¢ C, por ser Cm da segunda ordem.
Conclue-se tambem que o espaco MD m M, comprehen-
dido entre o elemento do areo e a corda, he infinitesimo
da terceira ordem por ser ainda menor que o triangulo

Mm(— Fm,{ My.

827. A rasio das differenciaes da area de huma curva
e abscissa he igual & ordenada, sendo recto o angulo das
coordenadas.

A area de que se trata he A P M, e chame-se { [r): seri
a area M Dwmp P << que o rectangulo complehulu com
pP. epm, e = queo completado com Pp. e P M, isto
he, seri § (¢ 4-i) —¢ () media entre ig(x-|-i), e
ig(x), e Iogn as Lres series

. i o -rq
¢(x) o 2.t ete.,

ddlxy . i',:!.'rlf.l" .
T i e Y - ele,

% {rﬁ o1
dio
; i 'lr
q‘ (I} e i ==
ou

APM—[ydxr.

F.rempe'u. A equagio das parabolas de lodos os graus
y“=a"a"" ", assim chamada porque pertence & pambola
ordinaria quande n=1, e m=2, da

" m—=n
i

y=z"a 3




360 ELEMENTOS DE GEOMEYRIA.

logo

-— " | L R}

,“y dz=a T.r'r "dr= -mi;l-ntl

Querendo contar os espacos desde a origem A dos x, temos
(h :'ﬂ Il.)"l.)

APM= —""— ay,

igual & parte determinada ~—— do reclangulo que y e »

determindo. Pelo que todas -h paralmlna siio quadraveis,
isto he, podem avaliar-se geometricamente as superficies
‘nulprehendldan por arcos d'essag curvas e suas coordena-
das respectivas.

828. A rasio das differenciaes da curva e abscissa he

igual & da tangente (t), e subtangente ().

Seja O () a ﬁmccﬁu que a curva A M he de x: serd o
arco Mm < a somma das duas rectas MC e Cm, e > a
recta Mm, isto he, tirando Mq perpendicular a p €, sendo
recto o angulo das coordenadas, seri M D m media entre
Vv Mq*+Cq* -+ Cm, e VMqg* +qm*; logo as tres

series
22 2 a3y
4 1 I i A0y s A% o
\/(’ ™ st ) gas ! L g5u * e,

0 (x4 i)—0/(x),
\/t" ( %;:rz.r. —I—m‘r‘),

f&[.r]__VI y__.l
——— 3=

&

dao

Donde se conhece que he

dboe=—ydz*|dy?,
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ou que a differencial do arco nio differe da corda do mesmo
arco differencial, sendo P p=—da, e por consequencia gm
=dy.

Tambem se segue que, por ser

MC:Mg(dx)::t:s,

he M €—=d¥, de forma que se a curva for circulo, e o seu
raio EM=—1, M C perpendicular ao raio e infinitesimo
pode representar a differencial do arco A M, ou do angulo
AEM que elle mede,

Exemplo. Applicando pois a formula § (z) —Vd2* |- dy®
poderemos rectificar qualquer curva, isto he, achar a recta
que lhe he igual ou exactamente, ou tio approximadamente
quanto s¢ quizer. A equagio geral das parabolas da

mdy ndx

logo
Vdz®+dy*

d&v( D=2 !n—ﬂm)
SR L 'y a " i Wi
= — m®-t-n*a x :

Esta quantidade he integravel quando

041 1 .
A (?L-_!’.!' 3 E)TI'

L

sendo ¢ hum numero inteiro positivo, isto he, quando

2041

4

m= fn:

logo sdo rectificaveis as parabolas que se comprehendem na
equagio

vv
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Assim a segunda parabola cubica cuja equaciio he y* —ax?,
he rectificavel exactamente.

829. Chamando = ao arco § (), seré

=
(1]
=
o
e
L]

|
I
|
|

[N
-
=
H
=
(™
-
.
N
.
H

830. A superficie curva da pyramide conica recta, he
metade do producto da eircumferencia da base pela recta ti-
rada do vertice para qualquer ponto d’essa circumferencia.

Seja A B parte da circumflerencia da base, € o centro;
tire-se A C, e do ponto B conduza-se a ordenada B D per-
pendicular a A C; seja E F outra ordenada; pelo ponto B
tire-se a tangente B H que encontre em H, E F produzida;
tire-se B E; do vertice L tirem-se as rectas LA, LB, L E,
LF, LH. A superficie curva LA B he huma funcgio de
A D ou de x, denote-se por F (x). Serd

LBH-LHE--BEH>LBmE | BEmB>LBE;
isto he
s LB><BH-  EH>LF+4 3 EH><DF
> F(a4i)—F(2) 4 bi®
>1BEx/(FL"— ZE);

isto he, as Lres series
f

LB/ (1 4 (8)) iFeit it

d Fyey - d? FI.rj 'ty
i =i el
il x + Rdz2 y I_Pt{ '
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V(4 @)+ (B =Gy () o)) )

d

o
1 dy\? d F(r) 1 db(x)
1L8/(1+ (3)') =42 = 1. 52,

e logo

831. Com a mesma construcgdo, suppondo s6 de mais
que L esth em (), acha-se a superficie do circulo igual a
metade do producto da circumferencia pelo raio, ou ==r*.

832. E levantando sobre a circumferencia da base a su-
perficie curva do cylindro se demonstra pelo mesmo modo,

ue esta he o producto da circumferencia pela altura.

833. Na pyramide formada por G F H revolvendo-se Fig. 278.
sobre G F, he a superficie descripta por B H igual & diffe-
renca das superficies conicas curvas descriptas por H @,
e por B @, isto he

= G Hcire. FH— G Beit BD
2

¢x(GH.FH—GB.BD)
2

—=(FH.GH—BD(GH—BH))
—=(FH.GH—FH.BG{ BD.BH)
—=(FH-+BD)BH.

No solido formado na mesma revolugio pela curva A B E,
he a superficie descripta por Bm E > a descripta pela re-
cta BE, e << as descriptas por B H e BE, isto he, cha-
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mando [ (x) 4 superficie do solido descripta por A B, tere-
mos no caso do § 830 as tres series

w(e@) ol +i)+ait)iy /(14 (42)°)

+7(s (@) +9(2+i)+ai*)aiz,
f(z 1) —[(z),
ﬁ(q}{$]+?(m+q)i\/(t+ (d_g)s) +-ai®,
¢ portanto dao

d fix de(x)) e
__mfr‘=2ﬁ.?(z)\/(t+ (12) )

d i (x)
=2%.¢(z). 5 %

83%. Se a curva A B {6r circulo, a superficie descripta
it L
dx = sens

seri espherica, e serd g(x)=senz, e

logo
JE(:}_!#rd‘:
N TR
portanto
[(z)=2=xrax;

isto he, a superficie de hum segmento de esphera, ou a
zona, he igual ao producto da circumferencia de hum circulo
maximo 2z pela altura  do segmento, e logo a super-
ficie de toda a esphera he igual a

Qrr.2r—4xnro,

igual a quatro vezes a superficie de hum circulo maximo.
835. Seja x a altura de hum solido T (2); A () a sua
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: base; e (z-}-1i) a altura do solido I (x -} 1): serd o
solido I (x -{-i) —I (z) medio em valor entre os solidos

iA(z), ia(x+i); e logo

dT(x)
s —A(=).
836. Se o solido for hum segmento espherico, serd

Ag)=nyt==(2ro—a*t),

drz) =d rat— ’T'}
diga T T "

I'(z)=xz" (r— g).
e logo toda

a esphera==(2r)? ("_ 2_35)

Bl
— T
37

g ; Br.mri;
dois tergos do circulo que tem por base hum circulo ma-
ximo, e por altura o diametro.

837. Na pyramide conica chamando a ao raio da base,
e b & altura, e formando huma secgio parallela & base, e
chamando y ao seu raio, e 2 & parte da altura comprehen-
dida por ella e pelo vertice: serd

e logo na pyramide de que esta sec¢iio he base serd

walx?
Alz)=

e
dr(z  4EeEl

dx i £
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d’'onde
satz? x
F(@)="%3%
logo he toda
. mald? b 2 3
a pyramide= —5—+; = =a?.3,

igual & terca parte do producto da base pela altura.

838. O solido A occupa o espago, que a figura plana B
descreveria movendo-se do logar B para o logar €, de
sorte que hum triangulo, descripto n’ella, descrevesse si-
multaneamente hum prisma: a altura d’este prisma he a do
solido 4. Digo que o solido A serd igual ao prisma, que ti-
ver essa altura, e huma base igual & base B.

0 solido A pode considerar-se composto de solidos da
mesma altura, cujas bases sejio taes como 25+, nas quaes
@+, 1% sdo linhas rectas; e « &, hum arco todo concavo, ou
todo convexo para a parte da recta que se tirar do ponto «
ao ponto 6, e que caia todo dentro do parallelogrammo que
se formar tirando de « e € parallelas a £+, «~; assim bas-
tard demonstrar a proposicio d'estes solidos. Chame-se §
o solido cuja base he 26+, e a altura. Se a ><«€~ nio
he=3S, seja D a differenca. Com o lado €4 e o angulo

« 6 faga-se o parallelogrammo &8 <C I—: : cortem-se
3a=T3=e§=Btc.,

e assim por diante até encontrar o segmento L« ndo maior
que y4d: completem-se os parallelogrammos inscriptos ~ x,
32, ep, ete., e chame-se R o rectilineo que d’elles se com-
poe: serd «6y— R igual & somma dos espacos €z,
%hgy Apa, ete.; e logo menor que o parallelogrammo € 4,

e logo < L: Inscreviio-se no solido § parallelipipedos que

tenhdio por bases os parallelogrammos v x, 81, ep, ete., e
ao solido, que tem por base € x =, circumscreva-se hum pa-
rallelipipedo que tenha por base =+, e tambem se achard
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S —aR<a><§63§, e logo tambem <Ca !:, isto he <~ D.
Seja pois, se he possivel, §=>a><a6y: serh a R >a><
26 +; absurdo. Seja a><aby=>S: pois he z&y— R<C g.
serh a><aby—a R <D, e logo a R>>8; absurdo. Logo
he a><aby=3_.
n LR w42

839. A serieai b1 Jei | etc., sempre se
pode fazer quantidade do mesmo signal que o seu primeiro
termo, sendo n'ella a, b, ¢, ete., grandezas determinadas
positivas ou negativas, e i indeterminada, que possa ser tio

pequena quanto se quizer.
Seja primeiro a positivo. Como sabemos, pode fazer-se

bi-tci®*4ete.,<a,
d’onde

i i o ete,<ai:

e logo na serie proposta serd entdo a somma de todos os
termos, exceplo o primeiro, menor que o primeiro; e por-
lanto a serie serd positiva entdio, porque o primeiro termo
he positivo. Por ser

_ai"+b1'"“-|—ci"'!J,—elc.,-{_ﬂ.

he ou péde ser negativa a serie proposta, se o primeiro termo
he negativo.

840. A inversa da proposicdo do § 825, tambem he
verdadeira, isto he, que se huma recta e huma curva teem
hum ponto e ordenada y (px) desse ponto, communs, e for

] .
e ;f (sendo s a parte do eixo que essa recta e essa or-

denada cortdo): a recta e a curva tocar-se-hiio; niio sendo

2

I

=
=

=0,

-9
a
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ou sendo
d?y a3y
d‘—:z ="" e d—;-;:ﬂ'

diy
ndio o sendo -, elc.
£
Pois, se he possivel, ndio se toquem, mas cortem-se n’esse
ponto commum; entdo as ordenadas da curva de huma parte
de y serdo maiores que as da recta, e da outra parte serio
menores, isto he

e logo serdo

d¥px .o dlgs o =~
gdz2t 2.8dx3" —I—EIC.,{:{],
dtg x digrx

it 0 Tt TS0 >
S Lotk b ete., = 0,

isto he, duas grandezas, que se podem fazer contrarias pelo
§ precedente, ambas maiores ou ambas menores que zero:
absurdo; logo a recta e a curva tocio-se.

841. Discorrendo como no § 825, pode mostrar-se que
tocando-se duas curvas, e sendo a ordenada commum do

ponto de contacto g em huma e {z em outra, que seri
oo &

tambem %*:_i = % para a abscissa commum correspon-
dente a esse ponto de contacto.

842. A inversa da proposiciio antecedente tambem he
verdadeira, e prova-se discorrendo como no § 8%0.

843. Duas linhas que toclio huma terceira em hum ponto,
locdo-se entre si n’esse ponto.

A ordenada commum seja gz, e Yz para as duas linhas

. dox dfx
e [ para a terceira; serio —— = ~—; e
dyx dfz

dr dz*
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(§ 841, e logo

e por tanto as duas linhas tocio-se (§ 842).

- 84%. A proposicio do § 841 ndo so he verdadeira, sendo
as coordenadas do ponto de contacto communs és duas cur-
vas, mas tambem sendo a ordenada y' de huma a orde-
nada y da outra, produzida, e a abscissa de y’ igual e
parallela & da outra, comtanto que tenhlio huma tangente
rectilinea no mesmo ponto de contacto.

Pois seja s’ a subtangente relativa a y', serd

dy' y'

dx- 1o
[

5 FV

d& " x

mas por similhanga de triangulos he

L
w |

e

logo

=
=

dy'
dr

-9
Lo

845. Entre a tangente rectilinea e a curva ndo se pode
tirar do ponto de contacto outra recta.

Pois se fosse possivel, as suas ordenadas serido medias em
valor entre as da tangente e da curva; isto he, chamando s’ &
parte do eixo que estd entre essa recta e a ordenada com-
mum, as tres series

yt L
y:f: %.i,

dy . d2y .
e “;;.t—{— m.r’ictc.,
Fr
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por ser
| ot
g  d='
daridio
- MR o
5. 2"
absurdo.

846. Logo huma curva ndo péde ter no mesmo ponto
duas tangentes rectilineas.

847. E por consequencia nem duas curvas que se toclo;
poisque ambas estas tangentes rectilineas o seriio de huma
pelo § 843.

848. Se huma curva regular, e hum circulo se tocarem
de modo que entre elles ndio se possa tirar, pelo ponto de
contacto, outro arco de circulo; diz-se que a curva tem
n'esse ponto a mesma curvalura que o circulo. O cireulo
chama-se esculador : o seu raio chama-se raio de curvatura:
e a curva que he logar dos centros de todos os circulos os-
culadores, chama-se evoluta da curva proposta.

849. Dos §§ 825 e 828, se deduz que a tangente tri-
gonometrica, do angulo formado pela tangente rectilinea da

dx

d x
: 0 seno he —: o coseno
d y dz

curva z, e pela ordenada, he

d
lie 3-51:_ ;

850. Dizer que por entre o circulo osculador e a curva
se ndo pode tirar outro circulo, he dizer que o circulo oscu-
lador he o minimo de todos os circulos que tocio e abra-
¢lo a curva; ou o maximo de todos os que sio tocados e
abragados pela mesma curva: a indagacio pois do raio de
curvatura reduz-se a achar o maximo ou minimo da ex-
pressio que representar qualquer dos raios dos circulos tan-
gentes da curva.

Seja pois A M huma curya proposta z, A P (z', P M (y),
as suas coordenadas. Se a curva proposta tem huma oscu-
lacio no ponto M, terd huma tangente rectilinca M 7T que
hie a do circulo osculador (§ 843). Tire-se M N perpendi-
cular a T M: qualquer ponto m de M N he centro, e Mm
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he raio de circulo tangente de z em M: M P produzida ou
nio, e mA' parallela a A P determindio P': chame-se y' a
MP'; tome-se A' P! =u. Sera

/ y' ___y'ds

¥
cosm M P!~ sen T M P' dx

Mm=

a expressio que deve ser hum maximo, ou hum minimo:
e logo

Idg dy'dz=+4y'dd
d(l—.—):"ﬂ': ¥ - y =;

dx dx
ou
) dy'dz
e ol ¥ PR
mas por ser
dz*=dx®{|dy*,
he
dzddz=dyddy,
ou
dyddy
ddz=—_;

e he dy'=dy (§ 844); logo

dzd
Mm=— 733y’
he o raio de curvatura, e se chame R.
851. Seja am a evoluta (s). Complete-se o rectangulo
Pm; e sejio Ap(t), pm (u) as coordenadas da evoluta.
Serh .
t=P'm-+ax=Rsenm MP' 4z

—Reos TMP' +a—R 3% +a;

u=y —y=~RcosmMP' —y
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=Rsen TMP' —y—R ':—: —y:

logo serdio

dRdy dy d Rdy
JIZT ~|~Rda—[—dm= ="
dRdx dx T
du=— f:: —!—Rff‘ﬁ-——dy’:d—f:"g“;
d’onde
d u dax g
7t =iy —tang THP'—tangp Nm = Ny

logo (§ 840) o raio de curvatura he tangente da evoluta.
852, Serd

ds* —=dt* |-du*—=dR* (%_"‘;Tﬂ—a):
d’onde
ds=dR;

logo se entre a evoluta e o raio de curvatura ha differenca,
esta ndo depende da raiz a, ou he a mesma para todos os
pontos da curva.

dsd ..
853. A expressio R— — ﬁfg foi achada na hypo-
these de ser @ raiz, ou d z constante; e n’essa hypothese tam-

bem he
dz?

R=— :
d'.r*n!i!
dx

mas se quizermos considerar z raiz ou d s constante, e dz
variavel, serd entiio

dz3
R h di
que por ser
d(dz%)=0=d(dz*-}-dy?),
e logo
drddx
dy *

ddy——
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se muda em

dz?
R= ——717+— — dydz
ﬂ:t_;'_d"rl 1 —
('——d';_'"‘—)lidx ddx

85%. A rasio de se dizer (§ 848) que a curva tem
no ponto do contacto a mesma curvatura que o circulo os-
culador, he porque tomando sobre a curva mais dois pontos Fig. 260.
m, m’ infinitamente proximos d’esse ponto M, o circulo que
passa por estes tres pontos tem o seu raio igual ao de cur-
vatura. Porque tiradas d’esses pontos ordenadas perpendi-
culares 4 abscissa e rectas parallelas a esta, se p P represen-
tar a differencial da abscissa, ou se for =d x, seréd

mn=dy,
pp'=nn'=dx|-ddxz,
m'n'—=dy-}ddy.
Teremos pois corda

Mm=—Vdz®-}dy*=ds.

sendo d s a differencial da curva.

mm' =V (dz+4ddzx)® 4 (dy+ddy)*.

Mn'—V(2dzt-ddz)* -} (2dy-} ddy)*.
Logo sendo d s constante he

F deddz-}+dyddy=0.
Logo
Mm=—ds;

mm' =V ds*+ (ddz)* + (ddy)*
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e i Ve 2 ).
=ds+ 5o ((dda)® |- (ddy)*);
Mm'=Vids* 4 (ddx)® I (ddy)®

—=2ds+ 1 ((dda)* +(ddy)*)

siio 0s lados do triangulo Mmm', cujo raio r se pode por
tanto achar, e teremos

p=2ds+ 5y, ((dda)* 4 (@dy)*),
p—a= ;. ((dda)* 4 (ddy)*),
p—b=ds| B‘“( ddz)* - (ddy)?),

p—e=ds— — ( ddux)® ddy)“).

O producto das duas primeiras he i ((ddm}" —|—(ddy)’),
das outras duas he ds* -} % ((ddx)* - {ddy)*}; logo

2ds3 d 32

r—= -

M;V{({M:}L{-(uyuz} Vidday+(ddy)?
Porque he

dxdd
ddy— g i
serd

d g2 dyds

E— - ﬁR-
dat(ddz)’ ddx
V @aaz 2L

855. Nio obstante cortarem-se duas linhas, diz-se que
08 seus ramos, que termindo no ponto commum, se toclio
quando as suas ordenadas ndo tgem differenca da primeira
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ordem, e entdo se diz que teem hum contacto da primeira
ordem: ¢ se tambem ndo tem differenca da segunda ordem,
o contacto se diz da segunda ordem, etc., isto he, que sendo
o (@), § (@4-1) as ordenadas correspondentes dos dois
ramos das duas linhas, elles se dizem tocar-se aindaque as

dox ddx -
curvas se cortem, se for —— = 2 i @ o contaclo se diz
Tt digx dtd x
da primeira ordem: e se [or tambem 2 — == o con-
d x2 dx?

tacto serd da segunda ordem, etc.

856, Assim no ponto de inflexdo, isto he, no ponto M Fig. 288.
que separa concavidades oppostas da curva A M N, se tirar-
mos de M a recta M € por meio da subtangente ou com a

Ay
condigiio ;i = y-r. serd tangente do ramo M N, por ndo ha-

ver entre as ordenadas do ramo e da recla assim tirada
differenga da primeira ordem: e produzida esta recla serd

tambem B M tangente do ramo A M por nio haver entre .
s o, L L B
as suas ordenadas y— - i, e y— o= i ;o 51%—ele,

differenca da primeira ordem, pois he *

R )
e

N'este caso, para sendo chegar ao absurdo do § 840, he
preciso que seja
2

-

e

iy
¢ nio -y, ou que sendo tambem

a3
s i,
. dly o By i i
tambem o sejo 75 e nio 5%; e assim por diante.
857. Ponto multiplo he o ponto commum a muitos ra-
mos de huma curva. Chama-se duplo se he commum a dois
romos: (riplo s¢ he commum a tres: etc, O numero de ra-
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mos he contado pelo numero de ordenadas differentes, cor-
respondentes & mesma abscissa, e da parte da ordenada do
ponto multiplo em que este numero he maior.

858. Dada a equacio de huma curva algebrica achar-
Ihe os pontos multiplos. Tirar tambem por estes pontos
tangenles.

Seja =0 a equaciio da curva, seri u da forma

atbrtecyt-foytex®{gy® -+ ete
Se o ponto for duplo as duas ordenadas dos dois ramos

far-se-hdo iguaes no ponto multiplo; logo considerando y
como numero principal, terd entdo a equagio u=0 duas

raizes iguaes, e serd
i u
(75) =0,

\ (:—:):ﬂ:

logo os valores de x e y que satisflazem s tres equacdes

. (E)=o.() o

sdo as ordenadas do ponto duplo.

Se o ponto for triplo as tres ordenadas dos tres ramos
far-se-hao iguaes n’esse ponto: logo considerando Yy como
numero principal terd entio a equacio u=—10 (res raizes

iguaes, e seriio
(5)=o. (5 —o

(72) =0s (355,) =0: (522) =o,

e os valores de 2 e y que satislazem a estas seis equagdes
stio as coordenadas do ponto triplo. Assim por diante.

¢ logo

e ]ﬂgﬂ-
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Quando o ponto he duplo, a relagao entre d e dy, que
delermina a posigio das tangentes, nio se pode achar na
equagio du=—0-=adx--bdy, por serem as differenciaes
parciaes a e b ambas iguaes a zero; mas acha-se na equa-

clio
du—cdz®+edrdyt-fdy*+gddy
=edm’+edmdg+{dy“= '

por ser g =0, pois he g differencial parcial da primeira
ordem.

Quando o ponto he triplo, nem na antecedente se pode
achar essa relagdo, por serem ¢, e, [ differenciaes parciaes
da segunda ordem que, n’este caso, todas sio iguaes a zero;
mas acha-se na equacio

d3u=hdz®+idz*dy-|ldrdy*

+-mdy® 4-nddy-+{pdddy
—hdz®fidzt*dy-+ldady® -mdy®*=0,

por serem iguaes a zcro, n porque he da segunda ordem, e
p da primeira.

Assim por diante. .

Sendo estas equagdes, que determindo essa relacio, as
mesmas, que se acharido suppondo tambem d y constante.

Se sahirem alguns valores iguaes para a relagio entre
dz e dy, isto indica que outros tantos ramus se tocdo, ou
teem a mesma tangente rectilinea,

859. Achar huma asymptota rectilinea 7'm da curva A M.

Sejao Pm (y'), e P M (y) ordenadas da asymptota e da
curva, e levante-se a perpendicular A K. A T(2) e A K (6)
determinardo a asymptota. Para que T'm seja asymplota,
he preciso que y'—y admitta valor menor do que qual-
quer grandeza que se proponha: pois seja m' o ponto da
curva de que m dista menos, deverd mm’ no caso de asym-

XX

Fig. 289,
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[}
- I ey | b a®
ptotismo, ou Qm— Qm/', ou ooy g admittir valor me-

nor do que a qualquer grandeza que se proponha, o que ndo
pide ser sem y' —y o admittir: mas he

(4
Ca

Y =6

&y

logo he preciso que haja em y dois termos hum da f6rma b,
: b i :
e 0 outro da forma ; 2, que aniquilem y' e determinem

6 e a; e que o resto de y seja huma funeclio de 2, que possa
ser maior que qualquer grandeza que se proponha,
Exemplo. Seja a curva proposta huma hyperbola e,

y=§#2am—i~w*=£m\/i E;?

b a? il
= -T—|—-b=— S + gz —tle;

poderd y'—y ser menor do que qualquer grandeza, que se
proponha, fazendo €-—b, e c = 2, oua=aq, e T'm seri

i L)
asymptota como ji se achou (§§ 784, ¢ 807).

As condigdes que determindo as asymptotas rectilineas
ficio achadas, e ji se péde ver como se achardio as das cur-
vilineas: mas as seguintes consideracdes facilitio estas inda-

- gacdes,

860. Para que a curva tenha asymptotas rectilineas he

preciso que seja A
e e o

dx iy azr(fr—yr)—adx
—(B——¢+ Exfadr «

na supposi¢io de 2 infinito determina «; e

|

Yy
e logo
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! i
na mesma supposi¢io determina _; e

determina €.

861. Logo as asymptotas rectilineas podem ser determi-
nadas pelos mesmos meios com que se determindo as tan-
gentes rectilineas, tiradas de huma distancia finita do vertice
para hum ponto da curva a huma distancia infinita.

862. As duas parabolas A M e Bm, que t&m o mesmo
eixo principal BA (a), e o mesmo parametro p, sio asym-
ptotas huma da outra. Pois serdo

&

y*=pa
y'?=p(a-+);

e

e logo

a2

=b"ﬁ(é.ﬁ—~ﬁ-.®.-{—;ta.{—:;—}..—elu.)o

expressio que x infinito faz infinitessima.

863. O ponto duplo chama-se ponlo de reversao, quando
esse ponto he limite dos ramos immediatos da curva, isto
he, hum ponto tal que se possa tirar por elle huma recta
que deixe esses ramos para a mesma parte. Chama-se re-
versio da primeira especie quando os dois ramos sio con-
vexos hum para o outro; e da segunda especie, se hum he
convexo e o outro concavo,

Sendo € hum ponto de reversio da primeira especie, he
preciso que chamando a a A B, seja y da forma P =+

Q(x—a)*, sendo m qualquer numero positivo, mas ndo par,

L]

Fig. 290,

Fig. 291.
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para que a x<Ta nido corresponda ordenada; para que
a x==a corresponda s6 huma; e para que a  ~>a corres-
ponddo duas.

Pois he

y=lz=[(atz—a),

escreva-se ¢ por 2 —a, e enldo, reduzindo a serie, seja

y=A-4Bi 4 Ci ) -+ ete.

—I—Elc.)
o -} ete.
it (g (E —I).-I +elc.).

Poisque, na reversio da primeira especie, hum dos ramos
he convexo e o outro he concavo para o eixo das abscissas, he

+it (arpi 4t
serd

ddy AR n
i =0(0—1)Bi Hec(c—1)Ci

&

. dd . 4
preciso que E,E tenha dois valores, hum positivo e outro ne-
"
. i —2mfm .
- i i ,

gativo (§ 826), ou que =4 s (E — l)A seja o

Sol e d s 3 ddy m 9
primeiro termo da serie que exprime -5, ou que § —
seJa o menor expoente d'essa serie, e logo entdo, no ponto

et o) . 3 dd

de reversio da primeira especie, aonde i =0, he d—:f ou

zero, ou infinito.
No ponto de reversio da segunda especie, se for h—2
, L dd .
0 mais pequenc expoente, sera Ly ou zero, ou finito, ou
W x?

infinito, segundo for b maior, igual, ou menor que 2.
8G4. A curva B S seja construida por huma equagio

entre AM(x) e MS(y); MQ= %{ , ¢ tangente de 4 M,
pode determinar Q 8 tangente de B S.




GEOMETRIA DE DUAS COORDENADAS. 381
Pois sejao A P (x'), e P M(y'); sera
MS:MQ::sen(QMS+QSM):sen QS M,

ou
sen @S M
M- y sen QM Scos QS M-tsen Q@S Meos QM S
et y
i:'—‘:;(-"{f;—ii —cos QM I?
== = 4.--—_ :‘y d_.:.
d:d :t EF F dﬁ'
Tz dx! }
865. A mesma tangente S/ pide ser determinada to-
mando
— syd=r
Pl= PR
sendo o 0 mesmo arco AM; y, PS; t, MT; e s, PT.
Pois he
et ot B LT L
dmﬁ-dy.y,—- ! '-"__-— 0.’ .
e tambem
P
d$r= dfy, .
logo etc.

das A L, € N por huma equagio entre as ordenadas corres-
pondentes P L (z), PH{y}, P N (z); tirar a tangente a
hum ponto qualquer M

Seja a subtangente PS da curva A L =3, e a subtan-
gente P R da curva CN=y5s', e seja A P ==z,

P € pode ser abscissa da curva CN e igual a

AP—AC=z"—u.
Sera

v sdix'—a) zdx'

de [

.

866. Resultando a curva B M de duas curvas conheci- gig.

293.
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¢ tambem

s_.l'd:"_
===
L

SoR LA
P o

das duas primeiras tira-se
szdr
dz— 2242

que serve para eliminar d =z da equaciio differencial da curva
proposta, e das duas ultimas tira-se

PT—tyds
¥ :d'y.

867. Qualquer recta p, tirada para huma cirva do ex-
tremo de huma recta dada de posiciio, e chamada base, cha-
ma-se raio vector, e esse ponto polo: e a equacio que da a
relagiio entre hum raio vector, e o angulo = que elle faz com
a base chama-se equacio polar da eurva; e entdo a curva
tambem se chama polar.

868. Na ellipse sendo base o eixo maior, e polo hum dos
focos; serd § 795. Fig. 270,

FM () =Mf— 22*

[}

- c
_-—--—“ prose

h e :
~—— -ﬂ _ ; F.{'Uh'!-‘;
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logo he

9“ ﬂ-‘—f.!l}ﬁ-&

a equacdo polor da ellipse.
869. Na hyperbola, sendo base o eixo principal dos fo-
cos ¢ polo hum d'elles, sera § 803. Fig. 272.

FM(@)=""—M

ez o ] 4 ]
_—e——— — e — (== — — ]
@ it
cie— P F) e 42 r
= ———— — = ——— — - 086
] ] ]
bz ¢
==t e — pCDS0;
@ a
¢ logo
= b
T a4 ¢.cusm

he a equacio polar da byperbola.
870. Na parabola, sendo base o eixo principal e polo o
foco, serd § 815. Fig. 274.

FM{(p)=c+a=2¢+PF=2c—pcoss;

e logo
£2r
F Fa ]_-+- i‘-us"’l

he a equagio polar da parabola.
871. Seja a curvaA M (3), PM(g), e o angulo A P M(s);
PQ(x); QM(y); PT(s) perpendicular a PM; e MT (t)

a tangente da curva: teremos Fig. 204.
1.5 ... y==psenqg;
2°.... 2=—pcosc;

3.* ..dy=—dpsenc-|-pdgcosa;
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.. .de=—dycoss+{pdasena;

54 ddy=ddgsenc | 2dpdaocoss—pds®sens
+pddaecosa;

6. ddrx=-—ddpcoss{-2dpdaesencpda?coss
+cddasens

872. Logo

di*=dz® |- dy*=dg®*tp2dst.
873. dAPMNA=—dAQMA—dPOMP

p ry
—ydaoe—i :
Y 2

pdz—xdy, prda
T g i3

874. He .
2 ' . taeTMPItang P M Q
! t:lllg?ﬂf@-— 1 —tang TM P o< tang PM Q"
isto he
dz __ o T35 STty o
dy 1 — 2 py—ss’
gy
ou
elyde—ady)=—s(ydy-+{zxdz)
=p"da'=5;.:dl:.,
logo
g £l
AR
875. He deddy - dyddz— 4

—deddpsenccoss—2dp?dscosts
+edpds®senccoss—pdpddacosts

+pddedasen®s-}-2ododa®senscoss

PEREE
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—p*dc®sen®*c|-p*doddosenccoss
+dpddpsenccoss—2dp*dssen®s
—pdpda®senceoss —pdpddasen®s
+¢ddpdacos®c—2pdpda®senccoss
—ptda®costc—p?daddasenccoss

—=—2dp?do—pdpddc+{pddpdea—p*da®

—(pdp)ddp—dpd (pda)— M?_dz_f

=—otde*d ﬁiﬁ —dgdz*®
P T
. —da¥ (=g [ 2F)" P“‘d‘q)
( P (d") —1_ da
876. Logo P!

L~ ey

dz?

I!P
2 —inE g gt =ik
dztda—Rda dpr!-:

pd’:s
d
H:E{fﬁﬂ)—?f?dnlzﬂp—f;

(e+ ()

R

sendo, n'esta ultima expressio, d s constante.
877. A condi¢io dos pontos de inflexdo e de reversio

da primeira especie

dy
2 aalk
d_i === d de
dzx dzr

& 4
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da
deddy—dyddax

—0—(pdo)ddp—dpd(pds) — L%
para as curvas polares,

878. Para que T M seja asymptola, he preciso que seja
P M infinito: P M infinito, P T finito e MP T recto diio
infinita a tangente trigonometrica de M TP, e logo recto
este angulo: logo as asymplotas rectilineas das curvas po-

lares determinio-se achando s por meio de %, fazendo,

n'esta expressdo, ¢ infinito, e tirando pelo extremo T de s
huma perpendicular a s.

879. A subtangente s’ de huma de duas curvas, referida
a0 mesmo polo e ao mesmo angulo &, pode ser determi-
nada por meio da subtangente s da outra, e dos raios ve-
ctores y e x de huma, e da outra: pois serd

z2dag
dz !

gy yida o syldx
dy — xidy’

880. A equagio y*=—aax-} ba® pide pertencer a to-
das as secgdes conicas, segundo [or b zero, posilivo, nega-
tivo, ou— 1: e serd

2ydy=—(a|2ba)da,’
2dy* - 2yddy=2bdax®;

e eliminando d’esta dy* por meio da antecedente, achar-
se-ha depois :

2 2h L e 2.,
mas, sendo n a normal, he

ydz
N— —
dz ’




| R ol

GEOMETRIA DE DUAS COORDENADAS. 3817
e logo
o nddxd
d‘ == y: »

e logo

R gz _ na?

drddy 2%
'

isto he, em todas as seccdes conicas o raio de curvatura he
o cubo da normal dividido pelo quadrado do semiparame-
tro primeiro,
881. Dados em posicdo a recta A B, e o ponto € féra Fig. 295.
d’ella, e tomada sobre € E a parte D E sempre a mesma, €
para ambas as partes de A B; achar a curva que he lugar
do ponto E.
Tirem-se CA, E B perpendiculares a A B; chame-se
aadC, baDE zadAB, ya BE. Sera

a:y::AD:BD,
e logo

atyly:ix:DB,
d’'onde

e
DB— el

portanto

LB R B

: __(-*+y) Ty
e logo
atht|-2ab2y-|-by*
—atyfaryrt2ay ot

a equagio algebrica da curva, que se chama conchoide de
Nicomedes.

Chamando ¢ a CE, e 5 ao angulo 4 C E seri

; p— — 1 b

cos o

a equagiio polar da conchoide.

-

B i
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Logo he
g8 __ 804 Sbrges | Jlomte,
dp sen a sen o bsena
mas p infinito (az

cosg==1), ou 6 =90°;

logo entdo he ¢ perpendicular & base a, e a subtangente
$==a, e a perpendicular A B a essa base he a asymptota
da conchoide (§ 878).

882. O circulo ABC e o seu diametro A € sao dados
em grandeza e posigio: o angulo A €D he recto; a recta
AD he tirada do ponto 4 a qualquer ponto da recta € D,
e corta a circumferencia em algum ponto B; A E he= B D:

pede-se o logar do ponto E.

Tirem-s¢ EF, B G perpendiculares a 4 C; seri G ¢—
AF.
Chame-se a a A C, 2 a AF, y a E F. Sera

Ce=z, e AG—a—zx:

z y.la—z.BG;

&

gﬂ_r)uﬂ” =BG —A4 G6X60=(a—a)a,
d'on

1]
ﬁ:uy‘—m‘——a‘-yg

he a equaciio da curva a qual se chama cissoide de Diocles.
Chamando o a AE, e 5 ao angulo EA € sera

e x
F' coas’
e tambem

AEAB::AF:AG,

1sto he

p.acosslixr.a—um,
ou

Y ousa

T

.
o —
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logo
r—asen?s,
e
asenta
0= oot

he a equaciio polar da cissoide, da qual se conclue que €D
he asymptota.

883. €A €' he a curva, que o ponto 4 do circulo AS B
descreveria, se este circulo tocasse primitivamente com o
ponto A a recta ¢ B no ponto €, e depois fosse applicando
a sua circumferencia sobre esta mesma recta de € para B,
de maneira, que em qualquer posicio M, que o ponto 4 se
achasse, ¢ M E em que o circulo se achasse, fosse sempre
M E= CE, isto he, iguaes o arco e recta que se tivessem
tocado. Esta curva chama-se eycloide: €€’ a sua base, ou
amplitude, e o circulo chama-se genitor.

Tomando B S=—ME, e tirando a recta MS P termi-
nada no diametro do circulo genitor, serlio iguaes as cor-
das de M E e S B, e parallelas por formarem angulos iguaes
com a tangente € B de ambos os arcos, e logo MS— BE.

A posigio actual do circulo he a em que se acha, depois
de ter applicado a semicircumferencia 4 base. He pois 4 B
diametro, ¢ logo perpendicular & base.

Por ser

CB—BSA, e CE=EM=—BS,

serd

BE=AS=MS,
e logo P M, ou

y=AS -} send S.
Seja

AB—2a,e AP=uz;
seri

dy=—dAS-|dsendS

d sen A 8 '
2200 -dsend §
cos AN

Fig

¥

. 297,
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=12=2 4\/340—p* —da\/ 1=t

a equagio differencial da cycloide.

Passando das coordenadas antecedentes para aquellas, em
que € fosse origem de abscissas z', e a base € €' o eixo
d'ellas, a equacio seria

dy":ﬂ::ﬂ"\/tu’iﬁ.

Tirando ST tangente do circulo genitor e =
== M S, serd MT langente da cycloide (§ 864%).

Sera _
d::dw\/i—“—-

—adr?

ddy-—— P Eis 10y

z¥Vea—x

MSdAS
d M8

e logo o raio de curvatura R=2V 2a (2a—a): logo
para o ponto C, para o qual he z==2a, he R=0, ou a
evoluta passa por (', e para o ponto 4 he R=2.2a, o
dobro de A B, ou a evoluta passu por F.

A abscissa A G, ou 1, ou R .- —|—:z: da evoluta da C}C]Gldl‘.

he =—4a—ua, e a ordenada GH ou u he =2y 2qx—a*
—y; logo he

d = (2a—8x)dx =.a
Ve&ar— 22 Y

—Vz.dzx . diVEn—i

Vea—z Vi—g%a

Refira-se a evoluta is coordenadas C I(y"), e I H (z').
Serd
o' —=t—2a; y=CB—u;
logo
du=—dy',dt=dx,

it
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Via—t—V2a—=zx';
serd

—-dy'::d;r'v‘“—_.f-r’

xr

equacio, que mostra, que a evoluta da semicycloide €A
he a outra semicycloide 4 € collocada porém em CF.
88%. Se o angulo ¢ for augmentado por 2=, ou pelos
multiplos successivos de 2%, a curva polar poderd muitas
vezes dar muitas voltas em torno do polo, como acontece
quando a curva tem esta equacio ¢—aq, que se chama
spiral de Archimedes; ou esta p* —ac que se chama spi
ral parabolica; ou esta ps==a, que se chama spiral hyper-
bolica; ou esta ly==aq que se chama spiral logarithmica.
885. Na spiral hyperbolica he

da
pemes ——1,
mas ¢ infinito faz s =0, logo entdo ¢ esta na direcgio da
base: levante-se pois do polo huma perpendicular @ base
¢==a, mas para a parte opposta aquella, para que se devido
tirar as subtangentes, a que pelo extremo d'esta se tirar
perpendicular, serd asymptota.

886. Na spiral logarithmica he ;% —a, elogo * = i
isto he, a tangente trigonometrica do angulo formado pelo
raio vector, e tangente he constante e logo tambem esse an-
gulo.

O raio de curvatura reduz-se a E: produzida pois TP gz, sop.
para B, e tirada M B perpendicular a TM: sera

MB:PM::TM:PT
ou R =
MB:p::Ve®+ts*is;

B
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logo
r'd'-'r
MB= \/ ad s L g )

f_ da
g

Logo B he ponto da evoluta ¢ M B tangente d’ella, e por
ser M B P igual a P M T, e por consequencia constante, serd
a evoluta a mesma spiral logarithmica, e nio péde haver
differenca entre ella, e a tangente B M que nio seja con-
stante; mas nem essa ha, porque fazendo s negativo na
equaciio da spiral, esta chegara ao polo, e n’esle ponto a sua
tangente, ¢ ella sio nullas.




LIVRO 10

Geometria de (res coordenadas

887. Se em hum systema de duas coordenadas se tirdo
dos extremos das ordenadas quantas rectas parallelas se qui-

a superficie que for lugar dos outros extremos d'estas pa-
rallelas, chamar-se-ha superficie proposta; e estas parallelas
tambem se chamario ordenadas, e se denotariio por z; e
cada tres rectas conliguas x, y, 5 coordenadas: e a equa-
cio que as comprehende chama-se equacdo da super ficie
proposta.

888. A equaciio da superficie contendo tres variaveis, he
claro, que duas d'ellas sdo absolutamente independentes, e
que os valores arbitrarios, que se lhes forem assignando, he
que determinardo os valores correspondentes da terceira por
meio da equagio da superficie.

889. Achar a equagio do plano.

Sefio A P (x), P M (y), M' M(z) as tres coordenadas do
plano M B € cuja intersecciio com o plano dos z y seja B €.

Por M' M tire-se hum plano M M' € paralleloa A P ou ,
serh M' € parallela a B P, ou a x. Por P tire=se P D pa-
rallela a B C.

Como os angulos das coordenadas sio escolhidos, ficdo
assim determinados os angulos dos triangulos, taes como
MM' €, e dos parallelogrammos como B P D €, e dos trian-

z7

.

zerem, mas em plano diverso do das primeiras coordenadas, -

Fiz. 281,




Fig. 202,

Fig. 283.
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gulos P M'D, e BA ou a fica sempre o mesmo. Teremos
pnl.ﬂ-
s=m.M C=m(CD - M D)

=m(atz+t+n.WP)—=mat-mztmny

por equagio do plano proposto.

890. Porque a qualquer equacio da primeira ordem a
tres variaveis se péde dar a [orma antecedente, segue-se que
huma tal equaciio pertence a hum plano,

891. Achar a equacdo da superficie curva da pyramide
conica.

Seja AP=—ua, e as ordenadas P M(y), M N (z) sejio
perpendiculares entre si, e estejio em plano parallelo & base.

Sera b i

PN" —y* | 352,

Tambem

AB:BC.:x:PN.
Logo
Ux? ==yt 52
he a equacio pedida.

892. Supporemos as coordenadas orthogonaes, isto he,
y perpendicular a x, e a 5, e o plano dos y z perpendicular
a a. N'este caso chamiio-se eixos respectivamente dos z,
dos y, dos = a tres rectas escolhidas perpendiculares entre
si, e parallelas 4s coordenadas: e planos das coordenadas a
tres planos perpendiculares entre si, e respectivamente pa-
rallelos a duas das coordenadas.

Do volume dos solidos regulares

893. Sejio AP (z), P M' (y), M M(z) as tres coorde-
nadas rectangulares da superficie do solido da qual M he
hum qualquer dos pontos, e = he funcgio de =, y.

Sejio Ap, Bm, €q as intersecgdes de planos perpendi-
culares ao plano A P M' dos xy, e parallelos ao dos zz:
e sejio P n, p q similhantes intersecgdes sobre o mesmo

e |
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plano de outros planos parallelos ao dos y . Sejio Pp=—1i,
M a=+'

A parte do solido separada pelo plano A P M, e pelos
planos MM' P, MM B perpendiculares a este, e pelo que
passa por A P he funcgdo das tres coordenadas x, y, z; mas
eliminando = com a equagdo da superficie, fica sendo [unc-
¢io somente de @ e y, isto he, chamando v a este segmento
do solido, teremos v=—=g (z, ).

0Os volumes correspondentes as projeccdes A Cqp, A Bmp,
A Cn P serio respectivamente ¢ (@ =1, y =i )3 ¢ (211, Yy)s
o (@, y-}i'). De [orma que o segmento do volume corre-
spondente & projecgio M'ngm serd

o(ztiy+i)+ol@y)—eltiy
—oq(® y+1)

s ddv 1 sy =f srig |
e Y T8 i' }-bii'®|-ete.

Sejio =, e z-}- Dz a menor, e a maior das ordenadas cor-
respondentes 4 base M'ngm. Serd Dz da primeira ordem
relativamente a i, ou ', ou a ambos, sendo estes infinitesi-
mos. Tambem serd o segmento sobre esta base medio em
valor entre os dois parallelepipedos da mesma base M'n gm
(ii"), e que tem por alturas hum a M' M(z), e o outro a
s+ Dz, isto he, entre ii'z, e ii' (s D z). De sorte que
teremos

ddv oo il ot —g3

drdy i dedy T
Logo i i

i —[sdx, e v=[dyfzdz

he a expressio do segmento elementar do solido, ou v==

Sffdxdyds.
Exemplo. Seja A origem das abscissas, e centro de huma
esphera, cujo raio he r. Serd

ré¢—mx* H__yu_ =2
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a equacdo da superficie, e teremos

Jida=fdaVr*—zt __y*

b Ak e

T
-

I

Vi

-+ ; (re —y?) arc. sen =

sem constante se o integral comecar com x, e
total até ao valor de

& -—V/?'E——y’:".

serfi
' I ]
Jada=_ q(rz—y?),
i :
OF S ¢ — - = 0 arco cujo seno — 1,
P /| P )
Logo

v=[dy[sdax— 1—: gfdy(rt—y?*)

=S arty—lqy",

enjo valor

itegral, que tomado entre os limites y=0,y—r di

P TN
[
igual & oitava parte da esphera.

Das superficies dos solidos regulares

894. Seja M'ngm Mn'¢'m’ o ultimo solido elementar,

Fig. 2as. ¢ Mn'q'm’ a sua superficie curva, comprehendida entre as
curvas Mn', n'q', g'm’, Mm/', que siio as intersecedes dos

planos lateraes com a superficie do solido. Imagine-se ti-

rado por M o plano Mn' ¢''m" tangente a esta superfi-

cie, e lerminado nas arestas verticacs.
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O quadrilatero Ma"q"m" he hum paralielogrammo, por-
que tem os lados oppostos em planos parallelos.

A sua projecciio sobre o plano dos xy he ii'. A sua
projecciio sobre o plano dos y = he o parallelogrammo, que
tem por lados oppostos a projecciio da recta ¢" m", e a ve-
cta Mn"; e cuja base he a recla que estd enlre a projec-

¢iio do ponto m”, e M, a qual he — ‘:; dx, e cuja altura

he i', ou dy. De forma, que esta projecgio he 5: dady.
Da mesma maneira a projecgio sobre o plano dos x 3 he
dz
d:t d i dx.

Temos pois

Mn"q"m"—dazdy \/(1 + (£)" + (;—:)“) cunii)

Similhantemente se acha, que o quadrilatero quebrado
composto dos dois triangulos Mn'q', Mm'q" he

d;rdy'\/(l +(5) + (;;)) ... (B)

A superficie curva elementar Mn'q m’, pelos principios
do § antecedente, e sendo s a superficie curva,’ he

xae it J-a'iti' - bid' L ete.
dxdy i

Temos pois tres superfices convexas com o mesmo limite,
das quaes a maior he composta do parallelogrammo Mn"
q"m", e dos triangulos Mn'n", Mm'm" quantidades da
terceira ordem a respeito de i, e i’; e dos trapesios n'n”
¢'q", m'm"¢'q", tambem da terceira ordem.

A superficie convexa media he composta da superficie
curva elementar, e dos tres segmentos mixtilineos M n',n'q,
m'q', 0s quaes sio tambem da terceira ordem.

A superficie convexa menor he a do quadrilatero que-
brado.
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Escrevendo pois d.r, d y por i, i'; teremos
dids i \ ' i.f: T & f_: 2h
drdy \/(] I (d'.r) - (n‘y) J
Logo

s—[fdady \/(1 o (L)! + (:_y)u)

Exemplo. Querendo achar a superficie da esphera, temos

B e AL Sy
d:_- __:'d'gr_ z
bogo dz\2 dz\e r
V@) +®))=x
0go

riae\J(+ () + (2))

rd .o E g
St P e AL R " QDY —
- J NI sy T rarc sen —

integral, que sendo tomado desde 2 —0, até x—y/7* —y?

!
he —= ;3 =rilogo

’

s=[dy[dx \/(f + (;%)2 + (%)2)

sendo tomado este integral ultimo entre os limites y=0,
y==r; o que he a oitava parle da superficie da esphera.
895. A equacdo (A) do § antecedente, porserdxdy a

prujel:.-l;ﬁn de Mn" ¢"m" sobre o plano dos 'y, mostra
que he
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o coseno do angulo formado pelo plano tangente com o
plano dos = y.

896. A normal N de huma superficie curva he a per-
pendicular ao plano tangente no ponto do contacto, e ter-
minada n’esse ponto, e no plano dos xy.

897. O angulo formado por N, e = he igual ao que he
formado pelo plano tangente, e pelo plano dos xy, por se-
-rem estas duas rectas perpendiculares aos ditos planos.

T men )+ )

]

898. Quando huma superficie espherica, ¢ outra curva,
se tocho de forma, que pelo ponto de contacto se ndo possa
tirar outra superficie espherica entre as duas, chama-se raio
de curvatura da superficie proposta ao raio da superficie
espherica.

899. Discorrendo como (§ 850) para achar este raio de
curvatura r, teremos pondo

43 ds
dx S d'_u_q'

il s N oy 2 . piptqdyg
dN'__n_'d"V’(.l i F _l_q I}—l_“v"ll—’,‘!-':-:—'fz}’
logo .
Aig et (14 p24+4D
pdptgdy '
c E]
—dzi14prt-g?)*®

pdptgdyg

e

900. A equacio polar das superficies curvas acha-se

transformando as coordenadas em outras variaveis referidas
. a hum polo. Assim se de hum ponto N da superficie se tira
para a origem A das coordenadas, chamada agora polo, a
recta R, chamada raio veclor, e se ac angulo NA P se
chama 0, e w a NP M, teremos

r— Recosh;

-

Fig.

285,
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PN—= Rsen
y == R sen ) cos w;
5 == Rsenfsen w.

Prolongando R, ¢ pondo NO=d R: ¢ tirando NQ i~
finitesimo tambem o perpendicular a R e no plano A P N,
serh NQ=Rd¥.

Tirando, no plano P M N, NS perpendicular a P N tam-
hem infinitesima, seré

NS— Rsenbdo.

Por serem perpendiculares entre si os planos4A PN, P MN,
e NS estar em hum, e ser perpendicular 4 interseccio de
ambos, lie tambem perpendicular a N Q, e a N O. Logo o
parallelipipedo determinado pelas tres arestas NO, NQ, N S
he rectangulo, ¢ o seu volume ou o clemento do solido
(§ 893) he
Resentd Rdbdw.

Assim por hum integral triplo podemos achar o volume
do solido regular, sendo dada a equagao polar.

Ezemplo. Querendo achar, por este meio, o volume da es-
phera, cujo raio he R, e o centro he o polo, entdo integrando

v=[[[R*sentd Rd0de
relativamente a R, teremos primeiro
T ; R"ffﬁl.}liﬂ didew,
sem constante, porque v he nullo quando R o he.
Integrando depois relativamente a w, desde w— 0, até

©w=—2= leremos
p=— ‘: =R* [senfdo.

BE TE
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Finalmente, teremos
d
p=—" wR3cosh - C;

integral, que sendo tomado allrc os limites cosf==1, cos ¥
— — 1 d&

¢ estes limites abrangem toda a esphera.

901, Curva de dupla curvatura he aquella que ndo esta
em plano. A interseccdo de duas superficies curvas he por
tanto huma linha de dupla curvatura, quando ellas se nlo
cortdo pelos lados rectos.

902. A curva de dupla curvatura constroe-se por meio
das duas equagdes das superficies curvas, das quaes he a
intersecgdo, fazendo n'estas as coordenadas communs.

903. Para rectificar huma curva de dupla curvatura pode
suppor-se, que o elemento ds da curva se confunde com
a sua corda, e entdio teremos

ds=y/(dz* +dy* 4 dz?).
90%. He o seu raio de curvatura

ds?
r= ——
v’{_iddr]!{—udy}!-}— (dd 3)2)

sendo ds constante. Acha-se discorrendo como (§ 854) s6
com a differenca de accrescentar (dds*) a (ddy)*.

FIM DO 2. E ULTIMO TOMO.

L7 -
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