LIVRO 10

Geometria de (res coordenadas

887. Se em hum systema de duas coordenadas se tirdo
dos extremos das ordenadas quantas rectas parallelas se qui-

a superficie que for lugar dos outros extremos d'estas pa-
rallelas, chamar-se-ha superficie proposta; e estas parallelas
tambem se chamario ordenadas, e se denotariio por z; e
cada tres rectas conliguas x, y, 5 coordenadas: e a equa-
cio que as comprehende chama-se equacdo da super ficie
proposta.

888. A equaciio da superficie contendo tres variaveis, he
claro, que duas d'ellas sdo absolutamente independentes, e
que os valores arbitrarios, que se lhes forem assignando, he
que determinardo os valores correspondentes da terceira por
meio da equagio da superficie.

889. Achar a equagio do plano.

Sefio A P (x), P M (y), M' M(z) as tres coordenadas do
plano M B € cuja intersecciio com o plano dos z y seja B €.

Por M' M tire-se hum plano M M' € paralleloa A P ou ,
serh M' € parallela a B P, ou a x. Por P tire=se P D pa-
rallela a B C.

Como os angulos das coordenadas sio escolhidos, ficdo
assim determinados os angulos dos triangulos, taes como
MM' €, e dos parallelogrammos como B P D €, e dos trian-

z7

.

zerem, mas em plano diverso do das primeiras coordenadas, -

Fiz. 281,
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gulos P M'D, e BA ou a fica sempre o mesmo. Teremos
pnl.ﬂ-
s=m.M C=m(CD - M D)

=m(atz+t+n.WP)—=mat-mztmny

por equagio do plano proposto.

890. Porque a qualquer equacio da primeira ordem a
tres variaveis se péde dar a [orma antecedente, segue-se que
huma tal equaciio pertence a hum plano,

891. Achar a equacdo da superficie curva da pyramide
conica.

Seja AP=—ua, e as ordenadas P M(y), M N (z) sejio
perpendiculares entre si, e estejio em plano parallelo & base.

Sera b i

PN" —y* | 352,

Tambem

AB:BC.:x:PN.
Logo
Ux? ==yt 52
he a equacio pedida.

892. Supporemos as coordenadas orthogonaes, isto he,
y perpendicular a x, e a 5, e o plano dos y z perpendicular
a a. N'este caso chamiio-se eixos respectivamente dos z,
dos y, dos = a tres rectas escolhidas perpendiculares entre
si, e parallelas 4s coordenadas: e planos das coordenadas a
tres planos perpendiculares entre si, e respectivamente pa-
rallelos a duas das coordenadas.

Do volume dos solidos regulares

893. Sejio AP (z), P M' (y), M M(z) as tres coorde-
nadas rectangulares da superficie do solido da qual M he
hum qualquer dos pontos, e = he funcgio de =, y.

Sejio Ap, Bm, €q as intersecgdes de planos perpendi-
culares ao plano A P M' dos xy, e parallelos ao dos zz:
e sejio P n, p q similhantes intersecgdes sobre o mesmo

e |
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plano de outros planos parallelos ao dos y . Sejio Pp=—1i,
M a=+'

A parte do solido separada pelo plano A P M, e pelos
planos MM' P, MM B perpendiculares a este, e pelo que
passa por A P he funcgdo das tres coordenadas x, y, z; mas
eliminando = com a equagdo da superficie, fica sendo [unc-
¢io somente de @ e y, isto he, chamando v a este segmento
do solido, teremos v=—=g (z, ).

0Os volumes correspondentes as projeccdes A Cqp, A Bmp,
A Cn P serio respectivamente ¢ (@ =1, y =i )3 ¢ (211, Yy)s
o (@, y-}i'). De [orma que o segmento do volume corre-
spondente & projecgio M'ngm serd

o(ztiy+i)+ol@y)—eltiy
—oq(® y+1)

s ddv 1 sy =f srig |
e Y T8 i' }-bii'®|-ete.

Sejio =, e z-}- Dz a menor, e a maior das ordenadas cor-
respondentes 4 base M'ngm. Serd Dz da primeira ordem
relativamente a i, ou ', ou a ambos, sendo estes infinitesi-
mos. Tambem serd o segmento sobre esta base medio em
valor entre os dois parallelepipedos da mesma base M'n gm
(ii"), e que tem por alturas hum a M' M(z), e o outro a
s+ Dz, isto he, entre ii'z, e ii' (s D z). De sorte que
teremos

ddv oo il ot —g3

drdy i dedy T
Logo i i

i —[sdx, e v=[dyfzdz

he a expressio do segmento elementar do solido, ou v==

Sffdxdyds.
Exemplo. Seja A origem das abscissas, e centro de huma
esphera, cujo raio he r. Serd

ré¢—mx* H__yu_ =2
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a equacdo da superficie, e teremos

Jida=fdaVr*—zt __y*

b Ak e

T
-

I

Vi

-+ ; (re —y?) arc. sen =

sem constante se o integral comecar com x, e
total até ao valor de

& -—V/?'E——y’:".

serfi
' I ]
Jada=_ q(rz—y?),
i :
OF S ¢ — - = 0 arco cujo seno — 1,
P /| P )
Logo

v=[dy[sdax— 1—: gfdy(rt—y?*)

=S arty—lqy",

enjo valor

itegral, que tomado entre os limites y=0,y—r di

P TN
[
igual & oitava parte da esphera.

Das superficies dos solidos regulares

894. Seja M'ngm Mn'¢'m’ o ultimo solido elementar,

Fig. 2as. ¢ Mn'q'm’ a sua superficie curva, comprehendida entre as
curvas Mn', n'q', g'm’, Mm/', que siio as intersecedes dos

planos lateraes com a superficie do solido. Imagine-se ti-

rado por M o plano Mn' ¢''m" tangente a esta superfi-

cie, e lerminado nas arestas verticacs.
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O quadrilatero Ma"q"m" he hum paralielogrammo, por-
que tem os lados oppostos em planos parallelos.

A sua projecciio sobre o plano dos xy he ii'. A sua
projecciio sobre o plano dos y = he o parallelogrammo, que
tem por lados oppostos a projecciio da recta ¢" m", e a ve-
cta Mn"; e cuja base he a recla que estd enlre a projec-

¢iio do ponto m”, e M, a qual he — ‘:; dx, e cuja altura

he i', ou dy. De forma, que esta projecgio he 5: dady.
Da mesma maneira a projecgio sobre o plano dos x 3 he
dz
d:t d i dx.

Temos pois

Mn"q"m"—dazdy \/(1 + (£)" + (;—:)“) cunii)

Similhantemente se acha, que o quadrilatero quebrado
composto dos dois triangulos Mn'q', Mm'q" he

d;rdy'\/(l +(5) + (;;)) ... (B)

A superficie curva elementar Mn'q m’, pelos principios
do § antecedente, e sendo s a superficie curva,’ he

xae it J-a'iti' - bid' L ete.
dxdy i

Temos pois tres superfices convexas com o mesmo limite,
das quaes a maior he composta do parallelogrammo Mn"
q"m", e dos triangulos Mn'n", Mm'm" quantidades da
terceira ordem a respeito de i, e i’; e dos trapesios n'n”
¢'q", m'm"¢'q", tambem da terceira ordem.

A superficie convexa media he composta da superficie
curva elementar, e dos tres segmentos mixtilineos M n',n'q,
m'q', 0s quaes sio tambem da terceira ordem.

A superficie convexa menor he a do quadrilatero que-
brado.
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Escrevendo pois d.r, d y por i, i'; teremos
dids i \ ' i.f: T & f_: 2h
drdy \/(] I (d'.r) - (n‘y) J
Logo

s—[fdady \/(1 o (L)! + (:_y)u)

Exemplo. Querendo achar a superficie da esphera, temos

B e AL Sy
d:_- __:'d'gr_ z
bogo dz\2 dz\e r
V@) +®))=x
0go

riae\J(+ () + (2))

rd .o E g
St P e AL R " QDY —
- J NI sy T rarc sen —

integral, que sendo tomado desde 2 —0, até x—y/7* —y?

!
he —= ;3 =rilogo

’

s=[dy[dx \/(f + (;%)2 + (%)2)

sendo tomado este integral ultimo entre os limites y=0,
y==r; o que he a oitava parle da superficie da esphera.
895. A equacdo (A) do § antecedente, porserdxdy a

prujel:.-l;ﬁn de Mn" ¢"m" sobre o plano dos 'y, mostra
que he
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o coseno do angulo formado pelo plano tangente com o
plano dos = y.

896. A normal N de huma superficie curva he a per-
pendicular ao plano tangente no ponto do contacto, e ter-
minada n’esse ponto, e no plano dos xy.

897. O angulo formado por N, e = he igual ao que he
formado pelo plano tangente, e pelo plano dos xy, por se-
-rem estas duas rectas perpendiculares aos ditos planos.

T men )+ )

]

898. Quando huma superficie espherica, ¢ outra curva,
se tocho de forma, que pelo ponto de contacto se ndo possa
tirar outra superficie espherica entre as duas, chama-se raio
de curvatura da superficie proposta ao raio da superficie
espherica.

899. Discorrendo como (§ 850) para achar este raio de
curvatura r, teremos pondo

43 ds
dx S d'_u_q'

il s N oy 2 . piptqdyg
dN'__n_'d"V’(.l i F _l_q I}—l_“v"ll—’,‘!-':-:—'fz}’
logo .
Aig et (14 p24+4D
pdptgdy '
c E]
—dzi14prt-g?)*®

pdptgdyg

e

900. A equacio polar das superficies curvas acha-se

transformando as coordenadas em outras variaveis referidas
. a hum polo. Assim se de hum ponto N da superficie se tira
para a origem A das coordenadas, chamada agora polo, a
recta R, chamada raio veclor, e se ac angulo NA P se
chama 0, e w a NP M, teremos

r— Recosh;

-

Fig.

285,
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PN—= Rsen
y == R sen ) cos w;
5 == Rsenfsen w.

Prolongando R, ¢ pondo NO=d R: ¢ tirando NQ i~
finitesimo tambem o perpendicular a R e no plano A P N,
serh NQ=Rd¥.

Tirando, no plano P M N, NS perpendicular a P N tam-
hem infinitesima, seré

NS— Rsenbdo.

Por serem perpendiculares entre si os planos4A PN, P MN,
e NS estar em hum, e ser perpendicular 4 interseccio de
ambos, lie tambem perpendicular a N Q, e a N O. Logo o
parallelipipedo determinado pelas tres arestas NO, NQ, N S
he rectangulo, ¢ o seu volume ou o clemento do solido
(§ 893) he
Resentd Rdbdw.

Assim por hum integral triplo podemos achar o volume
do solido regular, sendo dada a equagao polar.

Ezemplo. Querendo achar, por este meio, o volume da es-
phera, cujo raio he R, e o centro he o polo, entdo integrando

v=[[[R*sentd Rd0de
relativamente a R, teremos primeiro
T ; R"ffﬁl.}liﬂ didew,
sem constante, porque v he nullo quando R o he.
Integrando depois relativamente a w, desde w— 0, até

©w=—2= leremos
p=— ‘: =R* [senfdo.

BE TE
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Finalmente, teremos
d
p=—" wR3cosh - C;

integral, que sendo tomado allrc os limites cosf==1, cos ¥
— — 1 d&

¢ estes limites abrangem toda a esphera.

901, Curva de dupla curvatura he aquella que ndo esta
em plano. A interseccdo de duas superficies curvas he por
tanto huma linha de dupla curvatura, quando ellas se nlo
cortdo pelos lados rectos.

902. A curva de dupla curvatura constroe-se por meio
das duas equagdes das superficies curvas, das quaes he a
intersecgdo, fazendo n'estas as coordenadas communs.

903. Para rectificar huma curva de dupla curvatura pode
suppor-se, que o elemento ds da curva se confunde com
a sua corda, e entdio teremos

ds=y/(dz* +dy* 4 dz?).
90%. He o seu raio de curvatura

ds?
r= ——
v’{_iddr]!{—udy}!-}— (dd 3)2)

sendo ds constante. Acha-se discorrendo como (§ 854) s6
com a differenca de accrescentar (dds*) a (ddy)*.

FIM DO 2. E ULTIMO TOMO.

L7 -
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