
LIVRO 10. 

(JtMimelriii <S«" t r e s coordci ia i l i iN 

887. Sc em hum systema de duas coordenadas se tirão 
dos extremos das ordenadas quantas rectas parallelas se qui-
zerem, mas em plano diverso do das primeiras coordenadas, 
a superfície que fòr lugar dos outros extremos d'estas pa-
rallelas, chamar-se-ha superfície proposta; e estas parallelas 
lambem se chamarão ordenadas, e se denotarão por z; e 
cada tres rectas contíguas x, y, z coordenadas: e a equa-
ção que as comprehende chama-se equação da superfície 
proposta. 

888. A equação da superfície contendo tres variaveis, he 
claro, que duas d'ellas são absolutamente independentes, e 
que os valores arbitrarios, que se lhes forem assignando, he 
que determinarão os valores correspondentes da terceira por 
meio da equação da superfície. 

889. Achar a equação do plano. 
Sejão A P (x), P M' (y), M' M(z) as tres coordenadas do 

plano MB C cuja intersecção com o plano dos xy seja fí C. Fig. 281. 
Por M1 M tire-se hum plano MM' C parallelo a A P ou x, 

será M' C parallela a fí P, ou a x. Por P tire-se P D pa-
rallela a B C. 

Como os ângulos das coordenadas são escolhidos, ficão 
assim determinados os ângulos dos triângulos, taes como 
MM' C, e dos parallelogrammos como B P DC, e dos trian^ 

7.7. 
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gulos P M' D, e BA ou a fica sempre o mesmo. Teremos 
pois 

z = m. M C=m (CD + M' D) 

= m(a-\-x-\-n . M' P) = m a m x m n y 

por equação do plano proposto. 
890. Porque a qualquer equação da primeira ordem a 

tres variaveis se pode dar a fórma antecedente, segue-se que 
huma tal equação pertence a hum plano. 

891. Achar a equação da superfície curva da pyramide 
cónica. 

Fig. «82. Seja AP = x, e as ordenadas P M (?/), M N (z) sejão 
perpendiculares entre si, e estejão em plano parallelo á base. 

Será 
PN°-=y2 + z-. 

Também 
A B: B C.lx.PN. 

Logo 
ux2=y°- +s2 

he a equação pedida. 
892. Supporemos as coordenadas orthogonaes, isto he, 

y perpendicular a x, e a z, e o plano dos y z perpendicular 
a x. N'este caso chamão-se eixos respectivamente dos x, 
dos y, dos z a tres rectas escolhidas perpendiculares entre 
si, e parallelas ás coordenadas: e planos das coordenadas a 
tres planos perpendiculares entre si, e respectivamente pa-
rallelos a duas das coordenadas. 

Do volume dos solidos regulares 

893 . Sejão AP (x), PM' (y), M'M(z) as tres coorde-
nadas rectangulares da superfície do solido da qual M he 
hum qualquer dos pontos, e z he funeção de x, y. 

Fig. aos. Sejão Ap, Bm, Cq as intersecções de planos perpendi-
culares ao plano AP M1 dos xy, e parallelos ao dos xz: 
e sejão P n, p q similhantes intersecções sobre o mesmo 
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plano de outros planos parallelos ao dos y z. Sejão Pp = i, 
M' n — V. 

A parte do solido separada pelo plano A P M', e pelos 
planos MM' P, MM B perpendiculares a este, e pelo que 
passa por A P he funcção das tres coordenadas x, y, z; mas 
eliminando 3 com a equação da superfície, fica sendo func-
ção somente de x e y, isto he, chamando v a este segmento 
.do solido, teremos v — <p(x, y). 

Os volumes correspondentes ás projecções ACqp, A Bmp, 
A CnP serão respectivamente <p (ÍC —j— t, y-\-i');<p («-f" x> !/)> 
<p (x, j/ -J— t'). De fórma que o segmento do volume corre-
spondente á projecção M111 q m será 

? ( « + *» y + 0 » ) — ? ( « + * » V) 

— <?(x, y + i') 

= , o t . a i , , b | e tc> 

d x d y ' 1 

Sejão z, e z-\-D z a menor, e a maior das ordenadas cor-
respondentes á base M'nqm. Será Dz da primeira ordem 
relativamente a i, ou 1, ou a ambos, sendo estes infinitesi-
mos. Também será o segmento sobre esta base médio em 
valor entre os dois parallelepipedos da mesma base M'nqm 
(i V), e que tem por alturas hum a M' M[z), e o outro a 
z -Ç-Dz , isto he, entre i i ' z , e iV ( a - [ - D z ) . De sorte que 
teremos 

d d P • •! • d d v — 11 — Z l l 1 , ou —— — z . 
d x d y d xdy 

Logo . 
= f z d x , e v — f d y f z d x 

he a expressão do segmento elementar do solido, ou v = 
f f f d xdy d z. 

Exemplo. Seja A origem das abscissas, e centro de huma 
esphera, cujo raio he r. Será 



396 ELEMENTOS 1)E G E O M E T R I A . 

a equação da superfície, e teremos 

f z d x — Jd x\/ r- — x* — y" 

2 y 

f \ [r2—y2) are.sen = 

r 

sem constante se o integral começar com x, e cujo valor 
total até ao valor de 

integral, que tomado entre os limites y — O, y = r dá 

igual á oitava parte da esphera. 

894. Seja M' nqm Mn q'm' o ultimo solido elementar, 
e Mn'q' tn' a sua superfície curva, comprehendida entre as 
curvas Mn', n'q', q'in', Mm', que são as intersecções dos 
planos lateraes com a superfície do solido, lmagine-se ti-
rado por M o plano Mn q' m'' tangente a esta superfí-
cie, c terminado nas arestas verticaes. 

f z d x — J q(r" —ys) 

por ser q= - rr o arco cujo seno = I. 

Logo 
v = f d y f z d x = 1 qfdy(r"-—y«) 

1 « 1 ;t 
= i 7 r y ê qy*. 

Das superfleies dos solidos regulares 
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0 quadrilátero Mn" q' m'' he hum parallelogrammo, por-
que tem os lados oppostos em planos parallelos. 

A sua projecção sobre o plano dos xy he ii'. A sua 
projecção sobre o plano dos y z he o parallelogrammo, que 
tem por lados oppostos a projecção da recta q"m", e a re-
cta Mn "; e cuja base hc a recta que está entre a projec-
ção do ponto m'', e M, a qual he = dx, e cuja altura 

he i, ou dy. De fórma, que esta projecção he dxdy. 

Da mesma maneira a projecção sobre o plano dos x z he 

— dydx. d y J 

Temos pois 

Mn " q" m" = d x d y ^ ( l + (Ji)' + ( J i ) ' ) ...{A) 

Similhantemente se acha, que o quadrilátero quebrado 
composto dos dois triângulos Mn'q, Mm'q' he 

w o + f ê r + f ô n - w 
A superfície curva elementar M n ' q ' m ' , pelos princípios 

do § antecedente, e sendo s a superfície curva,'hc 

i H' + a'i°-i' + b'ii'* 4-etc. 
dxdy 1 ' 1 

Temos pois tres superfices convexas com o mesmo limite, 
das quaes a maior he composta do parallelogrammo Mn" 
q"m", e dos triângulos Mn'n", Mm'm" quantidades da 
terceira ordem a respeito de i, e i'\ e dos trapesios n' n" 
q' q", m'm" q' q", também da terceira ordem. 

A superfície convexa media he composta da superfície 
curva elementar, e dos tres segmentos mixtilineos Mn', n' q, 
m'q ' , os quaes são também da terceira ordem. 

A superfície convexa menor he a do quadrilátero que-
brado. 
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Escrevendo pois dx, dy por i, i'; teremos 

d d s // 

17Ty V ^ 

Exemplo. Querendo achar a superfície da esphera, temos 

logo 

logo 

dz 
d x 

x d z 

z'dy 

integral, que sendo tomado desde x = 0 , a t é x — r ' 1 ~ — y i 

he = ^ iz r ; logo 

s = f d y f d x 

sendo tomado este integral ultimo entre os limites y = 0, 
y = r; o que he a oitava parte da superfície da esphera. 

895. A equação (vl) do § antecedente, por ser dxdy a 
projecção de Mn"q"m" sobre o plano dos xy, mostra 
que he 
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o coseno do angulo formado pelo plano tangente com o 
plano dos xy. 

896. A normal N de huma superfície curva lie a per-
pendicular ao plano tangente no ponto do contacto, e ter-
minada n'esse ponto, e no plano dos xy. 

897. O angulo formado por N, e z he igual ao que he 
formado pelo plano tangente, e pelo plano dos xy, por se-

.rem estas duas rectas perpendiculares aos ditos planos. 
Logo 

v/(< + +('-;)*)• 

898. Quando huma superfície espherica, e outra curva, 
se tocão de forma, que pelo ponto de contacto se não possa 
tirar outra superfície espherica entre as duas, chama-se raio 
de curvatura da superfície proposta ao raio da superfície 
espherica. 

899. Discorrendo como (§ 8.-10) para achar este raio de 
curvatura r, teremos pondo 

dzVi + + 

- = _ ' / = ( • + / ' 2 + » i í > > 

p d p + qdq 

3 

r = = - d z ( \ + p 2 + v*)* 

p d p 4- q d q 

900. A equação polar das superfícies curvas acha-se 
transformando as coordenadas em outras variaveis referidas 
a hum polo. Assim se de hum ponto iVda superfície se tira Fig. 2«5. 
para a origem A das coordenadas, chamada agora polo, a 
recta R, chamada raio vector, e se ao angulo NA P se 
chama 0, e <•> a NP M, teremos 

r — /? cos 0; 

dN= 0 = 

logo 

e 
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I ' N R sen 0; 

j/ = li sen fj cos co; 

z = li sen 0 sen 

Prolongando /f, e pondo NO —(I R; e tirando A (J ii> 
rinitesimo também e perpendicular a li e no plano A P N, 
será N Q = R d d . 

Tirando, no plano P J/ N, NS perpendicular a P N lam-
bem infinitesima, será 

NS— li sen 6 d w. 

Por serem perpendiculares entre si os planos A P N, PMN, 
e NS estar em bum, e ser perpendicular á intersecção de 
ambos, he também perpendicular a N Q , e a N O . Logo o 
parallelipipedo determinado pelas Ires arestas N O , N Q , NS 
he rectângulo, e o seu volume ou o elemento do solido 
(§ 893) he 

li - sen 0 d li d 0 d (o. 

Assim por hum integral triplo podemos achar o volume 
do solido regular, sendo dada a equação polar. 

Exemplo. Querendo achar, por este meio, o volume da es-
phera, cujo raio he /í, e o centro he o polo, enlão integrando 

i1 = JJ f R" sen bdRdbdto 

relativamente a II, teremos primeiro 

t> = i Rsf/senôdôdw, 

sem constante, porque v he nullo quando R o he. 
Integrando depois relativamente a o>, desde to = 0, até 

OJ = 277, leremos 
v = ? TC R•"'/seri 6 d0. 
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Finalmente, teremos 

» =— v ( w/}3 eosO-f-C.' 

integral, que sendo tomado entre os limites cos 6 — 1, cos 9 
- - 1 dá 

R5; 

e estes limites abrangem toda a esphera. 
901. Curva de dupla curvatura he aquella que não está 

em plarço. A intersecção de duas superfícies curvas he por 
tanto huma linha de dupla curvatura, quando ellas se não 
cortão pelos lados rectos. 

902. A curva de dupla curvatura constroe-se por meio 
das duas equações das superfícies curvas, das quaes he a 
intersecção, fazendo n'estas as coordenadas communs. 

903. Para rectificar huma curva de dupla curvatura pôde 
suppor-se, que o elemento ds da curva se confunde com 
a sua corda, e então teremos 

ds = s/(dx* + dy°- dx%). 

904. He o seu raio de curvatura 

sendo ds constante. Acha-se discorrendo como (§ 854) só 
com a differença de accrescentar ( d d z s ) a ( d d y ) 2 . 

FIM DO 2." F. ULTIMO TOMO. 
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