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INTRODUCAO g

Os fenomenos fisicos de que vamos ocupar-nos serio, no
sou conjunto, os observados num meijo fluido no’qual se des-
locam corpos rigidos. ;

Estas investigagbes constitiem uma parte importante da
fluidodinAmica, que estuda os movimentos dos corpos atra-
vés de qualquer fluido, e dos préprios fluidos.

Infelizmente a insuficiéncia dos conhecimentos baseados
em experiéncias, e as dificuldades que sio encontradas no
uso dos processos analiticos, sio circunstiincias que nos
inibem, até agora, a despeito de admirdveis descobertas,
de chegar a conclusdes definitivas sobre os fenémenos a que
nos referimos. Também, pode observar-se que, duma ma-
neira geral, nenhuma das tentativas de explicagio do Uni-
verso, como as de Descartes, Newton, Thomson, Brillouin,
ete., tém consegunido o @xito desejado.

1 escusado encarecer a actividade e inter8sse das inves-
tigagdes realizadas neste capitulo da sciéncia. Debaixo do
ponto de vista utilitirio, com uma extensa aplicagiio aos
problemas téenicos, é também enorme o desenvolvimento

atingido. Tém conseguido jé resultados muito importantes’

as teorias scientificas s6bre os problemas relatives i nave-
gagllo aérea, e os problemas de hidriulica, os guais, como
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é sabido, tém estreita relagio com os vitais problemas da
energia nas instalagdes hidro-elétricas.

H4 pouco tempo, porém, apenas havia nocdes muito va-
gas sobre a resisténcia dos fluidos, questdo fundamental
nestes estudos, A-pesar dos mais notdveis sdbios terem
proseguido com entranhado inter@sse os sens trabalhos neste
sentido, a dificuldade que oferecem as observacgdes nflo tem
permitido determinar duma maneira precisa a natureza da
resisténcia dos fluidos. Contudo experiéncias recentes reve-
lam j4 que as leis da hidrodinimica clissica constituem
apenas uma primeira aproximacflo; e as Gltimas tentativas,
a0 mesmo tempo que demonstram uma maior complexidade
neste fenémeno, permitem-nos formular novas hipéteses.

O desenvolvimento que tomou a hidrodinfmica nestes
Giltimos tempos & enorme, e neste trabalho indicaremos
como, baseados nas teorias da fluidodinimica, os fenémenos
da resisténcia tem mais larga compreensfio com uma satis-
fatéria verificaglo experimental das formulas a que somos
conduzidos.

Os sucessivos aperfeicoamentos, que tantos autores imi-
nentes tdm conseguido, bastarfio para justificar o desenvol-
vimento, que entre nés devemos imprimir a estes estudos,
que, de grande valor para a economia dum pais, constituem
a demonstragio mais evidente da enorme importincia das
mateméticas, em cujas teorias a engenharia encontra pre-
ciosos elementos para a solugflo dos seus problemas.

Nio devo terminar estas consideragdes sem acentuar a
especial atenclio que merecem as investigagbes experimen-
tais realizadas com o fim de resolver os problemas dos flui-
dos pelo sabio professor da Universidade de Toulouse M.
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C. Camichel. Com o maior prazer aqui lhe testemunho a
minha gratidio por me ter faciliftado o seu conhecimento,
levando a sua amabilidade ao ponto do perniitir-me que apro-
veite neste trabalho duas imagens demonstrativas dessas in-

vestigagdes,







CAPITULO I

Consideragdes preliminares

1. Devemos a Arquimedes os primeiros elementos da
fluidodindmica, baseados sobre resultados experimentais.
Entre 8les o principio a que ligou .0 sen nome, e no (ual
assenton uma teoria de flutuadores com o estudo da estabi-
lidade do equilibrio.

Atenta a grande aplicagfio do estudo déstes fenémenos,
mereceram @8les sempre espgeial atengllo, e nio serd de mais
afirmar que a resisténcia dos fluidos ters sido objecto de
remotas investigagdes. J4 para a construclo dos navios de-
veria existir um conjunto de regras, que nio chegaram até nos.

Durante muito tempo, pouco se avangou sobre os resul-
tados obtidos por Arquimedes. Em fins do século xvi,
Stevins estabeleceu algumas bases para o estado da estitica,
e encontron de novo aqueles resultados utilizando a idea da
solidificagio dum liquido sem destraiciio do equilibrio.

%. As primeiras experiéncias sObre a resistincia dos
fluidos sfio atribuidas @ Galileu, que, estudando o movimento
dos corpos ¢ considerando a causa que modifica a lei da
queda dos graves, estabelocida para o vasio, se refore i ro-
sisténcia produzida pelo ar, nos seguintes termos (1):

«0 ar a-pesar-de muito mébil, reduz a velocidade dos

(1) Didlogo 1., 1638,
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corpos que caem, por muito pesados que sejam, como pode
verificar-se pela experiéncia seguinte. — Se duma torre muito
alta for disparada para baixo uma bala, esta penetrard me-
nos no solo do que penetrard outra que seja disparada a
quatro ou seis bragas acima do solo, sinal evidente de que a
velocidade da bala atirada de cima da torre diminuiu cons-
tantemente na sua descida através do ar...». Os acadé-
micos de Cimiento comprovaram (1657-1667) as previsdes de
Galileu medindo o didmetro da perfuragiio produzida pela
bala num disco de folha.

Contado, Galileu nilo considera no estudo dos movimentos
a alteracfio proveniente da resisténcia.

3. Mariotte, que repetiu as mesmas experiéncias, for-
neceu o primeiro ennunciado duma lei do movimento retar-
dado pela resisténcia do ar [Tratado da pressdo e do choque
dos corpos, 1679), apoiando-se na doutrina de Galilen sdbre
a queda dos graves.

Supondo a resisténcia proporcional & velocidade, Mariotte
chega & seguinte formula para calcular o espago percorrido
no fim de n segundos:

zmg%’[l—-a(1+“;1)].

Esta formula foi verificada no Observatério Astronémico
de Paris pelo proprio Mariotte, que emcontrou os resultados

concordantes com a teoria.

4. Pelamesma ocasillo, Blaise Pascal (Traité de I'équilibre
des liqueurs, Paris, 1663) torna conhecida uma importante
propriedade dos fluidos: Principio de Pascal. «As pressdes
transmitem-se integralmente em toda a extensfo dum liquido».
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Adiante veremos rapidamente a grande importinecia déste
principio para o desenvolvimento teérico desta sciéncia, cons-
tituida no grande mistério que ainda hoje perdura sobre a
natureza dos fluidos.

5. Nos fins do século passado tomaram grande incre-
mento diferentes ramos da engenharia, como o estudo das
pressdes na arquitectura naval, resisténcia oposta i marcha
dos veiculos, navegacio aérea, meteorologia, ete.

Exigin-se uma solugllo mais rigorosa para todos estes
problemas, e os meios de que a sciéncia entio dispunha
eram principalmente as formulas tedricas da hidrodinfimica
dadas por Newton, e algumas férmulas empiricas experimen-
lais, .

Definigdes dos fluidos

6. O método utilizado por Newton para a determinaciio
da resisténcia que sofre um corpo quando se move num
fluido, fornece a base que tem sido aproveitada por muitos
dos autores que tém abordado éste assunto.

Decerto devido as dificuldades encontradas, Newton con-
siderou o fluido sob dois pontos de vista e procurou combater
a teoria dos turbilhdes de Descartes.

Numa das suas hipéteses considera o fiuido como um
conjunto de corpisculos eldsticos que tendem a afastar-se
uns dos outros em conseqiiéncia de uma forga repulsiva, e
dispostos livremente a distincias iguais. Noutra hip6tese,
Newton considera os fluidos num estado de continuidade e
compressio em que as particulas que os compdem estdo
contiguas.

7. Newton, para estudar a acclio dos fluidos sobre os
corpos sblidos neles imersos, supde que é o fluido que choca

-
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0s corpos, e determina a relaglio entre o efeito do choque
dum fluido sobre uma superficie curva e sobre um plano.

Além disto, Newton supde muito pequena a densidade do
fluido relativamente & do sélido, e admite que o movimento
do fluido devido & presenca do obstdculo nfio é comunicado
is regides vizinhas.

Partindo déstes principios, Newton chegou ao estabe-
lecimento das suas leis sobre a resisténcia dos fluidos, as
quais, atendendo aos reduzidos recursos das sciéncias ma-
teméticas naquela época, representam um forte poder de con-
cepgio.

8. Daniel Bernoulli, que deduoziu as leis do movimento
dos fluidos aplicando o principio da conservaclio das forgas
vivas (teoria que publicou no tom. i da Academia de S. Pe-
tersburgo), considera o fluido composto por um conjunto de
pequenos corplisculos eldsticos que se comprimem uns aos
outros, Baseado nesta representagiio, Daniel Bernoulli gene-
ralizon aquele prineipio, notando que a conservaclio das
forgas vivas tem lugar num sistema de corpos de qualquer
espéeie.

9. Assentes as bases da hidrostitica por Clairaut, foi
estabelecida a doutrina da hidrodinamiea, partindo do prin-
cipio de d'Alembert, tomando-se em consideraglo o prineipio
de Paseal. D’Alembert, nota que, dentre as concepgdes até
ontlo apresentadas, a melhor e mais plausivel seria a devida
a Newton quando considera o flnido como um corpo cujas
partes cedem a uma forca qualquer que sobre elas actue e
que se movam ficilmente, cedendo a essa forga. Para
d’Alembert a melhor nogho sobre a natureza dos fluidos é a
que decorre do principio de Pascal, por @ste ser um resul-
tado da experiéneia geralmente admitido.
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10. Uma das maiores vantagens que d’Alembert aponta
& sua teoria resulta da possibilidade de ela servir para a de-
monstra¢iio de que a importante lei da meefnica chamada da
conservagio das forgas vivas, tem lugar tanto para os séli-
dos como para os fluidos.

Estabelecidas as leis do movimento, proeura d’Alembert
a acglio dos fluidos s6bre os sélidos e, lamentando a falta de
elementos rigorosos, considera que o (nico resultado expe-
rimental aproveitivel & o seguinte: as particulas fluidas, de-
pois de impulsionadas, viio ocupar atrds do eorpo o espago
que éle deixoun vasio.

11. J& para o caso da percussiio sobre o plano eram
grandes as divergneias entre os mais notiveis mateméticos
daquela época. A falta do conhecimento da extensiio da per-
turbagio provocada pela presenca dum obstdeulo basta para
serem atribuidos valores muito diferentes A resisténeia.

Estabelecimento das equagdes fundamentais
da hidrodindmica

12. Como acabamos de observar, as propriedades dos
fluidos siio mal definidas, e os geémetras fundam-se para os
seus estudos em hipoteses que estabelecem sobre a consti-
tuigdo déstes corpos.

Obedecendo & natural necessidade de bem localizar os
elementos, foram levados ao extremo os seus caracteres.
Assim, na meecdinica racional foram considerados eorpos in-
teiramente desprovidos de toda e qualquer tendéncia a guar-
darem uma forma determinada: — os fluidos perfeitos de
natureza completamente oposta & dos s6lidos.

Os fluidos slo representados por um sistema material
continuo, para o qual, no estado de repouso, os esforgos inte-
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riores sllo pressdes normais. A palavra esforco foi adoptada
por E. Cosserat e F. Cosserat numa memoria sObre elasti-
cidade (Annales de la F. de S. de Toulouse (1) 10 (1896)
mem. n.° 9, pag. 38). Na Inglaterra W. J. M. Rankin (Ma-
nual of applied mechanies, London, 5.* ed,) usou a palavra
stress. Na traduglo francesa desta obra, A. Vialay diz sim-
plesmente « acgdes moleculares». Se esta propriedade tiver
lugar no estado de movimento o fluido diz-se perfeito. No
caso contrério o fluido é chamado viscoso. Na prética é ficil
verificar que sempre existom esforgos obliquos nos fluidos
em movimento e que por isso realmente sfo todos viscosos.
E o que se verifica num canal de inclinagio constante no
qual a 4gua, sob a acglio da gravidade, nflo toma um movi-
mento uniformemente acelerado como deveria suceder se
as suas particulas se deslocassem sem resisténcia umas sobre
as outras. Atendendo i complicagio do problema e por
ser insignificante o efeito da viscosidade em muitos casos,
para reduzir as dificuldades, numa primeira aproximagfo
nlio se considera a viscosidade.

13. As equagbes gerais da hidrodinfimica, da mesma
maneira que as relativas aos meios continuos, podem obter-se
partindo do seguinte teorema relativo a am sistema material.
— Num sistema qualquer as forgas de inéreia verificam a cada
instante as seis condigdes de equivaléncia a zero dum sistema de
peetores. Rste método foi indicado por Cauchy numa me-
méria intitulada: Da tensdo ou compressdo num corpo sélido.
(Oeuvres (2) 7. Paris, 1889, péig. 60/81). A. G. Greenhill
(Encyclopaedia Britanica, 11¢ ed., 14, Cambridge, 1910,
phg. 115/85 art. hydromechanics) deduziu as equagdes da hi-
drostitica deste principio por meio do teorema de Green,
avaliando o acréscimo da quantidade de movimento sofrido
pelo fluido encerrade numa superficie fixa.
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Este método equivale ao emprogado por Eulor. [ Hist.
Acad. Berlim, 1755, od. 1757, phg. 74/315].

14. Aquele grande gebmetra, que simplificon as equa-
¢des dadas por d’Alembert dando-lhes a forma actualmente
usada, encarou o problema da maneira seguinte: estudando
as variagbes dos elementos representativos do movimento
do fluido nos diferentes pontos do espago. Designaremos
por u, v, w, as projecgdes da velocidade no instante ¢, se-
gundo trés eixos rectangulares, correspondentes a um ponto
qualquer do espago de coordenadas (x, y, 2). As velocidades
u, v, w, duma particula do fluido dependem, duma maneira
geral, das varidveis @, y, 2 o t. A ostas quatro varidveis
dé-se o0 nome de varidveis de Euler.

Outro sistema também empregado na hidrodinmica é o
das varidveis de Lagrange. Neste caso sio tomadas como
varidveis independentes as coordenadas @y, Yo, 20, no instante
t=0 e a varidvel ¢,

Portanto, emquanto que no método d’Euler consideramos
0 movimento num ponto do espago, Lagrange segue a parti-
cula fluida no seu movimento.

Estes dois sistemas de varidveis foram empregados por
Euler [Hist. Acad. Berlim, (1755), ed. 1757].

Lagrange indicou-os igualmente na sua Méchanique Ana-
litique, 2, Paris, 1788, pig. 442/9, 450/3; 3, Ed. Mécanique
Analitique, 2, Paris, 1855, pag. 253/62, 262/6 o nas suas obras,
Paris, 1889.

15. Para um volume elementar que destacaremos do
fluido sob a forma dum paralelepipedo infinitamente pe-
queno, de lados d, dy, dz, paralelos aos eixos coordenados,
vamos estabelecer as equagdes do movimento segundo o prin-

cipio de d’Alembert: A soma geométrica de todas as forcas
2
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que actuam sobre um sistema qualquer em movimento e das

forgas de inéreia & igual a zero.
Como o paralelepfpedo estd submetido & pressdo hidro-

z
a ¥
Ed" ¢
S -
AT 17
d s
0 x
¥
Pig. 1

dindmica que actua sobre as faces, se no centro (x, y, z) do
paralelepipedo a pressfio é p, a pressio sobre a face bl c'e,

3 A . dz
que se encontra & distiincia 5 do centro, seré

opda

oz 2 °

pt

Sobre a face simétrica desta aa'd'd a pressiio serd

_dpdz
P e T

Com o mesmo raciocinio, obtemos as pressdes sGbre as
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faces a'¥e'd', abed, ad Vb, dd ¢ ¢, respectivamente iguais a

ép dy

3
ap dy
8y 2
opds
gz 2
_dpds

gz 2

Pt

P+

A soma das projecgdes segundo Ox das pressdes hidro-
dinimicas que actuam sobre a superficie do paralelepipedo
elementar serd portanto:

Zopsa ( Bp dw op
( a$2)dydz-—- p—[—axg)dydz —é&dzdydz.
Da mesma maneira se obterd segundo a direegiio Oy:

_ap

dx dy dz
” dy

segundo a direcgio Oz:
P dodyds
33 daedydsz.

Se fizermos corresponder A unidade de massa a forga
cujas componentes sio X, ¥, Z, as projeccdes das forgas que
actuam sObre a massa do paralelepipedo considerado serdio

Xpdedydz

Ypdrdydz
Zpdxedydz




S 5

onde ¢ exprime a densidade do fluido, dx dy dz o volume do
paralelepipedo. As projecgdes das forcas de inéreia corres-
pondentes ao paralelepipedo terfio as seguintes expressdes:

d*z
—.pd.-vdyn{za—i
— pdxdydz ;‘Z
—pd.:dydzdt!.

Substituindo estes valores nas formulas que traduzem
o prineipio de d’Alembert, resulta:

ap

v dxdydzn_\pddedz—pdzdydzdS
ap
aydzdydz— }pd.rdydz—pd.rdydzd,
g-”d.mzydz_?pd.rdydz_pdmydz‘j:,
ou ainda
L5 NI .
\}Ta&}_‘ di?
ilap L dYy
(1) '.?a—!}—- Y — r-’t’
1 ap d_*ﬂ
|Fa_z d't'!'

A transformaclio d’Euler consiste em substituir as se-
gundas derivadas das coordenadas pelas varidveis u, v, w, e
pelas suas primeiras derivadas em relagfio As coordenadas
e ao tempo.




Entdo obteremos:

diz du gudr  pudy  puds
7 il aﬁa”ﬁa—y;i#a;a'

@.]. .+. -:_"JE+ o
ay

e anilogamente

d*y v .EII;- dv
ﬁ"at+“6m y*'az
[ 3z _ow dw dw
B0 "o +""+"’—

Substituindo na equaclio (1) estes valores, obtém-se as
equagdes d'Euler com a forma:

lap__\. du ﬂu_taﬁ cu
(3 R T s g
1 dp . 8y av oy au
: T% A Rt Al e
R S R e
p 9z ot ox oy oz

A 8ste sistema junta-se a equagiio de continuidade

aP d (pu) , 8(pv) B(Pfﬂ)
+ px + ay oz ik

a qual exprime, que o fluido permanece continno durante o
movimento.

E ainda necessiria uma equaciio complementar pela qual
se determina a natureza fisica do fluido. E uma relagiio entre
a pressio, a densidade e a temperatura

p=f(p, 6).
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Estas cinco equagdes sio as relagdes que nos permitirdo
determinar u, v, w, p e p em funglo de =, y, 2

16. No caso dos fluidos incompressiveis a densidade
serf constante. A equaglio de continuldade tomard neste
caso a forma seguinte:

17. Para um fluido incompressivel no caso dos movi-
mentos permanentes, isto &, quando a configuragio é inde-
pendente do tempo, as equagbes tomam a forma seguinte:

(1 gp Y— ou a_u du

?§;=4 a—vay—‘wéz-
1ép Shy oo v—?E—! ‘_b‘_f
BJ die ay dz
(2) 14 P 00 m‘_a_ﬁ?
¢ Bz o BJ oz
Ou  gv  gw
R TR
\ ¢ = const.

Fixaremos ainda que as rotagdes das particulas sio re-
presentadas pelo vector-turbilhilo :

: pw v
2E=  iaaly>
9, 0u 0w

0z Oo
$E s 2D
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18. Além das equagdes do movimento (2) é necessirio
considerar as condicdes iniciais, que se obtém determinando,
para o instante inicial ¢=0, as posicdes das particulas e as
suas velocidades, e as condigdes limites, conforme o fluido
esteja em contacto com uma superficie, que o limite por
todos os lados ou s6 em parte, podendo existir entlo uma
superficie livre.

Alguns teoremas classicos

19. TeoremMa DE EULER. — Sendo AB um filete fluido,
e admitindo que as forgas exteriores, que actuam 8dbre a

Fig. 2

unidade de massa, sdo nulas, o conjunto das pressdes que se
exercem sdbre o tubo considerado, equivale a duas forcas
normais &s seccdes A e B, das quais uma, MV, aplicada ao
ponto B @& saida do filete, e a outra, MV, no ponto A den-
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trada. V e Vi representardo as velocidades nas secgdes A
e B, e M a quantidade de fluido que atravessa a secedo na
unidade de tempo.

No caso do movimento permanente a massa do fluido
para um filete determinado 6 uma grandeza constante e in-
dependente do tempo.

A intensidade da primeira forga serd dada pela quanti-
dade de movimento do fluido na secglio B, por segundo, e
a sua direcgfio serd a da velocidads. Com a mesma direcciio
da velocidade, mas com sentido contrério, a segunda forca
terd andlogamente por intensidade a quantidade de movi-
mento por segundo na seccllo A.

Quando estas forgas forem concorrentes haverd uma re-
sultante, e em geral terfio por sistema de reduclio uma forca
e um bindrio. Todas as forgas das pressdes hidrodindmicas
do meio fluido sdo consideradas aplicadas & superficie do
filete elementar e supde-se por abstracelio que foi suprimido
o fluido, que envolve o filete infinitamente pequeno. Fa-
zendo actaar além das forgas precedentes, em cada ponto
da massa do fluido contida no tubo, as forcas de inéreia, e
imaginando que nfio tem lugar o movimento do filete, pode-
remos, em virtude do principio de d’Alembert, considerar
o sistema em equilibrio.

As forgas de inéreia serfio representadas pela expresdo

Zmj.

As projeccdes destas forcas segundo os eixos coorde-
nados serdo dadas pelas seguintes expressdes:

Ewmj,, Emj,, *Zmj,.

A projecgllo de j, segundo o eixo dos @, 6 a derivada da
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projecgiio da velocidade V, em relagiio ao tempo

oL BN
) et i
logo,
Emj,=Xm dT:t_:

ou, atendendo a que a massa 6 independente do tempo, temos

Vi ‘ol

o
PR N Sy
&t g Ve = Eal,

Emj,=Xm

No instante ¢ o fluido ocupa uma parte AB do filete
fluido; no instante ¢+ dt o floido desloca-se e vai ocupar
uma nova posi¢ilo A'B' (fig. 2). A quantidade do fluido con-
tida entre A’ e B nos instantes ¢ e t-}-dt nflo se altera por
ser independente do tempo a velocidade. A diferenca entre
as quantidades de movimento no instante final serd devida a
ter desaparecido uma certa quantidade de movimento entre
A e A, e uma nova ter aparecido entre B e B'. Se desi-
gnar-mos por M a massa do fluido, que passa no filete na
unidade de tempo, serd Md¢ a massa que se escoano tempo
dt: 6 a massa contida entre A e A’ ou B e B'. A quanti-
dade do movimento do fluido entre as seccBes A e A' seré
MVdt; da mesma'maneira para B e B' serd MV, dt.

Representandq por = e oy 08 cosenos dos f&ngulos das
velocidades com o eixo dos #, as projeccdes destas quanti-
dades de movimento sObre éste eixo, serfio =

MVdte o MVydia.

A diferenga das quantidades de movimento das massas
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contidas entre as seccdes AA' o BB' é

MV diay — MVdtx;
¢ portanto temos

dEmV,= MV diay — MVdta,
donde

dEmj,=d%E mVy=MVjey —MVa.

Para os eixos dos y e dos z teremos anilogamente

. Emjy =MVl — MVp

*) Zmj; = MV —MVy.

Estas formulas esprimem, que a reducio de. t0das as pres-
sdes, que actuam sobre o filete a uma forga e um bindirio,
conduz a uma que é a resultante de MV, e MV.

Para verificarmos, que o bindrio resultante de todas as
pressdes transportadas A origem, é igual ao bindrio resul-
tante do transporte de MV e MV; para a mesma origem,
vamos demonstrar, que a projecc¢iio dos momentos das quan-
tidades de movimento em relacio a cada um dos eixos
coordenados, & igual ao momento das pressdes em relagio
a estes mMesmos eixos.

Jomo no caso considerado, as forgas da pressfio hidro-
dinfimica sfo equivalentes is quantidades mj, os seus mo-
mentos serfio equivalentes aos de mj. Os momentos das
pressbes, slo portanto:

= m (35 — 2jy)
Em(zj.—aj;)

Em(xjy— yjs)
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e, considerando a formula (3) resulta

] i o dv, dV,
Zm i — ai) =2 (v 5 —# /).

Diferenciando Em (y V:—2V,) vem

dVy dvV,
+“ﬂ ”ﬂ_“zﬂ

ol Zm(yV:—zV,)=Em

dt ( dv‘

@ como &
_dy dz
L g
teremos

s R W SRR R "i‘l, .‘.m--l' ;

i dV. ﬂ"\f -
yr Em(yV:—zV,)=ZEm (y n,; + V.V, — -R— —V,V )

=Em( dav, dvV, )

rH VR
=Zm(yj: —2jy) -

Para determinarmos a variacho dos momentos das quan-
tidades de movimento, para o intervalo de tempo dt, dividi-
remos o filete em duas partes: uma de AaA'ede A'a B
para o instante inicial, e outra de A' a B e de B a B’ para
o instante final.

O momento das quantidades de movimento do fluido
compreendido entre as secgdes A A’ em relagiio a Oz serd:

MVdt (yy — 2B)
toremos portanto:

Mdt (11 Vo — 2V i) — Mdt (yVy —2VB)=d Em (yV,—=Vy)



donde

d
() ZEmEV:—2Vy)=M (y:Viti—2Vi p)—M (yVy—2Vh)

e da mesma maneira para ox e oy.

Resulta pois, considerando as expressdes (4) (D), que as
acgdes das pressdes hidrodindmicas sobre o filete, siio equi-
valentes s forcas MV e MV,.

20. O teorema de Euler permite determinar a resultante
de todas as forcas, que se exercem sObre os diferentes
pontos da superficie do filete o nos planos terminais, expri-
mindo-as por meio da quantidade de movimento do fluido
que passa através do pequeno filete.

21. TeoremMA DE BErRNoULLL — Sendo U uma. funcho
2' —U-I—
+ const. pnra cada filete fluido. No caso dum movimento

I
irrotacional £ . + ¢ U, & constante para todo o fluido o 8ste

de forgas, e a densidade funciio da pressio, é £

facto, & dLSIgnado algumas vezes por teorema de Lagrange.
Chega-se rapidamente i férmula, que traduz o teorema
de Bernoulli partindo das equagdes gerais da hidrodinmica.
No caso do movimento permanente, ficilmente se deduz
a expressllo:

(1 fop aop ep » K
_[;(a—xrb:-l—-a—;‘dy+gz-dz)=kdx+Ydy+£dz—~
S (aﬁ fm+”” rfy-l-—rfz)

(6) (

—v| a. f.".’c —|— rh,' + a—- dz)

(6'!-‘-3 +4- % rf +@Erfz)
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Para determinarmos a variaglo da presssio ao longo
duma linha de corrente, atendendo a que os deslocamentos
da, dy, dz sfo fungdes do arco ds & necessério, que sejam
verificadas as condigdes seguintes:

de=udt, dy=vdt e dz=wdl.
Substituindo estes valores na equaciio (6), vem:

' rf:;".=}{r!a:+"i"rfy—|—2rfz—

y 2

- 8 gk
—_ i H_—I__b_tl) dt=XdetY riy 4+ Zdz—

5

Y T T SR e N
_i(u._—_f_z: +w )r”_ ;i_(u Foidtw )d:_

a "T!) a (‘TS a (V: j
wlz)etylg)ataiz)e

visto que V=Vul+4v?4w? é o valor absoluto da veloci-
dade da particula fluida ao longo da sua trajectoria.
Supondo, que hd um potencial U, teremos

T AlT 1
g P R LR )
da oy oz

@ a equaclio (7) reduz-se a

d

FP R (W).

2
Integrando segundo uma linha de corrente, temos:

. ' I
% + o= U + const,
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Esta expressiio ¢ geralmente designada sob o nome de
férmula de Bernoulli.

22. Relativamente aos fenémenos de descontinuidade, e
aos choques dos fluidos, a que adiante nos referiremos, fez

Borda consideragdes interessantes, o nas quais foram ba-
seadas as teorias de Saint-Venant e Poncelet, sobre o teo-
rema de Carnot, assim formulado:

« Quando um sistema qualquer animado duma velocidade
determinada se precipita noutro sistema, e a velocidade do
primeiro diminui até ser igual A do segundo, a perda total
da poténcia viva, é igual A poténcia viva devida as veloci-
dades perdidass.

Se num fluido com a velocidade Vy e a pressio py for
langado outro fluido sob pressfio, animado duma velocidade
V >V, observa-se que se forma uma corrente que nilo se
mistura com o meio em que o fluido foi langado, a qual vai
aumentando de volume e diminuindo de velocidade até atin-
gir a volocidade do meio envolvente.

Intervém diferentes acgbes durante éste fenémeno, que
se prodoz no intervalo das duas secgdes A e B, sendo A
aquela por onde entra a corrente i pressiio p com a veloei-
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dade V e a outra onde a corrente atinge a pressfio py e a
velocidade V; do fluido envolvente.

Borda, por 8sse facto, aplicando o teorema de Bernoulli
As secgdes A e B, juntou & féormula um coeficiente de cor-
recclio para exprimir a perda de poténcia viva absorvida pelo
choque:

2 S §
%-&*Y‘fﬁ-(—v 2"—i)=U+const.

Movimento num plano

23. Neste caso o problema consiste em estudar o movi-
mento das particulas fluidas situadas num plano, supondo-se
que para tdodo o fluido as velocidades de que estfio animadas
as particulas slio paralelas a um plano fixo. O movimento
fica neste caso caracterizado, tomando-se para plano de re-
feréncia qualquer dos planos paralelos. A equaclio de conti-
nuidade neste caso serd para o plano z=0

0.
dx ' dy

Esta equaglio exprime, que
— v da 4 udy

& uma diferencial exacta e poderemos escrever:

ol all
(8) u=t vn—a;.

A fungfio ¢ é geralmente designada pelo nome de fungfio
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de Stokes, ou fun¢lio de corrente em virtude do seu signifi-
cado cinemdtico. As linhas de corrente, com efeito, tem por
equaciio

dz  dy
i v
isto &
dy=0
on
¢ = const.

Nao havendo turbilhdes, e sendo % o potencial de veloci-
dades teremos

) =

o'  o%
0= —L =1}

Ae dzt " gyt

o' 0%

by o ¢
Ad =t 0

e atendendo as equagdes (8) e (9) vé-se que as fungbes o e
¢ sfio harménicas conjugadas. A funcllo g+ i de z=w 4 iy
¢ uma funefio analitica da varidvel z




CAPITULO TI

Paradoxo de d’'Alembert

24. Por meio das férmulas fundamentais do capitulo y
anterior, tomando para base a hidrodinimica cldssica, tem-se
procurado explicar os fenémenos, que tém lagar nos fluidos
naturais, atendendo aos resultados obtidos para os fluidos
perfeitos.

Marcando uma nova fase para estes estudos, Helmholtz
precisava esta idea da seguinte maneira: «Autant que je
puis le voir, il n'éxiste réelement, & 1'heure actuelle, ancune
raison pour ne pas considérer los équations d'hydrodinami-
que comme les expressions exactes des lois qui, dans la
réalité, régissent lo mouvement des fluides .

25. Se em muitos casos tém sido vencidas as dificul-
dades que pareciam invalidar esta orientaglio, é também
certo que o problema que se apresenta quando se considera
um obsticulo no seio dum fluido, constitui justamente um
dos casos que, de hé muito, mais tem experimentado os
esforgos dos matemdticos, que tém seguido esta ordem de
ideas.

26. A resisténeia, como jé tivemos ocasifio de indicar,
¢ revelada pela diminnigio absoluta que sofre a velocidade

dum corpo langado através dam meio fluido.
3
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Ora, como os efeitos que nos tornam conhecido @ste fe-
némeno slo observados nos fluidos naturais, ocorre veri-
ficar se esta accllo retardadora terd apenas lugar nos fluidos
naturais, isto 6, se serd essencialmente devida & viscosidade.
Torna-se portanto necessdrio calcular o valor resultante das
pressdes exercidas no obstdculo, partindo da teoria indicada.

97. Tebricamente, como ¢ sabido, segundo o prineipio
do movimento relativo, ¢ indiferente considerar o fluido
mével e o sblido fixo, ou o s6lido mével num fluido em re-
pouso. Na pratica, porém, como indicaram Dubuat e Du-
chemin, a resisténcia Ry, que sofre uma placa imbvel numa
corrente de flnido, & superior & resisténeia R que opde &
mesma placa o fluido em repouso, no qual ela se desloca,
gondo a relaciio das duas resisténcias:

Ry
==13.
: Pupe

A diferenca entre Ry o R ¢ conhecida por paradoxo de
Dubuat.

Rsto desacordo era também atribuido a erros experi-
mentais.

28. O professor Zukovskij executou uma engenhosa
experiéneia para demonstrar que o paradoxo de Dubuat se
manifesta em conseqiiéncia de terem lugar regimens dife-
rentes no fluido, nos dois casos, facto que aparentemente
parecia ndlo ter lugar.

Esta experiéncia consiste em medir com uma balanca
apropriada a resistbneia, que sofre a placa fixa, quer impri-
mindo o movimento deslocando o recipiente que o contém,
quer langando a corrente do fluido através do recipiente.
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Comparando estas duas experiéneias, conclui Zukovskij
que esta divergéneia é devida & velocidade relativa entre a
corrente @ as paredes do canal quando, em virtude do atrito
nas paredes, se formam turbilhdes.

Para ser elucidado &ste ponto tedricamente, torna-se,
porém, necessirio um conhecimento exacto das condiedes de
formagllo do regimen da corrente em volta do obstéculo
nos dois casos.

29. Se considerarmos o caso dum sélido deslocando-se
nom fluido indefinido, com um movimento de translaglo uni-
forme, a resultante de tddas as pressdes que se exercem
sobre o sélido, na direcelio da velocidade do fluido no infi-
nito, ¢ nula, segundo a teoria analitica de Euler. Isto é,
sendo continuo o movimento do fluido em que estd mergu-
lhado o sélido, a resisténcia sofrida por &ste é nula, qual-
quer que seja a forma do sélido.

Esta proposiclio estd em contradigio com a experiéncia,
e constitui o paradoxo chamado de d’Alembert, que foi o pri-
meiro a fazer esta observaciio no caso duma esfera dotada
dum movimento de translagiio uniforme no seio dum liquido
indefinido.

30. Se considerarmos um corpo s6lido em movimento
imerso num fluido incompressivel, limitado por um ei-
lindro, e aplicarmos ao sistema solido e fluido uma veloci-
dade oposta A do sélido, teremos o caso dum s6lido em re-
pouso no seio duma corrente fluida.

Suponhamos que limitamos o fluido, de um e de outro
lado do sélido, por duas secgbes rectas, situadas a uma grande
distincia; entdo, aplicando o teorema de Euler, como a
soma das pressdes sobre as superficies laterais dos filetes &
nula, ficam apenas as pressdes sobre a superficie exterior do
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fluido e sobre a superficie do fluido em contacto com o obs-
tdculo. Ora, como neste caso tem logar a formula de Ber-
noulli, teremos

‘% +- -i— V? = const.

Em virtude das condigdes do problema, as pressdes sdbre
as duas secgdes destroem-se.

A resisténeia serd pois equivalente is forgas correspon-
dentes is quantidades de movimento que se anulam sbbre as
duas seccdes rectas. A resisténcia directa é, portanto, nula.

31. Determinada a velocidade do fluido em relacfio ao
corpo e caleulando as quantidades de movimento duma ma-
neira geral 4 acglio do fluido sdbre o obsticulo serd igual a
uma forga e um bindrio.

O Professor U. Cisotti, abstraindo das causas a que po-
deria atribuir-se o desacOrdo entre a representaciio matemi-
tica e os resultados experimentais, féz dum modo muito
geral esta verificacilo.

Para isso, aquele sibio professor (!), representa a super-
ficie que limita o corpo por ¢ e os cosenos directores da
normal a esta superficie dirigida para o interior por «, 8, 1.

Um sistema de eixos (@, y, 2) invaridlvelmente ligado ao
corpo, movendo-se com a velocidade V, é referido a outro
gsistema fixo &, 1, &, de maneira que tanto o eixo dos z como
o0 eixo dos & coincidam e sejam dirigidos segundo a veloci-
dade do corpo. Sendo, portanto,

=2z, 9=y, G=2z4Vi

(') Rendiconti del Cireolo Matematico di Palermo, 1909,
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e permanente o movimento relativo ao sélido, u, v, w serfio
apenas fungdes de =, y, 2, independentes de t. As compo-
nentes da velocidade devem satisfazer & equaglio de continui-
dade

G, olpw) , o(pv) , 3(p0) _

ot a2 | Gt

na hipétese de p depender de t directamente e por intermé-
dio de &, 7, &, @ as equacdes de Euler serilo

ou | gu du au 1 ap
— 4 —=ut—rvf sw=—

TR A T o oE
dv  ov av av : 1 ap
§+E§H+H_ﬁt‘*a—dft _?a_;":
ow  gw | fw gw 1ap
54-§€u‘ﬁ'ﬁ!}+ac”* o &

Estas equacdes podem escrever-se neste caso da seguinte
maneira:

d(pu) , a(pv) , alpw) dp
i i B ) e R T
dx + oy % oz dz
_}._a_pn“rﬁ_(@u_:..gv_l_ai?c)
(10) jpox 8z \ox Ay @z
lﬂ_p-=va_!’__(§u } a—“u-}- ~afzc1)
p dy oz ox oY oz
1dép ow [(ow ow dw )
(pos " (awu+3yv+5=w :

Ainda para atendermos is condigdes nos limites u, v, w,
deverfio s0bre a superficie satisfazer & condicfio

ux+ vf + wy = Vy




e no infinito, em que se supde o fluido em repouso, deverd
ger :

[
s T e R o

g
I

A resisténeia directa, atendendo & representagdio empre-
gada, serd dada pela férmula

R, =,(J g pida.

Por meio da férmula de Green transforma-se éste inte-
gral de superficie num integral de volume, e teremos

(11) B < ;',t';'_‘,'{’,f-.
atendendo a que & .

lim “l pide=p_ j ’,Tdu';

9
=5 [

notando que &ste integral, estendido a uma esfera de raio
muito grande, se anula, porque , v, w no infinito siio nulas
@ p torna-se constante, nfio actuando forgas exteriores.

P

Substituindo em (11) ;—, pelo sen valor tirado da dltima
de (10), fica ~

n. o —y
duw dw g

(12) R.=V ,(”p";:”h * '(.'l,‘:,(;p(t:- +vs

oa oy o2,

Congiderando a primeira equacglio de (10), e aplicando
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a formula de Green, vem

I o Gt 20+ 55 w)dr=
~([f

Wil T

8 (puw) : alpvw) prw )|£__
oz E'r,' §

O

-JJJ.

el T

otpu) E{pv E[F‘ﬂ
‘_ R EF 3% _r.f'l.‘

j |' pw{muLBu—-—Tm)d; -V ,‘ “‘ w ;.E(f-

oz

Atendendo s condigbes nos limites, teremos

oGt mes 2o [ [0 el om
,‘rj [Eiw

Valor que, substituido em (12), da
R,=0.

O Professor U. Cisotti extenden ainda esta verificagiio ao
easo em que a translacfio do sélido tem lugar num tubo ci-
lindrico e para um movimento helicoidal uniforme.

As trajectérias das diferentes particulas dum fluido mével,
por exemplo, em volta duma esfera, segundo a teoria que
acabamos de expor fig. 4 dispdem-se simétricamente relativa-
mente ao plano que passa pelo centro do obstdculo e ¢é nor-
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mal & direcgio da corrente no infinito. Em virtude da si-
metria da corrente em relagio ao eixo, a pressio total serd

_’ /_\
Fig. 4
dirigida segundo o eixo da corrente; mas, como para dois

pontos simétricos as projeegdes da pressio sio iguais e
opostas, conclui-se que a resistdncia ¢ igual a zero.




CAPITULO 111

Solugdes para o calculo da resisténcia dos fluidos

32. A aplicagiio da equaciio de continuidade e das equa-
cbes de hidrodinAmica de Euler conduzem, como vimos, ao
paradoxo de d’Alembert, o que indica que se partiu de alguma
hipbtese que nio estd em harmonia com o que realmente se
passa.

De facto os filetes nlio envolvem completamente o obs-
ticulo e portanto, se bem que a pressio ndo possa sofrer
descontinuidades, a velocidade (eomo muitos fenémenos em
diferentes condigbes nos demonstram) pode variar ripida-
mente, formando as chamadas superficies de descontinuidade.

Stokes, estudando um caso particular desta questio,
sugerin a formaclo duma descontinuidade que deverd ligar-se
i nogiio de fluido perfeito.

Esta forma de regimen mais harménica com a disposiciio
das particulas dos fluidos naturais é observada em muitos
fenémenos que nos silo familiares, citando Helmbholtz, que
den a primeira soluclio déste problema (Discontinuirliche
Fliissigkeitshewegungen, 1868), o caso do ar carregado de
fumo que sai por um orificio como representagio experi-
mental destas superficies.

" 83. As superficies de descontinuidade tém sido sempre
prolongadas até ao infinito e, por meio do cileulo indicado
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no namero (31), verificaremos que o paradoxo de d'Alembert
subsistiria no caso de niio se prolongar até ao infinito a des-
continuidade.

-
. -
e

Consideremos o obsticulo C Fig. b e uma saperficie de des-
continuidade fechada que divide o fluido em duas regides 1 e 2.
Poderemos escrever:

1{:5\;![1 .P(i!" it — f[ ( - g—j-{- !ﬂ%})(f‘f.

vl .

Operando a transformaclio de Green e atendendo & exis-
téncia da superficie £, vem:

IR

JINE

i ) , O
__"1,('{1? l|8(bu_)_1 {,l‘j[;_ (_E:?'F!_UJ !d:=

".{prluu—k vf +wy)da =V f] dw zr!— |-

Ve

+j L‘ [patoy (g oy w1y + tog71) + paros (uass 4 vaPs +1w0ays) | dE

o
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ou

S ol +o3 o) e
=V‘[J g pwy do -VJJJ : w :_: Z dz+

o ’ [: [pawoy (wyay + vy By +w0171) + parws (waca -+ vaPa+waya) ] dE.

g ek SRR o i b e

Aplicando a férmula de Green ao primeiro termo resulta,

IR G R B s

_V; ,‘." (preovys + parory2) dE — V. { " )‘ 1w ‘?_2 dt +

v T L&)

e

+j]}_,[pum(ﬂtm + v Bt - wi1) - pawoe (waaa + va P+ waya) JdE

Como a superficie de discontinuidade se desloca parale-
lamente a si mesma seri,

ol e 82—
—\flf. e

;
E
o resulta
R,=0.
|
t

e o i

34. Sem mesmo se atender A verificaclio que acabdmos
de fazer, reconhoce-se que é indispensivel o prolongamento

das descontinuidades até ao infinito, em virtude de uma pro-
posicio devida ao Professor M. Brillouin [Les surfaces de
glissement d’Helmholtz et la resistance des Sluides, 1911] e que
P. Duhem propos que fosse chamado paradoxo de Brillouin,
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que tem o seguinte enunciado: Se wm sdlido se desloca com
velocidade uniforme num fluido indefinido, em regimen perma-
nente, e a pressdo se anula no infinito, no caso de se ndo for-

- §

marem superficies de descontinuidade que se estendam até ao
infinito, haverd pontos no fluido em que a pressdo terd va-
lores negativos.

35. Esta hipotese tem permitido ji, em muitos casos,
concluir das equacdes da hidrodinamica cléssica resultados
concordantes com a experiéncia. E o que o Professor Levi
Civita [Scie e leggi di resistenza, 1906] verifica, estudando o
movimento no plano nas seguintes condicdes: considera-se
uma porgllo C do plano animada duma velocidade de trans-
laglio uniforme no sen plano e um sistema de eixos ortogo-
nais (z, y) invariivelmente ligado a C. Fig. 6.

Designa-se por 1 o contdrno da secgfio plana C que é
envolvido pela corrente dum fluido incompressivel e sem ro-
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tagdes, sitnada no mesmo plano, e supde-se que atrds do
corpo se estende uma coluna de fluido B que se move solida-
riamente com C, formando B & C um todo conexo, separado
da regiio A do plano pelas linhas Ay As pontuadas para trés
do sélido.

Poderd figurar-se o movimento relativo das particulas
do fluido em relagdio ao corpo C recorrendo ao artificio de
imprimir a todo o sistema (formado pela zona limitada atrds
do solido pela superficie de escorregamento, pelo sblido e
pelo resto do fluido) uma translaglio uniforme de velocidade
oposta & de C.

E o caso duma corrente modificada pela presenga dum
perfil. O sistema formado por B e C ficard em repouso e
os filetes do fluido virfio do infinito paralelos entre si, ani-
mados duma velocidade igual e contraria & de C, de intensi-
dade igual & unidade no sentido positivo do eixo dos =.

Um dos filetes mais vizinhos de C vird dividir-se num
ponto o do perfil, que tomaremos para origem dos eixos
coordenados, percorrendo respectivamente os dois arcos #
@ 83 e deslodando-se para tris do sélido segundo Ay e hs.

A influéncia do obstdeulo diminui com a distincia de tal
maneira que, sendo u, e v, as projecgdes da velocidade re-
lativa dum ponto do fluido e w,—1 e v, as projecgdes da
velocidade absoluta, &

(13) limu,=1, limvy,=0.

ap= op=0

Considera-se o plano do movimento representativo duma
varidvel complexa

z=x+iy.

Ora como tbda a fungfo f(z) da varidvel imagindria se

T e i ——



pode escrever sob a forma:

f=2(z, y)+id(= y)
das expressdes (8) e (9) resulta
FlE)=u—iv.

Em virtude de (13), ¢ cresce indefinidamente quando P
se afasta segundo o eixo dos @. Quando se tende para o
@, $ cresce indefinidamente. A funglio f é regular em A,

e o d
excepto para z=oo onde lim | f|= oo, sendo porém E_{re-

gular em A, incluindo o ponto no infinito.

As condigdes nos limites resultam de exprimirmos que A
é uma linha de corrente o que implica, como ¢é sabido, que
s0bre esta linha seja constante o valor da funciio de eorrente.

Teremos, atendendo is condi¢des estabelecidas,

$=0 j

em todos os pontos de A,

Como A @ kg se estendem indefinidamente, e 6 V=1 em
todos os pontos de A a distincia infinita, serd

V=1
sdbre Ay e hs.
A equaglio f=f(z) define a correspondéncia entre os
dois planos A e f com um corte ao longo da semi-recta Owx.

36. Para uma aplicagho geral seria de grande impor-
tincia a escOlha dum novo dominio num plano anxiliar, sdbre
o qual se fizesse a representagiio conforme do plano f.
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O Professor Levi-Civita opera uma grande simplificago
tazendo esta representagiio sObre a érea dum semi-circulo.
Comeca, para isso, por fazer corresponder ao plano f cor-

Fig 1

tado, por uma transformag¢io conforme, a drea dama semi-
eircunfertncia para o que faz

(14) =,
Para os pontos fi e fa resulta fig. (7)
Fi=Vfi —Fi=—Vf.

A transformacfio linear
1 = 1 x
F==(Fi+F)z+ 5 (Fi—F)

transporta 'y e Fy para os pontos +1 e —1 do plano z,




T

2N

A origem F'=0 corresponder4 ao ponto

P st
Fi+Fy’
Plansz
8 N Y A
-1 L] 1

Fig. 8

Sendo op 0 finico arco para o qual sfio F'y e F's pogitivos vem
p q I

co8 gy = -F‘ =&
s i F;_-it Fa
e fazendo
é {F{ -!- Fg)== a
[:]
(15) F=a(z4cosa) (0<a<x

e com a transformacfio

(16) == (a+)

fica representado no eampo de & =£-+ iy o dominio semicir-
cular representado pela fig. (9).
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A quantidade w=u—iv 6 em A uma funeflo de = o por-
tanto de f e de &.

Plano 2

-1 A,
Fig. 9

Sobre &y e ha serd jw|=1
0D =g 0

definird a velocidade em funcfio de Z.
Fazendo
w=0+4it

vird

‘1." = (_'T -, .‘_,.--— =g .

Sobre o didmetro horizontal, » é real por ser V=1 e

Como £=0 corresponde ao « serd o (0)=0; sobre a
semicircunferéacia o serd finita e continua, excepto no ponto

£ =¢7, onde serd im = oo.
Considerando as férmulas (14) (156) (16) e recordando
que as linhas de corrente sfio caracterizadas pela equagiio
4
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4 = const. obtém-se as curvas representativas das linhas de
corrente pela expressiio

[E (B2 + 7+ 1) — 2 cos o0 B2+ B2+ — 1) =b(E*+ 7).

Sendo eonhecida a funglio »(Z), a posigio de cada elemento
serd deduzida de

d f din
dz = ool df
considerando (14) (15) (16), vem

1) df=yar(ztp—2esa) (- 3)F

e portanto
: 1
(18) dzﬂ%-as"‘*(ﬂ:'i' %—2(:05(:9) (:_“Jf)"?
donde
[ ewaf.
(19) Z = = -t/ f

[

A expressiio do elemento de arco serd pois
(20) |dz | = ¢l | df | = e~ |df]| .

Como o angulo de contingéneia & df partindo de (20), a
curvatura serd dada pela formula

b
IRLE

C




b1

A férmula (17) sobre a semicircunferéncia 1, —e'?, —1
di quando o varia de 0 a =

(21) df = —2a?(cos s —cos gp) sens ds .

Substituindo éste valor em (20), vem

%
z=2a'f e (coso — cos ) senoda .
3

Separando nesta expressiio a parte real da imagindria,
resultam para os pontos sobre 3; e 3; as expressdes

o
= Qa'f ¢~ cos8l (cose — cosay) sensds
3

T
y= ‘A'.a‘f e—=sonfl (coss — cos o) sens ds.
=]

Substituindo em (19) o valor df dado por (21), o compri-
mento elementar dum arco em % serd dado pela expressio
seguinte:

dd = 2a? e~ (c0s6 — cos gp) sens da

e, portanto,

el
0= 2(:‘J e~ (coss —cosg))senads.
3

A representaciio das linhas &y As far-se hd desta forma:
os valores de z sobre esta linha eorrespondem aos valores
reais de £. Para Py faremos 2z =a+ iy e sendo z um




ponto de ky, serd

1
smat [ eodf=

7
1 ol 1 1\dz
_zl—l——‘ja’f_le (&—!—-—;——Ecoscu) (E’.——t-)—‘:—;——.

0O arco elementar serd
dh=| & df | = | df |

donde, considerando as formulas de transformaciio referidas,

L 3, ,(,, __1._)’ : (_1_ a)
1'.,—4-:1 ST — a’eos gy l,__;-!'J:+.. :

Anilogamente, para A teriamos, a partir de Pz
1 1) 1
lez--_i al (!'. — "C'.) —alcosm (—:——I—!‘, -f..’)

sendo & compreendido entre 1 e zero.

37. Para caleular a resisténeia, visto efectuarmos o os-
tudo no plano, temos de considerar as duas componentes

Ryw= f _p cos (nx) dy
I

W
i




o 5

im todos pontos de A &
1 2
p=pot—-(1—V?

fomando a pressio o valor po om B.
Toromos

R.= % f_‘ (1 — V=) cos (nx) da
o i * :
]l'.,=—_2 [xrkl—\r"}uoscny)d?.

expressdes que mostram que a resistdncia fica apenas de-
pendente do estado de movimento em 2.

Representando as componentes do arco elementar d3 por _
dz o dy, e tomando sobre 3 o sentido Pz o Py, teremos !

cos (nx) di = dy

cos (ny) dé = —dax .

Fazendo

R=R.+iR,

ficard
Rt (1 —V¥)dz

2iJ por,

quo se transforma em
‘_‘[i (1 — &%) el df
ou
Rl e (,rf_._l. f ¢ i df
il ghe,” - ) Py %

achando-se o percurso indicado na fig. 10.




o4

Notando que (%) ¢ real sobre o didmetro 41 —1, esta
fun¢dio pode prolongar-se analiticamente segundo eiye e

A,

C, c 4

Fig. 10

os valores atribuidos a esta fan¢do sfio conjugados dos pontos
L simétricos.
Poderemos, portanto, escrever

24 im=1iw (;) .

L3

1
A expressfio (17) nfio se altera quando mudamos 2 em-—
P, L -

-

pelo que poderemos escrever:

2 fiina :\“,. 1
f gt tim if = e Fid ilf

v oohey chey




l ll{}I‘L‘lI]tU

= —— F}im(:} L
5 ‘-'f’i-.-[clni,_r df

Para detérminarmos R precisamos de caleular os resi-
duos da fungio

nos pontos singulares situados no cireulo |Z|=1. O tnico

N -

polo ¢ Z=0. Notando que as derivadas sucessivas de ew

em relaciio a Z, sio
it

im &

(fm — w'?) ™

nas vizinhangas do polo tercmos
Pty <. R ' }
e =1+2Zi0 (0)+ 5 !_—d_m:p' [G:l —w? (Y] 4. ..

d £k 1 2
o considerando o coificiente de —- no desenvolvimento de

E
1 1

i [ Tl Y AP [ gt S o

€ (._—ta——-i.oas..]-_t.ubau Z

resulta finalmente

Ta [ 1 :
R=- .ﬂ m'? U:l) - l- 2_1_ I‘B Cco8 ’-"1]"-"r ':O} ik o' {\U)J

-




e portanto

2
R, =%‘, o' (0)

=
R,=% 2cos g w' (0) --—!},- w’ (0) r

38. Deva observar-se que nilo se apresenta clara a rela-
¢lio entre a fan¢fio arbitriria na expressio deduzida e a
forma do corpo.

O ilustre professor 1. Villat demonstrou pouco depois
que designando por ¢? um ponto da circunfertneia de raio
igual & unidade no plano Z ¢ por ®(s) o valor do &ngulo
que faz o eixo dos & com a tangente & superficio no ponto
correspondente do plano z, a funglio w (%) terd por expressio

('}(’Jz_fq’{ }l 2{005=+ had

sendo @ (o) sujeita a condi¢ho necessiria

f ®(a)da=0.

Quando o vari# de 0 a z, 0 ponto z correspodente des-
creve o perfil sempre no mesmo sentido, donde se coneclui
que o sentido da variacfio de ®(s) depende da forma do
obsticulo e assim poder-se hd determinar a solucfio déste
problema para uma configuracio dada,

Emborao niimero dos pontos angulosos possa sor qualquer,
¢ necessirio atender a quo a soluglio seja fisicamente aceitivel,
como o professor M. Brillouin indicou: em primeiro lugar &
necessirio que as velocidades se conservem em todos os




o
<]

pontos inferiores a4 unidade e que no plano z as linhas li-
mites niio se encontrem.

39. O Professor H. Villat estabelecou as condicies su-
ficiontes para que a escolha da funclio arbitraria corres-
ponda a solu¢des aceitiveis.

HA porém ecasos simples em que estas solugdes nilo silo
Ginicas, existindo uma infinidade do solugdes aproveitiveis
que sO poderfio eliminar-se & custa duma larga investigaciio
que ainda resta fazer para se determinar a soluglio mais
convenionte. S. G. Greenhill, partindo também do método do
Professor Levi-Civita, mas modificando o plano auxiliar para
a transformacdo conforme do dominio movel, pode estudar
diferentes casos particulares.

g

g T s )







CAPITULO 1V

Observagodes as solucdes apresentadas
para o calculo da resisténcia dos fluidos

40. Muitas foram as objeccdes postas i hipotese das
descontinuidades. W. Thomson consideron o movimento
descontinuo em contradi¢lio com o principio da energia ciné-
tica minima por éle estabelecido no caso da continuidade.

Esta objeccilo foi refutada pelo Professor Brillonin [Ann.
de Chim. et de Phys., t. xxu1, 1911, p. 433], que concluin
que no movimento descontinno a energia cinética é menor
do que no movimento continuo para o mesmo obstdeulo, ha-
vendo igualmente um minimo para o excesso da energia ci-
nética no movimento descontinuo sdbre a energia cinética
que possnia o fluido no movimento descontinuo sem obsti-
culo, excluindo a parte constituida pelo obsticulo e pelo
fluido mével.

41. O Professor J. Hadamard procura demonstrar que
¢ impossivel a formagiio de superficies de descontinuidade
nos fluidos perfeitos, embora reconhe¢a que, admitida a sua
formacdo, poderiam ter lugar os escorregamentos considera-
dos por Helmoltz. O Professor Brillouin sustenta uma opi-
nifo contrdria, imaginando pela seguinte forma o apareci-
mento destas superficies: « La surface de discontinuité peut

naitre (mathématiquement) en un point quelconque du solide,




comme un bourgeon & double parei aceolé, s'allonger peu &
peut et grandir, sans que V'extrémité soit jamais contournde
par le liquide. Au début, et pendant toute la croissance,
I'espace occupé par le liquide n'est pas séparé par la sarface
de discontinuité en deux domaines distinets; nulle part la
surface de discontinuité ne nait an sein du liquide; elle nait
le long de la paroi du solide, en partie & 'avant, en partio
& Varricre; et lorsque les deux éléments venus I'un de
I'avant, 1'autre de l'arridre viennent s’accoler pour former
un nouvel élément émanant de la sarface du corps, ils ont
des vitosses tangenticlles différentes; plas oxactement, I'un
d’eux, venu de I'avant, a une vitesse tangentielle finie; il se
détache tangenticllement de la surface du corps et la pro-
longe; I'antre, auquel cette forme de surface imposerait un
rebroussement, a une vitesse tangentielle nulle, en ce point.
En dech le long du solide, et au deld le long de la surface
de discontinuité, la vitesse tangentielle n'est pas nulle; elle
croit le long de la surface de discontinuité, jusqu'a la pointe,
ou elle devient égale & la vitesse du liquide venu de I'aval, ot
égale & la vitesso méme avee laquelle la pointe de la sur-
face de discontinuité s’avance dans espace (sans so propager
dans le liquide, sans cesser d'étre environnée par les mémes
particules liquides qu'on aurait, par exemple, colorées). ...

La sorface de discontinuité nait ainsi comme un vase
mince dont le bord tranchant s’avance dans l'espace en
méme temps que le liquides.

42. De acordo com as medidas experimentais, a hipotese
da descontinuidadé também considera a resisténcia propor-
cional ao quadrado da velocidade e portanto independente
da viscosidade, que apenas deve intervir numa parte minima
para a formaciio e modificaciio déste fendmeno. A instabi-
lidade das pressies negativas é que deve desempenbar o
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principal papel na formacglio das descontinuidades e ndo a
viscosidade, sucedendo, como se sabe pela experiéneia, que
num liquido ar¢jado as pressdes inferiores & tengio mixima
do vapor s6bre a temperatura actual do liquido sio instd-
veis.- No fluido viscoso a superficie de deseontinuidade
torna-se menos nitida pouco depois da sua formaciio, no que
entdo deve infloir a viscosidade.

43. Para se verificar o acordo desta representaghio teo-
rica com o fenémeno natural ¢ necessirio colher as indica-
¢des experimentais. A realizaglio experimental das condicdes
em que a meednica racional estabelece o estado dos dife-
rentes regimens flnido-dinimicos tem sido objecto de suces-
sivas tentativas e, a-pesar-das grandes dificuldades, pelo que
nfto possuem, na sua maior parte, valor scientifico imediato,
muitas fornecem ji preciosos elementos e apontam o mé-
todo a segnir nas investigacdes.

44. Como vimos, é de grande importancia nesta questilo
observar quais sio os movimentos que resultam para as
particulas dos fluidos quando no seio déstes se encontra um
obsticulo. Muitos déstes resultados nflo eram, porém, fheil-
mente compardveis em conseqii®ncia da propria natureza dos
fluidos. O ilustre professor Camichel conseguiu ji obserwar
com uma grande precisio os regimens que tém lugar nos
fluidos eolocados nas hipiteses estabelecidas pela teoria de
que nos temos ocupado, procurando seguir de perto as trans-
formacdes corpusculares dos meios fluidos.

O método empregado consiste essencialmente, nas suas
linhas gerais, em fotografar poeiras iluminadas por um feixe
de luz intermitento ou ndo.

As poeiras arrastam pequenas bolhas de ar, sofrendo as

particulas assim coustituidas uma selecciio automitica, As
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que tém uma densidade média igual A do liguido ambiente
ficam em suspensiio e siio as utilizadas; as oufras ou caem
no fundo ou ficam & superficie.

Fig. 11

A reflexiio sobre as bolhas de ar produz pontos muito
brilhantes que se destacam sobre um fundo negro. Evita-se
assim qualquu.r ac¢llo perturbadora, podendo-se igualmente
fixar as condigdes iniciais. :

Esquemiticamente uma tal disposi¢llo compde-se dum
foco luminoso L, cuja imagem se forma sobre a fenda F.
Adiante da fenda gira um disco D dentado, com uma ve-
locidade determinada por um contador de voltas, A lente
! forma a imagem da fenda em coincidéncia com o eixo do
recipiente que contém o liquido a estudar (fig. 11).

As particulas situadas no plano z, y ficam déste modo
iluminadas por um feixe luminoso muito delgado.

Quando o disco estd parado, as particulas brilhantes, ani-
madas com a velocidade do liquido, produzem um trago lu-
minoso correspondente & sua trajectoria, fornecendo-nos entio
a fotografia um espectro qualitativo. Imprimindo movimento
ao diseo, fotografamos um trago descontinuo (fig. 12) e ni-




tido ao longo do percurso, na hipétese da trajectbria ser
plana.
Se designarmos por 6 o intervalo de tempo entre duas

h—.H
"3-. S

K %

. Haf ¥ ~~ ~
/AI s b
: .,

Fig. 12

iluminages sucessivas e por ! o comprimento que separa
dois pontos homélogos Ay e As, a velocidade serd dada
pela férmula

E i

sendo K a relacfio entre o comprimento real A; As ¢ o de-
terminado sobre a fotografia. Os comprimentos ! podem ser
medidos com um grande rigor por meio dum micrémetro,

Antes de principiar o movimento, as particulas aparecem
representadas por pontos luminosos que correspondem is
posi¢des iniciais das particulas. A fotografia do lignido em
regimen permanente nflo perturbado, apresenta o aspecto
dum sistema de linhas paralelas. Num regimen perturbado,
em que a velocidade é varidvel em grandeza o direcgfio para
cada ponto observa-se um continuo ecruzamento de filetes.

Aproveitando a influéncia dos obsticulos verifica-se ainda
a transformac¢io dum regimen nflo perturbado num regimen
pertarbado.

Outra observagio importante consiste no reconhecimento
da existénecia do potencial de velocidades. O professor Ca-
michel considera um ponto da regiflo em regimen perma-
nente para o qual a velocidade tem por projecgdes u, v, w,
fungdes de &, y, 2, e estuda a componente segundo o eixo dos
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¥ do veetor turbilhio
au g
2N =% "o

da seguinte maneira. Nas vizinhancas do ponto considerado
constroem-se as curvas (u, z) e (w, ) tendo determinado
respectivamente os valores de u e de w sobre paralelas ao
eixo dos z e dos @ e que passam pelo ponto P.- Por uma
série de experifncias verificou-se que as tangentes em P s
duas curvas silo paralelas, o que indica que a rotagio em
P é nula.

Desenhando sobre a fotografia as linhas de corrente e o
trago das superficies eqiiipotenciais ortogonais is linhas de
corrente, confirma-se a existéncia do potencial para diferentes
movimentos dos fluidos, verificando-se que é constante o pro-
duto da velocidade pelo comprimento sobre ela compreen-
dido entre duas superficies eqiiipotenciais vizinhas situadas
duom e doutro lado de P. Esta materializaciio dos movi-
mentos manifesta a analogia das enrvas obtidas com as que
se encontram na eletricidade.

Outra observagiio a considerar consiste na verificaciio da
aplicagho das equagbes gerais da hidrodinimica cldssica aos
fluidos viscosos. O Professor Camichel para @ste fim efec-
tuon o estndo em regimen permanente da distribuicio das
velocidades, considerando a regiflo compreendida entre duas
liminas de faces paralelas. Determinada a disposiclio da
experiéneia de maneira a satisfazer s equacbes gerais, con-
clui-se que até 1,"50/s as equagdes referidas podem ser
aplicadas, fazendo-se o deslocamento da 4gua na maior parte
da secglio em bloco e 86 nas vizinhangas do recipiente é que
s nota diminuiclio de velocidade.

45, Vejamos o que a experiéncia nos descobre no caso
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dam sélido imerso num fluido em moviménto. Para @sse fim
colocam-se obsticulos de diversa configuracio num reci-
piente com dgua, de modo que tenhamos um campo de vee-

tores de velocidades verticais constantes na maior parte da

secclio. Na experiéncia representada na fig. 13 o obstéeulo

¢ um cilindro colocado normalmente A corrente. Ao longo

da linha tracada a cheio indicamos a regifio onde se observa

a superficie de descontinuidade. No exterior desta superficie

vé-se, de harmonia com as indicagdes apresentadas, que o
b
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regimen nilo ¢ perturbado, mas no interior nota-se o apare-
eimento dum regimen pertarbado.
Se empregarmos um disco cireular como mostra a fig. 14

Fig. 1

tem lugar 0 mesmo fenémeno. A superficie de descontinui-
dade calculada pelo processo que decorre de admitirmos um
potencial de velocidades, pouco se afasta da experiéneia na
porciio qne se segue imediatamente ao corpo sélido for-
mando-se muito na vizinhanga por dentro da calenlada; mais
adiante vai desaparecendo com a formagdo do turbilhdes.




Introduzindo ar no interior da superficie de descontinui-
dade desaparece a perturbagho ¢ a descontinuidade pro-
longa-se entlio até s extremidades do recipiente, diferindo
muito pouco em tdda a sua extensfio da descontinuidade
calculada.

Com o disco dentado em movimento observa-se que nas
regides vizinhas da descontinuidade a velocidade varia ripi-
damente numa pequena distincia normal a0 movimento do
fluido. Esta superficie tem, portanto, uma certa espessura,
sede duma espécie de degradacio da velocidade que no li-
mite (fluido perfeito), quando a viscosidade tende para zero,
dard a superficie de descontinuidade.

Para pequenas velocidades a descontinuidade desaparece
e forma-se entdo atrds do corpo um regimen nio perturbado
aproximando-se sensivelmente os filetes de fluido da parte
posterior do s6lido.

46. Aplicando a lei de Reynolds o professor Camichel
procurou fazer o estudo de pequenas velocidades na dgua
substituindo-a por um fluido mais viscoso.

Para pequenas velocidades dum ¢leo em volta dum ei-
lindro, a fotografia apresenta um fendémeno sensivelmente
igual ao representado na (fig. 4) com as velocidades simé-
tricas em relagio ao plano vertical que passa pelo centro do
obsticulo normal i direcelio média dos filetes fluidos tomando
o aspecto da (fig. 13) para velocidades maiores. Estes factos
confirmam como resulta da medida das resisténcias que a for-
magiio da descontinuidade & independente da viscosidade.

47. Em virtude do aspecto apresentado pela zona onde
se forma a descontinuidade torna-se necessdrio, para melhor
80 limitarem os clementos que nos permitem descrever a
origem da resisténcia, pormenorizar tste fonémeno.
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Como exemplo lembramos o estudo sistemdtico das trans-
formagdes que se operam na zona de degradaglo, havendo o
cuidado de se repetirem as observacdes com diferentes posses
para se evitar a sobreposi¢io de movimentos componentes.

48. A hipotese introduzida, da descontinuidade, apre-
senta-se, portanto, como a representaciio maisa proximada do
que se passa nas vizinhangas do obsticulo e permite a apli-
cacho da teoria da mecdnica racional.

49. Emfim, sendo certo que ainda se encontram nesta
doutrina muitos pontos obscuros e que se torna necessigxio
perseverar numa investigacio metédica, é, contudo, justo
reconhecer que j4 substituimos & concepelio imprecisa duma
forca retardadora um grupo de movimentos que intervém,
duma maneira preponderante, neste fenémeno. Estes movi-
mentos, conforme as experiténcias ji permitem afirmar, deve-
rio ser considerados resultantes doutros movimentos com-
ponentes.

A hipétese da descontinuidade, além de destacar uma
parte essencial déste fendmeno, facilita a orientaglio a soguir
para se chegar & explieaglio da sua causa e permitird um
novo aproveitamento, pelo conhecimento déstes movimentos,
das foreas da natureza. Pelo conhecimento que iltimamente
tivemos da curiosa aplicacfio dos turbilhdes is turbinas por
Eydoux, encontramos ji uma confirmagio desta aplicagio.




INDICE

Pig.

SRRSTORG. . o 05 o i 4 AL e RN R ) e TR W T B e (]
CAPITULO 1

Consideragles preliminares . « + - o v o v s v v v o s 0iv v 0 v s 11

Deefinioko dos Buldonr.. o5 s 3 d vn s o alains eontaie waiwia s 18
Estabelecimento das equagies fundamentais da hidrodinimica . . 15
Alguns teoremas clissicos . . . . . . . R o Oy e ia s T e 23
Movimento sum plAnO. + « « v v o0 s a0 5 s s s 5 5 8 0.0 5 s a1

Paradoxo de d'Alembert . . . . . A T O I e 33
CAPITULO 111
Bolugdes para o cilenlo da resisténeia dos fluidos. . . . . . . .. 41

CAPITULO IV

Observagdes is solugdes apresentadas para o cileulo da resis-
thnoia dos fluldoB. . + o. o v s v si s s a s ness D8













e e e e = e S
-t - W
; ) R
T
o AL ] < A K
"y ey,
e b | o ke
. o Iﬁ.‘
Dy -

-5

.- B ]
Rt Tt Tl dtal S SRy
et e g B
e

sp g

A e ey St el ey s
- e 15 S fhp=
e s st S ..1:!-...I_fm..
i Ay S R SR e
- A o
o

<FAE

.
- -







	[Encadernação]

	[Anterrosto]

	[Rosto]

	INTRODUÇÃO
	CAPÍTULO I - Considerações preliminares
	CAPÍTULO II - Paradoxo de d'AIembert
	CAPÍTULO III - Soluções para o cálculo da resistência dos fluidos

	CAPÍTULO IV - Observações às soluções apresentadas para o cálculo da resistência dos fluidos

	ÍNDICE
	[Encadernação]
 

