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funeção semelhante dos coeííicientes da transformada seja egual á funeção primi-
tiva multiplicada por uma potencia do modulo de transformação. 

Assim, sendo em o numero precedente 

AC — B2 = (ac — b(«, (3-, — «.2 {3,),~ 

quando pela substituição linear 

X = X1 ,S1 y\ y = x, x'+ (5, y' 

a fórma 
ax- 2bxy cif 

se muda em 
A®" 4~ 2B.ry -f- CY\ 

é 
ri c — Ir 

o invariante de 
Itxi + 2 bxy 4 cif. 

Se a potencia do modulo é egual á unidade, o invariante diz-se absoluto. 
Um covariante é uma funeção que comprehende não só os coeííicientes d'uma 

fórma, mas ainda as variaveis, e tal que, se eíTectuarmos na fórma uma substi-
tuição linear, a nova funeção dos coeííicientes e variaveis da transformada é 
egual á funeção primitiva multiplicada por uma potencia do modulo de transfor-
mação. 

A theoria dos invariantes e covariantes tem uma importancia notável pelas 
suas applicações geometricas. 

Na geometria das curvas e das superfícies as transformações das coordenadas 
operam-se por substituições lineares. Um invariante d'uma fórma ternaria ou 
quaternaria é uma funeção dos coeííicientes, cuja reducção a zero exprime alguma 
propriedade da curva ou da superfície independente da escolha dos eixos, tal 
como a existencia d'um ponto duplo; um covariante representa uma outra curva 
ou uma outra superfície, cujos pontos têm com a curva ou com a superfície dada 
alguma relação independente da escolha dos eixos. D'ahi resulta a importancia 
geometrica da theoria dos invariantes e covariantes. 

Demonstremos o theorema fundamental d'esta theoria. 
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8 0 . Os discriminantes são invariantes. 
Acabamos de ver como o discriminante de uma fórma quadratica binaria é 

um invariante d'essa forma. 
Mas esta proposição tem logar para qualquer numero de variaveis. 
Vamos ainda demonstral-a para tres variaveis, mas, por sua natureza, o 

raciocínio é geral, e geralípor tanto a proposição. 
Consideremos a fórma quadralica ternaria 

9 (x, y, z) = ax- -f bif + cz~ -f Idyz + Iezx -f 2fxy, 

cujo discriminante (n.° 76) é o determinante 

a f e 
f b d 
e d c 

Façamos na fórma as substituições 

x = Cx1 X1 + (3, y' + y, s', 

IJ = XiX1 + fi.2 y' + y2 z', 

Z=Ki x' + p3 y' + y3 z'; 

resultará a transformada 

<|» (x\ y>, z') = a (oc, X1 + [B1 >/+ y, s )'2 + 6 (o,®1 + P-2 z' + y2 z')2 + c (¾ « ' + f V + W f 

+ 2d (oc.2 X1 + P2 y' + y2 3') («3 + P3 y' + 'h z') 

+ 2e («3 + p3 y' + 73 3') (a, + P, y' + y, «') 

4- 2/' (a, a ' + P. ?/ + 7. + P j + 7-2 
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Busquemos o seu discriminante. 
Derivando em as', será 

4 = o « i ( « I + IW + 71 + & *« (¾¾' +1¾ 2/' + 7-2 3') + c a3 > 3 4 - 1 ¾ y' + 73 3*) 

+ rf Xi (X2 X' -L % j + y2 3') + d X2 (Xi SC' -L P3 y< + y, -') 

-L 0 («, cc' + (3, j 4- 7 l Z') 4 - C a, («3 x> -L |33 ,/ 4 - y3 ; ') 

+ f X2 (a, tf' + P1 y' + 7. 3 ' ) + f «i (¾ + P-2 2/' + 75 A 
ou 

- 1 ^ = (« «, + f«* 4- C «2) + Pi 2/' + 7. 5') 

4 - (/"a, 4 - 6 X2 4 - d a3) (x2 4 - p2 y ' + -/2 z') 

4- (e a, 4- d x , + c x3) («3»' 4" Ps2/' 4" 73 2Oi 

e do mesmo modo se acha o valor de ™ ^V > -y • 

Estas tres derivadas egualadas a zero formam o systema das tres equações 

A (a, d + P1 y' 4- y, z>) + B (s2as' 4- p2y' + y2 z') + G («3®' + P3y' + 73*') = O, 

A1 («,a' + p . y + y, + B1 ( x ^ + p 2y' + y.2z') + C1 («3*' + P3?/' + 73-') = O, 

A1 («,a/ + p l2/' + y,z') + B2 (x, a;' + p2y' + y2z') 4- + & y ' + y3z') = O, 

nas quaes é 

A =CiOii -\-fa2 4- e«3, B =fcti -f- &x> -j- d«3 , C = = e a , 4- d a 2 + c« 3 

A1==Op1 + / P 2 + ep 3 , B1 = Z 1 P 1 + 0 p2 +d p3, C1 = e P1 + d p2 + c p3 

A-2 = a y, + / y2 + e y3, B2 = /7, 4 - 2> y2 + d y3, C3 = e y, + d y2 + c y3 



108 

Ordenando aquellas equações em ordem a x', y' e z', ellas se tornarão 

(A «, + B X2 + C + ,A p, + B ,S2 + C (33) y' + (A y, + B y4 + C y3) z' = O, 

(A,«, + B1X2 + C1 x3) x> + (A1 p, + B1P2 + C1 p3) y' + ; (A,y, - f B1 y2 + C1 y3) z' = O, 

(A2Cx1 + B2X2 + C2X3) x' + (A2p, + B2p2 + C2p3) yJ + (A27l + B2y3 + C2y3) z' = O, 

cujo determinante será o discriminante da transformada. Designando-o por D1
3, 

será (n.° 44) 

A a, -j- B X2ArC x3 A p , + B p 2 + C p 3 A y, + B y2 + C y3 

A1 «i + B1 a2 + C1 x3 A1 P, + B 1 P 2 + C1P3 A1 y. + B1 y2 + C1 y3 

A2«, + B2 x, + C2 a3 A2 P1 4- B2 p2 + C2 p3 A2 y, + B2 y2 + C2 y3 

A B C 
A1 B1 C1 

A2 B2 C2 

X 

a, X2 X3 

P. P2 Pa 

7« 7-2 73 

e, substituindo por A, B, C . . . os seus valores, resultará 

D ' 

a a, + f x, + c x, fxt + b X2 + d x3 e a, + d a2 

« P1 

oy, 

ca ;. 

- A P . + ^p 3 /•pi + òp 2 + í /p3 c p, + c/p2 + c p3 

- /'7-2 + e 73 />< + 6 7-2 + d 73 e 7' + 7-2 + c 7' 

«1 X2 a:í 

X Pl P-2 P3 
7' 7-2 7 3 

o f e j 

r b d X 
e d C 

a, X2 a3 

Pi P2 P3 

7i 7-2 73 

X C 
Hl 

X2 X, 

P-2 13 

7i 7-2 73 

a f e X1 a2 «3 

f b d X Pl P-2 P3 

e d C 7< 7-2 73 
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OU 

Dr
3 = D 3 X 

a a., oc. 3 

(3. & |33 

7i '/-2 73 

D'esta expressão conclue-se que, ainda no caso de uma fórma quadratica 
tornaria, o discriminante da transformada é egual ao discriminante da primitiva 
multiplicada pelo quadrado do modulo de transformação; e por conseguinte é 
este ultimo discriminante um invariante da fórma proposta. 

Este systema de calculo é, como se vê, independente do numero de variaveis; 
e, qualquer que fosse o numero d'estas, pelo mesmo teor se provaria a pro-
posição. 

É pois geral aquella proposição, fundamento da theoria fecunda dos in-
variantes e covariantes. 

FIM. 
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