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Riemann, nas duas Memorias sobre a theoria geral das funcçôes 

e sobre as funcçôes abelianas, i n t i t u l a d a s — « Grundlagen filr eine 

allgemeine Theorie der Funclionen einer verànderlichen complexen 

Grasse» e « Tlieorie der Abel schen Tunclionen», — apresentou 

como base de investigações uma nova theoria de superfícies p ró -

prias para a representação geometrica de luncçôes não uni formes 

e que foram designadas com o nome de superfícies de Iiiemann. 

As idéas do ce lebre analvsta tem sido, com especial idade em 

Allemanha, largamente desenvolvidas por notáveis geómet ras em 

memorias e t rae tados cujo estudo depende essencialmente do co-

nhecimento d 'aquellas superficies. 

Expòr , nos seus princípios fundamentaes , o methodo de Rie -

mann, constitue o objecto da nossa disser tação inaugural , que 

dividimos em quat ro par les . 

Na primeira es tudamos, segundo o methodo de M. Puiseux, a 

distr ibuição das raízes das equações algébricas em systemas c i r -

culares em volta dos pontos críticos, por isso que a solução de 

um tal problema corresponde ao conhecimento dos pontos de rarni-

íicaçào, base para a construcção das superficies de Riemann. 

A segunda par te comprehende a Analysis situs de R iemann : 

definição, classificação e t ransformação das superficies. 

A manei ra como a concepção de R iemann pe rmi t t e reduzir , 
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por meio da t ransformação anter iormente es tudada , as funcçôes 

integraes á uniformidade, consti tue o assumpto da terceira pa r t e 

d 'este t raba lho . 

Na ultima apresentamos uma applicaçâo do methodo ao estudo 

dos integraes ellipticos, rapida e e lementar , pois que outra cousa 

nào compor tavam os limites a que natura lmente estavamos obr i -

gados n 'um t rabalho d 'esta na tureza . 

Coimbra, jane i ro de 1 8 8 7 . 
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PERMUTAÇÃO DOS VALORES DAS FUNCÇÕES ALGÉBRICAS 
EM VOLTA DOS PONTOS CRÍTICOS 

1 . Uma funcçâo algébrica 

é, para um de te rminado valor de x, susceptível de adquir i r os 

n valores 

2 / 1 = / 1 ( « ) > y i = A ( « ) . • • • y,i = fn [x). 

EITectuando no plano X a represen tação geometr ica de Cauchv 

para a variavel 

definida pela equação irreductivel 

x= Ct + ir, 
1 
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e formando 110 plano Y a imagem de x, corresponderão a cada 

ponto x, n pontos em Y, que em geral são distinctos uns dos 

outros. Comtudo, para os valores de x, que satisfazem s imul tanea-

mente ás equações 

par te ou a total idade dos valores de y to rnam-se eguaes en t re si. 

Estes pontos x, aos quaes correspondem raizes eguaes na equação 

que define a fiincçâo y, denominam-se pontos críticos algébricos. 

As raizes 

são em todo o plano funeções continuas de x, com excepção de 

alguns pontos em que uma ou mais d 'entre ellas se tornam infi-

nitas, e que são para a funeção inversa da que se considera pontos 

nullos, a par t i r dos quaes tem logar a continuidade. 

Es tes pontos infinitos, em numero l imitado, correspondem ás 

raizes da equação que se obtém egualando a zero o coefliciente 

da mais alta potencia de y, na equação F = O. 

(Juando é um só dos valores de y que se torna infinito para 

um certo x, esse ponto x denomina-se um polo. 

São estas as duas únicas especies de pontos singulares que ad -

mi t tem as funeções algébricas. 

58. Consideremos uma porção limitada do plano X tal que, 

movendo-se ahi o ponto x, correspondam a y valores funccionaes 

differentes uns dos outros e finitos: n 'esse caso a imagem do ca -

minho descripto por x será constituída em V por n curvas sepa-

radas por intervallos finitos, que formam n ramos per fe i t amente 

J/l. J/2. • • • J/n 
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distinetos para a funcção, cada um dos quaes é uma funcção uni-

forme n 'aquelle espaço l imitado. 

Resulta d'isto que, se suppozcrmos que a variavel vai de x = n 

a x = b por dií íerentes caminhos, o valor final para cada um dos 

ramos da funcção será independente do caminho seguido, com-

tanto que na deformação contínua, pela qual esses caminhos po-

dem ser convertidos uns nos outros, não sejam encontrados pontos 

singulares. 

Se o caminho descripto pela variavel fôr uma curva fechada, o 

valor final para cada ramo será , pois, egual ao inicial, se na d e -

formação contínua em que o caminho percorr ido pôde ser r e d u -

zido ao ponto de par t ida não forem encontrados pontos s ingu-

lares. 

3. Supponhamos, porém, que o ponto x encontra no seu movi-

mento alguin ponto singular. 

Se x tem de passar por um ponto critico a, quando estiver 

muito proximo d'el le, todas ou a lgumas das funcções 

>J\- Vi- • •• Vn 

adquirem valores deseguaes, mas muito approximados uns dos 

outros e que se identificam em a: passado o ponto critico, aquellas 

das funcções que ahi t inham adquirido um valor commum tornam 

a adquir i r valores distinetos, mas ficará completamente inde te r -

minado qual das funcções agora separadas representa uma certa 

das anteriores á passagem pelo ponto cri t ico. 

A passagem de x por um polo, conduzindo a pontos onde não 

existe a continuidade, torna egualmente impossível a sequencia 

de um percurso ulterior de terminado. 



l ) ' aqu i concluimos que , tendo escolhido para um valor inicial 

X = a ent re as funcçôes y definidas pela equação irreductivel 

uma de te rminada a não será sempre possivel de te rminar para 

o valor final x = b qual é entre as raizes 

yi> yi,i> • • • yh:b • • • yn.b 

aquella que representa o valor final de yt,ta supponho conhecido 

o caminho seguido por x desde x = a a té x — b. 

4. Mas esta correspondência pôde de te rmina r - se logo que o 

caminho que segue a variavel não passe por pontos singulares, o 

que é sempre possivel. 

Com efíeito, para x = a e x = b a equação F = O dará 

dando a x uma serie de valor approximados a par t i r de a a té b, 

por isso que a nenhum d'elies correspondem pontos singulares e 

pela continuidade das raizes, poder - se -hão seguir os valores cor -

respondentes a uma de te rminada funcção que tem o valor inicial 

yh>a de modo a poder -se indicar quando chegamos a x = b qual 

é dos valores 

!/1,6. !/•>> • • • yh,b • • • yn,b 

aquelle que representa o valor final de yií>a-

y\,a, yi,a • • • yh,a • • • yn,a 
e 

!/1,6. !/2,6 • • • yh,b • • • J/n,li; 
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Fei to , porém, isto para um certo caminho seguido pela va r i a -

vel, não é necessário proceder novamente a uma determinação 

analoga para obter a correspondência dos valores quando a variavel 

descreve um caminho differente do pr imeiro mas effectuado en t re 

os mesmos l imites. 

Seja AMB (fig. 1) o caminho para o qual conhecemos em B 

quaes são dos valores Iunccionaes yi, os 

que correspondem respect ivamente aos va-

lores y„: pe r tendemos de te rminar isto mes -

m o quando x segue o caminho A N B . y ^ 

Consideremos uma raiz que tem em A 

o valor yi,,a : 0 valor que corresponde em 

B a yIttUi quando x percorre A N B , é, pelo ^ 

pelo que acima deixámos indicado, o mes - l l í ; ' 1 

mo que se o caminho seguido fosse 

A N B M A + A M B . 

Supponhamos conhecido o valor que corresponde a depois 

de x t e r percor r ido A N B M A , e designemol-o por yp,a• 

Como sabemos qual é o valor funccional que em B, pelo ca-

minho AMB, corresponde a yV t a em A, teremos assim o valor 

procurado para o percurso 

ANBMA + AMB, 

ou, o que é o mesmo, para ANB. 

Reduz-se , pois, a ques tão a de t e rmina r os valores finaes co r -

respondentes respect ivamente aos iniciaes 

A 
FIG- I 

yi,«> j/á,« • • • j/m» 
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quando o caminho descripto pela variavel é urna curva fechada 

que comprehende no seu interior os pontos críticos que o novo 

caminho deveria encontrar na sua deformação contínua para se 

reduzir ao pr imeiro . 

5. Seja ;'fig. 2 ABC a curva que comprehende os pontos cr í -

ticos <l|, «o • • • 

T racem-se curvas fechadas que, nào 

se cortando, involvem (cada uma d ' e l l a s 

separadamente) um ponto critico. 

Podemos figural-as pela porção Arf\ 

da recta A « | , e pela circumferencia in-

finitamente próxima de a\ descripta de a\ 

como centro. Es tes contornos A (/| a\d\ A 

denominam-se contornos elementares. Segundo são percorridos pela 

variavel no sentido directo ou re t rogrado , assim se faz preceder 

a let t ra que os designa do signal + ou —. 

Posto isto é evidente que, para o resul tado final, seguir a va-

riavel o caminho ABC equivale a seguir successivamente os con-

tornos e lementares , pois que o pr imei ro se t ransforma n 'estes 

últimos sem que tenha, na sua deformação, de atravessar ponto 

crit ico a lgum: para cada caso ver-se-ha faci lmente a o rdem, o 

numero de vezes e o sentido em que devem ser percorr idos os 

contornos. Es tamos assim reduzidos a estudar o percurso eííectuado 

sobre o contorno e lementa r . 

Sejam 
2/1, a • • • Vh a • • • yk,a • • • >Jn,a 

os valores de y para x = a em A, e que em d se convertem re s -

pect ivamente em 

Y\,,/. • • YH,d • • • J/A-,d • • • yn,d-
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Quando a variavel percor re a c i rcumferencia de raio infinita-

mente pequeno, descripta em volta do ponto crit ico, uma d 'es tas 

funcçòes, a que t em, por exemplo , o valor inicial f//t;,/, depois de 

effectuada uma circumvolução completa , ou re toma o primitivo 

valor ou muda-se n u m ou t ro : supponhamos que se muda em y ^ ^ . 

Continuando x a caminhar de d a té A, ao valor funccional yii;(i 

em d, corresponderá em A (//,- „, pois que se em Iogar d 'este valor 

se obtivesse outro , por exemplo yn> „, um movimento re t rogrado 

de x não reproduzia em d, mas dar ia , pelo que suppozemos 

acima, y„.,/. Concluimos por tanto que as raizes 

J/L,A Y-LN • • • J/N,A 

se permutam, pelo percurso de x sobre o contorno e lementar , 

exac tamente da mesma maneira que 

2/1,d. J/2 ,d • • • J/n, d 

pela circumvolução de x em volta dos pontos criticos. 

As considerações que acabamos de apresen ta r conduzem, pois, 

na tu ra lmente a es tudar o modo como as funcções a lgébricas p e r -

mutam os seus valores uns nos outros em volta dos pontos cr i -

t icos; e d 'este impor tante problema nos vamos occupar nos nú -

meros seguintes . 
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€». Soja «i um ponto correspondente ao valor finito x — a para 

o qual um numero I dos valores funccionaes 

Vu Vi Vn 

adquirem o valor finito commum »/ = £. 

Descreva-se em volta de a\ uma ci rcumferencia de raio infinita-

mente pequeno, sobre que se moverá x part indo da posição ini-

cial c. 

As n —/ funeções que no ponto a\ correspondem a raizes s im-

ples de T (y, #) = 0, r e tomam os seus primitivos valores depois 

de a variavel x t e r feito uma circumvolução comple ta . Temos , 

pois, a analysar somente a maneira como as / raizes, que tem em 

ai o valor commum y = $, se compor tam para a circumvolução 

efíectuada por x. 

No ponto inicial c te remos, pela continuidade das raizes, as / 

raizes distinctas 

yi = ? + y'i, j/i = 3+y'2. ••• yi = $ + y'i 

em que y\, y'%, . . . y'i são infinitamente pequenos. Pela c i r cum-

volução de x em volta de ai estas quant idades y\, y'%, ... t/'/, e 

por tanto as I raizes de F = O, pe rmutam-se ent re si de uma certa 

manei ra , como passamos a mos t ra r . 

5. Se introduzirmos em F (v ¢) = 0 os valores 

obteremos 
y — £ + !/'> X = OijT x' 

A y ' ! + 2 B j / ' r a / s = 0. . . (1) 
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N'es ta equação r e s são números inteiros e positivos: nos 

te rmos do desenvolvimento de 1 lia, pelo menos, um independente 

de y', aliás não seria F = O uma equação irreductivel , como se 

suppoz : o grau menos elevado dos te rmos independentes de x' 

que ahi se encontram, é c la ramente egual a /. 

Supponhamos pr imei ramente que — não se annula para os va-

lores X = OÍ, Y = $; isto é, que nos te rmos independentes de Y 

ha um que contém x na primeira potencia. N 'es te caso os dois 

te rmos Ay' ' e Bx ' se rão de uma ordem menos elevada do que 

todos os outros; e teremos, designando por A um polynomio cujos 

termos são infinitamente pequenos em relação áquelles dois, 

Ay" + Bx' + A = O (2) 

que fazendo 

XR = X"1, y' = hx" = hx'i 

se converte em 

A/i' + B + x ' ' A i = 0 (3) 

Suppondo x'1 = O te remos 

Ah'+ B = O (4) 

cujas I raizes 

hi, h* . . . Iii 

se podem suppôr dispostas de maneira que os seus argumentos 

ditTiram successivamente uns dos outros d e ~ . 
I 
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Serão , pois, 
1 1 1 

hx", . . . h,x'< 

os valores approximados das raizes da equação ( I ) , para a posição 

c do ponto x. 

Supponha-se agora que a variavel faz, sobre a c i rcumferencia 

descripta em volta do ponto critico ct\, uma circumvolução com-

pleta, voltando á posição inicial c: o augmento do a rgumento de 

1 2 * 
x'1 será de —, isto é , 

1 1 
h\x'1 to rnar - se -ha em Iiz x'1 

1 1 
x'1 » » /»3 X11 

hi X11 » » h\ x'1. 

E isto tem egua lmente logar quando, em vez dos valores a p -

proximados das raizes, se consideram os valores exactos 

Com eíTeito, designem ei, . . . t i quant idades muito peque -

nas que se annullam para x' = 0; a equação (3) te rá as l ra izes 

simples 

Ili + £|, /<2 + e-2 . . . Iii + ti; 

o que dará para (1) as / raizes exactas 

l 1 
j/'i = (A, + « l ) « " , . . . ( A j + « ) « " . 
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Quando o ponto movei x volta, depois de ter percorr ido a c i r -

cumferencia , ao ponto inicial c, o systema de valores de y' deve 

no seu conjuncto conservar-se o m e s m o ; e assim o valor final de 

y i, por exemplo, não se convertendo no valor inicial de y\, terá 

de ser egual a um outro, ao de y13, por exemplo. Ora já vimos que 
1 1 

o valor approximado h\xl se convertia em IiiX1 1 ; portanto o 

valor exacto terá a fórma (Iii H- s') x11, devendo ao mesmo tempo 

ser 

^ 1 
(Iii + i')x'> = (/13 + £3) x ' ' , 

d 'onde 
Iii- l,s = I3-Z1; 

isto é, seria uma quant idade finita egual a uma outra infinita-

mente pequena. 

D 'aqu i se conclue, pois, que o valor r igoroso final de y'\ será 

egual ao valor r igoroso inicial de y'%; e o mesmo para as out ras 

raizes. 

Por tan to : quando no ponto a ) , correspondente a x = a, 1 raizes 

j / i , y 2 , • • JIi 
da equação 

tomam o valor commum (3, e quando além d'isso é, para x = a e 

Í /F ^ 
J/ = £, — 0, essas raízes Iormam um syslema circular; isto é, 

(IOC 

quando x pe rcor re uma circumlerencia inf ini tamente próxima de 
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a j , de maneira a efíectuar uma circumvolução completa , o valor 

final de cada uma das raizes 

será egual ao valor inicial da seguinte, effectuando-se assim uma 

serie de passagens cyclicas que se podem indicar por 

Se em logar de uma única circumvolução x fizesse t rês , por 

exemplo, t e r - se -h ia 

8. Supponhamos agora que em (1) é ~ = ® P a r a x = a'> 

y = e que n é a potencia a que está elevado x' no pr imei ro 

t e rmo independente de y'. 

Para conhecer como n'este caso se pe rmutam as raizes vamos, 

d 'um modo analogo ao an ter ior , de t e rmina r os valores infinita-

men te pequenos de y' que sat isfazem approximadamente a (1), 

a t t endendo só aos termos d 'o rdem menos elevada que ahi se en-

con t ram. Para isso serv i r -nos-hemos das seguintes considerações 

geometr icas . 

T r a c e m - s e dois eixos rectangulares O r , Os, e , tomando para 

coordenadas os expoentes de y1 e de x' nos differentes termos 

2/1. >J b • • • 2Ii 

etc. 

( /F 
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de (1), marquem-se , no plano rs, os pontos correspondentes que 

devem exist i r todos no quadrante a 

positivo (fig. 3) . 

Os pontos marcados sobre Os 

correspondem aos te rmos inde-

pendentes de y', e sobre Or aos 

independentes de x'. D 'es tes , o 

mais proximo da or igem tem por 

abscissa I. 

Imagine-se uma recta coinci-

dindo com O r , e dòmos-lhe um movimento de rotação em volta 

do ponto l, de manei ra que ella encontre a par te positiva de 0.>-, 

parando quando t ivermos chegado a um dos pontos marcados no 

plano dos eixos. Poderá acontecer que sejam encontrados ao mes -

mo tempo mais do que um ponto. 

Dô-se , em seguida á rec ta , um novo movimento em volta do ponto 

que fica mais afastado do primitivo ponto de rotação, a té que se jam 

encontrados outros ; e assim por deante a té se chegar ao ponto do 

eixo Os, que fica mais per to da origem e que tem a ordenada n. 

Por meio d 'esta construcçâo t e r - se -ha formado uma linha poiv-

gonal, convexa para a or igem, sobre a qual estão si tuados os pontos 

correspondentes aos te rmos de ordem menos elevada de 1). 

Consideremos um dos te rmos d 'esta equação (1) 

Hylr x K 

Suppondo que h é uma quant idade finita que não se annulla 

para a:' = O, façamos 

ij = hx V-. 

O grau de By rXls, re la t ivamente a x, será <i. r + s. 
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Ora se com o coeíficiente angular — u. t raçarmos uma recta 

que passe pelo ponto [r, s), cor tará ella o e ixo Os no ponto que 

dista da or igem ptr + s; isto é, precisamente o grau do t e rmo 

correspondente ao ponto ( r , s). 

Vô-se, pois, c laramente que todos os termos do mesmo g rau 

devem estar em linha rec ta . 

Aos lados da linha polygonal corresponderão, por tanto , os g r u -

pos de te rmos do mesmo grau 

(I1=A y" + Ba?/r» x's- + .. .+Mb y'n x'si> 

(I2 = H6 y'ri> x'x" + B( y'r< Xs* + . . . + B,/ Ijr'' Xlsj 

G m = B e ylr- Xs' + 

Consideremos o pr imeiro g r u p o : teremos 

lii. = [j.ra + sa = . . . = jxrfc + Sb, 

d o n d e 

H q 
1 - n, p 

Fazendo X' = X''P e por isso 

y' = hx> = Ii x"i W 

serão, re la t ivamente a x", do g rau 

Iq = raq + sap = . . . = nq 4 sbp 

os te rmos do grupo que es tamos considerando. 



Poder - se -ha , pois, escrever (1) da Iorma segu in t e : 

AA1 + . . . + 1 V ^ + x" A = O, (O) 

ou 

hn (Ah>~r> + . . . + B6) + x" A = O (7) 

Ponhamos 

A / i ' - " + . . . + B 6 = O (8) 

Esta equação admit te / — r 6 ra izes ; portanto a equação (7) 

t e r á , para x ' mui to pequeno, l— r 6 raizes muito próximas d 'estas . 

Consideremos o segundo g r u p o : será 

(t r6 + Sb = a rc + Sc = . . . = u, r,i + s,j, 

d'onde 

_ sC-JJIl _ _ Sd — H __ 
4 rb — re '" rb—rd p 

E do mesmo modo que an te r iormente se vê que a equação (1) 

se reduz a 

hr" (B6 + . . . + Brf) + x" A = O, (9) 

que para x" mui to pequeno admit t i rá rb—rd raizes mui to p r ó -

x imas das que são dadas pela equação 

B6 h n ~ r , + . . . + Brf = O (10) 

Assim o pr imei ro grupo Gi fornece / — r6 raizes de (1 ) ; o se -

gundo Gg fornece )'b — r,t ra izes; e continuando a proceder como 



16 

até aqui , chegar - se -h ia ao ultimo lado da linha polygonal, que 

dava para (1) rg — 0 raizes. 

Será por tanto 

o numero das raizes de (1) que são dados pelos diversos g rupos ; 

isto é, t e l -as -hemos todas. 

Observaremos ainda que, como se vê pela própria construcção 

feita para de te rmina r os grupos , os coefllcientes angulares dos 

lados da linha polygonal vão augmentando, e assim será 

e como é y' — hx'v para G| e y' = hx'Pi para Ga, etc. , segue-se 

que os valores dados pelo pr imeiro g rupo são d 'uma ordem in-

ferior aos que são dados pelo segundo, e assim por dean te . 

1 ® . Vejamos agora como tem Iogar em cada grupo a passa-

gem cyclica dos valores das raizes. 

Tomemos o p r ime i ro : será 

l — ri + rb — r,t + . . . — r9 + rg = / 

— < — < — < . . 

P Pi pi 

J L - = J L 
l - r b p ' 

e sendo p e q primos relativos, é 

l — ra — kaP> • • •» l — n=*hp 

onde li,„ . • • kb são números inteiros. 
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Pondo 

hP = (11) 

a equação (8) tornar-se- l ia em 

\zk» + B a * * - * . + . • . + B 6 - O , (12) 

que dá k/, valores de z, que , por agora , supporemos todos des -

eguaes . 

A cada um d'elles cor responderão p raizes simples de (8) h\, 

hi, ... lip, dadas por IiP = z, e que podemos imaginar dispostas de 

modo que os seus argumentos diíTiram suecessivamente de —— 
V 

A estes valores correspondem t a m b é m , como acima vimos, 

p raizes approximadas de (1), dadas por (o), 

h\x'P, h*x P, . . ., IillX1P. 

Supponliamos que a variavel x volta, depois d 'uma c i rcumvo-

lução em torno do ponto a\, ao ponto de part ida c: o augmento 

1 o 

do a rgumento de x P será então egual a p 
- 7 * • ; isto è, o valor 

P 
approx imado 

1 1 
h\x'p conver te-se em UiX1V 

1 
IlIX1P » » IlIX1P 

2 

- v -IipX P » » h\X' P. 
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O mesmo tem Iogar quando, em vez dos valores approximados 

de (1) considerarmos os r igorosos. 

D e que 

h\, Iii, . . ., hp 

são raizes de (8), segue-se que (7) admit te como raizes r igorosas 

h\ + £J, Iii + «o, . . . Iip + ip, 

onde «i, ej , . . . tp des ignam, como an te r io rmente , quant idades 

mu i to pequenas , que se annullam com x". Serão , por tanto , em 

vir tude de (5) 

<1 1 
y\ = [h) + e,) x' P J/V = (llP + 'PyIx'v 

p raizes r igorosas de ( I ) . 

O conjuncto d 'es tas raizes conserva-se o mesmo quando a va-

riavel x volta ao ponto de partida c, e assim o valor final de y'\, 

por exemplo , deverá ser egual ao valor inicial de qualquer outra 

ra iz . 
1 

Mas, como vimos, o valor approximado h\x'P conver te-se em 

1 1 
em IiiX1P-, portanto o valor final de (/ti + t\)x'v será da fórma 

(Iii+ ^x1P. 
Suppondo que era 

± 
(HI f e') x' P = (A3 + A) X1 P 

ter ia mos 

h — h = 4S — e'> 
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o que não deve ser, e que subsistirá em quanto se suppozer que 

o valor final de y\ 6 differente do inicial de y'*. E o mesmo se 

conclue para todas as quantidades y'\, y'a, y'3, . . , y'p. 

Ao grupo 

( i , = A y " + I$u v'r" 4- . . . 4- fí l jy 'nx'h, 

relativo ao primeiro lado da linha polygonal correspondem, pois, 

kbp = I — ri, valores de y do mesmo grau , que se repar tem em kb 

systemas circulares de p raizes cada um. 

Por uma analyse semelhante , applicada aos outros grupos, se 

chegaria á divisão total das raizes em systemas circulares. 

11. No que acabamos de ver admit t iu-se que a equação (12) 

tinha unicamente raizes simples. A distribuição das raizes em 

systemas circulares tem ainda Iogar quando isto se não dá . 

Supponhamos assim que (12) tem / raizes eguaes entre s i : a 

cada uma das raizes 

hi, Iii, . . ., Itp 

de (11) correspondem /' raizes eguaes em (8); portanto, por (o), 

terá (1) l' raizes cujo valor approximado é 

± 
y'l =Iii x f , 

outras /' que tem o valor approximado 

XJi = IliX1P, 

etc. 
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Para cada raiz Ii de ( I I ) haverá, pois, em (1) / ' raizes que t em 

o mesmo valor approx imado ; mas a esse valor approx imado co r -

respondem valores r igorosos differentes, que é necessário d is t in-

guir . 

Para isso, observando que os valores rigorosos são r ep re sen -

tados por 
J7_ 

y' = [h+ li) X1P , 

onde h' é infinitamente pequeno, subst i tuiremos em (1) h por 

h + h ' e ob te r - se -ha assim uma equação 

A' h'1' + 2 B' Hr x"* = 0 , (!) 

analoga a (1), que dará os valores de h' que dis t inguem uns dos 

outros os p l ' valores representados respect ivamente 

1 
/' por y\ = [Iii + li) XrP 

l 
l' » y'i = (hi + li) x p 

í » y'p = (hp + h')x P. 

Fazendo applicaçào á equação (! ' ) do methodo anter iormente 

exposto para a equação (1), separa r - se -hào grupos de termos 
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analogos a G j , G^, . . . , que devem se r cons ide rados s e p a r a d a -

m e n t e . F a z e n d o 

x> = x "p = x'"pr\ A' = p ® ' V ' = OXrP'17, 

onde p 6 uma quan t idade que não se annulla com x"', c l iega-se a 

equações analogos a ( I I ) e (12) , que d e s i g n a r e m o s por ( I f ) 

e (12 ' ) . 

Se as equações (12 ' ) a d m i t t e m somen te ra izes s imples , as ra izes 

de (1 ' ) p o d e r ã o d i spòr - se em systemas circulares, r e p r e s e n t a d o s 

em gera l por 

r , 
II'= 0 XR R . 

T o m e m o s o p r i m e i r o g r u p o . As equações (11 ' ) e (12 ' ) devem 

d a r k'bl>' ra izes de (1') , que se d i s t r i buem em k\ syslemas circu-

lares de p' ra izes . Cada raiz s imples de (12 ' ) dá um syslema cir-

cular 

t i 1 = O 1 x"P' = p | X1Pl'' 

!L JL 
ti* =OI X"P' = p á x'PP' 

í . J l 
tip/ = ?p> x" V1 =OplX1PP', 

em que o. , p2 , . . . ofii são os valores de p para x'" = 0. 
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A uma raiz s imples de (12 ' ) cor respondem portanto, das pl' ra izes 

de (1) que indicámos, as pp' seguintes , em que é Q=qp' + q'~ 

y'\, i =/'i x' P + p, x PP' j 

± JL 
IJIj a = X1 P + p2 X1PP1 Jr_ 

' co r respondentes a y\ = (/i| + Ii') x' P 

± JL 
y'\iPi = /i | x' P + OpI X1Pi1' I 

± JL 
2/ 2, 1 =IliX1 p + pi. X1PP' 

± JL 
IJ ii 2 =HiX1 P + p2 

/ c o r r e s p o n d e n t e s a y'% — {hi + h ' ) x ' P 

.1 J L 

± JL 
IJ'P, I =IIPX1P + PI ®'PP' 

JL J L f 
y'p, 2 =IlpX1 P + p a X1PP' 

cor responden tes a y'r = [hp-\-h')x' V 

± JL 
y'p, p' = hPx'p + p p'X1PP1 i 
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E s t a s pp' raizes podem d i spôr - se da m a n e i r a segu in te 

± JL 
1 = I i i X 1 v + p, X1PP1 

± J L 
y'2, i =IiiX1 P + pi x'pp' 

± JL 
y'P, i =Iipx1 p + a, X1PP' 

± JL 
2/1,2 =IiiX1 p + p2 x'PP' 

J L A 
2/2,2 =IiiX1 P + p2 XiW' 

± J L 
2/'p,2 =IipX1 P + P 2 x'PP: 

± JL 
2/'i,p' = h \ x ' P + f p r x ' P P ' 

± JL 
y'%PI = I I I X 1 P +p P I X'PP' 

± JL 
y'P, p' = hp x' P +p p, x'pp'. 
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l ) ' es tas fórmulas concluímos, sem insistir mais, que a s p p ' raizes 

fo rmam um syslema circular. 

Depois de pp' circumvoluçôes em volta do ponto a | t o rnar - se -ha 

a achar o pr imeiro valor, e em seguida reproduz i r - se -hão os se -

guintes pela mesma o rdem. Para os outros grupos procede-se 

d um modo analogo. 

Se a equação (12 ' ; , em Iogar de ter só raizes simples, as t i -

vesse t ambém múltiplas, formaríamos pelo mesmo processo uma 

nova equação ( l ' ' ) e outra ( 1 2 ' ) ; se esta admittisse ainda raizes 

eguaes , cont inuar-se-h ia a mesma analvse, a té que f inalmente se 

haveria de chegar a uma equação com uma só raiz infinitamente 

pequena . 

Com eííeito, é fácil de ver que o numero / ' de raizes de (P 

é inferior ou, quando muito, egual a I; assim se a equação (12') 

tiver ainda raizes eguaes , deverá chegar - se a uma equação (1") 

cujo numero de raizes / é infer ior ou, quando muito, egual a l', 

e assim por deante até que, se for / > /', I1 > / ' ' , . . ., se chegará 

a uma ultima equação que contém somente uma raiz. 

Para que isto assim não fosse seria necessário que, em vez 

de te rem Iogar aquellas desegualdades , o numero das raizes das 

equações a que successivamente se chega fosse sempre o m e s m o : 

mas isso levaria a valores de ( I ) , que diUeririam uns dos outros 

d 'um infinitamente pequeno d 'uma ordem tão elevada como se 

quizesse; isto é, haveria valores de y' eguaes entre si para qual -

q u e r valor de x', ou valores eguaes de y para qua lquer x, o que 

é man i fes tamente impossível, pois se suppoz irreductive! a e q u a -

Concluimos, portanto, que ainda n'este caso as raizes formam 

syslcm as circulares. 
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13. No que deixamos dicto suppozemos que ao valor finito 

x = x correspondiam l valores funccionaes que tomavam um valor 

commum t ambém finito: mas se x = ct é raiz da equação que 

se obtém egualando a zero o coefíiciente da mais alta potencia 

de y em F x = 0, o valor commum é y = -x . 

A consideração d'estes pontos x, para os quaes alguns valores 

de y se tornam infinitamente grandes , é facilmente reduzida ao 

caso das raizes eguaes finitas. 

Com effeito se pozerinos na equação algébrica proposta 

X = Ol+ x', 11 = 
y' 

formaremos uma equação que para , r ' = - 0 t em uma raiz y = 0 

de ordem / . Esta nova equação poderá t r ac ta r - se pelo methodo 

anter iormente exposto, o que dá a d is t r ibuição das raizes em 

systemas circulares. 

Quando a equação a que se chega pela subst i tuição anterior 

só tiver, para X1 = O, uma raiz nulla, o ponto x é então um polo. 

13. Se o valor x = a se torna infinito, a consideração da 

funcção na vizinhança do ponto infinitamente dis tante reduz-se , 

fazendo 

J 

x 

á analyse d 'uma funcção algébrica en t re x' e y na proximidade 

do ponto nullo x' = 0. 

14. Supponhamos agora descripta uma circumferencia K que 
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contenha todos os pontos críticos existentes no finito cujo numero , 

como sabemos, é l imitado; e que a variavel 

x = l + ir) = pc'> 

se move n'ella. Façamos ainda 

A / I y ) = 

a variavel que represen ta remos n um outro plano, descreve, 

ao mesmo tempo que x percorre K, uma outra circumferencia R', 

cujos pontos correspondem a 

, 1 
x =--e~ 

o 

A todos os pontos situados dent ro de R no pr imeiro plano cor -

responderão pontos situados fóra de R no segundo; e, inversa-

mente , todos aquelles que estão fóra de R t e r ão por correspon-

dentes pontos situados dentro de R'. 

Por tan to ao espaço indefinido fóra de R corresponderá o es-

paço limitado por l í ' , no qual se deve também achar o ponto nulio 

correspondente a x = ac e onde não deve es tar nenhum dos que 

são relativos aos outros pontos críticos. 

Depois de uma circumvoluçào completa da variavel poderá , ou 

não, variar o valor Iunccional correspondente a x\ conforme 

x =O for, ou não, um ponto cri t ico; pois que y [x] dentro d ' a -

quelle circulo, abs t rah indo do ponto nullo, não pôde t e r ou t ro 

ponto cr i t ico: isto é, variará o valor Iunccional conforme for, ou 

não, x = x u m ponto critico d e y . 
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Por tan to : o percurso de uma curva que encerra todos os pontos 

críticos d'uma funcção algébrica 

y = f ( x ) , 

existentes no finito só poderá produzir uma mudança no valor 

funccional d esta quando x = ao for um ponto critico de y = f ( x ) . 





III 

S U P E R F Í C I E S DE RIEMANN 

I. Definição das superficies de Riemann 

15. Consideremos a funcçào algébrica y definida pela equação 

F [y, x) = y- — A (x — a j ) (x — a j ) [x — ¢13) (x — a4) = 0 , 

onde a\, a3, 04 são quantidades reaes ou complexas que no 

plano X, onde se move x, são represen tadas pelos pontos a\, a 

<23, (I i . 

A funcçào y não é uma funcçào un i fo rme; a cada valor de x 

correspondem dois valores 

y = 4- [ / \ [x — a\) (x — a<i) [x — (x — a j ) , 

y = - V A (x — «i) [x — flj) (x — a 3 ) (x — a 4 ) , 

que, sendo em geral distinctos, formam dois ramos da funcçào, 
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podendo comtudo tomar o valor commum y — O quando x se torna 

egual a algum dos valores 

Para de te rmina r como os dois ramos da funcção y se com-

portam para a circumvoluçào dos pontos críticos, podemos appl i -

car o que de ixamos dicto na pr imeira pa r t e . 

Para x-=a\ os valores de y sào nullos, e como para x = a\ e 

, . , d¥ 
W = O a derivada — se torna em 

segue-se que es tamos no caso que já foi considerado no n.° 7; 

por tan to os dois valores + y , —y formam em volta de ay um sys-

tema circular 

E o mesmo tem Iogar com re lação aos outros pontos a3, 

Se a variavel x percor re uma circumferencia em cujo interior 

estão situados o s quat ro pontos a 1 , a a j , não s e produzirá, 

por uma circumvolução completa d 'el la, nenhuma al teração no 

valor funccional de y, isto 6, x = cx> não é um ponto critico para 

a funcção y. 

a\, a s , a3, a 4 . 

- A (ai - ( I i ) (a) - a : l ) (a, - a 4 ) 

I O . Vamos agora ver como uma representação especial do 

valor da variavel complexa nos permit te obter que x sómente cor -
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responda á sua primitiva posição, quando y r e tomar l ambem o 

seu primitivo valor. 

Como a cada valor de x podem, em geral , cor responder dois 

valores de y, supporemos represen tada a variavel x sobre dois 

planos ou folhas sobrepostas . 

A cada valor de x cor responderão assim dois pontos: um x' 

no plano super io r ; outro x" no plano infer ior . 

Seja xo um valor dif lerente de a\, «3, a j , ao qual cor res -

pondem os dois valores +j/o> — J/O- Ao ponto ar'o, no plano supe-

r ior , corresponde o valor + j/o; e a X''Q, no plano inferior, o valor 

- y o -

Supponhamos agora que X'Q está cercado por uma curva fe-

chada L, no interior da qual se não encontra ponto crit ico a lgum; 

e que x' se move sómente dent ro d esse espaço l imi tado: x' t a m -

bém, na folha inferior, só se deslocará na proximidade de x'\). 

N este caso aos pontos do jilano superior corresponde sempre 

+ y, em quanto (pie aos do plano inferior corresponde — y. 

Se x' íizer uma circumvoluçâo em volta d 'um ponto x'\ que 

esteja dent ro de L, ao valor primitivo de x corresponde t ambém 

o primitivo valor de y: e o mesmo succede para a outra folha. 

IVeste modo correspondem sempre aos dois pontos x' e x", nos 

planos superior e inferior e que representam o mesmo valor de x, 

os valores Iunccionaes + y e —y. 

Vejamos, porém, como havemos de proceder quando con-

s iderarmos os valores 

x = (i\, a», a;}, aj, 

para os quaes dois ramos da funcção se tornam idênticos, e cujos 

pontos correspondentes se denominam pontos de ramificação. 
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Considere-se o ponto a j : porisso que ahi os dois \a lores de y 

se tornam eguaes, junc temos n'esse ponto os dois planos pr imit iva-

mente separados. 

Des ignemos por x\ um valor de x tal que o modulo de — a i ) 

seja menor que o raio d 'uma circumferencia L descr ipta de ai 

como cent ro , e que não contém nenhum dos outros pontos a j , 

«3, sejam, além d'isso, x'\ e x"\ os pontos que , nos dois pla-

nos, represen tam aquelle valor, e + ?/i, —y\ os \a lores de y que 

respect ivamente lhes pe r t encem. 

Façamos com x' (fig. 4) , part indo de x\, uma circumvolução 

em volta de « i , sem sahir para íóra 

de L; quando x re toma a primitiva 

com o que lhe está infer ior x"\. 

I 'ara isso supponhamos (fig. o) traçada a par t i r de a 1, em qual -

posição x'[, y não readqu i re o valor 

primitivo +»/1, mas é egual a — y \ \ 

isto é, toma aquelle valor que suppo-

zemos corresponder ao ponto x"\. 

Trac ta - se de obter que, depois de 

uma circumvolução em volta de «1, o 

ponto x nào coincida com x'\, mas 

quer direcção, uma recta in-

definida ai 7; ao longo d'ella 

imaginemos cortados os dois 

planos. Ef fec tuar - se -hào assim 

Fig. » 

? duas secções que deixam quatro 

bordos : junctemos cada bordo 

da folha super ior com o que 

lhe fica f rontei ro 11a folha in-

ferior, como se vê indicado em 
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cór te transversal na íig. 6. Fei ta esta l igação das duas Iolhas 

ao longo da linha a \ q , quando 
FoZA ci J UJJ er-r w , ,. . 

i se atravessar esta linha passa r -

X se -ha , d 'um modo continuo, da 
F o / Z i a i r i / t í^Lvr- f 0 ] | i n S U p e r i o r | ) a r a a inferior 

6 e inversamente . 

Desloquemos agora x' em volta do ponto O1 par t indo da po-

sição Logo que chegarmos á linha ci\(i passamos á segunda 

folha e cont inuaremos ahi, seguindo a linha pontuada, a té x"i 

onde se encontrará o valor — y\-

Cerquemos ainda d] , caminhando na folha inferior do ponto 

de partida x''\: logo que chegarmos a «17 passamos novamente 

da folha inferior para a super ior , e cont inuando a caminhar n e s t a 

a té x'\ encontraremos ahi o valor + 1 / 1 ; o que concorda com o 

facto de duas circumvoluções em volta de a\ da rem a y o valor 

+ y-
D'esta manei ra , e fazendo o mesmo para os pontos a j , 03, 

obtemos que a cada ponto que represen ta x corresponda somente 

um valor de y. 

Podemos ainda, em vez de fazer córtes indefinidos como ci\ </, 

l igar aj com a2 e <13 com aj e considerar O ja 2 , «304 como 

córtes de ramificação, ao longo dos quaes se l igam, como an te -

r io rmente , as folhas super ior e infer ior . 

A superfície, cuja construcção acabamos de indicar, denomina-se 

superfície de Uiemann da funcção y. 

P o d e r - s e - h a , pois, dizer que y é uma funcção uniforme do 

logar da variavel x sobre a superfície de Riemann assim cons t ru ída : 

quando x t iver descripto sobre esta um caminho fechado, y r e -

tomará o seu primitivo valor inicial. 

Em volta dos pontos a|, a», a;j, a j , a superfície de Riemann, 
3 
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formada pelas duas folhas, enrosca-se semelhando uma superfície 

helicoide, e por esse motivo é t ambém designada por alguns 

mathemat icos al lemâes com o nome de Windungsflàche; e os 

pontos de ramificação por Windungspunkte. 

13. Consideremos agora o caso ge ra l : seja 

e cujos poios e pontos críticos suppomos de te rminados . 

Marquem-se no plano os pontos críticos e façamos descrever 

á variavel, part indo d 'um ponto ordinário, um contorno fechado 

em cujo inter ior exista unicamente o ponto cri t ico x = x, a que 

correspondem l raízes eguaes a 3 na equação F = O. 

Os / valores 

que f ( x ) tem no ponto de part ida e que em a se tornam eguaes 

a [3, d is t r ibuem-se em geral , para a circumvolução do ponto c r i -

tico, em vários systemas circulares 

!/ = / » 

a funcção definida por 

/a* fbi • • • fh 

Para um segundo ponto cri t ico correspondente a x = a, em que 
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I1 raizes de F = O se tornam eguaes a [}', f o rmar - se -hâo os sys-

temas circulares 

e do mesmo modo para todos os pontos críticos res tantes . 

T o m e m - s e n espheras de raio inf ini tamente grande e sobre -

postas. Em cada uma d 'estas superfícies marque - se um ponto, 

correspondente ao mesmo valor ar i t lmiet ico de x, que não seja 

um ponto crit ico. Coino a um valor de x cor respondem n valores 

de y d i fferentes , pôde dizer-se que as n espheras formam uma 

superfície de n folhas tal que a cada um dos seus pontos cor res -

ponde um único valor funccional de y; e assim se podem designar 

as folhas pelos Índices dos valores cor respondentes de y. 

Consideremos os pontos crí t icos. 

No ponto a imaginar -se-bão reunidas as folhas que correspon-

dem ao pr imeiro systema c i rcu la r ; executa-se depois um corte 

n'estas folhas que se ex tende indefinidamente, mas de maneira 

que não encontre nenhum outro ponto cri t ico. 

Une-se em seguida o lado direito do córte exis tente na folha (a) 

com o esquerdo do córte exis tente na folha (ò), o lado d i re i to de (6) 

com o esquerdo de (c), e t c . ; a té que finalmente se unirá o lado 

direi to do cór te da folha (e) com o esquerdo do córte da folha (a). 

Para o segundo systema circular , relativo a a, procede-se d 'um 

modo analogo: executa-se um córte nas folhas correspondentes ás 

raizes que formam o segundo systema, e l iga-se o lado direito do 

córte de (g) com o esquerdo do cór te em (/t), e tc . , e f inalmente 

o lado direi to do córte em (/) com o esquerdo do de (g). E tc . 
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Estabelecida analogamente a l igação correspondente a todas 

as folhas e a todos os pontos criticos, a superfície assim formada , 

de n folhas, denomina-se superfície de Riemann da funcçào y 

(Hindungsflàche). 

Esta construcção mostra-nos immedia tamente que a cada ponto 

critico da funcçào cor respondem, na superfície formada, um certo 

numero de pontos, cada um dos quaes é commum aos cortes feitos 

nas folhas relativas a cada systema circular . 

Taes pontos c h a m a m - s e p o n t o s de ramificação (Windungspunkte), 

e as secções que d'elles par tem os cortes de ramificação. 

Diz-se que um ponto de ramificação é da ordem 0 quando o 

systema circular a que elle se r e fe re é composto de 0+ 1 raizes. 

A fig. 7 represen ta um cór te transversal feito n u m a das folhas 

de uma superfície de Riemann, que 

correspondem a um ponto de r ami -

ficação de ordem 2. 
Fig . 7 

1 8 . A superfície de Riemann da funcçào y, tal como a acaba-

mos de indicar, 6 pois o Iogar geometr ico dos pontos de que y 

depende d 'um modo un i forme; isto é , quaesquer caminhos p e r -

corridos pela variavel, en t re dois pontos s i tuados na mesma su-

perfície, conduzem aos mesmos \a lores funccionaes; a funcçào 

proposta é então uma funcçào uniforme do logar da sua variavel. 

Se R [y, x) for uma qualquer funcçào racional de x e de y 

será egualmente uma funcçào uniforme do logar da variavel sobre 

a superfície de Riemann da funcçào y, pois que a cada ponto 

d 'esta corresponderá um determinado x e um determinado y. 

l f ) . Em vez de executar o cór te de ramificação como an te r io r -

men te , isto ó, part indo do ponto de ramif icação até ao infinito, 
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pôde t a m b é m , em casos espec iaes , fazer -se a secção e n t r e dois 

pontos de ramif icação, para o que faci lmente se ap resen ta rão as 

condições necessar ias e su f i c i en t e s . 

Seja f ( x ) uma funcção para a qual a\ e ai co r re spondam a 

dois pontos de ramificação, e ai a-> o cor te de ramificação ao longo 

do qual se l igam k folhas, de modo que a funcção dependa un i -

fo rmemen te do Iogar da sua variavel. Uma c i rcumvolução , e f fe -

ctuada sobre uma curva fechada que c o m p r e h e n d e a j e a j e ex i s -

t en te n u m a das I ; folhas da superf íc ie , não deve p roduz i r a l t e ração 

funccional a l g u m a ; mas a circumvolução feita em volta de ai e as 

pôde ser subst i tu ída por duas ou t ras c i rcumvoluções em volta de 

aj e a^, e f íec tuadas no mesmo sent ido. Se for , por exemplo , XQ 

o ponto de par t ida , e a p r ime i r a c i rcumvolução t r ans fo rmar f\ (aro) 

em /2 (aro). a segunda deverá t r a n s f o r m a r f± (aro) em [ (XQ ) ; e o 

mesmo tem Iogar para os outros valores funccionaes 

fi («0). AW- • • • fk{x0): 

por tan to , nos dois pontos de ramif icação, é idêntica a successão 

dos valores funccionaes quando 6 d i f fe ren te o sent ido do movi-

mento da variavel em volta de a j e de a ^ ; deve então t e r - s e r ea l i -

sado a união das folhas (fig. 8), de manei ra que ao longo de ai a j 
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o lado inferior da folha 1 se ligue ao superior de 2, o infer ior 

de 2 ao superior de 3, e assim por deante até que o inferior de 

k se liga ao superior de 1: o que realisa a ident idade dos dois 

cyclos de raizes para as direcções oppostas de movimento. 

A construcçâo effectuada satisfaz a condição necessaria, de que 

o percurso de qualquer caminho fechado, que não encerra os dois 

pontos em questão, nã'o deve produzir nenhuma alteração funccio-

nal. Com elFeito, se a curva fechada não passa pelo córte de r ami -

ficação é isto evidente, pois que então existe ella, na sua to ta l i -

dade, na mesma folha; se, pelo contrar io, ella atravessar d] 

passando, por exemplo, da par te superior de a\ na pr imeira 

folha para a quar ta , na sua reversão da parte de baixo de aj 

\o l ta , passando pelo do cór te de ramificação, para a primeira folha. 

8 0 . A mutua dependencia das folhas no ponto infinitamente 

dis tante , imposta pelas propr iedades analyticas part iculares de 

cada funcção, real isa-a de facto a construcçâo executada com r e -

ferencia aos pontos de ramificação exis tentes no finito. 

Já an te r io rmente vimos que uma circumvolução de todos os 

pontos críticos, existentes no finito, se deve considerar como idên-

tica á circumvolução do ponto infinitamente distante, suppondo 

que os pontos crit icos, â excepção de x = x , não se es tendem 

indef inidamente . E como para o nosso caso isto tem logar, segue-se 

que a ligação das folhas da superfície de Hiemann se realisa no 

infinito pela construcçâo elfectuada no finito. 



39 

II. Limites das superfícies de Riemann 

3 1 . Definida a superf íc ie de R iemann de n folhas como o 

l o g a r g e o m e t r i c o dos pontos de que d e p e n d e d ' u m modo un i fo rme 

a funcção f(x), e ind icado o met l iodo gera l da sua cons t rucçào , 

vamos ap re sen ta r a s cons iderações g e o m e t r i c a s q u e f o r m a m u m a 

out ra p a r t e fundamenta l do m e t h o d o de R i e m a n n . 

Curvas limites 

33. I m a g i n e m o s , descr ip ta em volta d ' u m ponto q u a l q u e r 

n u m a folha da superf íc ie de R i e m a n n , u m a c i r cumfe renc ia de 

pequeno raio, que , no caso especial de ser o ponto cons ide rado 

um de rami f icação a\, será subs t i tu ída pela curva f echada abcd 

(fig. 9) ou po r ou t ra ana loga . A superfície de R i e m a n n fica assim 

dividida em duas pa r t e s , l imi tadas pela 

curva agora t r a ç a d a , de modo que não é 

_2 possível passar por um t raço con t inuo d ' u m a 

pa ra a ou t ra sem a t r aves sa r o l imi te . 

U m a superf íc ie , ou pa r te de superf íc ie , 

diz-se connexa quando n um t r aço con t inuo 

se pôde passa r d um q u a l q u e r dos seus 

pontos a um ou t ro sem a t r aves sa r os l imites da super f íc ie ou 

porção de superf íc ie cons ide rada . 

Q u a n d o se divide o e spaço indefinido em duas p a r t e s não con-

nexas, as superf íc ies assim l imi tadas d e n o m i n a m - s e superfícies 

fechadas. 
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Suppoinos, salvo indicação em contrario, que as curvas fechadas 

que empregamos aqui e 110 que se segue nem se cortam a si mes -

mas nem tem pontos singulares. 

2 3 . Supponhamos agora que a curva fechada, que foi t raçada 

em volta d 'um ponto n u m a das folhas da superfície de Riemann , 

se reduz até que f ique infini tamente próxima d 'e l le ; poder -se-ha 

cons iderar a superfície de Riemann como uma superfície fechada, 

cujo limite é consti tuído por aquella curva infinitamente pequena. 

O ponto que ella encerra denomina-se então o ponto limite da 

superfície. 

Se se isolarem outros pontos da superfície por curvas fechadas 

A, R, C, e tc . , o ponto limite e estas curvas de te rminarão o li-

mite total da par te connexa da superfície resul tante . 

2 4 . Traçadas sobre uma superfície de Riemann ou sobre uma 

par te d 'el la, com o l imite total A, 15, C, . . . , diversas curvas que 

não passam por ponto algum de ramificação, vamos ver como se 

carac ter isam estas superfícies re la t ivamente ao numero e especie 

d 'aquellas l inhas. 

Uma curva L limita completamente- sohre uma superfície S 

uma par te d esta, quando não é possível ir d 'ahi até ao l imite 

to ta l , 011 a qualquer ponto d 'uma outra par te , sem atravessar a 

linha L, que então se chama uma curva limite completo. 

Assim uma curva fechada a'b'c'd', que se trace dentro d 'uma 

porção de superfície completamente limitada abcd exis tente em 

uma só folha da superfície de Riemann, limita de novo uma por-

ção d e l i a (fíg. 10 ) : o mesmo tem Iogar (fíg. 11) para a curva 

a'b'c'd', que circumda o ponto de ramificação a j . 

Tan to n um caso como no out ro não se pôde passar de pontos 
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do interior de a'b'cd' para abcd sem cor ta r o limite d 'aquella 

pa r te s e p a r a d a : a b cd' é, pois, uma curva l imite completo . 

Se na superfície de Riemann de duas folhas, com os pontos de 

ramificação a\ e a> ligados pelo cór te de ramificação (fig. 12), 

for t raçada a curva C na folha su- Q -

perior , ficará a superfície dividida / / \ 

em duas pa r t e s : a pr imeira é for- I f \ \ 

mada por toda a folha super ior e x - 1 ? \ j J ' 

ceptuando a pa r t e d'ella compre - \ \ J ' 

hendida por C; a segunda por esta 

pa r te da folha super ior c o m p r e h e n - Fig- 12 

dida por C e por toda a folha infer ior . 

É evidente que, neste caso, dois pontos infini tamente p rox i -

mos, tomados d 'uma par le e d 'outra de C, e por isso exis tentes 

na folha super io r , não podem ser unidas por um traço continuo 

sem atravessar o l imite C, que por isso será uma curva limite 

completo. 

c 

d. 

FLG. 10 
Fig . 11 

'<£•>. Designemos agora por p e p' dois pontos inf ini tamente 

proximos d 'uma curva L, e si tuados respect ivamente d 'um e out ro 

lado de L; se, por meio de um t raço continuo, se podér ir egua l -
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mente de p e de p' a té ao limite total sem cor ta r L, ou se se 

poder chegar de p a p' por um traço continuo que não encontre 

L nem o limite total S, a linha L não limita, por si, comple ta -

men te par te alguma da superfície cons iderada; é uma curva limite 

não completo. 

Seja, por exemplo, abcda'b'c'd' uma superfície annular ex i s -

tente n uma folha d 'uma superfície de R i e m a n n ; a curva a"b' c''d'' 

(fig. 13) será um limite não completo, por isso que de dois pon-

tos f ronte i ros d 'um e d 'outro lado d'ella se pôde chegar ao l imite 

total sem a cortar . 

Consideremos ainda (fig. 14) uma superfície de Hiemann de 

duas folhas com os qua t ro pontos de ramificação a\, ag, a\, 

e com os cortes de ramificação a k a . i , «3(14. Se t raçarmos a curva 

A na folha superior , comprehendendo os pontos a\ e podere -

mos chegar d 'um ponto p. si tuado n 'um dos lados de A, ao ponto 

fronteiro sem cor tar A, ao longo do t raço prsp' que em r passa 

para a folha inferior e em s outra vez para a superior . A é, por -

tanto, uma curva limite não completo. 

Do que n 'este numero e no antecedente deixamos dicto se con-

clue que não é possível es tabelecer uma distincçâo absoluta entre 
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es tas especies de l imi tes e que , pelo con t ra r io , a espec i f icação 

d e p e n d e do l imi te total a d o p t a d o . 

Systemas de curvas limites 

2 6 . Se sobre uma superf íc ie de R iemann se t r a ç a r um n u m e r o 

q u a l q u e r de curvas fechadas A, B, . . . , Iimiles completos, s e p a r a r -

s e - h ã o alli dois continua de pon tos : pa ra o p r i m e i r o (pontos in-

teriores), um t raço cont inuo que r eúna qua lque r dos pontos d 'e l le 

ao l imite total encon t r a r á aque l las curvas n 'um n u m e r o impar de 

pon tos ; para o segundo (pontos exteriores), o t r aço de l igação com 

o l imi te to ta l encont ra aquel las curvas somente n ' u m n u m e r o par 

de pontos ou não as e n c o n t r a . 

A. B, . . . d e t e r m i n a m assim, pelo seu a g r u p a m e n t o , o limite 

completo d ' u m continuam de pontos ( in ter iores) , que é f o r m a d o 

pela somma a r i t h m e t i c a das pa r t e s connexas c o m p r e h e n d i d a s por 

aquel las curvas . F o r m a m um syslema limite completo. 

Desde que as curvas se c o r t e m de ixa , p o r é m , isto de t e r logar 

para a so mma a r i t hme t i ca de todos os pontos . Ass im, na fig. 15 , 

o contiuuum de pontos i n t e r i o r e s é f o r m a d o só pela p a r t e che ia . 

25. D iz - se que n curvas f echadas l i -

mites não comple tos f o r m a m , pelo seu 

a g r u p a m e n t o , um systema limite não com-

pleto, quando se podem unir ao l imi te 

total por um t raço cont inuo, dois pontos 

in f in i t amente p r o x i m o s d uma qua lque r 

d ' essas curvas , tomados d ' u m e d 'ou t ro 

lado d 'e l la , sem encon t r a r nenhuma das n curvas t r a ç a d a s . 

Na superf íc ie de R i e m a n n , com duas folhas e com os t r e s pontos 
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de ramificação a\, a2, a-j (íig. 16) , os agrupamentos de curvas 

( A , B ) , ( A , C ) , (B, C), formam sys-

_C temas de curvas limites não completos. 

28. Supponham-se t raçadas na 

superfície de Riemarm n curvas l imi-

tes não completos ; e supponha-se mais 

que n— 1 d'essas curvas formam um 

systema limite não completo. 

Se todas as n reunidas separam sobre a superfície dois continua 

de pontos taes que para o pr imeiro é sempre possível reuni r por 

t raço continuo qualquer d 'estes ao l imite total sem encontrar ne -

nhuma das n curvas (pontos exteriores), e para o segundo só é 

possível essa reunião atravessando urna das n curvas, diz-se então 

que as n curvas formam um systema limite completo irreductivel. 

Na fíg. 16 ( A , B , C ) é um systema limite completo irreductivel . 

Fig. 1C 

2 ¾ . Imaginemos agora diversos systemas i rreduct iveis (A), 

(B), . . . , sem curva commum. Reunidos, separam estes systemas 

dois continua distinetos de pontos. 

Com effeito, considere-se (fig. 17) uma parte de superfície cujo 

l imite total é (L, L) ) , e onde (A) fórma 

um systema limite completo i r reduct i -

vel e (B) um outro. 

A reunião de (A) e (B) distingue 

dois continua de pontos. Um composto 

de todos os pontos exteriores que po-

dem ser reunidos ao limite total (L1 Lj ) 

por traços contínuos, que, ou não en -

contram curva alguma (A) ou (B), 011 FiR. 17 
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as encontram n 'um numero par de pontos; outro composto de 

pontos interiores, que as a t ravessam em um numero impar de pontos 

(os cheios da figura). 

3 0 . Do que deixamos dicto c la ramente se manifes ta a ana -

logia que existe entre um systema limite completo i rreduct ivel e 

uma curva fechada limite completo. 

E assim diz-se que n curvas limites não completos fo rmam, 

pelo seu ag rupamento , um systema limite completo, quando, sendo 

possivel reun i r por um traço continuo um ponto infinitamente p ro -

ximo d 'uma das curvas ao limite total sem cor ta r qua lquer das 

n curvas, ou, cor tando-as n 'um numero par de pontos, somente é 

possivel effectuar essa reunião para o ponto f ronte i ro ao pr imeiro 

e t ambém infinitamente proximo da curva cor tando aquellas n 'um 

numero impar de pontos. As n curvas separam em todo o seu 

contorno dois continua de pontos—exter iores e interiores. Do p r i -

meiro passa-se ao limite total ou não atravessando nenhuma das 

curvas ou fazendo-o um numero par de vezes; do segundo só se 

passa ao l imite total cor tando as curvas um numero impar de 

vezes. 

8 1 . Se jam, sobre uma superfície de Riemann, (A), (B), (C) 

Ires systemas de curvas fechadas , que não passam por ponto a l -

gum de ramif icação; supponha-se ainda que (A), (B), (C) formam 

os systemas limites completos ( A , B ) e ( A , C ) . 

Vamos considerar as posições que pôde l e r um ponto p da 

superfície re la t ivamente a estes systemas. 

Supponliamos p r ime i ramen te que p per tence a algum dos con-

tinua interiores, respect ivamente l imitados por ( A , B ) ou ( A , C ) , 

mas que não è commum aos dois. 
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Poderá então s e r : ou p interior a (A, B) e ex te r ior a (A, C), 

ou p exter ior a (A ,B) e interior a (A ,C) . 

Vejamos successivamente as duas hypotheses. 

No pr imeiro caso, se l igarmos por um traço continuo o ponto 

considerado ao limite total , como o p é inter ior a (A, B), (A) e 

(B) podem ser atravessadas dos seguintes modos : as curvas (A) 

não serem cor tadas , e as curvas (B) s e r em-n 'o um numero impar 

de vezes; — as curvas (A) se rem cortadas um numero par de ve-

zes, e as curvas (B) um numero impar; — as curvas (A) serem 

cor tadas um numero impar de vezes, e não serem vez alguma 

cortadas as curvas (B); — as curvas (A) serem cortadas um nu-

mero impar de vezes, e as curvas (B) um numero par. 

Como, ao mesmo tempo, o ponto p 6 ex te r io r a (A, C) pode-

rão as curvas (A) e (C) ser cor tadas das seguintes mane i ras : as 

curvas (A) um numero par de vezes, e as curvas (C) t ambém um 

numero par; — as curvas (A) não serem cor tadas , e as curvas (C) 

um numero par de vezes; — as curvas (A) serem cortadas um 

numero par, e não o serem vez alguma as curvas (C); — as 

curvas (A) serem cor tadas um numero impar, e egualmente as 

curvas (C) um impar de v e z e s ; — - ( A ) e (C) não serem cortadas. 

Podemos concent rar isto da seguinte 1'órma: 

p interior a (A, B) 

(A), par ou zero 

(A), impar 

(B), impar ) 

(B), par ou zero) 

p ex ter ior a (A, C) 

(A), par ou zero 

(A), impar 

. . (C), par ou zero | 

. , (C), impar j 
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No segundo caso, isto é, se for p ex te r io r a ( A , B ) e interior 

a (A 1 C) analogamente se t e r á : 

p ex ter ior a (A, B) 

(A), par ou zero (B), par ou zero | 

(A), impar (B), impar ^ 

p in ter ior a (A, C) 

(A), par ou zero (C), impar | 

(A), impar (C), par ou zero\ 

D'is to se concluo immedia tamente que todos os pontos l imi-

tados por (A ,B) e por (A, C), que não lhes são communs, só po -

derão ser ligados por t raço contínuo ao limite total cortando um 

numero impar de vezes as curvas (B) e (C); isto é, que taes pontos 

formam um continuam de que o svstema (B, C) 6 um limite com-

pleto. 

No que deixamos dicto suppoz-se que o ponto p não era com-

mum aos dois continua de pontos l imitados pelos systemas (A, B) 

e ( A , C ) . Supponhamos agora que p é commum aos dois continua. 

N'esse caso v i r á : 

p interior a (A, B) 

(A), par ou zero (B), impar | 

(A), impar (B), par ou zero ^ 

p interior a (A, C) 

(A), par ou zero 

(A), impar 

(C), impar ) 

(C), par ou zero \ 
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Por onde se vê que , ligando por um traço continuo p com o 

l imite total , as curvas (B) e (C) serão cortadas um numero par 

de vezes; isto 6, para os pontos que são comprehendidos nos con-

tinua, respect ivamente l imitados por (A, B) e por (A, C) e que 

são communs aos dois systemas, não é o systema (B, C) um limite 

completo. 

Considerados os pontos inter iores supponhamos, em segundo 

logar , que o ponto p é ex te r io r a (A, B) e a ( A , C ) ; então t e r -

s e - h a : 

p ex te r io r a (A, B) 

(A), par ou zero (B), par ou zero ) 

(A), impar (B), impar | 

p ex ter ior a (A, C) 

(A), par ou zero (C), par ou zero\ 

(A), impar (C), impar j 

Por tanto os pontos que per tencem aos continua ex ter iores a 

(A, B) e a (A, C) não [iodem ser completamente limitados por 

(B, C); isto é, pôde sempre passar-se de qualquer d'elles ao li-

mi te total cor tando (B) e (C) um numero par de vezes. 

Vejamos , f inalmente, como as curvas (B) ou (C) sepa ram, no 

svstema (B, C), em todo o seu contorno, os dois continua de pon-

t o s — exter iores e in ter iores . 

Se isto, com effeito, tiver logar, dois pontos infinitamente pro-

ximos de qualquer das curvas e situados d 'um e outro lado d'ella, 

devem poder ser ligados ao limite total por dois traços que cor tem, 

um d e l l e s , as curvas (B) e (C) um numero par de vezes e, ao 

mesmo t empo , o outro um numero impar de vezes. 
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Supponhamos, porém, que n u m a certa par te do contorno d 'uma 

das curvas (B) não se realisa isto, e que do ponto p, p e r t e n -

cente a (B, C) e situado d ' u m dos lados d 'uma curva (B), é pos -

sivel, como do ponto f rontei ro p', chegar ao l imite total , t endo 

cortado um numero par de vezes (B) e (C). 

Isto poderá e f fec tua r - se : cor tando (B) um n u m e r o s a / - de vezes 

e (C) um numero par; — (B) um numero par de vezes, e não 

cor tando ( C ) ; — n ã o cortando (B), e cor tando (C) um numero par 

de vezes; — (B) um numero impar de vezes, e (C) t a m b é m um 

numero impar. 

Consideremos o pr imei ro d 'esles qua t ro casos: as curvas (B) 

cortadas um numero par de \ezes e as curvas (C) egua lmente 

um numero par de vezes. 

O ponto p pôde, relat ivamente ao systema ( A , B ) , ser in ter ior 

ou ex te r io r . Supponhamol -o in ter ior . 

Como p é, ao mesmo t empo , interior ao systema B, C), será 

ex te r ior a (A, C) ; mas o numero de vezes que se atravessam as 

curvas (C) é par: logo será egualmente par o numero de vezes 

que são cor tadas as curvas (A), pois o systema (A, C) é limite 

completo. 

Por tan to , ao passar de p para o limite total, é par o numero 

de vezes que se atravessam (A) e (B), o que não pôde ser por 

isso que o systema (A, B) é limite completo e, por hypothese, 

p é um ponto interior do systema (A, B) . 

Supponhamos agora p ex ter ior relat ivamente a (A, B). Será 

então inter ior em relação ao systema (A, C) ; mas o numero de 

vezes que são cor tadas as curvas (C) é par, por tanto impar o nu -

mero de vezes que são cor tadas (A). 

Logo será t a m b é m impar o numero de vezes que são cor tadas 

(A) e (B), o que não é possivel te r logar, a t tendendo a que p é 
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ex te r io r relat ivamente a (A, B) , e (A, B) um systema limite com-

pleto. 

A consideração dos outros casos possiveis, que indicámos ac ima, 

conduz egua lmente a resultados absurdos ; d 'onde concluimos que 

não pôde ser verdadeira a hypothese de que se par t iu , e que por -

tanto as curvas (B) e (C) l imitam com eífeito em todo o seu con-

torno os dois continua de pontos interiores e exter iores . 

De tudo o que n'este numero deixamos dicto concluimos que 

é verdadeiro o seguinte t h e o r e m a : 

THKOREMA: Se um systema de curvas fechadas (A) , que não 

passam ponto algum de ramificação, fórma, com outro systema de 

curvas analogas (B), o limite completo d'um continuum de pontos 

d'uma superfície de Riemann; e se ao mesmo tempo o primeiro sys-

tema de curvas (A) é com um terceiro systema analogo (C) o li-

mite completo d um outro continuum de pontos da mesma super-

fície, o systema (B), juntamente com (C), formarão um systema 

(B, C) que é o limite completo d'um terceiro continuum de pontos 

composto dos dois primeiros com exclusão dos pontos que lhes são 

communs. 

Exempli f icamos em dois casos simples. 

I . 0 Na superfície de Biemann de duas folhas, e com os t res 

pontos de ramificação a \ , Í Í 2 , a s 

(fig. 18) , em que as curvas (p) e 

(q) formam um systema limite com-

pleto (p, q) e em que egualmente! 

as curvas q c r formam (q, r ) , é 

t ambém [p, r) um systema limite 

completo. 

Fig. IS 

2.° Na superficie de Riemann 

de duas folhas, com os pontos de 
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ramificação a\ e aj ligados pelo cór te de ramificação aj a<j> (fig. 19 ) , 

as curvas (q) e (r) formarão um systema 

limite completo (q, r ) , pois (p, q) e [p,r] 

são systemas limites completos : o espaço 

l imitado por (p, q) está, como é claro, na 

folha superior , em quanto que os espaços 

l imitados por (p, r) e [q, r) se compõem 

dos espaços correspondentes da folha su -

per ior e de toda a folha inferior . 

t 9 
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III. Connexão das superfícies de Riemann 

Definição da ordem de connexão 

3¾. Uma superf íc ie de R iemann connexa , em que cada l inha 

fechada fó rma o l imite comple to d uma pa r t e d el ia, denomina - se 

simplesmente connexa. 

Q u a n d o isto não t e m logar , a superf ície diz-se de connexão 

múltipla. 

33. Se ja k uma q u a l q u e r linha fechada l imite não comple to 

e 

b\, b2, . . . bn 

n curvas fechadas , que s e p a r a d a m e n t e são l imi tes não comple tos 

e r eun idas não l imitam c o m p l e t a m e n t e p a r t e a lguma da super f íc ie 

de R i e m a n n cm que es tão t r a ç a d a s ; m a s supponhamos que/.- f ó r m a , 

com pa r t e ou com a to ta l idade das curvas b\, l>i, . . . bn, um sys-

t e m a l imi te comple to . 

Se des ignarmos por q, c j , C3, . . . c„ ou t ras n curvas q u a e s q u e r 

da na tu reza das p r i m e i r a s , será en t ão e g u a l m e n t e c 1 com as linhas 

b|, 6¾, . . . bn, t o m a d a s em p a r t e ou na to ta l idade, um systema 

l imi te comple to . 

Se b r é um elemento c o m m u m aos dois sys temas , s e r ã o 

br com k, bj, . . . i). V + 1 ) . • • • ^ 
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e 

bT com C1, 6j, ò2, . .. 6(r—1), fyr+i), • • . K 

o l imite completo d 'uma parte da superf íc ie : logo (n.° 3 1 ) 

k com C1, b|, bi, .. . 1), f>(r+\), • • • b„ 

formará t a m b é m um limite completo. 

Se en t re aquellas curvas que es tão ligadas com k para formar 

systema l imite completo, e aquellas que com C1 fo rmam egua l -

mente um systema analogo, não ha e lemento c o m m u m , é claro 

que pôde sempre ter logar a substi tuição effectuada. 

Por isso que k limita comple tamente , com par te ou a total idade 

das curvas 

Ci, b\, . . . fyr—1), • • • !>n, 

uma par te de superfície, o mesmo terá logar para a curva C i ; 

observando, comtudo, que entre as linhas que com c.> devem formar 

systema l imite completo se hão de achar algumas das curvas b, 

pois que ci e C i não podem formar um tal sys tema: cont inuamos 

então uma substituição analoga á anter ior , e assim por deante . 

Concluimos, pois, sem insistir mais que 6 possível a subst i tui-

ção das curvas b\, bif . . . bn por c j , c j , . . . c„, e que t em então 

logar o theorema seguin te : 

THEOIIEMA : Se designarmos por 

b j , b», . . . b„ 

n linhas fechadas, (pie nem separadamente são curvas limites com-

pletos, nem junctas formam um systema limite completo d'uma parte 
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da superfície de Riemann; e por k uma linha qualquer limite não 

completo, pôde dizer-se que n outras curvas quaesquer da natureza 

das primeiras 

Cl, Cs, . . . Cn 

formam com a linha k um systema limite completo. 

3 4 . Mostra-nos o theorema antecedente que o facto de uma 

curva fechada l imite não completo poder formar um systema l i-

mite completo com n curvas, que nem sepa radamen te nem junctas 

l imitam completamente par te alguma da superfície, é indepen-

dente da escolha das n curvas; por isso se definem as superfícies 

cuja connexão é de ordem « + 1, da maneira segu in te : 

Uma superfície denomina-se connexa da ordem n + 1 quando 

nella sc podem traçar n curvas fechadas que, separadamente, são 

limites não completos e juntas não formam um systema limite com-

pleto, com as quaes, porém (em parte ou na totalidade), cada uma 

outra curva fechada constitue um systema limite completo. 

E s t a definição, que se baseia essencialmente na escolha a r b i -

t rar ia das n curvas fechadas, é per fe i tamente geral e precisa. 

Com effeito, se a propr iedade caracterís t ica que ella enuncia 

t iver logar para um cer to systema de n curvas, subsist irá ainda 

para outro qualquer systema do mesmo genero ; além d'isso ficarão, 

por ella, per fe i tamente separadas as superficies que apresen tam 

uma connexão de mul t ip l ic idade differente. Uma superfície con-

nexa, que a definição precedente indicar ser da ordem n + 1 , 

nunca se poderá confundir com outra de ordem n ou de ordem 

« + 2: com effeito, sobre uma superficie de connexão múltipla 

de o rdem n, n curvas fechadas l imitam sempre comple tamente 

uma par te da superfície, o que não tem logar na superfície con-
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nexa de o r d e m n + 1; e na de o rdem n + 2 não podem sempre 

n + 1 curvas fechadas f o r m a r um sys tema l imi te comple to , o que 

t e m Iogar para a superfície de connexão múltipla de o r d e m n + 1 . 

Transformação das superfícies de Riemann de connexão múltipla 
em superfícies simplesmente connexas 

3 5 . Classificadas a s superf íc ies d e R iemann pela sua o r d e m 

de connex3o, vamos occupar -nos da ope ração , essencial nas t l i eo-

r ias de R iemann , da t r a n s f o r m a ç ã o das superf ícies de c o n n e x ã o 

de o rdem elevada em connexas s imples ; ope ração que , como v e r e -

mos, é execu tada pela in t roducção de l inhas espec iaes e q u e p a s -

samos a definir . 

36. Sob re uma superf íc ie de R i e m a n n de connexão e levada , 

pa r t indo d ' u m ponto do l imite to ta l , t r ace - se , n ' um mov imen to 

cont inuo, uma l inha a té qua lque r ou t ro ponto do m e s m o l imite 

sem que no seu pe rcu r so ella o t enha tocado ou a t r aves sado : e 

e x e c u t e - s e isto de mane i ra que as pa r t e s da superf ície que estão 

s i tuadas d ' u m e ou t ro lado d ' aque l le t r aço cont inuo, não d e i x e m 

de f i ca r r e c i p r o c a m e n t e connexas . 

Cons ide rem-se os dois lados da linha em ques t ão como novos 

l imi tes da super f íc ie . 

Se obse rva rmos , po rém, que esses novos l imites devem ser con-

s iderados como taes não só depois de elYectuado o t r aço mas 

m e s m o du ran t e a sua execução , p o d e r - s e - h a acc re scen ta r que a 

linha t r açada pôde t e r m i n a r n u m ponto do seu pe rcu r so an t e r io r 

e nunca c o r t a r - s e a si p r ó p r i a . 

Uma linha descr ip ta n ' es tas condições , e assim definida, cons t i -

t u e o que R iemann denomina um querschnitt. 
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Par t indo de casos definidos simples, com toda a facil idade se 

vê immedia tamente a possibilidade da t ransformação. 

Tomemos , por exemplo, a superfície annular (fig. 20 ) , de li-

mite total L e L j . 

Uma linha «3 que liga dois pontos a e p 

do l imite total, e cujos lados m e n se con-

sideram como novos limites, não a l terando a 

connexão reciproca das par tes da superfície 

si tuadas d 'nm e d 'outro lado d'ella, será um 

quersclniitt d 'essa superfície que, sendo de 

connexão múltipla de ordem 2, se t rans forma 

n 'uma simples connexa. 

Na fig. 21 os querschnitte aJJ e t ransformam semelhan te -

mente a superfície cujo limite total é L L j L^ 

e que é de connexão múltipla de ordem 3 

n 'uma simplesmente connexa. 

3 3 . N 'uma superfície de connexão e le-

vada pôde sempre , por definição, ser t raçada 

uma curva fechada l imite não completo; isto ó, 

par t indo de dois pontos infinitamente p r o -

ximos, si tuados d 'um e outro lado d'ella, poderá chegar-se por 

dois t raços continuos que não se cor tam a si proprios, ao l imite 

total da superfície sem tocar aquella curva. A connexão reciproca 

das par tes adjacentes ás linhas t raçadas não é des t ru ida , pois que 

a curva limite não completo conduz d 'um ponto n 'um lado d'ellas 

ao ponto opposto do outro lado. 

D ' i s to concluimos que a linha resul tante da reunião dos dois 

t raços pôde ser considerada como um quersclniitt, e por tanto o 

seguinte t h e o r e m a : 
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TIIEOREMA : Numa superfície de connexão múltipla é sempre 

possivel traçar pelo menos um querschni t t . 

38. Supponhamos dada uma superfície de connexão múltipla 

de ordem n-\- 1. 

Sobre uma tal superfície é sempre possivel t raçar n curvas li-

mites não completos, e que junctas formam egualmente um sys-

tema limite não completo. Tracemos na superfície um querschnitt. 

que não encontre nenhuma d 'es tas n l inhas : por isso que o quer-

schnitt não destroe a connexão reciproca das duas par tes da su-

perfície que lhe são adjacentes , poder -se -ha ligar por um t raço 

continuo um ponto do lado d'elle ao fronteiro do lado opposto, e 

este traço formará uma nova linha l imite não completo, que, com 

as n linhas fechadas exis tentes na superfície, deverá formar um 

systema limite comple to : mas isto não pôde ter logar, pois o quer-

schnitt liga dois pontos oppostos da ultima linha t raçada com o 

l imite total da superfície sem cortar nem esta curva nem, por 

hypothese, qua lquer das ou t ras n. 

Não é possivel, por tan to , a supposição d 'onde par t imos, e assim 

conclue-se (pie 6 verdadeiro o theorema seguin te : 

TIIEOREMA : Numa superfície de connexão múltipla de ordem 

n + 1 um querschnit t qualquer encontra pelo menos uma das n 

curvas limites não completos, cpte definem a ordem de connexão 

d'aquclla superfície. 

3®. Estabelecidos os dois theoremas antecedentes passamos 

ao theorema fundamenta l da t ransformação . 

Supponhamos que a superfície S, de que se t rac ta , 6 de con-

nexão múltipla de o rdem n + 1 e completamente fechada : isto é, 

que um dado ponto d'ella foi cercado por uma linha infinitamente 
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próxima d'elle, que deve ser considerada como l imite total da 

superf ície . 

Ein S imaginemos t raçado um querschnitt, e designemos por S' 

a superfície que t em por limites os de S e, além d'isso, os dois 

lados do querschnitt. 

Per tendemos demons t ra r que S é uma superfície de connexão 

de ordem inferior a n + 1. 

Com effeito, supponha-se que a introducção do querschnitt não 

abaixou a ordem de connexão da superfície; poder - se -hão então 

t raçar em S n curvas fechadas, que separadamente são limites 

não completos, e que junctas devem também formar um systema 

limite não completo. 

Ora o querschnitt não corta nenhuma das n curvas existentes 

em S' , e como os limites de S' são os mesmos de S mais os lados 

do querschnitt, segue-se que elle t ambém não corta as n curvas 

consideradas em S. 

Por outro lado é possível, sem cor tar as próprias n linhas, 

chegar de pontos do continuum interior ao limite total de S', 

isto é, ao limite de S ou ao querschnitt: mas n 'este ultimo caso, 

caminhando ao longo do querschnitt, chega-se t ambém ao l imite 

de S, e por isso pôde dizer-se que é sempre possível chegar ao 

l imite total de S. 

Na superfície S connexa de ordem n+ 1 existem, pois, n curvas 

que formam um systema limite não completo, e das quaes ne -

nhuma é cortada pelo querschnitt: mas, pelo theorema do n u -

mero anter ior , não pôde isto te r logar. Haverá , pois, em S', 

quando muito, {n— 1) curvas fechadas, taes que separadas sejam 

limites não completos e junctos formem um systema limite não 

completo . 

D 'aqu i concluímos que numa superfície de connexão múltipla 
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a introducçâo d um querschriitt abaixa a ordem de connexão da 

superfície. 

Consideremos, por exemplo, a superfície de R iemann S fe-

chada, de duas folhas com os tres pontos de ramificação (fig. 2 2 ) , 

a j , a 2 , <13, e de connexão múltipla 

de ordem 3. A é o ponto limite. 

Sejam Iii e h2 curvas fechadas 

que isoladamente são limites não 

completos e junctas formam um 

systema limite não completo. 

Podemos, par t indo de pon tosop-

postos da curva t raçar duas l i-

nhas continuas q\ e </2 para o limite 

total A da superfície: esta linha q\ q* será um querschnitt de S, 

e os seus dois lados formarão novos limites para a superfície que 

agora designamos por S . 

A nova superfície S' 6 connexa de ordem infer ior a 3. 

Com eífeito a linha ô | , que suppozemos existente em S, pe r -

tence totalmente á nova superfície S', por isso que não foi co r -

tada em ponto algum pelo querschnitt; e se ella formava em S 

uma linha limite não completo, 6 claro que em S' o formará egua l -

mente , pois na verdade para passar de S para S' não se fez mais 

do que introduzir um novo limite. Por tanto se uma qualquer linha 

fechada em S' formar com b\ o limite completo d uma porção da 

superfície, t e remos assim visto que a connexão de S' é da o r -

dem 2 . 

Ora se k for uma linha fechada existente em S que não é 

cortada pelo querschnitt, essa linha deverá formar com ambas ou 

só com uma das c i m a s b\, Iii um systema limite comple to ; mas , 

por isso que de qt e ^2 se pôde chegar ao limite total sem locar 
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as outras linhas b\ e k, segue-se que 6¾ se deve excluir , e po r -

tan to I; e formam o limite completo d 'uma par te da superfície 

S: o que bem se vê na figura 2 2 . 

Mas, como já dissemos, os l imites de S' são os de S mais os 

lados do quersclniitt, e a estes t ambém não se pôde chegar sem 

cor tar k ou h\ part indo d 'um ponto do continuam interior do sys-

tema (k, b \), pois n 'este caso, ao longo do querschnitt, se poderia 

ir a té A o que pelo que acabamos de ver não pôde te r logar. 

E, pois, manifesto que k e b\ fo rmam na superfície S' um sys-

tema limite comple to ; logo S' é uma superfície de connexão múl-

tipla de ordem 2. 

40. Vejamos agora como a introducção de um querschnitt 

reduz a superfície connexa de ordem n + 1 exac tamente a uma 

de ordem n; isto é, que a superfície de connexão « + 1 não pôde, 

pela introducção de um querschnitt, ser t ransformada n 'ou t ra de 

connexão de ordem inferior a n. 

Supponhamos que a introducção de um quersclniitt t ransformou 

S em S', cuja connexão é de ordem n — h. 

Se em S' se t raçarem n — h— J curvas fechadas 

b\, bi, . . . 6(n—A—1) 

que formam um systema limite não completo, uma outra curva 

que também não limite completamente parte alguma da super -

fície S' será ahi, e por isso t a m b é m em S com par te ou a t o t a -

lidade das curvas 

b\, b^, . . . bn—h—] 

o limite completo d 'uma par te de superfície. 
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Junctemos ás n — h—i curvas uma outra b que ligue dois 

pontos fronteiros, si tuados d 'um e outro lado do querschnitt. 

Per tendemos demons t ra r que uma qualquer linha fechada k, 

situada em S, fórma, com todas ou com par te das curvas 

6 | , 62, . . . b„-h-\, b 

um systema limite completo. 

Temos dois casos a cons idera r : 

1 . ° A linha k não encontra o querschnitt. 

N e s t e caso existe k to ta lmente em S', e por isso deverá for -

m a r com as n — h—i linhas ahi t r açadas 

b 1, 62, . . . b(n—h—]) 

um systema limite comple to ; e o mesmo tem logar para S. Isto é, 

k fórma com parte das linhas 

bi, . . . bn—h—1 b 

em S um systema limite completo. 

2.° A linha k encontra o querschnitt. 

Sejam (fig. 23) a e £ os dois pontos do 

limite total que são ligados pelo querschnitt, 

e k' uma linha que encerra b e não corta o 

querschnitt, e que com k e b fórma um sys-

tema limite completo em S'. Por isso que k 

não corta o querschnitt deve 

k' com b 1, l>i, . . . 6n——1 

a 

P 
Fig . 
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f o r m a r um systema limite comple to em S' e por tan to em S. 

E como 

k' com k, b 

fórma t a m b é m um systema l imi te comple to , s egue - se (n.° 3 1 ) 

que , como no l . ° caso, 

k com b\, bh . . . 1> f> 

em pa r t e ou na to ta l idade fórma um sys tema l imi te comple to . 

O r a , como é fácil de ver, as l inhas 

bu hl, . . . b 

cons t i tuem em S um systema limite não c o m p l e t o : j u n c t a m e n t e 

com uma linha fechada k l imi te nào comple to , f o r m a m (como 

a c a b a m o s de ver) um sys tema l imite comple to em S, p o r t a n t o a 

superíicie S será connexa da o r d e m n — h + 1. 

Mas, por hypo these , S é de connexão múlt ipla de o r d e m n+ 1 , 

logo deve ser Ii = O; isto é, a super í ic ie S' é connexa de o rdem 

n , como p e r t e n d i a m o s d e m o n s t r a r . 

Do que de ixamos dicto se conclue o t h e o r e m a s e g u i n t e : 

THEOHEMA : Vmu superfície de Itiemann S de connexão múl-

tipla de ordem n + 1 é transformada por um querschni t t numa 

siiperfirie S' connexa de ordem n, 

4 1 . COKOLÍ.AKIO I. I ma superfície de connexão simples é di-

vidida por um querschn i t t em duas parles desconnexas. 

Com effe i to a super f íc ie s implesmente connexa é de o r d e m de 

connexão 1, e como a in t roducção do querschnitt aba ixa a o r d e m 
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de eonnexào de u m a un idade , será a superf íc ie r e su l t an te de con -

n e x ã o 0 ; isto é , f i ca rá dividida em duas par tos desconnexas . 

4 2 . COROLLARIO II . Se, por meio de n querschn i t t e , se trans-

formar uma superfície S cmnexa de ordem n + 1 n uma simples 

connexa S ' , o novo limite total será constituído todo por um traço 

continuo. 

Supponhamos que isto não t e m logar , e que , p e r c o r r e n d o o l i -

mi te total de S, se tenha de passar do ponto a ao ponto 3 (fig. 2 4 ) . 

Se l igarmos a com ji por um t raço cont inuo p 

é claro, pelo que fica dicto, que a superf íc ie 

é assim dividida em duas pa r tes desconnexas ; 

mas, por outro lado, se se cons ide ram dois 

pontos y e j s i tuados d 'um e ou t ro lado de 

p, é t a m b é m manifes to que ao longo de p e 

das l inhas que fo rmam o limite total se p o d e r á , sem co r t a r os 

l imites , passar n ' u m t raço con t inuo de y para 

Chegamos , pois, a dois resu l tados con t rad ic to r ios : que y e í 

es tão si tuados em pa r t e s da superf íc ie que são r e c i p r o c a m e n t e 

desconnexas , e que se pôde sem passar os l imites c h e g a r de y a £ 

em t raço continuo. Concluimos, po r t an to , que não pôde t e r logar 

a hypothese de que pa r t imos e que é ve rdade i ra a p ropos ição 

enunc iada . 

Methodo de transformação 

• 1 3 . Na t r a n s f o r m a ç ã o das superf íc ies de R i e m a n n de con-

nexão elevada em superf íc ies s imples connexas , e m p r e g a - s e mui tas 

vezes, para t r aça r os querschnitte, o m e t h o d o que vamos indicar . 

Cons ideremos em p r i m e i r o logar uma superf íc ie de R i e m a n n 

S fechada e de connexão múl t ip la de o r d e m ( n + 1). 
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Trace - se n'ella uma linha Jechada b| que seja limite não com-

ple to: por isso que o limite total da superfície em questão con-

siste n u m ponto A, escolhido a rb i t r a r i amen te , segue-se que b\ 

pôde considerar-se como ligando pelas suas ex t remidades dois 

pontos do limite total A (fig. 2 5 ) ; e como, além d'isso, se podem 

bem se deve considerar como um segundo querschnitt, pois não 

só são ligados por ella dois pontos fronteiros do primeiro quer-

schnitt, agora já considerado como limite, mas uma qua lquer linha 

infinitamente próxima de b\ unirá dois pontos fronteiros infinita-

men te proximos de q sem tocar os limites. 

A superfície S ficará, pois, t ransformada por b\ e c\ n u m a 

superfície de connexão de ordem (n— 1), cujo limite total é fo r -

mado pelos dois lados das linhas b\ e Cj que, como indica a fig. 2 6 , 

unir dois pontos infinita-

mente proximos de b\ e 

f ronte i ros por um t raço 

continuo c\ que não toca 

o l imite total , poder - se -

ha considerar a linha b\ 

como um querschnitt de 

S. Mas a linha Cj t a m -

poderão ser percorr idos 

n 'um movimento conti-

nuo. 

J (fig. 27 ) , uma linha fe-

f' chada b^ na superfície de 

connexão d ordem (n— 1), 

que seja limite não com-

pleto, e una-se um ponto 

,V Trace-se em seguida 

c. 
Fig . 2« 
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de com um de C| por um traço continuo d\. As linhas bi e d\ 

Fig. 27 

formam um novo querschnitt, por isso que part indo d um ponto do 

l imite total a linha b^d i termina n 'um ponto de si mesma e divide 

a superfície em par les que conservam a sua mutua connexão. 

Se ligarmos agora dois pontos infinitamente proximos e f ron-

teiros de bi por uma linha continua r*, será esta um novo quer-

schnitt; coin effeito o liga os dois pontos fronteiros de 6¾, que 

são dois pontos do limite tota l ; além d'isso pelo lado inter ior 

de bi pôde ehegar -se , por um t raço continuo infinitamente p ro -

ximo d'esta linha, d um ponto de c* ao que lhe fica f rontei ro . 

A connexão da superfície t em-se assim reduzido á ordem (n—3) . 

Descrevendo uma outra linha fechada limite não completo 63, 

l iga-se com C i por uma Iinlia continua ¢/¾; esta, juncta com fyj, 

será ainda um querschnitt. 

Continuando assim i r -se-ha abaixando a ordem de connexão, 

a té que, depois de t raçado um numero sufliciente de querschnitte, 

se obterá uma superfície de connexão simples. 

4 4 . Es t e processo d e t ransformação mostra-nos immedia ta -

mente uma propr iedade notável das superfícies de Riemann. 
3 
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Com elFeito, é evidente que a existência de um quersclniitt dh 

t raz como necessariamente possível a existencia d 'um outro 

e por tanto concluímos d 'aqui que é par o numero dos querschnitte 

que se podem t raçar na superfície; isto é, que o numero que in-

dica a ordem de connexão d'uma superfície de Ricmann fechada 

é sempre impar. 

Se o limite total da superfície, em logar de se reduzir 

como no caso antecedente ao ponto limite, é formado d 'es te ponto 

e d 'out ras curvas, o processo de t ransformação da superfície de 

Riemann de connexão múltipla n 'outra de connexão simples é o 

seguinte . 

P r ime i ramente , abs t rahindo de todas as par tes do limite total, 

á excepção do ponto limite, t r ans fo rma-se a superfície pelo p ro-

cesso acima indicado 11'outra de connexão simples S'. Fe i to isto, 

consideram-se como limites as linhas a que não se a t tendeu, o 

que converte a superfície S' n u m a de connexão múltipla S" . 

Ligando em seguida, por traços continuos, um ponto de cada 

uma das curvas agora introduzidas respectivamente com um ponto 

do limite total, esses traços são novos querschnitte, que t ransformam 

S ' n uma outra s implesmente connexa S ' i ; com efleito, os novos 

querschnitte impedem que em volta das curvas que ul t imamente 

se consideraram sejam traçadas outras curvas fechadas (o que po-

deria dar limites não completos), e os pr imeiros fazem com que 

quaesquer outras curvas fechadas l imitem completamente uma 

par te da superf ície: quer dizer, qualquer curva fechada, t raçada 

em S ' i , será uma curva l imite comple to ; portanto é S'i uma su-

perfície s implesmente connexa. 
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I N T E G R A E S S O B R E AS S U P E R F Í C I E S DE RIEMANN 

4 6 . Na theor ia dos in tegraes de funcções de var iaveis c o m -

plexas o caminho da in tegração é um e lemento dos mais i m p o r -

t an te s na definição d 'es tes i i r tegraes : no que se s egue vamos a n a -

lysar a influencia que um tal caminho e x e r c e sobre os resu l tados 

da in tegração e f fec tuada sobre as superf íc ies de R i e m a n n . 

Integraes tomados sobre uma superfície simplesmente connexa 

43. Pa ra e s tuda r a mane i r a como caminhos diversos de in t e -

g r a ç ã o , e n t r e os mesmos dois pontos inicial e f inal , p o d e m con-

duzir a resu l tados d i f ferentes , e ver como isto tem logar pa ra as 

superf íc ies que na s egunda par te a p r e s e n t á m o s , tomou R i e m a n n 

para ponto de par t ida o t h e o r e m a segu in te da r e d u c ç ã o de um 

dado in tegra l duplo a ou t ro in tegral s imp le s : 

THEOREMA: Sejam 

u ( M ' V & Y , ) 

duas funcções das variaveis reaes \ e r, que têm valores determi-
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nados pura cada ponto d uma parte completamente limitada d uma 

dada superfície de Riemann, e que são para os pontos d'esta parle 

da superfície, finitas e continuas, podendo as derivadas parciaes 

d'ellas tornar-se infinitas para certos pontos isolados: n este caso 

o integral 

estendido a todos os elementos da porção de superfície completamente 

limitada, pode reduzir-se ao integral 

tomado sobre o limite da superfície no sentido directo. 

A demonstração d 'esta proposição, que 6 um caso especial do 

theorema de Green , é para as superfícies de Riemann inte i ramente 

analoga á demonst ração ordinar ia , em que não insistiremos. 

Observamos somente que, como a superfície de Riemann é, em 

geral , composta de varias folhas, as linhas parallelas aos eixos 

coordenados se devem t raçar (fig. 28) em todas as folhas, pas -

/ 
sando também pelos pontos de r ami -

ficação que exis tam 110 espaço que se 

considera. Poderão assim per tencer na 

avaliação do integral 

Fig. 28 a um de te rminado r, muitas fitas sobre -
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postas, infinitamente es t re i tas , em que a porção de superfície con-

siderada se suppôe decomposta , paral le lamente ao eixo dos £. E 

o mesmo rela t ivamente a quando se avalia o integral 

uma funcção tal que uma par te que se considere da superfície 

de Hiemann que lhe per tence seja idêntica com a porção de s u p e r -

fície propos ta ; e supponhamos ainda que n'aquella par te comple ta-

mente limitada da superfície a funcção 6 finita e continua. 

Te remos 

4 8 . Seja 

? + ir, =x; 

e 

/'(£ + ir,) = u + li-

mas, pelo theorema anterior , é 

d: I ir, 

r rr/du < l v \ 
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e como devem ser 

du d v d U dv 

í/7 = oh' dr = 

será 

I f{x)dx = 0. 

Por t an to : o integral I f ( x ) d x , tomado no sentido directo sobre 

as linhas que formam o limite completo d uma parte da superfície 

de Riemann, é nullo, suppondo que a funcção f (x) é finita e con-

tinua dentro d'aquelle espaço limitado. 

4 f ) . Supponliamos que no espaço comple tamente l imitado que 

se considera existem pontos de discont inuidade: para reduzir esse 

caso ao an tecedente encer ramos os pontos de discontinuidade por 

linhas fechadas infinitamente próximas d 'el les, e que serão con-

sideradas como limites na porção de superfície já anter iormente 

l imitada. 

O integral es tendido a todo o no\o limite t e rá um valor nullo: 

com effeito, o espaço que resta 

depois de effectuada a separação 

dos pontos de discontinuidade é 

\ comple tamente limitado, e além 

1 d'isso f ( x ) satisfaz agora ás con-

dições necessarias para que tenha 

Iogar a proposição mencionada 

acima. Na superfície de Riemann 

de duas folhas (fig. 29 ) , em que a 
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é um ponto de discontinuidade e em que a funcção é finita e con-

tinua no resto do espaço l imitado por cc ' , te remos 

I f{x) dx + I f [ x ) d x - i f ' x ) dx = 0. 
I C J C1 J * 

Podemos por consequência formular , em geral , o theorema 

segu in te : 

TIIEOUEMA: O integral de f (x ) , tomudo sobre o limite completo 

duma porção de superfície de Riemann, dentro da qual existem 

pontos de discontinuidade, é egual á somma dos integraes tomados 

sobre curvas infinitamente pequenas (pie encerrem aquelles pontos, 

no sentido directo, relativamente á area que ellus envolvem. 

50. Conoi.LAitio I. Cuda integral curvilíneo, fechado, tomado 

sobre uma superfície simples connexa pertencente a f (x ) é nullo, 

quando dentro do espaço limitado aquella funcção é finita e con-

tinua. 

Isto é evidente logo que se observe que, n u m a par te s imples-

mente connexa da superfície de Riemann da funcção f [ x ) , qua l -

quer curva fechada fórma o l imite completo d 'um continuum de 

pontos. 

. L I . COROLLAKIO I I . Diversos caminhos de integração, tomados 

entre os mesmos pontos limites numa porção simplesmente connexa 

d uma superfície de Riemann, conduzem ao mesmo resultado se a 

funcção é finita e continua dentro do espaço completamente limitado 

por aquelles caminhos. 

Com effeito, n u m a par te simples connexa da superfície, dois 

caminhos de integração ent re 2¾ e x\ formarão o limite completo 
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d 'um cer to espaço no qual se a funcçào f ( x ) è ahi continua e finita 

será, pelo theorema demons t rado , 

; '1I i •'() 
j c f ( x ) d x + Ic' f{x)dx = 0; 

J X0 ' J Xi 

logo 

IC f ( x ) dx = I c' f (x) dx. 
<- •<',, ,. X11 

5 ¾ . COROLLARIO III. Numa porção simplesmente connexa 

d'uma stiperficie de Riemann o integral de f ( x ) , sobre um rami-

nho d (fig. 3 0 ) , é égua! ao integra! tomado sobre o caminho c 

mais (i somma dos integraes tomados 

cm volta dos pontos de disconlimudade 

tcompreliendidos entre c e c'. 

Com eflei to, sendo 

Fiff. :ÍO «l, Oil . . . an 

os pontos de discont inuidade é, pelo theo rema , 

/, - f [ x ) dx + Cc f{x)dx— I f [ x ) dx — / f{x) dx — 
J X0 J X1 < «1 I U-I 

. = 0 

OU 

/"-rI rx< !L r 
I c f{x)dx= L f ( x ) d x + ^ . I f ( X ) 

J Xtt J Xtl j J (11, 
dx. 

5 3 . Supponhamos dada uma par te P comple tamente l imitada 

da superfície de Hiemann da funcçào f ( x ) , de connexão múlt ipla, 
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e que contém pontos de discontinuidade. T r a c e m - s e em volta 

d 'estes pontos de discontinuidade curvas fechadas, infinitamente 

próximas d'elles, que cons ideraremos como novos limites da su-

perfície. 

Fazendo, pelos methodos expostos na segunda par te , a t r ans -

formação da superfície assim novamente l imitada, por meio de 

querschnitte, ob tem-se uma porção de superfície P' de connexão 

simples. 

Em P', por tanto , qualquer curva fechada const i tuirá, por si só, 

um limite completo, e não poderá encer ra r ponto de discontinui-

dade algum, pois que se isso podesse t e r logar a curva fechada 

seria, por si só, um limite não completo, e sómente com outras 

que encerrassem o ponto de discontinuidade poderia fo rmar um 

svstema limite completo. 

Segue-se , pois, d'isto e do que de ixamos diclo no numero an te -

r ior , que na porção de superfície P' o integral de f [ x ) , tomado 

sobre uma curva fechada, te rá cons tan temente o valor zero, e 

que o resul tado da in tegração execu tada , seguindo caminhos 

differentes en t re os mesmos pontos inicial e final, é sempre o 

mesmo. 

Como a superfície total S se pôde sempre considerar como uma 

superfície fechada, podemos t a m b é m general isar o an ter ior a toda 

a superfície de Riemann da funcção f{x), e assim vemos que o 

integral da funcção que em S pôde, para os di f ferentes caminhos 

de in tegração, ter no mesmo ponto x diversos valores, sobre a 

superfície S' terá , pelo contrario, sempre o mesmo valor. 

Podemos, por conseguinte, enunciar a seguinte impor tan te p ro -

posição : 

A superficic de Rieinann S d'uma funcção f (x), depois que, pela 

exclusão dos pontos dc discontinuidade e por meio de querschni t te , 
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foi transformada numa superfície S' de connexão simples, é o logar 

f ( x ) d x é uma 
Jn 

funcção uniforme. 

Períodos elementares 

54. R es t a - nos agora ver como k possível e x p r i m i r o valor 

d um integral q u a l q u e r , t o m a d o sobre uma super f íc ie de R i e m a n n 

de connexão múl t ip la , 11'outro cu jo caminho de in tegração se e s -

t enda en t r e os mesmos pontos , inicial e final, mas cons ide rado 

na superf íc ie S ' de connexão s imples . 

E ass im, resolvida u m a tal ques tão , p o d e r e m o s d e t e r m i n a r como 

estão uns pa ra os outros os valores dos in tegraes t omados sobre 

caminhos a rb i t r a r io s en t r e os mesmos pontos d ' u m a superf íc ie de 

R i e m a n n de connexão múl t ip la , tendo r eduz ido o p rob lema a 

funcções uni formes . 

. Des ignemos por I um querschnitt da superfície S sobre 

es tende o caminho m da i n t e g r a ç ã o de xo a (fig. 3 1 ) ; 

e seja p uma linha que na superf ície s i m -

p le smen te connexa S' liga os dois pontos 

a e £ s i tuados sobre rn e inf in i tamente 

p rox imos do querschnitt l. 

O integral I f{x)dx, t o m a d o na su -

perí icie S ' , t e r á , pe lo que acima d e i x a -

mos d ic to , um valor egual á somma dos 

t res i n t e g r a e s es tendidos r e spec t ivamen te 

ao longo das linhas XQ a, p. 3ÍCJ; p o r -Fk. :u 
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tanto , cada integral tomado em S de Xo a xj que atravessa uma 

vez o querschnit t 1 tem o mesmo valor que o integral tomado sobre 

S' entre os mesmos limites menos o integral tomado ao longo de p 

em S' na direcção indicada na figura 31. 

Quando o caminho de in tegração corta o querschnitt n u m outro 

ponto t em isto ainda logar. 

Com eíTeito, supponhamos cor tado o querschnitt l n u m outro 

ponto e seja, para esse ponto, q uma linha analoga á linha já con-

siderada p (fig. 3 1 ) : r e s são duas linhas infinitamente a p p r o x i -

madas de l e que levam a a e (J. 

As linhas p, s, q, r fo rmam em S' um caminho fechado, e por 

isso será 

I f ( x ) dx = 0 
J psqr 

e 

I f ( x ) d x + j f ( x ) d x + j f(x)dx+ f[x)dx = 0; 
J p Js Jq Jr 

mas, como é manifes to , 

I f (x) dx + I f{x)dx = 0, 
J -1 J r 

e , alóm d'isso, como p e r / são percorr idas cm sentidos d i l fe ren-

tes, será 

I f (x) dx== I f[x)dx 
J p Jq 

quando a integração sobre p e q for eíTectuada no mesmo sentido. 

Tem portanto logar o que acima dissemos sobre toda a porção 
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do querschnitt comprehendida entre dois pontos de encontro suc-

cessivos quer com um outro querschnitt quer com o limite total . 

Isto que deixamos dicto applica-se evidentemente a qualquer 

outro querschnitt t raçado na superfície. 

Vamos em seguida considerar os valores d 'estes diversos inte-

graes que em S levam d 'um ponto situado d 'um lado do quer-

schnitte infinitamente proximo d'elle. ao ponto fronteiro. 

õ f t . Dada a superfície de Hiemann de connexão múltipla de 

ordem n + \ suppomos que ella foi t ransformada n 'outra de con-

nexão simples pelo niethodo que apresentámos no final da segunda 

pa r t e . Consideraremos, como ahi, successivamente dois casos. • 

I .0 A superfície é completamente fechada e tem por ponto l i-

mite A. 

As linhas que n 'este caso operam a t ransformação da superfície 

S em S' são as designadas na figura 27 por 

/ ' I . />•>. C | , C I Í/J, <U_ 

Supponhamos pr imei ramente que o caminho da integração a t r a -

vessa uma das Iiniias <1: vejamos qual é o valor que tem o inte-

gral tomado em S pelo caminho que conduz d 'um ponto infinita-

mente proximo de <l\ ao ponto que lhe fica f ronte i ro . Para effectuar 

um tal percurso pode-se caminhar ao longo de b\ e c\ percorrendo 

successivamente os seus dois lados (fig. 26) em sentidos oppos-

tos : e como f [ x ) tem dos dois lados do querschnitt valores infi-

n i tamente proximos, os elementos do integral tomado por aquelle 

caminho des t ru i r - se -hão . 

Vemos, pois, que a passagem dos querschnitte d não introduz 

nenhuma mudança brusca no valor integral . 
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Temos assim de a t lender unicamente á passagem das linhas da 

natureza de b e c. 

Quando o caminho de integração atravessar b\ para passar , 

em S', do ponto p r o \ i m o de b\ ao que lhe fica def ronte , poder -

se-ha seguir a curva c\, o que dará um integral que designamos 

por I1 , e isto em toda a ex tensão de b\. Da mesma maneira a 

passagem de c\ dará um integral I'i tomado ao longo de b\. 

Analogamente na passagem de b.j, o b t e r - s e - h a um integral U 

tomado ao longo de c±\ e quando for ro o querschnitt cortado virá 

um integral 1'¾ ao longo de Ii i ; etc. 

Concluímos que o integral / f ( x ) d x tomado na superfície S, 
- C0 

em que f ( \ ) é uniforme, entre dois pontos por um caminha qual-

quer Iem no ponto final um valor \v que só di/fere do calor uni-

forme vv' do mesmo integral tomado entre os mesmos pontos em S' , 

de múltiplos inteiros dos integraes relativos ás passagens dos quer— 

schnitte 

I] , I j , . . . , I ' i , I'-2, . . . , 

e que é portanto 

w = w' + mi I1 + m'i T1 + ma I» + m'2 I o l - . . . , 

em que 1111, m'| , mj, . . . são números inteiros, que indicam as vezes 

que o caminho de integração atravessa cada querschni t t , e o sentido 

da passagem. 

2.° Supponhamos, porém, que o limite total da superf ície em 

questão, não se reduzindo ao ponto limite, é composto d 'outras 

curvas além d 'es te ponto. Então o processo de t ransformação da 

superfície S na simples connexa S' faz com que tenhamos a a t -

tender , além das linhas b, c, d, t ambém ás linhas e. 
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Consideremos o querschnitt C1 como o único da natureza de e 

que foi necessário execu ta r . 

Se o caminho da integração atravessa e\ t e r - se -ha , como é 

claro, a a junctar ao integral tomado em S' o integral tomado ao 

longo da curva agora t ambém considerada como fazendo par te do 

limite total , integral que designamos por E j . 

No caso anter ior vimos que a passagem das linhas d não p ro -

duzia mudança brusca no valor do in tegra l ; no caso presente , 

porém, já não podemos dizer o mesmo, e torna-se necessário 

precisar a al teração que uma tal passagem pôde produzir . 

Quando o caminho da integração corta d\, como indica a fi-

gura 2 7 , o integral que temos a a junctar é, como dissemos, o 

que obtém pela dupla circumvolução de b\ e c j : ora este integral , 

que era an te r io rmente nullo, já não o é, pois que n'aquelle pe r -

curso foi cortado o querschnitt e\, resul tando assim para a passa-

gem de </| um augmento E| no valor in tegral . 

A passagem de b\ n u m a das par tes comprehendida entre 

e y da rá , como faci lmente se vè, I] — E j , e na par te restante que 

fica en t re |J e y s implesmente I j . 

Se for C| o quersclniitt cortado ob te r - se -hão da mesma fórma 

resultados expressos em 11 e E j . Das passagens pelos querschnitte 

b.j, c-i resul tarão in tegraes expressos em I 2 , I 2 e E j : etc. 

Se em logar de existir na superfície um único querschnitt e\ da 

natureza de e houver outros c2, . . ., chegar - se -ha a resul-

tados in te i ramente analogos. 

Podemos , portanto, concluir que um integral 

r 1 

f ( x ) d x 
J 'u 

tomado sobre a superfície de Ricmann S de connexão múltipla, 
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sobre a qual f (x) é uma funcçào uniforme, se pôde deduzir do in-

tegral tomado entre os mesmos limites sobre a superfície resultante 

da primeira S1 e de connexão simples, pela addicção de múltiplos 

inteiros de quantidades constantes independentes do caminho de inte-

gração 

I t , I 2 , . . . , I ' i , I '2 , . . . , E j , Ea 

Será , pois, 

a f(x)dx= / / , ( a ) d z + m t I i + m 2 I 2 + . . . + m ' 1 I ' i + m ,
2 I ' 2 + 

o 
X0 J 

+ H 1 E | + n 2 E 2 + , . . 

em que são 

m\, W2, . . . m' 1, m'2, . . . «1, n2 , 

números inteiros positivos ou negativos. 

As quant idades I j , l ' i , . . . Ej . . . denominam-se períodos ele-

mentares 011 modulos de periodicidade do integral 

f f (x) dx. 
J XQ 





IV 

INTEGRAES ELMPTICOS SOBIlE AS SUPERFÍCIES DE RIEMANN 

f » ? . Consideremos a expressão 

.St 

iC = I f ( x , V7R) dx 

em que f designa uma funcção racional de x e 
V R e em que e 

R = [x — aj) (x — . . . (x — ctip). 

Para fazer o estudo d 'es te integral const rui remos em pr imeiro 

logar a superfície de Riemann da funcção V R, que, em gera l , 

será de connexão múltipla e, por meio de querschnilte, t r ans fo r -

ma l - a -hemos em seguida n uma simples connexa. 

A superfície em questão 6 c la ramente de duas folhas e tem 

por pontos de ramificação 

91 «1, «2, . . . aip. 
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Poder-se-hão , pois, execu ta r os cór tes de ramificação (fig. 32) 

ligando aj com a j , 03 

com « i , ele. , e ob te r -

se-ha assim uma s u p e r -

fície que é o logar geo-

métr ico da \ariavel da 

funeção V H tornada uni-

forme e egua lmente (n.° 

18} da funeção 

/ > , V7R). Fig. a•> 

Para executar a t ransformação relativa á ordem de connexâo 

procedemos segundo o methodo acima indicado. T raça - se na 

folha su[)erior uma linha fechada b\ que envolve os dois pontos 

de ramificação a \ , a2; de um ponto infinitamente proximo de 

descreve-se uma outra linha fechada ci para o ponto fronteiro do 

outro lado de b \ : em seguida t raça-se uma linha fechada b* que 

envolve os dois pontos de ramificação (/3, a4, e que com a linha 

forma um novo querschnitl da superf íc ie ; e tc . Continuando assim 

t r ans fo rmar - se -ha , depois de t raçados 2y; — 2 querschnitte, a su-

perfície n 'uma s implesmente connexa. 

Fe i to isto, ence r rem-se os pontos para os quaes f [ x , V R) se 

torna infinita dent ro de curvas infinitamente próximas d 'el les; des -

crevam-se , par t indo d um ponto de cada uma d 'aquel las linhas, 

traços continuos para os novos limites da superfície, que serão os 

querschnitte que reduzem de novo a uma superfície de connexâo 

simples a superfície tornada de connexâo múltipla pela exclusão 

dos pontos de infinidade. 

Te remos d'esta fórma obtido a superfície de R i e m a n n , que é 
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o logar geometr ico dos pontos de que depende d 'uma maneira 

uniforme o integral 

f n x, V R ) dx. 

Todos os valores d'elle para os differentes caminhos de in te -

gração, tomados entre os mesmos l imites, se exp r imi rão pelo valor 

uniforme tomado ent re aquelles pontos, e pelos periodos e l emen-

tares do integral resultantes das passagens dos querschnitte. 

58. Seja 

H 

x dx 

*„ y 
em que é 

y = \J R = V7 A [x — a |) [x — a.}) (x — a3) [x — ai) 

o integral que vamos cons iderar . 

A construcçâo da superfície de Riemann da funcção y já foi 

es tudada no n.° 15. É uma superfície S de duas folhas com qua t ro 

pontos de ramif icação a\, a%, 03, ligados pelos cor tes de r a m i -

ficação a \ f l j , «3(14. 

Tracemos uma linha (fig. 33) que comprehenda os dois pontos 

de ramificação a i , ao; esta linha pôde 

cons iderar -se um pr imeiro quer-

schnitt da superfície e portanto será 

nos seus dois lados um limite d 'e l la : 

uma out ra linha que passa pelo se-

gundo cór te de ramificação a^a^ , for -

mará um novo querschnitt. Fig. 33 

Na superfície assim l imi tada , que des ignaremos por S , qual -
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quer linha fechada fórma, como é claro, o limite completo d 'uma 

par te d 'el la . 

S é uma superfície de Hiemarm de connexão múltipla de o r -

dem 3, pois que ella se reduz por meio de dois querschnitte a S' 

que é de connexão simples. 

5®. Tomemos o integral 

na superfície S, estendido sobre um caminho qualquer de a x. 

O valor do mesmo integral sobre um outro caminho de integração, 

en t re os mesmos pontos inicial e final, só poderá differir de tc (x) 

de quant idades dependentes do caminho percorr ido e que se e x -

pr imem pelos múltiplos inteiros de duas de terminadas constantes. 

Considerado na superfície S', é o integral 

uma funcção uniforme do logar da variavel. Se jam, pois, w (m") 

e ic (m ) os valores de w (x) nos dois pontos m" e m' de S' (fig. 3 Í-), 

si tuados d um e outro lado de 

ção na superfície S', poderemos 

es tender o integral ic (x) de ^o 

até m' e d'ahi a té m". Se o c a -

minho seguido for 

Como o valor w (m") é inde-

m' II | «A «3 M M" 
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ter-se-ha 

to (m") = to (m') + to (m' n\) + to (n\ H2 «3 »4) f to («5 m" ) . 

p a r a todos os pontos s i tuados d u m e d o u t r o lado de B j . 

P o n h a m o s 

em que o in tegra l ao longo de C| é t oma do no sent ido /1^2113114. 

Se agora i m a g i n a r m o s <pie a variavel x se desloca em S de m' 

pa ra m" passando sobre B| so f f re rá o in tegra l to (x) um a u g m e n t o 

brusco de valor egua l a I j , N ' u m a d i recção de m o v i m e n t o c o n -

t r a r i a â indicada pela se t t a se rá es te a u g m e n t o — I j . 

Da m e s m a m a n e i r a a passagem de Ci de p' pa ra p", pondo 

d te [00) 
Mas tem o m e s m o valor em m! e m", p o r t a n t o 6 

d x 

W ( m ' « i ) = to (m" »14) = — to («4 m") , 

d ' onde se s egue 

w (m") = to (m') + to (íi| xi-i 11 í) 

r dx 

'C1 y 

r dx 
w (til m'11)= — = 1'|. 

J B1 y 
d a r á 

w(p")=w(p') + l\. 

C a m i n h a n d o em S de p' para />'' pela p a s s a g e m de Cj t e r á o 

in tegra l o a u g m e n t o brusco de valor l ' \ . 
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Por t an to : o valor do integral 

xD l / A (a; — a i ) [x — ai) (x — a3) [x — <14) J 2/ 

rx dx 

.IT.. w 

tomado ao lonyo d'um caminho qualquer entre XQ E X, na superfície 

de Riemann S de y, compõe-se do integral uniforme tomado entre 

estes dois pontos, relativo á superfície connexa simples S' e de múl-

tiplos inteiros de duas determinadas constantes que representam os 

integraes \v (x) tomados respectivamente ao longo dos dois que r -

schnit te executados para a transformação de S em S'. 

O O . Consideremos aquellas constantes mais de t idamente . 

Para isso vejamos, em primeiro logar, os valores que toma o inte-

gral considerado nos pontos O1, «3, «4, para os quaes é j/ = 0. 

Fazendo 

em que p é uma constante, será , se des ignarmos por F ( x ) uma 

funeção que para x = a\ tem um valor finito. 

x — a] = pe'? 

— i i 
y _ p 2 g 2 p ^x\ . 

e portanto 

1¾+!" . 9 

isto ó, o integral to rnar - se -ha infinitamente pequeno com p. 

Analogamente p i r a aa, 03, «4. 
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Para x = ao facilmente se vè, pondo x = —, que é 

f 0 . 
J~ y 

Tomando agora o integral w>(.r) 

ao longo de Ci no sentido da se i ta 

(fig. 3 5 ) , t e r - se -ha 

dx 

y 

ou mani fes tamente Fig. 3'i 

irdx r ' dx i? 
— + y Ji >:ÍÍ y J í 

r dx 

561 y 

Ora os integraes tomados ao longo dos circulos 2 3 4 e 5 6 1 

sào nullos com o raio d 'este c i rculo: além d' isse nos pontos sob re -

postos das linhas 12 e 45 tem y os mesmos valores absolutos, 

que só di lferirão quanto ao signal, e assim, designando por y o 

valor cor respondente a x sobre a folha super ior e por y' o valor 

relativo â folha inferior , será 

dx 

y 

dx 
7 7 ' 

d 'onde 
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em que o pr imeiro integral 6 tomado na folha super ior e o se-

gundo na inferior. Será portanto 

JIrJ Iv 
Fazendo coincidir 1 e 5 com a-2, e do mesmo modo 2 e 4 com 

a t e r e m o s a seguinte expressão , onde o integral se deve tomar 

sobre a folha super ior 

I 1 - - * / T * 
Jai y 

Da mesma fórma é o integral tomado ao longo de 1 2 3 4 5 6 1 , 

em que 5 e 4 estão respect ivamente sobre 1 e 2 (fig. 3 6 ) . N'esse 

caso é 

'-d.r . r dx 
P1-/!^+ uUlfuUl 

\ J i y J m y Jiy Jn 

zdx . r dx 

sei y 
i e 

dx 

í y" 

fj:i dx 

i V 
Fig . 36 

fazendo coincidir 1 e 2 com «j e serã 

r dx r dx 
— = 0 , e / — = 0 , 

J 23í y J sei y 
d o n d e 

I' 1 - 2 / 
| aHlx 

y ' 

sendo o integrai tomado na folha super ior . 
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61. Em vez de fazermos 'a t ransformação de S em S' por 

meio das linhas Bj e Ci poder iamos ter t rans formado S na s u p e r -

fície t a m b é m simples connexa S j por meio d 'outros querschnitte 

B' j , C'i e te r iamos então como períodos e lementares 

V = / ' « = / ' * J c,y J B', y 

A curva C ' | (fig. 37) conduz d 'um lado de Bj ao fronteiro sem 

cor ta r Bj e x a c t a m e n t e como a curva C | , 

será por tanto segundo o sentido em que 

C'i for percorrida ( I j ) ' = ± Ij e egua l -

mente com referencia a B| e B'i será 

Poderá , pois, ser 

í dx f dx 

Jvl y J Bf
1 í/ 

ou, pelo que vimos acima, 

,}ai dx ,jfli dx 

Jal y Ji3 y 

tomados na folha super ior e em sentidos oppostos re la t ivamente 

aos cór tes de ramificação. 

Do mesmo modo se subst i tuirá Ci por C ' | , e suppondo esta 

percorr ida no sentido opposto ao indicado pela «etta na figura 37 

vem 
na> dx naí dx 

J Oi y Jtl y ' 
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em que os integraes se devem tomar na folha super ior cm sen-

tidos oppostos com relação aos córtes . 

Vemos, pois, que se para construir a superfície de Riemann 

tomarmos (fig. 38) para córtes de ramificação em vez de a \ a i e 

® ® . Por isso que o integral w (x) é uma funcção da variavel 

complexa x , poderá formar-se sobre um plano W, onde se r e -

presente tc, a imagem da superfície de Riemann, cujos pontos cor -

respondem aos valores de x. 

Supponhamos limitada a superfície de Hiemann S de que t r a -

ctamos pelos dois quersclinitle já an ter iormente usados e cujos 

dois lados são considerados como limites de S'. Designemol-os 

respect ivamente por Bj Bo e Cj Cj (fig- 39 ) . 

Supponhamos que w tem em m t o valor i o i ; terá então em mrt 

o valor WJ + IJ. Se x percorrer a linha Bj , descreverá w (fig. 4 0 ) , 

<73(14 as rectas a \ a i , a^a^ , os períodos e le -

"' mentares para as curvas B'i e C' j t e rão os 

valores 

Fig. 3-S 

Concluimos d'isto que os períodos e le-

mentares são só essencialmente dependentes 

dos valores a\, a3, a 



91 

no plano W e part indo de W],*uma curva B i
1 que irá a té to2 se x 

chegar até m 2 . 

Se suppozermos que, ao mesmo tempo que x caminha sobre 

B | , um ponto x se desloca t a m b é m sobre B 2 , descreverá MO{X') 

uma outra curva B i
2 que está ligada com a pr imei ra , de modo 

que to (x) e w (x') distam constantemente um do outro de I i-

Quando x chegar a Mi2 chegará x' a m3 e w adquire os valo-

res ic o, 103. 

Façamos agora caminhar x de nu até »(3 pela linha m 2 n 2 »13; 

descreverá 10 (x) ao mesmo tempo, em W, uma curva Cj en t re 

IO2 e 103. Se o ponto x' percor re C2 por m 1n4 m;, t ambém 10 ix') 

descreve uma curva C 2 que dista de C'i sempre de I ' | . 

O limite 

m\ 11 \ M I 2 M 2 » ! 3 H 3 mi / I I / « [ 

de S ' será portanto representado, no plano W, por 

10 1 ic2 to3 w 1 w 1, 

que fórma um paral le logrammo curvilíneo que constitue a imagem 

da superfície t ransformada S'. Aos pontos « j , a 2 , a3, «4, de S' 

correspondem os pontos toa i , wa.2, i ( \h , ic„,, comple tamente d e t e r -

minados sobre o plano W. 

Como a imagem das proximidades do ponto m onde se r eúnem 

»i] Hi2 »13 »14 é isogonal segue-se que os ângulos do paral le lo-

g rammo curvilineo devem, junctos, valer qua t ro rec tos . 

Porém, se a variavel x atravessa Bj não es tará xc no paral le lo-

gramo toi 102103104, mas por isso que x em S caminhar ia por B2 

e agora a atravessa, passará t ambém w (x) a linha B2 na direcção 
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indicada pela setta (fig. 41) , e assim se quizermos de novo r e -

presentar S' deveremos, part indo de 

m\ e por isso, 110 plano W, de 104* for-

mar o parallelogrammo 104103 

Da mesma maneira a passagem de Ci 

em S, dá como Imatjem de S' o pa-

rallelogrammo ( C 2 K-3 I C 7 4 I C " J . E tc . 

Será, pois, formada no plano W a 

imagem da superfície de Kiemann S 

por um numero infinito de parallelo-

grammos que são contíguos uns aos 

outros e cobrem totalmente o pla-

no W . 

O S . Os limites dos parallelogrammos são, como acabamos de 

ver, em geral curvilíneos. Isto porém não é essencial e o parallelo-

g rammo curvilíneo pôde t ransformar-se n'um rectilineo. 

Com e(feito, sejam (fig. 42) W1 10-2103104 os vertices do paral-

lelogrammo cujos lados B'2, C j , C'2 , correspondem respectiva-

mente aos lados B i , Bj , Cj , C2 dos querschnitte Bj e C] (fig. 43) . 

Fig. í i 
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Liguemos W\ e WI por uma recta (B ' j ) : a um ponto W d 'esta 

linha corresponde um de te rminado ponto da superfície de Riemann. 

Quando to percorre par t indo de toj a recta toj IOi co r respon-

derá a este caminho, sobre a superíicie de Riemann, uma curva 

(Bi) que par t indo de m voltará ahi se o integral chegar a ics. 

A linha (Bj) , assim como B j , conduz d um ponto infinitamente 

proximo de Ci ao fronteiro do lado opposto, e poder - se -ha assim 

suppor que a superfície se tornou simples connexa por meio de 

(B|) e Ci , e t e rá en tão sobre o plano W uma imagem tal que os 

lados de (B]) são represen tados por duas rectas . Ana logamente 

podemos fazer uma substi tuição semelhante de Cj pela linha ^C]) 

que tem por imagem ici u \ j , W i u>j. 

Suppondo, pois, que a superfície de Riemann foi t ransformada 

pelos querschnille (Bj), (C]), a imagem da superfície s implesmente 

connexa será formada por um para l le logrammo recti l íneo (B'j) 

(B1
2) (C'I) (CY) cujos lados r ep resen tam os períodos elementares do 

integral 10. 

G i . Consideremos agora n o integral 

fx dx 
w= — 

Jx0 y 

w como variavel independente ; x e y serão funcções de to. 

Ponhamos então 

¢ = = 9 ( 1 0 ) , y = <j/ (10). 

Pelo que temos dicto se vê que aos valores 

tc, ic + /«1 Ii + m'i I | , 
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onde m\ e m'j sâo números inteiros, correspondem o mesmo x e 

o mesmo y e por tanto é 

x — f (ie) = <p (te + ni\ I) + m'i I ' j ) 

y — (J/ (w) — -L (te + W] I j + m'\ I ' t ) . 

D 'aqui concluiinos, pois, que x e y são funcções duplamente 

jjeriodicas de w. 

Como além d'isso a cada valor de w n'um dos paral le logrammos 

corresponde um único ponto de S, ao qual per tence um de te r -

minado valor de x e y, segue-se t ambém que são x e y funcções 

duplamente periódicas uniformes de \v. 

<J5. Consideremos ainda o integral elliptico de pr imeira es -

pecie reduzido <1 Iorma canónica 

f * r h 

A superfície de Riemann S da funcçào y tem como pontos de 

ramif icação 

- - — , - 1 , + 1 , + — . 
x * 



95 

Liguem-se (fig. 41) por cortes de ramificação os pontos 

com — 1, + 1 com + — ; e 
K 

t r acem-se os querschnitte Bi e 

Ci que reduzem a superfície a 

uma simples connexa S ' . Sup -

ponhamos ainda que na folha 

superior é, para s = 0, t/ = + t 

em quanto que na folha inferior 

6, para z = 0, y = — 1. 

Consideremos os pontos de ramificação — 1, + 1 ligados por 

uma recta exis tente na folha super io r ; o integral tomado en t re 

estes dois pontos, em S', serã egual ao integral tomado entre os 

mesmos pontos em S, diminuído do per iodo e lementar cor res -

pondente á passagem do querschnitt Bj e te remos a expressão 

Fig . 44 

A y 1 J l y J l 

dz 

y' 

Liguemos agora o s pontos d e ramificação + 1 , - 1 por uma 

recta existente na folha inferior. T e r - s e - h a 

r dz 

y 
C d 1 

,r y 

dz 
% 

y 

em que o integral do pr imei ro membro é tomado sobre a linha 

recta si tuada na folha infer ior . 

Qra o e lemento — do integral tem, em pontos sobrepostos 
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da superfície de Riemann, valores eguaes e de signaes contrár ios , 

pois que, para as duas folhas, 6 z — z'; mas na super ior y t em o 

valor +y em quanto que na inferior 6 y' = — y; portanto 

Jz _ dz> 
1J y'' 

Sommando as duas expressões anter iores vem 

- " = 2 P H P t (A) 
. 0 a J o y 

em que os integraes do segundo membro são funcções uni formes . 

Alóm d'isso é 

/ s ' 7 = / ' " 7 - 1 1 
J 0 * « ' 0 

onde 

/T1 d z / í _ 1 <h 

/1 — - I — 
J O J/ J U «/ 

são in tegraes rectilíneos tomados em S sobre a follia superior de 

O a + 1 e de O a - 1. 

De (A) resulta então 
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logo 

I , = * / ! 1 - ( « ) Jo y 

S u p p o n h a m o s agora t r a ç a d o na folha super io r , á e s q u e r d a do 

cór te de ramif icação + 1, + —, um c a m i n h o de in tegração r e c t i -

i 
Iineo en t r e + 1 e - | — : virá 

x. 

1 1 
t y. / * / ' ' l 

J \ ~y~Vl J f f j » T 

o caminho seme lhan te t o m a d o na folha in fe r io r dá 

1 I 
> * , ' x i i i , 

,7! y Jl y Jl » 

e por t an to t e r - s e - h a 

> * , 1 , 
/ r/; / 

1I- "H I 
i ' o -7 . 7 O 3 

Além d ' isso t emos 

1 i 
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o que dará 

>* ,/- ,1-
- 1 , = 2 / —— 2 1 | — 21 ' i — 2 i — + 2 1 , 

Jo y Juy 
OU 

1 ' , = 2 I T ^ - 2 (6) 
J ó 2/ ^ o y 

Expr imi r - se -hào assim por (a) e (6) os periodos elementares 

do integral considerado, em integraes rectilíneos tomados entre 

o ponto 0 e os dois pontos de ramificação l e — . 

Se fizermos 

/ T - - K J o y 

Ji — = K' y 
teremos 

Ii = 4 K , I ' , = 2 K ' . 

São, pois, : e y funcçôes duplamente periódicas uniformes de 

dz 
u — 

J 0 t / ( l - ; 2 j J -

com os periodos 4K e 2 K ' e então 

Z = rJ [u) = <p (u + 4 m K + 2»H'K') 

y = (w) = «J- (»/ + 4»> K + 2 m K') 

em que são m e m1 números inteiros. 
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O © . T o m e m o s o in tegra l 

-.JI dz 

o y 

(de s = 0, y •+- 1) ao longo de O s s 1 (fig. 4 4 ) , que no ponto z\ 

t e rá o valor 
dz 

" ' J o 0 d y 

Se des igna rmos por - e y os valores d 'es tas q u a n t i d a d e s na 

folha super io r e por z' e y' os valores d elias na folha in fe r io r , 

será 

z = z', -i/ = (/'• 

E fac i lmen te se vê que é 

rdz _ 

J 7 ' 

(0,1) (0 , -1 ) 

em que o p r i m e i r o in tegra l é t omado de (s = 0, y = i) a (z, y), 

e o s egundo de (s ' = 0, y' = l) = (s = 0, t/ = — 1) a t é (s , — y ) . 

F a z e n d o 

, \ /s ,Vs' 
II= — , C = —•-

J y ^ y 
-.0,11 (0,1) 

e se fo rem s = y(u), y = ty[u) as funcçôes d u p l a m e n t e per iódicas 

de u, será 

z = <?[v), y = —(J»(t); 

isto é, s tem para u e v os mesmos valores , y valores oppos tos . 
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iMas supponhamos que o integral é tomado de modo que o ca-

minho de integração seja (fig. 4 5 ) , (O, 1) 1 (0 ,— I ) ; virá 

iii. 
, V s ' f 1 dz' 

— = 2 I - = 2 K : 
y y 

( 0 , 1) 

e como temos 

- I , * I 

/ 
'(V-Jj 

« 

Kiif. í,'i 

< • > - » ) ( « . - ! ' Í M - » ) («, - > ) -•//) 
/" í/s' _ / V s ' I ' d : 1 _ I V s ' / tfc 

J y' J y' J Y J y 
(o,i) (0,1) (o,—i) (O.i. (o.i) 

será 

u = 2 K — u; 

z = (<p)(u) p, /><««, ullut funcção duplamente periódica, uniforme, 

que /tara u e 2 K — u tem os mesmos calores. 

tt?. Vamos ainda formar , n 'um caso especial, a imagem da 

superfície de Riemann sobre um plano U por meio do in te-

gral u. 

Consideremos x real e menor que a unidade. 

Em quanto fôr s 4 < 1 es t iver valores reaes terá egualmente 

o integral 

r <h 
U= / _ — 

^ 0 / ( 1 - = 2 ) ( 1 - ^ S 2 ) 

valores reaes . 
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Mas se, conservando-se ; real , fôr —- > ^2 > 1, ficará constante 
x* 

a parte real de u, e t e remos 

dz . dz 
u= j *" W / ' 

Jo y J i \/ íz1- ' 

= K + Í' 
dz 

1 v V 4 - I j (1 - S z i ) 

K é real e 

r-dz ,v- dz 

i y 1 [ / ( Z i - Í) (i -X2S4) 

Os pontos de ramificação da superfície de Hiemann acham-se , 

n'este caso, sobre o eixo das quant idades reaes. T raça remos os 

querschnitte B j , Cj (fig. 4 6 ) , sobre esse eixo. Em m tem u o 

valor real K cor respondendo- „ . f, 

llie, n o plano U t o ponto a . S e ~ 1 + j 

z, par t indo de m, pe rcor re r a 

linha C 1 , quando chegar de novo 

a m terá u passado de a para 

b, sendo r iS 4,i 

6 — a = 4 K : 

b forma a imagem de m considerado do out ro lado de l ! | . 

Se s, par t indo de m, percor re um lado de B | , m u d a r - s e - h a 

só o valor da par te imaginar ia de u e por tan to a imagem d 'este 

lado será uma recta ad ou bc parallela ao eixo das quant idades 

GT 



102 

imaginar ias , recta cuja grandeza é 2 K ' . A recta que une b e c 

consli tue a imagem do segundo lado de C i . 

Concluímos, por tanto , que no nosso caso a superfície de R i e -

mann tem para imagem, por meio do integral u, abcd; e que o 

parallelogrammo dos periodos da funcção z = <p (u) é então um 

rectângulo. 

F I M . 
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