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Na falta de processos geraes para integrar as equa-
cdes ds derivadas parciaes de segunda ordem, um ponto
da sua theoria tem, de preferencia, attrahido as atten-
cOes dos geometras.

Referimo-nos 4 classe das equagdes lineares, com
especialidade ds de coefficientes constantes, que tio fre-
quentemente apparecem na Physica Mathematica, na
Geometria das superficies, na theoria geral das fun-
cedes, Gragas aos estudos emprehendidos sob o ponto de
vista especial dos problemas que ellas sio chamadas a
resolver, a theoria d'essas equag¢des tem com effeito,
sobretudo nos ultimos tempos, experimentado um avango
sensivel.

A nossa dissertaciio occupa-se do problema relativo
4 mais simples e tambem 4 mais celebre d'essas equa-
¢des, queremos dizer, & equagio de Laplace. Conhecido
pelo nome de problema de Dirichlet, o sen objecto ¢ de-
terminar um integral d'essa equagiio, uniforme, finito e
continuo num dominio dado e tomando sobre a fronteira
d’esse dominio uma sucecessiio continua de valores dados.

Ocioso seria insistir na importancia do assumpto. No
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emtanto, nio fallando mesmo no papel consideravel que
a equagiio de Laplace desempenha em varios ramos das
Mathematicas, uma coisa nos parece digna de mencio :
e ¢—que os resultados que lhe dizem respeito, tem
servido de directriz a estudos d’equacdes mais geraes
de segunda ordem, particularmente das lineares. Haja
vista differentes Memorias que nos ultimos annos Picard,
Poincaré, Schwarz e outros distinctos geometras teem
publicado sobre as equagdes ds derivadas parciaes.

Démos é nossa dissertagio uma feiiio didactica, a que
julgamos mais adequada a traballios onde a exposiciio
¢é quasi tudo.

Comegamos por estabelecer, nos capitulos I e II, as
proposi¢oes geraes relativas ds funccdes harmonicas,

integraes particulares da equagiio de Laplace, ennun-
ciando em seguida o problema de Dirichlet e resolven-

~do-0 para o caso da esphera (cap. 111).

No capitulo seguinte (IV) mostramos como o emprego
das coordenadas curvilineas orthogonaes podia, em
muitos casos, facilitar a integragiio; e para exemplifi-
car, resolvemos o importante problema de Lamé. Pare-
ceu-nos pouco rigorosa a maneira porque se acha esta-
belecida a solugio d’esse problema; eremos porém que
o theorema d'Harnack nos permittiu po-la a salvo de
toda a duvida.

Tractamos no capitulo V da representaciio conforme
no espaco e demonstramos, seguindo o processo de Pain-
levé simplificado, que tal representacio s6 pdde effe-
ctuar-se por meio de uma inversio.

Finalmente, consagramos os restantes capitulos (VI




XI

e VII) 4 exposiciio de dois methodos geraes para a re-
solugio do problema de Dirichlet — o methodo de C.
Neumann e o de Poincaré. Seja-nos permittido dizer, a
proposito d’este ultimo, que, por uma extensio facil do
theorema que lhe serve de base, reduzimos o principio
de Dirichlet a uma hypothese muito simples.
Concluindo: tentdmos escrever uma. monographia,
resumida, mas sufficientemente clara e rigorosa, do pro-
blema de Dirichlet, Oxald o tenhamos conseguido!

Coimbra, 26 de setembro de 1895,

A Bato.







I. FUNCGOES HARMONICAS.

1 . Consideremos um volume limitado exteriormente por uma
superficie fechada e interiormente por n —1 superficies tambem
fechadas, mas exteriores umas ds outras. Um tal volume diz-se
de connexdo multipla d’ordem n. Se nilo ha superficies interiores,
diz-se de connexdo simples. Designaremos um tal volume ou
espago pela lettra K e a superficie terminal, simples ou multipla,
pela lettra S,

Isto posto, sejam , y, z as coordenadas rectangulares d'um

ponto do espago e consideremos a equaclio ds derivadas parciaes
L

&V AV av
- — =0,

T et dy? dz?

AV

conhecida com o nome de equagio de Laplace por que foi este
illustre geometra quem primeiro a encontrou nas suas investiga-
¢les sobre a theoria da attracglo.

Neste capitulo e no seguinte occupar-nos-hemos das proprie-
dades geraes das funcgdes Vi, y, 2) que, num certo espago E,
além de satisfazerem 4 equagio de Laplace, siio uniformes, fini-
tas e continuas, e admittem derivadas parciaes de primeira e
segunda ordem da mesma natureza. Generalizando uma deno-

minagio introduzida pelos auctores inglezes para as funcgles
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analogas de duas variaveis, diz-se que a funccilo que satisfaz a
estas condigdes, & harmonica no espago considerado.

Para dar um exemplo d’'estas funcgdes, lembraremos o poten-
cial que &, como resulta d'uma propriedade conhecida, uma
funcgilo harmonica em qualquer espago que nflo contenha as
massas, I% assim (e este exemplo ser-nos-ha util adiante) que a
funegiio

T 1 » # 3 L
U, o)==, rP=(@—at+y—4+E—r

onde a, b, ¢ siio tres constantes arbitrarias, ¢ harmonica em
qualquer regiio que niio contenha o ponto (a, b, ¢). Se a verifica-

b : . 1 .
¢lo nllo fosse immediata, bastaria notar que - ¢ o potencial da
r

unidade de massa situada no ponto (a, b, ¢).

Devemos dizer que, neste breve esbogo, nio perdemos de vista
a analogia que existe entre as funcgdes de tres variaveis reaes
que satisfazem & equaco AV==0 e as funcgdes de variavel
imaginaria. Tal analogia, posta em evidencia como methodo de
investigagiio numa Memoria interessante d"Appell ('), explica-se
muito simplesmente por este facto, notado por Riemann e hoje
bem conhecido, de que a theoria das funcgdes de uma variavel
complexa se reduz ao estndo da equacio de Laplace a duas va-
riaveis.

2. Recordemos o theorema de (freen de que teremos de fazer
um uso constante.

Sejam U e V duas funegBes quaesquer de @, y, 2, finitas, con-
tinuas e admittindo derivadas parciaes primeiras ¢ segundas em
todos os pontos do espago E ¢ sobre a superficie 8 que o limita.

(") Sur les fonctions de trois variables satisfaisant & Ubquation differen-
tielle AF = 0 (Acta Mathematica, t. wv, p. 313).




Pondo
*moddl d dU dV dU dV
I—”‘KL V o du dy dz,
de de {]_:.,' dy dz dz

teremos a relaglio preliminar, que tambem usaremos,

(1) [=—— ”l BRI ['[']'[F.\\' dae dy dz,

d?? v o W
da qual, permutando U e V, e subtrahindo, resulta a férmula
definitiva de Green

v
(2) ’ ] ]u‘ \\'_\'_\1'.,33.-4_?&” U =Y ——)dc—--“:_’)
& w e "ﬂ'

Nestas relagdes o integral triplo estende-se a todo o volume E,
o integral duplo a toda a superficie S; o symbolo do designa wm
C dil dV
elemento de 8, e as derivadas mi o devem ser tomadas se-
rundo a normal interior a 1.
Se U e V forem harmonicas no espaco considerado, da for-
mula (2) deduz-se a egualdade

, ol gV - . dU
LJJ ““ (l dn g \ ;‘ﬂ )dﬂ ::‘-}

que dd, pondo U==1I, uma primeira propriedade das funcgdes

(1) Veja-se para a demonstragio d’esta firmula, por ex., Gours Trixzira,
Curso de Analyse, t, u, p. 157,
Digamos que, chamando a, 8, v 08 cosenos directores da normal interior
a E, se pie
dU dU

8 dU ]
ey u+r‘ 17




harmonicas :

4) J i =0,

3. A formula (3) vae levar-nos a uma consequencia da mais
alta importancia.

Consideremos um ponto qualquer, mas fixo, I(a, b, ¢), interior
ao espago E, e bem assim a funcglo

=2,  PmE—ap =P+ E—ot

Como U é discontinua no ponto I d’esse espago, tracemos d’este
ponto como centro, a fim de o isolar, uma esphera 3’ de raio p
bastante pequeno para que esta esphera fique no interior da su-
perficie S que limita E.

Consideremos além d'isso uma funcgfio qualquer V harmonica
em E.

A férmula (3), applicada ao espago limitado por S e &/, pide
escrever-se

» 1 %
) /f(d //( ld\')
(D) \——r-—— u’n: \——-——— do
g 8\  dn

r dn r dn

sob a condigio de tomar as derivadas, no segundo membro, se-
gundo a normal interior a N’

Ora o segundo membro tem um valor muito simples. Com
effeito, attendendo a que se tem, sobre S/,

1
d—

s 1 dr 1
7 R A S p?

por ser r=p; designando por V(a, &, ¢) o valor de V no ponto




I e pondo ¢ —V —V(a, b, ¢), 0 segundo membro de (5) toma

a forma
",' (\’ (‘11Tb|_f| + ”(.: H -1- d—‘-\')f_fu'
JJ B p* p* p dn

que se decompde em tres integraes. D'estes o primeiro reduz-se
evidentemente a 4w V(a, b, ¢), e o terceiro é nullo segundo a
formula (4).

A respeito do segundo notemos que, em virtude da continui-
dade de V, a cada valor positivo de & arbitrariamente pequeno,
corresponde um numero py tal que é

|e| <8 para p < pi-

pl;.- | J:J .S'{- do

Por onde se vé que, dispondo de p, o integral em questdo se
pode tornar menor que qualquer grandeza; e como elle é inde-
pendente de p, por isso que o primeiro membro de (5) tambem
o &, serd nullo.

Introduzindo estes resultados em (5), obtemos a férmula fun-
deemental da theoria das funcedes harmonicas, a saber

' 1

r
¥ T b e ' \' e R d .
(6) V(a, b, ¢) et g dn r dn :

Esta formula é devida a Green. E na presente theoria o que
a conhecida férmula de Cauchy

Logo

{i_,JJ | €| do<4mb.
e §f

fl'.'i':j: L “. 'ﬂz)m (i'z, 1= V’:'I,

2im, ] . 2-

é na theoria das func¢les analyticas.




<k. A formula fundamental, applicada ao caso em que a su-
perficie 8 se reduz a uma esphera de centro (a, b, ¢) e de raio
R, conduz, segundo o caleulo do numero precedente, 4 relaciio

V(a,b, cmm:l—%-n ; ‘ : Lx do

que exprime am notavel theorema de Gauss. Carl Neumann, que
lhe deu o nome de theorema da média arithmetica, ennuncia-o
assim: quando uma funecdo ¢é harmonica no inferior d'uma
esphera, o seu valor no centro é a média arithmetica dos valores
que toma «d superficie,

5. D'este theorema deduzem-se numerosas propriedades das
funcgdes harmonicas, de grande utilidade nas applicagdes phy-
sicas.

I. Se uma funcgio tem um valor constante numa parte finita
d’'um espaco em que é harmonica, terd o mesmo valor na parte
restante.

Supponhamos que ndo era assim e chamemos a e 8 as duas
regides (fig. 1). Entfio é evidente que, dada a continuidade da
funugﬂu ]l.‘lt‘inunivﬂ, S ])udul'."l gempre encontrar uma regifio Y,
situada em 8 e contigua a o, em todos os pontos da qual a fun-
cglio tome, por exemplo, um valor maior que em a. Descre-
vamos d'um ponto de a numa esphera que tenha uma parte nesta
regifio e outra em y.

4w
estendido a essa superficie espherica serd maior que o valor da

1 L
Resulta da nossa hypothese que o integral — T ’ ".' do

funcglio harmonica no centro, contra o principio da média.

II. Uma funecio nio pide ter mawimo nem minimo em ponto
algum do espago em que é harmonica.

’ara fixar ideias supponhamos que no ponto (a, &, ¢) a funcelio
tinha um maximo. Entio, tomando R sufficientemente pequeno,




ter-se-hia, para wn ponto qualquer (x, y, z) da esphera 8,

Viz, y, 2) <Via, b, ¢).

do

4m Ri?

D’onde se conclue, multiplicando por e integrando ao

lnngn de Ny

i - W
g Vd v b,
T R'—'"_' . do < V(a, b, ¢)

o que & absurdo.

I11. Supponhamos que V & harmonica num espago que contém
uma certa superficie fechada . Se V tem o mesmo valor em todos
os pontos de 3 tel-o-ha egualmente em todos os pontes do interior,
como se vé pela formula fandamental ou ainda pelo ultimo theo-
rema.

IV. Se V nio é constante sobre S, os seus valores constituem
um conjuncto finito que admitte um limite superior L e um
limite inferior 1. Digo que em qualquer ponto interior a S se terd

<V <L

Clom effeito, a funcgio nlo pide tomar valores maiores que L
nem menores que [, alids admittiria no interior um maximo ou
um minimo. Além d’isso, em ponto algum interior se pdde ter

V=i,

porque, se se descreve, d’um tal ponto como centro, uma esphera
8" de pequeno raio R, ter-se-ha

l= Vdo:

45,30
==l

resultado impossivel pois que, sobre 8, V nio pide ser constan-




temente egual a ! em virtnde do theorema anterior. O mesmo se
diz a respeito de L.

V. Nio podem existir duas funcces que sejam harmonicas no
interior d'wma superficie ¢ tomem sobre esta superficie os mesmos
valores.

Se existissem, como a equaglio de Laplace ¢ linear, a sua diffe-
renga W seria uma funcgiio harmonica que se annullaria sobre toda
a superficie. Portanto (th. I1T) W annullar-se-hia tambem em todos
08 pontos do inlerior e as duas funcgdes seriam identicas. (. q.d.

Vamos dar d’este importante theorema uma outra demons-
traglo em que intervem um integral de que adiante temos de
lan¢ar mio.

Fazendo na férmula (1) V=U e suppondo que U é a funcglio
W que vimos de considerar, resulta a relagiio

i) (GG Ry

que exige que se tenha, para todos os pontos do espago consi-
derado,
dW dW dW
=1 =1, =0

e dy s dz

Logo W ¢é constante no interior d’esse espago; e como é nulla 4
superficie, serd nulla em todos os pontos.

6. A firmula de Green, de que vimos de fazer algumas
appicagdes, determina o valor d'uma func¢lio harmonica V num

: : g Ly
ponto interior, quando sfio conhecidos os valores que V e

tomam sobre a superficie,

-

O elemento 3 porém ¢ superfluo, como o mostra o theorema V
n

do ultimo numero. Mas a sua eliminagiio d4, em geral, origem
a um problema difficil que adiante serd tratado,




Por agora limitamo-nos ao caso em que a superficie S se
reduz a uma esphera, porque niio s6 um simples artificio per-

! e NIZEY |2
mitte eliminar 7.y Mas a formula que se obtem ser-nos-ha neces-
n

saria no estudo dos desenvolvimentos em series.

Sejam I(a, b, <) um ponto interior de esphera, E o eonjugado
harmonico de I a respeito dos pontos em que o diametro que
passa por | encontra a esphera, M um ponto variavel da super-
ficie da esphera e R o seu raio. Ponhamos (fig. 2)

MI_—_!‘, }] ]‘::r;, “I-——'d, ”H:dh

As formulas (6) e (3) applicadas respectivamente ds funcgdes
: il |

V, —eV,—, dio as relagles
e i

» F 1 b
; 1//(r 1dv)
Viabdeme | \V =7 /%
1

WP B :
g2
1 // ( ri 1 dV)
0= — AL i s e it
4dme/ o/ 8 dn ry dn/ it

. S e :
que, combinadas, bastam para eliminar T Notando com effeito

que a esphera é o logar dos pontos M para es quaes

MI 10
Erped el
ME MO
ou
R 1

1
!‘mfi.r[’
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2T A i R
multiplicando a ultima das duas egualdadas anteriores por g e

subtrahindo-a da primeira, vem a firmula

e/ 1 4 1
1 : R ) "
V (a,b,¢)= - //,‘(_' e W il
; 4w/ 8 dn d dn /

qne resolve a questiio.
Como a intervenglio do ponto E foi apenas auxiliar, convem
dar outra férma a este resultado. Ora

1 1
g+ d

r 1 dr cos IMO | 08 F,\[H.
i e gl T on rd

alem d’isso os triangulos IMO e EMO dio

d?= R4 r¥— 2Rr cos IMO,

di? — R?*+4- r 2 — 2Ry cos EMO.

Tirando d’estas egualdades os valores dos cosenos, substituindo-os

r d
nas anteriores e attendendo ds relagdes dd; — R? ¢ iy
obtem-se facilmente a expressio L

1 1
d d
R R R?* — d?
m d dn Rr?

Temos pois

B 1 *"RY—d¥__
1.7_1 \ 1_(7.! b.' C) == _-ia_]ﬁ J ’ r:’ ‘o f{ﬂ'
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onde, pondo I0M = ¢, convem fazer

r*=R? — 2dR cos ¢ | 4.

Tal ¢ a firmula de Green relativa d esphera.

7 . Como applicagiio immediata da férmula (7) vamos demons-
trar o theorema seguinte, comparavel ao de Liouville na theoria
das funccdes de variavel complexa: se a funccdo V (x,y,2) ¢
harmonica em fodo o espaco, e se

| V]<M

(M um numero fixo)

em qualquer ponto por mais distante que estgja da origem, essa
Sfunecio reduz-se a uma constante ().

Da origem como centro, com um raio qualquer R, descre-
vamos uma esphera. A formula (7) da, applicada ao ponto inte-
rior I e 4 origem,

1 *rR2—d?
V (a, b, ¢) = Lm'l—j—h@

VW&N”M"I‘ s

4mR

e por conseguinte

LY

1 T R T T
vam—th@-r'“]_ff _5pﬁm
m. . .

Ora neste integral duplo o coefficiente de do pdde tornar-se
menor que qualquer grandeza. Basta, com effeito, reparar em

(1) Este theorema ¢ devido a Picard (Comples rendus, t. xo, p. 601).
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que se tem sempre | V | < M; e alem d'isso que, suppondo R
: : {

muito grande, como o ponto I fica fixo, a fracgdo — e portanto
. ?_

R(R2— 42 :
o }é muito visinha da unidade,

B

D’aqui conclue-se, notando que o integral deve ser indepen-

dente de R e seguindo a marcha do n.° 3, que esse integral é
nullo. Logo

V(a, b, c)==V (0,0,0).

A funeglo V, tendo em qualquer ponto I o mesmo valor que
na origem, é constante. C.q.d.




1. DESENVOLVIMENTO EM SERIE DAS FUNCCOES HARMONICAS.

8. Seja f(x,y,2) uma funcello real, uniforme e continua das
tres variaveis reaes a,y,z. Diremos que esta funcglio ¢ analytica
no espago E, quando na visinhanga de cada ponto (a,b,¢) do
mesmo espago, a funcgllo satisfaz 4s condigdes: 1) péde ser
representada pela serie

(1) fle,y,0)=wm+wut.. .+u+...

onde u, designa um polynomio homogeneo de grau n em x —a,
y—b e z—e; 2) esta serie & absoluta e uniformemente conver-
gente no interior de um dominio espherico de centro (a,b,¢) &
de raio p sufficientemente pequeno.

A respeito d'estas funcgdes faremos algumas notas que nos
serfo uteis.

A derivada parcial d’'uma ordem qualquer da funcgio analy-
tica f(wx,y,2) péde representar-se pela serie formada com as
derivadas da mesma ordem das funcgles u. Como a serie é
absolutamente convergente, e por isso como é indifferente a ordem
dos seus termos, podemos antes de cada differenciaglio ordend-la
segundo as potencias da variavel com relagiio & qual se diffe-
roncia: e entflo o theorema & uma consequencia immediata das
propriedades conhecidas das series inteiras d'uma variavel,
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Acerescentemos que, representando os coefficientes do desen-
volvimento, & parte um factor numerico binomial, os valores das
derivadas parciaes da funcglio para » —a, y=15, z—¢, um tal
desenvolvimento ndlo pode ser identicamente nullo sem que todas
as funcgles u o sejam.

Isto posto, uma propriedade notavel das funcedes harmonicas
¢ que foda a funcgdo V que é harmonica num certo espaco B,
¢ analytica no mesmo espaco.

E o que vamos ver, mostrando que, sendo (a, b, ¢) um ponto
qualquer do espago E e descrevendo d’este ponto como centro
uma esphera 3 de raio R tal que fique contida em E, a fun-
cglio V pdde tomar dentro d’esta esphera a féorma (1).

Estabeleceremos primeiro, em o numero que segue, nm desen-
volvimento preliminar,

O. Sejam @, y,2z as coordenadas d'um ponto qualquer inte-
rior a ¥, e r a distancia de (a,b,¢) a esse ponto. Temos a
férmula (n." G)

9 T (o, e i
@ - Vey e s

a7

1 l '} b (R2— ) Vdeo
o (R'—2rRcos ¢ 4 #¥)*

na qual, como se sabe, V é o valor que toma a funceiio harmo-

nica num ponto arbitrario (X, Y, Z) da superficie da esphera e ¢

o angulo que o raio d'esse ponto faz com o raio do ponto (e, . 2).
Introduzamos as coordenadas polares

X=a+ReosO, ‘1':5-|-I{senl)coa‘|", ',:(-J,-H.-sen()aen'l!f;

teremos

do — R¥sen © dO |/,

Chamemos 7, 6, as coordenadas que se referem ao ponto (i, y, 2).
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Serd
08 ¢ =08 O cos 6 4- sen O sen 0 cos 1‘1.' — ).
Ponhamos, sobre ¥,
V—=1(©,\}).
Entlio (2) toma a forma

s Risen0doOd\,
0/ 0 (R2—2rReosd+1)*

- 1 o qw (Hi P rgj_f{" ’? ‘l rjl
A '\'*‘L’J’)z) B3 -IUJE ‘ ’ : s

ou

(3) V(a,y,2) iss R? :J.vlil]tfl"'(f‘] s

o 0f 0 |_l-—-'_’ut-osq}—i~ufa’

3

1 Hn"im(] —a)fo,\
a

pondo

['4} _IJ_ = Cla

Trata-se de desenvolver, segundo as potencias crescentes de a,
o quebrado que esti sob o integral, Consideremos primeiro a
expressio
1

s e —
(1 —2acosd + a?)’

Pondo
é ‘t’ Vi =k = Z,
o que da

2eo8p=2-+}12""




resulta

1—2acosp 4 al=(l—az)(l -~ az').

Ora, sendo as series, dadas pela férmula do binomio,

1 1 1.3
1-—- ‘__= T — ais? -
( az) 1 I-I-Quz—]—z._iuz 4y
—4 1 i
{1“—0-2_1) ’-=l-]—-2—uz |+Ea-—3{l!2 ’+-o:_’

absolutamente convergentes para a< 1 e ¢ arbitrario, o seu
producto dard o desenvolvimento

1
- _‘T:P;|+p|_l:l+...+1)'ﬂ.+...

(1 —2acosd + a?)*

on (1(-"

P,=— £ 4 = :
2.4...2a 2°2.4...(2n —2)
1 1.8...(3n—5) ik 1.3...2n—1)
t349.4 (2n —4) T e T

Este coefficiente é um polynomio real do grau n em cosd: é
um polynomio de Legendre. Sabe-se que P, =P, (cos ¢) attinge o
sen maximo valor para ¢==1(), sendo P, (cos(0)=1. Este facto
era bastante para mostrar, se nfio fosse evidente, que o desen-
volvimento que vimos de obter é absolutamente convergente em
regidio egual 4 das series factores,
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Temos pois o desenvolvimento

ne=28
i 2 a'P,(cos ), (a<l),
(1—2acosp —a?)? a=0

1

do qual, derivando em relaglio a a e attendendo ds propriedades
das series inteiras, deduzimos

5= > na"='P,(cos ).
(1—2acosp4-a)® n=1

cosp—a

Combinando os dois ultimos resultados, obtem-se

l —a? seesiogr .
) —— =3 @n+1)aP(cond), (a<),
(I —2acosdp 4 a?)® 0=0

que ¢ o desenvolvimento pedido.

1 O. Agora é facil demonstrar o theorema do n.° 8.

A serie (D) pide considerar-se uma serie uniformemente con-
vergente em 0 e . Por conseguinte as egunaldades (3) e (4),
poendo

15 = »
(6) Y.(0,V)= ‘"Rj_—l 0 P,(cosd).£(0,\)).R*sen0 dO A\,
dio a serie
(7) V(z,y,2)= E ™Y, (0, V)
& n==I

convergente na esphera de raio R,
2
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Reflectindo um pouco, via-se logo que esta convergencia é ab-
soluta e uniforme. Mas & facil pé-lo em evidencia.

Designemos por L o limite superior da funcglio continua f{©, "]’l
sobre a esphera, e consideremos a serie de termos positivos

(8) > @n--1L

™

R

Esta serie ¢, como o mostra o desenvolvimento (5), conver-
gente para r< R. Portanto, @ fortiori, a serie (T) é absoluta-
mente convergente em egual extensfio.

Além d’isso nos pontos em que

i

R gf&, e< 1,

a serie (7) & uniformemente convergente. Isto &, sendo & um
numero positivo arbitrariamente pequeno, péde-se determinar
um inteiro positivo p tal que, na regido indicada, se tenha

rN...::.
Er"\',qﬂ,\{n]{&, m=p.
n=m |

Para o mostrar, Weierstrass (') procede assim: seja v um nu-
mero positivo menor que 1 mas maior que ¢; a serie (3) é con-

r -
vergente para R =H; seja g um numero pelo menos egual 4
somma d'esta serie

e
92 3 20+ DLw,
[T | ]

(") Veja-ze: Arrert, log. cit., p. 317.




ter-se-ha evidentemente

y:;'{_ﬂu + Lw", (2n 4 ])nguf-,

Mas, para ;{ <, tem-se

w3 ] N=20

=% N
s r"‘l’_iﬂ,\lfll‘:’: St Le<g 3 (E) ;

] n—=m f==m

[T T

Ora a ultima somma é egual a 9

ity

- 1N
(i) ; bastard pois de-

H

terminar p pela condigdo

para demonstrar a uniformidade da convergencia,

Voltemos ds coordenadas rectangulares, Attendendo 4 expres-
slo de P, e 4 de cos ¢ concluimos que Y, (8, ) é uma funcglio
inteira e de grau n de cos 0, sen 6 cos ) e sen O sen . Ora como
estas quantidades slo de grau zero em ordem a & —a, y—35,
z— ¢, segundo se vé das formulas

w=a-+rcos®, y=—>b- rsenbcos\y, z=—=c -} reenfseny,

resulta que, pondo r*=(x —a)® 4 (y — b2 4 (z— )}, o termo
geral do desenvolvimento (7) é uma func¢fo inteira e homogenea
de graundexr—a, y—5, z—ec.

Pondo por isso

(9) Y, 0, )=V, (a—a, y—b, z—c),




temos o desenvolvimento

nooac
(10) Viz,y, )= > V.(x—a, y—b, 2—¢),
n—40

isto ¢, a funcgdio harmonica V desenvolvida numa serie de poly-
nomios homogeneos, absoluta e uniformemente convergente numa
esphera de convergencia para cujos pontos

IA

e<"1. C.q.d.

k| =

Os polynomios V, sio harmonicos, como o mostram as notas
do n.” 8.

Além d'isso exprimem-se, segundo a formula (9), em funcgdes
muito notaveis. A fancgiio Y, (0, ) é chamada funcgdo dé Laplace
ou funcgio espherica d’ordem n.

Sem querermos insistir nas importantes propriedades d’estas
funcedes ('), tdo uteis na Mecanica Celeste e na Physica mathe-
matica, diremos no emtanto que a func¢lo mais geral d'ordem =
encerra 2n 4+ 1 coefficientes arbitrarios (os quaes no nosso des-
envolvimento téem valores particulares).

E facil reconhecé-lo partindo, para definir essa funcgdo, nilo
do nosso polynomio V,, mas do polynomio homogeneo mais geral
e de grau n que satisfaz 4 equaglio de Laplace. Estes coefficientes
téem um papel importante na solugiio do problema de Dirichlet
relativo 4 esphera (*).

(1) Veja-ze, por exemplo, Tisserano, Méeanique Céleste, t. n, cap. xv1 e
xvir. O livro classico para o estudo d'estas funegles ¢: Heme, Handbuch
der Kugelfunctionen, 1878,

(?) Parxievi, numa Memoria conhecida (Sur les lignes singulieres des
Jonctions analytiques. Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. u,




1 1. Inversamente, uma serie de polynomios harmonicos

n-—:30

E Vi(z, y,2)

representa uma func¢lio harmonica no interior de uma certa
esphera, tendo por centro a origem das coordenadas.
Introduzindo as coordenadas polares, a serie considerada trans-

forma-se nest'outra

N—3C
(11) 3 Y, (0,¥).

=]

Designemos por A, o maior valor que toma Y, quando 6 varia
de 0 a w e de O a 2m, e consideremos a serie de termos po-
sitivos

L E A

DA
==l

Esta serie converge para todos os valores de r inferiores a um
numero determinado R; portanto a serie (11) converge absolu-
tamente @ fortiori no interior d'uma esphera de raio R.

Demonstra-se como anteriormente que a convergencia ¢ uni-
forme no interior da mesma esphera,

Além d'isso seria facil de ver que a funcglio representada pela
serie admitte derivadas parciaes de todas as ordens que se obtem
formando a serie das derivadas dos termos successivos. Temos

p- B), apresenta resultados mais geraes do que os gue vimos d'obter,
mostrando que toda a funegilo harmonica se péde desenvolver d'uma infi-
nidade de maneiras, numa serie de polynomios harmonicos. O que dissemos,
porém, & sufficiente para o nosso ponto de vista.




pois

T R=aC 3 @ n—3¢ 2

g A0 e LT ST

del = A gt gt

=0 4 n=A0 Y
e portanto
We==at
AV = 3 AV, =0, C.q.d.

==l

1 2. Terminaremos estas generalidades estabelecendo dois
theoremas que adiante nos serllo uteis e que estdio para theoria
das funcgdes harmonicas, como os theoremas de Abel para a
theoria das series inteiras.

D’esses theoremas, o primeiro pelo menos estd implicitamente
confido nos trabalhos de Schwarz (!). Entretanto foi Harnack
quem primeiro o8 demonstrou.

I. Supponhamos que a serie

U—=U"L U ... U . ..,

cujos termos sfo funcgles harmonicas positivas num certo espago
E, converge num ponto interior I d’este espago. Digo que, em
qualquer regiiio interior a E, a serie U convergird uniformemente
¢ representard uma funcedo harmonica.

Seja V uma funcglo harmonica positiva numa esphera de
centro I e de raio R; para um ponto interior P e para o centro
I, tem-se

1 [AR2—d*)Vdo e
Vio—=— TR AR AR, L T Vde.
- 40}1\}_} rd : ; -l-mR*Jf U

(1) Ver a these de Jores Rim{um: Sur le probléme de Dirichlet, p. 13,
{Foi publicada nos Annales de I'Ecole Normale Supérieure, 1888).




Ora como V & positive, ¢ como

R—d R —d2 R4-d
= e
(R d)p? rd (R—dp?

por isso que 7 estd sempre comprehendido entre R4deR—d,
serd :

R(R—d) . . RR4-4d)
- I“;: -I'< "1-
(R4 d)? (R—d)?

Suppondo a esphera interior ao espago E e applicando a re-
laglio precedente 4 funcglo

o= U”" +_ -L-,,.H- + . + Uil+ﬂ||,

resulta, quaesquer que sejam n e m,

R(R - a'.;“;,"‘ U,_,{"é."' U,”{Rul{-]-dp';","‘
L e e R B e

Convergindo a serie U no ponto I, convergird pois em todo o
ponto P interior 4 esphera: e convergird unifermemente como o
mostra tambem a desegualdade anterior.

Resta-nos demonstrar que U representa uma funegio harmo-
nica. Descrevamos de I como centro uma esphera de raio R'<ZR.
A serie U é uniformemente convergente em toda a esphera R';
portanto podemos integrd-la ao longo da superficie da esphera
formando a somma dos integraes dos seus termos, o que dd

A ,‘1
. JR C Ude=U 4 U0 4 ... $00+...=0,

4oR’ r3

I facil agora provar que Uy, funclio das coordenadas (a,d, ¢)
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do ponto P, é harmonica; basta provar que a expressdo

R?—q2
=——73— 0 & Ora, attendendo ds relagdes
o

Ri=a?4 2 422, d¥—a? | b2 - ¢,
A—(a—af' B — ) + (e — 2N,

temos successivamente

dQ 2a B a—ax)(R*—d?)

P 2 5 1
Q 2  12a(a—z) 3(R?—d?) 4 e —a R —a)
da 73 P e B !

D'onde se deduz

#*Q  ¢2Q  2Q

s ala — ) 4 b(h— ) + olo—2)
da? db? de? 3

.rd

o 22
~= 4 12

MRI2_ 42
_]_{J_(R_,{_J._ =),

Pl

por ser
ri=a4 5+ 2?4 3 422 — 2a0 — 2by — 2¢z
e portanto

ala—x) + bbb —y) + clc —z)=d? -]--.—lj-(r*—rf:—R’i).

Isto posto, como por meio d'um numero limitado de espheras
cortando-se successivamente podemos attingir um ponto qual-
quer, fica o theorema demonstrado para qualquer regifo com-
prehendida noe espago considerado.
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II. Sejam u®, u®, ..., u™, ... fancgles harmonicas no in-
terior d'um espago E limitado por uma superficie S, e supponha-
mos que u{" tende para Uy quando o ponto interior I tende
para o ponto M da superficie por um caminho qualquer; suppo-
nhamos mais que a serie

U=U"4UO ... + U4 ...

é uniformemente convergente sobre a superficie. Digo que a
serie

u=u"4u"... +u"J ...

serd uniformemente convergente em todo o espago X e representard
uma funcgdo harmonica. Além d’isso w, tenderd para Uy quando
I tender para M por um caminho qualquer,

Sendo U uniformemente convergente, poder-se-ha, dada a
quantidade positiva e arbitrariamente pequena, tomar n bastante
grande para que, em qualquer ponto da superficie e para qual-
quer valor de p, se tenha

| U® ... U | <6

Ora, (n.” 5, th. IV), a quantidade

| u™ 4 ..o 4wt |

no interior do espago considerado ¢ inferior a0 maximo da ex-
pressiio antecedente sobre a superficie; resulta d'aqui que a serie
u &, no espago E, uniformemente convergente.

Raciocinio egual ao empregado no theorema anterior mostra
que u & harmonica,

Para demonstrar o ultimo ponto notemos que, pelas condigdes
do theorema, se tem, suppondo I e M sufficientemente proximos




e m arbitrario,
| i=n =n [
(1] il
E U.u o E u | <€
1=l i==l)

Pondo p== nas ultimas quantidades consideradas, ¢ facil de

ver que se tem

C.q.d.




1. PRINCIPI0O E PROBLEMA DE DIRICHLET.

1 6. Consideremos um espaco E limitado por uma superficie
fechada, simples ou multipla, S. E supponhamos que sobre S era
dada uma successlio continua de valores, cada um associado a
um ponto da superficie.

Eis o problema que vae occupar-nos:

Determinar uma funccio V harmonica em todo o espago E e
tomando sobre a superficie S os valores dados.

Eo problema da integraglio da equagllo de Laplace por meio
dos valores que o integral toma sobre a superficie.

*Q principio de Dirichlet affirma que o problema admitte sempre
uma soluglo e uma unica, qualquer que seja a superficie dada.
O problema de Dirichlet trata d’obter essa solugilo.

Estas denominagdes, introduzidas por Riemann na sua memo-
ravel dissertagio inaugural, silo hoje correntes na Seiencia, em-
bora mal escolhidas, por isso queo problema j& havia preoccupado
varios geometras anteriores a Dirichlet (1).

Riemann deu do principio uma demonstragiio que attribue a
Dirichlet, muito breve, mas que nfio apresenta um rigor suffi-

(1) Bobre a historia do problema e mais indieag¢oes bibliographicas, ve-
ja-se: Duiem, Lecons sur Pélectricité et le magnétisme, t. 1, p. 151 eseg.




ciente. Vamos porém expd-la porque ella reduz o principio a
uma questdo de minimo.

1 7. Principiemos por demonstrar os dois theoremas que
seguein.

I. Sejam no espaco considerado: V uma funegio harmonica;
U uma funeglo uniforme, finita e continua bem como as suas
derivadas parciaes de primeira e segunda ordem, e tomando
sobre a superficie que fecha o nosso espago os mesmos valores
que V. Nestas condigdes, o integral

(1) nU;—_—JJ [ [(‘::;) +(dv)a+ il ) Jdmzydz

é minimo para U=V,
! Ponhamos, com effeito, U — V ==(U; ter-se-ha

g e ey A

: TV VKD 3V o
' 1(U)=I(V)+I(C)4-2 (o ko dyde.
' 3 i s JJJ(m R a:)f o

Ora uma férmula conhecida (n.” 2) mostra que

eV o) dV A dV deD
[ ;

Al i — |da dy dz
de dx dy dy dz dz

—_ —JJ:;—::(DF?U - _.‘:.’:"U) AVdedyds:

expressdo nulla por isso que, sobre a superficie, (U =10 e, no
espago, A V=0, Por conseguinte

I(U)=I(V) 4 I{CL).

Como os dois termos do segundo membro sfo essencialmente
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positivos, I(U) ¢ minimo para I(CD)==0, isto é, para U=V
visto que (U ¢ nulla sobre a superficie.

II. Inversamente, se o infegral I(U) ¢ minimo para U=V,
sendo V uma funccdo analoga a U ¢ que toma sobre a superficie
0s mesmos valores que U, V serd harmonica.

Fagamos

U=V +af,

sendo a wma constante e O uma funcelle analoga a U e V, mas
annullando-se sobre a superficie. Resulta

T uf ‘(d‘v’ ddé  dV d6  dV db

I(U)=I(V) +2a ‘ J )cf.r dydz+a21(0).

de & | dy dy | dz e

8| ) .. l‘.f.[ o
Como I é minimo para a=10, deve ser = =\, 1sto
5 a i
é, deve ser nullo o coefficiente de a: logo £

@) ”‘e AN dedy dereis;

Ora 0 nllo estd sujeita a annullar-se em todo o espago E. Sup-
ponhamos que, num ponto (a, b, ¢) do interior de E, AV nilo é
nullo: serd d'um signal invariavel numa certa extensio F' com-
prehendendo (a, &, ¢).

Definamos 0 nos espagos E — E' e K, respectivamente, pelas
egualdades

0=0, 8=[p?—(@—aP—(y—b—(=—)J"

sendo p o raio vector do ponto (, y, z) prolongado até & super-
ficie que termina E' e m um inteiro superior a 2: entlo as de-
rivadas de 0 conservarfio a continuidade na passagem de E' para
E —FE'. Mas, para uma tal funcglo, o integral (2) nlo péde
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ser nullo. Resulta que, em todo o espago,
AV =0, _ C.q.d,

1 8. Postos estes dois theoremas, notemos que o integral (1)
que vimos de considerar, sendo positivo e nllo podendo annul-
lar-se, é limitado inferiormente.

Dirichlet considera evidente que, entre as funcgdes U, existe
uma, V, que faz tomar ao integral 1 esse valor limite; sendo
assim, segundo o ultimo theorema, V serd harmonica e o prin-
cipio de Dirichlet acha-se demonstrado.

Demais j4 se sabe que, se o problema admitte uma soluglo,
essa soluglio serd unica (n.° 5, th. V).

A affirmagiio de Dirichlet, porém, nilo passa de uma hypothese
porque uma funegiio limitada niio toma forgosamente o seu valor
limite ('); de sorte que a demonstragiio que indicamos conside-
ra-se hoje insufficiente,

Veremos adiante que a Analyse possue actualmente methodos
seguros para demonstrar em casos muitissimo extensos, mas
apesar de tudo particulares, o principio de Dirichlet e simulta-
neamente para resolver o problema.

1 9. Parallelo ao problema precedente ha um outro, analogo,
mas relativo ao espago connexo exferior a uma superficie simples
ou multipla. As consideragdes que seguem vio permittir-nos
formular esse problema e reduzi-lo ao problema interior.

Transformemos a superficie 8 por meio de raios vectores re-
ciprocos collocando num mesmo ponto interior a S a origem das
coordenadas e o polo da transformagio, a qual, nessas condigies,

(') Assim a funcello y = = — [x], onde [z] & o maior inteiro contido em
z, admitte o limite superior 1 mas sem nunca lhe ser egual.
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& definida pelas formulas conhecidas

ks k2w jx )
w=-—r, y=—, 3=, p'=pP+4wl4} (k=const.)
o

A superficie S fica correspondendo uma superficie 8'; a todo
o ponto interior a S um ponto exterior a §'; aos pontos infinita-
mente vizinhos da origem no primeiro espago, os pontos infinita-
mente affastados da origem no segundo espago.

William Thomson (') foi quem introduziu este methodo de
transformagiio no estudo das questdes que nos occupam. Deve-se
ao illustre physico inglez a seguinte importantissima nota: se a
Juncgdo Nz, y, 2) é harmonica no interior da superficie 8, a
Junccdo

4 Bl il et ol i i -
p P ¢ '

serd harmonica no exterior da superficie 8'. E o que, com effeito,
vamos verificar,
Formemos a expressio

aEW &1 d 1 4V de

e \__+_) = N S

dz? d3* p dg p  dr d
1 [V fde\2 &V de dy 3V do dz IV %
+—E[.—g( T e
P da® \ dy dedy d3 d3  dedz dy ds dr d3?

onde o signal 2 se refere aos termos que se obtéem dos indica-
dos por meio de permutagdes circulares de @, y, z. Expressies
semelhantes se acham para as outras derivadas parciaes, A sua

(1) Journal de Liowville, t. xu, p. 256,




somma ¢

/ e g S
AW=V.A—4+—F — Ax
pep T

daV/d 1 da d 1 de d 1 dax
ol o )

dip.E dn p dH dz p Ot

P . daz dy\ dy d3 dn dH dz dg

1 2V dee\ 2 /a2 A
s (__
+1.; gt d.:ri[\d;) +“d+|) +{ (5;)_'

Y x .
onde 24 tem a mesma extensio que na ultima egualdade.

E facil de ver que, neste resultado, sfio nullos o coefficiente
de V e os das suas derivadas em ordem a x, ¥, z, &y, yz, 2=, ©

. kb
que os das restantes derivadas téem o valor commum —-. Logo
Jib
AW=— A'V=0. C. q.d.
[Jul

Das duas funcedes V e W, uma diz-se a transformada da
outra. Se, como temos supposto, V(x, », ) tem na origem um
pento ordinario, entio W apresenta para p=x 08 seguintes
caracteres: 1) é finito o valor de lim.pW e portanto nullo o de

dW

W: 2) é finito o valor de lim. p? ey Tk portanto nullo o

W ¢
de —1—3/++ ey COMO 80 deduz da expressio

fi
, IW 3. . K dVel—252 4V 2wz dV 253
PLLEPAE L AR e AL PR
1 P p\de ¢ dy p* 9z p
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attendendo a que o limite das quantidades -, sz 8-

i P .
A func¢lio W apresenta pois no = os caracteres da funcgilo
potencial ('), o que se exprime muitas vezes dizendo que W se
annulla no infinito como uma fanegilo potencial. Nés diremos que
W ¢ regular no infinito.

Podemos agora ennunciar o problema exterior de Dirichlet:

Determinar uma funceio que seja harmonica no exterior d’uma
superficie S, tome sobre esta superficie uma successio continua de
valores dados e seja reqular no infinito.

Vemos ao mesmo tempo que, pelo methodo de Thomson, a sua
resolugdio se reduz 4 do problema interior. Fica assim reconhe-
cida, de uma maneira directa, a necessidade das condigles que
Picard (log. cit., t. 1, p. 144) impde no infinito #& funcglo har-
monica.

[

¢ finito.

19, Para completarmos o que diz respeito ao problema ex-
terior vamos estabelecer a formula de Green relativa a este caso,
seguindo o caminho que nos suggere a nota de Thomson.

Limitemos o espago, exterior & superficie dada §, por uma
esphera ¥ descripta da origem como centro com o raio R, e
appliquemos ao ponto (u, b, ¢) do espago assim obtido, a formula
do n.” 3.

A parte do integral relativa a ¥ é nulla. Com effeito, 0 em-
prego das coordenadas polares e o facto da funcgio ser regular
no infinito mostram que essa parte tende para zero 4 medida que

R augmenta; e como, por outro lado, ¢ independente de R, serd
nulla,

Temos pois a formula
r dn,

(") Veja-se: Pu:a.;m, Traité d' Analyse, t. 1, p. 164,
3




4

onde as derivadas sio tomadas segundo a normal exterior 4 su-
perficie,

Partindo d’esta férmula e seguindo uma marcha analoga 4 do
capitulo ultimo, concluimos que uma funcgio, harmonica no ex-
terior d’'uma esphera de raio R e de centro (a, b, ¢), e regular
no infinito, é expressa pela serie

[[E==-

= 2n+1/R\*H
Vi 2,1, 5= E —+ —) ‘ ‘ P.(cosd |_,ﬁl),‘|-" 1R3sent )tf(}d‘%'
4o \r g3
" — “
uniformemente convergente em todos os pontos que verificam a
condiciio
=
— %€y e<l.
r =

A expressilo precedente pode dar-se a forma

(2) N (4, )= &
n=>_0

Y. (0, ¥)

onde Y,(0,) ¢ uma funcgiio espherica de ordem n.

Ora, como ji vimos, &
i E\ﬂ: W)= V. [:M' — Y — b, z—e¢)

sendo V, um polynomio harmonico, homogeneo e de grau n. E

COmo
: ' Y (0,%)
Vie,y, 2= 2 e
n=Il
ter-se-ha a formula
: . “=x‘\',(.l.'--v-ﬂ_r.(-—..";”,_.p}
Vi, g,2)= > ————
¥

==l




que & de uso escrever $

n=o0
(3} Yfﬂ"!.’)'! z): E V—{-|+I}(m'—ﬂ!5‘_brz_€)'

n=10

A faneglo V_(, ., (x—a, y — b, z— ¢) & harmonica, porque
sendo o polynomio V, harmonico, tambem o serd, segundo o
theorema de Thomson, a func¢lio

. o2 4 gtn+1

1o (-t'—_f_ﬂ y—b f*c)_l’.(w—ﬂ,y—brz-—ﬂ}
[ 1"! 3 ] g

A forma (3) de desenvolvimento caracterisa, seria facil vé-lo,
a regularidade da funcgllo no infinito.

20. Na integragiio da equagiio de Laplace, e bem assim de
outras equagdes analogas que apparecem na Physica Mathema-
tica, desempenha um papel importante uma fanego a que Rie-
mann deu o nome de funecio de Green ().

Limitando-nos 4 equagio de Laplace, diremos que foi pelo
emprego d’essa funcg¢llo que primeiro se conseguin resolver com-
pletamente o problema de Dirichlet no caso de duas variaveis,
gragas aos trabalhos de Harnack (2).

Sejam P (&, y, 2) e 1 (a, b, ¢) dois pontos pertencentes ao espago
considerado E, um movel e outro fixo. Seja r a sua distancia.

A funcglio de Green, G (@,y,z), é assim definida: a) é har-

(1) Vejam-se, por exemplo, varias Memorias recentes de Picaro e Poix-
cani sobre equagdes ds derivadas parciaes, lineares e de 2.* ordem,

(?) Veja-se: Hanxack, Die Grundlagen der theorie des logarithmischen po-
tentinles, p. 116; 1887, Pide vér-se um eshogo dos trabalhos de Harnack na
these de Jules Riemaxx, log, cit., p. 65,




monica em todo o espago E excepto no ponto I onde se torna
infinita; 8) annulla-se sobre a superficic S que limita E; y) a

1
differenga G — — & harmonica mesmo no ponto I a que, para
r

abreviar, se d4 o nome de polo da funcglo de Green, apezar da
accepelio differente que essa palavra tem na theoria das fun-
ceies.

Se o problema de Dirichlet para o espago considerado tem
soluglio, a funcglo de Green relativa a um polo I existe e é
unica.

Com effeito, seja 0 (x,y,2) uma funcglo harmonica em E e

1
tomando em cada ponto de S o valor ~. A expressilo
r

1
Gy 2 =0y, z) -+ -
r

serd a funeglo procurada, No péde existir uma segunda porque,
era facil vel-o, a differenca das duas seria identicamente nulla.
Vé-se pois que, sabendo resolver o problema de Dirichlet, se
sabe construir a funcglo de Green.
Inversamente, conhecida a funccio de Gireen, sabe-se resolver o
problema de Dirichlet. Consideremos, na verdade, uma funcglo
qualquer V, harmonica no espago E. Temos a relagio (n.* 2,

férm. 3)
” (V — )u’c—i)
dn du

1
que, visto ser 6 = — — sobre a superficie, se pide escrever
r

ol g
JVee=ff

o




a7

Por outro lado tem-se, para o ponto I,

Fa i B

; 1
1 1 4V
V{a,d,0)=— // Ve ——— de,
dme e

g dn r dn

ou, attendendo 4 ultima egualdade,

1 e e
(4) Viab, )= V — do.
e (3,%€) 4m"~. dn{ﬂr

o w2

Notemos, de passagem, que por meio da funcglo G se con-

T

segue eliminar da férmula de Green a derivada d—(Cf. n.° 6).
n

Agora a questio reduz-se ao seguinte. Suppondo que a funcglo
V que estd sob o integral é uma funcgio continua das coorde-
nadas que fixam a posiglo d'um ponto sobre a superficie da
esphera, provar: 1) que a fune¢lio V (a, b, ¢), definida pela fir-
mula (4), é integral da equagio de Laplace; 2) que, quando o
ponto interior G tende para o ponto N da superficie, o valor
V (a, b, ¢) tende para o valor Vy dado nesse ponto.

Relativamente ao primeiro ponto basta notar que da for-
mula (4), que se pdde escrever

Wl b [”vd Tt b
(a, b, c)= 4:"‘_.15 n +'.- da,

tiramos
'l - . d 1
J - / A A ={
AVa,b,e) 4m_‘_‘51 d”(\ﬁ-{- A r)dﬁ

pondo
42 d* d?

“wtTE T b o

Fa Y
dh?
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A demonstragiio do segundo ponto é longa e delicada; e como
neste breve trabalho nfio empregamos a funcgio de Green, limi-
tamo-nos a citar, para o caso analogo das duas variaveis, o livro
de Harnack (') a quem a demonstracio é devida,

21 . Como applicagio do que vimos de dizer, procuremos
a soluglio do problema de Dirichlet no caso d'uma esphera. I
uma das formas do problema de Laplace.

Adoptaremos a notaglio do n." 6, apenas com a differenca de
representarmos pela lettra M um ponto qualquer da esphera e
nflo simplesmente um ponto da superficie.

Afim de obtermos a func¢fio de Green relativa &4 esphera e
ao polo I(a, b, ¢), notemos que a quantidade

R 1

JFTi |
i

funcclio das coordenadas «,%,z do ponto M, é harmonica em

s 1
toda a esphera e toma sobre a sua superficie o valor— -,
o T %
como se deprehende da relaglio — — ;i demonstrada em
r N

o n." 6.
Segue-se d'aqui que a fancclo de Gireen procurada é

: , e R
(®) G2y, 2)= S R T o

e portanto que a expressiio (ji obiida por outra via)

; SO (o e O R 1
v s €)= y —_ .
597 m .'_‘ ks dn ( r d ) -

(1) Log. eit., p. 121. Pdde vér-se tambem sobre o assumpto: Jules Ris-
MaxN, log. cit , p. 72,
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fornece, segundo a formula (4), o integral da equagio de Laplace
no caso da esphera.

Supprindo. uma lacuna do ultimo numero, vamos estabelecer
directamente que, quando I tende para o ponto N da superficie,
V, tende para o valor de V nesse ponto.

Seguiremos, com Picard (*), uma marcha analoga & que usa
Schwarz no caso de duas variaveis.

O integral anterior péde escrever-se (n.° 6)

i (R —d?) Vdo

1
[ﬁ} vV (ﬂ, El.. ﬂ:} —— " = - — —3te
4R : 3
o o (R2—2dRcosd 4 d’}

Se notarmos que existe uma funcglo harmonica que é egual 4
unidade em todos os pontos da esphera [é a fancgdo V (a, b, )=1],

teremos, segundo a formula fundamental (n.® 3, form. 6),

1 i (R!—d¥)de

s Halas s}
4mR ’ ‘ g
TS J R — 2dR cos ¢ +d)*

qualquer que seja o ponto interior (a, b, c). O que permitte dar
a (6) a forma
1 (I [l{j = J;':I ('\‘ 2SS ‘]’s-,".'a.

M) Vieb=Vit—= [ [——
4mR v
e o {H’—Ed’]{cnscb-{—d*}

Vamos determinar um limite superior do termo que contém o

integral.
Descrevamos, de N como centro, um pequeno circulo corres-
b b}
pondente ao angulo ¢ no centro da esphera. Esse circulo divi-
dird a superficie em duas calottes ¢ ¢ C: decom onhamos o
P

{*) Log. eit., t. 1, p. 1560,




termo a estudar do segundo membro de (7) em duas parcellas
m e M, respectivas ds duas calottes,

Como a funegio V é continua, poder-se-ha dispor de ¢ de
maneira que, em ¢, seja | V—Vy | <¢, sendo ¢ um numero
positivo arbitrariamente pequeno. Tem-se entfio

i (R? — %) do

m|<—=— ' Tk
4 Ii' l ’ :
gy 4% JOUY < YL $ -+ d2)*

e, d fortior,

|m| <.
Passemos 4 segunda parcella. Tem-se

(R—d)3*>0
on

R? 4 d?> 2dR,
e portanto, por ser, sobre (0, cos ¢ < cost,
-H.". - 2dR cos (I) -+ o2 - 2!}]{ (1 — D8 {;I_

Logo, designando por g o limite superior dos valores absolutos
3 I
de V dados sobre a esphera, teremos

di t_l
M| <L S Jl do.
4mR
[2:1'R|1—r05:’1] {

Podemos pois escrever, segundo o que precede,

29R (R? — d?
By, 0 0 I R o imed M

w ||

[2dR (1 — cos ﬂ]
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Fazendo tender o ponto (a, b, ¢) para N, e portanto d para R,
como ¢ & tho pequeno quanto se quer, resulta que V(a,b,c)
tende para V,: é o que desejavamos demonstrar.

Dada pois uma successfio continua de valores V sobre a esphera,
a férmula

. e (R' — d?®V do
V(a,3,¢) =~ : J

4R

: ’ . ‘ (R*— 2dR cos § 4 d¥)*

di o infegral da equacdo de Laplace que toma sobre a superficie
da esphera os valores dados.
Na pratica usa-se da serie j4 estudada

fi—ae
V(a,b,0)= X Y, (6, V).
n=0

Este resultado ¢é susceptivel d'uma firma mais elegante, mas
que nfo podemos desenvolver aqui (*).

De maneira analoga se resolvia o problema exterior relativo
4 esphera. Digamos apenas que, quando o ponto (a, b, ) se suppie
fora da esphera, a funcgllo de Green correspondente é dada
ainda pela expressio (D).

(1) Veja-se: Jomoax, Cours d'Analyse, t. m, p. 413,







1V. TRANSFORMACAO DA EQUAGAO DE LAPLACE.

242, A theoria geral das coordenadas curvilineas orthogonaes
é devida a Lamé. «O seu emprego, diz o illustre auctor, é espe-
cialmente importante nas questdes relativas aos corpos cuja super-
ficie, ou cujas differentes partes podem ser representadas por
valores constantes de taes coordenadass (*). Tal é a origem da
importancia d’esta theoria na solu¢lo do problema de Dirichlet.

Afim de effectuar a transformagiio da equaglio de Laplace,
recordemos as nogdes indispensaveis,

Se designarmos por x,y,z as coordenadas cartesianas d'um
ponto, @ por A, p,p tres parametros arbitrarios, as equagdes

flx, y, z)=A, d@yy2)=p Y@y 2=y

definirfo tres familias de superficies. Supponhamos que estas
superficies sflo taes que tres d'ellas, cada uma de sua familia,
tem em geral um s6 ponto commum. Como entdo este ponto fica
determinado pelos valores particulares que os parametros tomam
sobre as superficies que o contéem, os parametros A, y, p deno-
minam-se as coordenadas curevilineas do ponto (,y, z).

(') Lauk: Legons sur les coordonnées curvilignes, § v,
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As tres superficies e suas linhas de intercepglio dizem-se super-
ficies e linhas coordenadas do ponto.

Supporemos o systema orthogonal, isto é, supporemos que as
superficies coordenadas sdo, em cada ponto, perpendiculares
entre si; neste caso succederd o mesmo 4s linhas coordenadas.

Ao longo de cada linha coordenada varia unicamente um
parametro. Segue-se d'aqui que os cosenos directores da tan-
gente a uma das linhas coordenadas, (A) por exemplo (fig. 3),
valem

1 de 1 dy 1 dz
By oA By dA’ hy oA’

- (@) + (3

Analogamente os cosenos directores da normal & superficie
(pp) slo

(1)

se se poe

1 dA 1 dA 1 dA
ﬂ'[ ti.:l:’ Iq d.q} f.‘| dz’

() +(5)'+ (&)

Como a normal 4 superficie (pp) & tangente 4 curva (A), os
valores (1) silo respectivamente eguaes aos valores (2), Multipli-
cando as egualdades assim obtidas por

2)

pondo

dA dA dA
&’ dy’ dz




k= :
hy
e portanto

dA 1 dre

| — =

& By OA.

Por meio de permutagdes circulares das coordenadas novas
formulas se deduzem das que vimos de obter.

Tratemos agora de exprimir AV em coordenadas curvilineas.
Ha muitas maneiras de effectuar a transformaclo (). A que vamos
expir é fundamentalmente devida a Lamé.

Designemos, no calculo a fazer, as coordenadas cartesianas
por z;,j=1,2,3 e as curvilineas por A,i=1,2,3.

Calculemos primeiro AA.

Da ultima egualdade que, na nossa notaglio, se escreve

dA, 1 o

(] — .
oz, hy OA

deduz-se

din, dp d 1 1 d dy
da? o L_],\-F dee; B3 i ke de; AN,

d’onde, fazendo j=1,2,3 e sommando,

LS ANy s
A B TR S d dN

Fa X ,‘\J ==

(" Cesaro, na sua Iatroduzione alla teoria matematica della Elasticild,
1894, apresenta tres.
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Para calcular o L, tformemos a egualdade

ddr, N d de  dAy d dey  dA; 0 da

da, d_\l _?; d_M daA; diz; dAg dA, da; dAg d_f\l

1 dxy d [b:‘._E_] da; dd;r_]- 1 dz; d da,
I T T LY ¥ TV T TV T de dAs”’

1
Fagamos j=1,2,3 e sommemos, O coefliciente de - que ¢
i
(!{ d (]-'!"- 1 L,u -~
o 29 d:\ TV ——, reduz-se a 3 Y h=1n i segundo a expressio
de hy. Temos pois
d dr 1 di, 1 dhs 1 dhy d

D == == log (hy fs k),
=~ 3 1'.!'\ .lffg dA; hs dA, hy dA, A, 2 (g s by,

e por conseguinte, pondo T = hy ks kg,

= L IR + 1o 1
©) g T( AR TR u\,,} T dn, &'

Isto posto, tem-se

2y s OV BN | N d oV

dir? d’\ dar é 1 ‘T‘d'*.r da; A,

Logo, fazendo j=1,2,3 e sommando, temos

oV dn, o dV
AV= — ArN4+ 3% - -
24 g5, N = day a0




417

Ora
A4V 1 & ddV 1 44V

f )

""n'l.r Gz, an, B 10N dmy N, AE A 0N

Ay 1 ¢tV
AT S (___\,.\ Y
o, LN T

ou, attendendo a (3),
1 &V 4 T T W 1 d /T ¥
AV = i BV [ = paraifane =22 =5
'l“:“(d,\_ R TR cw) b e \( : d\)’
ou ainda
N O L LY AV ). K
.l‘l| .l'ig fla ti.—\l IJ] :‘L.J\.| 4 d-\x .r!i d\g

d fhyha AV
TR - i, B 50 R
" d) hy dhg

Esta formula importantissima ¢ devida a Lamé (log. eit.,
§ xtv) ().

Voltando & nossa notaglio e egualando a zero a expressiio an-
terior de AV obtem-se a transformada da equaglio de Laplace,

portanto

a saber

i fha hg OV d Ty by OV d /Iy g dV
) 0 fhangaV £5 13 1y € ( 1 ha ):(}.
* dA N By A rﬂ fn dp dp .'JJ dy

23. O problema de Dirichlet apresenta-se agora sob a forma

(1) Sobre a importancia do parametro differencial AV na Physica Ma-
thematica, lein-se : Bovssinesq, Cours d’ Analyse, 1. 1, 2.0 fase., p. 71,
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seguinte: achar uma funeglo V de A, p, p que verifique a equa-
¢do (4) no espago limitado pela superficie

0N, 1y p) =0,
e tome sobre esta superficie 0s mesmos valores que a funcelio

TA B, )= 0,

sendo 6 e T as transformadas das funcgBes analogas do problema
primitivo.
Fagamos duas applicagdes d’esta doutrina.
¥ )

2<L. Consideremos primeiro as coordenadas esphericas on
polares dadas pelas formulas

x=rcos0, y==rsen 0 cos, z=rsen 0 sen,

que definem tres familias de superficies: espheras concentricas,

cones circulares d'eixo commum tendo por vertice o centro da

esphera, e uma familia de planos tendo o mesmo eixo.
Formando as egualdades

hy =1, hy =r, hy =1 sen 0,

reconhece-se que, neste systema, a equaciio de Laplace &
jue, J ] Rt

dr

d / qd\") 1 4/ oV AR
(' dr +;néd_{)(3611 df}) +sen 9 dyr

Foi sob esta forma que Laplace descobriu a equagiio que traz
0 seu nome. Della podiamos partir (1) para obter o integral que

1) Jompax, log. eit., t. m, p. 411,
g P
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sé apresenta, como vimos, sob a férma d'uma serie de que cada

termo se compde d'uma potencia do raio multiplicada por uma
funegio espherica.

2 35. Depois do systema polar, o systema orthogonal mais
simples ¢ o das coordenadas ellipticas, descoberto por Lamé, as
quaes, para cada ponto (@, y, z), so as tres raizes reaes da se-

guinte equaglo do 3.° grau em u?: I
e 3t 22
(5) u L - AT R T I 1

onde b e ¢ designam duas constantes (b<e).

Essas raizes, que designaremos por A%, 12, p2, verificam as
relagles

0P <P PR < A

e correspondem: A a um ellipsoide, u a um hyperboloide d'uma
folha ¢ p a um hyperboloide de duas folhas, superficies homofo-
caes de 2.* ordem que se cortam orthogonalmente em cada
ponto.

A transformada, neste systema, da equaglio de Laplace ob-
tem-se muito simplesmente da maneira que segue.

Derivemos (5) parcialmente em ordem a =, ¥» 2, considerando
u como funcgllo d'essas variaveis definida pela propria equaglo,
e fagamos em seguida u=—=A. Resulta a egualdade

a2 e z? dA x
- —_———— — | A =
[(_\2}1 -I_ _(',\‘! B Y (’i\i (o ci}ﬁ:l dae A2

e mais duas analogas, das quaes se tira

1 da\ 2 dA\ 2 dA\ 2 1 -
(a) +(a) +(2) R T B8
(

,\Q‘JE+ (_\2___{,2)2 (_,\‘2_02‘-_!]




a0

Ora notando que o primeiro membro de (5) fornece a identi

dade

a? 4. iy z* 1 (4 — A%)(u? — p¥)(ud — p¥)
wt | out—0 " ur—¢? T w(— b (i —¢? :

derivada em ordem a u, d4, depois de fazer no resultado

que,
U— -’\.,
«? 4 z? (A2 — ) (A2 — )
(A% Ry (A2 - 5’)‘ (At —ef)?  AF(AY- - b (A — c?)

teremos a primeira das formulas seguintes:

(U2— AY)(p2—AY)

]J‘: e =
(A2 — DB (AR- cﬂf

(p2— p3) (A2 —p?) L Ll pH)(p2—p?)
S ay ? 'll!d - a 12 a3 a "
(ot | et 2

,l}.i —
(=) (i —eY

Por conseguinte

fh fi;g o 2 {\i S T R — ed)
=t V") s 13 ‘.
fn ) h ' | }1'*' = I'J"'_u'f p: e pi — b pi — Cj)

Fazendo, para abreviar,

flp)= (p2—0% (p2—e?),

viri

Iagi:;; ) \/ N v
hy ) S fp)y
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Introduzindo este valor ¢ os valores analogos na equaclo (4),
vem

[ d '/ — AV — o g
(—p?) VA (e ADVF ) 1) —
HE—po) VS \;M(v’;m l._\) 1 (p*=—A J’Ir’fw) & (t’fw) dp)

(6)

— d — oV -
+ (N — V) — (mm - d—-) =0
dp v

ue ¢ a egualdade desejada.
q

26. A equagio (6) & o ponto de partida da Memoria (%)
classica de Lamé sobre o equilibrio das temperaturas num ellipsoide
de tres eivos desequaes,

A questllo analytica reduz-se ao problema de Dirichlet, assim
posto: sendo a superficie do ellipsoide representada pela equagiio
A=Ay, achar uma func¢lio V que, para A < A, verifique a equa-
¢lio (G) e que, para A== Ay, se reduza a uma fanc¢io dada CO
de p e p.

Vamos dar um rapido esbogo da bella analyse de Lamé, no-
tavel, entre outros titulos, por constituir euma das primeiras
applicagdes das funcgdes ellipticas de que, annos antes, Abel e
Jacobi haviam lancado as basess.

Lamé, guiado por engenhosas consideragles induzidas do caso
entdo conhecido da esphera, ensaiou satisfazer 4 equacglio (6) pelo
producto

V=LMN

onde L, M e N eram funcgdes que apenas dependiam, respecti-
vamente, de A, p e p.

Com essa funcglo satisfaz-se 4 equagilo (6), se, chamando g e

(') Journal de Liouville, 1.* serie, t. v, p. 126,

LR




h duas constantes, pozermos

[
R (/)= +h

L dA
L Y M q
(T) @ % (V’J‘tp dp)=$’v‘+-’*=

por isso que ella se reduz & identidade

(h+ gAt) (2 — ) + (b + gu®)(*— A + (b + )N — ) =0.

A questlio estd pois em integrar uma das equagfes (7), a ul-
tima por exemplo, que se pode escrever

diN 1 dN
j‘F’—"_d_f‘l”‘_\“" {—Jp } == {)

rfp-

e que ¢ conhecida com o nome de equagdo de Lamé.

Este geometra demonstrou que, para h—n(n + 1), havia
9n 41 valores de g, para os quaes a equaglo (8) admitte uma
’ | juags

soluglo d'uma das formas

P.(p), VB2—pP (), Ve — 2Py (p),
©
VibE- |J (2 —p?) Pa(p),

onde os P sio polynomios em p, d'um grau egual ao seu indice
e ndio contendo sendlo potencias da mesma paridade. Sdo as fun-




cgdes de Lamé. Heine (') fez um estudo profundo d’estas funcgdes
mostrando a sua analogia com as funcgdes esphericas.
Sabemos pois formar o producto

LMN

?

isto ¢, uma solugio simples da equagiio (6). E como esta equagio
é linear, associando um numero qualquer de solugles simples,
obtem-se uma nova soluglo.

Sejam (L, M, N,) uma solucfo simples qualquer, A, uma cons-
tante arbitraria e I/, o que se torna L, para A==A,. A serie

_"A"
(10) V=3¢

L. M. N,
satisfaz formalmente 4 equaglo (6), e, 4 superficie do ellipsoide,
reduz-se a

2 AMN,

Na exposiglo do problema de Lamé, nada mais se faz, que
saibamos, do que mostrar a possibilidade do desenvolvimento

(11) W () =3 AMN,

isto é, do desenvolvimento d'uma funcglio arbitraria de u, p se-
gundo o8 productos das funcedes M, e N,. E, quando muito,
prova-se a convergencia do desenvolvimento (10). Ha evidente-
mente, nesta forma de proceder, uma falta de rigor. Crémos que,
recordando o segundo theorema d’Harnack, é possivel concluir
de (11) o desenvolvimento (10).

(1) Heixe, log, cit.




A respeito d’este desenvolvimento e d’outros pontos que apenas
indicamos, péde ler-se, além da Memoria de Lamé: JorDAN,
log. cit., t. m, p. 419, on LaAureNTt, Traité d’Analyse, t. vI,
p. 307.

Como a soluglio do problema & unica, os integraes da equagfio
de Lamé que empregamos, embora particulares, satisfazem ple-
namente.

‘ntretanto nio deixaremos o assumpto sem dizer que a equa-
¢llo de Lamé, d'uma importancia eapital nos methodos novos da
Mecanica Celeste, tem sido objecto de profundas investigagdes.

Para lhe dar a forma usual, introduzamos os argumentos elli-
pticos

f ’11 crﬂl

U= v=— - - £t

’r"l h? —-\*1{ !‘- —‘\'3Jl' b V{I 2%t — I‘J.!:I
) b Pt :

(12)
"y ct?p
w=— —.
0 V'hﬁ — et — p¥)
Teremos
du ¢ dv ¢ diw b
dh V’ﬁ\,’ dy V—A u)’ dp ‘fj]w'
Logo

tf"'ﬂ d /dN dp’ - AN fly) . 1dNfip)
di? c!'w( dp dw ) dp? 2 2dp e’

e portanto a equaglio (8) torna-se

i*N
(13) v Jarta (g 4+ hp*N.
i dhe? FAE




Hd

A ultima das equagdes (12) dd, segundo a notaglio das funcgdes
ellipticas,

p:bsnw, \"fv';i-—-pizbr‘nw, 1/1.::1—|.r==ﬂd.uw,

b
sendo k=? o modulo.

Pondo em (13) %:m e n(n 4 1) em vez de k, vem a equagio
de Lamé 9

12N
e A [n(n 4+ 1)k*sn?w 4 m]N.

dw?

Os integraes de Lamé correspondem a valores particulares de
m. Podem exprimir-se nas funeg¢des ellipticas, tendo por argu-
mentos u, v e w; ex.:

P.(p)=sn"w4msen" 3w ...

Actualmente conhece-se, para qualquer valor de m, o integral

1 | it | 1 gr
goeral da equaglo de Lamé, gragas aos admiraveis trabalhos de
Hermite (*).

2% . Eis o problema de Dirichlet resolvido para o interior
d'um ellipsoide. O mesmo processo, exactamente como na es-
phera, di a soluglio para o exterior — problema equivalente ao
da distribui¢io da electricidade 4 superficie do ellipsoide.

Esta via, aberta por Lamé, permittiu estender consideravel-
mente o numero de casos de solubilidade do problema. F assim,
para dar um exemplo, que desde ha muito se sabe resolver o

(Y) Comptes rendus (1877). —Havenes, Traité des fonctions elliptiques,
t. m, p. 457,




problema para qualquer espago, limitado ou illimitado, que tem
por fronteira uma superficie de 2.* ordem.

Digamos, todavia, que o methodo 86 é fecundo com as super-
ficies que fazem parte d’'um systema de coordenadas curvilineas
orthogonaes e isothermicas.




V. METHODO D'INVERSAO.

28. Depois da transformagiio que vimos d'estudar e que,
interessando a equaglo de Laplace, deixa intacta a superficie de
integragiio, trataremos d'uma outra que, ao invez da primeira,
niio altera a equaglio de Laplace, mas substitue a superficie.

Supponhamos que a transformaglio

(1) X=P (:t', 3")1 Y= Q ('T: Sr')

estabelece uma correspondencia uniforme entre os pontos dos
planos (X, Y) e (x, y) de sorte que a uma area S do primeiro
plano corresponde uma area s do segundo. E consideremos uma
funcglio W (X, Y) que, na area 8, satisfaz 4 equagio

EW AW
X2 ' dyy

Quando se procuram as condigles para que as expressdes (1)
transformem a funeglo W (X, Y) numa funeg¢lio V (x, ) que, na
area s, satisfaga 4 equacilo

v WV

igh g

R
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encontra-se que a transformagio (1) deve conservar os angulos,
ou, como se usa dizer, deve realisar a representacilo conforme do
plano (X, Y) sobre o plano (z, y). E sabe-se que, para ser assim,
as funcgdes P e Q devem satisfazer 4 relaclo

Ple,y) +iQ,y) =Fz +iy), i=V—1

onde F é uma funcglio analytica.

Schwarz, fundado nesta nota, isto é, procurando as funcgBes
analyticas capazes de effectuarem a representaglio conforme de
differentes areas num circulo, fez avangar muitissimo a solugiio
do problema de Dirichlet no caso de duas variaveis.

Painlevé (1) propoz-se uma questio egual no caso de tres va-
riaveis. Péde enunciar-se assim: supponhamos que W(X, Y, Z)
é harmonica num certo espago E; trata-se de determinar as for-
mulas de transformacio

2 X=Py2, Y=Q&y2, Z=Rk@y2

e uma funegio ¥ de (W, x, y, 2), de forma que, se substituirmos
X, Y, Z expressos em x, y, z na funcgio W (X, Y, Z), a funccio

(3) Vf‘r.t 2 z) oy F{"V: Ty Y, 5)

seja harmonica no espago transformado de Fi pelas formulas (2).
Calculemos o parametro differencial

d*V dV a2V
AV
da:? + d‘.:," dz2’

servindo-nos da relagdo (3).

() Travaux & Mémoires des facultés de Lille, t. 1, p. 1, 1880.




Temos

dV dF dW dF
de dW de da’

Vv dF W aAF /dWh12 & IF W SIF
;: ( ) “dWdzr dx d? !

d? OW da? T aWR\ da I

onde ()

W _ s IW X
¢ “ X de'

atwW
TR =, £
et = gx2

#W /dX\? | o W XY | W d*X
(d.!') Tad X 0Y dr da - 9X

VvV AV -
Para - Yy tem-se valores analogos permutando @, ¥, 2.
oy &

Pondo
dX\ 2 dYh\ 2 a7z 2
| D i ;e | P ot
"’:“S(dr) 1 hi_S(H.r) 1 I S(Hf) 3

dY 47 47 dX dX dY
k,:S-- E .‘:‘-;:S---- , ,t-a.:s i
dr dx de dax de de

() Em todo este numero o signal E gubstitue os termos que se obtéem

dos indicados permntando X, Y, Z, e o signal Sm- que se obtéem permu-
tando =, ¥, &




deduz-se
dF W W
AV=—(Sa o Pl
@) bt ( "X T d.f)
J*F oW dW W
S
:m'[ }"( ) +2 2k dxﬂ:l

4+ < W JF di\_’_d‘ )
o Sdemda dW )

Supponhamos que haviamos determinado X, Y, Z e F de
maneira que a expressiio anterior ¢ nulla quando W verifica a
aquagiio

W AW W

dX? x dy? dZ3

(.

Entdo, se em (4) substituirmos @, y, z em funeglio de X, Y, Z,
essa expressio deve tomar identicamente a férma

_ W AW AW
(5) : % el Uadidi ooy |
' dX? ° gYy? dZ2

alids as funcgles W que correspondem a um integral qualquer V
da equaglio AV =0, verificariam uma equagio differencial dis-
tincta de A'W==0. D'onde resultaria que, a um integral qualgquer
d'esta ultima equaglio ndo corresponderia um integral V da
equaciio AV =0,

E claro que a expressio (4) deve ter a forma (5) ainda que
se nilo substituam as variaveis «, y, z que nada influem no pa-
renthesis,

As funcgles desconhecidas devem pois satisfazer ds relagfes:

{G} hf:?l::.rr:T == ka=1Fk; —”




42 : AW
W’ZO ou F=g+4 AW

com as condigdes

dX dg A dX dg  dX
Eb'-'_ & E dy dz

it
de ' D 9

dY d dY d dY d

<= B 8 Toonil b i LY P
@ de dae dy dy dz dz 2

dZ d dZ dq dZ d

.. B el 4 S U N

de de dy dy dz dz 2

Ag=0, Ah=0 porser AF=0,

Pode suppdr-se g identicamente nullo; porque, se g-+ AW
responde 4 questdlo, é evidente que o mesmo succede a F = AW.
O que vamos dizer di-nos o valor de % e bem assim o de X, Y, Z.

E facil de ver que as equagdes (6) exprimem as condigdes para
que a transformaclio (2) defina uma representacio conforme, isto
¢, que conserva os angulos, dos dois espagos um no outro. Basta,
com effeito, notarmos que a condighio para a conservaclio dos
angulos &

de? 4 dip 4 dz? =y (dX2? 4 dY? + dZ8) (N,
e que, em geral, se tem (Jorpax, log. cit., t. 1, p. 133).

da® - dy? 4 d2? =13 dX2 4 Wi dY? 4 2 dZ

+ 2k dY dZ 4 2k dZ. dX 4 203 dX dY.

(') Pide estabelecer-se segnindo a marcha de Prcanp {log. eit., t. 1, p.
421) na questdo relativa ds superficies applicaveis,
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Ora Liouville (') demonstrou que a inversdo (transformagiio
por meio de raios vectores reciprocos seguida d’uma mudanca de
eixos rectangulares) é a transforma¢io mais geral que, no espago,
conserva os angulos. Por outra firma que as funcgdes X, Y, Z
que satisfazem ds equagdes (6) definem uma inversio.

Sendo assim, a descoberta de Thomson dd-nos a solugdlo com-
pleta do problema. Tomando a origem para polo da inversdio e
chamando k& uma constante, temos

sk L - | ] K3z
1-\:*;;;: Yz*_,: b= —oy M=zt 2

1 e L% L3
Vypd=—W (i, bt 4 ~—Z)-
r

Al At

Fica assim resolvida a questdo.

Concluindo : vé-se que a soluglo do problema de Dirichlet para
o espago limitado por uma superficie S fornece a solugllo para o
espago limitado por uma superficie 8 transformada da primeira
por meio de raios vectores reciprocos.

29. 0 methodo de Thomson, pelo illustre physico denomi-
nado methodo das imagens, augmenta notavelmente o numero de
casos em que se sabe resolver o problema de Dirichlet. Mas
apezar d'isso o seu alcance é limitado. Applica-se apenas a clas-
ses particulares de superficies.

Ha porém outros methodos, os mais importantes dos quaes
trataremos nos capitulo seguintes, caracterisados por uma grande
generalidade ; applicam-se a superficies, niio pertencentes a cer-
tas classes, mas sujeitas apenas a certas restricgies.

(1) Veja-ze: Movace, Application de U'Analyse i la Géoméirie, nota v, p.
609,
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O problema foi tratado rigorosamente, pela primeira vez, pelo
geometra allemfio C, Neumann no caso das superficies convexas.

Em seguida as profundas investigagdes de Schwarz deram-lhe
um grande avango no caso de duas variaveis. De taes trabalhos,
porém, apenas os chamados processos alternados, que Neumann
descobriu quasi ao mesmo tempo, se podem estender ao caso de
tres variaveis.

Estes methodos sfio conhecidos ha j4 bastante tempo. Levam
a representar a funcgfio procurada por uma serie de integraes
estendidos & superficie considerada. S6 o primeiro d’estes inte-
graes depende directamente dos valores dados 4 superficie; cada
um dos outros exige, para ser obtido, que se conhe¢a o que o
precede,

Recentemente appareceram dois novos methodos.

A um d’elles, devido a Harnack e por esse geometra exposto
para o caso de duas variaveis, j4 nos referimos; baseia-se na
consideraclio da funcciio de Green.

Emfim, Poincaréd den um methodo extremamente original e
d’'uma extensa generalidade.

Qual o valor d’estes methodos?

S#io a0 mesmo tempo methodos de demonstragiio destinados a
estabelecer a possibilidade do problema e methodos de caleulo
destinados a resolvé-lo effectivamente.

«Como methodos de demonstragio sio bastante complicados,
embora rigorosos. Como methodos de caleulo pouco ou nada
valem; levam a calculos inextricaveis, desde a segunda appro-
mag¢lio, Entretanto nilo é inutil, sob o ponto de vista pratico,
multiplicar os methodos; em cada caso particular, um analysta
habil saberd escolher o melhor, ou combinal-os do melhor modo,
de férma a obter resultados convenientes, a obter, por exemplo,
no problema do equilibrio electrico, as desegualdades mais pro-
ximas relativas 4 capacidade dos conductores» (Poinecaré.)

g







VI. METHODO DE CARL NEUMANN.

30O. Vamos expir, o mais resumidamente possivel, o me-
thodo de Carl Neumann para a solugio do problema de Diri-
chlet, methodo tambem chamado da média arithmetica.

Collocar-nos-hemos exactamente nas mesmas circumstancias
em que se collocou o eminente geometra.

Supporemos que a superficie dada ¢ simplesmente connexa,
fechada e além d'isso convexra, Admittiremos que, salvo em certos
pontos isolados ou ao longo de certas linhas isoladas, a superficie
tem um plano tangente variando d'uma maneira continua d’um
ponto a outro. Admittiremos mais que os pontos isolades sio
pontos conicos ordinarios, isto ¢, que existem, em cada um d’elles,
tres ou mais planos tangentes formando cone; e que nas linhas
isoladas existe um diedro tangente. Supporemos finalmente que
a superficie nllo é, segundo a expressio do auctor, bi estrellada,
isto é, que todos os planos tangentes nio viio passar por dois
pontos fixos, como succede, por ex., no octaedro,

Designemos por o essa superficie.

O methodo repousa sobre a consideracio do integral de Neu-

mann

e

~ . 0
V (a, b, 6)— J J BORY
o
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onde p é uma funcglo continua definida sobre a superficie, r a
a distancia d'um ponto fixo p(a,b,¢) do espago a um ponto
g (x,,2) do elemento do e ¢ o angulo da normal interior &
superficie no ponto ¢ com a semi-recta p q.

Mas examinemos primeiro o integral de Gauss

= ([t

3 1. L facil de vér que a expressilo

co8
3

i do representa,

em valor absoluto, o angulo sob o qual se vé& do ponto p o ele-
mento do.

D'onde se deduz logo que o integral de Gauss tem por valor
zero ou 4w conforme o ponto p é interior ou exterior 4 super-
ficie. Quando p estd sobre a superficie, o integral é egual a 2w
se p é um ponto ordinario; se, porém, é um ponto conico, ou
estd situado numa aresta, é a o seu valor, sendo a a abertura
espherica do cone ou o dobro do rectilineo do diedro.

O integral de Gauss, considerado como funcgio das coorde-
nadas a,b,¢ do ponto p, experimenta uma discontinuidade
quando p atravessa a superficie.

Eis agora uma desegualdade que nos serd muito util.

Dividamos a area o em duas areas parciaes oy @ @i, CONNExas

» W

1 134 '8 cos ¢ :

ou nilo, e representemos por I7 o integral ‘ ‘ ——~do relativo
' "

Lo

ao ponto s e estendido a uma porglo g da superficie o, Vamos
mostrar que, designando A um numero fizo, se tem

1 N
(1) ||<;.&{-i:;(]f’+lz'}&l

quaesquer que sgjam, sobre a superficie, 03 pontos 8y ¢ sz, distin-
ctos ou coincidenfes,




Em primeiro logar, ¢ evidente que, sejam ordinarios ou sin-
gulares os pontos s; e 83, se tem

<20, I?<20, L'4I10S4w,

visto que é assim para oy=—=03=0 e Visto que cos¢ nunca é
negativo.

Em segundo logar, para estabelecer o outro ponto, supponha-
mos por um momento que §; e s3 occupam posi¢des determinadas
gobre a superficie.

Pide acontecer que os pontos s e s2 sejam vertices de porgles
de superficies conicas; seja o’ a superficie parcial deduzida de o
tirando-lhe estas por¢des de superficies conicas. A area ¢’ nilo
péde reduzir-se a zero: seria necessario para isso, se s @ 8
coincidem, que a superficie fosse uni-estrellada e portanto aberta,
e, se nilo coincidem, que fosse bi-estrellada, o que & contra a
hypothese.

No caso indicado, em o', e fora d'este caso, em o, sd pide
haver pontos e linhas isoladas onde seja cos g =0.

Chamemos: ¢ a area, differente de zero, que fica de o’ depois
de lhe tirarmos as por¢des infinitesimaes que contéem pontos
onde é cos d=0; m o menor valor de cos ¢ sobre ¢/; D o ma-
ximo de r, e g/, oo’ as porgdes de oy, o3 contidas em ",

Teremos, como & facil de vér, quaesquer que sejam oy e o3

(o1 + oa==0),

[ f o i ] @ mo"!
> 3> S e

As quantidades m e ¢” dependem das posigies de s e sa;
mas, pelo que se disse, & claro que, sejam quaes forem essas
posigBes, tanto m como ¢’ nflo descem abaixo de certos limites,
0 que demonstra a desegualdade proposta.
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3 2. Voltemos ao estudo das propriedades do integral

V(a, b,c) =J juyﬁs—‘#‘da.

I. A funecio V (a,b,c) é harmonica em qualquer espago inte-
rior ou exterior d superficie o, como facilmente se verifica.

II. Na passagem pela superficie a funcglio V experimenta
uma discontinuidade. Para a estudar num ponto s d’essa super-
ficie, onde p toma o valor y,, consideremos, por um momento, a
funcgiio

* (p—p)cosd
Wp= ’ ‘ — do, [p=(a,b,c)].
-2 .
JJo 1

Vamos provar que W é continua na visinhanga do ponto s,
isto &, que, para todos os pontos s' interiores a uma esphera de
centro & e de raio sufficientemente pequeno, se tem

| W,— W, | <e,

sendo € uma quantidade dada, arbitrariamente pequena.
Com effeito, escrevamos

W-—_W.= '."‘ {P—_ ) i qj do — ‘ I "= e ¢'

_____ [
= ']

. w o

' ' (E— ) Lt'ns 4_ S L_“H;P ) de.

De s como centro, tracemos um pequena esphera (3) e desi-
gnemos por oy a porgiio de o que lhe & interior e por oz a exte-
rior; o ultimo integral pde decompir-se em duas partes, corres-

7




pondendo respectivamente a oy e o2:

W, —W, =W, +W,,

i cosd  cosg’
LUEI‘ — ’ ' r\pgl—pj(—-———-—-;;— doy,

1 =

S n U'tua,—p.} (c”w cos ¢

LY

sendo Hay © Moy variaveis em doy e doa,
Como a funcglio i é continua, a quantidade | p, —, | tende

para zero com o raio p da esphera (¥). Portanto, para um valor
de p sufficientemente pequeno, tem-se

L:
W, <5

qualquer que seja a posigio do ponto &' no espago.
Por outro lado

- ]
| O, | <G U ico.:rb_ cos.? Ao

POl v F

sendo G o maximo de ji;, —p, |. O integral tende para zero com
s—4'. Logo, para qualquer ponto s’ interior a uma esphera de
centro ¢ e de raio p’ <p, ter-se-ha

«
I("UG,I"Ag

= pn[‘t:mln

| W.—W, | <e C.q.d.




Isto posto, sejam: V, o valor de V no ponto s; V. o valor
limite para que tende V quando o ponto i, interior, tende para ;
V.. o valor para que tende V quando o ponto e, exterior, tende
para s.

Sendo a funcglio W continua, temos que o limite dos valores
de W, quando i e e tendem para s, é egual ao seu valor no
ponto s. Logo

V., —4op =V, — 2op,=V.,.

{m resumo:
1.° Se s é um ponto ordinario da superficie, temos as formulas

@) Vo=V, 420y, V.=V,—2up.

Analogamente se via que
2.° Se s ¢ um ponto conico de abertura a, ou estd na aresta

i a
d'um diedro de abertura 5 ge tem

(3) Vo=V, + @do —a)p, V.=V,—ap.

III. Vamos, por ultimo, estabelecer uma proposiclo funda-
y | s Posig
mental que estd relacionada com o integral de Neumann,
Ponhamos

1 ["[pcosd
V1= c ‘ ’ 3 [T’
2m r2
- -
: (" cos ¢
W, =2m — ‘ | =5 da,
- W ?.-
e consideremos a funceiio
Wyl

2w
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Designando por M e m o maximo ¢ o minimo de y, provare-
mos que, quaesquer que sejam o0s pontos s, € s, da superficie, se
tem

(4) W, — W, <(M—m)p

sendo p um numero positivo menor que a unidade,

Dividamos a superficie em duas regides o, e o, (que podem
ser compostas de partes separadas) taes que o valor de p fique
comprehendido na primeira entre M e a média arithmetica

MJ{tm Mim < )
%':— , @ na segunda entre -—h}: e m. Uma regifio onde p
M4 m

geja egual TR inclue-se arbitrariamente em o, ou ..

Da definiglo de W, deduz-se facilmente, introduzindo o sym=
bolo I do numero anterior,

M-+
B

-

2m W, <My, + MI 4

1‘:'2

2o W, Z2my, + M + Ift - m I,

ou, attendendo 4 relagio 17! 4 I* = 2w —,,

M
W, <M— 14- 2,

&b

M—
W,>m-+ — s I,
= o
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Applicando estas férmulas aos pontos s, e s, resulta

ST e
— n 1
> M-—m

“‘,'._:_Em - =y I:',

d’onde tiramos

- r ( I I
W, — W, <(M—m) ( foe _lJ'__m ;)_

k!

Segundo a desegualdade (1) tem-se, d fortiori,
W, —W,.SM—m)(1—nr)
ou, pondo 1 — A=p,

w,—W, ‘5: (M—m)p, p<l1.

C. q. d.

3 3. Seja U uma fancglio continua definida sobre a superfi-
cie dada. Agora nllo ¢ difficil eonstruir a funccdo que é integral
da equacio de Laplace no interior da superficie e que toma sobre

cada ponto da superficie o mesmo valor que 11,
Ponhamos suceessivamente

“-'I'i-‘-l '.'.l-“:“i.tr'c, | B -\""A.}_‘if'r

..........................................

..........................................

"o

I * |['-r—--| 08 d Al '| A1
Vo — | - P, Ur=vywy ¥
2m 2




Devemos notar que, segundo o n.” 32, os valores U formam
sobre ¢ um conjuncto continuo.

Isto posto, vamos demonstrar:

1.° As funcgles U, UY,..., U",... teem por limite, para
n=—m , uma constante (.

2.° A serie

6) NemCAVO—Vo 4., 4 (—1rV ..

define uma funcgiio harmonica no interior da superficie dada que
toma sobre esta superficie os mesmos valores que U.

Com effeito, chamemos M, M",... M™... e m, m"...
m™,. .. respectivamente os maximog e os minimos das funcgles
U, U™,... U™,... sobre a superficie.

Teremos, segundo (4), quaesquer que sejam s e ¥,

U —UP< (M —m)p
e portanto

MY —m" < (M —m)p.
D'onde & facil concluir
(7) M® —m™ < (M —m)p"

Como p é menor que a unidade, vemos que a differenga
M® —m™ se péde tornar menor que qualquer grandeza. Por
conseguinte, 4 medida que n augmenta, a quantidade U, qual-
quer que seja s sobre a superficie, tende para um limite cons-
tante C.

Podemos estabelecer o outro ponto langando mio do segundo
theorema d'Harnack.

Cada termo da serie (6) tende para um certo limite quando
um ponto interior ¢ a que refiramos o seu valor tenda para um
ponto s da superficie.

2 B




Segundo as formulas (2) e (3), temos, com effeito,

,.-U]'i"\lf '['r. 1_,

‘TC- \ (m) +

\'{I P Li-—] 'l l,-

visto que é, por defini¢io,

1'4—!
U =V 1—?0 :

ay

Por conseguinte a serie (6), sobre o, torna-se nest'outra

C+U4UO—UO—U ...+ (— 1 (U + T") ...
on

®) C+U—U"4 WY —U+...4 U —T") 4 ...

Segundo o alludido theorema d’Harnack, resta provar, para
completar a nossa demonstragilo, que esta serie ¢ uniformemente
convergente sobre a superficie e representa a funcgllo dada U.

Isso é facil. A convergencia uniforme & attestada pela relaglo

1 U= —_ TJ# ] {31:‘[ -"'m:] P p<l,

que se deduz de (7).
Além d'isso, como a somma dos seus n primeiros termos é

C4+U—U™",
a somma da serie serd
C4+U—C=01,

isto &, a funcciio dada.




(5]

O que dissémos é o bastante para saber o caminho a seguir
na resolugio do problema de Dirichlet em cada caso particular.

3 4. 0 methodo de Neumann fornece tambem a solugiio do
problema de Dirichlet para o espago exterior ds superficies con-
vexas consideradas.

A marcha é identica 4 que vimos d'empregar. Sémente as
condigBes de regularidade no infinito exigem uma leve modifica-
¢dio.

Seja T a funcgllo continua dada sobre a superficie o. Collo-
quemos em qualquer ponto O, interior 4 superficie, uma massa K.
E seja Qy o potencial d'esta massa num ponto M do espago.
Chamando & um ponto arbitrario de o, ponhamos _

U=T+4}Q,
e formemos as funccdes resolventes como o indica o quadro (5).
E facil de ver que as fanegBes U, U™, ... U®, ... sio lineares

com relagio a K e portanto, segundo o numero anterior, que
terdo, para n =0 , um limite da férma L 4 PK, sendo L ¢ P
duas constantes.

Consideremos agora a serie

(9) SOV VL VR L)

Cada um dos seus termos, além de ser uma funcgio harmonica
no exterior da superficie o, regular no infinito, tende para o
termo correspondente da serie

(U —UD) 4 (U — UM ... (U —U™) ...

quando o ponto exterior ¢ tende para o ponto s da superficie.
Com effeito, segundo as formulas (2) e (3), temos

(2w — ) U

Vﬂlj . Vl’l!
' ' 2 P

= _ias s
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@ por isso

— VR =Ur"—-1P.

Ora é facil de ver que o segundo theorema d’Harnack se ap-
plica tambem ao espaco exterior a uma superficie. E sendo assim,
a marcha do ultimo numero demonstra que a serie (9) representa
uma funcgllo harmonica no exterior de o, regular no infinito e
tomando sobre ¢ o valor

U—C=T+4Q —L—PK.
Por conseguinte, se nas fancgles V', V¥, ... substituirmos

- L -
K pelo valor - determinado pela relagio

L+ PK=0,

a serie (9) tomard sobre o o valor T+ Q,. E além d'isso, cha-
mando R a distancia do pento M ao ponto O, teremos

L1 .

i 5

De tude o que dissémos conclue-se que a serie

gl Rl

V=sg— V4. Vot

resolve a questio.

35. C. Neumann fez conhecer os prineipios d'este methodo
em 1870 e 86 mais tarde o expoz sob férma didactica (H.

(1) Camu Nevmaws, Untersuchungen iiber des logarithmische und Newton’-
sche Poltential. Leipzig, 1877,




As singularidades que suppozémos na superficie tornam a ex-
posi¢lio complicada e escondem algum tanto o espirito do methodo
que, no fundo, é simples e elegante.

Como methodo de calculo é ainda hoje, em geral, o preferido.
As approximagdes sflo rapidas.

Tem a recommendal-o o seu caracter puramente analytico e
do qual resulta a fecundidade que o distingue.

Riquier (') mostrou que elle se prestava a resolver o problema
de Dirichlet relativo 4 equagilo de Laplace a mais de tres varia-
veis.

E ultimamente Poincaré (*), a quem o problema de Dirichlet
tem merecido especiaes cunidados pelo emprego que delle tem
feito nos seus trabalhos de Physica Mathematica de que é emi-
nente professor na Faculdade de Sciencias de Pariz, mostron
que o methodo de Neumann tem ainda ‘logar para as superficies
nio convexas,

Fste resultado notavel e bem assim o de Riquier baseiam-se
no estudo do integral de Neumann.

(1) Riquisr, Extension d Uhyperespace de la méthode de M. Carl Neumann,
1886.
(2) Poincark, Comptes rendus de 18 de fevereiro de 1885, p. 347,







VII. METHODO DE POINCARE.

3 6. Poincaré, um dos maiores geometras da nossa epoca,
na primeira das duas grandes e notabilissimas Memorias que até
hoje publicou sobre as equagdes ds derivadas parciaes da Physica
Mathematica (1), fez conhecer um methodo novo, extremamente
original e extremamente geral, para resolver o problema de
Dirichlet.

O auctor expoz o seu methodo para o espago exterior a uma
superficie, determinando o equilibrio electrico 4 superficie d'um
conductor isolado. A applicagiio do methodo de Thomson dd
entdo, immediatamente, a funcgdo de Green relativa & superficie
inversa, e falta, para acabar a soluglo, discutir um integral
duplo. (Cf. n.® 20).

Mas Poincaré mostra ainda, embora mais summariamente, que
o mesmo methodo se presta 4 soluglo directa sem passar pelo
intermediario da funcgfo de Green.

D’harmonia com a orientaglo que demos ao nosso trabalho,
seguiremos a via directa, expondo o methodo para o espago
interior a uma superficie.

(1) American Journal of Mathematics, t. xu, 1890, pp. 211 a 204.— Ren-
diconti del Cireolo Matematico di Palermo, t. voi, 1894, pp. 57 a 153,
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37 . O methodo de Poincaré bascia-se na theoria do poten-
cial newtoniano, cujas propriedades fundamentaes eio bem conhe-
cidas. Por isso demonstraremos apenas o theorema seguinte, que
na exposi¢io do methodo desempenha um papel de capital im-
portancia.

Collocando uma massa egual 4 unidade em um ponto P inte-
rior a wma esphera, e repartindo esta massa por toda a super-
ficie de maneira que a densidade em um ponto qualquer M seja
inversamente proporcional ao cubo de MP, a camada espherica
assim obtida terd o mesmo potencial que a massa primitiva em
todo o ponto exterior, ¢ um potencial menor em todo o ponto inte-
rior. A essa camada dd-se o nome de camada equivalente.

Mostraremos tambem que, nos pontos da superficie, a camada
equivalente terd o mesmo potencial que a massa primitiva. Esta
nota permittir-nos-ha, como veremos, reduzir o principio de
Dirichlet a uma hypothese muito simples.

Seja A um ponto exterior & esphera. Considerando, por um

: 1
momento, A como fixo e PP como variavel, a quantidade iP b

uma fanegio das coordenadas de P, harmonica em toda a esphera,

Como em um ponto M da superficie ella toma o valor , tere-

3 AM
mos, segundo a formula de Green relativa 4 esphera (n.® 6),

1 f * Rt — OP?

(1 — = || ——==do.
) AP 4wR.MP?

Por outro lado, segundo a mesma férmula, serd (Cf, n.* 21)

@ g ‘ * R*— OP?

.,
4wR. MP?

Das formulas (1) e (2) resulta o theorema,
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Com effeito, a formula (2) prova que, se se tem sobre a super-
ficie espherica nma camada attractiva cuja densidade, em cada
ponto M, é a quantidade

_ R opP?
4R . MPY

a massa fotal da camada serd egual 4 unidade. E sendo assim,
a formula (1) mostra que o potencial d’esta camada num ponto
exterior A, & 0 mesmo que se toda a massa estivesse concen-
trada em P.

Além d'isso, como o potencial é uma funcgiio continua em
todo o espago, a formula (1) ainda tem logar quando A pertence
4 superficie espherica. E por conseguinte o potencial da camada
em um ponto da superficie é 0 mesmo que se a massa estivesse
reunida em P.

Procuremos emfim o que se torna o potencial da camada
quando A é interior d esphera. O potencial é sempre dado pelo
mesmo integral [segundo membro da férmula (2)], mas a egual-
dade (1) deixa neste caso de ter logar. Ora a differenga

f B
.} 4mR.MP*AM

6 uma funcgfio harmonica das coordenadas do ponto A, continua
em qualquer espago interior que nilo contenha o ponto P. Como
" neste ponto se reduz a 4 oo, e é nulla 4 superficie da esphera,
temos (n.” b, II), em todo o ponto interior A,

R1— OP? 1
.‘fmn '.11*‘ AM SAP

Esté pois demonstrado o que desejavamos,
6
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0 theorema subsiste evidentemente se a massa primitiva, em
logar de ser egual 4 unidade, for egual a m, e ainda se, em
logar d'um ponto, tivermos varios ou mesmo uma camada.

38, Agora consideremos um espago qualquer E limitado
por uma superficie simples ou multipla S. E supponhamos que,
em cada ponto da superficie, ha wm plano tangente determinado.
Esta restricglo ndo é absolutamente indispensavel; ver-se-ha
depois como podemos desembaragar-nos d'ella.

Primeiro que tudo ¢ facil ver que se pide encontrar uma suc-
cessdo indefinida de espheras gosando das seguintes proprie-
dades:

1) Estas espheras podem ordenar-se segundo uma serie linear
Sty S2y S3, ... S,y ... correspondente 4 serie natural dos nu-
meros;

2) Cada uma d'ellas ¢ completamente inerior 4 superficie S;

3) Todo o ponto interior a S é interior pelo menos a uma
das espheras.

Consideremos com effeito, em E, uma regiio R, cujos pontos
estejam todos a uma distancia de S superior 4 quantidade 3.
Seja & um comprimento menor que §; tracemos uma serie de

]

planos parallelos aos coordenados, tendo entre si a distaneia —

2y/3
Formamos assim um grupo de cubos cuja diagonal é &', D'estes
cubos conservaremos apenas aquelles que forem total ou parcial-
mente interiores a R. Sejam n o numero, e ci,2,€3,...5¢, 0§
centros d'estes cubos: de cada um d’estes pontos como centro,

]

3 4
com um raio comprehendido entre - e, descrevamos uma es-

phera, Como cada cubo & entdo interior 4 esphera respectiva, a
qual & sempre interior a S, segue-se que cada ponto de R &
interior a uma d'estas n espheras.

Sendo assim, imaginemos uma serie de comprimentos 8y, 8z,
+evy8, ... decrescendo e tendendo para zero. Chamemos Ro a




b K]

regiflo formada pelo conjuncto dos pontos de K cuja distancia a
S ¢ superior a & e depois, em geral, R, o conjuncto dos pontos
de E cuja distancia a 8 é comprehendida entre 8, e §,,,. Estas
diversas regides nilo slo necessariamente connexas, o que niv
importa. Constrnamos em Ry as espheras

3 o 5
ba' :“21 :“31 bt bnt.!

k]

como acima em R; depois em Ry, as espheras
- . ) -
b,,” +13 hﬂn'}‘h s ey 4'..'.‘“._.

¢ assim por deante. O conjuncto d’estas espheras férma uma
successio

5

S SRR T

que satisfaz ds condigles requeridas.

A maneira de tragar as espheras S, e de as ordenar em serie
linear é inteiramente arbitraria. S6 para fixar ideias se indicon
uma.

3 9. Isto posto, lembhremos que, por hypothese, se da sobre
a superficie 8 uma successdo continua U de valores, e que se
tracta de estabelecer que existe uma func¢flo V, harmonica no
espago K, e reduzindo-se a U sobre 5.

Tracemos uma esphera X que contenha o espago E no seu
interior, e admittamos que ¢ possivel encontrar uma funcglio
Vo (2, y, 2),, continua, bem como as suas derivadas parciaes das
tres primeiras ordens, no espago € que X limita, e reduzindo-se
a U sobre S,

| partindo da funcgio Vo, em certo modo como primeira
approximaglo, que vamos chegar & soluglo do problema de
Dirichlet.

Veremos em seguida como se reduz a este caso o caso geral,

e
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Supponhamos primeiro que AVp é constantemente negativo
em €. Pondo
AV
o et ]

4 m

p serd, em €, uma funcgllo positiva ¢ admittindo derivadas par-
ciaes de 1.* ordem. Imaginemos, espalhada em €, uma massa
tal cuja densidade em cada ponto seja p. Esta masea di origem
a um potencial Wy gosando das propriedades conhecidas. (Note-
mos que, para ser assim, ¢é essencial (*) que p admitta derivadas
de 1.* ordem, e por isso que Vo as admitta de 3.%)

Segundo a férmula de Poisson conhecida da theoria do poten-
cial, ter-se-ha pois, em toda a regio €,

..'\‘l"l-u == = —;D‘lp — ._\L\"\'ru

d'onde
A (Wo—Vo)=0.

Logo, pondo Wo— V=0, a funcglio O serd harmonica.
Além d’isso é perfeitamente determinada, por isso que conhe-
cemos Wy e Vo para todos os pontos de €; em particular conhe-
cemos 08 valores © (8) que ella toma sobre a superficie 5, a
saber

O (8)= Wo (S)—U.

Uma parte das massas que diio origem ao potencial Wy é
interior a S. Sobre estas faremos uma serie de operagdes que
vamos definir. Consideremos as que siio interiores 4 esphera S,,
e distribuamo-las & superficie d’esta esphera numa camada equi-

(1) Veja-se a este respeito, por exemplo, Avrevy, Legons sur Uattraction,
p- 51, 1892,
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valente segundo a definigio do n.” 37, Chamaremos a esta ope-
ragho, com Poincaré, avarrer (balayer) a esphera Sp».

Esta operagio ndo altera o potencial em ponto algum nem
do exterior, nem da superficie da esphera em que se effectua;
mas diminue-o em todo o ponto do interior.

Varramos entio successivamente todas as espheras, de forma
tal que cada uma fique varrida uma infinidade de vezes. Basta
varrel-as na ordem seguinte

L - LS,  1,3,0,4, s
pondo, todavia, de lado, aquellas que nflo contenham nenhuma
massa quando lhes toque a vez de serem novamente varridas.
Assim, por exemplo, se depois da 7.* operacllo, a esphera S;
ndo contiver nenhuma massa, tomar-se-ha no seu logar a es-
phera S;.

Chamemos W, o que se torna o potencial depois de k opera-
¢Oes d’esta natureza, e comparemos entre si, no mesmo ponto
A de €, os valores de W, correspondentes aos diversos valores
de k.

Se A & exterior ou estd sobre a superficie da ultima esphera
varrida, ter-se-ha

wW.=W,._,
e portanto
W.=W..
Se é interior
W.<W,._.

Portanto, em todos os casos,
W,'i_-'.' Wi

Esta desegualdade mostra que, quando k cresce, W, decresce,




86

ou pelo menos ndo cresce, isto para nenhum ponto de €. Por
outro Iiltl‘], como as ('Illt‘rt'ik;rlt?':"\ lilll" ﬁ'{ﬂ'.‘l]\ﬂﬁ neam H“-E]'-'i'i'l'l a s01mma
total das massas, nem introduzem massas negativas, ser:

W, < 0.

Conclue-se d'aqui que W, tende para um limite finito e deter-
minado, W, em cada ponto A de €, resultado de que jd& vamos
tirar consequencias importantes.

40. Esse limite W toma sobre S, como vem de ser demons-
trado, 0 mesmo valor que W,, isto ¢,

(3) W,.(S)=U+0(8).

Além d'isso demonstrar-se-ha adiante que a funecedo W é har-
monica no espago que S limita.

]'.'I.;ul:lu, por agora, este ponto como UHI,.'LL(_J]t-i.'iiln, e recordando
a propriedade da funeglio O ji definida, concluimos, attendendo
i egualdade (3), que a funcglio

W—0

¢ harmonica em E e toma o valor dado U sobre a superficie S,
Parece, sem maior exame, que este raciocinio demonstra o
principio de Dirichlet para qualquer superficie.
Nio é porém exacto. Seja A, um ponto da superficie, A um
ponto interior. Para estabelecer o principio de Dirichlet, seria
preciso demonstrar que

lim W(A)=U(A,)
quando A se approxima indefinidamente de A,, e nflo que

W(A)=1U(A,.




Entretanto este resultado nio deixa de ser interessante. Reduz
o principio de Dirichlet & hypothese da continuidade d'uma fun-
cglio, definida como limite d’'uma fancglo continua.

41 . Completemos a exposigiio comecada em o n.” 34, estu-
dando as propriedades da funeglio W cuja existencia ahi ficou
estabelecida.

Provaremos em primeiro logar que W tende para

U, + 0,
quando o ponto interior A tende para o ponto A, da superficie
S.

Construamos uma esphera o, tangente 4 superficie S em A, e
de raio bastante pequeno para que, inteiramente exterior a S,
fique no emtanto interior a C. Esta construc¢io exige que o
ponto A, seja um ponto ordinario da superficie.

Nos sabemos formar uma fancgio T, harmonica no exterior
de o e tomando sobre o os mesmos valores que W,. Quando A
tende para A,, a funegio T tende para o valor de W, nesse
ponto, isto &, para Us, -+ Oap

Comparemos T e W, fora da esphera o.

A superficie de o, tem-se

T=W.=W,.
No infinito
T=W,=0.

Por outro lado W, e T sfio dois potenciaes: o primeiro, sendo
devido a massas das quaes algumas slo exteriores a o, pide,
fora de o, ter maximos, mas nio minimos; o segundo, devido a
massas interiores a o, niio admitte, fora de o, maximos nem mi-
nimos (*).

(1) Arre, log. cit., p. 63,
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Logo a differenca W, — T pode ler maximos, mas nfio minimos ;
e como ¢ nulla 4 superficie de o e no infinito, serd sempre po-
gitiva. Tem-se pois

W, >W,>T
@ por conseguinte, no limite,
W.>W>T.

Quando A tende para A,, W, e T, e portanto W, tendem para
U, + 6,

Vamos emfim estabelecer que W é harmonica.

Consideremos uma das espheras, Sq por exemplo, e suppo-
nhamos que ella é varrida nas operagles ai, a3, as,..., a,.
Depois de cada uma d’estas operagdes, nllo havers massa alguma
no interior de Sq; de sorte que se terd

.f\“’q,z{}, (9;=ay, 03, ... 0y ...}

Quando a, cresce indefinidamente, W, tende para W, de ma-
neira que a serie

Wa+ (Way— Wa) + ... + (Way— Wao )+ ...

converge e tem por somma W. Ora vimos de ver que cada um
dos seus termos ¢ harmonico; além d'isso é negativo, salvo tal-
vez o primeiro. Logo, em virtude do 1.° theorema d’Harnack, a
funcgdo W serd harmonica na esphera Sa e por conseguinte em
todo o espago interior a S.

Do que temos dito resulta que, formando a expressio

WwW—0,

se obterd wma funcclio harmonica em i, tomando sobre S o va-

lor 1,




89

422, Suppoz-ge, na demonstragio precedente, que AVp con-
servava um signal constante. Se assim nilo succeder, dividir-se-ha
€ em duas regides, connexas ou nlo, a primeira contendo todos

AV, b
e é positivo, a segunda todos aquel-

o0s pontos para as quaes

les para os quaes a mesma quantidade é negativa.

Sejam W" ¢ W{ o0s potenciaes correspondentes 4s massas
positivas, e ds negativas tomadas positivamente.

Notando que, por ser

AW —WP) = —4dop=AV,
ou
A(WPH —WP —V,)=0,
a funegdo

O=WPH—Wp—V,

é harmonica ; e notando mais que as funcgdes W' e W geram
respectivamente as funegles W e W™, harmonicas em E e
Tt}

taes que tomam sobre a superficie os mesmos valores que W
W, concluimos que a funcglo

Wi —We® —0
resolve o problema de Dirichlet para o caso em questdo.

43. E tempo de resumir os resultados obtidos. Mas, como
temos supposto que em cada ponto da superficie considerada ha
um plano tangente determinado, convém examinar o caso de
haver pontos singulares.

Notemos ji este resultado notavel: a existencia de pontos sin-
qulares nio impede W de tender para Wy guando o ponto interior
A tende para um ponto nie singular,

Tambem niio esquegamos que a supposi¢io de ser ordinario o
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ponto considerado da superficie teve em vista sémente a possi-
bilidade de tragar a esphera o, isto é, uma esphera tendo um
ponto commum com a superficie, e sendo-lhe, de resto, completa-
mente exterior. De sorte que, para todo o ponto singular pelo
qual se possa fazer passar uma esphera sat'isfazendu s condigdes
de o, a demonstragio tem ainda logar. £ o que succede, por
exemplo, com 0s pontos conicos salientes a respeito do espago
para o qual se pretende resolver o problema.

Mas pide-se ir mais longe. Supponhamos o principio de Diri-
chlet demonstrado para uma certa superficie 8. Supponhamos
em seguida que a superficie dada, S, apresenta um ponto singular
Ay, e que se pide construir uma superficie 8", semelhante a 8/,
passando por Ap e sendo, de resto, inteiramente exterior a 8.
A demonstraclio péde entiio, evidentemente, estender-se ao ponto
singular A, (Ver a fig. 4).

Applicando esta nota, que d4 ao methodo uma elasticidade ex-
traordinaria, e langando mlo de superficies para as quaes o
problema j& estd resolvido, vé-se que o numero e a natureza das
singularidades da superficic pdde prolongar-se successiva e inde-
finidamente.

Assim : imaginemos que a superficie tinha um certo numero
de pontos conicos ordinarios reintrantes, isto é, que alguns pontos
eram vertices de porgdes de cone de revoluglio dirigidas para o
interior do espago em que se pretende resolver o problema. Para
estender o methodo a estes pontos, construamos uma superficie
8" formada d'uma esphera e d’'um cone de revolugiio eircumseri-
pto, tendo por vertice um dos pontos a que vimos de referir-nos,
e tomemos o angulo do vertice d’este cone e o raio da esphera
sufficientemente pequenos para que 8" seja por completo exterior
a 8. Ora, como o principio de Dirichlet estd estabelecido para
8" (1), que é exterior a 8, fica estabelecido para esta superficie.

(1) Porscart (Mem. eit., p. 229) demonstra este ponto, seguindo a via
indirecta que indicamos (n. 86). Nos eonsideramo-lo demonstrado pelo
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Podemos pois dizer, com Poincaré, que o principio de Dirichlet
estd estabelecido para tedo o espago cuja fronteira admitta um
plano tangente em cada ponto, excepto em um numero limitado de
pontos conicos ordinarios. Este é o caso mais frequente e inte-
ressante ; mas a verdade é que o principio se pdde considerar
estabelecido em casos muito mais extensos.

Vié-se quanto é original o methodo de Poincaré: emquanto que
nos outros methodos de approximagles successivas, o de Neu-
mann por exemplo, se parte d'uma funeglio harmonica, no actual
parte se de qualquer fune¢lo que tome sobre a superficie termi-
nal os valores dados.

O aleance do methodo avalia-se pelas seguintes palavras do
seu illustre anctor:

«Teria sido interessante substituir os methodos actuaes de
caleulo por outros menos defeituosos. Niio o pude fazer, limi-
tei-me a procurar um methodo de demonstraglio mais simples
que 08 que teem sido propostos até'qui e directamtnte applicavel
a todos 0s casoss,

A4, A exposi¢io que vimos de fazer, suppde a possibilidade
de construir uma funcgllo Vo, continua no espago €, bem como
as suas derivadas parciaes das tres primeiras ordens, e tomando
sobre a superficie terminal S a successiio continua de valores
dados 1.

Se U admittisse, na fronteira do espago considerado, as tres
primeiras derivadas, entlio evidentemente era possivel, e isto de
nma infinidade de maneiras, construir uma funcelio Vo satisfa-
zendo ds condigdes requeridas.

Mas fazendo sobre U a unica hypothese da continuidade, é
indispensavel completar o methodo,

Neste ponto, é Poincaréd extremamente coneiso.

methodo de Neumamn: o que & legitimo porque a superficie em questio &
eonvexa @ niio ¢ bi-estrellada.
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Paraf ('), para o caso analogo de duas variaveis, reduzin d'um
modo simples o caso geral ao caso particular em que U admitte
derivadas,

Vamos indicar a sua marcha, adquada porém ao caso das
tres variaveis. Constroe, o que ¢ sempre possivel, uma funcelio
V(x, ¥, z), continua na regilo € e reduzindo-se a U sobre S.
Em seguida mostra que se pide formar uma infinidade de poly-
nomios

Fl, Fz’ ey F.._, sany

crescentes e tendendo uniformemente para ' em todo o espago
€. Sejam

Ll vy A s

os valores d’estes polynomios sobre 8; estes valores erescem e
tendem uniformemente para U. Como se sabe resolver o pro-
blema de Dirichlet para cada um dos valores U, dados sobre a
superficie, tem-se meio d’obter uma successiio de funcgdes, har-
monicas em E,

Vi, Vi

1y Ty = aey

que, como o mostra Paraf, convergem para a funegfio procurada
Y.

Segunindo esta via, seja (=, ¥, z) uma funcgio, continua na
regilo C e que, sobre 8, se reduz a U. Suppomos a funcgdo
positiva ; ge o nilo fosse, raciocinariamos sobre a funegio \r 4 C,
sendo C uma constante conveniente.

Seja mais

My My ooy Ay ses

(') Veja-se a sua these: Swr le probltme de Dirichlet, 1892, p. 24, (Foi
publicada nos Annales de la Faculté desa Sciences de Toulouse, t. vi).




uma successiio infinita de numeros positivos crescentes, tendendo
para a unidade e taes que, pondo

Ai+i — -’\a=au

a successio

seja decrescente: condigles que serdio realisadas, por exemplo,
com A\=1—2-",

E notemos que se pide sempre encontrar um polynomio que
represente wma funceglo continua com um erro inferior a uma
grandeza arbitraria dada, isto qualquer que seja o numero de
variaveis da funcciio (1),

D’onde se conclue que podemos construir uma successlo de
polynomios

h
B Bl sy W iy
representando cada um a funcgflo correspondente da successilo

My A, e AN, ..

(') Este theorema foi demonstrado pela primeira vez por Weimstrass,
para o caso d'uma variavel. (A sua Memoria foi traduzida no Journal de
Liouville, 1886.)

Prcarp den uma nova demonstracio do mesmo theorema fundada nas
propriedades do integral que fornece a solugiio do problema de Dirichlet
para o caso do circulo. O mesmo geometra, no seu Traité d’Analyse (t. 1,
p- 262), estende o theorema, por um methodo analogo, ao caso de duas varia-
veis.

Ora o easo que nos interessa & o de tres variaveis. A este respeito dire-
mos que Prcann, nesse mesmo siito, affirma que o theorema subsiste para
qualquer numero de variaveis. E o que, com effeito, se verifica facilmente,
langando mio dos resultados obtidos por Riquien na sua thése, ji citada,
sobre a resolugdo do problema de Dirichlet no caso do hyperespago,
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COm UM erro menor que o termo respectivo d'est’outra successio

| =

& m, dMm, ... LM ey

[ £
t\‘.illt-l

2

onde m designa o limite inferior de .
Esses polymonios formam uma successlio crescente como se
deduz das relagdes

. 1 1

Fa+1>‘\i+'|‘l'r—_'§65+!m: Fi<-‘\iq"+ E aim]
1

Fi—F> "\i+tq’“"ﬁ‘l’—§'{al+ai+l)m

}.S.-m"—%(ﬁ.- + 844 m=% m (& —8i41)
>0,

successiio que tende uniformemente para ).

Por conseguinte, chamado U, o valor de F, sobre 8, os U,
formarfio tambem uma successfo crescente, tendendo uniforme-
mente para 1.

Ora nés sabemos, por meio de cada fanegflo auxiliar F,, cons-
truir uma funcgleo V, harmonica em E e reduzindo-se a U,
sobre 8.

Somos assim levados a uma successlio de funcedes harmonicas

Vlg Vi! asawig “?n'}

crescentes por isso que a differenga V,, —V,, que é harmonica
em E, toma sobre S valores positivos; e tendendo para um limite V
por isso que V, & sempre inferior ao limite superior de .

E facil mostrar, finalmente, que V ¢ a funeglo procurada. Com
effeito, a serie de termos harmonicos

Vit (Va—Vi) .o o (Va—= Vo) -
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é convergente no espaco E, e representa a funcgio V. Além

d'isso essa serie reduz-se, sobre S, & serie

U4+ Ua—U) +...+ 0, —U,_)+ ...
que converge uniformemente para U em toda a superficie S.

Por isso, conforme o segundo theorema de Harnack, a funcelio V
& ]-I-'LI'IHUIliI'rI. em E e I‘L.-l]ll'.f.-r-'u a U sobre . B q. ||.

FIM.
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