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Na falta de processos geraes para integrar as equa-
ções ás derivadas parciaes de segunda ordem, um ponto 
da sua theoria tem, de preferencia, attrahido as atten-
ções dos geómetras. 

Referimo-nos á classe das equações lineares, com 
especialidade ás de coefficientes constantes, que tão fre-
quentemente apparecem na Physica Mathematica, na 
Geometria das superfícies, na theoria geral das fun-
cções. Graças aos estudos emprehendidos sob o ponto de 
vista especial dos problemas que ellas são chamadas a 
resolver, a theoria d'essas equações tem com effeito, 
sobretudo nos últimos tempos, experimentado um avanço 
sensível. 

Á nossa dissertação occupa-se do problema relativo 
á mais simples e também á mais celebre d'essas equa-
ções, queremos dizer, á equação de Laplace. Conhecido 
pelo nome de problema de Dirichleto seu objecto ê de-
terminar um integral d'essa equação, uniforme, fínito e 
continuo num dominio dado e tomando sobre a fronteira 
d'esse dominio uma successão continua de valores dados. 

Ocioso seria insistir na importancia do assumpto. No 
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emtanto, não fallando mesmo no papel considerável que 
a equação de Laplace desempenha em vários ramos das 
Matliematicas, uma coisa nos parece digna de menção : 
e é — que os resultados que lhe dizem respeito, tem 
servido de directriz a estudos d'equações mais geraes 
de segunda ordem, particularmente das lineares. Haja 
vista differentes Memorias que nos últimos annos Picard, 
Poincaré, Scliwarz e outros distinctos geómetras teem 
publicado sobre as equações ás derivadas parciaes. 

Demos á nossa dissertação uma feição didactica, a que 
julgamos mais adequada a trabalhos onde a exposição 
é quasi tudo. 

Começamos por estabelecer, nos capitulos I e II, as 
proposições geraes relativas ás funcçÕes harmónicas, 
integraes particulares da equação de Laplace, ennun-
ciando em seguida o problema de Diriclilet e resolven-
do-o para o caso da espliera (cap. III). 

No capitulo seguinte (IV) mostramos como o emprego 
das coordenadas curvilineas orthogonaes podia, em 
muitos casos, facilitar a integração; e para exemplifi-
car, resolvemos o importante problema de Lamé. Pare-
ceu-nos pouco rigorosa a maneira porque se acha esta-
belecida a solução d'esse problema; cremos porém que 
o theorema d'IIarnack nos permittiu pô-la a salvo de 
toda a duvida. 

Tractamos 110 capitulo V da representação conforme 
no espaço e demonstramos, seguindo o processo de Pain-
levé simplificado, que tal representação só pôde effe-
ctuar-se por meio de uma inversão. 

Finalmente, consagramos os restantes capitulos (VI 
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e VII) á exposição de dois methodos geraes para a re-
solução do problema de Dirichlet — o methodo de C. 
Neumann e o de Poincaré. Seja-nos permittido dizer, a 
proposito d'este ultimo, que, por uma extensão fácil do 
theorema que lhe serve de base, reduzimos o principio 
de Dirichlet a uma hypothese muito simples. 

Concluindo: tentámos escrever uma monographia, 
resumida, mas sufficientemente clara e rigorosa, do pro-
blema de Diriclilet. Oxalá o tenhamos conseguido! 

Coimbra, 26 de setembro de 1895. 

A). '73aiío. 





I. FUNCÇÕES HARMÓNICAS. 

1 . Consideremos um volume limitado exteriormente por uma 
superfície fechada e interiormente por n — 1 superfícies também 
fechadas, mas exteriores umas ás outras. Um tal volume diz-se 
de connexâo múltipla d'ordem n. Se não ha superfícies interiores, 
diz-se de connexâo simples. Designaremos um tal volume ou 
espaço pela lettra E e a superfície terminal, simples ou múltipla, 
pela lettra S. 

Isto posto, sejam x, y, z as coordenadas rectangulares d 'um 
ponto do espaço e consideremos a equação ás derivadas parciaes 

o 

AA t — d* V + V + d"2 V — U 
c t e - dy2* d Z2 

conhecida com o nome de equação de Laplace por que foi este 
illustre geometra quem primeiro a encontrou nas suas investiga-
ções sobre a theoria da attracçâo. 

Neste capitulo e no seguinte occupar-nos-hemos das proprie-
dades geraes das funcções Vú>, y, z) que, num certo espaço E, 
além de satisfazerem á equação de Laplace, são uniformes, fini-
tas e continuas, e admittem derivadas parciaes de primeira e 
segunda ordem da mesma natureza. Generalizando uma deno-
minação introduzida pelos auctores inglezes para as funcções 

1 
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analogas de duas variaveis, diz-se que a funcçào que satisfaz a 
estas condições, é harmónica no espaço considerado. 

Pa ra dar um exemplo d'estas funeções, lembraremos o poten-
cial que é, como resulta d uma propriedade conhecida, uma 
funcção harmónica em qualquer espaço que não contenha as 
massas. E assim (e este exemplo ser-nos-lia util adiante) que a 
funcçào 

U(se, y, z) = r 2 = (as — af + (y - bf + (z - c f . 
r 

onde a, b, c são tres constantes arbitrarias, é harmónica em 

qualquer região que não contenha o ponto (a, b, c). Se a verifica-

ção não fôsse immediata, bastaria notar que — é o potencial da 
r 

unidade de massa situada no ponto (a, b, c). 
Devemos dizer que, neste breve esboço, não perdemos de vista 

a analogia que existe entre as funeções de tres variaveis reaes 
que satisfazem á equação AY = O e as funeções de variavel 
imaginaria. Tal analogia, posta em evidencia como methodo de 
investigação numa Memoria interessante d'Appell ( '), explica-se 
muito simplesmente por este facto, notado por Riemann e hoje 
bem conhecido, de que a theoria das funeções de uma variavel 
complexa se reduz ao estudo da equação de Laplace a duas va-
riaveis. 

S. Recordemos o theorema de Green de que teremos de fazer 
um uso constante. 

Sejam U e V duas funeções quaesquer de x, y, z, finitas, con-
tinuas e admittindo derivadas parciaes primeiras e segundas em 
todos os pontos do espaço E e sobre a superfície S que o limita. 

(') Sur Ies fonctions de trois vaiiables salisfaisant á Vequation differen-
Uelle A F = 0 [Acta Mathematica, t. ív, p. 313). 
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Pondo 

1 - / T l Y d u dV +dU dV -f- dU dVV 'dHdz 
J J J \ àx òx dy dy dz dz J ' 

teremos a relação preliminar, que também usaremos, 

dV 
(1) I = -J I u Ç - â a — I Jj U A V dx dy dz, 

da qual, permutando U e V, e subtrahindo, resulta a fórmula 
definitiva de Green 

-»-» i* * »/ j-jY' dUx 

(2) JJJ ( U A V — V A U ) dxdydz-\-J J ( U - —V—jdcr=0 (»). 

Nestas relações o integral triplo estende-se a todo o volume E, 
o integral duplo a toda a superfície S; o symbolo da designa um 

dU dV 
elemento de S, e as derivadas — e — devem ser tomadas se-

d;i dn 
gundo a normal interior a E. 

kSe U e V forem harmónicas no espaço considerado, da fór-
mula (2) deduz-se a egualdade 

dV _ dU\ , 
- Wcr = ( 

d n j 

que dá, pondo U = I , uma primeira propriedade das funcções 

( 3 ) J J ( U Z - v ^ J " ' - 0 

( 1 J Veja-se para a demonstração d'esta fórmula, por ex., GOMES T E I X E I R A , 

Curso de Analysel t. n, p. 157. 
Digamos que, chamando a, S1 y os cosenos directores da normal interior 

a E1 se põe 

d £ = q dU dU dU 
d« àx J dy ' ^ dg 
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harmónicas: 

w / / s * - - 0 -

3. A fórmula (3) vae levar-nos a uma consequência da mais 
alta importancia. 

Consideremos um ponto qualquer, mas fixo, I (a , b, c), interior 
ao espaço E, e bem assim a funcção 

U = - , r2 = {x — af + (y— 6)2 + (z — c f . 
r 

Como U é discontinua no ponto I d'esse espaço, tracemos d'este 
ponto como centro, a fim de o isolar, uma esphera S' de raio p 
bastante pequeno para que esta esphera fique no interior da su-
perfície S que limita E. 

Consideremos além d'isso uma funcção qualquer V harmónica 
em E . 

A fórmula (3), applicada ao espaço limitado por S e S' , pode 
escrever-se 

/ d l \ 
, ( v - í - i í í L 

. . . . • \ d n r d n/ 

sob a condição de tomar as derivadas, no segundo membro, se-
gundo a normal interior a S'. 

Ora o segundo membro tem um valor muito simples. Com 
effeito, attendendo a que se tem, sobre S' , 

1 
d — 

r 1 d r 1 

dn r~ àn p2 

por ser r — p; designando por Y(«, b, c) o valor de V no ponto 

f f w l - ^ J 
JJ s \ Hn r An/ JJ S; 
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I e pondo e—Y — V(«, b, c), o segundo membro de (5) toma 
a fórma 

JX V(a,b,e) + _ L _ 1 dV^ 

S ' \ Pi Pi P àn 

que se decompõe em tres integraes. D'estes o primeiro reduz-se 
evidentemente a 4oo V(a, b, c), e o terceiro é nullo segundo a 
fórmula (4). 

A respeito do segundo notemos que, em virtude da continui-
dade de V, a cada valor positivo de 6 arbitrariamente pequeno, 
corresponde um numero pi tal que é 

| e | <6 para p < p i -

Logo 

1 1 / * / * 1 /* í* e der <— / | e | c 7 < t < 4 o t ô . 
Pi ! J J S' P - J J S' 

Por onde se vê que, dispondo de p, o integral em questão se 
pode tornar menor que qualquer g randeza ; e como elle é inde-
pendente de p, por isso que o primeiro membro de (5) também 
o é, será nullo. 

Introduzindo estes resultados em (5), obtemos a fórmula fun-
damental da theoria das funeções harmónicas, a saber 

1 / / I 7 1 d V ^ 
(6) = — 

Es ta fórmula é devida a Green. E na presente theoria o que 
a conhecida fórmula de Cauchy 

IlTnJ c Z — ® 

é na theoria das funeções analyticas. 
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4. A fórmula fundamental , applicada ao caso em que a su-
perfície S se reduz a uma esphera de centro (a, b, c) e de raio 
R, conduz, segundo o calculo do numero precedente, á relação 

que exprime um notável theorema de Gauss. Carl Neumann, que 
lhe deu o nome de theorema da média arithmetica, ennuncia-o 
ass im: quando uma funcção é harmónica no interior d/uma 
esphera, o seu valor no centro ê a média arithmetica dos valores 
que toma á superjicie. 

5 . D'este theorema deduzem-se numerosas propriedades das 
funcções harmónicas, de grande utilidade nas applicações phy-
sieas. 

I. Se uma funcção tem um valor constante numa parte Jinita 
d'um espaço em que é harmónica, terá o mesmo valor na parte 
restante. 

Supponhamos que não era assim e chamemos a e S as duas 
regiões (fig. 1). Então é evidente que, dada a continuidade da 
funcção harmónica, se poderá sempre encontrar uma região y, 
situada em 6 e contigua a a, em todos os pontos da qual a fun-
cção tome, por exemplo, um valor maior que em a. Descre-
vamos d 'um ponto de a uma esphera que tenha uma par te nesta 
região e outra em y. 

i r r 
Resulta da nossa hypothese que o integral - — — j J V da 

estendido a essa superfície espherica será maior que o valor da 
funcção harmónica no centro, contra o principio da média. 

I I . Uma funcção não pôde ter máximo nem mini mo em ponto 
algum do espaço em que é harmónica. 

P a r a fixar ideias supponhamos que no ponto (a, b, c) a funcção 
tinha um máximo. Então, tomando R suficientemente pequeno, 
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ter-se-hia, para um ponto qualquer (x, y, z) da esphera S, 

o que é absurdo. 
I I I . Supponhamos que V é harmónica num espaço que contém 

uma certa superfície fechada 2. Se V tem o mesmo valor em todos 
os pontos de 1 tel-o-ha egualmente em todos os pontos do interior, 
como se vê pela fórmula fundamental ou ainda pelo ultimo theo-
rema. 

I V . Se V não é constante sobre S, os seus valores constituem 
um conjuncto finito que admitte um limite superior L e um 
limite inferior l. Digo que em qualquer ponto interior a S se terá 

Com effeito, a funcção não pôde tomar valores maiores que L 
nem menores que l, aliás admittiria no interior um máximo ou 
um minimo. Além d'isso, em ponto algum interior se pôde ter 

porque, se se descreve, d 'um tal ponto como centro, uma esphera 
S' de pequeno raio R, ter-se-ha 

y, z ) < V ( a , b, c). 

D'onde se conclue, multiplicando por 
longo de S, 

e integrando ao 
R2 b 

Z<V<L. 

1 

resultado impossível pois que, sobre S', V não pôde ser constan-
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temente egual a l em virtude do theorema anterior. O mesmo se 
diz a respeito de L. 

Y. Não podem existir duas funeções que sejam harmónicas no 
interior d'uma superjicie e tomem sobre esta superfície os mesmos 
valores. 

Se existissem, como a equação de Laplace é linear, a sua diffe-
rença W seria uma funcção harmónica que se annullaria sobre toda 
a superfície. Portanto (th. I I I ) W annullar-se-hia também em todos 
os pontos do interior e as duas funeções seriam idênticas. C. q. d. 

Yamos dar d'este importante theorema uma outra demons-
tração em que intervem um integral de que adiante temos de 
lançar mão. 

Fazendo na fórmula (1) V = U e suppondo que U é a funcção 
W que vimos de considerar, resulta a relação 

/YfIVdwY2 , /dW\» /dw\n 7 , 7 J J J L U ) + ( I F ) + ( T r ) J * * * - 0 

que exige que se tenha, para todos os pontos do espaço consi-
derado, 

dW dW dW 
= 0, = 0 , = 0. 

àx d d z 

Logo W é constante no interior d'esse espaço; e como é nulla á 
superfície, será nulla em todos os pontos. 

O. A fórmula de Green, de que vimos de fazer algumas 
appicações, determina o valor d 'uma funcção harmónica V num 

dV 
ponto interior, quando são conhecidos os valores que V e — 
tomam sobre a superfície. 

dV 
O elemento — porém é supérfluo, como o mostra o theorema Y 

dn 
do ultimo numero. Mas a sua eliminação dá, em geral, origem 
a um problema difficil que adiante será tratado. 
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Por agora limitamo-nos ao caso em que a superfície S se 
reduz a uma esphera, porque não só um simples artificio per-

dV 
mitte eliminar —, mas a fórmula que se obtém ser-nos-ha neces-

dra 
saria no estudo dos desenvolvimentos em series. 

Sejam I (a, i, c) um ponto interior de esphera, E o conjugado 
harmonico de I a respeito dos pontos em que o diâmetro que 
passa por I encontra a esphera, M um ponto variavel da super-
fície da esphera e R o seu raio. Ponhamos (fig. 2) 

MI = r , M E = n , OI = d, O E = á i . 

As fórmulas (6) e (3) applicadas respectivamente ás funcções 

V, — e V, —, dão as relações 
r ri 

v ^ = L j J S 

í 

- . , , nT 1 dV , 
O = r / / \ V — do, 

4 n « / S \ dn ri òn ' 

dV 
que, combinadas, bastam para e l i m i n a r — . Notando com effeito 

dn 
que a esphera é o logar dos pontos M para es quaes 

MI _ IO 

ME^ MO 

1 _ R 1 

r d ri' 
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R 
multiplicando a ultima das duas egualdadas anteriores por e 
subtrahindo-a da primeira, vem a fórmula ^ 

/ W d i - R d l \ 

^ ' ' ^ 4 W - ' J S dm d dn ' 

qne resolve a questão. 
Como a intervenção do ponto E foi apenas auxiliar, convém 

dar outra fórma a este resultado. Ora 

1 1 
d — d 

t I d r cos IMO ri cos EMO 
d»i r 2 dn r 2 ' dn r j 2 ' 

alem d'isso os triângulos IMO e EMO dão 

ri2 = R 2 + r 2 — 2Rr cos D I O , 

di* = R 2 + n 2 — 2 R n cos EMO. 

Tirando d'estas egualdades os valores dos cosenos, substituindo-os 
r d 

nas anteriores e attendendo ás relações ddi = R- e — = — , 
obtem-se facilmente a expressão ?1 

1 1 
d - d 

R R n R- — d 1 

dn d dn R r 3 

Temos pois 

1 r TR2 — ^2 l / / K - — a' 
f/cr 
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onde, pondo IOM = convém fazer 

r* = R 2 — 2<ffi cos 4> + d 2 . 

Tal é a fórmula de Green relativa á esphera. 

7. Como applicação immediata da fórmula (7) vamos demons-
t ra r o theorema seguinte, comparavel ao de Liouville na theoria 
das funeções de variavel complexa: se a funcção V (», y, z) é 
harmónica em todo o espaço, e se 

| V | <M (M um numero fixo) 

em qualquer ponto por mais distante que esteja da origem, essa 
funcção reãuz-se a uma constante ('). 

Da origem como centro, com um raio qualquer R, descre-
vamos uma esphera. A fórmula (7) dá, applicada ao ponto inte-
rior I e á origem, 

1 C /*R2 — d? 

i rrvdcr V ( 0 ' 0 ' 0 > = 4 ^ R J J 
e por conseguinte 

1 C C i R (R i — d?)\ V 
V (O, O, 0) - V (a, 5, c) = - J J (1 R2 

Ora neste integral duplo o coefficiente de da pôde tornar-se 
menor que qualquer grandeza. Basta, com effeito, r epara r em 

(') Estc theorema é devido a Picard (Comptes rendus, t. xc, p. 601). 
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que se tem sempre | V | < M; e alem d'isso que, suppondo R 
R 

muito grande, como o ponto I fica fixo, a fracção — e portanto 
R ( R I _ F P ) R 

—t é muito visinha da unidade. T 
D'aqui conclue-se, notando que o integral deve ser indepen-

dente de R e seguindo a marcha do n.° 3, que esse integral é 
nullo. Logo 

V (a, b, c) = V ( 0 , 0 , 0 ) . 

A funcção V, tendo em qualquer ponto I o mesmo valor que 
na origem, é constante. C. q. d. 



I I . DESENYOLYIMENTO EM SERIE DAS FUNCÇÕES HARMÓNICAS. 

8. Seja / ( # , y , z) uma funcção real, uniforme e continua das 
tres variaveis reaes x, y, z. Diremos que esta funcção é analytica 
no espaço E, quando na visinhança de cada ponto (a,b,c) do 
mesmo espaço, a funcção satisfaz ás condições: 1) pôde ser 
representada pela serie 

( 1 ) / ( « , y , e ) = «o + w i + . . . + «, + . . . , 

onde un designa um polynomio homogeneo de grau n em x — «, 
y — b e z — c; 2) esta serie é absoluta e uniformemente conver-
gente no interior de um dominio espherico de centro (a, b, c) e 
de raio p suficientemente pequeno. 

A respeito d'estas funcções faremos algumas notas que nos 
serão úteis. 

A derivada parcial d u m a ordem qualquer da funcção analy-
tica f(x,y,z) pôde representar-se pela serie formada com as 
derivadas da mesma ordem das funcções u. Como a serie é 
absolutamente convergente, e por isso como é indifferente a ordem 
dos seus termos, podemos antes de cada differenciação ordená-la 
segundo as potencias da variavel com relação á qual se diffe-
rencía: e então o theorema é uma consequência immediata das 
propriedades conhecidas das series inteiras d 'uma variavel. 
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Accrescentemos que, representando os eoefficientes do desen-
volvimento, á par te um factor numérico binomial, os valores das 
derivadas parciaes da funcção para x = a, y — b, z = c, um tal 
desenvolvimento não pode ser identicamente nullo sem que todas 
as funeções u o sejam. 

Isto posto, uma propriedade notável das funeções harmónicas 
é que toda a funcção V que é harmónica num certo espaço E, 
é analytica no mesmo espaço. 

E o que vamos ver , mostrando que, sendo (a, b, c) um ponto 
qualquer do espaço E e descrevendo d'este ponto como centro 
uma esphera 2 de raio li tal que fique contida em E, a fun-
cção V pôde tomar dentro d'esta esphera a forma (1). 

Estabeleceremos primeiro, em o numero que segue, um desen-
volvimento preliminar. 

9 . Sejam x,y,z as coordenadas d 'um ponto qualquer inte-
rior a e r a distancia de (a, b, c) a esse ponto. Temos a 
fórmula (n.° 6) 

na qual, como se sabe, V é o valor que toma a funcção harmó-
nica num ponto arbitrario (X, Y, Z) da superfície da esphera e 4> 
o angulo que o raio d'esse ponto faz com o raio do ponto (x , y. z). 

Introduzamos as coordenadas polares 

X = a - | - R c o s O , Y= b - f Rsen O cos \}/, Z = c - } - R s e n G s e n ^ ; 

/ > / JJ ( I i i - >•*) Vda 
3 ) 

(Ra — 2rR cos <j> - f r2) 

teremos 

der = R s sen G dO d\J/. 

Chamemos r, 0, \]/ as coordenadas que se referem ao ponto (x,y, z). 
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Será 

cos 4> = cos O cos 0 -j- sen 0 sen 6 cos (\J/ — 

Ponhamos, sobre 2, 

V = / ( 0 , \ | / ) . 

Então (2) toma a fórma 

J Oj 

1 /¾ ,»2® mi —Ti) f ( O J l f ) 1 
- I I U K ' R aen Q dQ cA|/, 

( R s — 2 r R cos cj> + r 2 ) 5 

ou 

1 /¾ , ^ m n — a ^ f r e . x l / ) „ , 
(3) V ( X t j f t Z ) = - ± - J ^ L - I X i R 2 s e n © d 6 

J o J o ( l _ 2 a c o s < t > + a 2 ) s 

pondo 

r 
(4; - R - = a . 

Trata-se de desenvolver, segundo as potencias crescentes de a, 
o quebrado que está sob o integral. Consideremos primeiro a 
expressão 

1 

Pondo 

o que dá 

( 1 — 2 a c o s c j ) - f a 2 ) 2 

e < t V - T = z , 

2 008 45 = 3 - ) - 2 - 1 , 
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resulta 

1 — 2 a cos <J> + a* == (1— az) (1 —• az" 1 ) . 

Ora, sendo as series, dadas pela fórmula do binomio, 

, . 1 ! - 3 O ( 1 - a z ) « = 1 + - « + — + 

( ! - « m t T Í - = ! + ! ^ + ^ ! » » ^ » + . . . , 

absolutamente convergentes para a < 1 e cj> arbitrario, o seu 
producto dará o desenvolvimento 

1 
J = Po + P4 a + . . . + P„ a» + . . . 

(1 — 2 a cos 4> - f a2)* 

onde 

p 1 . 3 . . .(2w 1) 1 1 . 3 . . . ( 2 ^ - 3 ) 
2 . 4 . . . 2 « 2 2 . 4 . . . ( 2 n — 2) 

1 . 3 1 . 3 . . . ( 2 , - 5 ) | 1 . 3 . . . ( 2 , - 1 ) 

2 . 4 * 2 . 4 . . .(2n — 4) 2 . 4 . . . 2 » 

Es te coefficiente é um polynomio real do grau n em cos 4>: é 
um polynomio de Legendre. Sabe-se que P„ = Pil (cos 4>) attinge o 
seu máximo valor para <J> = O, sendo P„ (cos 0) = 1. Es t e facto 
era bastante para mostrar , se não fosse evidente, que o desen-
volvimento que vimos de obter é absolutamente convergente em 
região egual á das series factores. 



17 

Temos pois o desenvolvimento 

n — x 

T = S a»P„(eos4>), ( a < l ) , 
(1 — 2a cos (J) — a 2 ) ' « = 0 

do qual, derivando em relação a a e attendendo ás propriedades 
das series inteiras, deduzimos 

IL = OO 
COS cb — a . „ , 

T 2 Wa- lP a(COSCj j) . 

(1 —2acos4> + a ) 2 » = 1 

Combinando os dois últimos resultados, obtem-se 

l _ a 2 , i = 0 ° 
(5) 1= S (2m + l)a"P.(cosc}>), ( a < l ) , 

( 1 — 2a cos ¢ + a 2 ) s "=O 

que é o desenvolvimento pedido. 

1 O. Agora ó fácil demonstrar o theorema do n.° 8. 
A serie (ô) pôde considerar-se uma serie uniformemente con-

vergente em Õ e \J/. Por conseguinte as egualdades (3) e (4), 
pondo 

(C) Y b ( 9 , 4 0 = - J ^ i f f P n (cos 4>) . / ( O , >{/). R á sen© d Q 

dão a serie 

n =oo 
(7) V ( * , y , * ) = S r " Y „ ( 0 , t ) 

n = 0 

convergente na esphera de raio R, 
2 
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Reflectindo um pouco, via-se logo que esta convergência é ab-
soluta e uniforme. Mas é fácil pô-lo em evidencia. 

Designemos por L o limite superior da funcção con t inua / (0 , \ | / ) 
sobre a esphera, e consideremos a serie de termos positivos 

(8) S (2» + l ) L — 
«—o 

Esta serie é, como o mostra o desenvolvimento (õ), conver-
gente para r < R . Portanto, à fortiori, a serie (7) é absoluta-
mente convergente em egual extensão. 

Além d isso nos pontos em que 

R 

a serie (7) ó uniformemente convergente. Isto é, sendo 5 um 
numero positivo arbitrariamente pequeno, póde-se determinar 
um inteiro positivo p tal que, na região indicada, se tenha 

2 r » Y „ ( 0 , t ) < < 

Para o mostrar , Weiers t rass (') procede assim: seja H um nu-
mero positivo menor que 1 mas maior que e; a serie (8) é con-

r 
vergente para -_— = h; seja g um numero pelo menos egual á 

R 
somma d'esta serie 

S ( 2 n + 1)LH-, 
«=o 

(') V e j a - s e : APPEI-T-, log . cit., p. 317. 
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ter-se-ha evidentemente 

g^> (2n + 1)LH", (2n + 1)L ^ ^H" 

r , 
Mas, para - <. e, tem-se 

R 

< S ( 2 « + l ) L e ^ / s ( 0 l . 
Ilz=MI, H=W ^ ' 

g / e\™ 
Ora a ultima somma é egual a 1 — ) ; bastará pois de-

terminar p pela condição 

e \ H / 
1 X 7 

H 

para demonstrar a uniformidade da convei-gencia. 
Voltemos ás coordenadas rectangulares. Attendendo á expres-

são de Pn e á de cos cj> concluimos que Y„ (0, \J/) é uma funcção 
inteira e de g rau n de cos 0, sen 0 cos vj/ e sen 0 sen vj/. Ora como 
estas quantidades são de g rau zero em ordem a x — a, y — b, 
z — c, segundo se vê das fórmulas 

x = a -j- r cos 0, y = b r sen 0 cos \}/, z = c -J- r sen 0 sen 

resulta que, pondo r2 = (x — a)2 -\-(y — b)'1 -}- (z — c)2, o termo 
geral do desenvolvimento (7) ó uma funcção inteira e homogenea 
de grau n de x — a, y — b, z — c. 

Pondo por isso 

(9) r» Y11 (0, = V11 (x — a, y — b, z — c), 
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temos o desenvolvimento 

n —oc 

(10) V(x, y, z) = S VK(x — a, y — b, Z-c), 
H = O 

isto é, a funcção harmónica V desenvolvida numa serie de poly-
nomios homogeneos, absoluta e uniformemente convergente numa 
esphera de convergência para cujos pontos 

6 < I- C . q . d . 

Os polynomios Vm são harmonicos, como o mostram as notas 
do n.° 8. 

Além d'isso exprimem-se, segundo a fórmula (9), em funeções 
muito notáveis. A funcção Y„(0, ^ chamada/uneção dê Laplace 
ou funcção espherica d'ordem n. 

Sem querermos insistir nas importantes propriedades d 'estas 
funeções ( '), tão úteis na Mecanica Celeste e na Physica mathe-
matica, diremos no emtanto que a funcção mais geral d 'ordem n 
encerra 2n -(- 1 coefficientes arbitrarios (os quaes no nosso des-
envolvimento tcem valores particulares). 

E fácil reconhecê-lo partindo, para definir essa funcção, não 
do nosso polynomio V„, mas do polynomio homogeneo mais geral 
e de grau n que satisfaz á equação de Laplace. Es tes coefficientes 
têem um papel importante na solução do problema de Dirichlet 
relativo á esphera (â). 

(1) Veja-se, por exemplo, TISSERAND, Mécanique Celeste, t. n, cap. xvi e 
XVII. O livro clássico para o estudo d'estas fuueções é: H E I N E 1 Handbuch 
der Kugelfunctionen, 1878. 

(*) PAINLEVE 1 numa Memoria conhecida (Sur Ies liffnes singulieres des 
fonetious anali/tiques. Annales de la Facultó des Sciences de Toulouse, t. n, 
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1 1 . Inversamente, uma serie de polynomios harmonieos 

n—x 

n = 0 

representa uma funcção harmónica no interior de uma certa 
esphera, tendo por centro a origem das coordenadas. 

Introduzindo as coordenadas polares, a serie considerada trans-
forma-se nest 'outra 

U=OO 
(11) 

H=O 

Designemos por A11 o maior valor que toma Y11 quando 8 varia 
d e O a a j e v J / d e O a 2>n, e consideremos a serie de termos po-
sitivos 

11=-3O 

S A / . 
H=O 

Esta serie converge para todos os valores de r inferiores a um 
numero determinado R; portanto a serie (11) converge absolu-
tamente à fortiori no interior d 'uma esphera de raio R. 

Demonstra-se como anteriormente que a convergência é uni-
forme no interior da mesma esphera. 

Além d'isso seria fácil de ver que a funcção representada pela 
serie admitte derivadas parciaes de todas as ordens que se obtém 
formando a serie das derivadas dos termos successivos. Temos 

p. B), apresenta resultados mais geracs do que os que vimos d'obter, 
mostrando que toda a funcção harmónica se pôde desenvolver d uma infi-
nidade de maneiras, numa serie de polynomios harmonieos. O que dissemos, 
porém, é sufficiente para o nosso ponto de vista. 



pois 

e portanto 

A V = S A V n = O. C. q. d. 
H= -0 

1 S i . Terminaremos estas generalidades estabelecendo dois 
theoremas que adiante nos serão úteis e que estão para theoria 
das funeções harmónicas, como os theoremas de Abel para a 
theoria das series inteiras. 

D'esses theoremas, o primeiro pelo menos está implicitamente 
contido nos trabalhos de Schwarz ('). Entre tanto foi Harnack 
quem primeiro os demonstrou. 

I. Supponhamos que a serie 

cujos termos são funeções harmónicas positivas num certo espaço 
E, converge num ponto interior I d'este espaço. Digo que, em 
qualquer região interior a E, a serie U convergirá uniformemente 
e representará uma funcção harmónica. 

Seja V uma funcção harmónica positiva numa esphera de 
centro I e de raio R; para um ponto interior P e para o centro 
I , tem-se 

U = U,n> + U ( , ) + . . . . + U w + . 

(1J Ver a these de J U L E S RIEMÁNN : Sur Ie problhme de Dirichlet, p. 13. 
(Foi publicada nos Annalen de VEcole Normale Supérieure, 1888). 
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Ora como V é positivo, e como 

R — d R i — d1 R + d 
< i — < 

(R + d)â ^ r 3 (R — df 

por isso que r está sempre comprehendido entre R -(- d e R — d, 
será 

^ v ^ R ( R - M ) v 

( R + l j * (R — d)2 

Suppondo a esphera interior ao espaço E e applicando a re-
lação precedente á funcção 

V = Uw + U"'+" + . . . + U("+m), 

resulta, quaesquer que sejam n e m , 

(R df - • 1 ' f ' " < : I! J f U ' v ' t=n l—n í=n 

Convergindo a serie U no ponto I, convergirá pois em todo o 
ponto P interior á esphera : e convergirá uniformemente como o 
mostra também a desegualdade anterior. 

Resta-nos demonstrar que U representa uma funcção harmó-
nica. Descrevamos de I como centro uma esphera de raio R ' < R . 
A serie U é uniformemente convergente em toda a esphera R ' ; 
portanto podemos integrá-la ao longo da superfície da esphera 
formando a somma dos integraes dos seus termos, o que dá 

/ / " ^ = u > ' + U - + . . . + U - + . . . = U , 

E fácil agora provar que Up , funcção das coordenadas (a, b, c) 
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do ponto P, é harmónica; basta provar que a expressão 
. R'2 — d* 
Q = — o é. Ora, attendendo ás relações 

R'2 = íc2 + y2 + z2, á i = 0« + 6i + c«f 

r» = («-*)« + (b -y)* + (c-z)*y 

temos successivamente 

dQ _ t2a 3(a — x)(R'i — di) 
da r 3 r® 

d2Q 2 12a(a — x) 3(R'2 — d 2 ) 15(a — a ; ) - (R ' -—d r ) 
da2 r3 r 5 r5 r7 ' 

D'onde se deduz 

^ Q ^ Q f Q _ 6 a(a — x)-\-b(b — y)+c(c-z) 
da2 dè2 + dc2 ~~ r 3 + " r 5 

6(R'2—d2) „ 

por ser 

r 2 = a 2 + 62 + c2 + K2 + ?/2 + z2 — 2ax — 2 by — 2cz 

e portanto 

a(a — x) + b (b — y) + c (c — z) = d2 + -J- (r2 — d2 — R'2). 
2 

Isto posto, como por meio d'um numero limitado de espheras 
cortando-se successivamente podemos attingir um ponto qual-
quer, fica o theorema demonstrado para qualquer região com-
prehendida no espaço considerado. 
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I I . Sejam it<0), u{,), . . . , uM, . .. funeções harmónicas no in-
terior d 'um espaço E limitado por uma superfície S, e supponha-
mos que u'"' tende para Ul,;" quando o ponto interior I tende 
para o ponto M da superfície por um caminho qualquer ; suppo-
nhamos mais que a serie 

u = U"" + U"'1 + . . . + U w + . . . 

é uniformemente convergente sobre a superfície. Digo que a 
serie 

U = Um + «<'> . . . +M' ' " + . . . 

será uniformemente convergente em todo o espaço E e representará 
uma funcção harmónica. Além d'isso U1 tenderá para UM quando 
I tender para M por um caminho qualquer. 

Sendo U uniformemente convergente, poder-se-ha, dada a 
quantidade positiva e arbi trariamente pequena, tomar n bastante 
grande para que, em qualquer ponto da superfície e para qual-
quer valor de p, se tenha 

| U1"' + . . . + U"+"1 | < e. 

Ora, (n.° 5, th. IV) , a quantidade 

| u"} + •.. + Wi"+"1 | 

no interior do espaço considerado é inferior ao máximo da ex-
pressão antecedente sobre a superfície; resulta d'aqui que a serie 
u é, no espaço E, uniformemente convergente. 

Raciocínio egual ao empregado no theorema anterior mostra 
que u é harmónica. 

Para demonstrar o ultimo ponto notemos que, pelas condições 
do theorema, se tem, suppondo I e M sufficientemente proximos 
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e n arbitrario, 

s u ? - s < 
i=0 i=0 

<6. 

Pondo P = CO nas ultimas quantidades consideradas, ó fácil de 
ver que se tem 

S u ? - S uf 
i=0 i = 0 

< 3 e . C. q. d. 



III. PRINCIPIO E PROBLEMA DE DIRICHLfiT. 

1 G. Consideremos um espaço E limitado por uma superfície 
fechada, simples ou múltipla, S. E supponhamos que sobre S era 
dada uma successão continua de valores, cada um associado a 
um ponto da superfície. 

Eis o problema que vae occupar-nos: 
Determinar uma funcção V harmónica em todo o espaço E e 

tomando sobre a superfície S os valores dados. 
E o problema da integração da equação de Laplace por meio 

dos valores que o integral toma sobre a superfície. 
O principio de Dirichlet affirma que o problema admitte sempre 

uma solução e uma única, qualquer que seja a superfície dada. 
O problema de Dirirhlet trata d'obter essa solução. 

Estas denominações, introduzidas por Riemann na sua memo-
rável dissertação inaugural, são hoje correntes na Sciencia, em-
bora mal escolhidas, por isso que o problema já havia preoeeupado 
vários geómetras anteriores a Dirichlet ( '). 

Riemann deu do principio uma demonstração que attribue a 
Dirichlet, muito breve, mas que não apresenta um rigor suffi-

(') Sobre a historia do problema e mais indicações bibliographicas, ve-
j a - G E : DUIIEM, Leçons sur l'é.lectricité et Ie magné.tisme, t. I , p. 1 5 1 e seg. 
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ciente. Vamos porém expô-la porque ella reduz o principio a 
u m a questão de minimo. 

1 7 . Principiemos por demonst rar os dois theoremas que 
seguem. 

I . Se j am no espaço considerado: V uma funcção ha rmónica ; 
U uma funcção uniforme, finita e contínua bem como as suas 
der ivadas parciaes de pr imeira e segunda ordem, e tomando 
sobre a superfície que fecha o nosso espaço os mesmos valores 
que V. Nestas condições, o integral 

( D K D ) = / / / 
" / d U \ 8 / d U \ « / d U \ « 

. W + U 
dx dy dz 

é minimo para U = V. 
Ponhamos , com effeito, U — V = CD; ter-se-ha 

rrr/àv d e u dV d c o dV d c o \ , 

Ora uma fórmula conhecida (n.° 2) mostra que 

VdV dCO dV dCO dV d O ) \ , , 7 
1 Icta.1 dy dz 

da; díc dy dy dz dz J 

'd V 
J j J 
= - J J -UJda —JJJ CO A V dx dy dz: 

expressão nulla por isso que, sobre a superfície, CO = O e, no 
espaço, AV = O. Po r conseguinte 

I (U) = I ( V ) + I(CO). 

Como os dois termos do segundo membro são essencialmente 
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positivos, I(U) é minimo para I(CU) = O, isto é, para U = V 
visto que CO é nulla sobre a superfície. 

I I . Inversamente, se o integral I(U) é minimo para U = V, 
sendo V uma funcção analoga a Ue que toma sobre a superfície 
os mesmos valores que U, V será harmónica. 

Façamos 

U = V + a ô , 

sendo a uma constante e 0 uma funcção analoga a U e V, mas 
annullando-se sobre a superfície. Resulta 

I ( U ) = I ( V ) + 2 a j j j ( 
dV d0 dV d0 dV d0 \ a T / n , 
- —--+ — — + — - )clx dydz+a21(0;. 
da; òx dy dy dz dz J 

Como I é minimo para a = O, deve ser i - = ( ) , isto 
é, deve ser nullo o coefficiente de a: logo * 0 

(2) I I I Q Wdxdyclz = 0. 

Ora 0 não está sujeita a annullar-se em todo o espaço E. Sup-
ponliamos que, num ponto (a, b, c) do interior de E, AV não é 
nullo: será d 'um signal invariavel numa certa extensão E' com-
prehendendo [a, b, c). 

Definamos 0 nos espaços E — E' e E ' , respectivamente, pelas 
egualdades 

0 = 0, 0 = [p2 - (x - af - (y - bf - ( z - c)2]", 

sendo p o raio vector do ponto (x, y, z) prolongado até á super-
fície que termina E ' e m um inteiro superior a 2: então as de-
rivadas de 0 conservarão a continuidade na passagem de E' para 
E — E' . Mas, para uma tal funcção, o integral (2) não pôde 
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ser nullo. Resulta que, era todo o espaço, 

A V = O. . C. q. d. 

1 8. Postos estes dois theoremas, notemos que o integral (1) 
que vimos de considerar, sendo positivo e não podendo annul-
lar-se, é limitado inferiormente. 

Dirichlet considera evidente que, entre as funeções U, existe 
uma, V, que faz tomar ao integral I esse valor limite; sendo 
assim, segundo o ultimo theorema, V será harmónica e o prin-
cipio de Dirichlet acha-se demonstrado. 

Demais já se sabe que, se o problema admitte uma solução, 
essa solução será única (n.° 5, th. V). 

A affirmação de Dirichlet. porém, não passa de uma hypothese 
porque uma funcção limitada não toma forçosamente o seu valor 
limite ( ' ) ; de sorte que a demonstração que indicamos conside-
ra-se hoje insufficiente. 

Veremos adiante que a Analyse possue actualmente methodos 
seguros para demonstrar em casos muitíssimo extensos, mas 
apesar de tudo particulares, o principio de Dirichlet e simulta-
neamente para resolver o problema. 

1 9. Parallelo ao problema precedente ha ura outro, analogo, 
mas relativo ao espaço connexo exterior a uma superfície simples 
ou múltipla. As considerações que seguem vão permittir-nos 
formular esse problema e reduzí-lo ao problema interior. 

Transformemos a superfície S por meio de raios vectores re-
ciprocos collocando num mesmo ponto interior a S a origem das 
coordenadas e o polo da transformação, a qual, nessas condições, 

(•) Assim a funcção y = x — [a], onde [a:] é o maior inteiro contido em 
x, admitte o limite superior 1 mas sem nunca lhe ser egual. 
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é definida pelas fórmulas conhecidas 

klI * * * , , 
x — y - » V = - * - • > z = *~> P = ^ l + " ' + V i ( « = C o n s t . ) . p- p- P-

A superfície S fica correspondendo uma superfície S ' ; a todo 
o ponto interior a S um ponto exter ior a S ' ; aos pontos infinita-
mente vizinhos da origem no primeiro espaço, os pontos infinita-
mente aftastados da or igem no segundo espaço. 

Will iam Thomson ( ' ) foi quem introduziu este methodo de 
t ransformação no estudo das questões que nos occupam. Deve-se 
ao il lustre physico inglez a seguinte important íssima n o t a : se a 
funcção V(x , y, z) é harmónica no interior da superfície S, a 
funcção 

1 /k*% A4H k* z,\ 
W f c l H l 5 = - V ( - V , — — ) 

P \ P" P- P' / 

será harmónica no exterior da superfície S ' . E o que, com effeito, 
vamos verif icar . 

Formemos a expressão 

d*W d* 1 d l dV àx 
= V ( - 2 . 2 

d F à f - P p àx d-z 

1 v | " d ' 2 V ( * * \ > d* V àx dy d2V àx dz ^ dV d Vl 

p ""^l da;2 \d \) àxày d| dj àx dz da; dy_| 

onde o signal se re fere aos termos que se obtêem dos indica-
dos por meio de permutações circulares de x, y, z. Expressões 
semelhantes se acham para as outras der ivadas parciaes . A sua 

(•) Jnurnal de Liouville, t. xir, p. 256. 
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somraa e 

A W = V 1 A - 1 ^ I V D V A ® 
p p àx 

1 fe d 1 àc d 1 <te\ 
+ 2 2 — ( 1 1 

da; \ d^ p dz, ÒH p dH dç p àx, J 

^ 2 ^ d 2 V / àx óy da; ày da; dy 

p da; dy\ d^ dn dH d^ d^ 

+ 1 ^ d ^ V f / d í c X í / ( t e \ 8 / d a ; \ - ~ | + U ) + U ) J 
onde 2 tem a mesma extensão que na ultima egualdade. 

E faeil de ve r que, neste resul tado, são nullos o coeíficiente 
de V e os das suas der ivadas em ordem a x, y, z, xy, yz, zx, e 

Jci 

que os das res tantes der ivadas têem o valor eommum —. Logo 
Pb 

7 . 4 

A f f = - A 1 Y = O. C. q. d . 
P 5 

Das duas funeções V e W, uma diz-se a t ransformada da 
outra . Se, como temos supposto, V(x, y, z) tem na origem um 
ponto ordinário, então W apresenta pa ra p = co os seguintes 
ca rac te res : 1) é finito o valor de lim. pW e portanto nullo o de 

dW 
W; 2) é finito o valor de lim. p2 , . . . , e por tanto nullo o 

dW 
de , . . . , como se deduz da expressão 

dI 

i àW = _ y fc2 / d V p2 - 2 ¾ ¾ _ d V 2 H 1 _ d V 2 i 1 
P d | p p \ d r p2 dy p2 àz p2 
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attendendo a que o limite das quantidades —, —- e — - é finito. 
P P" P" 

A funcção W apresenta pois no x> os caracteres da funcção 
potencial ( ') , o que se exprime muitas vezes dizendo que W se 
annulla no infinito como uma funcção potencial. Nós diremos que 
W é regular no infinito. 

Podemos agora ennunciar o problema exterior de Dirichlet : 
Determinar uma funcção que seja harmónica no exterior d'uma 

superfície S, tome sobre esta superfície uma successão continua de 
valores dados e seja regular no infinito. 

Vemos ao mesmo tempo que, pelo methodo de Thomson, a sua 
resolução se reduz á do problema interior. Fica assim reconhe-
cida, de uma maneira directa, a necessidade das condições que 
Picard (log. cit., t. i, p. 144) impõe no infinito á funcção har-
mónica. 

1 9. Pa ra completarmos o que diz respeito ao problema ex-
terior vamos estabelecer a fórmula de Green relativa a este caso, 
seguindo o caminho que nos suggere a nota de Thomson. 

Limitemos o espaço, exterior á superfície dada S, por uma 
esphera 2 descripta da origem como centro com o raio R, e 
appliquemos ao ponto ( a b , c) do espaço assim obtido, a fórmula 
do n.° 3. 

A par te do integral relativa a 2 é nulla. Com effeito, o em-
prego das coordenadas polares e o facto da funcção ser regular 
no infinito mostram que essa parte tende para zero á medida que 
R augmenta ; e como, por outro lado, é independente de R, será 
nulla. 

Temos pois a fórmula 

^ * > > > - k f J I r i - " : ) * ' 
(') Veja-se: P I C A R D , Traité d'Auàlyse, t. i, p. 104, 

3 
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onde as derivadas são tomadas segundo a normal exterior á su-
perfície. 

Partindo d'esta fórmula e seguindo uma marcha analoga á do 
capitulo ultimo, concluímos que uma funcção, harmónica no ex-
terior d 'uma esphera de raio R e de centro (a, b, c), e regular 
no infinito, é expressa pela serie 

\ ( x , y , £ ) = S 2 ^ 1 ^ y f l f j P,(cos<J)) /(0, \ | / )R2senGdGd\j / 

uniformemente convergente em todos os pontos que verificam a 
condição 

1 1 < — 6 < I . 

Á expressão precedente pôde dar-se a fórma 

' " Yh (6, t ) 
(2) V (x, y, z) = S 

r" + t 

n = 0 

onde Y. (0, ty) é uma funcção espherica de ordem n. 
Ora, como já vimos, é 

r* Y11 (0, = V„ (x — a,y — b, z — c), 

sendo Y11 ura polynomio harmonico, horaogeneo e de grau n. E 
como 

n = 0 

ter-se-ha a fórmula 

' V . (x — a,y — b, z — c) = V. 
- - » + ' 

H = O 
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que é de uso escrever 

H = X 

(3) V (x,y, z) = 2J V_ („ + l ) ( a — a,y— b,z— c). 

A funcção V_(„+ i) (ÍC — a, y— b, z — c) é harmónica, porque 
sendo o polynomio V„ harmonico, também o será, segundo o 
theorema de Thomson, a funcção 

-a y — b z- V11 (x — a, y — b,z — c) 

A fornia (3) de desenvolvimento caracterisa, seria fácil vê-lo, 
a regularidade da funcção no infinito. 

í i O. Na integração da equação de Laplace, e bem assim de 
outras equações analogas que apparecem na Physica Mathema-
tica, desempenha um papel importante uma funcção a que Rie-
mann deu o nome de funcção de Green ('). 

Limitando-nos á equação de Laplace, diremos que foi pelo 
emprego d'essa funcção que primeiro se conseguiu resolver com-
pletamente o problema de Dirichlet no caso de duas variaveis, 
graças aos trabalhos de Harnack (-J. 

Sejam P (x,y, z) e 1 (a, b, c) dois pontos pertencentes ao espaço 
considerado E, um movei e outro fixo. Seja r a sua distancia. 

A funcção de Green, G (x,y,z), é assim definida: a) é har-

(') Vejam-se, por exemplo, varias Memorias recentes de P I C A R D e P O I N -

CARÉ sobre equações ás derivadas parciaes, lineares e de 2." ordem. 
(-) Veja se: HARNACK, Die Grundlagen der theorie des logarithmixchen po-

tentiales, p. IlG; 1887. Pôde vér-se um esboço dos trabalhos de Harnack na 
tliese de Jules RIEMANN, log. cit., p. 65. 

r * » +1 
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momca em todo o espaço E excepto no ponto I onde se torna 
infinita; 2) annulla-se sobre a superfície S que limita E; y) a 

difterença G é harmónica mesmo no ponto I a que, para 
r 

abreviar, se dá o nome de polo da funcção de Green, apezar da 
accepção difterente que essa palavra tem na theoria das fun-
cções. 

Se o problema de Dirichlet para o espaço considerado tem 
solução, a funcção de Green relativa a um polo I existe e é 
única. 

Com efteito, seja d(x,y,z) uma funcção harmónica em E e 

tomando em cada ponto de S o valor . A expressão 
r 

G (x, y, z) = 0 (x, y, z) - f — 
r 

será a funcção procurada. Não pôde existir uma segunda porque, 
era fácil vel-o, a differença das duas seria identicamente nulla. 

Vê-se pois que, sabendo resolver o problema de Dirichlet, se 
sabe construir a funcção de Green. 

Inversamente, conhecida a funcção de Green, sabe-se resolver o 
problema de Dirichlet. Consideremos, na verdade, uma funcção 
qualquer V, harmónica no espaço E. Temos a i'elação (n.° 2, 
fórm. 3) 

C C / d0 dV\ ( V 0 — Wo- = O 

JJ S\ dn dIiJ 

que, visto ser 0 = sobre a superfície, se pode escrever 

J j S J J s r díi 
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Por outro lado tem-se, para o ponto I, 

V(a,l,c) = ^~ / / \ V — -V ' ' ' s \ àn r 

ou, attendendo á ultima egualdade, 

Notemos, de passagem, que por meio da funcção G se con-
dV 

segue eliminar da fórmula de Green a derivada — (Cf. n.° 6). 
d n 

Agora a questão reduz-se ao seguinte. Suppondo que a funcção 
V que está sob o integral é uma funcção contínua das coorde-
nadas que fíxam a posição d'um ponto sobre a superfície da 
esphera, provar: 1) que a funcção V (a, b, c), definida pela fór-
mula (á), é integral da equação de Laplace; 2) que, quando o 
ponto interior G tende para o ponto N da superfície, o valor 
V (a, b, c) tende para o valor Yn dado nesse ponto. 

Relativamente ao primeiro ponto basta notar que da fór-
mula (4), que se pôde escrever 

tiramos 

A V(a,^0)=1 f j ^ 

pondo 

V D Y A 0 + A - 1 - ) da =O 
S àn V - ' 

d2 d2 d2 

A = 1 1-—r. C. q.d. 
da2 ^ r dS2 ^ r dc2 1 



38 

A demonstração do segundo ponto é longa e delicada; e como 
neste breve trabalho não empregamos a funcção de Green, Iimi-
tamo-nos a citar, para o caso analogo das duas variaveis, o livro 
de Harnack (1) a quem a demonstração é devida. 

3 1 . Como applicação do que vimos de dizer, procuremos 
a solução do problema de Dirichlet no caso d'uma esphera. E 
uma das formas do problema de Laplace. 

Adoptaremos a notação do n.n G, apenas com a difterença de 
representarmos pela lettra M um ponto qualquer da esphera e 
não simplesmente um ponto da superfície. 

Afim de obtermos a funcção de Green relativa á esphera e 
ao polo I (a, J, c), notemos que a quantidade 

funcção das coordenadas x, ?/, z do ponto M, é harmónica em 

toda a esphera e toma sobre a sua superfície o valor , 
I R l r 

como se deprehende da relação — = —- .— demonstrada em 
oc r d ri o n.° b. 

Segue-se d'aqui que a funcção de Green procurada é 

R 1 

(5) 

e portanto que a expressão ( já obtida por outra via) 

W - L f f y L { r d ri 

1 R 1 
da 

(1) Log. cit., p. 121. Pôde vêr-se também sobre o assumpto: Jules KIE-
MANN, l o g . CÍ t , p . 7 2 . 
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fornece, segundo a fórmula (4), o integral da equação de Laplace 
110 caso da esphera. 

Supprindo uma lacuna do ultimo numero, vamos estabelecer 
directamente que, quando I tende para o ponto N da superfície, 
V, tende para o valor de V nesse ponto. 

Seguiremos, com Picard ( '), uma marcha analoga á que usa 
Schwarz no caso de duas variaveis. 

O integral anterior pôde escrever-se (n.° 6) 

1 / • / • (R2 — d 2 ) V d e 
(6) V ( « , 6 , c ) = ^ - 1 1 

(R s — 2(ZR cos 4> + d1) 
3 / 
2 

Se notarmos que existe uma funcção harmónica que é egual á 
unidade em todos os pontos da esphera [é a funcção Y (a, h, c ) = l ] , 
teremos, segundo a fórmula fundamental (n.° 3, fórm. 6), 

(R2 —d2)d<r J _ f f — 
4 w l l J J a 1 ' -(R2 — 2dR cos - f d1) 

qualquer que seja o ponto interior (a, b, c). O que permitte dar 
a (6) a fórma 

(7) V M , ) = ^ + ^ 
1 CC (R2 — o?2) (V — Yy)da 

3 • l i — 
J J /R2 — (R2 — 2dR cos c}) + d 2 ) ' 

Vamos determinar um limite superior do termo que contém o 
integral. 

Descrevamos, de N como centro, um pequeno circulo corres-
pondente ao angulo t no centro da esphera. Esse circulo divi-
dirá a superfície em duas ealottes c e C: decomponhamos o 

(') Log. cit., t. i, p. 15(1. 
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termo a estudar do segundo membro de (7) em duas parcellas, 
m e M, respectivas ás duas calottes. 

Como a funcção V é contínua, poder-se-ha dispor de t de 
maneira que, em c, seja | Y — V N j < e , sendo e um numero 
positivo arbitrariamente pequeno. Tem-se então 

' 4 O J R 

e, á fortiori, 

e r r (R*—d*-)dcy 

™ J J (R2 — 2aíR cos 4> -f- d2)5 

| m | < e. 

Passemos á segunda parcella. Tem-se 

( R — d ) 2 > 0 

ou 

R 2 - f - d 2 > 2 d R , 

e portanto, por ser, sobre O, cos c{> < cos t, 

R2 — 2c7R cos 4> + d2 > 2<ffi (1 — cos t). 

Logo, designando por g o limite superior dos valores absolutos 
de V dados sobre a esphera, teremos 

2g R 2 — d- r r 
M i < 5 s : ? / 

[2dR (1 — cos t)Y J J c 

Podemos pois escrever, segundo o que precede, 

2ffR (R2 — d*) 
| V ( a , 6 , c ) — V n I <o + ^ L - , 

[2dR (1 — cos í)]2 
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Fazendo tender o ponto (a, b, c) para N, e portanto d para R, 
como c é tão pequeno quanto se quer, resulta que V (a, 5, c) 
tende para V s : é o que desejavamos demonstrar . 

Dada pois uma successão contínua de valores V sobre a esphera, 
a fórmula 

dá o integral da equação de Laplace que toma sobre a superfície 
da esphera os valores dados. 

Na pratica usa-se da serie já estudada 

Es te resultado é susceptível d 'uma forma mais elegante, mas 
que não podemos desenvolver aqui ( '). 

De maneira analoga se resolvia o problema exterior relativo 
á esphera. Digamos apenas que, quando o ponto (a, b, c) se suppõe 
fora da esphera, a funcção de Green correspondente é dada 
ainda pela expressão (5). 

V (a, b, c) = 2 r » Y , ( 6 , t ) . 
B= n 

(1) Yeja-se: JORDAN, Cours d'Analyse1 t. m , p. 413. 





I Y . TRANSFORMAÇÃO DA EQUAÇÃO DE LAPLACE. 

A theoria geral das coordenadas curvilíneas orthogonaes 
é devida a Lamé. «O seu emprego, diz o illustre auctor, é espe-
cialmente importante nas questões relativas aos corpos cuja super-
fície, ou cujas differentes partes podem ser representadas por 
valores constantes de taes coordenadas» ('). Tal é a origem da 
importancia d'esta theoria na solução do problema de Dirichlet. 

Afim de effectuar a transformação da equação de Laplace, 
recordemos as noções indispensáveis. 

Se designarmos por x, y, z as coordenadas cartesianas d 'um 
ponto, e por A, p, p tres parametros arbitrarios, as equações 

/(«J Ih z) = \ $ («, Ih z) = Ij; t (x> Ih z) = P 

definirão tres famílias de superfícies. Supponhamos que estas 
superfícies são taes que tres d'ellas, cada uma de sua familia, 
tem em geral um só ponto commum. Como então este ponto fica 
determinado pelos valores particulares que os parametros tomam 
sobre as superfícies que o contéem, os parametros A, p, p deno -
minam-se as coordenadas curvilíneas do ponto ( x , y , z ) . 

( ' ) L A U É : Leçous sur Ies coordonnées citrvilignes, § T N . 
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As tres superfícies e suas linhas de intercepção dizem-se super-
fícies e linhas coordenadas do ponto. 

Supporemos o systema orthogonal, isto é, supporemos que as 
superfícies coordenadas são, em cada ponto, perpendiculares 
entre si; neste caso succederá o mesmo ás linhas coordenadas. 

Ao longo de cada linha coordenada varia unicamente um 
parametro. Segue-se d'aqui que os cosenos directores da tan-
gente a uma das linhas coordenadas, (A) por exemplo (fig. 3), 
valem 

1 da? 1 dy 1 dz 

' ' M dA' Yi d \ ' T i dÃ' 

se se põe 

Analogamente os cosenos directores da normal á superfície 
(|j|j) são 

1 dA 1 dA 1 d/V 

ki dx' ki dy ' ki dz ' 

pondo 

Como a normal á superfície (fjp) é tangente á curva (A.), os 
valores (1) são respectivamente eguaes aos valores (2). Multipli-
cando as egualdades assim obtidas por 

dA dA dA 

da;' dy' dz 



e sommando os resultados, encontra-se 

e portanto 

^ dA 1 dx 

d® hi dA 

Por meio de permutações circulares das coordenadas novas 
fórmulas se deduzem das que vimos de obter. 

Tratemos agora de exprimir AV em coordenadas curvilíneas. 
Ha muitas maneiras de effectuar a transformação ( ') . A que vamos 
expôr é fundamentalmente devida a Lamé. 

Designemos, no calculo a fazer, as coordenadas cartesianas 
por Xj, j — 1, 2, 3 e as curvilíneas por AI, ¢ = 1, 2, 3. 

Calculemos primeiro AA J . 
Da ultima egualdade que, na nossa notação, se escreve 

^ dA; 1 dXj 

'dX j hi dAi' 

deduz-se 

d-A; àxj d l 1 d cte^ 

àxf dA; àx] h* Iif dXi dA, 

d'onde, fazendo j — 1, 2, 3 e sommando, 

a a = — 1 4 - - 1 y d — 
' d \ h) h] àx1 d \ ' 

( ' ) CESARO, na sua Introduzione alia teoria matematica delia Elasticità, 
1894, apresenta tres. 
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P a r a calcular o S , formemos a egualdade 

d àXj d.\i d àXj ^ dA-j d Axj dAj d da;, 

àx) dA, d X j dAi dA; Ax1 dA« dA; d X j dA3 dA, 

1 óxj d dX j 1 dX j d àXj 1 àXj d àxJ 

Af dAj dA; dA] h\ dA2 dA, dAâ
 + h\ dA3 dA, dA 3 ' 

Façamos j— 1 , 2 , 3 e sommemos. O coefficiente de — que é 
Af 

Sd Xj d àXj I d àXj 

-— : — , reduz -se a — — Af = Ai - segundo a expressão . dA] dA,- dAj ' 2 dAj dA, ° 1 

de hi. Temos pois 

„ d dX j 1 dA, 1 àhi 1 à/13 d 

f = ^ + ^ i x r + 7 * a ~ x ; = d x : l o g 7,2 * 3 ) ; 

e por conseguinte, pondo T = AjAaAs, 

1 / d 1 1 d T \ 1 
( 3 ) A A " = T ( ^ Ã f + Ã f d X j = T 

d T 

dA Af' 

Is to posto, tem-se 

d áY _ v dV d-A, ^ d \ d dV 

d»f dA: da>f da\ àx, dA j J ' I j j ' 

Logo, fazendo j = 1 , 2 , 3 e sommando, temos 

„ dV „ d A ; d dV 
A V = S 7~ ' • . dA: . da;, da;, dA 
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Ora 

„ dA d d V _ 1 àxj d dV 1 d dV 

àxj dXj dAi h~ j dAi àxj dA,- h] dA; dAi' 

por tanto 

/ d V 1 d 2 V\ 

+*!*) 
ou, a t tendendo a (3), 

v — 1 v ^ d v 1 - 4 - 1 . ¾ J L y 1 1 - d V \ 
A ~~ T T 1 \dA, dÃ; Ãf + hf d A? / T d A; V A? d A , / ' 

ou ainda 
^ V — 1 T — / í 3 d V ^ 4 - — ( — - — ^ 

Al /<2 A3 L dAi \ hi dA| J dAâ \ Iii dA2 / 

d Zh jh t dV \ ~ | 
+ dA3 \ A3 d A j / J ' 

E s t a fórmula important íss ima é devida a L a m é (log. ci t . , 
§ x iv) ( ' ) . 

Voltando á nossa notação e egualando a zero a expressão an-
ter ior de AV obtem-se a t rans formada da equação de Laplaee , 
a saber 

(A) _ Í d Y \ 4 - — í h — 4 - — ( k l — - W o 
^ ' dA U " d A / à\i\ Jii d(j / + dp \ h3 dp / 

3 3. O problema de Dirichlet apresenta-se agora sob a forma 

(') Sobre a importane.ia do parametro differencial AV na Physica Ma-
thematica, leia-se: BOUSSINESQ, Courn d'Analysel t. i, 2." faac., p. 71. 
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seguin te : achar unia funcção V de A, p, |j que verifique a equa-
ção (4) no espaço limitado pela superfície 

e tome sobre esta superfície os mesmos valores que a funcção 

sendo 6 e T as t ransformadas das funcçSes analogas do problema 
primitivo. 

Façamos duas applicações d 'esta doutrina. 

3 4 . Consideremos pr imeiro a s coordenadas esphericas o u 
polares dadas pelas fórmulas 

£c = r c o s 0 , y = r sen 0 cos \J/, Z = J-SenOsenvj/, 

que definem tres famílias de superfícies: espheras concêntricas, 
cones circulares d'eixo commum tendo por vert ice o centro da 
esphera , e uma família de planos tendo o mesmo eixo. 

Fo rmando as egualdades 

Ai = 1, Jii = r , Ji3 = r sen 0, 

reconhece-se que, neste sys tema, a equação de Laplace é 

d / d V \ I d / d V \ 1 d2V 
_ ( r 2 _ _ ) j ( Sen 0 — ) = 0 . 
àr\ dr J sen 0 d 0 \ d 0 / ^ sen2 0 dvj/2 

Foi sob esta fórma que Laplace descobriu a equação que t raz 
o seu nome. D'el la podiamos part i r (1) pa ra obter o integral que 

( ' ) JORDAN, l o g . c i t . , t . m , p . 4 1 1 . 
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se apresenta, como vimos, sob a fornia d'uma serie de que cada 
termo se compõe d'uma potencia do raio multiplicada por uma 
funcção espherica. 

3 i 5 . Depois do systema polar, o systema orthogonal mais 
simples é o das coordenadas ellipticas, descoberto por Lamé, as 
quaes, para cada ponto (x , y, z), são as tres raizes reaes da se-
guinte equação do 3.° grau em w2: 

© 4 + ^ W 2 M 2 6 2 M 2 C 2 

onde b e c designam duas constantes ( 6 < c ) . 
Essas raizes, que designaremos por A2, p2, (j2, verificam as 

relações 

0 < | J 2 < £>2 < p2 < c2 < A2 

e correspondem : A a um ellipsoide, p a um hyperboloide d'uma 
folha e (j a um hyperboloide de duas folhas, superfícies homofo-
caes de 2.a ordem que se cortam orthogonalmente em cada 
ponto. 

A transformada, neste systema, da equação de Laplace ob-
tem-se muito simplesmente da maneira que segue. 

Derivemos (5) parcialmente em ordem a x, y, z, çonsiderando 
u como funcção dessas variaveis definida pela própria equação, 
e façamos em seguida w = A. Resulta a egualdade 

r Xi ?/2 z2 1 dA 

(Ã2)2 + (A2 — Vf + (A2 — c2)2J A Ãc = 

e mais duas analogas, das quaes se tira 

Ã 7 2 = ( d x ) + ( d y ) + ( > ) : 

x 
A2 

T x2 y* z^ H 
L(A2)2 + ( A 2 - J 2 ) 2 + (A2-C2)2J 
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O r a notando que o primeiro membro de (5) fornece a identi-
dade 

X i f z 2 ( l t 2 _ A 2)(W 2 — P 2 ) ( M 2 — P 2 ) 

' t f + U i - b * + W 2 - C 2 " " ~ M2(M2 — è'-j (M2 — C2) ' 

que, derivada em ordem a u, dá , depois de fazer no resultado 
W = A , 

a 2 i f , z 2 ( A 2 - ^ 2 X A 2 - P 2 ) 
í>\9 T" ' (A2)2 ^1" (A2 — 52)2 ^ ( A2 — c2)2 A2 (A2 — ò2) (A2 — C 2 ) ' 

teremos a pr imeira das fórmulas seguintes: 

G I 2 - A 2 X P 2 - A 2 ) 
hl- 2\> (A2 —Ò 2 ) (A 2 —c 2 ) 

( P 2 - P 2 X A 2 - J a 2 ) ( A 2 - P 2 ) ^ - P 2 ) 

(p2 —6 2 ) (p 2 — c 2 ) ' 3
 ( H

2 - è 2 ) ( p 2 - c 2 ) -

P o r conseguinte 

/ h h 3 y ( A 2 - ^ 2 X A 2 - C 2 ) 

V f c J H ; ( H i - W - C4-Xyi-^2Xp2-c2)-

Fazendo , pa ra abreviar , 

/ 0 0 = ( P 2 - J i ) (M2 - C 2 ) , 

virá 

MAv) 
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Introduzindo este valor e os valores analogos na equação (4), 
vem 

(6) 

| + ( A S - V ) v / / ^ - ^ / W = ° 

que é a egualdade desejada. 

2 G . A equação (6) é o ponto de partida da Memoria (1) 
classica de Lamé sobre o equilíbrio das temperaturas num ellipsoide 
de tres eixos ãeseguaes. 

A questão analytica reduz-se ao problema de Dirichlet, assim 
posto: sendo a superfície do ellipsoide representada pela equação 
A = Ao, achar uma funcção V que, para A < Ao, verifique a equa-
ção (6) e que, para A = Ao, se reduza a uma funcção dada CO 
de p e |j. 

Vamos dar um rápido esboço da bella analyse de Lamé, no-
tável, entre outros titulos, por constituir «uma das primeiras 
applicações das funcções ellipticas de que, annos antes, Abel e 
Jacobi haviam lançado as bases». 

Lamé, guiado por engenhosas considerações induzidas do caso 
então conhecido da esphera, ensaiou satisfazer á equação (G) pelo 
producto 

V = L M N 

onde L, M e N eram funcções que apenas dependiam, respecti-
vamente, de A, p e p. 

Com essa funcção satisfaz-se á equação (6), se, chamando g e 

(') Journal de Liouville, 1." serie, t. rv, p. 12G. 
11 
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h duas constantes, pozermos 

por isso que ella se reduz á identidade 

(h + <,A2)(p2 - p2) + (h + < ? p 2 ) ( p 2 - A2) + (h + g^A*- - p 2 ) = 0 . 

A questão está pois em in tegrar uma das equações (7), a ul-
tima por exemplo, que se pode escrever 

(8) + J - W + 9\>*) = 0 

e que é conhecida com o nome de equação de Lamé. 
E s t e geometra demonstrou que, para h = n(n -f~ 1), havia 

2n-j- 1 valores de g, pa ra os quaes a equação (8) admitte uma 
solução d 'uma das formas 

( p „ (p), y / P ^ V p _ , ( p ) , 

(9) 
( ^ - p 2 ) ( c 2 - p 2 ) P 1 ^ i (P) , 

onde os P são polyiiomios em p, d 'um g rau egual ao seu indice 
e não contendo senão potencias da mesma par idade . São as fun-

(7) 



cções de Lamé. IIeine ( ' ) fez ura estudo profundo d'estas funcções 
mostrando a sua analogia com as funcções esphericas. 

Sabemos pois formar o producto 

L M N , 

isto é, uma solução simples da equação (6). E como esta equação 
é linear, associando um numero qualquer de soluções simples, 
obtem-se uma nova solução. 

Sejam (LnM l lNn) uma solução simples qualquer, A11 uma cons-
tante arbitraria e L'„ o que se torna L„ para A = A0. A serie 

(10) V = S ™ L , M „ N „ » J-Im 

satisfaz formalmente á equação (6), e, á superfície do ellipsoide, 
reduz-se a 

SmA 1 1M 1 1N.. 

Na exposição do problema de Lamé, nada mais se faz, que 
saibamos, do que mostrar a possibilidade do desenvolvimento 

(H) CO(Pjh) = SmAmM1iN11, 

isto é, do desenvolvimento d'uma funcção arbitraria de |j, [j se-
gundo os productos das funcções Mn e N„. E, quando muito, 
prova-se a convergência do desenvolvimento (10). Ha evidente-
mente, nesta forma de proceder, uma falta de rigor. Cremos que, 
recordando o segundo theorema d 'Harnack , é possivel concluir 
de (11) o desenvolvimento (10). 

( ' ) H E I N E , l o g . c i t . 
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A respeito d'este desenvolvimento e d'outros pontos que apenas 
indicamos, pôde ler-se, além da Memoria de Lamé: JORDAN, 
log. cit., t. I I I , p. 4 1 9 , ou L A U R E X T , Traité d'Analyse, t. vi, 
p. 307. 

Como a solução do problema ó única, os integraes da equação 
de Lamé que empregamos, embora particulares, satisfazem ple-
namente. 

Entretanto não deixaremos o assumpto sem dizer que a equa-
ção de Lamé, d'uma importancia capital nos metbodos novos da 
Mecanica Celeste, tem sido objecto de profundas investigações. 

Pa ra lhe dar a fórma usual, introduzamos os argumentos elli-
pticos 

"A cd\ A i cd p 

r A 2 Xc 2 -A 2 ) ' v J b v/( P 2 ^ 2 X C 2 - P 2 ) ' 

Cv cd\] 
w ~J o V ^ 2 - P 2 K c 2 - P 2 ) ' 

Teremos 

du c dv c dic c 

d \ — T f ^ dv ~ T ^ Z ( P ) ' dv ~~ m 

Logo 

d2N _ d ZdX d p \ _ á 2 N / ( p ) + }_d$f(\>) 

dic- dw \d[> dic J dyr c2 ' '2 d\i c2 ' 

e portanto a equação (8) torna-se 

(13) e 2 ^ = (.çr + V . ) N . 



A ultima das equações (12; dá. segundo a notação das funeções 
ellipticas, 

Ij = J s n w , s/b'1 — p2 = 6 c n w , — p2 = cdntt>, 

b 
sendo Jc =— o modulo, 

c 
Pondo em (13) = m e n(n + 1) em vez de h, vem a equação 

de Lamé e 

J-2X 
= [n(n + 1)&2 sn2 w + m]N. 

dw-

Os integraes de Lamé correspondem a valores particulares de 
m. Podem exprimir-se nas funeções ellipticas, tendo por argu-
mentos u, v e w\ ex . : 

Pn (p) = sn" w -f- mi sn"-1 w -j- . . . 

Actualmente conhece-se, para qualquer valor de m, o integral 
geral da equação de Lamé, graças aos admiraveis trabalhos de 
Hermite (1). 

H T . Eis o problema de Dirichlet resolvido pa ra o interior 
d 'um ellipsoide. O mesmo processo, exactamente como na es-
phera, dá a solução para o exterior — problema equivalente ao 
da distribuição da electricidade á superfície do ellipsoide. 

Es ta via, aber ta por Lamé, permittiu estender consideravel-
mente o numero de casos de solubilidade do problema. E assim, 
para dar um exemplo, que desde ha muito se sabe resolver o 

(') Comptes rendus ( 1 8 7 7 ) . — H A L P H E N , Traité des fonctions elliptiques, 
t. ii, p. 457. 
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problema para qualquer espaço, limitado ou illimitado, que tem 
por fronteira uma superfície de 2. a ordem. 

Digamos, todavia, que o methodo só é fecundo com as super-
fícies que fazem par te d 'um systema de coordenadas curvilíneas 
orthogonaes e isothermicas. 



Y. METHODO D 1 I N Y E R S i O . 

3 8 . Depois da transformação que vimos d 'estudar e que, 
interessando a equação de Laplace, deixa intacta a superfície de 
integração, t rataremos d'uma outra que, ao invez da primeira, 
não altera a equação de Laplace, mas substitue a superfície. 

Supponhamos que a transformação 

estabelece uma correspondência uniforme entre os pontos dos 
planos (X, Y) e (x, y) de sorte que a uma area S do primeiro 
plano corresponde uma area s do segundo. E consideremos uma 
funcção W ( X , Y) que, na area S, satisfaz á equação 

Quando se procuram as condições para que as expressões (1) 
transformem a funcção W (X, Y) numa funcção V (x, y) que, na 
area s, satisfaça á equação 

(1) X = P f o y), Y = Q (x,y) 

d*W , d»W 

d*V d*V 

àxi d y 1 



encontra-se que a transformação (1) deve conservar os ângulos, 
ou, como se usa dizer, deve realisar a representação conforme do 
plano (X, Y) sobre o plano (x, y). E sabe-se que, para ser assim, 
a s funeções P e Q devem satisfazer á relação 

P(x, y) + i Q(.r, y) = F(x + iy), i = 

onde F é uma funcção analytica. 
Sckwarz, fundado nesta nota, isto é, procurando as funeções 

analyticas capazes de effectuarem a representação conforme de 
differentes areas num circulo, fez avançar muitissimo a solução 
do problema de Dirichlet 110 caso de duas variaveis. 

Painlevé ( ') propoz-se uma questão egual no caso de tres va-
riaveis. Pode enunciar-se assim: supponhamos que W ( X , Y, Z) 
é harmónica num certo espaço E; trata-se de determinar as fór-
mulas de transformação 

(2) X = P [x,y,z\ Y = Q (x, y, z), Z = R (x, y, z) 

e uma funcção F de (W, x, y, z), de forma que, se substituirmos 
X, Y, Z expressos em X1 ?/, z na funcção W (X, Y, Z), a funcção 

(3) V(x, y, z) = F ( W , x, y, z) 

seja harmónica no espaço transformado de E pelas fórmulas (2). 
Calculemos o parametro differencial 

d2V d»V dJV 

servindo-nos da relação (3). 

(') Travaux & Mémoires des facultes de Lille, t. 1, p. 1, 1889. 
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T e m o s 

d V _ d F d W d F 

àx d W àx àx 

d 2 V d F d 2 W d*F / d \ V \ 2 d 2 F d W d 2 F 

onde (1) 

d W „ d W d X 

dic d X àx ' 

d 2 W _ „ d 2 W / d X \ 2
 v d 2 W d X d Y d W ^ X 

= d X 2 \ à x ) + 2 ^ d X d Y c b d ® + * * "dX d t f ' 

d»V ^ 2 V 1 1 
P a r a — - e — - t em-se v a l o r e s ana logos p e r m u t a n d o x , y , z . 

d y1 d Zt 

P o n d o 

- 5 ® ' . - S ^ H O -

(1 dY dZ n dZ d X n dX dY 
ki = \ , Z c 2 = V — — , fo = \ — — — , 

I J àx àx U àx àx I J àx àx 

(1) Ein todo este numero o signal 2 substituo os termos que se obtêem 

dos indicados permutando X, Y, Z, e o signal \ os que se obtêem permu-
tando x, y, a. U 
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deduz-se 

(4) A T = — + 2 ^ 1 , — ) w d W d X 2 ^ ôYàZj 

, d i F I V , . /dW\® ^ dW d W l 

+ S Í Í L f r í « ! « + Í L A X Y ^ —' dX \ 0 d W àx àx ^ dW J 

Supponliamos que havíamos determinado X, Y, Z e F de 
maneira que a expressão anterior é nulla quando W verifica a 
equação 

Então, s e em ( 4 ) substituirmos x , y , z em funcção de X , Y , Z j 

essa expressão deve tomar identicamente a fórma 

r d 2 w d n v d n v 
(5) A 1 W |_dX2 d Y2 dZ2_ 

aliás as funcções W que correspondem a um integral qualquer V 
da equação AV = O, verificariam uma equação differencial dis-
tincta de A ' W = 0 . D'onde resultaria que, a um integral qualquer 
d'esta ultima equação não corresponderia um integral V da 
equação AV = O. 

E claro que a expressão (4) deve ter a fórma (õ) ainda que 
se não substituam as variaveis x, y, z que nada influem no pa-
renthesis. 

As funcções desconhecidas devem pois satisfazer ás relações: 

(6) V1 = h * = AJj ki =h = A-S=O; 
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d 2F 

dW"2 = 
= O O U F = ^ + A W 

com as condições 

(7) 

'dX do dX da dX da a 
= H = H - + - A X = O1 

da; das d^ dy dz dz 2 

dY dor , dY dg dY da , a _ 
- 1 - + ^ - A Y = O , 

da; da; dy dy dz dz 2 

dZ da dZ da dZ da a 
=L -| - í -I ? + iL A Z = 

da; da; dy dy dz dz 2 -O, 

A g = O, AA = O por ser A F = O. 

Pôde suppôr-se g identicamente nullo; porque, se g + AW 
responde á questão, é evidente que o mesmo succede a F = AW. 
O que vamos dizer dá-nos o valor de A e bem assim o de X, Y, Z. 

E fácil de ver que as equações (6) exprimem as condições para 
que a transformação (2) defina uma representação conforme, isto 
é, que conserva os ângulos, dos dois espaços um no outro. Basta , 
com effeito, notarmos que a condição para a conservação dos 
ângulos é 

dx2 + dy* -J- dz2 = y (dX2 + dY2 + d'/2) («), 

e q u e , e m g e r a l , s e t e m (JORDAN, l o g . c i t . , t . i , p . 1 3 3 ) . 

dx2 + dy2 + dz2 = Af dX2 + li\ dY2 + A- d'Á 

+ 2k{ dY dZ + 2h dZ dX + 2h dX dY. 

(') Pôde estabelecer-se seguindo a marcha de P I C A R D (log. cit., t. i, p. 
421) na questão relativa ás superfícies applicaveis. 



Ora Liouville (1) demonstrou que a inversão (transformação 
por meio de raios vectores recíprocos seguida d'uma mudança de 
eixos rectangulares) é a transformação mais geral que, no espaço, 
conserva os ângulos. Por outra forma que as funeções X, Y, Z 
que satisfazem ás equações (G) definem uma inversão. 

Sendo assim, a descoberta de Thomson dá-nos a solução com-
pleta do problema. Tomando a origem para polo da inversão e 
chamando k uma constante, temos 

k9x IAj r k*: tZ 
X = — - , Y = - f , Z = — - , r s = x* + ,f + z* 

1 /k2x khi k h \ 
V (x, y, z) = r j . 

Fica assim resolvida a questão. 
Concluindo: vô-se que a solução do problema de Dirichlet para 

o espaço limitado por uma superfície S fornece a solução para o 
espaço limitado por uma superfície S' transformada da primeira 
por meio de raios vectores recíprocos. 

3 9 . O methodo de Thomson, pelo illustre physico denomi-
nado methodo das imagens, augmenta notavelmente o numero de 
casos em que se sabe resolver o problema de Dirichlet. Mas 
apezar d'isso o seu alcance é limitado. Applica-se apenas a clas-
ses particulares de superfícies. 

Ha porém outros methodos, os mais importantes dos quaes 
trataremos nos capitulo seguintes, caracterisados por uma grande 
generalidade; applicam-se a superfícies, não pertencentes a cer-
tas classes, mas sujeitas apenas a certas restricções. 

(1) Veja-se : M O N G E , Applicatiun de VAnahjse à la Géométrie, nota vi, p. 
6 0 9 . 
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O problema foi t ratado rigorosamente, pela primeira vez, pelo 
geometra allemao C. Neumann no caso das superfícies convexas. 

Em seguida as profundas investigações de Schwarz deram-lhe 
um grande avanço no caso de duas variaveis. De taes trabalhos, 
porém, apenas os chamados processos alternados, que Neumann 
descobriu quasi ao mesmo tempo, se podem estender ao caso de 
t res variaveis. 

Estes methodos são conhecidos ha já bastante tempo. Levam 
a representar a funcção procurada por uma serie de integraes 
estendidos á superfície considerada. Só o primeiro d'estes inte-
graes depende directamente dos valores dados á superfície; cada 
um dos outros exige, para ser obtido, que se conheça o que o 
precede. 

Recentemente appareceram dois novos methodos. 
A um d'elles, devido a Harnack e por esse geometra exposto 

para o caso de duas variaveis, já nos refer imos; baseia-se na 
consideração da funcção de Green. 

Emfim i Poincaré deu um methodo extremamente original e 
d 'uma extensa generalidade. 

Qual o valor d'estes methodos? 
São ao mesmo tempo methodos de demonstração destinados a 

estabelecer a possibilidade do problema e methodos de calculo 
destinados a resolvê-lo effectivamente. 

«Como methodos de demonstração são bastante complicados, 
embora rigorosos. Como methodos de calculo pouco ou nada 
valem; levam a cálculos inextricáveis, desde a segunda appro-
mação. Ent re tan to não é inútil, sob o ponto de vista pratico, 
multiplicar os methodos; em cada caso particular, um analysta 
hábil saberá escolher o melhor, ou combinal-os do melhor modo, 
de fórma a obter resultados convenientes, a obter, por exemplo, 
no problema do equilíbrio electrico, as desegualdades mais pró-
ximas relativas á capacidade dos conductores» (Poincaré.) 





YI. METHODO DE CARL NEUMANN. 

3 0 . Vamos expôr, o mais resumidamente possivel, o me-
thodo de Carl Neumann para a solução do problema de Diri-
chlet, methodo também chamado da média arithmetica. 

Collocar-nos-hemos exactamente nas mesmas circumstancias 
em que se collocou o eminente geometra. 

Supporemos que a superfície dada é simplesmente connexa, 
fechada e além d'isso convexa. Admittiremos que, salvo em certos 
pontos isolados ou ao longo de certas linhas isoladas, a superfície 
tem um plano tangente variando d 'uma maneira contínua d'um 
ponto a outro. Admittiremos mais que os pontos isolados são 
pontos conicos ordinários, isto é, que existem, em cada um d'elles, 
tres ou mais planos tangentes formando cone; e que nas linhas 
isoladas existe um diedro tangente. Supporemos finalmente que 
a superfície não é, segundo a expressão do auctor, bi estrellada, 
isto é, que todos os planos tangentes não vão passar por dois 
pontos fixos, como succede, por ex., no octaedro. 

Designemos por cr essa superfície. 
O methodo repousa sobre a consideração do integral de Neu-

mann 

V (a, b, c) = JJ ^ |J l ^ s da, 

5 
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onde (j é uma funcçâo contínua definida sobre a superfície, r a 
a distancia d'um ponto fixo p (a, b, c) do espaço a um ponto 
q(oc,y,z) do elemento (íu e <j> o angulo da normal interior á 
superfície no ponto q com a semi-recta p q. 

Mas examinemos primeiro o integral de Gauss 

em valor absoluto, o angulo sob o qual se vê do ponto p o ele-
mento da. 

D'onde se deduz logo que o integral de Gauss tem por valor 
zero ou 4cn conforme o ponto p é interior ou exterior á super-
fície. Quando p está sobre a superfície, o integral é egual a 2OT 
se p é um ponto ordinário; se, porém, é um ponto conico, ou 
está situado numa aresta, é a o seu valor, sendo a a aber tura 
espherica do cone ou o dobro do rectilíneo do diedro. 

O integral de Gauss, considerado como funcçâo das coorde-
nadas a, 6, c do ponto p, experimenta uma discontinuidade 
quando p atravessa a superfície. 

E is agora uma desegualdade que nos será muito util. 
Dividamos a area a em duas areas parciaes <TI e <xo, connexas 

ou nao, e representemos por I® o integral - da relativo 

ao ponto s e estendido a uma porção g da superfície a. Vamos 
mostrar que, designando \ um numero Jixo, se tem 

' . CUB TP 
3 1 . E fácil de vêr que a expressão —-— da representa, 

(1) 

quaesquer que sejam, sobre a superficie, os pontos st e s j , distin-
ctos ou coincidentes. 
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Em primeiro logar, é evidente que, sejam ordinários ou sin-
gulares os pontos si e «a, se tem 

I ? < 2 to, I ? < 2zn, I ? + If1
2 < 4ot, 

visto que é assim para Cri = 0¾ = a e visto que cos 4> nunca é 
negativo. 

Em segundo logar, para estabelecer o outro ponto, supponha-
mos por um momento que Si e s-> occupam posições determinadas 
sobre a superfície. 

Pode acontecer que os pontos Si e s-2 sejam vertices de porções 
de superfícies cónicas; seja cr' a superfície parcial deduzida de cr 
t irandodhe estas porções de superfícies cónicas. A area cr' não 
pôde reduzir-se a zero: seria necessário para isso, se si e s-2 
coincidem, que a superfície fosse uni-estrellada e portanto aberta, 
e, se não coincidem, que fosse bi-estrellada, o que é contra a 
hypothese. 

Ko caso indicado, em cr', e fora d'este caso, em cr, só pôde 
liaver pontos e linhas isoladas onde seja coscj) = 0. 

Chamemos: a" a area, differente de zero, que fica de o-' depois 
de lhe tirarmos as porções infinitesimaes que contêem pontos 
onde é cos c{> = O; m o menor valor de cos <J> sobre cr'1-, Do má-
ximo de r, e cri', oV as porções de cri, crt contidas em cr7. 

Teremos, como é fácil de vêr , quaesquer que sejam cri e o* 
(ff, +0-2 = cr), 

> w í»i I ^ y m a " 
l l I = ])2 > Ç. J)2 ' ls< "T 2 : 2)2 • 

As quantidades m e a'1 dependem das posições de Si e s j ; 
mas, pelo que se disse, é claro que, sejam quaes forem essas 
posições, tanto m como <r7 não descem abaixo de certos Iimites j 

o que demonstra a desegualdade proposta. 



68 

3 2 . Voltemos ao estudo das propriedades do integral 

V f c M = / / ^ . * . 

I. A funcçâo V (a, b, c) é harmónica em qualquer espaço inte-
rior ou exterior d superJicie cr, como facilmente se verifica. 

I I . Na passagem pela superfície a funcçâo V experimenta 
uma discontinuidade. P a r a a estudar num ponto s d'essa super-
fície, onde p toma o valor (_is, consideremos, por um momento, a 
funcçâo 

CC <V — Ms) c o s 4> WjJ= I I da, [p = (a,b,c)]. 

Vamos provar que W é contínua na visinhança do ponto s, 
isto é, que, para todos os pontos s' interiores a uma espliera de 
centro s e de raio sufficientemente pequeno, se tem 

| W s - W , | < e, 

sendo e uma quantidade dada, arbitrariamente pequena. 
Com effeito, escrevamos 

W - W , = ff dff _ ff 
CC / cos d> eoscb'\ 

- f f 

De s como centro, tracemos um pequena esphera (2) e desi-
gnemos por CTJ a porção de cr que Ilie é interior e por CT^ a exte-
rior; o ultimo integral pôde decompôr-se em duas partes, corres-
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pondendo respectivamente a ci e o--»: 

W 1 - W , = C D f f i + C O v 

CC / c o s ò c o s d A , 
C D f f l = J J - ^ d a l , 

CC / c o s ò cos4>'\ , C D f f 2 = J J (Mff-M5) — ^ i - ) 

sendo Mffj e pff2 variaveis em dai e da-i. 

Como a funcção p é contínua, a quantidade | pff i — p, | tende 
para zero com o raio p da esphera (2). Portanto, para um valor 
de p sufficientemente pequeno, tem-se 

CDFF < -

qualquer que seja a posição do ponto s! 110 espaço. 
Por outro lado 

„ CCl cos 4> cos ò'I 
' ^2 J J j 2 

sendo G o máximo de Jjff2 — ps |. O integral tende para zero com 
s — s'. Logo, para qualquer ponto s' interior a uma esphera de 
centro s e de raio p' < p, ter-se-ha 

I CO f f j I < -J 

e portanto 

I W i - W 1 . I < 6 . C . q . d . 
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Isto posto, sejam: V, o valor de V 110 ponto s; V i l o valor 
limite para que tende V quando o ponto i, interior, tende para s; 
Vcs o valor para que tende V quando o ponto e, exterior, tende 
para s. 

Sendo a funcçâo W contínua, temos que o limite dos valores 
de W, quando i e e tendem para s, é egual ao seu valor no 
ponto s. Logo 

E m resumo: 
I.0 Se s é um ponto ordinário da superjicie, temos as fórmulas 

Analogamente se via que 
2." Se s é um ponto conico de abertura a, ou está na aresta 

a 
d'um diedro de abertura , se tem o ' 

I I I . Vamos, por ultimo, estabelecer uma proposição funda-
mental que está relacionada com o integral de Neumann. 

Ponhamos 

V 1 , - 4 ^ . = V 1 - 2 ^ , = V 1 

(2) Vis = Vs + 2rops, V f s = V s - fcnii.. 

(3) Vis = Vs + (4o., - a) (i„ Vps = Vs - a(is. es 

e consideremos a funcçâo 
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Designando por M e m o máximo e o minimo de |J, provare-
mos que, quaesquer que sejam os pontos s, e Si da superjicie, se 
tem 

(4) W l l - W s i ^ ( M - T n ) p 

sendo p um numero positivo menor que a unidade. 
Dividamos a superfície em duas regiões o-, e cr.2 (que podem 

ser compostas de par tes separadas) taes que o valor de (i fique 
comprehendido n a primeira entre M e a média arithmetica 
M - f m _ M - f m , 
— - — , e na segunda entre — - — e m. Uma região onde (i 

2 2 
M -J- m 

seja egual mclue-se arbitrariamente em cr, ou <r.2. 
2 

Da definição de W s deduz-se facilmente, introduzindo o sym-
bolo I do numero anterior, 

2 m w s < ; m ^ s 4 - m i f » + — ^ If2 , 

2 a, W s > m ^ s + t i ' I f i + m I f 2 , 

ou, attendendo á relação I f 1 -f- I f 2 = 2 ro— \J/S, 

W 1 < M - ^ I f 2 , 

— 4 OT 
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Applicando estas fórmulas aos pontos s, e s„ resulta 

* A TTX ' 

— 4 R O 

d'onde tiramos 

/ J ^ J - T c r I 
W s j - W11 < (M - m) ( 1 V — 

\ 4 03 

Segundo a desegualdade (1) tem-se, à fortiori, 

W, ( — W l j <; (M — m) (1 — A) 

nu, pondo 1 — A = p, 

W 1 - W s , ^ (M - m) p, p < 1. C. q. d. 

3 3. Seja U uma funeçâo continua definida sobre a superfí-
cie dada. Agora não é difficil construir a funcção que é integral 
cia equação de Laplace no interior da superfície e que toma sobre, 
cada ponto da superfície o mesmo valor que U. 

Ponhamos suceessivamente 

1 / ' / ' U c o s d ) vl/ U 2wJ J ' + 
(5) 

1 r ru ( , )
 cos d> vi/ u (" 

1" 

1 / ' / " U ^ c o s d ) 
V"" = —• — d a , Uf = V<»> + ^ - L , 

2wJJ r- -Jm 
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Devemos notar que, segundo o n.° 32, os valores Uw formam 
sobre o- um conjuncto continuo. 

Isto posto, vamos demons t ra r : 
I . 0 As funcçôes U, U ' " , . . . , U ( n > , . . . teem por limite, para 

n = OO , uma constante C. 
2.° A serie 

(6) V = C + V(,> —V<s> + . . . + (— I ) - 1 V<"> + . . . 

define uma funcçâo harmónica no interior da superfície dada que 
toma sobre esta superfície os mesmos valores que U. 

Com effeito, chamemos M, M ( l ) , . . . M w . . . e m, m")... 
m " \ . .. 1'espectivamente os máximos e os minimos das funcçôes 
U, U w , . . . U w , . . . sobre a superfície. 

Teremos, segundo (4), quaesquer que sejam s e s', 

U W - U ^ ( M - H i ) p 

e portanto 

M w - W i t ^ ( M - W ) p . 

D'onde é fácil concluir 

(7) Mf"' — m'"> ^ (M — m) p". 

Como P ó menor que a unidade, vemos que a differença 
M w — m i n ) se pode tornar menor que qualquer grandeza. Por 
conseguinte, á medida que n augmenta, a quantidade U w , qual-
quer que seja s sobre a superfície, tende para um limite cons-
tante C. 

Podemos estabelecer o outro ponto lançando mão do segundo 
theorema d 'Harnack . 

Cada termo da serie (6) tende para um certo limite quando 
um ponto interior i a que refiramos o seu valor tenda para um 
ponto s da superfície. 
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Segundo as fórmulas (2) e (o), temos, com effeito, 

2 OJ 4 - \1/, 
Yw = V<"> -) Z X - U f C - ' ) , 

2 OT 

ou 

V<;>=U<-» + U<">, 

visto que é, por definição, 

xl/. Us'"-'1 

UÍ">=Y<"> + - — . 
2 ro 

Por conseguinte a serie (6), sobre a, torna-se nest 'outra 

c + u + U ( , ) — U(1) — U i + . . . + (— 1)" (U<"-'> + U w ) + . . . 

ou 

(8) C + (U — U ( , )) + (U(,) — U<2)) + . . . + ( I P - " — U w ) + . . . 

Segundo o alludido theorema d 'Harnack , resta provar , para 
completar a nossa demonstração, que esta serie é uniformemente 
convergente sobre a superfície e representa a funcçâo dada U. 

Isso é fácil. A convergência uniforme é attestada pela relação 

| U ( » - D _ U » | < 2 ( M — m ) P " , P < 1 , 

que se deduz de (7). 
Além d'isso, como a somma dos seus n primeiros termos é 

C + U —U ("H >
> 

a somma da serie será 

C + U — C = U, 

isto é, a funcçâo dada. 
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O que dissémos é o bas tan te pa ra saber o caminho a seguir 
na resolução do problema de Dirichlet em cada caso par t icular . 

3 4 . O methodo de Neumann fornece também a solução do 
problema de Dirichlet p a r a o espaço exterior ás superfícies con-
vexas consideradas. 

A marcha é idêntica á que vimos d ' emprega r . Sómente as 
condições de regular idade no infinito exigem uma leve modifica-
ção. 

Se ja T a funcção continua dada sobre a superfície a. Collo-
quemos em qualquer ponto O, interior á superfície, uma massa K. 
E seja QM O potencial d 'es ta massa num ponto M do espaço. 
Chamando s um ponto arbi t rar io de cr, ponhamos 

U = T + QS 

e formemos as funeções resolventes como o indica o quadro (5). 
E fácil de ve r que as funeções U , U ( i ) , . . . U w , . . . são l ineares 
com relação a K e por tanto , segundo o numero anter ior , que 
terão, pa ra n = x>, um limite da forma L + P K , sendo L e P 
duas constantes . 

Consideremos agora a serie 

(9) _(V<«> + V « 4 - . . . + V W + . . . ) . 

Cada um dos seus termos, além de ser uma funcção harmónica 
no exterior da superfície o-, regular no infinito, tende para o 
termo correspondente da serie 

(U — U«>) + (U(1) — U(í>) + . . . + (U<'- , ) — U(">) + . . . 

quando o ponto exter ior e tende p a r a o ponto s da superfície. 
Com effeito, segundo as fórmulas (2) e (3), temos 

(2ca — >10 U'"-" 
y < » > _ y o v 1 
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e por isso 

— VW = U i " - " — Uí">. 

Ora é fácil de ver que o segundo theorema d 'Harnack se ap-
plica também ao espaço exterior a uma superfície. E sendo assim, 
a marcha do ultimo numero demonstra que a serie (9) representa 
uma funcção harmónica no exterior de a, regular no infinito e 
tomando sobre a o valor 

U — C = T + Q, — L — P K . 

Por conseguinte, se nas funeções V" ' , V ( , ) , . . . substituirmos 

K pelo valor —— determinado pela relação 

L + P K = O, 

a serie (9) tomará sobre <r o valor T + Qs. E além d'isso, cha-
mando R a distancia do ponto M ao ponto O, teremos 

L l 
Q m _ _ P R-

De tudo o que dissómos conclue-se que a serie 

V = ^ i - [ V < ' > + . . . + V < " > + . . . ] 

resolve a questão. 

3 5 . C . Neumann fez conhecer os princípios d'este methodo 
em 1870 e só mais tarde o expoz sob fórma didactica ( ' ) . 

( ' ) C A R L NKCMAKN, Untersiichunyen iiber des logarithmische und Newton' 
sehe Potential. Leipzig, 1877. 
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As singularidades que suppozémos na superfície tornam a ex-
posição complicada e escondem algum tanto o espirito do methodo 
que, no fundo, é simples e elegante. 

Como methodo de calculo ó ainda hoje, em geral, o preferido. 
As approximações são rap idas. 

Tem a recommendal-o o seu caracter puramente analytico e 
do qual resulta a fecundidade que o distingue. 

Riquier ( ') mostrou que elle se prestava a resolver o problema 
de Dirichlet relativo á equação de Laplace a mais de tres varia-
veis. 

E ultimamente Poincaré ("-), a quem o problema de Dirichlet 
tem merecido especiaes cuidados pelo emprego que d'elle tem 
feito nos seus trabalhos de Physica Mathematica de que é emi-
nente professor na Faculdade de Hciencias de Pariz, mostrou 
que o methodo de Neumann tem ainda logar para as superfícies 
não convexas. 

Es te resultado notável e bem assim o de Riquier baseiam-se 
no estudo do integral de Neumann. 

( 1 ) K I Q U I E R , Extension à Vhyperespace delaméthode de M. Carl Neumann, 
1 8 8 ( 5 . 

( 2 ) POINCARÉ, Comptes rendus de 1 8 de fevereiro de 1 8 9 5 , p. 3 4 7 . 





¥ 1 1 . METHODO DE POINCARÉ. 

3 0 . Poincaré, um dos maiores geómetras da nossa época, 
na primeira das duas grandes e notabilissimas Memorias que até 
lioje publicou sobre as equações ás derivadas parciaes da Physica 
Mathematica ( '), fez conhecer um methodo novo, extremamente 
original e extremamente geral, para resolver o problema de 
Dirichlet. 

O auctor expoz o seu methodo para o espaço exterior a uma 
superfície, determinando o equilíbrio electrico á superfície d 'um 
conductor isolado. A applicaçâo do methodo de Thomson dá 
então, immediatamente, a funcçâo de Green relativa á superfície 
inversa, e falta, para acabar a solução, discutir um integral 
duplo. (Cf. n.° 20). 

Mas Poincaré mostra ainda, embora mais summariamente, que 
o mesmo methodo se presta á solução directa sem passar pelo 
intermediário da funcçâo de Green. 

D 'harmonia com a orientação que demos ao nosso trabalho, 
seguiremos a via directa, expondo o methodo para o espaço 
interior a uma superfície. 

(') American Journal of Mathematics, t. xn, 1890, pp. 211 a 294.— Ren-
diconti dei Circolo Matematico di Palermo, t. vm, 1894, pp. 57 a 155. 
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3 7 . O methodo de Poincaré baseia-se na theoria do poten-
cial newtoniano, cujas propriedades fundamentaes são bem conhe-
cidas. P o r isso demonstraremos apenas o theorema seguinte, que 
na exposição do methodo desempenha um papel de capital im-
portância. 

Collocando uma massa egual á unidade em um ponto P inte-
rior a uma esphera, e repartindo esta massa por toda a super-
fície de maneira que a densidade em um ponto qualquer M seja 
inversamente proporcional ao cubo de MP, a camada espherica 
assim obtida terá o mesmo potencial que a massa primitiva em 
iodo o ponto exterior, e um, potencial menor em todo o ponto inte-
rior. A essa camada dá-se o nome de camada equivalente. 

Mostraremos também que, nos pontos da superjicie, a camada 
equivalente terá o mesmo potencial que a massa primitiva. Es ta 
nota permittir-nos-ha, como veremos, reduzir o principio de 
Dirichlet a uma hypothese muito simples. 

•Seja A um ponto exterior á esphera. Considerando, por um 

momento, A como fixo e P como variavel, a quantidade é 
•A L 

uma funcção das coordenadas de P, harmónica em toda a esphera. 

Como em um ponto M da superfície ella toma o valor ^ j - , tere-

mos, segundo a fórmula de Green relativa á esphera (n.° 6), 

Por outro lado, segundo a mesma fórmula, será (Cf. n.° 21) 

(1) 

Das fórmulas (1) e (2) resulta o theorema. 
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Com effeito. a fórmula (2) prova que, se se tem sobre a super-
fície esplierica uma camada attractiva cuja densidade, em cada 
ponto M, é a quantidade 

a massa total da camada será egual á unidade. E sendo assim, 
a fórmula (1) mostra que o potencial d'esta camada num ponto 
exterior A, é o mesmo que se toda a massa estivesse concen-
trada em P. 

Além d'isso, como o potencial é uma funcçâo continua em 
todo o espaço, a fórmula (1) ainda tem logar quando A pertence 
á superficie espherica. E por conseguinte o potencial da camada 
em um ponto da superficie é o mesmo que se a massa estivesse 
reunida em P. 

Procuremos emfim o que se torna o potencial da camada 
quando A é interior á esphera. O potencial é sempre dado pelo 
mesmo integral [segundo membro da fórmula (2)], mas a egual-
dade (1) deixa neste caso de ter logar. Ora a differença 

é uma funcçâo harmónica das coordenadas do ponto A, contínua 
em qualquer espaço interior que nào contenha o ponto P. Como 
neste ponto se reduz a -f- oo , e é nulla á superficie da esphera, 
temos (n.° 5, I I ) , em todo o ponto interior A, 

P 
R2 — O P 2 

4otR . M P 3 ' 

' R a — O P ' 1 1 

4 r o R . M P 3 A M < A P ' 

E s t á pois demonstrado o que desejavamos. 
6 
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O theorema subsiste evidentemente se a massa primitiva, em 
logar de ser egual á unidade, for egual a m, e ainda se, em 
logar d 'um ponto, tivermos vários ou mesmo uma camada. 

3 8 . Agora consideremos um espaço qualquer E limitado 
por uma superficie simples ou múltipla S. E supponhamos que, 
em cada ponto da superficie, ha um plano tangente determinado. 
Es ta restricção não é absolutamente indispensável; ver-se-ha 
depois como podemos desembaraçar-nos d'ella. 

Primeiro que tudo é fácil ver que se pode encontrar uma suc-
cessão indefinida de espheras gosando das seguintes proprie-
dades : 

1) Es tas espheras podem ordenar-se segundo uma serie linear 
Si , S2, S3, . . . S„, . . . correspondente á serie natural dos nú-
meros ; 

2) Cada uma d'ellas é completamente interior á superficie S; 
3) Todo o ponto interior a S é interior pelo menos a uma 

das espheras. 
Consideremos com effeito, em E, uma região R, cujos pontos 

estejam todos a uma distancia de S superior á quantidade 6. 
Seja 5' um comprimento menor que 6; tracemos uma serie de 

6' 
planos parallelos aos coordenados, tendo entre si a dis tancia——. 

Formamos assim um grupo de cubos cuja diagonal é ò'. D'estes 
cubos conservaremos apenas aquelles que forem total ou parcial-
mente interiores a R. Sejam n o numero, e c 1, cj, C3,. . . ,c„ os 
centros d'estes cubos: de cada um d'estes pontos como centro, 

6 6' 

com um raio eomprehendido entre — e — , descrevamos uma es-

phera. Como cada cubo é então interior á esphera respectiva, a 

qual é sempre interior a S, segue-se que cada ponto de R é 

interior a uma d'estas n espheras. 
Sendo assim, imaginemos uma serie de comprimentos 61,6-2, 

. . . , 6„, . . . decrescendo e tendendo para zero. Chamemos Ro a 



região formada pelo conjuncto dos pontos de Ji cuja distancia a 
S ti superior a ò| e depois, em geral, K1 o conjuncto dos pontos 
de E cuja distancia a S é comprehendida entre Si e ô i + 1 . Estas 
diversas regiões não são necessariamente connexas, o que não 
importa. Construamos em 1¾ as espheras 

S; , S-2, S 3 , . . . s„0, 

como acima em R; depois em Ri , as espheras 

e assim por deante. O conjuncto d'estas espheras fórma uma 
successào 

S j , Sa, . . . , S„, . . . 

que satisfaz ás condições requeridas. 
A maneira de t raçar as espheras S1 e de as ordenar em serie 

linear é inteiramente arbi traria . So para lixar ideias se indicou 
uma. 

3 9. Tsto posto, lembremos que, por hypothese, se dá sobre 
a superfície S uma successão contínua 11 de valores, e que se 
tracta de estabelecer que existe uma funcção Y, harmónica no 
espaço E, e reduzindo-se a U sobre S. 

Tracemos uma esphera 2 que contenha o espaço E no seu 
interior, e admittamos que é possível encontrar uma funcção 
V0 (a-, y, z)u contínua, bem como as suas derivadas parciaes das 
tres primeiras ordens, no espaço C; que 2 limita, e reduzindo-se 
a U sobre S. 

E partindo da funcção Vo, em certo modo como primeira 
approximação, que vamos chegar á solução do problema de 
Dirichlet. 

Veremos em seguida como se reduz a este caso o caso geral . 
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Supponhamos primeiro que A V o é constantemente negativo 
em G. Pondo 

A V 0 

p será, em G, uma funcção positiva e admittindo derivadas par-
ciaes de 1.* ordem. Imaginemos, espalhada em G, uma massa 
tal cuja densidade em cada ponto seja p. Es ta massa dá origem 
a um potencial Wo gosando das propriedades conhecidas. (Note-
mos que, para ser assim, é essencial (J) que p admitta derivadas 
de l . a ordem, e por isso que Vo as admitta de 3.a) 

•Segundo a fórmula de Poisson conhecida da theoria do poten-
cial, ter-se-ha pois, em toda a região G, 

A W 0 = — 4rop = A W 0 

d'onde 

A ( W 0 - V 0 ) = O. 

Logo, pondo Wo — Y o = Q , a funcção © será harmónica. 
Além d'isso é perfeitamente determinada, por isso que conhe-
cemos W0 e V0 para todos os pontos de G; em particular conhe-
cemos os valores G (S) que ella toma sobre a superfície S, a 
saber 

G ( S ) = W 0 ( S ) - U . 

Uma par te das massas que dão origem ao potencial W0 é 
interior a S. Sobre estas faremos uma serie de operações que 
vamos definir. Consideremos as que são interiores á esphera S i , 
e distribuamo-las á superficie d'esta esphera numa camada equi-

(') Veja-se a este respeito, por exemplo, A I T E L L , Leçons sur Vattraction, 
p. 51,1892. 
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valente segundo a definição do n.° 37. Chamaremos a esta ope-
ração, com Poincaré, «varrer (balayer) a esphera S i». 

Es ta operação não altera o potencial em ponto algum nem 
do exterior, nem da superfície da esphera em que se effectua; 
mas diminue-o em todo o ponto do interior. 

Varramos então successivamente todas as espheras, de forma 
tal que cada uma tique varr ida uma infinidade de vezes. Basta 
varrel-as na ordem seguinte 

1 ,2 , 1 , 2 , 3 , 1 , 2 , 3 , 4 , . . . , 

pondo, todavia, de lado, aquellas que não contenham nenhuma 
massa quando lhes toque a vez de serem novamente varridas. 
Assim, por exemplo, se depois da 7.a operação, a esphera S3 
não contiver nenhuma massa, tomar-se-ha no seu logar a es-
phera 84. 

Chamemos W1 o que se torna o potencial depois de Jc opera-
ções d'esta natureza, e comparemos entre si, no mesmo ponto 
A de G, os valores de W4 correspondentes aos diversos valores 
de k. 

Se A é exterior ou está sobre a superficie da ultima esphera 
varrida, ter-se-ha 

W 1 = W , . , 

e portanto 

W , = W 0 . 

Se é interior 

W k < W k _ , . 

Portanto, em todos os casos, 

Esta desegualdade mostra que, quando k cresce, W,, decresce, 
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ou pelo menos não cresce, isto para nenhum ponto de G. Por 
outro lado, como as operações que fizemos nem alteram a somina 
total das massas, nem introduzem massas negativas, será 

W 1 < 0 . 

Conclue-se d'aqui que Wa tende para um limite finito e deter-
minado, W, em cada ponto A de G, resultado de que já vamos 
tirar consequências importantes. 

4 L O . Esse limite W toma sobre S, como vem de ser demons-
trado, o mesmo valor que W 0 , isto é, 

(3) W 0 ( S ) = U + 0 (S). 

Além d'isso demonstrar-se-ha adiante que a funcção W é har-
mónica no espaço que S limita. 

Dando, por agora, este ponto como estabelecido, e recordando 
a propriedade da funcção G já definida, concluimos, attendendo 
á egualdade (3), que a funcção 

W — (.) 

é harmónica em E e toma o valor dado U sobre a superfície S. 
Parece, sem maior exame, que este raciocínio demonstra o 

principio de Dirichlet para qualquer superfície. 
Não é porém exacto. Seja A0 um ponto da superfície, A um 

ponto interior. Pa ra estabelecer o principio de Dirichlet, seria 
preciso demonstrar que 

Iim W (A) = U (A0) 

quando A se approxima indefinidamente de A„, e não que 

W (A0) = U (A0). 
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Entre tanto este resultado não deixa de ser interessante. Reduz 
o principio de Dirichlet á hypothese da continuidade d 'uma fun-
cçâo, detinida como limite d 'uma funcçâo continua. 

41 . Completemos a exposição começada em o n.° 34, estu-
dando as propriedades da funcçâo W cuja existencia ahi ficou 
estabelecida. 

Provaremos em primeiro logar que W tende para 

quando o ponto interior A tende para o ponto A0 da superficie 
S. 

Construamos uma esphera o-, tangente á superficie S em A0 e 
de raio bastante pequeno para que, inteiramente exterior a S, 
fique no emtanto interior a G. E s t a construcção exige que o 
ponto A0 seja um ponto ordinário da superficie. 

Nós sabemos formar uma funcçâo T, harmónica no exterior 
de a e tomando sobre ff os mesmos valores que W 0 . Quando A 
tende para A0, a funcçâo T tende para o valor de W0 nesse 
ponto, isto c, para UAo-}-6A . 

Comparemos T e W11 fóra da esphera cr. 
A superficie de cr, tem-se 

T = W11 = W 0 . 
No infinito 

T = W11 = O. 

Por outro lado W11 e T são dois potenciaes: o primeiro, sendo 
devido a massas das quaes algumas são exteriores a cr, pôde, 
fóra de o-, ter máximos, mas não minimos; o segundo, devido a 
massas interiores a <r, não admitte, fóra de cr, máximos nem mi-
nimos (1). 

( ' ) APPEI.I , , l o g . c i t . , p . I)Õ. 
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Logo a d i f fe rençaW n — T pôde ler máximos, mas nâo mínimos ; 
e como é nulla á superfície de a e no infinito, será sempre po-
sitiva. Tem-se pois 

W . > W „ > T 

e por conseguinte, no limite, 

W 0 > W > T . 

Quando A tende para A0, W0 e T, e portanto W, tendem para 
UA0 + © v 

Vamos emfim estabelecer que W é harmónica. 
Consideremos uma das espheras, Sa por exemplo, e suppo-

nhamos que ella é varr ida nas operações a i , a-2, a j , . . . , a„. 
Depois de cada uma d'estas operações, não haverá massa alguma 
no interior de S a ; de sorte que se terá 

A W a 1 = O, (a, = a i , a j , . . . a„, . . . ) . 

Quando a„ cresce indefinidamente, Won tende para W, de ma-
neira que a serie 

Wa + ( W a i - W a , ) + . . . + ( W a , - Wa„_.) + . . . 

converge e tem por somma W. Ora vimos de ver que cada um 
dos seus termos é harmonico; além d'isso é negativo, salvo tal-
vez o primeiro. Logo, em virtude do l . ° theorema d 'Harnack, a 
funcção W será harmónica na esphera Sa e por conseguinte em 
todo o espaço interior a S. 

Do que temos dito resulta que, formando a expressão 

w — e , 

se obterá uma funcção harmónica em 10, tomando sobre S o va-
lor U. 



89 

4 3 . Suppoz-se, n a demonstração precedente, que A V o con-
servava um signal constante. Se assim não succeder, dividir-se-ha 
G em duas regiões, connexas ou não, a primeira contendo todos 

A V 0 . . . n os pontos para as quaes e positivo, a segunda todos aquel-
— 4w 

Ies para os quaes a mesma quantidade é negativa. 
Sejam Wi" e W,',2' os potenciaes correspondentes ás massas 

positivas, e ás negativas tomadas positivamente. 
Notando que, por ser 

A (W'0" — W£>) = — 4rop = AV0 

ou 

A ( W ^ - W f - V 0 ) = O , 

a funcçâo 

Q = Wi" - W i i ' - V 0 

é harmónica; e notando mais que as funcçôes W0 ' ' e Wi" geram 
respectivamente as funcçôes W a ' e W ( i ) , harmónicas em E e 
taes que tomam sobre a superfície os mesmos valores que Wi" 
Wi2 ', concluímos que a funcçâo 

W " — W 2 ' — © 

resolve o problema de Dirichlet para o caso em questão. 

4 3 . E tempo de resumir os resultados obtidos. Mas, como 
temos supposto que em cada ponto da superficie considerada ha 
um plano tangente determinado, convém examinar o caso de 
haver pontos singulares. 

Notemos já este resultado notável: a existencia de pontos sin-
gulares não impede W de tender para Wo quando o ponto interior 
A tende para um ponto nào singular. 

Também não esqueçamos que a supposição de ser ordinário o 
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ponto considerado da superficie teve em vista somente a possi-
bilidade de t raçar a esphera cr, isto é, uma esphera tendo um 
ponto commum com a superficie, e sendo-lhe, de resto, completa-
mente exterior. De sorte que, para todo o ponto singular pelo 
qual se possa fazer passar uma esphera satisfazendo ás condições 
de cr, a demonstração tem ainda logar. E o que succede, por 
exemplo, com os pontos conicos salientes a respeito do espaço 
pa ra o qual se pretende resolver o problema. 

Mas pôde se ir mais longe. Supponhamos o principio de Diri-
chlet demonstrado para uma certa superficie S'. Supponhamos 
em seguida que a superficie dada, S, apresenta um ponto singular 
Ao, e que se pôde construir uma superficie S", semelhante a S ' , 
passando por Ao e sendo, de resto, inteiramente exterior a S. 
A demonstração pôde então, evidentemente, estender-se ao ponto 
singular A0. (Ver a fig. 4). 

Applicando esta nota, que dá ao methodo uma elasticidade ex-
traordinaria, e lançando mão de superfícies para as quaes o 
problema já está resolvido, vê-se que o numero e a natureza das 
singularidades da superficie pôde prolongar-se successiva e inde-
finidamente. 

Assim: imaginemos que a superficie tinha um certo numero 
de pontos conicos ordinários reintrantes, isto é, que alguns pontos 
eram vertices de porções de cone de revolução dirigidas para o 
interior do espaço em que se pretende resolver o problema. P a r a 
estender o methodo a estes pontos, construamos uma superficie 
S" formada d uma esphera e d 'um cone de revolução circumscri-
pto, tendo por vertice um dos pontos a que vimos de referir-nos, 
e tomemos o angulo do vertice d'este cone e o raio da esphera 
sufficientemente pequenos para que S" seja por completo exterior 
a S. Ora , como o principio de Diriclilet está estabelecido para 
S" ( ') , que é exterior a S, fica estabelecido para esta superficie. 

( ' ) POINCAKÉ (Mem. cit., p. 229) demonstra este ponto, seguindo a via 
indirecta que indicamos (n." 36). Nós consideramo-lo demonstrado pelo 
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Podemos pois dizer, com Poincaré, que o principio de Dirichlet 
está estabelecido para todo o espaço cuja fronteira admitta um 
plano tangente em cada ponto, excepto em um numero limitado de 
pontos conicos ordinários. Este é o caso mais frequente e inte-
ressante ; mas a verdade é que o principio se pode considerar 
estabelecido em casos muito mais extensos. 

Vê-se quanto é original o methodo de Poincaré: emquanto que 
nos outros methodos de approximações successivas, o de Neu-
mann por exemplo, se par te d u m a funcção harmónica, no actual 
par te se de qualquer funcção que tome sobre a superfície termi-
nal os valores dados. 

O alcance do methodo avalia-se pelas seguintes palavras do 
seu illustre auctor : 

«Teria sido interessante substituir os methodos actuaes de 
calculo por outros menos defeituosos. Não o pude fazer, Iimi-
tei-me a procurar um methodo de demonstração mais simples 
que os que teem sido propostos até'qui e directamtnte applicavel 
a todos os casos». 

4 4 . A exposição que vimos de fazer, suppõe a possibilidade 
de construir uma funcção Vo, continua no espaço G, bem como 
as suas derivadas parciaes das tres primeiras ordens, e tomando 
sobre a superfície terminal S a successão continua de valores 
dados U. 

Se U admittisse, na fronteira do espaço considerado, as tres 
primeiras derivadas, então evidentemente era possível, e isto de 
uma infinidade de maneiras, construir uma funcção Vo satisfa-
zendo ás condições requeridas. 

Mas fazendo sobre U a única hypothese da continuidade, é 
indispensável completar o methodo. 

Neste ponto, é Poincaré extremamente conciso. 

methodo ile Neumann: o que é legitimo porque a superfície cm questão é 
convexa e não é bi-estrellada. 
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Pa ra f (1), pa ra o caso analogo de duas variaveis, reduziu d 'um 
modo simples o caso geral ao caso part icular em que U admitte 
derivadas. 

Vamos indicar a sua marcha , adquada porém ao caso das 
t res variaveis. Constroe, o que é sempre possível, uma funcçâo 
\J/(sc, ?/, z), continua na região G e reduzindo-se a U sobre S. 
Em seguida mostra que se pode formar uma infinidade de poly-
nomios 

Fi, F2, . . . , F„, . . . , 

crescentes e tendendo uniformemente para \[/ em todo o espaço 
G. Sejam 

U1 , U 2 , . . . , U11, . . . 

os valores d'estes polynomios sobre S; estes valores crescem e 
tendem uniformemente para U. Como se sabe resolver o pro-
blema de Dirichlet para cada um dos valores U i dados sobre a 
superficie, tem-se meio d 'obter uma suecessão de funcçôes, har-
mónicas em E, 

Vi , V 2 , . . . , v„, . . . 

que, como o mostra Pa ra f , convergem para a funcçâo procurada 
V. 

Seguindo esta via, seja \[/(5C, y, z) uma funcçâo, continua na 
região G e que, sobre S, se reduz a U. Suppomos a funcçâo -4/ 
posit iva; se o não fosse, raciocinaríamos sobre a funcçâo \|/ C, 
sendo C uma constante conveniente. 

Se ja mais 

Ai, A2, . . . , A„ . . . 

(') Veja-St1 a sua these: Sur Ie probleme de Dirichlet, 1892, p. 21. (Foi 
publicada nos Annales de Ia Facvlt é d es Sciences de Toulouse, t. vi). 
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uma successão infinita de números positivos crescentes, tendendo 
para a unidade e taes que, pondo 

A I + , — A I = S J , 

a successão 

5i, . . . , ô,„ . . . 

seja decrescente: condições que serão realisadas, por exemplo, 
com A i = 1 — 2 _ i . 

E notemos que se pôde sempre encontrar um polynomio que 
represente uma funcção contínua com um erro inferior a uma 
grandeza arbitraria dada, isto qualquer que seja o numero de 
variaveis da funcção (4). 

D'onde se conclue que podemos construir uma successão de 
polynomios 

F1, Fj, . . . , F., 

representando cada um a funcção correspondente da successão 

A1Vj/, A 2 ^ , . . . , . . . 

(') Este theorema foi demonstrado pela primeira vez por W E I R S T R A S S , 

para o caso d'uma variavel. (A sua Memoria foi traduzida 110 Journal de 
Liouville, 1 8 8 6 . ) 

P I C A R U deu uma nova demonstração do mesmo theorema fundada nas 
propriedades do integral que fornece a solução do problema de Dirichlet 
para o caso do circulo. O mesmo geometra, no seu Traité d'AnaIyse (t. i, 
p 262), estende o theorema, por um methodo anaiogo, ao caso de duas varia-
veis. 

Ora o caso que nos interessa é o de tres variaveis. A este respeito dire-
mos que P I C A H D , nesse mesmo siito, affirma que o theorema subsiste para 
qualquer numero de variaveis. E o que, com effeito, se verifica facilmente, 
lançando mão dos resultados obtidos por R I Q U I E R na sua thése, já citada, 
sobre a resolução do problema de Dirichlet no caso do hj-perespaço. 
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com um erro menor que o termo respectivo d'est 'outra successão 

1 1 1 
- S 1 J n , — S2m, . . . , - S 1 1 T W , . . . , 

onde m designa o limite inferior de \J/. 
Esses polymonios formam uma successão crescente como se 

deduz das relações 

> S j m — (Si -)- S i + , ) Jn = - ^ m ( S i - S i t l ) 

>0, 
successão que tende uniformemente para \J/. 

Por conseguinte, chamado U i o valor de F i sobre S, os U i 

formarão também uma successão crescente, tendendo uniforme-
mente para U. 

Ora nós sabemos, por meio de cada funcção auxiliar F i , cons-
truir uma funcção V„ harmónica em E e reduzindo-se a U i 

sobre S. 

Somos assim levados a uma successão de funcções harmónicas 

V 1 , V2 , . . . , Vn , . . . : 

crescentes por isso que a differença V i + 1 — V i , que é harmónica 
em E, toma sobre S valores positivos; e tendendo para um limite V 
por isso que V i ó sempre inferior ao limite superior de <[r. 

E fácil mostrar , finalmente, que V é a funcção procurada. Com 
eífeito, a serie de termos harmonicos 

V1 + (V2 - V . ) - f . . . + (V„ - V„ _,) + . . . 
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é convergente no espaço E, e representa a funcçâo V. Além 
(l'isso essa serie reduz-se, sobx-e S, á serie 

U 1 + ( U 2 - U 1 ) + . . . + ( U l t - U n . , ) + . . . 

que converge uniformemente pa ra U em toda a superficie S. 
Por isso, conforme o segundo theorema de Harnack , a funcçâo Y 
é harmónica em E e reduz-se a U sobre S. C. q. d. 

F I M . 

r 
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