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PREFACIO

A grande obra scientifica do seculo XIX ndo consistiu
sémente na multidio surprehendente de descobertas bri-
Ihantes, no desenvolvimento vertiginosamente accelerado
que em todos os ramos a sciencia antiga tomou.

Foi tambem, e sobretudo nas Mathematicas, um trabalho
de critica e de revisiio detalhado, microscopico, do immenso
e riquissimo material accumulado nos seculos anteriores,
a organisagio e coordenaglio d'esses vastissimos conheei-
mentos, e a sua deducglio de principios solidamente esta-
belecidos.

A entrada, principalmente, d'estas sciencias estava
obstruida com um acervo .de nogBes metaphysicas, que
enredavam logo de uma maneira altamente nociva os pri-
meiros passos do estudioso.

Os elementos eram incomprehensiveis, 1"ahi uma nevoa
que constantemente envolvia todas as demonstragdes, e
que se, por um lado, retardava o progredimento da sciencia,
por outro lado, sob o ponto de vista pedagogico, nilo podia
deixar de influir perniciosamente no espirito da creanga,
forgada a acreditar sob a palavra dos auctores e dos mes-
tres na logica e na verdade das proposicdes e a attribuir
deprimentemente a deficiencia propria a obscuridade dos
raciocinios,
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A pouco e pouce ia-se produzindo uma adaptagiio viciosa
a essa maneira falsa de raciocionar, um poder maravilhoso
de illudir a razdo, chegando ao prodigio de entender o
incomprehensivel.

Pasma-se hoje de como podiam satisfazer certas demons-
tragles, ainda infelizmente inseridas em livros actuaes.

A Arithmetica, a Apalyse, a Geometria foram natural-
mente as primeiras a serem corrigidas e ja hoje, mesmo
entre nds, livros elementares seguem esta nova orientagio.

A Mecanica e a Physica, mais complexas, come¢am
agora a ser refundidas,

E ainda esta ordem de idéas, adoptada n'um ou n'outro
livro elevado, se nfio extenden aos primeiros graus de
instruegdo. ;

De férma que temos hoje um contraste verdadeiramente
lastimavel entre os compendios de Mathematica e os de
Physica. Emquanto que naquelles, pelos quaes se princi-
pia, o estudante adquire um precioso habito de clareza,
e rigor, n'estes a falta evidente de taes qualidades deve
desalental-o.

As tres leis de Newton, para nfio citar senfio um exem-
plo, apparecem na maior parte dos livros actuaes de
Dynamica com enunciados sensivelmente eguaes aos pri-
mitivos,

Slio os seguintes:

1.* Todo o corpo permanece no seu estado de repouso




ou de movimento uniforme rectilimeo, excepto quando &
compellido pelas forgas applicadas a uma mudanga d’estado.

2.* A mudanga de movimento & proporcional & forca
impressa e tem logar na direc¢lo em que essa forga actua.

3.* A reacclio ¢ sempre egual e opposta 4 acglio; oun as
acgdes de dois corpos um sobre o outro sfo sempre eguaes
e oppostas.

Analysemos brevemente estas leis,

Encontra-se na primeira a affirmacio de que um corpo
nflo submettido 4 acedo de forgas estd em repouso ou
tem um movimento uniforme rectilineo.

Ora o movimento d'um corpo n’essas condigdes péde ser
muito complexo.

Demonstra-se que o corpo péde estar animado d’um
movimento de rotacio em torno d'um eixo que se desloca
continuamente,

O enunciado refere-se, pois, 8¢ a0 movimento de trans-
lagllo, isto é, a0 movimento d'um ponto, e nllo d'um corpo.

Mas, como faremos ver claramente, na exposiglo dos
principios da Mecanica, nfo tem sentido dizer que o mo-
vimento é rectilineo e uniforme, sem dar os pontos rela-
tivamente ao qual esse movimento & considerado. Uma
trajectoria rectilinea relativamente a certos eixos pode ser
curva relativamente a outros. Uma velocidade constante
péde transformar-se numa velocidade variavel conforme
as referencias do movimento.

Falla-se além d'isso de forcas, Se a nogio de forga, que se
adopta, ¢ composta com os factores—massa e acceleragiio—,
a lei traduzird apenas esta consequencia banal da definigiio
de acceleragio: que a uma acceleragiio nulla corresponde
um movimento uniforme e rectilineo.

Supponhamos agora que se dd a antiga definigiio de forg:
— causa de mudanga de movimento —, definicio perfeita-
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mente esteril e metaphysica. O enunciado, tomado 4 letra,
seria tautologico. Porque dizer que nflo ha forga & dizer
que nio ha mudanga de movimento, isto é, que o corpo
estd em repouso ou tem um movimento rectilineo e uniforme.

Adiante veremos qual é o sentido que deve attribuir-se
a esta lei, conhecida pelo nome de principio da inercia,
e a sua expressio rigorosa.

Passemos 4 sequnda lei.

O enunciado é, em primeiro logar, vago. Diz-se que
a mudanga de movimento deve ter logar na direcgiio d'uma
linha recta. Parece portanto que essa mudanga se refere
a um ponto e nlo se sabe de que ponto do corpo se
tracta.

Por outro lado ¢é fazer metaphysica dizer que a causa
do movimento actua na direcgiio d'uma linha recta.

A lei, quando muito, poderd indicar que a forga deve
interpretar-se como uma medida da mudanga de movimento.

Na terceira lei finalmente tambem ha incorrecgio em
dizer que as acg¢des mutuas dos eorpos slo eguaes e
oppostas. Os corpos deveriam substituir-se por particulas.

E as ac¢les deverdio ser interpretadas como acceleragdes
mutuas.

Torna-se evidente a necessidade de emendar estes enun-
ciados, e de usar d’'uma linguagem precisa e rigorosa.

As conclusdes a que a Mecanica antiga chegou silo, em
geral, verdadeiras, mas as nogdes e demonstragles care-
cem de clareza e de logica.

Embora modernamente haja uma corrente no sentido de
nilo julgar commoda ou possivel a representagio de todos
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o8 phenomenos pelas leis conhecidas do movimento, o
estudo da Mecanica ¢ ainda, e cremos que serd sempre,
indispensavel 4 Physica. :

Por isso e pelo que atraz dissemos, pensamos que teria
interesse, entre nds, uma exposigio elementar dos prin-
cipios que, no estado actual da sciencia, devem servir de
base 4 Mecanica.

E nio se diga que 86 no ensino superior deve ser feita a
revisio da Mecanica antiga.

A sciencia ¢ s6 uma; e nflo é a nosso ver tarefa facil
varrer por completo do espirito erros que se infiltraram
lenta e profandamente nos primeiros estudos e que tomaram
raizes na lingnagem scientifica.

Além de que os rudimentos da sciencia nilo sfo incom-
pativeis com o rigor.







CAPITULO 1

1. D'entre os multiplos phenomenos physicos o mais
vulgar é o movimento dos corpos ou a sua mudanga de
logar com o tempo.

Essa mudanga consiste numa successio particular de
impressdes dos sentidos, numa sequencia de percepgdes,
que obedece a certas regras ou leis, em cuja constancia
acreditamos pelas repetidas verificagles que d'ellas se
téem feito.

Um exemplo simples fard apprehender melhor esta idéa.
Todos temos verificado que, tomando uma pedra n’uma
mio e largando-a depois, a pedra cde. A queda da pedra,
é um movimento, que se dd sempre que ndés fazemos
aquella experiencia. Milhes de pessoas a téem feito. Todas
recebem impressdes dos sentidos que traduzem pela mesma
férma. Por isso acreditamos que todas as vezes que se
réenove a experiencia o resultado serd o mesmo.

Admittimos aqui o chamado «principio da uniformidade
da Natureza». E d'elle que resulta a possibilidade da
seiencia natural, isto é, ndo 86 de descrever os aconteci-
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mentos naturaes, mas de prever como esses acontecimentos
terfio de futuro logar e ainda como elles se realisaram no
passado.

A Mecanica ¢ tambem uma sciencia natural. Estuda os
movimentos dos corpos e tem por fim descrever esses
movimentos e determinar os que se realisaram no passado
e os que hilo de ter logar no futuro.

2. A Mecanica constitue-se hoje d'uma maneira formal
como a Arithmetica, a Analyse e a Geometria.

As noc¢des fundamentaes, abstractas, introduzem-se por
meio de definigies e postulados, que sfio suggeridos pela
observagiio e experiencia.

Criam-se assim symbolos ou mais propriamente objectos
de raciocinio, cuja combinaglo é sujeita a regras conven-
cionaes, e dd logar a proposicdes ou theoremas logicamente
deduzidos.

Tres elementos de differente natureza entram portanto
na constituigho da sciencia que ¢ indispensavel distinguir
bem uns dos outros, a saber: defini¢les, postulados e
theoremas mathematicos,

Uma theoria d'esta especie é valida sempre que ndo
haja contradicglo entre os seus principios, mas sé serd
util se for capaz de fornecer regras ds quaes obedegam os
acontecimentos naturaes.

3. Para descrever os movimentos dos corpos naturaes a
sciencia introduz a concepglo de movimento de férmas
geometricas (pontos e figuras).

O movimento das férmas geometricas, como estas mes-
mas, nio & perceptivel,-é um conceito que é preciso
definir,

E o primeiro symbolo que a Mecanica cria.
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O seu estudo constitue a Cinematica ou Geomelria do
movimento.

Para chegar 4 previsio dos movimentos dos corpos na-
turaes a sciencia procura que relagles existem entre o0s
movimentos das formas geometricas por meio dos quaes
se descrevem aquelles. Somos assim levados a certas nogdes
abstractas como a for¢a e a massa, e a regras chamadas
Leis do movimento, que se formulam por meio d'aquellas
nogdes.

Sio estas leis que nos permittem, partindo de certos
dados, calcular os movimentos de férmas geometricas que
seriam a descripgio dos movimentos passados ou futuros
dos corpos naturaes.

4. Aos movimentos reaes dos corpos naturaes substitui-
mos movimentos ideaes, puramente conceptuaes, que defi-
niremos.

Mas como 0 movimento d'um corpo é, em geral, muito
cl:lml:!exo, porque nem todas as suas partes téem o mesmo
movimento, estabelecem-se para facilitar o estudo tres
grandes divisies no movimento conceptual que se lhe
substitue.

Uma primeira simplificacio consiste em considerar uma
pequena porgiio do corpo ou particula, tio pequena que
as differengas no movimento das suas partes sejam despre-
ziveis.

Esta particula serd representada por um ponto geome-
trico. O movimento da particula dar-nos-hia ji indicagbes
valiosas do movimento do corpo a que ella pertence.

Em muitos casos seria mesmo praticamente sufficiente
este conhecimento. Por ex., tractando-se de estudar a marcha
d’um comboio, nfio nos interessam naturalmente a maneira
como os passageiros se deslocaram dentro d’elle, os movi-
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mentos de balanceamento e trepidagio, as voltas das rodas
das carrnagens, o movimento da agua na caldeira, o do
vapor no embolo, ete. Basta-nos descrever o movimento
d'uma pequena parte do comboio, qualquer que ella seja e
por mais pequena que seja.

Este typo de movimento chama-se de translacio,

Mas conhecido o movimento de uma particula muitas
particularidades ficam ainda ignoradas, que sob outros
pontos de vista podem ser essenciaes. As outras porgies
do corpo deslocam-se em relagio « primeira particula. Aqui
de novo se procede a uma simplificagdo.

Podemos primeiro suppir que as differentes partes do
corpo se conservam a distancias invariaveis. Ellas poderiio
ainda deslocar-se girando & volta da primeira particula. O
corpo muda de aspecto. Introduz-se assim a concepedio do
corpo rigido, e o estudo do movimento de rotagio em volta
d'um ponto fixo.

Mas as distancias relativas das partes do corpo podem
ainda variar. E a mudan¢a da forma do corpo ou de<for--
magdo, terceira e ultima divisio no movimento conceptual
do corpo.

MOVIMENTO DO PONTO GEOMETRICO
A. Posigiio

5. Para definir com precisfo o movimento d’um ponto
geometrico, é indispensavel dar primeiro as nogles de
posi¢do e de medida do tempo.

Definigdo 1. Diz-se que ¢ dada a posicio d'um ponto
relativa a um conjuncto de pontos, quando é dada a maneira
de construir um ponto, partindo d’esse conjuncto.
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Uma das maneiras mais usuaes (4 qual se reduzem
todas as outras) de dar a posi¢ilo d’'um ponto é a que vae
ser descripta em seguida.

Sejam 0, X, Y, 7 (fig. 1) quatro pontos niio situados no

mesmo plano. Unindo um d’estes tres pontos, por ex. O, com
o8 restantes determinamos tres rectas OX, OY, OZ (eixos
coordenados) situadas duas a duas nos planos XOY, XOZ,
YOZ (planos coordenados). A partir de O (origem das
coordenadas) sobre cada um dos eixos tomem-se tres seg-
mentos OA, OB, OC, megam-se referindo-os 4 mesma
unidade, e affectem-se do signal --- ou — 0s numeros obtidos,
conforme terminarem nas semi-rectas OX, OY, OZ, ou
nos seus prolongamentos. Conduzam-se por A, B e C
planos parallelos aos eixos. Assim se constroe um ponto P,
intersecglio d'estes tres planos.

Os tres numeros I'Ujlreﬁt‘lltﬂli\'k}i dos -‘*l‘gllllﬂlt‘m‘ com o0s
seus signaes chamam-se as coordenadas do ponto P,

A posigiio do ponto P relativamente aos eixos coorde-
nados (systema de referencia) seri dada pelas tres coor-
denadas, Reciprocamente qualquer grupo de tres coorde-

nadas determinard a posigio d'um ponto,
2
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6. Vejamos uma outra maneira de dar a posigho d'um
ponto, de que faremos muita vez uso e que tem uma
importancia excepcional em Mecanica.

O conhecimento da distancia d’um ponto P do espago ao
ponto O, nfio determina aquelle ponto, mas sim uma infi-
nidade de pontos cujo logar geometrico é uma esphera de
centro O e de raio egual 4 distancia dada.

Se porém, nos derem a direccdo da linha OP, ficard a
indeterminagiio limitada aos dois pontos em que essa linha
intercepta a esphera. Se além d'isso conhecermos uma
regra para determinar qual d’'estes pontos devemos esco-
Iher, isto &, se nos indicarem o sentido da linha OP, estard
definida completamente a posigio do ponto P.

Diz-se que é dado um vector OP, quando é dado o
numero que mede a distancia de P a O (grandeza do vector)
a direcglio da recta OP (direcgiio do vector) e o sentido
em que a recta OP é conduzida do ponto O (eentido do
vector).

Representa-se geometricamente pelo segmento de re-
eta OP com uma setta em qualquer ponto d’este segmento,
para indicar o sentido (fig. 1).

Podemos entio dizer que a posicio d’'um ponto P
relativamente a um ponto O péde ser dada por o ve-
ctor OP.

Reparemos, porém, em que para fixar a direcgio e o
sentido de OP, ¢é implicitamente necessario o conhecimento
de pelo menos dois pontos Z e X, por ex., independentes,
o que nos conduziria a wm systema de referencia.

7. Una ultima nota dcerca da posi¢giio d'um ponto.
Esta posigio ¢ sempre, segundo a definiglo, relativa a
outros pontos. A expressio posicio absoluta nlio tem sen-
tido.

L
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Isto estd perfeitamente de harmonia com a nogllo usual
de posigiio d'um corpo.

Quando queremos fixar um logar, indicar a maneira de
o determinar, é sempre referindo-nos a outros logares. Se
estes silo deseconhecidos temos de nos referir a outros. E
assim sempre,

Esta nota tem uma importancia consideravel na Meca-
nica moderna, como veremos.

B. Tempo

8. A posi¢io d'um ponto, como a definimos, deve ainda
considerar-se relativa a um certo tempo. Para interpretar
d'uma maneira rigorosa esta nogiio, vejamos como se mede
o tempo.

O tempo mede-se pelos relogios. Analysemos um relo-
gio. Por simplicidade tomemos a clepsydra, usada pelos
antigos.

Essencialmente reduzia-se a um reservatorio para o qual
corria agua, que sahindo por um orificio, se mantinha a
um nivel sensivelmente constante. A agua que sahia do
reservatorio era recebida num vase graduado.

Para o graduar marcava-se a altura que a agoa attingia
no vaso correndo durante o intervallo de duas voltas con-
secutivas do Sol ao meridiano, dividia-se em 24 partes
eguaes, marcando 0 no ponto mais baixo, 1 no trago imme-
diatamente superior e assim por diante, !

A altura da agoa no vaso graduado dava a hora do dia.
O numero de dias a partir d'uma certa epoca obtinha se
contando as voltas do Sol ao meridiano, on 0 numero de
vezes que o vaso se enchia, suppondo que se esvasiava ao
fim de cada 24 horas.
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Ha aqui um phenomeno ou processo que tem logar conti-
nuamente e vem a ser o escoamento da agua do reserva-
rio para o vaso.

A quantidade d'este processo que se effectuon num
certo intervallo de tempo é medida pela altura ou diffe-
renga da altura da agoa no vaso graduado. Obtemos assim
um numero que se toma para medida do intervallo de
tempo.

Qualquer que seja o relogio adoptado, o tempo é sempre
medido d'uma maneira semelhante. Ha sempre um processo
que decorre ou se effectua d'uma maneira continua, que &
a base da medigio do tempo. Dois intervallos de tempo
slo eguaes se durante cada um d'elles, se effectuou a
mesma quantidade do processo typo. Sio deseguaes no
caso contrario, ¢ as suas medidas estio entre si, como as
das quantidades d'esse processo.

O tempo péde, portanto, ter medidas differentes, conforme
os relogios adoptados,

O tempo é, assim, relativo ao relogio. Este fornece-nos
a cada instante um numero ¢, que se toma para medida do
intervallo de tempo decorrido desde um certo instante
(origem do tempo) até ao instante considerado. Este numero
é real e cresce continuamente quando se consideram ins-
tantes successivos.

Pide, pois, ser representado geometricamente sobre uma
recta por um segmento contado a partir d’'um ponto N para
a direita (tempos futuros) ou para a esquerda (tempos
passados).

Algebricamente contam-se como positivos os tempos
futuros e como negativos os passados.

9. A noglo de relatividade do tempo ao relogio ou pro-
cesso typo, & muito importante, e s6 modernamente tem
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sido posta em evidencia, encontrando-se ainda na sciencia
enunciados verdadeiramente paradoxaes, que resultam do
desconhecimento ou desprezo d'esta nogio, a unica que,
na verdade, podemos ter. ‘

E assim que ainda hoje se diz que o dia sideral vae
augmentando em duragio,

Ora, sendo o processo typo escolhido para medicio do
tempo a rotaglo do Globo relativamente ds estrellas, aquella
proposigio nio tem sentido, visto que por definicds devem
ser eguaes os intervallos de tempo durante os quaes a
Terra di uma volta completa em torno do seu eixo de
rotagilo.

O enunciado deverd ser corrigido.

10. Definimos a posigio d'um ponto relativa a um con-
Juncto de pontos,
posigiio relativa de cada ponto no espago associaremos
um tempo ¢ (contado a partir d'uma certa origem e por
um certo relogio), de modo que & posigio d’um ponto P
corresponda um tempo ¢, e reciprocamente a cada tempo ¢
corresponda uma posi¢io do ponto P e s6 uma.

Definigdo 2. Dada a posiglo relativa de P e o tempo ¢

correspondente diz-se que ¢ dada a posiclio relativa de P
no tempo t.

C. Definigiio do movimento do ponto

11. Fazendo variar ¢ a posigio de P péde ficar a mesma
ou mudar, Isto equivale a dizer que designamos pela mesma
letra P’ pontos que tem a mesma ou differentes posigdes
em tempos diversos.




22

No primeiro caso diz-se que o ponto P fica fixo ou
em repouso, No caso contrario, designando por @, y, z as
coordenadas variaveis do ponto, a cada valor de ¢ cor-
responde um grupo de valores de z, y, 2.

x, y, z serfio o que em linguagem mathematica se cha-
mam funcgdes definidas de 2.

Estas funcgdes poderfio ser continuas ou nilo.

Para a descripgio dos movimentos dos corpos, nfio pre-
cisamos, porém, de considerar uma generalidade tfo grande.

Como um corpo para percorrer um certo caminho niio
pode deixar de occupar todas as posigles intermediarias,
convém restringil-a attribuindo sémente a x, y, z valores
que variem continuamente com ¢, de maneira que as posigdes
do ponte P, num intervallo qualquer, constituam uma curva
continna (1). A esta curva chama-se trajectoria do ponto P,

Chegamos assim #:

Definigdo 3. Movimento d'um ponto geometrico P é a
mudanga da posi¢io relativa de P com o tempo ¢, de férma
que o logar geometrico dos pontos designados pela mesma
letra num intervallo qualquer seja uma curva continua.

12, O movimento d’um ponto geometrico &, pois, por de-
finigio, essencialmente relativo a um systema de referencia
e a um relogio. A expressiio «movimento absoluto», como
aposigiio absolutas, e «tempo absoluto», nilo tem sentido.

Assim tio correcto ¢ dizer que a Terra gira em volta do
Sol, como dizer que o Sol se move em torno da Terra.
Nio é a primeira affirmaglio que dd a celebridade a Corer-

(1) Para isso ndo basta que z, ¥, ¢ sejam funccdes continuas de
¢, mas que sejam além d'isso susceptiveis de representacdio geome-
trica.
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NICO, assim como ndo é na segunda que estd o erro de
ProLomev. Se tomarmos um systema de referencia ligado
invariavelmente 4 Terra, como faziam os antigos, e estu-
darmos o movimento de translaglio do Sol, relativo a este
systema, acharmos que é approximadamente o seguinte: o
centro do Sol descreve uma ellipse, um dos focos da qual é
occupado pelo centro da Terra. Se ao contrario, como mo-
dernamente, quando se estudam os movimentos dos plane-
tas, fixarmos o systema de referencia no Sol, acharemos
que o centro da Terra descreve uma ellipse em torno do
centro do Sol, situado num dos féeos,

A vantagem do systema de CopERNICO sobre o de Pro-
LOMEU esti em que os movimentos conceptuaes a que pre-
cisamos de recorrer para descrever as nossas percepgles
sobre o systema planetario, s¥o muito mais simples no pri-
meiro systema do que no segundo.

A mesma nota pode ter logar relativamente 4 affirmagiio
que se faz do movimento de rotaglio do globo em torno do
seu eixo. Rigorosamente nem tem sentido dizer que silo as
estrellas que se movem, nem tllo pouco que é a Terra que
gira em torno do seu eixo polar.

O que & correcto, e o que poderd, como abreviatura, ser
expresso por aquella forma, é que no primeiro caso re-
corremos para a descripgio das nossas percepgles a mo-
vimentos conceptuaes relativos a eixos fixos na Terra, e
no segundo a um systema de referencia ligado 4s estrellas.
Nada mais (1).

(1) Devemos observar que ndo & esta vulgarmente, mesmo em
livros de sciencia a maneira como se interpretam os movimentos dos
corpos naturaes. A maneira usual de dizer pide admittir-se como
abreviagiio, mas para que nio conduza a erros & indispensavel ter
sempre presente 3 verdadeira significagio que deve attribuir-se-lThe.




D. Descripgiio do movimento do ponto

13. Vé-se bem que o conhecimento completo do movi-
mento d’'um ponto P, assim definido, importa o conheci-
mento de cada posigio de P e do tempo ¢ correspondente,

Consideremos posigies Py, Py, Py, ... P, do ponto P
L'Ol‘l‘l!R}lIJIJiL:IIlu:i aos tempos &y, ts, f3, ... 4. Quanto mais
proximos tomarmos estes tempos, mais proximos serfio os
pontos Py, P2 ... Alinha quebrada que os une tende para
uma linha curva que ¢ a trajectoria (fig. 2).

Dado o systema de referencia e dada a trajectoria, nis
temos uma illli'll':ll;?m da maneira como o ponto P se move

on antes das posigies que elle successivamente toma: mas

ignnr':tlnlm como a posic

y muda com o tempo. Para isso

podemos construir um graphico da maneira seguinte:
Sobre uma linha vertical (fig. 3) marquemos pontos Py,

Py, P3, Py ... P, a distancias proporcionaes ds distancias
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reaes d'esses pontos, isto ¢ aos comprimentos dos arcos de
trajectoria comprehendidos entre esses pontos,

Sobre uma linha horizontal passando pelo mesmo ponto
Py, tomemos a partir d'este ponto comprimentos fyta, 1 fy,
t3f4 ..., proporcionaes s differengas #; - tr, t3—ta, ty—t3,
dos tempos correspondentes s posi¢les consideradas,

Determinemos as interseccdes das horizontaes condu-
zidas por Pa, Py, Py, ... e das verticaes tiradas por fa, t3,
%, ... . Us pontes Py, as, a3, a, ... poderfio unir-se por
uma linha quebrada que terd por limite uma linha curva,
quando se multiplicam estes pontos de modo que as suas
distancias tendam para zero.

Por meio d’este diagramma acha-se para cada tempo ¢ a
distancia a que o ponto P estd de qualquer das suas posi-

gles, e reciprocamente dada a distancia d’uma posiciio de

P a qualquer dos pontos Py, Py, P; ... determina-se o
tempo ¢ correspondente,
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As construcgBes auxiliares para a resoluglo d'estes dois
problemas sdo evidentes,

14. Estudemos agora os dois graphicos (fig. 2 e 3) no
caso particular em que a trajectoria é uma curva plana.

Os resultados facilmente se poderfio generalisar, e, sob
o ponto de vista elementar em que aqui nos collocamos,
ha a maior vantagem em adquirir, por uma analyse facil,
embora d'um caso particular, uma idéa nitida de todo o
methodo scientifico da Mecanica.

Ao primeiro graphico (fig. 2) dd-se o nome de mappa da
trajectoria, e ao segundo o de carta dos tempos, nomes que
adoptamos, para commodidade da exposigio.

Consideremos sobre o mappa da trajectoria duas posi-
¢des Py e Py, por exemplo, do ponto movel P, definidas
pelos respectivos vectores OP3 e OP;. Estes vectores serflo,
em geral, de grandezas e direcgiies differentes.

Se em vez de nos darem OP; e OP; nos dessem OPj e
o vector P3Py que chamaremos deslocamento do ponto P
no tempo t; —f3 (fig. 2), unindo o ponto O com Py teria-
mos determinado o vector OP;. Esta propriedade péde
exprimir-se dizendo que OP; é a somma geometrica ou a
resultante de OP3 e Py Py,

Como a figura indica OP; é a diagonal do parallelo-
grammo construido sobre OP3 e P3P E a regra do pa-
rallelogrammo, que se applica a muitos outros elementos
do movimento em Mecanica e que apparece aqui como um
simples theorema da Geometria dos vectores.

E. Velocidade

15. A grandeza do deslocamento P3Pj, é dada pelo
mappa da trajectoria. Mas de P; a Py decorren um certo
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tempo # —f3, que pdde ser maior ou menor, conforme o
movimento do ponto P.

Esta consideraglio leva-nos 4 noglio nova de velocidade
do movimento.

I natural procurar o valor da razio 113 P:a do compri-
mento do arco da trajectoria comprehendido entre P3 e Py
para o intervallo de tempo #; — 3, a que chamaremos gran-
deza da velocidade media entre Py e Pi.

A velocidade media serd, por definigio, um vector da
mesma direcglio e sentido que P3 P e com a grandeza que
acabamos de lhe attribuir.

Consideremos agora posigles de P intermedias a P; e
Py, cada vez mais proximas de P3; a corda que une P; a
cada um d'esses pontos vae mudando de direcglio e ten-
dendo para a direcgio da tangente 4 trajectoria em Pj (1).
Py
ty—13
um limite que se chama a grandeza da velocidade no ins-
tante t3 ou no ponto P, a qual serd um vector com a di-
recglio da tangente & trajectoria no mesmo ponto, e com
o sentido do movimento.

Defini¢do 4. Ao mesmo tempo a razio tende para

- P3Py
16. Na curva da carta dos tempos a raslo e di a
i —13
inclinagdo ou declive da corda #3¢; e o limite considerado
da a inclinaglo da tangente a essa curva.
D’esta maneira, o vector velocidade no instante ¢, tem
uma grandeza que ¢ determinada pela tangente & curva

(1) Por definigio de tangente a nma curva.
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dos tempos, e uma direcglio que é a da tangente 4 traje-
ctoria no ponto correspondente.

Introduzindo a nog¢lio de velocidade, como que substitui-
mos ds duas curvas, trajectoria e curva dos tempos, as
suas tangentes nos diversos pontos e condensamos num
86 vector as direcgdes das tangentes ds duas curvas em
pontos correspondentes,

A curva dos tempos péde ser uma linha recta. Neste
caso a grandeza do vector-velocidade & constante e diz-se
que 0 movimento & uniforme. Se, porém, a velocidade for
variavel convird estudar as suas mudangas.

17. Podemos agora proceder sobre o vector-velocidade
como sobre o vector-posi¢lo, isto &, construir um diagramma
das velocidades, analogo a0 mappa da trajectoria.

Para isso tracemos a partir d'um ponto qualquer C os
vectores-velocidades nos pontos Py, Pa, ... Ps da trajecto-
ria, CVy, CVy, ... CVq. As extremidades d’estes vectores
formam uma linha quebrada, que se approximard cada vez
mais d'uma curva 4 medida que considerarmos maior nu-
mero de pontos intermediarios sobre a trajectoria.

A curva limite chama-se hodegrapho.

Os pontos Vi, Vi, V3 ... podem considerar-se posi¢des
successivas d'um ponto V movel,

F. Acceleragio

18. Relativamente ao movimento d’este ponto o hodo-
grapho representa o papel de mappa da trajectoria e poders
construir-se uma carta dos tempos, semelhantemente ao
que se fez para o ponto movel P.

Tendo agora o mappa da trajectoria e a carta dos tempos
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do movimento do ponto V, podemos construir um sequndo
hodographo.

Este segundo hodographo estd para o primeiro como o
primeiro hodographo para o mappa da trajectoria do ponto P.

Assim como os raios do primeiro representam as veloei-
dades de P, assim os do segundo dio as de V; e se aquelle
nos determinava a mudanga do movimento de P em gran-
deza e direcgllo, este dard as mudangas de velocidade de
P relativamente a O.

A velocidade do pouto V no primeiro hodographoe ou 4
mudanga de velocidade -de P relativamente a O, dd-se o
nome de acceleragido do ponto P,

As construegdes geometricas effectuadas poderiam repe-
tir-se indefinidamente. Chegariamos assim a um terceiro
hodographo, depois a um quarto e assim successivamente.
Tem-se reconhecido porém que &, em geral, safliciente
para a descripglo dos movimentos a consideracio do se-

gundo hodographo.

19. Estudemos mais detalhadamente a acceleraclio. Ha
duas maneiras de a interpretar.

Consideremos no primeiro hodographo dois raios CV; e
CVy, por exemplo. Podemos conceber a transformagio da
velocidade CV; em AV, por dois processos.

1.° Applicando a regra do parallelogrammo aos dois ve-
ctores CVs e V3 Vi, determina-se a sua resultante que é
CVi.

2. Como a differenga entre as duas velocidades CVs e
CVi é ao mesmo tempo, em grandeza e direcglio, podemos
imaginar que se passa d’uma para outra, modificando pri-
meiro a grandeza de CV; e fazendo em seguida girar CVs
em torno de CVy de modo que as duas direcgles coin-
cidam.
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20. No primeiro caso as consideragdes feitas para o ve-
ctor — posigio que nos levaram & noglio de velocidade
media e velocidade instantanea ou actual do ponto P, ap-
plicam-se aqui av vector-velocidade, e conduzem-nos & noglio
de acceleragiio media e acceleragio actual do mesmo ponto.

Acceleragiio media entre dois pontos serd assim a velo-
cvidade media do ponto V, entre os mesmos pontos.

Definicdo 5. Acceleracio no instante ¢ do movel P serd a
velocidade no instante ¢ do movel V.

Esta acceleragio é, pois, um vector que tem, para o
ponto V3, os seguintes elementos: «) grandeza egual ao

- -

o \
limite da razio : LT,

e (do comprimento do arco da traje-
s —13

ctoria de V entre os pentos V3 e Vi para o intervallo do
tempo correspondente) quando o ponto Vi se approxima
de V3, limite que ¢ dade pela inclinagio da tangente no
ponto correspondente a V3 da carta dos tempos respectiva;
b) direcglio da tangente ao primeiro hodographo no ponto
Vi; ¢ sentido do movimento de V no mesmo ponto.

21. O segundo processo de derivar a velocidade CVy
conduz-nos a separar na mudanga de velocidade duas partes.
Uma é a variaglio de grandeza, e outra a de direcgilo.

Imaginemos um caso particular em que sé tenha logar
a segunda variagfio.

Como a velocidade & constante em grandeza o hodogra-
pho serd evidentemente uma cireumferencia.

A fig. 4 representa, ao lado um do outro, o mappa da
trajectoria e o primeiro hodographo d'um movimento d’esta
natureza.

A aceeleragiio depende aqui sémente da mudanga de di-
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rec¢io do movimento, isto ¢, da mudanga de direcglo da
tangente 4 trajectoria.

Para o mesmo comprimento do arco entre os dois pontos
Py e Py esta mudanga péde ser maior ou menor.

Ls NL.

Para a avaliar tomemos a razlio do angulo das

Ps Py
tangentes em Py e Py para o vmnpl'ilm—ntu do arco P; Ps.
Esta razio importantissima em Geometria tem o nome de
curvatura media da curva entre os pontos P; e Ps.
Quando se faz tender Py para P; o limite d’aquella raziio
chama-se curvatura da curva no ponto Py (1).

(1) Notemos que poderiamos & semelhangn da carta dos tempos
construir um dingramma onde, em vez de marear na linha horizon-
tal l'I}IIL;‘rri.ml'n.lu;-' 11]'.11mn'im|:||-,—: a0s tempos, 08 MUrcASsCmMos em pro-
porgido com as grandezas dos angulos formados pela tangente 4 curva
em P, com as tangentes nos pontos Py, Ps,. .. .

D’esta maneira em logar da curva dos tempos teriamos uma outra,
e o declive da tangente a esta curva mo ponto correspondente a Fy
seria precisamente a curvatura da trajectoria no ponto Py
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Vejamos a relaglo que ha entre a curvatura e a accele-
raglio neste caso particular do movimento.
A grandeza da acceleragiio media 3, entre Py e Py é
como vimos medida pela velocidade media de V entre Vj
¥

v :
Iﬂ ; do comprimento do arco V3 V;
—

para o tempo gasto na passagem de Vj para V.
Mas designando por r o raio da circumferencia hodo-
grapho é evidentemente

e Vi, ou pela relagiio

f"—-\
e : X
y 2V vCvi— oL .

A curvatura media C,, entre os pontos Py e Py serd,
pois,

_LiL_ VW

Cm =y )
Ps Py r.P: P,

e, como a velocidade do ponto P & constante e egual a r,

T
PiPy=(ts—t)r
e por isso
,_..-l-\-n_\
VaVi

tn=re=Cp<r?.
'm = m

Fazendo tender o ponto V; para o ponto Vi, ou
Py para P3, a acceleragho media transforma-se no limite
na acceleragiio no ponto P3 e a curvatura media na cur-
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vatura no mesmo ponto, E como o raio r da cirecumferen-
cia hodographo mede a grandeza da velocidade do ponto
P, podemos concluir que no movimento considerado a ac-
celeraglio no instante t ¢ egual ao producto da curvatura
da trajectoria do ponto P correspondente pelo quadrado da
grandeza da velocidade do mesmo ponto.

22. K facil agora de ver que, substituindo no enunciado
do theorema anterior as palavras cacceleragfio no instante
t» por sacceleraglio normal no instante ¢», elle ficard ainda
verdadeiro no caso geral em que ha simultaneamente mu-
danga de grandeza e direcgiio de velocidade.

Entende-se por acceleragio normal o vector com a dire-
eglo da normal 4 trajectoria, que se obtem decompondo a
acceleraglio em duas, naquella direcgiio e na da tangente
4 mesma curva. A componente nesta ultima direcgio cha-
ma-se acceleragdo tangencial,

Ora para passar do vector velocidade CVj3 para CVy,
podemos conceber que numa primeira phase o vector CVy
gira em torno de C de modo a coincidir em direcglio e
sentido com CVy, sem mudar de grandeza. Esta phase cor-
responde ao movimento particular que acabamos de estu-
dar. A velocidade conserva-se constante em grandeza e
egual a CVy e a acceleraclio serd dada pelo theorema do
numero precedente.

Mas esta acceleraglio no limite quando Vy se approxima
de V3 & precisamente a componente normal da acceleraglio
do movimento mais geral, agora considerado.

G. 2.* descripgio do movimento do ponto

23. As nogles de velocidade e acceleraglo permittem
3
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descrever 0 movimento do ponto d'uma maneira differente
da primitivamente dada.

Tinhamos visto que o movimento d’'um ponto geome-
trico fica inteiramente determinado quando for conhecida
a trajectoria, e o tempo para cada posiglo da trajectoria.

Vamos agora demonstrar o seguinte importante:

Theorema. Dada a velocidade d'um ponto numa posigio e
a acceleragiio do mesmo ponto em todas as posigles, o movi-
mento & inteiramente determinado.

Com effeito, pelo theorema anterior que liga a accelera-
¢llo normal com a curvatura da trajectoria e a grandeza
da velocidade, vé-se que ¢é possivel determinar a forma
inicial da trajectoria, isto é, a eurvatura para o ponto cuja
velocidade & conhecida. Considerando um ponto visinho, da
grandeza da acceleragio nesse ponto conclue-se a mudanga
de velocidade devida 4 mudanga de posigllo, e portanto a
grandeza da velocidade na nova posiglo. Conhecida esta e
a acceleragiio normal fica determinada a curvatura do
elemento de trajectoria immediato. E continuando assim, e
com o grau de precisio que se requeira, poderd construir-se

a trajectoria.
D’esta e da grandeza da velocidade em cada ponto pas-

sa-se para a carta dos tempos, do modo como vamos -
expir. Como a grandeza da velocidade d'um ponto repre-
senta o declive da tangente 4 curva dos tempos no ponto
correspondente, podemos tragar esta tangente para o ponto
inicial e tomar sobre ella um comprimento muito pequeno
(determinado pelo grau de approximaglo) que serd o pri-
meiro elemento da curva do tempo. Pela extremidade
d’este elemento faz-se passar uma horizontal que ird deter-
minar sobre a vertical que passa pelo ponto inicial uma
nova posigio do ponto movel. A esta posi¢llo corresponde
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uma grandeza de velocidade conhecida, e repetindo o
processo construir-se-ha um novo elemento da curva dos
tempos; e assim successivamente,

24. Para se comprehender o alcance do ultimo theorema,
lembraremos a applicaciio que se fez d'elle 4 determinaglio
dos movimentos dos planetas, NEwTON descobriu que a
acceleraglo nestes movimentos obedece a uma lei simples,
que permitte o seu conhecimento em qualquer posigio. E a
lei da gravitagio. Conhecendo a grandeza da velocidade
numa posiglo, o movimento fica determinado.

Nio é, porém, pelo methodo indicado na demonstragio
do citado theorema que se constroe praticamente a traje-
ctoria e se calculam os tempos correspondentes 4s diversas
posigdes do ponto movel, mas sim pela applicagio d'uma
analyse mathematica, complexa e inteiramente féra do ca-
racter elementar d'este trabalho.

25. Uma outra questo importante no estudo do movi-
mento do ponto geometrico é a da resoluglio do problema
da mudanga de origem de referencia, que se péde formular
assim:

ProBrLEMA. Dados o movimento do ponto P e do ponto
O, relativos a um systema de referencia com a origem
em O, pede-se 0o movimento de P relativo a um systema
de referencia com eixos parallelos aos do primeiro e com
a origem em O'.

Sejam (fig. b) Py e P3 duas posigies de P relativas a O, e
('t e O’y as duas posigles correspondentes de O'.

Ot Py &6 o vector que define a primeira posigio de P
relativa a O'; e o vector O'(P's parallelo a 0'sPy define a
segunda.
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Os pontos Py e P’z sflo, pois, as posigBes correspondentes
a Py e Pa. Ora a figura mostra que PP’y 6 o vector re-
sultante de PP e PyP's.

Mas o primeiro d'estes vectores PiPz é o deslocamento
de P em relagiio a O, e o segundo PsP's, sendo da mesma
direcglio, e grandeza e de sentido contrario a 0',0's repre-
senta evidentemente o deslocamento de O relativo a 0.

Logo o deslocamento de P relativo a O’ obtem-se achando
pela regra do parallelogrammo a resultante do desloca-
mento de P relativo a O e do deslocamento de O relativo
a 0,

Facilmente se demonstraria tambem que,] addicionando
geometricamente as velocidades (ou acceleragdes) actuaes
de P relativamente a O e de O relativamente a O/, isto
é, applicando a mesma regra do parallelogrammo, se obtem
a velocidade (on acceleragiio) de P relativa a O'.

De férma que o problema dos movimentos relativos d'um
ponto reduz-se em ultima analyse 4 addiglio geometrica de
vectores, ou 4 chamada regra do parallelogramme.

26, Esta regra do parallelogrammo tem a sua principal
importancia em ser o fundamento da synthese de movi-
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mentos, isto é, da construcgo dos movimentos complexos
a partir de outros simples.

Visto que o movimento de P relativo a O’ é obtido como
resultante do movimento de P relativo a O e do de O
relativo a O', podemos, considerando estes dois movimentos
independentes, dizer que o movimento de P relativo a O/
é proveniente do movimento de P relativo a O e d'outro
egual ao de O relativo a 0.

Entllo o deslocamento do ponto, a velocidade, & a acce-
leraghio obter-se-hflo pela addiglo geometrica dos desloca-
mentos, velocidades e acceleragies dos dois movimentos
independentes.

Esta concepgio péde ter utilidade, se se reconhecer que
a descripglio d'um movimento feito segundo ella & exacta.

27, Temos até aqui considerado o caso particular do
movimento d'um ponto cuja trajectoria é uma curva plana
e por consideragles geometricas simples chegamos a dar
uma idéa dos principaes theoremas de Cinematica.

Os resultados que alcangamos silo susceptiveis de ex-
tenslo ao caso da frajectoria nfio ser plana.

Podemos, com effeito, projectar o ponto P sobre os
planos coordenados, e obter assim tres curvas planas (1),
que sdo os logares geometricos das projecgdes de P sobre
cada um dos planos.

Designando por Py, Ps, P; essas projeccdes, estes pon-
tos movem-se segundo trajectorias planas e o seu movi-
mento determina o de P. O estudo d’este ultimo movimento
péde, pois, fazer-se depender do estudo ji feito,

(1) Duas bastam, eomo ¢& evidente, 4 determinagio da trajectoria.
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28. Limitar-nos-hemos aqui a dar as definigles geraes
dos elementos do movimento.

Em vez de suppir o ponto P projectado sobre os tres
planos, imaginemol-o projectado sobre os tres eixos.

Teremos tres pontos x, y, z moveis segundo linhas rectas.

Definigdo 6. O deslocamento do ponto P entre duas posi-
gles (x, y,2,t) e (¢, y,7,t) serd o vector resultante (1)
dos deslocamentos correspondentes dos pontos @, y e 2.

Definigdo 7. Velocidade no instante ¢ do ponto P serd
analogamente o vector resultante das velocidades mo
mesmo instante dos pontos x, y, 2.

Definigdo 8. Aecceleragdo no instante ¢ do ponto P é o
vector resultante das acceleragles de cada um dos pontos

&, Y, Z.

MOVIMENTO DE ROTACAO

29. Em vez d'uma particula consideremos agora um sys-
tema de particulas, que se movem de modo que as suas
distancias permanecem invariaveis.

E supponhamos alem d'isso que este systema preenche
d’'uma maneira continua o espago limitado por uma super-
ficie fechada.

& - s

(1) A resultante de tres vectores ndo situados no mesmo plano ;

é, em grandeza e direc¢ilo, a recta que tem por projecgdo os tres
segmentos representativos dos vectores componentes. O sentido é o
do movimento,
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Definicdo 9. Um tal systema chama-se corpo rigido e a
superficie referida diz-se superficie do corpo.

O movimento d'um corpo rigido ficard determinado se
for conhecido o movimento de tres das suas particulas nio
situadas em linha recta. A razio é que, com os tres pontos
que as definem, fica determinado um systema de referen-
cia, e relativamente a elle as outras particulas slo fixas,
por definiglo.

Quando se refere 0 movimento a eixos que passam pelo
ponto representativo d'uma particula do corpo o movimento
diz-se de rotagio em volta do ponto.

O caso mais simples do movimento de rotagio é aquelle em
que os pontos do corpo se movem parallelamente a um plano.

Se este plano é, por exemplo, o plano (=, y) do systema
de referencia, entio a coordenada z da posiglo de cada
ponto fica constante, e o corpo gira em torno d'uma recta
fixa, o eixo dos z, que se chama eixo de rotagflo.

Cada ponto descreve uma circumferencia, de plano pa-
rallelo ao plano invariavel.

Consideremos uma linha de particulas do corpo parallela
a este plano e seja 8 o angulo que ella faz no tempo ¢
com uma recta fixa no plano, por ex., o eixo dos .

No tempo ¢ este angulo tomou o valor ¢'. Entlo cha-

ma-se velocidade angular da linha considerada o limite da

—0
razlo - gt quando ¢ —¢ tende para zero.

Qualquer outra linha de particulas parallela ao plano
faz um angulo constante com a primeira, e terd, portanto,
a mesma velocidade angular.

Definigdo 10. Chama-se velocidade angular do corpo a
velocidade angular de qualquer linha de particulas parallela
ao plano fixo,
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" Designando por w a velocidade angular do corpo, é evi-
dente que serd wra velocidade de qualquer ponto situado
4 distancia » do eixo de rotagio.

No caso geral o movimento pide considerar-se como
sendo a cada instante uma rotagio em torno d'um eixo
que vae mudando de posigio.

DEFORMACAO

30. Resta considerar a mudanga das distancias dos di-
versos pontos do corpo. I a chamada deformagdo,

Limitar-nos-hemos aqui a notar que ha neste movimento
dois aspectos fundamentaes que convem separar, a saber:
a mudanga de grandeza do corpo sem mudanga de férma,
e a mudanga de férma sem mudanga de grandeza.

A primeira dé-se o nome de dilatagio e 4 segunda de
escorréegamento,

Toda a dilataglo se reduz a mudanga de comprimento.

Todo o escorregamento se avalia por mudangas de
angulo.




CAPITULO II

A. Postulados

1. Até aqui temos estudado os movimentos conceptuaes,
de que nos servimos para a descripgio do movimento dos
corpos, d'uma maneira geral.

A observacio e a experiencia tem conduzido & desco-
berta de que a descripgiio mecanica do Universo pide ser
feita com certos typos particulares de movimento; ou por
outras palavras que se podem estabelecer relagdes constan-
tes entre os elementos dos movimentos conceptuaes neces-
sarios a essa descripgiio.

Essas relagBes sfo as chamadas leis do movimento, que
introduziremos como postulados. Aos corpos perceptiveis
ou naturaes substituimos symbolos, que slo formas geo-
metricas, cujo movimento obedece a certas regras. Os
postulados dfio precisamente essas regras.

Estes postulados referem-se todos a particulas dos cor-
pos, cuja posiclo pdide ser definida por pontos.

De modo que, quando fallarmos do movimento duma
particula, entender-se-ha que nos referimos ao movimento
do ponto que a define.
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Depois de enunciarmos estes postulados restard ver como
se concebem os corpos corstruidos de particulas.

2. PosruLapo I. Cada particula exerce influencia sobre
0 movimento de outra particula; essa influencia é tanto
maior quanto mais proximas se acham as duas particulas.

Por este postulado devemos entender que para deter-
minar o movimento d'uma particula concorrem todas as
outras, qualquer que seja a sua distancia; mas que para
as maiores distancias a acglo das particulas é menor.

Por ex., uma particula da Terra ¢ influenciada ne seu
movimento por qualquer particula da estrella mais afastada.

Porém, se esta particula se achasse collocada no Sol, a
sua influencia seria maior, e maior ainda se pertencesse &
propria Terra.

3. PostuLano IL. E possivel determinar um systema de
referencia relativamente ao qual uma particula isolada per-
manece em repouso ou se move com movimento uniforme.

Neste enunciado apparece a expressiio particula isolada
que é preciso em primeiro logar definir.

Esta nova nogllo, corresponde 4 necessidade que temos
d'uma simplificagiio,

Pelo postulado I o movimento de cada particula soffre
a influencia de todas as outras particulas do Universo.
Esta concepglio tornaria-impossivel a descripgiio mecanica,
ge por acaso niio fosse permittido quando estudamos o
movimento d'uma particula ou grupo de particulas excluir
ou desprezar a acglio das outras particulas.

O mesmo postulado diz-nos, porém, que a influencia
diminue com a distancia. Ella torna-se mesmo pela sua
pequenez impossivel de medir, para particulas muito dis-
tantes.
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Mas, ainda quando apreciavel, podemos numa primeira
approximaglio desprezal-a, sabendo, porém, que se com-
metten um erro e que o valor d’esse erro é precisamente
o desprezo d’essa influencia.

E isto que se chama isolar um grupo de particulas. Um
grupo de particulas isolado toma o nome de campo.

Niio ha, segundo o primeiro postulado, systemas de
particulas isolados, mas ha-os approximadamente isolados.
Estes podemos concebel-os como rigorosamente isolados,
isto é, niio attender & influencia das particulas exteriores.

Mas agora o postulado I, conhecido com o nome de
lei da inercia,"parece absurdo, pois que se a particula se
acha isolada, ndlo ha systema de referencia. O que se quer
significar, porém, é que as outras particulas se consideram
como nio exercendo influencia no movimento da primeira,
mas se suppdem presentes para a determinaglo d'um sys-
tema de referencia,

O postulado II refere-se ao campo mais simples—uma
particula—e a propriedade que por este postulado attri-
buimos a cada particula denomina-se a sua inercia.

4, PostuLapo III. As acceleragies de duas particulas,
relativas ao mesmo systema de referencia, siio determinadas
pela sua posigio (e velocidade) relativa; téem a direcgio da
linka que une os pontos representativos das duas particulas
e sentidos oppostos.

Deve entender-se que as duas particulas constituem um
campo. O systema de referencia serd determinado por
outras*partienlas situadas a distancias taes que a sua in-
fluencia & desprezivel.

Tem-se reconhecido que para esta theoria ter utilidade,
& necessario suppor que nfio 86 as duas particulas podem
mudar de posigiio relativa, mas que para a mesma posigiio
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podem ter velocidades quaesquer. As acceleragles é que
devem suppir-se eguaes para a mesma posigio.

A esta ultima affirmativa no convem, porém, attribuir-
se-lhe uma inteira generalidade. Se para os movimentos
de translaglio e rotaclio ella parece nio soffrer excepgllo,
para a deformagio a regra seria muito particular e deveria
antes suppir-se que as acceleragles podem depender tam-
bem das velocidades das duas particulas e nio sémente das
posigles.

5. PostuLapo IV. A relagio da acceleragio da parti-
cula A devida d particula B para a acceleragiio de B devida
a A ¢ constante, qualgquer que seja a posigio de A ¢ B, e
o campo.

Este postulado diz-nos que a parte da acceleraglo da
particula A devida 4 ac¢fio de B estd numa relaglo cons-
tante com a parte da acceleraglo de B devida a A.

Essa relagiio depende da qualidade ou individualidade
das parliculas A e B, mas é independente da posigio
d'essas particulas e do campo de que ellas fazem parte.

O postulado conduz-nos a classificar as particulas segundo
o valor d'esta relaglio, a formar uma escala das rela¢Bes
das acceleragBes mutuas.

6, Para esse fim toma-se uma particula P como termo
de comparaaglo, como padrio. A relaglo da acceleragiio
de P devida a outra particula A para a accelgragiio de A
devida a P serd constante, qualquer que seja.a. posigiio
das duas particulas @ o campo. Essa relagio é expressa
por um certo numero que associaremos & particula A.
Introduz-se assim d'uma maneira clara a noglio de massa
pela seguinte :
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Definigdo 11. Massad'uma particula A relativa 4 particula
padrlo P ou, simplesmente, massa de A é a razio da acce-
leraglio de P devida a A para a acceleragio de A devida
aP.

A massa é, portanto, relativa 4 particula P escolhida
para padrio. A massa d’esta particula é representada pelo
numero 1. As massas das outras particulas slo tambem
numeros que representam relagdes por quociente de acce
leragies.

7. Posturapo V. A for¢a da particnla A sobre a parti-
cula B € equal e opposta d forga de B sobre A.

Neste postulado que corresponde 4 antiga lei da acglio
e reacgdo intervem uma noglo nova, a de forga, que se
cria pela seguinte:

Definigdo 12. Chama-se for¢a exercida pela particula A
sobre a particula B, ao vector que tem grandeza egual ao
producto da massa de B pela acceleragio de B devida a
A, e a direcgiio e sentido d'esta acceleragiio,

A grandeza do vector-forga obtem-se multiplicando um
numero de unidades de massa, por um numero de unidades
de acceleragio,

Pelo postulado III j4 sabiamos que as direcgdes da
acceleraglio de A devida a B e da de B devida a A sio
communs e o8 sentidos oppostos. Logo as forgas de A
sabre B e de B sobre A terlio direc¢les eguaes e sentidos
oppostos. O que ha de nove no postulado V é que as
grandezas d'essas forgas sllo eguaes.

Por outras palavras o que este postulado affirma é que,
se depois de determinadas as massas de todas as particu-
las, relativas a uma certa particula P padrilo, as compa-
rarmos entre si, acharemos que a razlo geometrica da
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acceleragio de A devida a B para a acceleragio de B
devida a A ¢ egual 4 razllo da massa de B para a massa
de A. Abreviadamente: as acceleragles sio inversamente
proporcionaes ds massas.

8. A noglio de forga tal como a apresentamos no numero
anterior é perfeitamente clara. A for¢a dd uma medida do
movimento. Duas particulas estio em presenga uma da
outra, O movimento de uma depende como o indicam os
anteriores postulados de dois factores: um &, por assim
dizer, o caracter individual d’essa particula, a sua massa;
o outro ¢ a influencia que a segunda particula exerce sobre
a primeira, ou a acceleraglio d'esta devida & outra.

Para obter esta medida tomase o vector-acceleraglio
de A devida a B e modifica-se o sen comprimento de
férma que se torne egual ao producto d'elle pelo numero
que representa a massa de A,

B. Synthese do movimento

9. Introduzamos no campo (A, B) uma terceira parti-
ticula.

E claro que poderiamos conceber que a presenga da
particula C alterasse a ac¢lio de A sobre B, sem contra-
dizer o postulado IV. O que este postulado, com effeito,
estabelece & a constancia da relagio das acceleragles mu-
tuas de A e B, quando o eampo varia.

Mas nada nos diz com relaglio ds grandezas absolutas
d’estas acceleragdes. D’ahi resulta naturalmente esta per-
gunta: A grandeza da acceleragio da particula A em pre-
senca de B ndo ¢é alterada quando se introduz no campo
uma terceira particula C?




Supponhamos, pois, primeiro que, sendo a acceleraglio
de A, no campo constituido por A e B, representada pelo
vector b (fig. 6) e no campo formade por A e C pelo
vector ¢, no campo das tres particulas estas acceleragGes
continuam a ser as mesmas. Se assim for é applicavel a
regra do parallelogrammo das acceleragdes e a acceleraglio
total resultante serd o vector d, diagonal do parallelo-
grammo de lados & e c.

Se, ao contrario, suppomos que, pela introducglio da par-
ticula C no eampo, a acceleragio de A devida a B é o
vector V', e pela presen¢a de B a acceleraglio de A devida
a C se muda em ¢, entdio a acceleraglo resultante serd d',
diagonal do parallelogrammo de lados & e ¢

A synthese do movimento niio poderd fazer-se pela
regra do parallelogrammo das acceleragfes.

Esta observaglio pdde applicar-se tambem 4s forgas.

Seja m a massa de A, m><b e m><c serflo respectiva-
mente as grandezas das forgas de B e C sobre A, nos
campos (A, B), e (A, C). Estas forgas sllo representadas
pelos vectores [3 e 7, de grandezas eguaes a m><b e m <c.

A resultante na‘primeira hypothese serd a diagonal d do
parallelogrammo de lados & e y. E a regra conhecida pelo
nome de parallelogrammo das forgas,

Imaginemos, porém, que esta hypothese é rejeitada, e
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que as acceleragles ae b se transformam em « e ¥/ quando
se considera o campo (A, B, C).

Entiio as forcas de B sobre A e de C sobre A serfio
m><a e m><V em grandeza, e a resultante serd a dia-
gonal ¢’ do parallelogrammo construido sobre os lados &/ e .

N'esta hypothese, porém, a resultante nio se obtem
applicando a regra do parallelogrammo ds chamadas forgas
de B sobre A e de C sobre A. Estas forgas relativas aos
campos (A, B) e (A, C) slo modificadas pela consideragiio
do campo (A, B, C), e a synthese do movimento torna-se
menos simples.

Nio bastaria o conhecimento das acceleragles dos movi-
mentos simples, seria mecessario medir as acceleragBes
para cada varia¢lio do campo.

Mas a primeira hypothese é sufficiente para descrever .
as nossas percepgdes relativas a muitos movimentos dos
corpos, sendo porém duvidoso que possa dar explicaglio
dos phenomenos physicos para cuja descripgio é neces-
sario fazer intervir a acglio de particulas a distancias muito
pequenas.

Emquanto que, por exemplo, para descrever os movi-
mentos dos corpos celestes, e ainda dos graves 4 superficie
da Terra, ha toda a razlo para crer, que o postulado é
util e commodo, ha, ao contrario, phenomenos de coheslio
que difficilmente podem ser explicados sem suppdr a acglio
de duas moleculas modificada pela presenga d'uma terceira.

C. Concepgiio d'um corpo. Novos postulados

10. E necessario agora indicar quaes sio os symbolos
que substituimos aos corpos naturaes, e a sua relagio com
as particulas, de que até aqui temos sémente fallado.
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Supponhamos que, depois de dividir um corpo em partes
de egual grandeza e férma, nio podemos distinguir essas
partes umas das outras por nenhuma differenga de quali-
dade. Diremos entio que o corpo & homogeneo.

No caso contrario o corpo diz-se heterogenco.

O nosso symbolo para o corpo homogeneo, serd uma
figura, limitada por uma superficie geometrica fechada, e
cujos pontos interiores representam particulas de egual
massa, uniformemente distribuidas.

A massa do corpo homogeneo é a somma das massas
das suas particulas,

Para os corpos heterogeneos a experiencia mostra que
quanto menores forem as partes em que se dividem esses
corpos, mais essas partes se approximam da homogeneidade.

Poderemos entdlo conceber um corpo heterogeneo como
formado de particulas homogeneas,

Nos corpos homogeneos em virtude da uniformidade da
distribuigho das particulas, ha uma relagio constante entre
a massa de qualquer por¢lio do corpo e o seu volume.

Essa relaglo chama-se densidade do corpo.

Nos corpos heterogeneos esta relagio ¢ variavel de
ponto para ponto, porque a massa das particulas 6 diffe-
rente. Considera-se entlo a densidade num ponto do corpoe
que ¢ o limite para que tende a relagio da massa para o
volume d'uma porglie do corpo contendo o ponto, quando
esse volume tende para zero.

11. O que acabamos de dizer leva-nos ao enunciado de
mais dois postulados:

Posrunavo VI. Cada corpo e cada parte individual
d'um corpo tem uma massa constanle e a massa do corpo é
a somma das massas das suas partes.

4
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Posturapo VII. Cada corpo pide ser concebido como
SJormado de particulas, que preenchem d'uma maneira con-
tinua o volume limitado pela superficie do corpo.

12, A estes dois postulados, attendendo a que nlo pode-
mos conceber dois corpos naturaes occupando no mesmo
tempo o mesmo espago, deverd accrescentar-se o seguinte:

PostuLapo VIII. Dois corpos nunea oceupario no mesmo
instante 0 mesmo espago,

D, Medida das massas

13. Queremos ainda dar uma ligeira ideia da maneira
de medir praticamente as massas dos corpos.

Precisamos para isso de introduzir primeiro a nogiio de
acceleragdo d'uwm corpo.

Demonstra-se que existe em cada corpo um ponto cha-
mado centro de massa ou de inercia que se move como
uma particula de massa egual 4 massa do corpo que fosse
actuada pela resultante do systema de forgas applicado ao
corpo, supposto rigido,

Por resultante do systema de forgas entende-se a resul-
tante do systema de vectores representativos, que se de-
termina pela theoria geometrica dos vectores.

A acceleragiio do corpo ¢ a acceleragilo do centro de inercia.

Na proximidade da Terra os corpos edem com uma acee-
leragiio approximadamente constante para o mesmo logar
e de direcgilo vertical, relativamente a eixos fixos 4 su-
perficie do Globo, sendo um d’elles a vertical (1) do logar

(1) A vertieal ¢ dada pelofio do prumo em repouso relativo & Terra.
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e sendo a unidade de tempo o segundo solar medio. Attri-
bue-se esta acceleraglo & acglo das particulas da Terra
sobre as particulas do corpo. Na queda livre d’um corpo
suppomos esta ac¢lio unica. A for¢a resultante que actua
sobre o corpo é egual em grandeza ao producto da massa
do corpo pela sua acceleragilo,

Esta acceleraglio, sendo constante no mesmo logar, a
massa do corpo serd proporcional ao peso.

Para determinar as massas dos corpos proximo da su-
perficie da Terra basta pois pesal-os numa balanca com-
mum. Os corpos que se equilibram na mesma balanga terdo
massas eguaes. A massa unidade serd a d'um corpo par-
ticular escolhido como padriio.

Para os corpos celestes as massas sio determinadas pela
applicaglio da lei de attracglio newtoniana,

Observemos ainda que a relaglo das massas, deduzida
da observaclio directa das velocidades produzidas pela sna
acglo mutua, coincide com a relagio das massas determi-
nada pela balanga,

E. Escolha do systema de referencia

14. I sobre o systema de definigdes e postulados apre-
sentados que se construird a Mecanica racional,

Para que esta sciencia seja util é indispensavel que os
movimentos descriptos por ella déem uma representaglio
dos movimentos observados.

Tudo se reduz a que seja possivel escolher systemas de
referencia taes que relativamente a elles os postulados se
appliquem aos corpos naturaes.

Tivemos ji occasifio de notar a relatividade do movi-
mento.
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Esta relatividade extende-ge ainda &nogllo de forga dada,
como claramente se vé notando que a forga exercida sobre
um corpo ¢ a resultante das forgas exercidas sobre as suas
particulas, e que estas ultimas forcas sfio formadas por
componentes, eguaes em grandeza ao producto da massa
da particula pela acceleraclio devida a outra particula.

Ora esta acceleragfio nfio tem sentido se nio for dado o
systema de referencia.

Mas ha mais. Emquanto a posigio d'uma particula, a
sua velocidade e acceleraglio podem ser descriptas relativa-
mente a qualquer systema de referencia determinado pelas
partes dos corpos naturaes, o mesmo nflo succede para a
forga. Ha systemas de referencia para os quaes ndo tem
sentido a expressio forca sobre um corpo.

Daremos a seguir alguns exemplos.

15. Supponhamos que escolhiamos para origem das coor-
denadas a posiglio d’uma particula do systema de corpos
cujo movimento pretendemos descrever. Essa particula teria
uma acceleragio nulla, Mas entdo attendendo a que as mas-
sas sllo dadas pela relagilo das acceleragles, a massa d'esta
parte do corpo deveria ser infinita, o que é contra um dos
postulados.

Assim quando se estudam os movimentos dos corpos re-
lativamente & Terra, nfo podemos tomar a origem no
centro da Terra sem considerar a massa da Terra como
mfinita. Como, porém, esta ultima tem um valor finito,
que pode ser determinado, resulta que se commette um
erro, applicando os postulades.

Designando por m a massa do corpo e por M a da Terra

despreza-se evidentemente a fracglo

m
H-
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16. Tambem o postulado da acclio e reacgiio implica uma
restricclo egual sobre a escolha de origem de referencia.

Consideremos com effeito um systema de dois corpos e
substituamos esses corpos por particulas definindo os cen-
tros de inercia.

Escolhendo a origem do systema de referencia no centro
de inercia d'um dos corpos, a forga exercida pelo outro
sobre este deve ser nulla para que a acceleragiio da par-
ticula, onde se collocou a origem, o seja tambem.

Mas em virtnde do citado postulado seria tambem zero
a forca do segundo corpo sobre o primeiro, isto é a acce-
leraglio d’aquelle nflo resultaria de acgdes e reacgles entre
as partes do systema.

E necessario, pois, tomar uma origem tal que o systema
possa ser considerado isolado de todos os outros corpos;
por outras palavras que o erro commettido, nfio attendendo
4 influencia dos eorpos externos, seja desprezivel. Para isso
é preciso que esses corpos estejam a distancias muito gran-
des relativamente ds distancias entre os pontos mais afas-
tados do systema.

No estudo, por exemplo, do movimento d'um corpo pro-
ximo da Terra péde, com approximaciio sufficiente, consi-
derar-se isolado o systema formado pela Terra e o corpo.

Outro exemplo.

Para o estudo dos movimentos dos planetas pide des-
prezar-se a influencia das estrellas.

Collocando a origem do systema de referencia no centro
de inercia do systema solar, teremos resolvida a difficul-
dade, e niio deverd entio ligar-se sentido & phrase «forga
exercida sobre o Sol por uma estrellar.

17. Vejamos ainda como em face d'estes principios deve
ser expressa a lei da attracgio newtoniana. Niio tem sen-




54

tido dizer, como & costume, que os corpos se attrahem na
rasio directa das massas e na inversa do quadrado das
distancias.

Deve em primeiro logar substituir-se a palavra «corposs
pela palavra «particulass,

Mas ainda nilo é tudo.

A attracgllo & uma forga; como tal é relativa. Necessario
é, pois, fixar o systema de referencia.

Poderia entender-se a lei como indicando a existencia
d'um systema de referencia, em relaglo ao qual a forca
entre duas particulas seria directamente proporcional ao
producto das suas massas e inversamente proporcional ao
quadrado da sua distancia.

Nesta ordem de idéas, procurando pél-a de harmonia
com o8 factos observados, reconhecen-se que, para o sys-
tema solar, a forga entre duas particulas, relativa a eixos
de referencia dirigidos para as estrellas mais distantes com
a origem no centro de inercia d'aquelle systema, tem effe-
ctivamente as relagies indicadas com as massas d’essas
particulas e distancias respectivas,

Se quizermos dar-lhe um enunciado mais geral, podemos
dizer que a forca entre duas particulas d’'um systema iso-
lado & proporcional ao producto das massas e inversamente
proporcional ao quadrado da sua distancia, servindo as
particulas exteriores para a determinaglo do systema de
referencia(1).

18. Temo-nos referido apenas nestes exemplos ao systema
de referencia.

(1), Convém, porém, notar que com esta forma geral a lei nio foi
ainda verificada; e acerescentaremos que parece ndo poder appli-
ear-se ds particulas, que, como as d'um corpo, se encontram a dis-
tancias muito pequenas,
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Faremos agora algumas observagdes relativamente 4 es-
colha do processo de medir o tempo.

Como temos notado, 0 movimento depende d'esta medida.

Ao numero indicado por um relogio como medida do
tempo, corresponde sempre noutro relogio outro numero.

Designando por ¢ o tempo do primeiro relogio e por ¢
o do segundo, t serd, pois, uma funcgiio definida de ¢

A mudanga de processo padrio para a medida do tempo
é, pois, em ultima analyse, uma mudanca de variavel.

Pide ser conveniente em certos casos effectual-a.

E assim que emquanto na Astronomia em certas obser-
vagles (observagBes meridianas) se adopta o tempo sideral,
para o qual o processo typo é a rotagio da Terra relativa
ds estrellas, em tudo o mais a unidade de tempo escolhida
(segundo solar medio) é differente. Esta escolha foi subor-
dinada 4 condi¢io de ser util e commoda 4 vida e usos
civis. Aqui a dependencia é simples porque o tempo me-
dido pelo segundo processo ¢ um multiplo do tempo medido
pelo primeiro.

19. Cabe neste logar, como exemplo, examinar que sentido
deve ligar-se 4 affirmagiio citada no n.° 9, do erescimento
successivo do dia sideral, a qual foi estabelecida para por
de accordo com certas observacles a lei da gravitacio.

Deveria antes dizer-se que, com a medida do tempo
adoptada, esta lei nflo estd em exacta concordancia com
alguns factos particulares.

E, se reconhecermos que uma mudanga naquella medida
supprime estas pequenas excepgdes, devemos entio corrigir
assim o enunciado: que ha um processo typo de medigiio do
tempo para o qual a lei da gravitacio prové com mais
rigor 4 descripcio mecanica do systema solar.




F. Nota final

Para terminar resta-nos observar que os postulados es-
tabelecidos sdo apenas os primeiros postulados da Mecanica.

No seu desenvolvimento ulterior serd necessario intro-
duzir outros. E assim que para a descripglio dos movi-
mentos dos corpos celestes e dos graves 4 superficie da
Terra se assigna & forca uma lei—a lei da gravitaglio —
que deve ser considerada como um novo postulado, appli-
cavel a certa classe de movimentos.

Mas ha mais. A Mecanica baseada nos principios que
exposemos fica demasiado larga.

Abrange typos de movimento que nilo siio necessarios 4
descrip¢llo dos phenomenos.

Os postulados que apresentamos siio as respostas que a

experiencia di a certas perguntas que o nosso espirito é
nataralmente levado a formular.

No desenvolvimento da theoria apparecem nogles como
as de trabalho e energia, que permittem collocar questdes
novas. A experiencia mostra que se deve restringir por
meio d’outro postulado — o principio da conservagio da
energia — a generalidade excessiva d'aquella theoria.
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