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PREFACIO

A presente dissertagdo tem por origem wum curso que
fizemos na Faculdade de Sciéncias de Coimbra durante o
sequndo semestre de 1926-27, Todavia as nossas ideas
s6bre os fundamentos do Cileulo das Probabilidades modi-
ficaram-se sensivelmente num intervalo de dois anos e 0s
auditores désse curso, que porventura lerem as pdginas
que hoje damos & publicidade, dificilmente reconhecerdo
e certos pontos as nossas prelecgoes. Aecresce que nos
propuzémos escrever wma obra essencialmente ledrica, dei-
zando de lado tudo quanto tem cardeter de aplicagdo, e
que inserimos, entre oulras, certas adigies e generalizagdes
inadequadas a um curso elementar,

A-pesar-do que se tem escrito sobre a matéria, a cons-
trugdo dos fundamentos da Teoria das probabilidades deiza
muito a desejar. Reconheceu-o entre nés o sr. dr. Pacheco
de Amorim que, na sua Dissertagdo inaugural, apresentou
wma tentativa interessante no sentido de por ordem légica
no cadtico das exposigdes eldssicas das bases da Teoria.
Hd porém nas ideas do sr. dr. Pacheco de Amorim, ds
quais, ndo obstante, devemos muilo, uns sends que as
tornam inaceitdveis em bloco, 0O mais importante ¢ a
separacdo radical estabelecida entre o principio da divisdo
e 0 prineipio da multiplicagdo, fazendo daquele uma defi-
nigdo da probabilidade mediante o artificio da dislingdo
entre probabilidade e « possibilidades. Sem que preten-
damos ter exposto os fundamentos do cdleulo das proba-
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bilidades in aeternum, eremos que do nosso trabalho resulta
claramente a inufilidade desta distingdo e a equivaléneia
dos principios da divisdo e da multiplicagio das proba-
bilidades. Desta equivaléneia, alids, fazem uso os autores
cldssicos; somente ndo ddo dela wma justificagio eabal.
Pecam as teorias gerais da probabilidade, que tém sido
propostas, nido sé por ilogismo no estabelecimento dos
principios fundameniais, mas ainda por deficiéncia de
matéria. A probabilidade numerdvel € posta geralimente
de lado e quando isto ndo sucede sé lhe ¢ feita uma refe-
réncia passageira. A Memdria que Borel publicou nos
Rendiconti de Palermo e depois inseriu na 2.% edigio das
suas Legons sur la théorie des fonctions ndo contém wma
teoria desta probabilidade, mas sim o estudo de certos
problemas particulares, alguns dos quais pouco tém que
ver com a probabilidade numerdvel propriamente dita. A
probabilidade continua ¢ estudada no easo particular das
regioes e ordindriamente dum modo imperfeito. Comete-se
por exemplo a inconseqiiéneia de teorizar para volumes de
espagos euclidianos e logo em seguida estudar problemas
relativos a dominios de variedades déstes espagos, que sdo
em geral ndo-euclidianas. Pareceu-nos pois 1itil fazer o
estudo da probabilidade continua nos espagos riemannianos,
e ndo 86 para regides, mas para conjunios mensurdveis
quaisquer, utilizando os belos trabalkos de Lebesgue sébre
o medida e a inlegragio, e completando-os para éste efeilo




- onde se tornou necessdrio. Longe de nos eonfinarmos aos
conjuntos homogéneos, sé os ulilizimos ecomo ponto de
partida, sendo o alvo dos nossos esforgos o caso da hetero-
geneidade, que ¢ o caso geral. Nos conjuntos finitos ou
numerdveis, introduzimos as probabilidades irracionais;
nos conjuntos da poléneia do eontinuo, as densidades da
probabilidade discontinuas. Esta orientagido geral reflec-
tiu-se naturalmente na teoria da esperanga, que cremos ter
apresentado dum modo rigoroso e completo, nio obstante
as abreviagdes que em todo o livro tivemos, por vezes, de
fazer, ou porque ndo nos agradasse repetirmo-nos, ou
porgue a menor imporidncia do assunto a isso aconselhava,
ou ainda porque nos era materialmente vedado ultrapassar
certos limites. '

Os dois trabalhos que inserimos nos §§ 15 e 16 deviam
fazer parte dum segundo capitulo que projectdmos eserever
sobre as propriedades gerais dos grandes niimeros, e que
seria o principal desta dissertagio. As lacunas que possa
haver nos treze primeiros §§ podem explicar-se até certo
ponto por terem sido redigidos em vista das questdes que
no segundo eapitulo desejdvamos tratar. Porém motivos
ponderosos impedem-nos de ser extenso, e assim tivemos
de nos limitar a extrair das nossas notas 0 que nos paréceu

ter mais origs;nalidade, sem nos preocupar o ex-abrupto
com que os dois §§ sdo introduzidos. No § 15 demons-
tramos dois teoremas novos sébre limites de probabilidade
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para varidveis aleatorias independentes, nos quais se con-
tém, como coroldrios particularissimos, duas proposi¢ies
devidas ao sr. dr. Pacheco de Amorim. No § 16 mostramos
que o principio em que Gauss baseou a sua teoria defini-
tiva do método dos menores quadrados se justifica tanto
melhor quanto maior ¢ o nimero de observagdes. Os teo-
remas do § 15 valem também para vectores independentes;
mas isto serd objecto dum artigo que oportunamente pi-
blicaremos.

A precipitagio com que redigimos éste volume acarre-
tou-lhe naturalmente defeilos, para os quais pedimos a
indulgéneia do leitor.

Coimbra, Maio de 1929,




PRELIMINARES

No Céleulo das probabilidades consideram-se aconteci-
mentos, passados, presentes ou futuros, possiveis mediante
a realizagio de circunstincias determinadas, mas geral-
mente incertos. A incerteza da realizagio dum aconteci-
mento é meramente acidental se o acontecimento e as cir-
cunstdncias que lhe condicionam a possibilidade pertencem
inteiramente & ordem fisica. Imperando nesta ordem de
fendmenos um determinismo rigoroso, como admite a
sciéncia moderna, a incerteza dum acontecimento sé pode
existir pela ignorincia das relagoes de causalidade exis-
tentes entre éle e as circunstdncias que o tornam possivel.
Se acontecimento e circunstincias ndio pertencem inteira-
mente & ordem fisica, aquela incerteza pode ser essencial.

E o que se dé por exemplo nos jogos de azar, onde, nas

circunstdncias que condicionam a possibilidade dum acon-
tecimento niio observado, intervém em condigoes especiais
um acto humano que escapa, pelo menos em parte, ac
‘determinismo fisico. Esta distin¢iio, importante para julgar
do valor do Cédleulo das probabilidades, nio interessa
porém & sua construgio formal.

Poisson definiu a probabilidade dum acontecimento
como sendo a nossa razéio de crer que &le se realizou ou
realizard. Se nfio queremos entrar em discussoes de
cardicter filoséfico, podemos aceitar esta definigio. Duma
urna que continha bolas brancas e pretas tirou-se a sorte
uma bola, de cuja cér nao fui informado; tenho motivo de
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crer que ela é branca e tenho motivo de crer que ela é
preta; a saida de bola branca e a saida de bola preta sao
dois acontecimentos que, para mim, tém probabilidade.
Amanha choverd em Coimbra, ou néo choverd; tenho
motivo de crer que sim e motivo de crer que nfio; chover
amanhi em Coimbra, ou ndo chover, sdo ainda dois acon-
tecimentos que, para mim, tém probabilidade.

Informo-me porém de que na urna do primeiro exemplo
havia no momento da tiragem mais bolas brancas do que
pretas; tenho agora mais razéo de crer na saida duma
bola branca que na saida duma bola preta; ao primeiro
acontecimento atribuo maior probabilidade que ao segundo.
Um meteorologista, que sabe que o bom tempo que hoje
faz em Coimbra apresenta bons indicios de estabilidade,
tem mais razio do que en de crer que amanhd niio cho-
verd; para éle, é mais provivel o bom tempo aAmanha que
para mim.

Estes exemplos mostram que a probabilidade é uma
grandeza e que ela varia com o gran do nosso conheci-
mento acérea das circunstdncias que aos acontecimentos
dio possibilidade de realizagio. H4 grandezas que ndo
siio quantidades matemdticas, mas a probabilidade nio
estd neste caso. Veremos como esta grandeza é suscep-
tivel de medida e portanto como é possivel um Cédleulo
das probabilidades.

O que produz a incerteza dum acontecimento, possivel
em circunstdncias determinadas, é que hd pelo menos
outro acontecimento possivel nessas circunstincias e in-
compativel com &le. Somos assim naturalmente condu-
zidos a agrupar um acontecimento possivel com todos os
acontecimentos possiveis nas mesmas circunstincias e in-
compativeis com &le e entre si. Um tal conjunto de acon-
tecimentos € coerente, neste sentido: obtém-se sempre o
mesmo conjunto partindo de qualquer dos seus elementos
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¢ empregando o mesmo critério de agrupamento. A éstes -
conjuntos chamaremos totais, por oposicio aos conjuntos
parciais, constituides por acontecimentos possiveis e in-
compativeis entre si, mas incompativeis ainda com outros
acontecimentos; ¢ claro que um conjunto parcial é parte
aliquota dum conjunto total. Dado um conjunto total de
acontecimentos possiveis e incompativeis, se se realizam
as circunstincias que condicionam a possibilidade dos seus
elementos, produz-se um déstes necessariamente; de con-
trario, haveria outro acontecimento possivel nas mesmas
circunstdncias e incompativel com éles, e o conjunto dado
nio seria total. _

Um conjunto. total pode ter um niimero de elementos
finito ou infinito. Se &ste niimero é infinito, hd ainda a
distinguir os dois casos mais importantes que podem
apresentar-se: o dos conjuntos namerdveis e o dos con-
Juntos com a poténcia do continuo. Isto dé lugar 4 divisdo
das questoes de probabilidade em trés categorias: as ques-
toes de probabilidade finita, de probabilidade numerdvel
e de probabilidade continua. As questoes das duas pri-
meiras categorias podem reiinir-se sob a denominagfio de
questoes de probabilidade discontinua.

No que vai seguir-se pretendemos essencialmente for-
mular em abstracto os principios indispensdveis & reso-
lugdio de questoes das trés categorias.







§ 1.°

Da probabilidade
nos conjuntos finitos homogéneos

1. Consideremos um conjunto finito total 4 de acon-
tecimentos possiveis e incompativeis e suponhamos que,
para cada par de elementos de 4, nfio hd motivo para nos
inclinarmos a admitir a realizagio dum elemento de pre-
feréncia & do outro (quer &ste motivo néio exista absoluta-
mente, como sucede com a tiragem & sorte feita numa
urna, quer seja simplesmente ignorado por nés).

Um tal conjunto denomind-lo-hemos homogéneo. O
nosso primeiro objecto ¢ definir a probabilidade matemé-
tica de cada elemento de 4, i. e. procurar como deve
atribuir-se a cada elemento de 4 um nimero, que serd a
medida da probabilidade da sua realizaciio.

Sendo o conjunto A homogéneo, é claro que devemos
atribuir por probabilidade a todos os seus elementos um
mesmo ntmero p, fun¢fio do nimero deles, n; 8sse ni-
mero p tomé-lo-hemos positivo. Os elementos dum con-
junto homogéneo sfio pois ignalmente provéveis.

Uma vez fixado &ste miimero p, a questio que se paoe
em seguida ¢ a de calcular a probabilidade de que o acon-
tecimento produzido pertenga a um dado conjunto A’ con-
tido em A. Se for m o nliimero de elementos de A’ (m=n),
esta probabilidade depende necessariamente de n & m ou,
0 que é 0 mesmo, de m e p; suporemos que ela é o valor
duma fangfo

fu (@, @9, ..o,y @)




de m varidveis independentes xy, ..., ¥, para

mi-m—,_.—-z-=_p_

E evidente que a fungio f. tem de ser simétrica e
deve satisfazer ainda &s condigdes

fun (1 «ers @) > fu—t (1) o200y Tmei)
para

W =.s =Ly,

filp)=p.

A-fim-de obter o méximo de simplicidade, adoptaremos
a fungio

e tart...+a,

que verifica todas as condigdes precedentes. A probabi-
lidade de que o acontecimento produzide pertenga inde-
terminadamente ao conjunto 4', ou, abreviadamente, a
probabilidade do conjunto A', serd portanto igual & soma
das probabilidades dos elementos déste:

Py=p+p+...4Lp=mp.

Se aplicamos esta regra, que é uma forma do principio
da adi¢do das probabilidades, ao préprio conjunto total A,
obtemos o nimero
Rp

para valor da probabilidade de que o elemento de A rea-
lizado pertenga a 4. Mas de tal facto ha certeza, e vé-se

4
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que a certeza nos aparece matematicamente como uma
forma especial de probabilidade: & certeza vem também
atribuido um nimero. Isto nfo pode significar que a
certeza, estado psicologico uniforme, que nfio admite gran,
seja em si susceptivel de medida, mas sim que os diversos
graus de probabilidade se lhe podem comparar sob o as-
pecto da quantidade; neste sentido se deve emtender a
frase de Jacob Bernoulli « probabilitas enim est gradus
certitudinis, et ab hac differt ut pars a toto» (f). A cer-
teza impde-se-nos pois como unidade natural da probabi-
lidade; e assim faremos

np=1,

0 que determina o nimero p que procurdvamos:

1

P!---“—.

A probabilidade dum acontecimento dum conjunto finito
total homogéneo é portanto o quociente da unidade pelo
nimero de elementos do conjunto.

A probabilidade elementar é tanto menor quanto maior
for o nimero de elementos do conjunto total que se con-
sidere. Quando éste nimero cresce ilimitadamente, a
probabilidade elementar tende para zero; o estado psico-
légico que a acompanha tende visivelmente para a certeza
da nfio-realizagio do elemento, e por isso zero simboliza
a impossibilidade.

A probabilidade, tal como acabamos de defini-la, é
susceptivel de todos os valores racionais compreendidos
entre zero e 1, e significa um estado de espirito varidvel,

(') 4re conjectandi, Basileae, c1o 1ocexint. Pars Quarta, phg. 211,
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intermedidrio a dois estados de certeza: certeza da reali-
zaclo do acontecimento e certeza da sua nfio-realizagiio.

Mais tarde veremos como se introduzem as probabili-
dades irracionais.

2. A probabilidade do conjunto A’ parcial de 4 é
dada por

m
P‘aamp——n—;

é 0 quociente do ntimero de elementos de A’ pelo nimero
de elementos do conjunto total.

Como zero é a probabilidade dum acontecimento im-
possivel, e é impossivel que o acontecimento produzido
em A perten¢a a um conjunto parcial de 4 que n#o con-
tenha elemento algum, a férmula anterior aplica-se ainda
quando for m=0.

m i
A expressiio = encontrada para Py, exige que a

probabilidade dum conjunto B' de m' elementos, contido
num conjunto total B de n' elementos, seja igual a Py
se m' e n' forem proporcionais a m e n. Laplace (1) e
Poisson (*) mostraram que assim é. O raciocinio de Pois-
son, mais convincente gque o de Laplace, consiste no se-
guinte :

Suponhamos por exemplo duas urnas 4 e B, a primeira
com uma bola branca e duas pretas, a segunda com trés
bolas brancas e seis pretas, em cada uma das quais se
efectua & sorte a tiragem duma bola, e comparemos as

(") Théorie analytique des probabilités, 3¢ édition, Paris, 1920, in
Oeuvres complites, t. vir, Paris, 1886, pag. mx.

(2) Recherches sur la probabilité des jugements, Paris, 1837, pg. 31
e 32,




probabilidades da saida duma bola branca nas duas tira-
gens. A totalidade das bolas da primeira urna representa
o conjunto total 4, a das bolas da segunda o conjunto
total B, e as bolas brancas da primeira e da segunda res-
pectivamente os conjuntos parciais 4' e B'. Consideremos
agora trés outras urnas «, § e 7, cada uma com uma bola
branca e duas pretas; para efectuar a comparagio das
duas probabilidades mencionadas, comparemo-las & pro-
babilidade duma bola branca na tiragem & sorte duma das
urnas a, §, 7 seguida da tiragem & sorte duma bola na
urna safida. E claro que, tendo estas trés urnas igual
composiglio, é indiferente tirar & sorte uma delas para em
seguida tirar desta uma bola, ou simplesmente tirar uma
bola duma delas préviamente escolhida: entre elementos
idénticos, a escolha nfio dé resultado diferente da tiragem
a sorte. A terceira probabilidade é pois igual & primeira,
porque a composigio das urnas «, §, Y é a mesma que a
da urna 4. Por outro lado, sendo igualmente provéveis
as trés bolas de cada uma das urnas a, 8, 1, e sendo igual-
mente proviveis estas trés urnas, as bolas de todas trés,
consideradas em conjunto, sio também igualmente provi-
veis, evidentemente; assim &ste conjunto, formado por
trés bolas brancas e seis pretas, todas ignalmente provi-
veis, ndo difere do conjunto das bolas da urna B, e por-
tanto a terceira probabilidade é ignal 4 segunda. Resulta
imediatamente a igualdade das duas probabilidades que
queriamos comparar, e é visivel que a demonstragio com-
porta téda a generalidade.

Todavia, regressando & consideragio do conjunto ge-
nérico A, éste raciocinio nio implica que Py seja neces-

sdriamente da forma % Uma fungdo arbitraria de %‘L,
atribuida a Py, seria compativel com éle. Pode pro-

k
var-se que (—’:5) , onde é k>0, é a tinica funciio de m e n
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que convém atribuir a Py se, em vez de
2i+xt...4 Tm,y

se toma, mais geralmente, para

Ful@ty - oy Tm)

uma qualquer fun¢io homogénea de grau 1, sob certas
restrigdes, o que nfio discorda da condigio

fi (@) ==

Com efeito, serd entdo

Pal’-fﬁu’l Py -+ P)
mpfa(l, 1, ..., 1),
ou
Py=pg(m),

pondo
g(m)=fu, 1, ..., 1);

a fungfio positiva ¢ (m) é crescente, em virtude da condigéo

fu(lg 11 8y 1}>fm—~l(1l & g 1);

e por ser
1=pg(n),
teremos
¢ (m)
P | &= ———=
Y e (m)

Vejamos qual é a funglio ¢ que satisfaz & equagiio fun-




cional

g(m) _ pfm
¢ (n) F( n )
Se g é derivdavel, teremos
¢ (m) m) 1
i o B

Rar =T G)

onde ¢'(m) representa a derivada de p(m) relativamente
am, ¢'(n) a de ¢ (n) relativamente a n e F' (EE) a de F(l:;)

- m
relativamente a =

As duas tltimas formulas ddo

¢(m)  ¢@ _
g(m) e(m)

EI‘-'»'

e portanto a funglio ¢ satisfaz & equagio diferencial

7 ()
¢ 9B

-

onde k& é uma constante positiva; o integral geral desta
equagio é
7(8)=CFE,

onde C' representa uma constante arbitraria. Resulta




daqui para Py o valor

como tinhamos afirmado.

Se definfssemos assim Py, ainda a probabilidade va-
riaria entre 0 e 1. Apareceriam desde logo, como possi-
veis, certos valores irracionais da probabilidade, se & nao
fosse inteiro. A fungdio

Jm (@t 2. oy W)

seria ainda susceptivel duma grande indeterminagio. O
mais simples seria pér

f.—(x|%+.. .-i-ae“%)*, 4

que verifica tédas as condigbes precedentes. Mas, mesmo
entre as fungdes algébricas elementares, esta estaria longe
de ser a tinica satisfatéria; por exemplo, a fungfio

\/mil'(i‘f—l*. ctdtmatant... o),

que verifica também essas condigées, satisfaria ao caso
k= %; e o produto desta fangfio por Vm satisfaria ao caso

k=1. Note-se porém que nestas duas fungdes figura m
entre os coeficientes das varidveis, o que se nio dd na
primeira, que parece ser a linica déste gémero, entre as
fungdes algébricas elementares que verificam as nossas
condigbes.

Com efeito, de

a2




. - - m L
com coeficientes independentes de m, que produz = 8
claramente

1 1 1
—ﬂ"‘|"'£+---+—n"r

daqui resulta

Py= (P%'I' .- -'!'P%)ts

onde o segundo membro é exactamente o valor da fungiio

(z;:'—k-...-l-z..%)k
Ty=.. . .=Ty=p,

Em conclusdio, o principio de adigio e a definigio cor-
rente

PAJ-%
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niio sio necessirios no Cdleulo das probabilidades. Mas
» - m -
Py é necessiriamente da forma F (;), e particularmente
m\k i & & ke
da forma (—“-) nas condigdes precisas que indicdmos.

O principio da multiplicagio, de que adeante tratare-
mos, também nfio é necessirio em geral; mas é-o, néo =6

k
para Py = —:1, mas ainda para Py = (%) , como facilmente

se pode verificar. O principio da multiplicagéio tem pois
um grau maior de necessidade que o principio de adigéo,
e efectivamente os dois principios siio essencialmente di-
ferentes.

As consideragdes que acabamos de fazer sébre a defi-
nigio da probabilidade pode parecer que conduzem a uma
infinidade de Céleulos das Probabilidades diferentes, ané-
logamente ao que sucedeu em Geometria com a descoberta
dos espagos ndo euclidianos, sébretudo quando se atende
a variedade de formas que pode revestir o principio de
adigio. Mas o caso é muito diferente. A variedade de
formas possiveis do principio de adigio contrapde-se a
relativa uniformidade da expressio final da probabilidade,
suficiente para fazer dos infinitos Cdleulos das Probabili-
dades, realmente possiveis, formas sem interésse, mesmo
tedrico, dum tnico Cdleulo das Probabilidades, esséncia
de todos: o Cilculo das Probabilidades tradicional. Efecti-

vamente, mesmo no caso mais geral, em que a probabili-

m

dade Py é F (,{) e F satisfaz a condigfes evidentes em

virtude do que precede, os resultados do céleulo das di-
versas probabilidades obter-se-iam imediatamente a partir
dos resultados do Céleulo cldssico, pois que os primeiros
sfio os valores duma fungio F da varidvel cujo campo de
existéncia é o conjunto dos segundos. Também as pro-
posigoes tedricas sobre limites de probabilidades resulta-
rianm imediatamente das proposi¢des ordindrias, se se
tomasse para F uma fungfio continua.
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3. Sejam AY, 44, ..., A/ conjuntos parciais de 4 sem
elementos comuns quando considerados dois a dois, e se-
jam my, ma, ..., m,, respectivamente, os nimeros de ele-
mentos déstes conjuntos. O conjunto

PR e ety )
tem evidentemente a probabilidade

my 4 ... 4 my

n <
e daqui resulta imediatamente
Py=Py 4P+ ...+ Py,

A probabilidade de que o acontecimento produzido per-
tenga indeterminadamente a um conjunto indeterminado
dentre vérios conjuntos mutuamente exclusivos é igual a
soma das probabilidades de que o acontecimento pertenca
indeterminadamente a cada um déstes conjuntos. Este
enunciado é a forma geral do principio da adigdo nos con-
juntos finitos homogéneos.

Se um conjunto parcial é a soma de conjuntos nio
mutuamente exclusivos, a sua probabilidade é evidente-
mente menor que a soma das probabilidades dos conjuntos
parcelares.

4. Se se realizou um acontecimento dum conjunto
total A primitivamente homogéneo, e se sabe que 8sse
acontecimento é um elemento indeterminado dum conjunto
parcial A', as probabilidades dos elementos de 4 alte-

ram-se com &ste conhecimento, ¢ o conjunto A adquire
uma heterogeneidade particular. E claro, com efeito,
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que os elementos de 4 ndo pertencentes a A' se tor-
naram impossiveis, e portanto adquiriram probabilidades
nulas; e gque os elementos de A4', tornado verdadeiro
conjunto total, niio podem conservar as probabilidades
que tinham antes, porque a soma destas é menor que 1.
Mas estes elementos adquirem novas probabilidades iguais
entre si, pois o conhecimento que se teve dcérca da natu-
reza do acontecimento realizado nfio introduz motivo para
deixarmos de considerd-los igualmente provaveis. Se desi-
gnarmos por p' o valor comum destas novas probabilidades
e por m o numero de elementos de A', teremos

mp'=1,
donde resulta

A nova probabilidade é pois igual a primitiva dividida

pela primitiva probabilidade do conjunto A', agora tor-
nado total.
Se A" é um conjunto parcial de A', serd a sua nova

probabilidade dada por

Py
- e D LT
y ‘%Pg P.,.p’

esta probabilidade ¢ ainda igual ao quociente da probabi-
lidade primitiva pela probabilidade primitiva de 4. K o
principio da divisdo das probabilidades, enunciado pela pri-
meira vez pelo geémetra inglés Bayes num escrito pés-
tumo (*) publicado pela Royal Society de Londres em 1763,

(Y) An Essay towards solving a Problem in the Doctrine of Chances,
in-Philosophical Transactions, Vol. uin Propos. b, pig. 281,
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Pode exprimir-se éste principio dizendo que as novas pro-
babilidades sfio proporcionais as antigas.

§ 2.0

Da probabilidade
nos conjuntos finitos heterogéneos

5. Consideremos um conjunto total homogéneo 4, e
sejam Ay, A's, ..., A’ conjuntos parciais de 4, sem ele-
mentos comuns guando considerados dois a dois, e tais
qne

A=A+ A94+...+ 4.

Suponhamos um conjunto B de acontecimentos By,
By, ..., By, ligados por uma relagio de causalidade, neces-
siria ou convencional, aos acontecimentos do conjunto A4,
déste modo: realiza-se o acontecimento Bj, quando se realiza
um acontecimento qualquer do conjunto parcial 4;(i=1,
2, ...,8). E claro que os acontecimentos B; s&io todos
possiveis (se nenhum dos conjuntos A’ ¢ nulo), incompa-
tiveis e formam conjunto total. Mas o conjunto B é em
geral heterogéneo. A probabilidade do elemento B; é com
efeito a probabilidade do conjunto 4%, portanto varidvel
com ¢ se os conjuntos A'; ndo tém todos o mesmo nimero
de elementos.

Reciprocamente, todo o conjunto B com probabilidades
elementares racionais pode considerar-se relacionado com
um conjunto homogéneo A como acabamos de dizer.

Fagamos

pi=Py, i=1,2 ...,58;

08 niimeros p; so, como dissémos, as probabilidades dos
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elementos B; de B e, por ser (n.” 3)

1=-PA=-P£,+P,|',+ see +P"“:?
tem-se

pt+p+..-+p=1.

Como nos conjuntos homogéneos, a soma das probabili-
dades dos elementos dum conjunto total é a unidade.

Se B' é um conjunto parcial de B, de elementos By,
Bs, ..., By (h<s), a sua probabilidade é evidentemente
a probabilidade do conjunto

A+ Aad ..o+ AY;

esta probabilidade é igual & soma das probabilidades dos
conjuntos parcelares, donde resulta

Pp=pi+pr+... +py

isto é, a probabilidade dum conjunto parcial é igual &
soma das probabilidades dos seus elementos, como nos
conjuntos homogéneos.

Se By, B, ..., B s#o conjuntos parciais de B, sem
elementos comuns quando considerados dois a dois, e se
fazemos

B'=B1+B34 ...+ B},
serd portanto
Pp = Pp,+ Pp,+ ... Pp,,

que ¢ a forma geral do principio da adigo nos conjuntos
finitos heterogéneos.

Se os conjuntos B'; ndio sio miituamente exclusivos, a
probabilidade da sua soma é menor que a soma das suas
probabilidades.
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6. Se se produzin um acontecimento do conjunto
total B e se sabe que &le ¢ um elemento indeterminado
dum conjunto parcial B, as probabilidades dos elementos
de B alteram-se. Os elementos de B— B’ tornam-se im-
possiveis, e portanto adquirem probabilidades nulas. Os
elementos de B, que se tornou total, nio podem conservar
as probabilidades primitivas, porque a soma destas &
menor que 1. E fécil caleular a: novas probabilidades
dos elementos de B'. Sejam como precedentemente By,
Bs, ..., By (k<s) éstes elementos, e A, Ay, ..., A", os
conjunfos parciais de 4 que lhes correspondem. O conhe-
cimento que tivemos acérca da natureza do acontecimento
produzido de B equivale ao conhecimento de que se pro-
duziu um elemento do conjunto homogéneo 4 e que &ste
elemento pertence ao conjunto parcial de A4

y N R N [ iy

ora éste conhecimento muda a probabilidade de A/, (i = %
2, ..., h) em (n.° 4)
Py,

iy e

donde resulta imediatamente que a nova probabilidade de
B é
[ | Pi

P‘TEE PI'}‘P‘I----‘i’Pl.

Em geral, se B” é um conjunto parcial do novo con-
junto total B, a nova probabilidade de B" ¢ dada pela
formula

Py,

Pfﬂrr=?&'—,

que resulta da precedente por meio duma somacio esten-
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dida aos elementos de B”. As novas probabilidades sdo
pois proporcionais as antigas. Estas férmulas encerram
o principio da divisdo para os conjuntos finitos heterogé-
neos.

Y. Quando s6 interessa um acontecimento By dum
conjunto total
Bw=(Bi, Bs, ...; By

de acontecimentos incompativeis de probabilidades

Piy P2y =« oy Py

usa-se, por motivo de simplicidade, reduzir a dois os ele-
mentos do conjunto B, déste modo: um elemento do novo
conjunto serd o acontecimento By; o outro elemento serd
o acontecimento que consiste na realizagio dum aconteci-
mento de B que nfo seja By, i. e. na realizaglio de Bs, ou
de Bs, ... ou de B,. HEste segundo elemento diz-se o
acontecimento contraditério (Y) de By, e tem a probabili-
dade
gi=p2t+ps+ ... +ps
Por ser

prtprt o tpa=1,

resulta

ptqa=1,

i. e., a soma das probabilidades de dois acontecimentos
contraditérios é a unidade.

(') Diz-ge ordinikriamente contrdrio, o que & incorrecto, porque con-
tririos a B, sfio todos os acontecimentos de 5. Em Ldgica a distingfio
entre o8 dois termos estd feita hd muito tempo e parece-nos conveniente,
para evitar confusdes, introduzi-la aqui.




§ 8.°

Da multiplicagcao das probabilidades

8. Sejam dois conjuntos totais

A=(Ap As, ..., An),
Ba(Bh By, .., Bl}l

de acontecimentos possiveis e incompativeis em circuns-
tincias determinadas. Produzir-se hd nessas circunstan-
cias um acontecimento composto de dois, nm de 4 e outro
de B. Consideremos o conjunto de todos 8stes aconteci-
mentos compostos possiveis; éste conjunto é evidente-
mente formado de elementos incompativeis, e é total; re-
presentd-lo-hemos por 4 B. Os seus elementos sdo da
forma A;B;, mas nio sio em geral todas as combinacdes
matemdticas dos elementos de 4 com os de B, porque
algumas destas combina¢des podem ser de realizagfio im-
possivel. Deve notar-se porém que na expressio A; B; dos
elementos compostos possiveis os indices ¢ e j tomam,
pelo menos uma vez, cada um dos valores 1, 2, ..., m e
1, 2, ..., n, respectivamente; de contrdrio, um pelo menos
dos elementos de 4, ou de B, seria impossivel, contra a
hipitese.

Designemos por r;; as probabilidades dos elementos
A;Bjde AB. Serd

EZ rij=1,

i’ ]

onde a dupla soma se estende a tddas as combinagdes de
realizagfio possivel dos indices i e j.
A probabilidade do elemento A; de A é evidentemente
2
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a probabilidade do conjunto parcial de 4 B formado por
todos os elementos em cuja composigio entra A;; é pois

Py=Xriz,
i

onde a soma se estende a todos os valores de j de combi-
nagio possivel com o niimero ¢, Verifica-se que é

EP.\i-l,

onde a soma se estende a todos os valores de ¢ desde 1
até m; como devia ser.
A probabilidade do elemento B; de B é analogamente

Py=Xorij,

onde a soma se estende a todos os valores de ¢ compati-
veis com 0 nimero j. K também

EPB,'_]‘I
i

onde a soma ¢ feita de j=1 a j=mn.

Se se sabe que A; se produziu, a probabilidade de By,
sendo j um nimero compativel com ¢, é, pelo principio da
divisdio,

Tig

PB' A= ]
L]
e[} f’-"ij

J

onde o denominador é exactamente o valor de P, ; resulta
portanto que a probabilidade do acontecimento composto




A;B; é dada por
(1) Prjpj=Pu; - Py, a; .

Verifica-se também a relagfio, de si evidente,

Z PBL»\[_ 1:
F

onde a soma se estende a todos os valores de j compati-
vels com 0 numero 1.

Semelhantemente, se se sabe que B; se realizou, a pro-
babilidade de A, sendo ¢ compativel com j, é

onde o denominador é exactamente Pg;; donde resulta
(2] P,q,j ﬂf"‘PB‘,- . P*‘; B; -
Verifica-se, como precedentemente, a relagio

Py =1,
i

onde a soma se estende a todos os valores de i compati-
veis com j.

As férmulas (1) e (2) traduzem o principio da multipli-
cagllo das probabilidades, que pode enunciar-se assim: a
probabilidade dum acontecimento composto de dois outros
acontecimentos, i. e. a probabilidade de que dois aconte-
cimentos se realizem ambos, é igual ao produto da proba-
bilidade dum qualquer déstes pela probabilidade que
adquire o outro na hipitese de o primeiro se ter realizado.
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Bste principio nio é essencialmente diferente do prin-
cipio da divisiio, como se vé pelo que precede. Mas presta
importantes servigos no Cdleulo das Probabilidades, por-
que, ordiniriamente, a probabilidade dum acontecimento,
e a de outro na hipétese de se produzir o primeiro, sfio
mais fdceis de calcular que a probabilidade do aconteci-
mento composto de ambos.

9. O resultado precedente generaliza-se com facili-
dade. Sejam em certas circunsténcias

A=(Ay, Ay, ..., Ay,
Bﬁ(Bl, B!, snny Bm}:
C=(Cy, Oy, --., CJ),

trés conjuntos totais de acontecimentos possiveis e incom-
pativeis. Se essas circunstincias se realizam, produzir-
-se-hd um acontecimento composto de trés: um de 4,
outro de B e outro de C. Em geral, nem tddas as com-
binagdes da forma A;B;C, sfo possiveis; mas no con-
junto A B C das combinagbes possiveis, que é evidente-
mente um conjunto total de acontecimentos possiveis e
incompativeis, tomard o indice ¢ cada um dos valores 1,
2, ..., | pelo menos uma vez, e facto andlogo se dard
com j e k; de contrrio, um pelo menos dos elementos
de A, B ou C seria impossivel. Pode dizer-se também
que se produzird um acontecimento composto de dois:
um da forma AB e outro da forma C. Isto equivale a
considerar com o conjunto C, em vez dos dois conjuntos
A e B, o conjunto total AB dos acontecimentos possiveis
da forma AB, evidentemente incompativeis, e reduz o
cdlculo da probabilidade dum acontecimento composto de
trés ao cdleulo da probabilidade dum acontecimento com-
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posto de dois. Assim, designando por Pg, xp a probabi-
lidade do acontecimento C na hipdtese da realizacio de
ambos os acontecimentos A e B, teremos sucessivamente,
pelo n.° anterior, k

Prpc=Pyp.Pcas

=P).Pp,a.Pqas,
=PB.PA,,B,P|:,BA.

Se, em vez de substituir aos dois conjuntos 4 e B o
conjunto AB, substituissemos BC a B e C, e depois CA
a Ce A, obteriamos ainda

Pype=Py.Pgp. Py e,
=P¢.Py¢. Py cn;
=Pg.Pyc.Ppcn,
=P,.Pg.Pp,ac.

Estas seis relagdes mostram que a probabilidade dum
acontecimento composto de trés outros é igual ao produto
das probabilidades dos acontecimentos componentes, enu-
merados numa ordem qualquer, mas tomando cada pro-
babilidade, a partir da segunda, na hipdtese da realizacio
dos acontecimentos precedentes.

Observemos que, pelo n.® anterior, é

Epﬁp:ﬁ!‘ck-l’

onde a soma se estende a todos os valores de i desde 1
al; e que tém lugar duas relagdes andlogas para os acon-
tecimentos B; e C.

O teorema que acabamos de demonstrar é vdlido mno
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caso dum nimero finito qualquer de acontecimentos com-
ponentes ; com efeito, se A, B, ..., H, K forem p aconte-
cimentos todos compativeis, a relagiio

Pyp..ux=Pyp..u -Pga5...8

o andlogas mostram que 8le vale para p acontecimentos
se valer para p—1. E a forma geral do principio da
multiplicagio das probabilidades nos conjuntos finitos.

10. Os p acontecimentos todos compativeis A, B, ...,
H, K, L dizem-se independentes, quando a probabilidade
de cada um deles nas diversas hipiteses possiveis stbre a
realiza¢io ou nfio-realizacfio dos outros é a mesma. Re-
presentando respectivamente por A', B', ..., H', K, L os
contraditérios daqueles acontecimentos, ter-se-hd entio

Ppip.. oax=Prap..uxw=...=PLup. . ux=
(1) =Ppap..wk=+.=PLuyp..0K,
e relagdes semelhantes para as probabilidades andlogas

de K, H, ..., B;A.
Ora, o principio da multiplicag¢fio fornece a ignaldade

(2) Ppap..wn-Pxap..ur=Pgap..n.-Prap.. 6k,
visto que os produtos dos seus dois membros por Pyp ...y

s#io ambos ignais a Pyp . gxr. Substituindo K pelo seu
contraditério K', serd também

Poap..n-Poap..on=Prap.. u-Poas.. 5x

que pode escrever-se, atendendo 4 primeira igualdade (1)
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e & observagio do n.” precedente,

Pyap..a-(1—Pgap..ur)=(1—Pg,sp...0) - Prap...uK;

desta igualdade e de (2) resulta imediatamente

Piag..u=PLas...nK-

Tratando de modo andlogo as outras relagdes (1) en-
contra-se

Ppag..u=Ppap.o=...=PLyp .a=...=

(3) =Py up..w=PLrp..HK,

e relagdes semelhantes para as probabilidades de L nas
diversas hipdteses sébre a realizagio ou nio-realizagio
dos acontecimentos de cada uma das outras combinagdes
dos p—1 acontecimentos A, B, ..., H, K, p—2 a p— 2.
A aplicagiio reiterada déste processo daria finalmente

Po=Pa=Pprp=...=Ppap...u=PaB...ux,

e relagdes andlogas resultantes da substituigio de A por
B, C, ..., K no segundo membro, ou de A B por A C,
BC, ..., AK, ..., HK no terceiro membro, etc., ha-
vendo ainda para todos estes membros relagdes andlogas
a (1) e (8). Faz-se para A, B, ..., H, K o que acaba de
fazer-se para L. Conclui-se que, se p acontecimentos
compativeis sio independentes, a probabilidade de qual-
quer deles é a mesma nio s6 nas diversas hipiteses sdbre
a realizaco ou nfio-realizacfio dos outros, mas ainda nas
diversas hipiteses sobre a realizagio ou nio-realizagio de
alguns dos outros, quaisquer que sejam, e sempre igual a
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probabilidade do acontecimento fora de todas estas hipd-
teses.

Resulta imediatamente que todas as formulas gque ex-
primem o principio da multiplicagfio para j. acontecimentos
independentes se reduzem a férmula tinica

PAB__.KL=PA.PB.«-PK-P[,’

i. e., que a probabilidade dum acontecimento composto de
acontecimentos independentes é igual ao produto das pro-
babilidades dos acontecimentos componentes. E uma pro-
posigio muito importante.

11. Diremos que vérios conjuntos totais de elementos
incompativeis

A=(Ay, Ag, ..., A,
B=(By, By, ..., By,

todos possiveis em circunsténcias determinadas, sfio inde-
pendentes, quando tdédas as combinagdes A B...L sfo
possiveis e constituidas por acontecimentos independentes.
Se designarmos respectivamente por

Ply Pay ooy Poy
q, 92, -+ 98,

"« 5 o8 ow B B

Uy, Uy ...y Wy

as probabilidades dos elementos de 4, B, ..., L, a proba-
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bilidade duma combinagio AB...L ¢ da forma

Pq...u,
onde p terd o indice de A, g o de B, ... u o de L.

12. Os trés principios que demonstrimos sfio a chave
da solugfio dos problemas de probabilidade. Trataremos
com 8les duas questdes clissicas de grande importdncia
nas aplicagoes.

A primeira é a da probabilidade das causas. Por
causa entende-se aqui um acontecimento provivel cuja
realizacio dd a outro acontecimento uma certa probabili-
dade. A questdo formula-se assim.

Seja Cy, Oy, ..., C, um conjunto total de causas possi-
veis e incompativeis dum acontecimento A ; representemos
por p; a probabilidade de C; e por ¢; a probabilidade de A
na hipétese da realizacio de C;(i=1, 2, ..., n). Se se
sabe que A se realizou, qual é a probabilidade de ter sido
acompanhado de C;, ou, como costuma dizer-se, de a sua
realizaciio se ter dado por virtude da causa C;?

Estamos em presenga de dois conjuntos totais de acon-
tecimentos possiveis e incompativeis: o conjunto das cau-
sas C; e o conjunto (A, A') constituido pelo acontecimento
A e pelo seu contraditério; ou, o que é o mesmo, dum
conjunto total de acontecimentos compostos, da forma
C;A ou G;A'. Pelo principio da multiplicagdo, a proba-
bilidade de C;A é p,q;; pelo principio da adigdo, a pro-
babilidade de A é

Prgutpaget. .t Patn;

finalmente, pelo principio da divisdio, a probabilidade de




Ci; A se A se realizou &

Pigi g
Pt Patn

E a solagiio procurada.

A segunda questdo é a denominada da probabilidade
dos acontecimentos futuros deduzida dos acontecimentos
observados. Nas condi¢des da questfio precedente, seja A
por sua vez causa dum outro acontecimento B, e designe-
mos por r; a probabilidade que A, quando produzido pela
causa C;, dd a B (i=1, 2, ..., n). Sabe-se que se reali-
zou A e pede-se a probabilidade de que seja acompanhado
de B.

Temos agora trés conjuntos totais: os dois da questio
anterior e o conjunto (B, B') formado por B e pelo seu
contraditorio; ou, 0 que ¢ a mesma coisa, um conjunto
tatal de acontecimentos compostos, da forma C; A B, ou

C;AB', ou C;A'B, ou C;A'B'. A probabilidade de A é,

como j& vimos,

Piguit ..ot Pagn;

a probabilidade de C;A B é p;qi»; a probabilidade de
AB é
@it Pagata;

emfim, a probabilidade de B se A se realizou é o quo-
ciente da probabilidade de A B pela probabilidade de A,
ou seja
Mmaqry +... ‘+‘_Fl GnTn
Mgt ...t puga

o que resolve a questfio.
Se A nfio é causa de B, mas B tem as mesmas causas
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—————— e

que A, a expressio que acabamos de deduzir é ainda a
probabilidade de que A seja acompanhado de B, sendo
riy, T3, ..., Ty a§ probabilidades que ddo a B as diversas
cansas supostas.

§ 4.

Da probabilidade nos conjuntos
numeraveis

13. Estudaremos agora a probabilidade nos conjuntos

numerdveis, considerados como limites de conjuntos fini-
tos. Mais adiante daremos outra teoria desta probali-
dade, na qual o conjunto nmumerdvel total sempre nos
aparece como dado e os seus elementos podem ter proba-
bilidades racionais ou irracionais.
Seja
Ml={Ah -AJ, vy An MI-H}

um conjunto finito total de acontecimentos possiveis e
incompativeis, de probabilidades

Ply P2y v vy Puy Inttg
ter-se-a

P!+Pi+--*+?u+§'n+i‘=1-
Suponhamos M, varidvel com =, de tal modo que,
para cada inteiro positivo ¢, niio variem A; nem p;, e que

ga41 tenda para zero quando n cresce infinitamente, O
conjunto My tenderd para o conjunto numerdvel

Aw(Ay, Ay, ..., A, .. ),

Com efeito, o limite completo de M,, quere dizer o con-
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junto formado pelos elementos que figuram num ndmero
infinito de conjuntos da sucessiio

M, My, .. M, ...,
é evidentemente A, i. e.

EM-‘A;

A=

o limite restrito de M,, ou seja o conjunto dos elementos
que figuram em todos os M, com excepgiio dum nimero
finito déstes conjuntos, é ainda 4, i. e. .

Lm M, = A;

A=
esta igualdade e a precedente dio pois

lim M,=A.

A==

Analogamente, o conjunto das probabilidades dos elemen-
tos de M, tenderd para o conjunto numeravel

Py P2y oy Pry » v

constitufdo pelas probabilidades dos elementos de A.
E claro que o conjunto 4 é um conjunto total de acon-
tecimentos possiveis e incompativeis. E como, por ser

lim Tt =='U',

Fl = 30
a série

P'+P2+--*+Pu+*--
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converge para 1, vé-se que num conjunto numerdvel total
a soma das probabilidades de todos os seus elementos é
igual 4 unidade.

Reciprocamente, todo o conjunto tal como A pode ser
considerado como limite duma sucessdo de conjuntos tais
como M,.

14. B ficil dar um exemplo real dum tal conjunto de
acontecimentos. No jogo de «cara ou X», a «cara» pode
aparecer pela primeira vez no primeiro langamento, ou no
segundo, ou mno terceiro, ¢ assim indefinidamente. Se
consideramos como um acontecimento a saida de «cara»
pela primeira vez no langamento de ordem i (i=1, 2, 3,...),
estamos em presenga dum conjunto numerivel total de
acontecimentos possiveis e incompativeis. As probabili-
dades dos seus elementos sfo respectivamente

s

2L BRI gy <t

e a soma de todos 8stes mimeros ¢ igual a 1. Vé-se ime-
diatamente como 8ste conjunto € limite duma sucessiio de
conjuntos finitos, ignalmente reais. O termo geral desta
sucessdio ¢ o conjunto formado pelos n+1 acontecimentos

«cara» no 1.° langamento,

«cara» no 2.° lancamento,

«cara» no n.° langamento,

X  no n° langamento,

que constituem uma totalidade finita de acontecimentos
possiveis e incompativeis, de probabilidades respectiva-




mente iguais a

1 1

1 AL
'_2") '2'3_!"‘: gn? On?

a soma déstes nimeros é 1, como tinha de ser, e o ultimo
tende para zero.

15. Definiremos a probabilidade dum conjunto contido
em A como limite da probabilidade dum conjunto contido
em M, que tenda para o primeiro, KEsta definiglio con-
corda com o facto de ser 1 a probabilidade do conjunto A.
Definiremos também a probabilidade dum elemento de
A'< A, se se realizou um elemento indeterminado de 4/,
como limite da probabilidade do mesmo elemento em M,,
se se realizou um elemento indeterminado dum conjunto
parcial de A, que tenda para A'.

Seja A’ um conjunto finito contido em 4. A partir
dum certo valor de n, todos os elementos de A’ estdo con-
tidos no conjunto finito M,. Em M,, a probabilidade do
conjunto A' é igual & soma das probabilidades dos ele-
mentos que o constituem. Passando ao limite, conclui-se
que a probabilidade dum conjunto finitoe parcial de 4 é
igual & soma das probabilidades dos seus elementos. E
o principio da adigdo finita das probabilidades nos conjuntos
totais numerdveis.

Seja

A= {A-l.: A--‘-] g -&l-'.t i '):
S o Ty S eany

um conjunto numeravel parcial de 4. A partir dum certo
valor de n todos os elementos do conjunto finito

Ay = (Ain Aiy e ey ﬁ.—.,),

onde m é arbitrariamente grande, estdio contidos no con-
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junto finito M,. Em M,, a probabilidade de A’, é
Pi'|+PI.|+ ol N +Plln‘

Se agora cresce m indefinidamente, 0 mesmo sucede a iy,
e portanto a n; M, tende para 4, 4A',, tende evidentemente
para A', e a probabilidade de A', tende para a soma da
série

pitput s FPut..y

que converge para um ntimero menor que 1. Logo, a
probabilidade dum conjunto numerdavel 4’ contido em A
¢ ignal & soma das probabilidades dos seus elementos. E
0 principio da adigdo infinita das probabilidades.

16. Suponhamos que se realizon um acontecimento
de 4, e que se sabe que éle é um elemento indeterminado
dum conjunto parcial 4’ de 4. Os elementos de A estra-
nhos a 4' tornam-se impossiveis, adquirindo probabili-
dades nulas. O conjunto A4' torna-se total; os seus ele-
mentos nfo podem pois conservar as probabilidades pri-
mitivas, porque a soma delas é menor que 1. Vejamos
como se modificam estas probabilidades.

Se o conjunto A' é finito, a partir dum certo valor de
n todos os seus elementos estfio contidos no conjunto
finito total M,. A nova probabilidade dum elemento A;
de 4' é, em M,, igual a

) 55
)
2pi
Ai
i. e. independente de n; passando ao limite, ¢ ainda esta

fracgiio o valor da mova probabilidade de A; em 4. A
nova probabilidade de cada elemento do novo conjunto
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total 4' é pois o quociente da probabilidade primitiva
déste elemento pela primitiva probabilidade de A":

- h
p" PAJ

Se A" é um conjunto parcial de 4', a nova probabili-
dade de 4", pelo principio da adi¢iio nos conjuntos finitos,

e
. Py
P‘ R g
2 AEH.P.

i. e., igual ao quociente das antigas probabilidades de A"
e A,
Se o conjunto A’ é infinito,

A'd(ﬁ-m Aiy +o oy Ahp -"):
Pl TR s o P

a partir dum certo valor de m o elemento A;, onde & é
arbitrariamente dado, estd contido no conjunto finito

A',,. = (Ar", .ﬁ..“, snny .A.,',.};

e a 8sse valor de m corresponde um valor de = tal que, a
partir déle, 4, estd contido no conjunto finito M,. Em
M,, a probabilidade de A;, se se realizon um elemento

#

indeterminado de A'y, @
Py
PAl_ ¥

Fagamos crescer m infinitamente; o0 mesmo sucederd a im,
e portanto a n; M, tenderd para A, A, para A', Py, para
Py; logo, a probabilidade de Ay se se realizon um ele-
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mento indeterminado de A’ é

1 P":l
pjg_ IJA! -

Verifica-se que é igual a 1 a soma de tédas estas probabi-
lidades.

Se A" é um conjunto finito ou infinito contido no novo
conjunto total 4', serd, pelo principio da adigio nos con-
juntos numerdveis,

P 1]
AT

i. é, a probabilidade dum conjunto A" contido em 4, se
se realizon um elemento indeterminado de A4', é o quo-
ciente das primitivas probabilidades de 4" e A'.

Os resultados que acabamos de obter constituem o
principio da divisdo das probabilidades nos conjuntos nume-
rveis,

17. As séries que déo as probabilidades dos conjuntos
numerdveis sio absolutamente convergentes, porque os
seus termos sdo positiveos. A probabilidade dum conjunto
numeravel é portanto independente da ordem dos seus
elementos.

18. Sejam, em circunstiineias determinadas,

A=(Alr Ai, couy Amy "')#
Bg(BI. B” e ey B-’ c..)

dois conjuntos totais numerdveis, ou um finito ¢ outro
numeravel, de acontecimentos possiveis e incompativeis.
Se essas circunstincias se realizam, produzir-se hd um
3
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acontecimento composto de um de A e outro de B. A
expressio geral A;B; déste acontecimento composto n¥o
conterd geralmente tddas as combinagdes matemdticas dos
elementos de A com os de B, porque algumas destas com-
binagbes podem ser impossiveis; mas i tomard nela cada
um dos valores 1, 2, ..., m, ... pelo menos uma vez e
coisa andloga sucederd com j, pois sfio possiveis todos os
elementos de A e de B. Os acontecimentos compostos
possiveis A;B; formarfio um conjunto total numerdvel
A B; designemos por r;; as suas probabilidades. Teremos
imediatamente, pelo principio da adigéio,

Pyy= 2 7ij, Pnj-zﬂ'-j:

onde a primeira soma se estende a todos os valores de j
de composiglio possivel com o nimero ¢ ¢ a segunda a
todos os valores de ¢ de composigiio possivel com o ni-
mero j. Por ser

ZZry=1,
ll ’
verifica-se que é
Y Py =2 Py=1.
i i
Sera também, pelo principio da divisdo,

Tij Tig

PA‘-_.B"'_?BL_H PB]. o\i-'I_)f:'l
J 1

e verifica-se que é

E.P"'I:Bfﬂ§Pnﬂ*i-1;




as duas férmulas precedentes ddo

P"'iﬂjmpﬁi'Pnj'lAf-PBj'P"‘ilaj’

0 que exprime o principio da multiplicagio das probabili-
dades nos conjuntos numerdveis : a probabilidade dum acon-
tecimento composto de dois é igual ao produto da proba-
bilidade dum déles pela probabilidade que adquire o outro
se o primeiro se realizou.

19. Repetindo textualmente o que fizemos no n.” 9,
estende-se o principio da multiplicagéio a qualguer niimero
finito de acontecimentos pertencentes a conjuntos totais,
dos quais um pelo menos ¢ numerdvel.

20. Num conjunto total numerivel 4 pode conside-
rar-se também, ao lado dum dos seus acontecimentos A,
o acontecimento contraditério A’, que consiste na reali-
zaglo dum acontecimento indeterminado do conjunto par-
cial A—A. A soma das probabilidades de dois aconteci-
mentos contraditérios é evidentemente 1.

21. Virios acontecimentos todos compativeis A, B, ...,
K, L, elementos de conjuntos totais dos quais um pelo
menos ¢ numeravel, dizem-se independentes se a probabili-
dade de cada um déles nas diversas hipéteses possiveis
sdbre a realizag@o ou nfio-realizac¢iio dos outros é a mesma.
Repetindo textualmente o que se contém no n.° 10, obtém-se
os mesmos resultados, a saber: a probabilidade de cada
um dos acontecimentos A, B, ..., L é a mesma nfio sé
nas diversas hipéteses sobre a realizagéio ou n#&o-realizagiio
dos outros, mas também nas diversas hipiteses sobre a
realizagéio ou nao-realizag@io de alguns dos outros, e sempre
igual & probabilidade do mesmo acontecimento fora de
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tédas estas hipoteses; a probabilidade do acontecimento
composto AB...L ¢ ignal ao produto das probabilidades
dos acontecimentos componentes:

Pyg....=P,.Pg... Py.
23. Vérios conjuntos totais, finitos ou numeraveis,

A=(Ay, Asg, ..),
B={Bh B’: -'-)r

L =(Ly, Ly, ...),

dizem-se independentes quando tédas as combinages da
forma A B...L sio possiveis e constituidas por aconteci-
mentos independentes. A probabilidade de cada uma
destas combinagbes é o produto das probabilidades dos
seus elementos.

23. Os conjuntos numerdveis cuja probabilidade aca-
bdmos de estudar sio heterogéneos, e observimod que
tais conjuntos existem efectivamente. Um conjunto total
numerdvel s6 pode ser homogéneo se as probabilidades
dos seus elementos forem tédas nulas; mas entféio a pro-
babilidade da realiza¢io dum elemento indeterminado désse
conjunto, que corresponde a uma certeza e é portanto 1,
nio sera igual & soma

040+4...

das probabilidades dos seus elementos, que é nula. O
principio da adigio deixa de ser geralmente verdadeiro, o
que mostra que tais conjuntos ocupam na teoria um lugar
excepcional. Note-se ainda que a probabilidade nula deixa,
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em geral, de significar impossibilidade, como a probabili-
dade 1 deixa, em geral, de significar certeza.

Faz-se o estudo da probabilidade nestes conjuntos
considerando-os como limites de conjuntos homogéneos
finitos. Seja

Agm= (A4, Ag, ..., Ay)

um conjunto finito homogéneo total, de elementos possi-
veis e incompativeis. A probabilidede dum elemento de-

terminado ddste conjunto é % Suponhamos 4, varidvel,

sem que a homogeneidade se destrna e de modo que 4,44
difira de A, pela introdu¢iio dum elemento novo Ay, O
conjunto A, tenderd para o conjunto numerdvel

A=Ay, Ay, ooy Ay 20l)

e as probabilidades dos elementos de A, tenderdio para
zero. I claro que A é um conjunto total de elementos
possiveis e incompativeis, e que nfio hd razio para lhe
atribuir heterogeneidade. As probabilidades dos seus ele-
mentos sfio portanto todas nulas, e o principio da adigio
niio se verifica para o conjunto 4, como ji fizemos notar.
Vé-se que a probabilidade dum elemento de A4 é o limite
da sucessiio das probabilidades do mesmo elemento nos
conjuntos 4, que o contém.

Definiremos a probabilidade dum conjunto 4’ contido
em A como sendo o limite da probabilidade dum conjunto
contido em A,, que tenda para 4'. Isto concorda com a
atribnigiio do valor 1 a probabilidade do conjunto total,
feita atrds.

Se A' é finito, tem uma probabilidade nula. Com
efeito, a partir dum certo valor de n, A’ estard contido




em A,; a sua probabilidade em A4, é

m
n ’

designando por m o niimero dos seus elementos; m é fixo;
se n cresce ilimitadamente, esta fracgiio tende para zero.

Como uma soma de zeros é zero, vale neste caso o
principio da adigfio.

Se A’ é infinito, a sua probabilidade pode ndo existir,
ou ser um mimero do intervalo fechado (0,1). Esta pro-
babilidade depende essencialmente da ordem atribuida aos
elementos do conjunto total. Isto confirma o cardcter
excepcional dos conjuntos totais numerdveis homogéneos.

Por exemplo, para o conjunto total homogéneo dos
niimeros inteiros positivos na ordem natural, a probabili-
dade do conjunto das poténcias de 10 é nula, a do conjunto

: i :
dos nimeros pares ¢ 91 8 do conjunto dos nlimeros que

nio sfo poténcias de 10 é 1; a do conjunto que é soma
dos conjuntos dos ntiimeros de 1 a 5, de 10 a 50, de 100
a b00, etc. nfio existe, porque a respectiva sucessfio das
probabilidades nos conjuntos A, tem pelo menos os dois

valores de acumulagiio - e g1 como ¢ ficil de ver.

9

Sem dificuldade se demonstraria que, se vérios con-
juntos parciais finitos ou infinitos sem elementos comuns
dois a dois tém probabilidade, é vdlido o principio da
adigio relativamente a estes conjuntos e & sua soma se
éles sfio em nimero finito; se sfio em infinidade numerd-
vel, pode o principio ser vilido ou nfio. Em particular,
se se decompde o conjunto total dado numa infinidade
numeravel de conjuntos parciais incompativeis dotados de
probabilidade, a série das probabilidades déstes conjuntos
é convergente, mas pode ter ou niio ter por soma 1, mesmo
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para uma ordem determinada dos elementos do conjunto
e ainda que os conjuntos parciais sejam todos infinitos.

Por exemplo, o conjunto total dos nimeros naturais
pode decompor-se na seguinte infinidade numerdvel de
conjuntos infinitos parciais incompativeis: o dos niimeros
impares, o dos produtos dos nimeros impares por 2, 0
dos produtos dos niimeros impares por 2!, etc. Se se
supdem os elementos do comjunto total ordenados natu-
ralmente, e se &le é homogéneo, as probabilidades déstes
conjuntos parciais sio respectivamente

 SSh!
?,'J _2';': e

1
2 1
e tém por soma 1. Decomponhamos agora o conjunto
total nos conjuntos parciais seguintes: o das poténcias
de 2, incluindo a unidade, o das poténcias de 3, o das
poténcias de B, o das poténcias de 6, etc., partindo sem-
pre dos niimeros que niio siio poténcias e nio excluindo
nenhum. FEstes conjuntos siio incompativeis, infinitos e
em infinidade numerdvel, e as suas probabilidades sdo
tédas nulas; portanto a sua soma é zero e ndo 1.
A-pesar-de todas estas irregularidades, digamos assim,
a proposi¢iio que acabamos de indicar permitiria construir
a teoria da probabilidade nos conjuntos numerdveis hete-
rogéneos a partir dos homogéneos. Esta seria a marcha
paralela & que adoptdmos para os conjuntos finitos, e que
adoptaremos para os conjuntos da poténcia do continuo.
Acresce que a questdo ficaria tratada com toda u genera-
lidade, porque as probabilidades elementares, sendo limites
de sucessdes de niimeros racionais, seriam racionais ou
irracionais. Mas opde-se a que procedamos assim o cardcter
de excep¢io dos conjuntos numerdveis homogéneos, que
jé evidencidmos, e o facto de estes conjuntos sé se apre-
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sentarem efectivamente em probabilidade continua, e ainda
al anormalmente, como adiante observaremos. Este caso,
para mais, estd longe de ter a importincia que possui o
dos conjuntos numerdveis heterogéneos; deixd-lo hemos
de lado.

§ 5.°

Da probabilidade
nos conjuntos homogéneos
de medida positiva

24. Seja E, um espago riemanniano de n dimensdes
e A um conjunto, limitado ou niio, de pontos A déste
espaco, dotado de medida lebesguiana n-dimensional posi-
tiva @. Suponhamos que, em circunstincias determina-
das, é possivel para cada ponto de A que com &le fique
coincidindo um ponto invaridvel duma figura ® mdvel em
E,, com deformagio ou sem ela, e que esta possibilidade
existe s6 para os pontos de 4. O conjunto de tais coin-
cidéncias é um conjunto total de acontecimentos possiveis
e incompativeis, com a poténcia do continuo (*). Para
abreviar, em vez de coincidéncia possivel ou realizada
do ponto invaridvel da figura ® com o ponto A de 4
diremos simplesmente ponto possivel ou realizado A.

Se os pontos do conjunto A possuem todos a mesma

() Be um conjunto 4 tem medida exterior finita, a sua medida in-
terior & o limite superior das medidas dos conjuntos fechados limitados
contidos em 4. Se esta medida interior & positiva, os conjuntos fecha-
dos limitados contidos em 4 niio podem ser todos finitos ou numerdiveis,
porque entdio & medida interior de A seria nula. H4 portanto em 4 um
conjunto fechado limitado nfo numerdvel e sabe-se eomo Cantor de-
monstrou que um tal conjunto tem a poténeia do continuo.
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possibilidade, i. é, se para cada par de tais pontos nio
existe motivo que nos incline a admitir a realizagio dum
déles de preferéncia & do outro, denominaremos o con-
junto A homogéneo e diremos que o nimero

1

é a sua densidade de probabilidade.

Consideremos um conjunto mensurdvel A’ contido em
A. Ao integral lebesguiano da densidade de probabili-
dade estendido a A' chamaremos probabilidade da reali-
zagio dum ponto indeterminado de 4', ou simplesmente
probabilidade do conjunto mensurdvel A, e escreveremos

1
P,lr— ?dﬂ.

[_l_dﬁ_i’
A a a

onde @' representa a medida n-dimensional de 4’', resulta
que a probabilidade dum conjunto mensurdvel parcial é
ignal ao quociente da sua medida pala medida do con-.
junto total.

Por ser

Um conjunto parcial de medida nula tem uma proba-
bilidade nula e reciprocamente. Em particular, um con-
Junto parcial cujos pontos estdo todos situados numa
regiio m-dimensional, sendo m<m, tem uma probabili-
dade igual a zero.

claro que os pontos dum conjunto parcial de medida
nula sdio possiveis como os outros. Em probabilidade
continua, a probabilidade nula deixa pois, em geral, de
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significar uma certeza matemdtica, correspondendo-lhe
apenas a certeza moral, ou prética, da nfo-realizagiio do
acontecimento que a possui.

Semelhantemente, é ignal & unidade a probabilidade
dum conjunto parcial da mesma medida que o conjunto
total, e por isso a probabilidade unidade deixa de signi-
ficar aqui, em geral, a certeza absoluta da realizagdo do
acontecimento. As probabilidades 0 e 1 s6 significam
certeza matematica nos casos extremos do conjunto nulo
e do conjunto total.

Sébre o modo de definir a densidade de probabilidade
dum conjunto homogéneo e a probabilidade dum conjunto
parcial poderiam fazer-se consideragoes analogas &s que
apresentamos, a proposito de questdes semelhantes, em
probabilidade discontinua.

A probabilidade relativa a um conjunto total de me-
dida positiva aparece-nos susceptivel de todos os valores
do intervalo fechado (0,1), racionais ou irracionais, con-
trariamente ao que sucede nos conjuntos totais finitos ou
numerdveis estudados precedentemente. Esta observagio

permitir-nos hé introduzir para os conjuntos totais finitos
ou numeraveis as probabilidades irracionais, como adiante
veremos.

25. Seja A/, 44, ..., 4,/, ... uma infinidade numeri-
vel de conjuntos parciais de 4, sem pontos comuns quando
considerados dois a dois, de medidas @', ad, ..., a,/, ...
A soma

A=A+ 444...

déstes conjuntos tem por medida a série convergente
de termos ndo negativos

u;’-E-a:'-i-...
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e portanto a probabilidade de A’ é dada pela formula

f '
P af +ad+... ’

que se pode escrever

P B B s

Nesta ignaldade consiste o principio da adigio infinita das
probabilidades, que deixamos demonstrado para conjuntos
parciais mituamente exclusivos. Mas éle é vilido também
para conjuntos parciais nio exclusivos, como facilmente
se compreende, desde que; para cada par de conjuntos
parciais, 0 conjunto dos pontos comuns tenha medida nula.

Se, em particular, os conjuntos 4/ sio todos nulos a
partir de certa ordem, tem-se o principio da adigdo finita
das probabilidades.

26. Se, tendo-se realizado um ponto de 4, se sabe
que 8le pertence a um conjunto parcial 4’ de medida
positiva @' menor que a, &ste conhecimento altera a den-
sidade de probabilidade do conjunto 4, que adquire uma
heterogeneidade particular. Os pontos do conjunto Ay
complementar de A', que tem a medida positiva a—a’,
tornam-se impossiveis, e a densidade de probabilidade
de 4 nos pontos de Ay torna-se nula. Os pontos de A’
tornam-se Jos tnicos possiveis, i. é, A’ torna-se verda-
deiro conjunto total, e portanto a densidade de proba-

bilidade :ic A em A’ nfio pode conservar-se igual a %

a , :
porque — ¢ menor do que 1. A nova densidade de pro-

babilidade determina-se imediatamente se atendermos a
que 4, tornado total, ndo perdeu a homogeneidade, pois
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o conhecimento adquirido que lhe alterou a densidade de
probabilidade néo introduz motivo para deixarmos de con-
siderar esta constante. Assim, a nova densidade de pro-
= iy 1 ; ;
babilidade é evidentemente i@ se A" & um conjunto
parcial de A4', de medida a”, a sua nova probabilidade serd
a" a" @ Pu

Py=— -t =
- a' a a Pay!

portanto igual ao quociente da sua probabilidade primi-
tiva pela primitiva probabilidade do novo conjunto total.
Este enunciado ¢ o principio da divisdo das probabilidades.

Se 0 novo conjunto total A' tem a mesma medida que
A, a densidade de probabilidade mantém-se invaridvel e
as novas probabilidades nido diferem das antigas.

Se o novo conjunto total tem medida nula, a nova
densidade de probabilidade nio existe. Da probabilidade
nos conjuntos totais de medida nula trataremos mais
tarde, em artigo especial.

§ 6.0

Da probabilidade
nos conjuntos heterogéeneos
de medida positiva

27. Suponhamos que entre os pontos M do espago
E, e os pontos N de outro espago n-dimensional F, se
estabeleceu uma correspondéncia biunivoca e continua

definida por
Neg(D), M=¢(N);

cada nma destas relagdes simboliza n equagdes que expri-
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mem as coordenadas dum ponto genérico dum dos espagos
em funcées continuas das coordenadas do ponto corres-
pondente do outro. Admitamos que tédas estas fungdes
possuem derivadas parciais continuas de primeira e de se-
gunda ordem. Sendo igual a 1 o produto dos dois determi-
nantes funcionais

@, @

a () 3N’

necessariamente finitos, nenhum déles pode anular-se nem,
por conseguinte, mudar de sinal.

Déste modo, aos pontos A dum conjunto A de E, cor-
responderdo biunivocamente os pontos B dum conjunto B
de F,. Vamos demonstrar uma proposicio fundamental
relativa & mensurabilidade déstes conjuntos.

E claro que a um conjunto aberto dum dos dois es-
pagos corresponde um conjunto aberto do outro. Se a
correspondéncia entre E, e F, for tal que a medida dum
conjunto aberto de E, seja finita quando for finita a me-
dida do conjunto correspondente de F, e reciprocamente,
cada um dos conjuntos A e B serd mensurdvel de medida
finita quando o for o ontro.

Com efeito, seja por exemplo 4 mensurdvel de medida
finita, e consideremos em FE, um conjunto aberto R de
medida finita que contenha A. Ao conjunto R corres-
ponde em F, um conjunto aberto 8 que contém B; e como
a medida de 8 é também finita, vé-se jé que ¢ finita a me-
dida exterior de B. Sabe-se que um conjunto aberto é
soma duma infinidade numerdvel de regides fechadas men-
surdveis que nfio tém pontos comuns senfio nas fronteiras.
Se concebermos o conjunto aberto R decomposto déste
modo em regides fechadas «, ficard o conjunto aberto §
decomposto numa infinidade numerdvel de regides fe-
chadas B, correspondentes iquelas, com pontos comuns
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s6 nas fronteiras respectivas e também mensurdveis.
Supondo, para maior simplicidade, que E, e F, estio
ambos referidos a coordenadas para as quais é ignal a 1
o discriminante da forma quadritica que exprime o qua-
drado do elemento linear, o que é sempre possivel, tem-se

.26

\ 8@ | m
50 | ™
onde B/ representa a medida da regido § e as somas se es-
tendem & infinidade numerdvel dos « e dos f'. A primeira
férmula é bem conhecida com integral de Riemann; & pois

exacta com integral de Lebesgue, porque nela os dois in-
tegrais sfio idénticos, e disto resulta a exactiddo da se-

e portanto

gunda, porque o integral de Lebesgue é completamente
aditivo. A segunda férmula pode escrever-se também,
representando por s a medida de S, déste modo:

A medida exterior de B & o limite inferior dos niimeros
tais como 8. Por ser B> A, temos evidentemente

E%‘! Ef-{(i%-‘déh

Mas temos também

o[ ey o4~/ eai |
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notando que a medida de A é o limite inferior das medidas
dos conjuntos R e que o integral de Lebesgue é uma
fungdo de conjunto absolutamente continua, vé-se que se
pode escolher R de modo que o segundo membro desta
igualdade seja inferior a um nimero positivo arbitrdrio ¢;
a medida do conjunto S correspondente satisfard entdo &
designaldade

a(e)

que, com a desigualdade precedente, prova que a medida
exterior de B ¢ dada pelo integral

m.B_!'i%’m.

A medida interior de B é

m B=s—m, (S—B),
portanto igual a

3 o= ] ea-n

O conjunto B é pois mensurdavel de medida finita

¢ a proposiclio fica demonstrada.

Em particular, se 4 é de medida nula, também B é de
medida nula. Se A4 é de medida positiva, também B §
de medida positiva. Se 4’ é um conjunto parcial de 4
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da mesma medida que A, o conjunto B' correspondente a
A' tem a mesma medida que B.

28. Seja A um conjunto total homogéneo de E,, de
medida positiva a, F, um espago cujos pontos tém com os
de E, a correspondéncia definida no n.? precedente, e B
o conjunto de F, correspondente a A; B terd também me-
dida positiva. A correspondéncia biunivoca existente
entre os pontos dos dois conjuntos A e B permite dizer
que se realiza o ponto B de B quando se realiza o ponto
A de A correspondente a B, e reciprocamente. Pode de
resto supor-se uma figura ¥ mével em F,, com deformagio
ou sem ela, e relacionada com a figura ® mével em E, de
tal modo que um ponto invaridvel de ¥ fique coincidindo
com B quando o ponto invaridvel de @ ficar coincidindo
com A. O conjunto das coincidéncias do ponto invaridvel
de ¥ com os pontos de B serd entfio um conjunto total de
acontecimentos possiveis e incompativeis, e a probabili-
dade da realizacio dum ponto indeterminado dum con-
junto mensuravel B’ contido em B ¢ igual & probabilidade
do consurdvel A' de A correspondente a B':

a!

PJF—P,gf=F,

onde o' designa a medida de A'. Pelo n.” precedente,
esta medida é dada pela formula

o= 1!

P3F-=.Z"%- l-a—((%l)IdB.

o(9)
3(B) l &

e temos portanto
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A fungfio positiva

8 ($)

1
f(B)=— 3(B)

chamaremos densidade de probabilidade do c¢onjunto B,
Diremos que éste conjunto é heterogéneo se esta fungfio se
nio reduz a uma constante.

A probabilidade do conjunto mensurivel parcial B
exprime-se pois pela formula

Py= _[f(BJdB,

onde f(B) é a densidade de probabilidade no conjunto
heterogéneo total B de medida positiva. Esta funcgdo €
positiva, continua e integrivel em B. Adiante veremos
como se podem introduzir densidades de probabilidade
discontinuas.

Se B' tem medida nula, a sua probabilidade é zero; se
B' tem a medida de B a sua probabilidade ¢ 1. Em par-
ticular, é zero a probabilidade dum conjunto nulo e 1 a
do conjunto total; nestes dois casos a probabilidade é cer-
teza.

29. Se B, B, ... sfio conjuntos mensuriveis par-
ciais de B, em infinidade numerdvel, sem pontos comuns
quando considerados dois a dois, entfio, pondo

B=Bi4+Bs+...,"

tem-se, em virtude da aditividade completa do integral de
Lebesgue,

thpg'l-l-Pm,'*—. .y

6 o principio da adi¢do infinita das probabilidades,
4
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Se, em particular, a partir dum valor de i, os conjuntos
B'; s%o todos nulos, tem-se o principio da adigdo finita.

80. Na hipétese de se ter realizado um ponto do con-
junto total B e de se saber que éle é um ponto indeter-
minado dum conjunto B’ de medida positiva contido em B,
a densidade de probabilidade de B, em geral, altera-se.
Os pontos do conjunto B—B' tornam-se impossiveis; B’
torna-se total. Ora o conhecimento havido acérca do
ponto de B realizado equivale ao conhecimento de que se
realizon um ponto do conjunto homogéneo A de E,, e de
que éste ponto é um ponto indeterminado do conjunto 4',
também de medida positiva, contido em A e correspon-
dente a B'. Se A" é o conjunto de E, correspondente a
um conjunto mensurdvel B” contido em B/, 4" serd men-
surdvel e contido em A', e & sua probabilidade muda-se em

Py
Py g

fracgio cujos termos sfio as probabilidades primitivas de
A" e A'. O conjunto B" adquiriu portanto a probabili-
dade

Ppn 1
Py= = | 5f(B)dB,

onde Py e Pp representam as primitivas probabilidades
de B" e B'. Vé-se que a densidade de probabilidade em B
se alterou se é Pp<1, i. é, se a medida positiva de B' é
menor que a de B. A primeira igualdade estabelece para
o conjunto heterogéneo B o principio da divisdo das pro-
babilidades.
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§ 7.0

Das probabilidades irracionais
nos conjuntos finitos ou numeraveis

31. Precedentemente, estuddmos os conjuntos finitos
e 0s conjuntos numerdveis com probabilidades elementares
racionais. Os conjuntos finitos ou numerdveis com pro-
babilidades elementares racionais ou irracionais introdu-
zem-se cOmo segue.

Seja, num espago E,, um conjunto total 4 de pontos
possiveis e incompativeis, de medida n-dimensional po-
sitiva e de densidade de probabilidade continua. Decom-
ponhamos @ste conjunto num nidmero finito ou numa infi-
nidade numerdvel de conjuntos de medida positiva

&‘I, AF!’ remy A’.’ o oew

sem pontos comuns quando considerados dois a dois, e
suponhamos um conjunto de acontecimentos

B=(—B|, B]._. "oy B.._. 'p-o)

em correspondéncia biunivoca com os A% definida déste
modo: quando se realiza um ponto qualquer de A4';, reali-
Za-se ipso facto o acontecimento B; (i=1,2, ..., n .. .-
E claro que B é um conjunto total de acontecimentos
possiveis e incompativeis, finito on numerdvel; e tem-se,
representando por p; a probabilidade do elemento By,

p} = Pdfi-
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Os ntimeros p; slo todos positivos, e podem ser racio-
nais ou irracionais. Como ¢

l=Py=Py+Py+..:

p+pt...=1.

Reciprocamente, todo o conjunto total finito ou nume-
ravel tal como B pode considerar-se relacionado desta
maneira com um conjunto de pontos tal como 4, decom-
posto convenientemente em conjuntos parciais incompa-
tiveis.

Se for

B =(B;, By, :..)

um conjunto parcial de B, finito ou numeravel, a proba-
bilidade da realizaciio dum elemento indeterminado de tal

conjunto € a probabilidade de que se realize um ponto
indeterminado do conjunto de medida positiva

A A+ A 4.5
tem-se portanto
Py=pi,+pi,+...,

que é o principio da adigdo, finita ou infinita, das probabi-
lidades.

32. Na hipétese de se ter realizado um elemento de B
e de se saber que &le é um elemento indeterminado do
conjunto parcial B, on, o que é o mesmo, na hipétese de
se ter realizado um ponto de A e de se saber que éle é
um ponto indeterminado de A', a probabilidade dum con-
junto B" contido em B' ¢ manifestamente a probabilidade
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do conjunto de medida positiva A" soma dos conjuntos A';
correspondentes aos elementos de B”, o qual estd contido
em A'; é pois

P,g,ar Py

P‘B”-PA.';_E-'—ﬂ PB‘, '

resultado que traduz o principio da divisdo das probabili-
dades.

33. A repetigiio textual do que escrevemos nos n.” 18
e 19 conduz ainda no presente caso ao principio da mul-
tiplicagdo sob a forma mais geral. Exactamente como no
n.? 21 se formula no caso presente a no¢do de indepen-
déncia de vdrios acontecimentos compativeis, e se demons-
tra a forma particular que assume o principio da multipli-
cagio para acontecimentos independentes. A nogiio de
independéncia de virios conjuntos totais finitos ou nume-
réveis formula-se também como no n.* 22,

§ 8.0

Da composicado
dos conjuntos mensuraveis

34. Para o estudo da multiplicagiio das probabilidades
nos conjuntos de medida positiva é indispensavel que de-
monstremos préviamente alguns teoremas relativos ao que
denominamos composi¢do (*) dos conjuntos mensurdveis.

Sejam E, e E, dois espagos riemannianos de m e n

(1) Seria adequado o térmo multiplicagdo, mas originaria confusdes
nos conjuntos de niimeros,
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dimensdes respectivamente, e

ds* = E Jap da,, dag ,
z, B

ds? = 23 ffﬁ dyT dya
T

as respectivas formas quadriticas fundamentais.
Ao espago riemanniano E, . de m+n dimensdes, de-
finido pela forma quadrdtica

dal—zﬁgaﬁdcudzﬂ'{'szdeTdyh
a, 1: 8

chamaremos espago composto dos espagos E,, e E,, o escre-
veremos

.E“_;_‘EEM . E.-

v

E claro que o resultado da composiciio de dois espacos
¢ independente das coordenadas a que estdo referidos,
pois uma mudanga de coordenadas em E, e outra em E,
ddo uma mudanga de coordenadas particular em E,y,.

Por exemplo, a composigio de dois espagos lineares

ds? =da?, ds?=dy?
dé o plano euclidiano
ds? = da? + dy?;
a composi¢hio do plano euclidiano com um espago linear

ds? = da?




dd o espago euclidiano tridimensional

ds? = da? + dy? } d2?;

a composi¢io de dois espagos euclidianos, um de m e outro
de n dimensdes, dd o espago euclidiano de m4n dimensdes.

Um ponto de Enys tem as coordenadas dum ponto M
de E, e dum ponto N de E,. Diremos que o primeiro
ponto é composto dos segundos, e representd-lo hemos
por M.N.

Reciprocamente, a composigio dum ponto de E, com
um ponto” de E, dé um ponto de E,. Os pontos de
Ey . compostos de todos os pontos dum conjunto A de
E, com todos os pontos dum conjunto B de E, formam
um conjunto que diremos composto daqueles dois e que
representaremos por 4. B.

O resultado da composigiio de trés espagos é o resul-
tado da composigio com o terceiro do espago composto
dos dois primeiros, ete.

A composicio de espagos é uma operaglio univoca,
comutativa e associativa.

35. Designemos respectivamente por g e h os diseri-
minantes das formas fundamentais de E, e E,. 0O ele-
mento de volume em E, sera

dU-:Vlg_dﬁ| dﬂ.’i ) dﬂr‘m,
e em K,

dV=Vhk dy dys ... dys.

E visivel que o discriminante da forma fundamental
dﬁ E,.+‘ é
gh;
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0 elemento de volume neste espago serd pois

dW=Vghde ...dey dys ... dy,,
e tem-se

o elemento de volume no espago composto é igual ao
produto dos elementos de volume nos dois espagos com-
ponentes. Esta proposi¢fio estende-se imediatamente ao
resultado da composigio de qualquer nimero de espagos.

Consideremos uma regifo de medida U em E, e uma
regifio de medida ¥V em E,. Temos

U=lde, I’u[dr’.

Para uma regido de medida W de E,, temos também

Se a segunda regifio é a regifio composta das duas
primeiras, sera

W=UV

Tem-se com efeito, notando que g & independente de
Yy v o vy Yny

llf'u‘[...(ft";dm dz..f...fﬁdyi o Wy

onde o primeiro integral ¢ estendido & regifo gy consti-
tuida pelos pontos duma variedade de m dimensdes '

r;, +esy @By Variaveis,

¥1; -+-y ¥a constantes,
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correspondente a todos os sistemas de valores que ay,
« ey &y tomam em W, e o segundo integral é estendido &
regifio varidvel ps de n dimensdes constituida pelos pontos
de W correspondentes a um sistema varidvel de valores
de ®y, ..., ¥w. KEsta proposigiio resulta imediatamente,

se U e V sfio convexas, da redugiio do integral [d W a
integrais simples, e generaliza-se muito simplesmente para
U e V quaisquer decompondo estas regides em partes
convexas e efectuando uma dupla soma. Ora, a variedade
a que pertence a regifio py é idéntica a E,, e p é eviden-
temente idéntica a U. Quanto as regides ps, cada uma

delas pertence a uma variedade idéntica a E, e é mani-
festamente idéntica a V. Podemos pois escrever

W—f.;.f@dm ...dz,f.;.fﬁdyl...dg,,

ou, por ¥V e k serem independentes de xy, ..., @,

W—de.de:UV,
¥

como tinhamos afirmado.
Mais geralmente, se 9 (A) é uma fungfio integravel-(R)
em U e $ (B) uma funglio integravel-(R) em ¥, tem-se

(1) [?(A)¢(B)dW—f?(A)dU-fHB)dV,

pelas mesmas razdes,
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Para uma funglio f(A.B) integravel-(R) em W tem-se

@) ‘s[f(A.B)dW=E[dUJf(A.B)dV.

36. Consideremos agora um conjunto 4 mensurivel
de E, e um conjunto B mensurdvel de E,. O conjunto
A.B de E, ., resultante da composigio de 4 e B, é tam-
bém mensurdvel e tem por medida o produto da medida
de A pela medida B.

Com efeito, suponhamos em E, um conjunto aberto B
de medida finita que contenha 4, e em E, um conjunto
aberto S de medida finita que contenha B. Cada um dos
conjuntos R e S é a soma duma infinidade numerdvel de
regides fechadas com pontos comuns sé nas fronteiras.
Compondo uma regiio « de B com uma regido § de S,
obtem-se em E,, uma regifio fechada; fazendo o mesmo
para tddas as regides de R e S, obtém-se em E,;, um
conjunto aberto 7, soma duma infinidade numerivel de
regides fechadas com pontos comuns sé nas fronteiras, o
qual contém 4.B. A medida do conjunto 7"é o produto
das medidas dos conjuntos R e 8, porque, em virtude do
teorema precedente, é -

mTamza.ﬂ:Em(a.ﬁ)uzma.mﬁszmu.zmﬁ.

Resulta daqui que a medida exterior de 4.B nio é
saperior ao produto das medidas de 4 e B:

(1) m(A.B)SmA.mB.

Efectivamente, sendo a medida de 4 o limite inferior
das medidas dos conjuntos R, para e positivo arbitrdrio




pode tomar-se R tal que

mR<mA+te;
analogamente, pode tomar-se S tal que
mS<mB+e;
estas desigunaldades dio
(2) mT<mA.mB+e(mA+mB)+e?
Por outro lado, tem-se

(3) my(A.B)SmT.
Ora, se fisse
my(A.B)>mA.mB,

ter-se-ia, designando por k a diferenca positiva déstes dois
nimeros,
my(A.B)=mA.mB+h,
donde, por (8),
mA.mB+h=mT,

desigualdade incompativel com (2) para ¢ suficientemente
pequeno. A formula (1) fica pois demonstrada.

Designemos agora por 4y e By os complementares de
A relativamente a R e de B relativamente a §. Sera
evidentemente

T=R.8=A.B+A.Bi+A.B+ A, .5,

donde resulta

me(T'—A.B)<my(A.By)+m(dy.B)+m, (4. By),




ou, por (1),

mg(T—A.B)smA.mBy+md,.mB+md.mB,=
—(mA-!—mA;)(mB-IFmB;]—mA.mB=
=mR.mS—mA. mB=mT—md.mB;

como a medida interior de 4.8 é

mT—m,(T—A. B),
tem-se portanto

mi(Ad.B)>mA.mB,
desigualdade que, com (1), mostra que é necessariamente
mi(A.B)=m,(A.B)=mA.mB,
em virtude da relagio conhecida
mi(4.B)<m,(A.B).
O conjunto 4 .B é pois mensurdvel e tem-se
m(4d.B)y=mA.mB,

como desejdvamos provar.

37. Esta tltima formula pode escrever-se

[d(A.B}-—[dA.de,
.B

e vé-se que ela generaliza para conjuntos mensurdveis &
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formula
de.d V—de.de
LY

estabelecida precedentemente para regides.
Demonstraremos agora a formula

(1) f?(A)MB)d(A-B)-fv(ﬁ)dﬁ-ﬁ(B}dB,
A.B

extensfio aos conjuntos mensurdveis da formula (1) do
n.” 3b.

Supondo primeiro os conjuntos 4 e B limitados, po-
demos encerrar numa regiio limitada M de E, o conjunto
A e numa regifio limitada N de E, o conjunto B. O con-
Junto A.B ficard encerrado na regiio M.N. Facamos

(M) em 4,
= ;0 em M— A4,
$(N) em B,
o lﬁ em N-—B;
sera evidentemente
¢M$(N) em 4.B,
@{M}\P(Nj'jo em M.N—A.B,

¢ portanto

(@) [@ M) ¥ X)d (M. N)= [ (A)4 (B)d(A.B),

N

e tbm-se ignaldades andlogas para o integral de @ (M) em
M e para o de ¥(N) em N,
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Ora, sabe-se que o integral lebesguiano que figura no
primeiro membro de (2) se reduz a integrais lebesguianos
simples sucessivos, cujos limites se determinam do mesmo
modo que na reducfio dos integrais miiltiplos riemannianos.
As razbes que permitiram estabelecer a formula (1) do
n.” 35 provam aqui, por conseguinte, que o integral que
figura no primeiro membro de (2) é igual ao produto dos
integrais de ® (M) em M e de ¥ (N) em N, donde resulta
imediatamente a férmula (1).

Se o conjunto A n#o é limitado, consideremos uma
sucessfio infinita de conjuntos parciais de 4

Ky, Ay i0s
limitados e mensurdveis, tais que cada um contenha o sen
antecedente. Ksta sucessfio tem sempre limite; suponha-
mo-la tal que tenda para A. E sabido que nestas condi-

¢des a sucessdio das medidas dos conjuntos A'; tende para
a medida de 4. A férmula (1) aplica-se a A'; e B. Mas

E’ EHﬂbOhGBmEﬂfl“,
:} —

j; A—A' i

como a medida de 4— 4% tende para zero, e o integral
lebesguiano ¢ absolutamente continuo, a segunda diferenga
tende para zero; o mesmo sucede & primeira, por ser

m(A.B—A4.B)=(mA—mA).mB—0;

no limite, pois, tem-se ainda a formula (1).
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Se B é também ilimitado, procede-se para B como
para A, e encontra-se o mesmo resultado.

Note-se que a sucessfio A'y, Ay, ... existe sempre.
Sabe-se com efeito que, se A é mensuravel, existe sempre
uma sucessfio dy, @3, ... de conjuntos limitados mensuré-
veis, sem pontos comuns dois a dois, tal que

A=oy+aat...;

fazendo
Ay=ay, Aa=oqy+am, Asy=atamtas, «ciy
os A'; serdo também limitados e mensurdveis, e tem-se
Ay A< A< .05

ora o limite desta sucessfio é evidentemente 4, Verifica-se
que

mA=may}magt ... =-hm (ma|+ Fma;) = lim m A"

i—s

De modo andlogo se demonstraria a férmula mais
geral, extensfio da formula (2) do n.° 85,

ff(A B)d(A.B) [dﬁ.[f(ﬁ B)dB

em cujo segundo membro pode ser invertida a ordem das
integragbes.

Todos estes resultados se estendem sem dificuldade a
qualquer nimero de conjuntos mensuréveis componentes,

L i

Sy

e s




g 900

Da multiplicacdo das probabilidades
nos conjuntos mensuraveis

38. Seja A um conjunto de E, e B um conjunto de E,,
ambos de medida positiva, e suponhamos que em certas
circunstdncias A e B sfio conjuntos totais de pontos pos-
siveis e incompativeis. Se essas circunstincias se rea-
lizam, produzir-se h4 um ponto A de 4 e um ponto B de
B ou, o que é equivalente, o ponto A.B de E,;. com-
posto de A ¢ B. O conjunto de todos éstes pontos com-
postos possiveis, que representaremos por 4 B, é eviden-
temente constituido por elementos incompativeis e é total.
Deve observar-se que o conjunto A B estd contido no con-
junto composto 4.B mas, em geral, nio é idéntico a éle
porque certos pontos de A.B podem ser impossiveis.

Suporemos que para cada ponto de 4 o conjunto dos
pontos de B compativeis com &le é mensurivel, e vice-
-versa. Esta suposigfio contém, quando um dos conjuntos
A ou B é unidimensional, a da mensurabilidade da fangfio
na teoria geométrica do integral dada por Lebesgue na
sua These, e verifica-se em casos muito extensos; em espe-
cial, no caso importante de 4 B ser idéntico ao conjunto
composto 4.B, como é evidente,

Suporemos ainda que, se 4’ e B' forem dois conjuntos
mensuraveis contidos respectivamente em 4 ¢ B, o con-
junto A'B' dos pontos possiveis compostos dos pontos
de A' ¢ B' é sempre mensurdvel. Talvez esta proposigio
seja conseqiiéncia da suposigiio precedente, mas ndo pu-
démos encontrar lago 16gico entre ambas. Para o nosso
objecto, basta que observemos que as duas saposi¢des ndo
sfio incompativeis. No caso particular de Lebesgue, a que
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J& nos referimos, a segunda é de facto conseqiibneia da
primeira, como éste ilustre geémetra demonstrou. No
caso em que A B é idéntico a A.B, aquela relagio logica
é evidente, porque serd também A'B' idéntico a A'.B'.
Pela segunda suposigio, A B é mensurdvel. Rejeita-
remos os casos em que a medida de A B é nula e admiti-
remos portanto que esta medida é positiva. E o que se
dé ainda, quando, em particular, A B ¢ idéntico a 4.B.
Consideremos dois conjuntos compativeis de medida
positiva 4' e B' contidos respectivamente em A4 ¢ B. B
claro que a probabilidade do conjunto parcial A' B' de 4 B,
constituido por todos os pontos possiveis compostos dos
pontos de A' e B, é igual & probabilidade de 4, i. &

Pyp=Py;
analogamente ¢é
Pyp=Pp.

Na hipétese de se ter realizado um ponto indeterminado
de 4', a probabilidade dum ponto indeterminado de B’ &
evidentemente ignal & probabilidade do conjunto 4’ B’ na
hipétese da realizagiio dum ponto indeterminado de A’ B,
i. é, pelo principio da divisio,

Py
PF o=
" A P,(rs’

donde resulta, pela primeira das duas igualdades prece-
dentes,

l:l) I:Apu'ﬂp,p.Pjr.y;
e tem-se semelhantemente

Pyp=Pyp.Pyp.
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Estas duas formulas tradazem o principio da multiplicagdo
nos conjuntos mensurdveis.

Do mesmo modo que para os conjuntos finitos ou nu-
merdveis se estende @ste principio a um nimero qualquer
de conjuntos mensurdveis totais.

Se A' for de medida nula, serdi A'B de medida nula;
com efeito 6 A' B< A'.B, e A'.B tem a medida

mA'.mB=0

em virtude dum teorema precedente. O conjunto A'B'<A'B
é também de medida nula, e vé-se que a relagio Py=0
tem como conseqiiéneia Py p==0.

Designemos por f(A.B) a densidade de probabilidade
de AB. Ter-se hé

Pyp= | f(A.B)d(A.B).

Al B

Notando que é A'B'< A'. B', poremos

d(A.B)

3 f(A.B) em A'F,
o (0 em A.B—AFR;

vird entéio

Pyp = f'ill(A.B)d(A.B],

Aw

ou (n.” 37 in fine)

Pyy= ﬁfﬁﬁb(&.ﬂ)dii,

@ Y

donde resunlta imediatamente

(2) Py prw p’lm ]'}'(A.B)dn,
¥,
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designando por B’y o conjunto dos pontos de B’ compati-
veis com o ponto A de A'. Tem-se uma férmula andloga
com as duas integragoes na ordem inversa.

Observemos que é sempre, qualquer que seja F(A.B)
integravel em A'H,

(3) ]"F(A.B}J(A.B)a [lm)jj'F(A.B)dB.
a a

A

Notemos finalmente que, designando por ¢(A) a den-
sidade de probabilidade de A4, resulta da férmula (1)

Pyp= IPB‘.A"‘P(A)d"l!-
:4"

& comparaglio com (2) mostra que pode escrever-se a re-
lagiio

(4) ]}(A.B) dB=g(A). Py, 4

IIJ

A

entre as densidades fe ¢, e tem-se uma relagiio andloga
entre f e a densidade ¢(B) de B.

As formulas (3) e (4) siio importantes na teoria da es-
peranga, como veremos adiante, e generalizam-se facil-
mente.

39. Os dois conjuntos parciais A' e B, de medidas
positivas inferiores respectivamente as medidas de 4 e B,
dizem-se independentes quando os pontos do conjunto
composto A'.B' sfio todos possiveis e sfio satisfeitas as re-
lagoes

Pp,y=Pp i, Py p=Pyry,
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onde A" e B representam os contraditérios de 4' e B,
i. 6, 08 seus complementares para A e B respectivamente.

Como nos conjuntos finitos ou numerdveis prova-se
facilmente que os dois membros da primeira relagio sdo
iguais a Pp e os da segunda a Py. Tem-se pois, neste
caso,

PE e R

relacfio que exprime o principio da multiplica¢fio para dois
conjuntos mensurdveis parciais independentes.

40. Diremos que os dois conjuntos totais 4 e B sio
independentes, quando os pontos do conjunto composto
A.B forem todos possiveis e além disso forem indepen-
dentes todos os paves de conjuntos parciais A’ e B' de
medidas positivas inferiores respectivamente as medidas
de 4 e B.

J4 observamos que o conjunto A. B satisfaz as condigoes
de mensurabilidade formuladas no comégo déste §. Se
representarmos por f(A.B) a densidade de probabilidade
de A.B no ponto A.B e por g(A) e ¢(B) as densidades
de probabilidade de 4 e B, a tltima ignaldade do n.® pre-
cedente pode escrever-se

| f(A.B}d(.b..B)=]}(A;d‘a J:{atB)dB.
i.p v B

Al.B

Mas, pelo n.® 37, o segundo membro desta relagio é
igual a

j 2(A)$(B)d (A.B);

A.B

como A' e B' séio arbitrdrios pode por-se, pois, em todos




os pontos de 4.5,

f(A.B) =5 (A).4(B).

Exprimiremos éste facto dizendo que a densidade de pro-
babilidade do conjunto composto de dois conjuntos inde-
pendentes é igual ao produto das densidades de probabi-
lidade dos conjuntos componentes.

A extensiio da noglio de independéncia e dos resultados
precedentes ao caso dum nimero gualquer de conjuntos
totais ¢ manifesta.

§ 10.°

Das densidades
de probabilidade discontinuas

41. O processo da passagem ao limite, que jd empre-
gamos na primeira teoria da probabilidade dos conjuntos
numerdveis, permite introduzir nos conjuntos mensurdveis
as densidades de probabilidade discontinuas. Para nio
nos repetirmos fastidiosamente, limitar-nos hemos a algu-
mas breves indicagdes.

Seja A um conjunto de E,, de medida positiva, que, em
certas circunstincias, possui a densidade de probabilidade
continua fi (A), noutras circunstincias a densidade de pro-
babilidade continua fa(A), e assim indefinidamente. Se
existir um grupo de circunstincias que se possa considerar
limite da sucessio dos grupos de circunstdncias dados, e
se a sucessdo

fi(A), fa(A), ...

convergir para uma fun¢do positiva f(A) integrivel em A,
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diremos que f(A) é a densidade de probabilidade de 4 no
grupo de eircunstdncias limite.

A nova densidade de probabilidade, se nio for continua,
serd uma func¢io de Baire da classe I. Como 4 é mensu-
ravel, esta funclio é mensurdvel também, como é sabido.
Para que ela seja integrivel, basta supor que as fungdes
integraveis fy, fa, ... satisfazem & condigfo

ASY: I=1.8:...

onde ¥ representa uma fungfio integrivel. Se A' for entiio
um conjunto parcial de 4, mensurdvel, serd, por um co-
nhecido teorema de Lebesgue,

Jim j; (A)dA,

A

:!f[;\]rf."a.=

i— =

a nova probabilidade do conjunto A4' é pois o limite da
sucessio das probabilidades do mesmo conjunto para a
infinidade numerdvel das densidades continuas dadas. Se
A' é de medida nula, é Py=0; se A' tem a medida de 4,
é Py=1; se A' tem medida positiva menor que a de 4,
e 0<Py<l.

A relagio fundamental (1) permite demonstrar facil-
mente para a densidade discontinua f(A) todos os resul-
tados precedentemente obtidos para densidades continuas.
Néo insistiremos nisso.

42. Em lugar duma sucessio de densidades continuas,
podemos supor agora uma sucessiio de densidades discon-
tinuas da classe I de Baire. O limite desta sucessdo, se
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existir e nfio pertencer as classes O ou I, serd, quando
integravel, uma densidade de probabilidade da classe II,
acérea da qual se podem repetir as consideragoes do n.”
precedente.

A aplicagiio refterada déste processo permite definir
densidades de probabilidade de qualquer classe de Baire
de ordem finita. Consideremos em seguida uma sucessiio
de densidades de probabilidade pertencentes a classes de
ordem finita, formando as ordens destas classes uma su-
cessio ilimitada superiormente; se esta sucessiio tem um
limite positivo integravel que nio é de classe de ordem
finita, ésse limite serd uma densidade de probabilidade
pertencente & classe da primeira ordem transfinita w. Con-
tinnando assim transfinitamente, introduzem-se densidades
de probabilidade de tddas as classes de Baire que, como
se sabe, sio numerdveis com os ordinais cantorianos infe-
riores a Q.

Pode abandonar-se a restrigiio da positividade. Intro-
duzem-se entdo densidadés nfio negativas de todas as
classes, incluindo a classe 0.

As fungées de Baire, denominadas por Lebesgue «fun-
¢Ges representdveis analiticamente» por provirem da apli-
caclio reiterada da passagem ao limite a sucessdes de po-
linémios, segundo o célebre teorema de Weierstrass sébre
as funcoes continuas, sio tédas mensuriveis num conjunto
mensuravel. Para que possam ser densidades de proba-
bilidade, além de ndo negativas tém de ser integriveis. Uma
funcio de Baire serd necessariamente integrdvel quando
a sucessfio de funcdes de Baire integraveis de classes in-
feriores que a define for limitada superiormente por uma
fungdo integrivel qualquer. Jd mostramos no n." prece-
dente como se utiliza esta proposigio.
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§ 11.°

Da probabilidade
nos conjuntos de medida infinita

43. Ainda por passagem ao limite se pode fazer o
estudo da probabilidade nos conjuntos de medida infinita.
Bste caso niio tem a importdncia do que temos considerado
nos §§ precedentes e por isso nos ocuparemos dele muito
brevemente.

Recordaremos o que se entende por conjunto de me-
dida infinita. Seja primeiro 4 um conjunto de E,, de
medida finita e O um conjunto aberto qualquer de E,, de
medida finita também; a parte comum de 4 e O, que se
representa por O A (nos §§ precedentes esta notacfio tem
outro significado), é mensurivel de medida finita, i. é

mi (0 4)=m, (0 A);

e como
mi(OAd)=mO—m,(0— 0 4),

tem-se

(1) m O =m, (0 — 0 A)+m, (0 4).

Se o conjunto aberto O tem medida infinita (i. é, me-
dida exterior infinita), a rela¢fio (1) toma a forma o = oo,
e ¢ ainda verificada.

Reciprocamente, se a relagdo (1) se verifica para um
conjunto 4, de medida exterior finita, qualquer que seja
o conjunto aberto O, 4 é mensurdvel. Com efeito, tome-
mos um O de medida finita que contenha A; serd entdo

OA=A e a relagiio (1) dard

mO=m,(0—A4)+m,A,




miAd=my 4,

o que prova a afirmagfio.

Posto isto, se um conjunto 4 de medida exterior infi-
nita satisfaz a relagio (1) qualquer que seja o conjunto
aberto O, diz-se que 4 ¢ mensurivel de medida infinita-
mente grande. Muitas propriedades dos conjuntos de
medida finita estendem-se a conjuntos mensurdveis quais-
quer, de medida finita ou infinita, Recordaremos a se-
guinte, de que vamos fazer uso: se 4 é de medida infinita,
pode por-se sempre

AFEMJ;-G-.*-E--”,

onde o0s @, em infinidade numerdvel, sfio limitados, de
medida positiva e estranhos. Fazendo

ay=Ay, qyf =4, ...,
obtém-se uma sucessio
B

de conjuntos de medidas positivas crescentes contidos
em 4, que tende para 4; e é

limmd;=m.
i—+ &

Suponhamos agora uma sucessio infinita de fungdes de
Baire

fi(A), fe(A), +--

ot
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definidas em A4, n#io negativas, tais que

[r@aa=1, i=12, ..,
-1’(
a8 [1‘1[!

lim f; (A) =f(A).

I

Se em certas circunstdncias A'y & total com a densidade
de probabilidade fi, se noutras circunstdncias A's é total
com a densidade de probabilidade f3, ¢ assim indefinida-
mente, diremos que A é total para o grupo de circuns-
tdncias limite, se éste existir, com a densidade de proba-
bilidade f.

Se as fungdes f; verificam a condigho de ser
ﬁ:“_—"' q‘!

onde ¥ é uma fungio integrivel em gualquer conjunto
limitado mensurdavel A' contido em A, serd f integravel
nésse conjunto e ter-se i

»

(@) ; | PN Al [ fi(A)dA.

iq:lh,

Com efeito, contendo cada conjunto A; todos os prece-
dentes e tendendo para A a sucessiio (4'), a partir de
certo valor de i estard A’ contido em 4'; e em todos os
conjuntos de indice superior; as fungoes

Jis fis - -

serfio integriveis em 4', ¢ a relagio (2) fica demonstrada
pelo teorema de Lebesgue citado anteriormente (n.® 41).
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Essa relagio pode escrever-se

(2%) Py=lim P,

i—+ =

onde o primeiro membro representa a probabilidade de A’
para a densidade f e no segundo membro figura a proba-
bilidade do mesmo conjunto para a densidade fi.

Se o conjunto de medida finita A’ ¢é ilimitado, pode
considerar-se como limite duma sucessio de conjuntos
limitados mensurdveis fi, cada um dos quais contém o
precedente e cnjas medidas tendem para a de 4. Como
os integrais de f nos f; formam uma sucessiio néio decres-
cente e nfio excedem 1, tendem para um limite; é sabido
que nestas condi¢des f ¢ integrivel em A’ e tem-se

[r@yaa=tim [ra)aa,
X isd

ou

(3) Py=lim P, .
i—w i
Finalmente, se A’ ¢ de medida infinita, formemos a
sucessfio de termo geral 4 4' (parte comum de 4% e A');
poremos

4) Py =1lim PQ 4,

=

quando éste limite existir, Em particular, é A", 4= 4",
Pﬂ}iu 1, e tem-se portanto

Py=1.

Ficilmente se veria que a definigo (4) concorda com
a formula (3). A concordancia com (2*) é evidente.

e R -

e oy g g
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As férmulas (2%), (3) e (4) permitem construir toda a
teoria da probabilidade nos conjuntos de medida infinita.

44. BSe os conjuntos A';, como totais, sio homogé-
neos, @

A8 ==,

portanto
ftA)=0.

O conjunto total A é pois homogéneo, com densidade de
probabilidade nula. A probabilidade dum conjunto par-
cial de medida finita é sempre nula. Se supomos feita a
decomposigiio

.4=U|—i—ﬂ;—[—..,,

onde 0s g; sdo estranhos e de medidas positivas, e consi-
deramos a realizagio dum ponto indeterminado de o como
um acontecimento (i=1, 2, ...), temos um exemplo dum
conjunto numerdvel total de acontecimentos possiveis e
incompativeis, todos de probabilidades nulas, i. é, dum
conjunto ntimerdvel total homogéneo. No n.® 23 estu-
damos a probabilidade de tais conjuntos. A observagio
que acabamos de fazer permitiria estudé-la dum novo ponto
de vista. Aqui, porém, temos que limitar-nos a esta in-
dicagio.

§ 120

Da probabilidade nos conjuntos
de medida nula

45. Para nido omitir caso algum, resta-nos dizer duas
palavras sobre a 'probabilidade nos conjuntos totais de
medida nula. K claro que em tais conjuntos nio pode
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haver densidade de probabilidade, porque um integral
estendido a um conjunto de medida nula é sempre nulo.

Seja em E, um conjunto 4 de medida nula. Vamos
efectunar uma redugfio importante.

Duas suposi¢des sfio possiveis, antes de mais: A estd
ou niio estd contido num E,_y. Ora na primeira ha trés
outras a considerar: 4 é em FE, y mensurdvel de medida
maior que zero, caso estudado nos §§ precedentes; ou
nio mensurdvel; on de medida nula, caso que ndo difere
do inicial e se submete & mesma redugio.

86 nos restam, pois, duas suposigdes: A nio estd con-
tido num £, 4, ou é um conjunto ndo mensurdvel dum
Eus—y. Na primeira, 4 pode ser finito, numeravel, ou ter
a poténcia do continuo. Nio hd outra alternativa se
admitimos com Cantor a «hipitese do continuo», i, é,
que a poténcia do continuo é a segunda poténcia. Na
segunda suposigio, 4 tem sempre a poténcia do continuo,
de contrario teria medida nula em E, ;. Como o caso
de A4 ser finito ou numerdvel j4 estd estudado, ficamos
reduzidos ao caso em que 4 tem a poténcia do continuo.

Consideremos portanto em E, um conjunto 4 de me-
dida nula, da poténcia do continuo, que nio estd contido
num £, 4 ou é um conjunto nio mensurdvel dum E,_ ;.
Seja B, de medida positiva, um conjunto total de pontos
possiveis e incompativeis de outro espago F,, e suponha-
mos que entre os pontos de B e os de A se estabeleceu
uma correspondéncia biunivoca qualquer, o que é possivel
por terem os dois conjuntos a mesma poténcia. Se con-
sideramos realizado um ponto de 4 quando se realiza o
ponto correspondente de B, A é um conjunto total de
pontos possiveis e incompativeis. A probabilidade dum
conjunto parcial 4’ correspondente a um conjunto men-
surdvel B' contido em B é a probabilidade de B'. Assim,

cada proposi¢io da teoria da probabilidade nos conjuntos
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totais de medida positiva fornece imediatamente uma pro-
posigio andloga para a probabilidade nos conjuntos totais
de medida nula, e esta observa¢io dispensa-nos de fazer
mais consideragdes sdbre o assunto.

§ 13.°
Da esperanca das variaveis aleatorias

46. Denominaremos varidvel aleatéria um simbolo que
representa um elemento indeterminado dum eonjunto total
de nimeros possiveis e incompativeis. Estes nimeros
sfio os valores da varidvel aleatdria.

Os valores duma waridavel aleatéria podem ser todos
diferentes e neste caso distinguem-se por si mesmos; ou
nio, e entéio distinguem-se dois valores ignais pelos acon-
tecimentos concretos a que andam associados.

Por exemplo, os « pontos» possiveis no langamento de
dois dados, 2, 3, ..., 12, sdo os valores duma varidvel
aleatéria. Mas também o conjunto 2, 8, 8, 4, ..., 12,
que difere do precedente em ter o elemento 8 repetido,
pode ser considerado como conjunto dos valores duma
varidvel aleatéria, se nm dos eclementos 8 é o «ponto»r
obtido quando o primeiro dado fornece um 1 e o segundo
um 2, e o outro elemento 3 é o «ponto» obtido quando
se d4 o inverso, conservando os restantes elementos o
significado primitivo.

Duas ou mais varidveis aleatérias dizem-se indepen-
dentes, se sio independentes os conjuntos dos valores de
cada uma delas.

Além da nogio fundamental de probabilidade, anda
ligada &s varidveis aleatérias uma nogdo derivada extre-
mamente importante, de que vamos ocupar-nos.
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47. Seja # nma varidvel aleatdria, de valores
@y, T, ..., Xy
em nimero finito, com as probabilidades

Py P2y v ooy Pa-

A soma
prEitprest ... pay

¢ por definicio a esperanga matemitica da varidvel alea-
toria .
Para representar a esperanga de a empregaremos a
notaglio
esp a.

Esta nogéio foi primeiro formulada a propdsito de pro-
blemas de jogo, e ai reside a razio do nome. Suponhamos
duas pessoas que jogam nas seguintes condigdes: existe
um prémio a;, que serda recebido pela primeira se se rea-
lizar um acontecimento A e pela segunda se se realizar o
acontecimento contrdrio A/. Se as duas pessoas resolvem
ndio jogar, ¢ justo que dividam entre si o prémio propor-
cionalmente as probabilidades p e ¢ dos dois aconteci-
mentos (f). As partes que entdo competem a cada uma
sfio as esperangas que tinham as duas pessoas, antes daquela
resolugiio, relativamente ao prémio a; e valem respectiva-
mente

pm e qa,
ou

pai+¢.0 e p.0fgqa.

(') Supomos que as duas pessoas nidlo contribuiram para a formagio
do prémio,
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Esta nogfio de esperanga concorda com a nossa definigio;
o ganho da primeira pessoa é com efeito uma varidvel
aleatoria com os valores ay e 0 de probabilidades p e g, e
coisa analoga se dd com o ganho da segunda.

Supondo duas outras pessoas que jogam outro prémie as
nas mesmas condigdes, serido

paz e qag

as esperanc¢as respectivas. Imaginemos que a primeira
pessoa do primeiro jogo e a segunda do segundo jégo
cedem os seus direitos a uma gquinta pessoa. Se nenhum
dos dois jogos se efectua, esta pessoa receberd a soma
das partes que competiam a ambas, i. é,

partqas;
&ste niimero é pois a esperanga da quinta pessoa relativa-
mente & varidvel aleatéria de valores a; e a3 com proba-
bilidades p e q.

Importante nas questées de jogo, a nogio de esperanga
ndo importa menos A& teoria geral das probabilidades.
Esta importéncia assenta nas duas propriedades seguintes,

Sejam & e y duas varidveis aleatdérias dependentes ou
independentes, susceptiveis dos valores

Ly, X3y - 00y Ly

Yo Y2y -y Un

respectivamente. A soma x4y destas varidveis é a va-
ridvel aleatéria susceptivel dos valores da expressio

24 Yj,
t=1,92 ...pm, j=1,2 ...,m,
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correspondentes aos sistemas de nimeros (#;, y;) de reali-
zaglio possivel. Designemos por r;; as probabilidades
déstes sistemas; serd

esp (@ +y) =L X @+ y)rij= _i(-‘fs 2rij) +}§.1(ij Tis)s
i, j il i = i

onde as somas interiores do terceiro membro se estendem
respectivamente a todos os valores de j compativeis com
0 numero ¢ e a todos os valores de { compativeis com o
nimero j. Ora (n.°8) a primeira destas somas & a proba-
bilidade de #; e a segunda a probabilidade de y;; logo

esp (¢ +y)=espe+espy;

i. é, a esperan¢a da soma de duas varidveis aleatorias,
dependentes ou independentes, é igual & soma das espe-
rangas das parcelas,

Esta propriedade vale para qualquer ntumero de varii-
veis aleatérias. Tem-se com efeito

esp (r+y+z)=esp(2+y)+espz=espaetespy+espe,

e assim sucessivamente.
O produto =y ¢ a varidvel aleatéria susceptivel dos
dos valores da expressfio

T Yy

correspondentes aos sistemas (2y, ;) de realizacfio possivel.
E pois
esp (@ y) = X @iy mij.
i

b i

Se as duas varidveis aleatdrias @ e y sfio independentes,

6
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todos os sistemas (#;,y) sio de realizagio possivel e
tem-se

Tij=DPi

onde p; é a probabilidade de #; e g; a de y; (n.° 11); logo

esp (wy) = X, Yieeiy; pigy= X pi®i- X ¥
=i je=i =i j=_
on
esp(@y)=espx.espy,

i. é, a esperancga do produto de duas varidveis aleatérias
independentes ¢ igual ao produto das esperangas dos fac-
tores.

Vale a mesma propriedade para qualquer nimero de
varigveis aleatérias independentes.

Se os valores duma varidvel aleatéria sdo todos iguais,
tem-se uma constante aleatdéria. A esperanga duma cons-
tante aleatéria é a propria constante; com efeito, é

espa=pia-tpia+... +ppa=a,
por ser

Pyt Fpa=1.
Somando a cada um dos valores duma variavel alea-

toria @ um niumero ¢, obtém-se os valores duma nova va-
riavel aleatoria e+, e tem-se

esp(eta)=pi(c+a)+...+pa(ctay)=c+espa.

Multiplicando cada um dos valores de @ por ¢, obtém-se
os valores da varidvel aleatéria ¢@; tem-se

esplex)=picar+...4 pacay=c.espe.
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48, Seja agora 2 uma varidvel aleatéria de valores

Lyy Bhyanvy By ves

em infinidade numerdvel, com as probabilidades positivas

Py Pty ooy Puy oo

Se a série

piestmoato ot paat. s

for absolutamente convergente, a sua soma define a espe-
ran¢a da varidvel aleatoria .
Quando a varidavel # é limitada, a esperanga de @ existe

sempre. Mas esta condiglio suficiente nfio é necessdria.
Por exemplo, a varidvel susceptivel dos valores

: oo

com as probabilidades

1
] _Ei—, —Ei—, R

tem a esperanca 2.

A esperanga das varidveis aleatorias numeraveis possui
as mesmas propriedades que a esperanga das varidveis
aleatdrias finitas.

Sejam « e y duas varidveis aleatérias numerdveis,
dependentes ou independentes, snsceptiveis dos valores

E|,. .."!'g, ey .‘1'” T

Wy Y2y vovy Yny o0

respectivamente. Se existirem as esperangas de z e y,




iy,

existird também a esperanca de #+y e serd igual & soma
daquelas duas.

Com efeito, a soma das varidveis e y é a varidvel
aleatoria susceptivel dos valores da expressdo

@ 4,
T:=1,2,---,'l'!,---, j‘l,g,--.,'ﬂ,-cu
correspondentes aos sistemas (@, y;) de realizagio possivel.

Se designamos por 7;; as probabilidades déstes sistemas,
temos

(1) osp (@ +y) = 2 X (2 + ) 73j
¥

se a série dupla do segundo membro for absolutamente
convergente. Ora esta série resulta da adigio ordenada
das duas séries duplas

EE o R A 2_23:‘;‘ Tijy
W) iy §

que s#io absolutamente convergentes por convergirem abso-
lutumente as duas séries simples

(2) i (=i 2 rij) o g(yj g 7ij)

obtidas a partir delas somando-as respectivamente por
linhas e por colunas; estas séries simples representam
com efeito as esperangas de @ e y, porque as séries

2’”-‘1 8 2":‘1‘
i i

sido respectivamente (n.° 18) as probabilidades de 2; e y;.
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A série que figura no segundo membro de (1) é portanto
absolutamente convergente e igual & soma das séries (2),
i. &

esp(zty)=espxtespy,

como tinhamos afirmado.
O produto das varidveis # e y é a varidvel aleatdéria xy
susceptivel dos valores da expresséo

Ty Yj

correspondentes aos sistemas (z;, ;) de realizagiio possi-
vel. E portanto

esp (zy) '=E E TiYiTij

h]‘

se a série do segundo membro for absolutamente conver-
gente. Ora, se as duas varidveis aleatérias @ e y forem
independentes, todos os sistemas (;, y,) sfio de realizagio
possivel e tem-se

Tij=Pi

onde p; e ¢; slo respectivamente as probabilidades de a;
e ¥ (n.° 22). A série dupla

2 Zaypig

=l j=id
tem por térmo geral o produto dos térmos gerais das
séries simples

= =
E,J':‘l""‘*'i é 2 ¥,
(] ]

=t
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que convergem absolutamente para as esperancas de z e y;
é por conseguinte absolutamente convergente e tem por
soma o produto destas esperan¢as, donde resulta imedia-
tamente

esp (ey)=espx.espy.

A esperan¢a do produto de duas varidveis aleatorias
. numeraveis independentes existe quando existirem as espe-
rancgas dos factores, e é igunal ao produto destas.

Os dois teoremas que acabamos de demonstrar tém lugar
para um nimero qualquer de varidveis aleatérias.

Como no n." precedente, demonstram-se imediatamente
as ignaldades:

espa=a,

onde a ¢ uma constante aleatéria numerdvel ;

esp(ct+a)=c+espa,

esp(ew)=c.espa,

onde @ ¢ uma variavel aleatéria numeravel e ¢ um niimero
qualquer.

49. Consideremos finalmente o caso de variaveis alea-
torias cujos valores formam conjuntos com a poténcia do
continuo,

Seja A um conjunto total, de medida positiva, de
pontos possiveis e incompativeis dum espago E,, e supo-
nhamos que a cada um dos seus pontos A corresponde
um ntmero =£&(A); @ serd uma varidvel aleatiria, e a
esperan¢a de @ é por definigio o integral

JE@A)¢(A)dA,
i
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onde ¢ (A) representa a densidade de probabilidade de 4.
Se §(A) é limitada e mensurdvel, a esperanga de z existe
sempre. Esta condigiio suficiente nfio é porém necesséria.
Para tais varidveis aleatdrias subsistem ainda as pro-
posigies precedentes. Consideremos duas varidveis alea-
torias
m-E(A)? y=x(B),

dependentes ou independentes, a primeira definida num
conjunto 4 dum E,, e a segunda num conjunto B dum K,
sendo 4 e B de medida positiva, com densidades de pro-
babilidade ¢(A) e ¢ (B). Se as esperancas de x e y exis-
tirem, existird também a de 24y e serd igual & soma
daquelas.

Ter-se ha com efeito

(1) esple+y)= J‘(E(A)ﬂ(B}) f(A.B)d(A.B),
B

onde f(A .B) é a densidade de probabilidade no conjunto
AB de E, . constituido pelos pontos possiveis compostos
dos pontos de 4 e de B, se o integral do segundo membro
existir. Este integral existe necessariamante quando exis-
tirem os dois integrais

@ lI'E(A)f{A-B}dca.B). [n(B)f(A.B)d(A. B)
8 Iy

e, pela formula (3) do n.” 88, éstes integrais existirio se
existirem os integrais

® [E@)dAfr@a.B)aB, J%;‘B)dﬂj}m-mda,
i B, 4,

= i e

—ats

RS T S b

N e —




onde B, significa o conjunto dos pontos de B compativeis
com o ponto A de 4, e Ag o conjunto dos pontos de 4
compativeis com o ponto B de B. Ora, pela formula (4)
do mesmo n.%, os integrais estendidos a By e a Ap s#o
respectivamente iguais a ¢(A) e $(B), porque é evidente-
mente

Py a=P,yp=1.

Logo os integrais (3) ndo diferem dos integrais

@ Jemea)aa, [r@)4®)ds,
A B

que sd0 as esperancas de w e y e existem por hipdtese, e
portanto existe a esperanga de #+y. Pois que os inte-
grais (3) s@io respectivamente iguais aos integrais (2) e a
soma déstes é o integral (1), tem-se

esp(@+y)=espatespy,

como nos casos anteriores.
A esperanga do produto @y é analogamente

) esplen=[EA)B)FA.BdA.B),

A'B

quando éste integral existir. Se as varidveis aleatérias 2
e y sio independentes, é

AB=A.B

e (n.” 40)
f(A.B)=%(A)%(B);
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pela formula (1) do n.° 87, o integral (5) existe porque
existem os integrais (4) e é ignal ao produto déstes, i. é,

esp(xy)=-espz.espy,

como nos casos precedentes.

Estas proposigdes sio validas para qualquer niimero
de varidveis aleatorias.

Se a ¢ uma constante aleatdria no conjunto 4, tem-se

espa = ’a?(ﬁ)d;&=a;

4

tem-se também, sendo ¢ um nimero qualquer e @ uma
variavel aleatdria em 4,

esp(c+.r)—ll.(c+E(A)) 9(A)dA=c+espx
A

esp(cx)=x]:cE(A)$(A}dA=c.uspz,

como precedentemente.

50. Se as varidveis aleatdrias sfio definidas em con-
juntos de medida infinita, encontram-se os mesmos resul-
tados mediante o processo da passagem ao limite, tal como
o empregdmos no § 11.

Se elas forem definidas em conjuntos de medida nula,
com a poténcia do continuo, chega-se ainda aos mesmos
resultados, o que se torna evidente atendendo a que no
& 12 reduzimos o estudo da probabilidade nos conjuntos
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de medida nula ao estudo da probabilidade em conjuntos
de medida positiva.

§ 14.°
Dos vectores aleatorios
51. Suponhamos que a cada elemento A dum con-
Junto total 4 de acontecimentos possiveis e incompativeis
corresponde, ndo um sé numero, mas um sistema de k na-
meros cuja ordem ndo é indiferente

Lry Yay =20y Wa

Se representamos por @ um nimero indeterminado dentre
os ¢y e damos a ¥ ...w significacio andloga, serfio

@y Yy seey W
k varidveis aleatorias definidas no conjunto 4. Diz-se que
estas varidveis sio as componentes dum vector aleatdrio v
definido em A: escreveremos

v-(zl Yy oy w}'

Se v' é outro vector aleatério de & componentes, de-
finido num conjunto total B da mesma espécie que A,

vf_(xi" .!'fri sery wr;':

a0 vector

vivV=(zt+a, y+y, ..., w+w)

chama-se soma de Vv e V',
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Analogamente, ao vector
vV =(za, 3y, ..., 0w

chamaremos produto (!) de v e v'.
Se a, b, ..., ! designarem as esperangas das varidveis
@, Y, ..., W, 0 vector

a=(a, b, ...,10)

é por definigiio a esperanga de V.

Os dois vectores ¥ e V' dizem-se independentes, se séo
independentes os dois conjuntos 4 ¢ B. Neste caso todos
08 grupos

wed,zey, ..., 20w,..., 00

sfio pares de varidveis aleatdrias independentes.

Posto isto, os resultados do § anterior permitem enun-
ciar imediatamente as segunintes proposigdes:

a) a esperanca da soma de dois vectores aleatorios é
igual 4 soma das esperangas das parcelas;

b) a esperanga do produto de dois vectores aleatdrios
independentes é igual ao produto das esperangas dos fac-
tores.

Além disso, a esperanca dum vector aleatério constante
é o préprio vector; a esperanga da soma ou do produto
dum vector constante e dum vector varidvel é igual a
soma ou ao produto do primeiro vector e da esperanga do
segundo.

(1) Esta nogdo nada tem que ver com os produtos de vectores defi-
nidos em Geometria.
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§ 15.°

Dois teoremas-limites
sObre variaveis aleatorias independentes

52. Em 1901, o geémetra russo Liapunoff () demons-
trou a bela proposi¢iao seguinte.

Seja @4, @3, ..., &, ... uma sucessio infinita de varid-
veis aleatorias independentes. Se, para todos os valores
do indice i, existem as quantidades

3438

BM® = osp | @ —a [,

a;=espax;, b;=esp (i;—a)?,

sendo 3 um niimero positivo, e se o quociente

biﬂ+61+b;!+3?+ o _|_5£!+5)
(Vo +ba+.. .+ 5,0

converge para zero com %, a probabilidade das desigual-
dades

otot.. .ty —(at+at...+a)
V2(bi+ba+...+b)

h< <ta,

onde # e t3 sdo dois nimeros guaisquer, tende para o

limite
ty
1 —
et dt
Vz f ;
&

quando n cresce infinitamente.

(1) Comptes Rendus de I'Ac. des Se. de Paris, t. oxxxu, plgs. 126 «
814. Demonstracio elegante em Markoff, Démonsiration du second théo-
réme-limite du Caleul des Probabilités, 5. Petersburgo, 1913.
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Esta proposi¢do tinha sido demonstrada anteriormente,
sob condiges muito mais restritivas, por Tchebychef (%),
¢ também por Markoff (%), que introduziu na demonstragio
de Tchebychef aperfeigoamentos importantes. Foi desco-
berta por Laplace (%) e generalizada por Poisson (*), mas
nenhum déstes dois geémetras a demonstrou com rigor.
Hé& pouncos anos, Lindeberg (5) conseguin tornar menos
restritivas as condi¢des de Liapunoff, mas com sacrificio
da simplicidade do enunciado.

Vamos deduzir da proposicdo citada os seguintes teo-
remas.

I. Sejam @, @3, ..., @, ... a8 varidveis aleatérias de
Liapunoff. Se a sucessfo

Dry by iaay By s

é limitada superiormente e se ¢ e % sfo dois niimeros posi-
tivos arbitrdrios, para valores de n suficientemente grandes
a probabilidade da desigualdade

|+ @t . °+‘rt_'{ﬂl+ai+"-+an)|k<e

n

(1)

onde k é um nliimero positivo menor que 2, é superior a
1—19.
II. Supostas as mesmas varidveis aleatérias, se a
sucessiio
bh bi, ..-,b', e w

(1) Sur deux théorimes relatifs auzx probabilités, in-Acta Mathematiea,
t. 14

(@) Uber die Wurzeln der Gleichung e#* . dm e—=" ; dam = 0, 1898, in-
- Wahracheinlichkeitsrechnung, Ankang I, trad. alemi, Leipzig, 1912,

(%) Op. eit,, Livre u, Chap. 1v, § 22; Chap. x, § 39.

(Y) Op. eit., Chap. 1v, §§ 97 a 101,

(%) Oomples Rendus, t. cuxxrv, 1922, pig. 1400,
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¢ limitada inferiormente por um nfimero positivo e se ¢ e 7
sfio dois nimeros positivos arbitririos, para valores sufi-
cientemente grandes de n a probabilidade da desigual-
dade (1), onde k é um nimero maior que 2, é inferior a 7.

Designemos (!) por ¢{ um ntmero positivo qualquer;
pelo teorema de Liapunoff, a probabilidade da dupla desi-
gualdade

—tbfﬁ;<mn+n+---+w.—(a|+aa+.--+a-}<tV25'm

onde &

By=bi+ba+...+b,

ou, 0 que é o mesmo para k>0, a probabilidade da desi-
gualdade

@)
tende para

mtart. . to—(@tat.. . ta)l (V2B
n 1

n

-t
9(:):-%.[3'-"&

quando n diverge para 4 . Lembremos que a fungfio 8 (%)
se anula para =0, é continua para todos os valores de ¢,
oresce com t e é

lim8 () =1;

[~ =

e que, por conseguinte, existe um valor suficientemente
grande de t para o qual a diferenga 1 —0(¢f) é ignal a um
nimero positivo arbitrariamente pequeno, e um valor sufi-

(1) A demonstragio que segue inspira-se duma das demonstragdes
do teorema de Bernoulli dadas por Tehebychef; ¢f, Markoff, Wahrsecheinl.,
Kap. 1, § 10,
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cientemente pequeno de ¢ para o qual 8(t) é igual a um
nimero positivo tdo pequeno quanto se queira. Notemos
também que, se existir um nimero L tal que se tenha

bi<< L
para i==1, 2, 3, ..., serd satisfeita a designaldade
(3) B,<nL

qualquer que seja n; e que, analogamente, existindo um
nimero { >0 tal que seja

I < b
para i=1, 2, 3, ..., ter-se hd para todos os valores de n
(3) nl<B,.

Demonstremos o teorema I, em gque é 0< k<2, Fa-
¢amos

n=n+%", 1>0, ">0
e disponhamos do ntimero ¢ de modo que seja
1—-8(t)=v.

Representemos por @ a probabilidade da desigualdade (2);

existe um nimero ny tal que é
8()— Q<"
para n > np; portanto tem-se

1-Q<y+7",




96

ou
Q>1-—9q

para n>no. Mas, por virtude de (3), é

@'—)’iti(tbfﬁ]*.n:i,

n

logo, a probabilidade da designaldade

k-2

(4) l¢l+-'5:l+---+%"’£ﬂl+m+...+a.)i* ((ti’fﬁ_L)k.ﬂ--i"

é maior que a de (2). Se ainda sujeitamos n & condigio

k—2

[!I"’Q_L)'.RT-:e,

o (1)

on

a probabilidade de (1) serd maior que a de (4). Conclui-se
que a probabilidade da desigualdade (1) é maior que 1—7
para todos os valores de » superiores ao maior dos niime-
ros mp e my, como pretendiamos provar.

Passemos ao teorema IT, onde é k> 2. Fagamos ainda

1=7v+7" 7>0, 7'>0
e disponhamos agora do niimero ¢t de modo que seja
0 (t)=v.

Designemos por @ a probabilidade da designaldade (2);
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existe um niimero «'y tal que é
B(t}_Q!}___.']"
para n > n'y; portanto tem-se
:i,' it Q!}_?]H’
on
Q <y

para n>>n'. Mas é, por (3",
T (tV2R)
(f m)" M e SN s

logo, a probabilidade da desigualdade

it stothaiviat. ol LGy aT

n

é menor que a de (2). Se ainda sujeitamos n & condicio

= e
s<(ev2l).n 7,

> (i)

a probabilidade de (1) serd menor que a de (5). Conclui-se
que a probabilidade da desigualdade (1) é menor que

oua

para-todos os valores de n superiores ao maior dos niime-
ros #'p e n'y, 0 que demonstra o teorema.

53. O teorema I contém uma restrigio de que pode-
mos libertar-nos. N#o €, com efeito, necessdrio que exis-
7
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tam as esperangas Y b para que éle tenha lugar. Basta
que existam a; e b, e que o conjunto by, ' PR R S
seja limitado superiormente. Para demonstrar isto, em
vez do teorema de Liapunoff, que jé nio podemos invocar,
atilizaremos a conhecida desigualdade de Tchebychef ().

Sejam @y, 3, ..., @, varidveis aleatorias independentes,
@i, @3, ..., Gy a8 suas esperancas, by, by, ..., by as espe-
rancas de

(@ —a)?, (@—a), ..., (@—a)

e t um nimero qualquer. A probabilidade de que a dife-
renga

o t+ot...ten—(atat...+a)

pertenca ao intervalo de extremidades

FtVb+bat...+b
é maior que

1
1— .

A demonstragio do teorema I, liberto da restriglio que
referimos, a partir desta proposi¢io elementar é muito
simples. Fagamos com efeito

:'1:--1_‘

Tt ?

a probabilidade das desigualdades

—\/ﬁ—'gm—l—m+.“+x.—(ﬂ| —E—ag+...+a.}§+\/?$,
(

(1) Des valeurs moyennes, in-Journal de Liouville, 11.* série, t. x11,
1867.
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on, por ser k>0, da desigualdade

|m+m+m+hv@ﬁmﬂn”+wﬁgl(gﬂ;

n = W B W
¢ maior que 1—7; ora, visto ser
B,<nlL

L)),

e, portanto,

serd a fortiori maior que 1 —v a probabilidade da desi-
gualdade

]m+n+m+n—m+m+m+MF<E

n

desde que se déem a n valores que satisfagam & desigual-

dade

AT
. N <=,
5

>(HE))

e 0 teorema fiea demonstrado.

ou

54. No caso particular de ser k=1, o teorema I, sob
a forma mais extensa que acabamos de lhe dar, é idéntico
ao teorema de Bernoulli generalizado, que se encontra j&
em Laplace e em Poisson, mas de que Tchebychef foi o
primeiro a dar demonstragfio rigorosa, alids muito sim-
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ples, na Memdria citada no nimero precedente. Para

i 1 com a probabilidade p;,
=
(X 0 com a probabilidade ¢,

pit =1, i=12 38, ...,

éste teorema reduz-se ao teorema de Poisson (), no qual
com efeito estd contido o velho teorema da Ars conjectandi.

A aplicagiio do teorema I, sob a forma do ntimero
anterior, as varidveis (1), para as quais é

esp & =pi, esp ("i_Pi)'-Pi qi,

dé imediatamente o teorema seguinte,
a) Seja dada uma sucessfo infinita de provas indepen-
dentes e sejam

Ply D3y <oy Pay <o

as probabilidades respectivas dum acontecimento A. See
e 7 sfo dois niimeros positivos arbitririos, para valores

de n suficientemente grandes a probabilidade da designal-

dade
(2} |m_(PI+P!+---+Pa”* <&

n

]

onde m designa a freqiiéncia absoluta de A e k ¢ um ni-
mero positivo menor que 2, é superior a 1 —x.
A aplicaglio do teorema II 4s mesmas varidveis dd o
teorema que segue,
b) Sejam
By P2y v e ey Py

(') Op. cit., eap., 1v, §§ 94 a 96,




as probabilidades dum acontecimento A numa sucessfio

infinita de provas independentes e

iy 90y v vy Quy o oo

as probabilidades do acontecimento contraditério. Se a
sucessiio numérica

PLgl, Paga v x5 Patny - -

é limitada inferiormente por um ntimero positivo e se ¢
e n designam dois nimeros positivos arbitrdrios, para
valores de n suficientemente grandes a probabilidade da
desigualdade (2), onde m tem a mesma significagio e k é
um nimero maior que 2, é inferior a .

Basta mostrar, com efeito, que as varidveis (1) satis-
fazem neste caso as condigdes de Liapunoff. Ora, temos
aqui

+3) i1+3
B -

=esp|zi—pi M =pigi (Fl” °+ g )Epia

para 8 >0, e

By= 3 pigi;

i

donde resulta que o guociente

é pEtd
1

4
2

(Gm)f

1 . £
tende para zero com o por ser divergente a série

A

Wy

EP-‘ qi.
1




102

Os corolédrios de a) e b) relativos ao caso especial de
serem iguais a p todas as probabilidades py, ps, ..., Pu, .-
contém as duas proposigdes seguintes, demonstradas pelo
sr. Dr. Pacheco de Amorim, por um método muito dife-
rente, na sua Disserta¢iio Inaugural (1).

1) A probabilidade de que a=|m—np| seja tal que

p+1
'?T 2s (p>1),

onde ¢ ¢ um numero positivo arbitrério, tende para zero
1
com —.
n
2) A probabilidade de que seja

«
—‘iT{E (r>2)

1
tende para zero com —

A designaldade da proposi¢iio 2) é com efeito equiva-
lente a

lm—nplP
jvpl v
n

i. 8, a proposigdo 2) é idéntica ao coroldrio de ).
A proposicio 1) afirma que a desigualdade contradi-
téria de

E S 1
fm—np| P 2
ol Lo PTG

n —

(1) Elementos de Cileulo das Probabilidades, Coimbra, 1914; cap. v,
Propos. Ix e x.




103

tem uma probabilidade que tende para 1; esta proposigio
estd pois contida no corolario de a): corresponde ao
caso 1<k <2.

Os dois coroldrios referidos podem demonstrar-se di-
rectamente, pelo mesmo método que os teoremas 1 e IT,
a partir do teorema de Laplace, segundo o qual a proba-
bilidade das desigualdades

np-{—t.b”‘znpg«:m{np-i- t:¥2upgq

tende para o limite
I
1
—= e *dt
v’::f
b

quando n cresce infinitamente. Este teorema é um caso
particularissimo do teorema de Liapunoff. Tchebychef
deu déle uma demonstracio rigorosa e elementar, que
G 8 i
Markoff expde com muita elegincia no seu Tratado (*).
P K

§ 16.°

Justificacao do principio de Gauss
no problema da combinagao
das observagoes

55. Consideremos primeiro o caso das observagbes
directas. Seja « uma grandeza desconhecida e sejam
ay, 3, ..., @y a8 medidas desta grandeza em n observagoes.

(1) Op. eit., Kap. 11, § 9.
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Poderemos escrever as equagdes aproximadas
(1) =0, G203, -0, A= Q.

Designando por @y, @, ..., =, os érros possiveis das
observagtes efectuadas, que suporemos independentes, e
admitindo que as observagdes sdo desprovidas de érro
constante, teremos

espai=0, i=1,9 ..., «a.

Propomo-nos procurar a combinacio linear das equa-
¢des (1) que os principios da teoria das probabilidades
mostrem ser a mais conveniente. Precisando o sentido
destas palavras, diremos que se trata, em rigor, de deter-
minar um sistema de factores my, ms, ..., m, pelos quais
devam ser multiplicadas respectivamente, e depois soma-
das, as equagdes (1), de modo que seja maxima a proba-
bilidade de que o érro da equagiio resultante, depois de
dividida pela soma my+ma+ ...+ m, suposta diferente de
zero, fique compreendido num intervalo arbitrério (— e, +e).
Mas é claro que a questdo assim posta é insolavel, porque
a expressdo rigorosa desta probabilidade é tao inteiramente
desconhecida como as leis de probabilidade dos érros das
n observagoes, e que a razio desta insolubilidade n&o re-
side na imperfeicio da sciéncia das probabilidades, mas
na natureza das coisas. O que nos permite pé-la dum
modo levemente diferente, que comporte solugtio, é o facto
notdvel descoberto por Laplace, demonstrado rigorosa-
mente e sucessivamente generalizado por Tchebychef o
Liapunoff, de que, sob certas condicges, aquela probabili-
dade tende para um limite de expressfio perfeitamente
determinada e muito simples quando » cresce -infinita-
mente. Procuraremos portanto a combinagio linear das
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