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equagdes (1) que di méximo para o limite da probabilidade
de que o érro, que a afecta, pertenca ao intervalo arbi-
trario (—e, +¢). Ver-se hd que tal combinagio é inde-
pendente de . Esta soluglio aproxima-se da solugéio ideal
impossivel tanto mais quanto maior for n.

Uma combinagéo linear qualquer das equagdes (1 é da
forma

(2) a=qutqaat..+qa,

com
my

qi=ﬂ_i-i?;?l_—#+...+m, y U= 1, 2, very B;

0s q; est®o pois ligados pela equacio
(3) it gt tga=1.
O &rro possivel da equaglio (2) é a varidvel aleatéria

eyt qest..t quay.
Fagamos

esp :c? = 1
teremos
esp(gi@) =0, esp(g:i@)!=gih,
esp(puar+ ez t... 4 gua,) =0.
A equagiio (2) ndo tem pois 8rro constante.

Seja (—e, +¢) um intervalo arbitrariamente dado, e
consideremos a equagio

e=ty 2(dbi+g@bat... +qib)

com as varidveis ¢, qi, g2, +.., ¢u. Vejamos que sistema
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de valores destas varidveis torna maximo o integral

D
{4) T”T e“’dz,

-t

considerado por ora como simples valor aproximado da

probabilidade da desigualdade
(5) et o+, . quza|<e.

E claro que o integral é méximo para ¢ méximo, e que ¢ é
méximo quando a soma

(6) gibi+gibit. ..+ ab
for minima. As condigdes de minimo desta funciio, em

virtude de (3), obtém-se igualando a zero as derivadas
parciais de

f=qibit...+@ba—2p(pnt...+0—1),
considerando p como constante; sfio portanto

gibi_p""c':- i=1,9...,n,

ou, pondo
1.
B9
e atendendo a (3),
® - &

=gt gt... T4

Hé realmente um minimo de (6) para estes valores dos ¢,
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por ser
o f 25>0 se j=i,

dg9g |0 o j=i.

Para os valores (7) dos ¢i, que tornam méximo o inte-
gral (4), a desigualdade (D) pode escrever-se, como ¢ facil
de ver,

B |patpet. .. tgam|<tV2(gitgt...+g).

Por ser

esp(gixi) =0, esp(giz)'= 9? bi=gi,

a expressio g1+ g2+ ...+ g. € a soma das esperancas dos
quadrados das varidveis aleatérias gia;.

No § precedente demos o enunciado do teorema de
Liapunoff. Mencionaremos aqui um corolirio déste teo-
rema que nos vai ser util.

Com as notagdes daquele §, suponhamos que as varid-
veis aleatdrias independentes @;—a; sfio limitadas supe-
riormente em valor absoluto por um mesmo nimero 3, e
suponhamos além disso que a soma by - b2+ . . . + by cresce
infinitamente com n. Serd

b[ll‘i'a:‘_esp[Ei_ailt‘_s{Mab” 1:—1,. 2, enag My o
e também

(23 23+8) 143
by +...+b,a 2 M a"’o

Gi+...+8)TT Bt +b)T

para n— . As condigoes de Liapunoff sio verificadas.




108

Este coroldrio permite afirmar, voltando & questéio que
nos ocupa, que a probabilidade da desigualdade (8) tem
por limite o integral (4) para n— o, se for

|gim| <M, i=1,2, ..., %, ...
ntept...gpu—o.
Ora estas condigdes verificam-se desde que seja

|®| <N,
O<l<ygi<lL,

T ey s

i. ¢, desde que os valores absolutos dos érros possiveis
nfio possam exceder um certo nimero e que os mimeros
i, proporcionais aos pesos das observagbes, nio possam
tornar-se inferiores a certo limite positivo nem superiores
a outro. K o que se di efectivamente com as boas obser-
vagoes.

Resulta daqui que, para os valores (7) dos g¢;, o inte-
gral (4) nfio s6 é um valor aproximado da probabilidade
da desigualdade (5), mas é também o limite para que
tende esta probabilidade quando o niimero de observagdes
cresce infinitamente; e portanto a combinagfio linear (2)
correspondente a ésses valores dos ¢; é a combinagfio mais
conveniente que procurdvamos.

Observando que se tem

esp(qiait...+ guttn) =esp (gidi+.. + reat 2 qu s a+...) =
=gib+... by

por serem independentes xy, @, ..., @, e ser conseqiien-
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temente
esp (@;@;) =espa;.espaj=0, isj,

conclui-se que a combinagfio linear mais conveniente das
observagoes dadas é a que torna minima a esperanga do
quadrado do &rro possivel da incégnita. B o prineipio
que Grauss postulou na sua segunda teoria da combinagiio
das observagoes (*) e que conduz, como é sabido, a0 mé-
todo dos menores quadrados.

A combinagio mais conveniente ¢ independente de e,
como tinhamos afirmado. Além disso, por ser

2 2 1
lel+---+Qubn=m,

pondo
ittt ga=20h

tem-se a igualdade
t="rhe,

e portanto a probabilidade da desigualdade (5), quando »
¢ suficientemente grande, ¢ praticamente ignal a

1 +hs
2 d=
¥ Koyl
—he

Fuzendo a substituicfio
z=hE,

vé-se que a probabilidade de que o érro possivel da in-

(') Theoria combinationis observationuwm erroribus minimis obnoxiae :
Pars prior, 1821 ; Pars posterior, 1823 ; Supplementim, 1826. In- Werke,
Bd. 1v, 1873,
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cOgnita, na combinagfio mais conveniente dum grande ni-
mero de observagoes, seja um niimero do intervalo (—e¢, +¢)
¢ dada praticamente pelo integral

+ £

:,’;Je—* #dE,

e satisfaz por conseguinte 4 lei exponencial que Gauss, na
sua primeira teoria do método dos menores quadrados,
pretendia impdr ao &rro de cada observagfo.

56. Consideremos agora o caso das observagdes indi-
rectas. Para simplificar a escrita, suporemos o nimero
de incognitas igual a trés. Mas o método é geral.

Como no n.° anterior, admitimos que as observagdes
sio independentes e desprovidas de érros constantes.

Suponhamos que # observagdes nos forneceram as
equagbes aproximadas

Hal KB+ Liy=u,
(1) .H’E+Kiﬁ+L!T:F':ai,

Hya+4 Kup+ Loy =18,

onde 3y, 3, ..., 3, sfio os resultados directos das obser-
vagbes, a, B, 1 as incOgnitas; Hj, Ki, L, (i=1, 2, ..., n)
ntimeros conhecidos ¢ n>>3. Para obter a combinagio
mais conveniente das' n observagdes, procuraremos trés
sistemas de factores

ki, By, ..., he

Ky keay ooy K
!I, fj, "oy i,.
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pelos quais se devam multiplicar sucessivamente as equa-
gdes (1) afim de que as trés equagdes resultantes da adigiio
dos produtos das equagdes dadas pelos factores de cada
sistema déem para as incégnitas valores aproximados tais,
que seja méximo o limite para m— oo da probabilidade de
gque o vector aleatdrio, cujas componentes sio os &érros
possiveis déstes valores aproximados, tenha a extremidade
dentro dum certo elipsoide de volume arbitririo e, con-
céntrico & origem do vector. Ver-se hi que os sistemas
de factores encontrados sfio independentes de e.
Sejam
@Yy T2y 200y Ty

os érros possiveis das equagdes (1), Tem-se
espai=0, i=1, 2, ..., n,

por nfio existirem érros constantes.
As trés equagdes formadas como indicdmos a partir
de (1) ddo para a, B, 1 valores aproximados da forma

‘ﬂ-?':ft'lal‘l‘- . -+t1-3=u
(2) lﬁ_—.-_"‘rgal+...+r,3“

T;‘—'."’Ial"i" . -+3nB|1
com
D, D Dy
G M o TG e

i=193 ..., m

onde D representa o determinante, suposto diferente de

Zero,

\zmm ShK Ik
SkH SkEK Sk
SLE SLEK SLL|
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e D, D}, D! sfio os determinantes que se obtém substi-
tuindo em D, respectivamente, a primeira, a segunda, a
terceira colunas por uma coluna formada pelos ndmeros
h, Ky, L.
Entre os coeficientes g, ry, 8; existem as relagdes evi-
dentes
Eg‘iﬂf—l, Eq.lﬁnl}, EgiL;—O,
(3) ErHi=0, EnK=1, ZIErnL=0,
Es,H’.--O, Ea;X,-=O, EE;L;=1.

Os érros possiveis das equagdes aproximadas (2) sdo
respectivamente
Quert ...+ g,
4) i@t ... Ty,
T T B P o W S

Facamos
bi=espa?, i=1,2, ...,nm,
e consideremos os n vectores independentes

({Il Ly, My, 8 E|), veny (qﬂ Ly Tw Tny 8y *Tll);

teremos

esp (qim")-or vy ésp (q‘zi)’-'-'g"bﬂ .
osp (quar+ . oo+ gua) =0, ...

Sabe-se (!) que a probabilidade de que a soma déstes
vectores, aplicada & origem das coordenadas cartesianas
ortogonais ¢, ¢, t’, tenha a extremidade dentro dum wvo-

(1) Cf. p. ex. Markoff, op. cit., Kap. v, § 83. Markoff 86 considera
vectores de duas componentes.
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lume V, ¢ aproximadamente ignal a

R ¥, '

(5) (V’—E_:)T;’T f ! f e W dedrdr,

onde R(t, ', t") é a forma quadrdtica definida positiva
MOA+M LM+ ANV 2N " t+2N" 2,

cujos coeficientes sfio os complementos algébricos dos ele-
mentos 4, 4', A", B, B', B" do determinante

A= |4 B”B’|
B"A' B |
B' B 4"
com
4 —qu;—]—...-}-g:b., B=risth+...4 7y 8,b,,
A’—r?b;+...—+—r§bl, Be=mgqb4...+8,q.0s,
A" =8+ ...+ 820 B'=qiriby+ ... 4 quryby.

A equaglio
R, t,t

(6 =gt -,

24

onde u é um pardmetro varidvel nulo ou positivo, repre-
senta uma familia de elipséides reais com o centro na
origem das coordenadas; o volume dum déstes elipsdides
é, como se sabe, expresso por

4_ /@8y

3 ' PR
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onde Ay é o determinante adjunto de A:

M=|M N'" N |.
N' M N
N N M

A relagfio conhecida
A =A?

dé & expresstio do volume do elipséide a forma

G S rVERuL.

| e

Suponhamos que o volume V é a camada compreendida
entre as superficies infinitamente vizinhas dos dois eli-
psdides correspondentes aos valores u e u+du do paré-
metro. Atendendo a que a fun¢fio integranda da expresséo
() ¢ igual a

e-*-ﬁ

nesta camada infinitesimal, e a que o volume da mesma
camada é

4z V2AVudu,

como se reconhece diferenciando (7), vé-se facilmente que
a probabilidade de que o vector érro das equagdes (2),
cujas componentes sfo as somas (4), tenha a extremidade
na camada considerada ¢ dada aproximadadamente pela
expressio

?2:6’_" Vaudu.

Portanto, a probabilidade de que a extremidade do vector
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érro esteja dentro do elipsdide correspondente ao valor u
do pardmetro tem por valor aproximado

R
(8) : = | e * Vudu.
Ir’ni.lj

Seja & um nimero positivo arbitrariamente dado e con-
sideremos a equagiio

8 L.
?xv'ﬂﬂu’r-e,

com as variaveis u, qi, vy, & (i=1, 2, ..., n). A expres-
sio (8) d4 a probabilidade aproximada de que o vector
érro tenha a extremidade dentro do elipséide da familia (6)
de volume &. Esta probabilidade é evidentemente méaxima
quando u for mdximo; mas u serd mdximo quando A for
minimo, e portanto a combinagio linear das equagdes (1)
que dd méximo & probabilidade aproximada (8) é aquela
em que 08 ¢, rj, 8 tornam minimo o determinante

A B'B
B'A' B |
B B Arrl

Ora, nfio 6 dificil mostrar que a combinagdo, que torna
minimo éste determinante, torna também minimas as fun-
gbes 4, A', A",

As condigdes de minimo de A obtém-se com efeito, por
virtude de (3), igualando a zero as derivadas parciais da

e
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fungfio

11—2?.{29-.-H,-—1)—21’2g,K;—21"‘Eq.—L.-
—2uEn H =3y (s K—1)— 20" Er L;
—2928.‘E—g?'EEjKi—2V"(28iL;—1), 3

onde A, M, V', p, 1, n', v, ¥, v' devem considerar-se como
constantes, o que dd as equacdes

88  oam—oW K —2W L,=0,

Elg.-

gi_?pﬂi+2p‘ff;—2}t"ﬂi=0:
L4

E-—EV H—-2V K —2V' Li=0,

al,'

i=1,2, ..., 0

oA dA 0A

Encontra-se sem dificuldade que as derivadas O T

valem respectivamente

2 b,' (M i + N T,+ N 81),
2L(N"qu+ M ri+ N &),
b;(N' ¢+ N r+M"s),

e assim as condigdes de minimo encontradas podem escre-
ver-se, pondo 3 =9
M ¢+ N"ri+N' si=gi(A H+N K 4 \' L),
N'g4+Mri+N s=g(p H+p' K+ p" L),
N g+ N rid-Me=g (v Hi+v Ki+v' L),

bl B i n
) ¥ y
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Destas equagdes resultam imediatamente as equagdes equi-
valentes

gi=-4y QH+C K+2" L),
© ri=4% (0 B+ Kt L),

0= f 0 B0 K40 L),

onde &, %, 6 se obtém substituindo respectivamente em A,
a primeira, a segunda, a terceira colunas por uma coluna
formada pelos elementos A, p, v; e &', 7/, #, &', 1", ¢' tém
expressdes semelhantes com as letras A, p, v acentuadas
uma e duas vezes.

Em virtude das trés primeiras equagdes (3), a pri-
meira (9) fornece as trés seguintes

: > Sg I} += 29.11K+ Eg.HL;—l

SEaH K+ & 8ok + 35 S0 Ki Li=0,

(10)

4

oo AL, +‘ SqkiLi+ s SRl =0,

que d&o os valores que as fracgdes
¢ & ¢
AT A AT

possuem na combinagfio que torma A minimo, os quais,
substituidos na primeira (9), fornecem o valor procurado
de ¢; verifica-se facilmente, com efeito, que o determi-
nante do sistema (10) é positivo,

b sinza.
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Procuremos agora as condigbes de minimo de 4. De-
vemos igualar a zero as derivadas parciais da fungfio

A—2p(Eq H —-1)—2pEq; K;—2¢p"Z¢; L,

considerando g, ¢/, ¢" como constantes, o que dd as equa-

ghes
%_ﬂ?m—ﬂp*m—zpm-o,
ou ¢

(11) qi=gi(p Hi+¢ Ki+¢" Ly),

o By R W

Verifica-se como no nimero anterior que estas equagdes
dio efectivamente um minimo para 4. Quanto ao minimo
de A, é evidente que éle existe em virtude das considera-
ches com que o introduzimos.

Das equagdes (11) resultam, pelas trés primeiras equa-
¢oes (3), as seguintes

oo Hi+pSgH K+ g H Li=1,
p 2 i Ki+pEg: Ki+¢" g Ki Li=0,
02g I Li+¢ S K Li+¢'EgLi=0,

que, confrontadas com (10), provam que, para A minimo,
os valores de

g ¢

AT AT A

sfo ignais a p, ¢/, p” respectivamente; e portanto, pelo
confronto de (11) com a primeira (9), que os valores dos
qi relativos ao minimo de A tornam minimo A.
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Procedendo do mesmo modo com A'e A" chegariamos
a resultado andlogo. A combinagio das equagdes (1) que
torna mdxima a probabilidade aproximada (8) é portanto
a que torna minimos 4, 4', 4", como tinhamos afirmado;
verifica-se que ela é independente de .

Ora A, A', A" sfio as esperangas dos quadrados dos
érros (4). Por outro lado, Castelnuove demonstrou recen-
temente (Y) que, sob certas condi¢des andlogas as do coro-
lirio de Liapunoff e que podem admitir-se como realizadas
nas boas observagdes, o integral (5), e portanto o inte-
gral (8) que resulta de (b) rigorosamente, nfio s6 é um
valor aproximado da probabilidade mas é mesmo o limite
para que tende a probabilidade quando » cresce infinita-
mente. Conclui-se que a combinagio que acabamos de
encontrar é a combina¢fio mais conveniente que procurd-
vamos, e que ela torna minimas as esperangas dos qua-
drados dos érros possiveis das incégnitas. K o principio
de Gauss, do qual 8ste gedmetra deduzin o método dos
menores quadrados.

Como observdmos no comeco deste niimero, a andlise
precedente é geral. Partindo do integral

Rty oy -2y tm)

WQ_TIJ'WII‘;‘IJ W dydes ... dty,

limite da probabilidade de que a soma de n vectores inde-
pendentes de m componentes, com esperangas nulas, tenha
a extremidade dentro dum supervolume V do espago eu-

(%) Caleolo delle Probabilita, vol. 11, 2. ed., Bolonha, 1928; Apen-
dice, art. 1v, pig. 218. O autor considera vectores de duas componen-
tes, mas o seu método generaliza-se sem dificuldade,

'
s
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clidiano m-dimensional, e utilizando a expressfio

(xu) *

=

P(1+5) ol

do volume do hiperelipséide

anti4...+ammtnt+2antitat... 420t 0 tut tn=1,

na qual |a@;j| é o discriminante da forma quadritica defi-
nida positiva do primeiro membro desta equagfio e I' re-
presenta a funglio euleriana de segunda espécie, acha-se
como precedentemente que o limite da probabilidade, de
que o vector érro duma combinagfio linear de » equagdes
com m incognitas (n>>m) tenha a extremidade dentro do
hiperelipséide

N

24

u,

é ignal ao integral

(12) ——”'———f T,
21‘(1+1;})u Lt

Fazendo o volume déste hiperelipsdide igual a um niimero
positive arbitrério ¢, i. é, pondo

(vaz"va 3
n5)

conclui-se que o limite da probabilidade de que a extre-

(13)

=£’
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midade do vector &rro esteja dentro do hiperelipsdide de
volume ¢ é maxima quando u for mdximo, e isto dd-se
quando A for minimo. Sem dificuldade se prova depois
que os sistemas de factores, que tornam minimo o deter-
minante A e que ddo portanto a combina¢fio mais conve-
niente, tornam também minimos os elementos da sua
diagonal principal, i. é, as esperangas dos quadrados dos
#rros possiveis das incdgnitas, o que é o principio de
Gauss.

A férmula (12) permite calenlar aproximadamente a
probabilidade de que o vector érro da combinag¢io mais
conveniente tenha a extremidade dentro do hiperelipsdide
considerado de volume e, quando o nimero de observa-

goes ¢ muito grande. Se, em (13), fazemos igual a A

k
coeficiente de u *, obtemos

u=(ke)

para limite superior do integral (12); fazendo ainda neste
integral a substituicio

z?=ky,
encontra-se para valor aproximado da probabilidade con-
siderada o integral

SR AN qe-w'—?‘d
Tagr fe

0

que contém para m=1 a férmula andloga do niimero pre-
cedente, como é facil de ver.







CORRECCOES MAIS IMPORTANTES

Pig. 4, nota (1): 1820
» 54, linha 12: X

» 48,
v 6D,
» 67,
» 17,
. 71,

» 108,

i
20: conjunto mensurdvel
11: A'B
iltima: B
18: numerdvel
19: eer
6: "E' n

em vez de
em ves de

em vez de:
em vez de:
em vez de:
em vez de:
em vez de:
em vez de:

1920,
b
eonsurivel.
A' B,
B,
finito, numerdvel.
ser finito ou,
G-
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