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si 'on désigne par m'l ce que devient la valeur de
#n donnée par la formule (g), au point de I'orbite
d’oti nous comptons maintenant le temps ¢, il est clair
qu’on aura
&n=dn—ml;

les valeurs précédentes de dn, df, ¢/ donnent d'ail-
leurs cette relation trés-simple,

'::‘ - 2'_:'5-1';_" 3}"_!- :_I;Si__ﬂ%,]f-‘: ‘;‘;f*r__.___: ('E{M:_E:&: J'i_'{r) H
équation qu'il est facile de vérifier en remplacant
dn, df, ¢ /7, par leurs valeurs et en comparant dans

y A dy’
les deux membres les coefficients de x', y', —- et —
aprés les avoir préalablement exprimés en fonction
de u.

L'expression de d.9¢ deviendra done, en y substi-
tuant pour &n, de, edw leurs valeurs, et en I'inté-

grant ensuite,

=—u'lt+ e Sl S =

df' (v—ecosu)
S -———1 -+ const.
eN1—e!

Cette formule, remarquable par sa simplicité, a été
donnée pour la premiére fois par Lagrange. (Me-
moires de F Académie des Sciences de Paris; Savants
étrangers, tome X.)

On aura l'altération de I'anomalie moyenne, depuis
un point de I'orbite jusqu’a un autre point donné, due
A la partie de R indépendante de R’, en retranchant la

valeur de 8% an premier de ces points de sa valeur au
L]

second.
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38. Considérons maintenant les altérations des élé-
ments de l'orbite dépendantes de R'. Lorsque la co-
mete se trouve dans la partie supérieure de son or-
bite, R’ étant une tres-petite quantité, les valeurs de
ces variations sont aussi Irés-peu considérables. Si
pour les obtenir on substitue R’ i Ia place de R dans
les formules (1) et (2), ce changement n'altérant en
rien leur forme, il est clair qu'elles s'intégreront en-
core par la méthode exposée n® 34, et comme la fone-
tion R" est beaucoup plus_petite que R, on pourra
écarter davantage les ordonnées de la courbe parabo-
lique, ce qui rendra I'application de la méthode plus
facile. Mais dans le cas ou la cométe s'éloigne beau-
coup de la planéte perturbatrice, et on il est avanta-
geux de partager ainsi R en deux parties, ces formules
peuvent se développer en suites convergentes, et 'on
obtient leurs intégrales par une méthode d’approxi-
mation beaucoup plus expéditive que celles des qua-
dratures mécanigues.

Pour le faire yoir, reprenons la valeur de R/,

n?'29,

i o (= by -y . 5_;’.3:’.:"'-;-3'}':}-3:.'-,1;-"}’_".”].

r re r

Si 'on différentie cette valeur par rapport aux varia-
bles x, y, z et que, pour abréger, on fasse

P

r

T :5|:.r.r’+lr;r’+z:'—}r'=)’ 35 (.1'.:"+)‘y"+33’-_.;.,fsla
Iy T Shead, o
pr— 3 (F A yy 42— L) = 15 (x4 3y + 35— 'L prap

r 2 r Ak i
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. ilest aisé de s’assurer qu'on aura
dR’! arn’ o
= .viw’(P.r + P}, ' m' {Py «+ P'y"),

¥

dB L f-f'|
o =m (P +P'5').

Substituons ces valeurs dans les formules (1), (2), (5),
apres v avoir changé R en R, nous aurons
da = — am' @ [P {xde+ ydy) + P'(a’dz + y'dy)], ]
df = m'P! (2 y — &y")dy + m' (zdy — ydz) (Py+P y’'),
df'=m'P' (2’ y —=zy }dr = m'( ydz—axdy)(Py +P'y’),

de :-df’(:-ﬂ)—aandr{[’[x + 1)+ Plzd'4yy')], (F)

i
= — P ys'dt,
Va(i—e)

¥
dp =— s

o — P'xz'dt ]
Va(1—e) |

u'u;r =

Si I'on remplace, dans ces formules, P et P’ par les
séries que ces lettres’ représentent; qu'on substitue
ensuite pour &, ¥, z et r leurs valeurs
alr— e*)

x =rcosy, y=rsiny, =0, r=——?),
4 1= & cose

et pour x’y 3/, 2, r' leurs valeurs données, p° 52,
en fonction des sinus et cosinus de ¢ ; qu'on observe
que, par les formules du mouvement cl]iplic[ue, on a

ridv = dtJa(1— é)
e o M
1?dy = dt\Ja' (1— c"“],

il est évident que chacune des expressions préce-
dentes pourra se dé\'(-]upp('r en une suite de termes
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de cette forme,
H cos(iv +-¥'¢"~+ K) dv, (p)

i et ¢’ étantdes nombres entiers, H et K des constantes
fonctions des éléments des orbites de la cométe et de
la planéte perturbatrice.

Ces termes s'intégrent sans difficulté dans le cas ou
i' = 0j ils ne sont plus intégrables généralement lors-
que ¢’ n'est pas nul ; mais quand la cométe est dans la
partic supérieure de son orbite, les termes de cette
espéce sont considérablement plus petits que les pré-
cedents, en sorte qu’on peut presque toujours les né-
gliger sans scrupule. Au reste, si 'on juge convenable
de pousser plus loin I'approximation, on pourra le
faire de la maniére suivante.

Les denx équations (n) donnent

Jy — e Va (1— &)
i == -

rt Ja =)
Le terme qu’il sagit d'intégrer devient, en substituant
cette valeur,

Va (1— ) r’

ai—e )

H

cos(iw + i'v'+ K).

. . r'
Si, ddns cette intégrale, on met pour — sa valeur
por-

a’ (1— e} (14 ¢ cose)

a*(1— e‘}-]-i + & cos(v' — :.:'j_]_”

et qu’on remarque que e’ ést une tres-petite quantité,
il est clair qu'on pourra la tl{'&\'rlomier en une suite de
termes de cette forme,

H fcos(lv + I'v 4+ K'Y dv'.
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Ce terme peut encore s'éerire amsi :

o’ : L RE N s
7 Jeos(lv =+ K')dsinl'e" + oy Ssin{le + K') dicosl'v';

on aura donc, en intégrant,
H' [ cos(lo—+ I'v + K)dv = sin(lo + v+ K)
H'! il ,
- }.—fcns{.fu+ I'v + K') dv.

Si, dans le dernier terme, on substitue pour dv sa
valeur, il devient

T

hrelh Wt — cos(lv + I'v' 4+ K’).
’ yva'(1—e?) i

Ce terme est beaucoup plus petit que l'intégrale
H' fcos(lv + I'v' + K dv,

puisque FT est supposé une tres-petite fraction, et que

1— & PR .
le facteur :i'lé—J; est aussi trés-petit; car a(1— ¢)
aj1—et
est la distance périhélie de la cométe, et cette dis-
tance est beaucoup moindre que a’ relativement aux
trois planétes supérieures, les seules dont on ait ordi-
nairement a considérer 'action. On pourra donc sup-

poser I'intégrale H' fcos(lv + I'v' 4+ K') v/, a trés-
s v £y

peu pres égale 4 — sin(lv + I'v' + K'), et négliger

I'autre partie de sa valeur. Si I'on voulait cependant

y avoir égard, comme cette partie est absolument de
méme forme que I'intégrale H [ cos(iv + i'v' + K dp,
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on pourrait la développer comme elle en une suite de
termes semblables au snivant :

H” [ cos(sv 4 v + K')adv,

que l'on intégrerait par la méthode que nous venons
d'indiquer. En continuant ainsi on diminuera i vo-
lonté T'erreur résultante des intégrales négligées, et
'on approchera d’aussi prés que l'on voudra de la
valeur de I'intégrale

H [cos(iv + i'¢ + K)db.

1l ne s’agit donc, pour appliquer aux équations (F)
la méthode d’intégration précédente, que de dévelop-
per ces formules, ce qui ne demande plus que des
substitutions faciles. En joignant les valeurs de da,
af; 4f", 8¢, dp, &q, qui en résulteront, i celles qui
se rapportent a la partie de R indépendante de R’,
on aura les altérations totales des éléments ellipti-
ques de la comeéte dans la partie supérieure de son
orbite.

59. Voici donc, d'aprés les résultats précédents, la
marche qu'il faudra snivre pour déterminer généra-
lement les perturbations d’'une comete et fixer a 1'a-
vance I'époque de son retour an périhélie. Prenons
pour exemple la comete de 1759. Les observations
faites pendant ses apparitions, en 1682 et en 1759,
ont fourni toutes les données nécessaires pour déter-
miner les éléments de son orbite 4 ces deux époques.
Elles ne donnent point directement, il est vrai, la va-
leur du grand axe; cette valeur dépend, comme nous
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'avons vu, des perturbations que la comete a subies
pendant la révolution de 1682 a 1759 ; mais on peut,
dans le calcul de ces perturbations, regarder 'orbite
comme une ellipse dont le grand axe répond a la
durée observée de cette révolution; les quantités
négligées seront de l'ordre du carré des forces per-
turbatrices. Partant donc des éléments de 1682, on
déterminera leurs altérations, ainsi que celle de I'ano-
malie moyenne, pour les six premiers signes d’ano-
malie excentrique, c’est-a-dire depuis u=o0 jusqu’a
u =180°; pour les six autres signes, il sera préférable
de fixer I'origine de I'angle u au périhélie de 1759 et
de remonter vers 1682, en faisant u négatif et en em-
ployant les éléments déduits des observations de 175q.
Dans le troisiéme et le quatrieme quart de son ellipse,
la cométe étant beaucoup plus éloignée des planétes
perturbatrices que dans les deux autres, on pourra
prendre cette seconde moitié de I'orbite pour ce que
nous avons nommé la moitié supérieure et employer
avec sureté les formules qui s'appliquent a ce cas.
Dans les deux autres quarts on fera usage, pour cal-
culer les altérations des éléments de I'orbite, de la
méthode des quadratures mécaniques.

On déterminera, par ce moyen, le grand axe de
I'orbite qui répond au périhélie de 1682, et 'on en
conclura celui qui se rapporte au périhélie de 175g.
On recommencera ensuite les mémes opérations
depuis 1759 jusqu’au prochain retour de la comeéte
au périhélie; mais comme 'époque de ce passage
est inconnue, on pourra, pour plus d'exactitude,
rectifier 'orbite de 30 en 30 degrés, en employant
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pour chaque signe les éléments de Pellipse qui résulte
des calculs précédents. Lorsqu’on aura ainsi déter-
miné les variations de I'anomalie moyenne et desautres
éléments de T'orbité depuis « = o jusqu’a u = 360°,
on en conclura I'époque du prochain retour de la co-

mete a son périhélie et les éléments de son orbite i
cette époque.
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CHAPITRE V.
APPLICATION DE LA THEORIE PRECEDENTE AUX COMETES
PERIODIQUES DE 1682, DE 1819 ET DE 1825.

40. Le systeme du monde reffferme aujourd’hui (*)
trois cometes dont le retour périodique est constaté.
La plus anciennement connue est la comete de 1682.
Halley, qui avait le prémier remarqué son identité
avec les cometes apercues en 1531 et 1607, par une
évaluation approximative et purement conjecturale des
altérations qu’elle devait éprouver dans la période
suivante, en vertu de I'action de Jupiter et de Saturne,
annonga son retour pour la fin de l'année 1758 ou
le commencement de 175g. Clairaut tenta de sou-
mettre a des calculs rigoureux cette importante ques-
tion ; il appliqua a la détermination des perturbations
de cette comete la solution qu'il avait donnée du
probléme des trois corps, et aprés un travail immense
qui embrasse trois révolutions de la comete, il fixa
I'époque de son passage par le périhélie au 4 avril 1759.
On sait que la prédiction du géometre se réalisa a
quelques jours pres; et encore I'écart des résultats de
I'observation et de la théorie, aurait-il été diminié

sans doute, si Clairaut eut employé dans ses caleuls la

*) Toutes les dates dans ce chapitre se rapportent & la pre-
micre édition de l'ouveage qui a parn en IH?”.




128 THEORIE ANALYTIQUE

valeur de la masse de Saturne, telle que nous la con-
naissons aujourd’hui, et s'il avait eu égard i I'action
de la planete Uranus, dont on ignorait de son temps
I'existence. d

Les deux autres cometes, a I'égard desquelles s’est
reproduit, de nos jours, le phénomeéne si remarquable
de leur réapparition au périhélieaprés une ou plusieurs
révolutions, parcourent des ellipses beaucoup moins
allongées que la précédente. La premiére accomplit sa
¥évolution en- 1204 jours a peu prés. Ce fut en 1819
qu'elle fut reconnue, pour la premiere fois, comme
comete périodique. En examinant les éléments d'une
cométe qu’on venait d’observer an commencement de
cette année, un membre du Bureau des Longitudes
remarqua qu'’ils avaient une grande analogie avec cenx
d'un astre de méme nature apercu en 1805. La méme
observation fut faite, en Allemagne, par M. Olbers,
(ui reconnut en outre que cette cométe avait déja été
vue précédemment en 1759 et 158q. D'aprés cela, le
temps périodique de cet astre ne pouvait étre que
d'un petit nombre d’années. M. Encke, astronome de
Gotha, entreprit de représenter par une orbite ellip-
tique les observations de 1805 et 1819, et les éléments
quiil détermina, se trouverent avoir entre eux plus
d'analogieencore que les éléments paraboliques; alors
il ne resta plus de doute qu'ils n’appartinssent a une
méme cométe, dont la période était de trois ans et
trois mois a4 peu prés, et qui, dans U'intervalle de
180541819, avaitaccompli quatre révolutions enticres
pour revenir a son périhélie. D'aprés la rapidité de
cette révolution, on aurait pu considérer cet astre
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comme une nouvelle planéte ; mais on a continué i
le ranger parmi les cometes, tant & raison de ses ap-
parences physiques, que parce qu'il n'est pas visible
pour nous dans toutes les parties de son orbite. Depuis
cette importante découverte, plusieurs géométres se
sont occupés de la détermination des dérangements
(ue cette comete a dit éprouver dans ses diverses ré-
volutions depuis 1805 jusqu'a 1829, époque de sa
derniere apparition, et ils sont parvenus a représenter
sa marche dans cet intervalle avec une précision a
laquelle il paraissait difficile que la théorie pit at-
teindre. Mais le méme succés n'a pas couronne leurs
cfforts lorsqu'ils ont tenté de remonter aux passages
antérieurs & 1805, et les orbites elliptiques résultant
du calcul des perturbations n’ont pu que satisfaire
imparfaitement aux observations de 1795 et 1786.
M. Encke a pensé que pour représenter la marche de
la comete dans cet intervalle, il fallait recourir & I'hy-
pothése d'un milien éthéré dont la résistance altere
insensiblement les éléments de son orbite, et cette
idée a donné encore a la théorie de cet astre un plus
haut degré d'intérét. Sans doute, si les corps célestes
étaient soumis i cette nouvelle force perturbatrice,
dontaucun antre phénoméne ne nous a révélé. exis-
tence, son influence serait beaucoup plus sensible sur
les cometes que sur les planétes, i cause du peu de
densité de la matiére qui les compose, de méme que
nous voyons, a la surface de la Terre, la résistance de
I'air altérer d’antant plus les mouvements des corps
pesants, que leur densité est plus petite; mais les résul-
tats des caleuls qu’on a faits a cet égard, et les hypo-

II. ]
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theses sur lesquelles ils sont fondés, nous paraissent les
premiers trop peu concluants, et les secondes trop arbi-
traires pour décider une pareille question, et ce n'est
qu'aprésun grand nombre de révolutions de la cométe
de 1819, et lorsque sa théorie aura été suffisamment
approfondie, qu'un point aussi important de la phy-
sique céleste pourra étre établiavee quelque certitude.
Enfin, c'est dans ces derniers temps seulement que
le systeme du monde s’est enrichi d'une nouvelle
comete périodique dont la révolution est de six ans
trois quarts & peu prés. Elle fut apercue d’abord le
27 février 1826, en Bohéme, par M. Biela; le g mars
suivant, i Marseille, par M. Gambart, et le 10 4 Al-
tona, par M. Clausen. Les éléments paraboliques con-
clus des premieres observations de cet astre, avaient
une ressemblance remarquable avec ceux de deux
comeétes observées en 1772 et 1806. MM. Clausen et
Gambart, qui paraissent se partager |'honneur d’avoir
fait simultanément ce rapprochement, tenterent alors
de caleuler le mouvement de ces trois cométes en leur
appliquant une orbite elliptique, et apres quelques
essais, ils trouverent, chacun de leur coté, une ellipse
qui en représentait les observations assez exactement
pour ne plus laisser aucun doute sur leur identité.
Tel est 'état actuel de I'Astronemie relativement
aux cometes dont la révolution est connue. Tl n'est
pas douteux que l'attention assidue qu'on apporte
maintenant aux observations astronomiques, n'en
augmente encore le nombre dans la suite; mais il est
a présumer que la découverte des cometes i longue
période, comme celle de 1682, sera toujours trés-
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rare, surtout si 'on remarque gu'on. n’observe ces
astres avec assez de soin et assez de précision que
depuis deux siecles. Les incertitudes dont les oh-
servations précédentes sont affectées, doivent meéme
souvent tromper les conjectures qu’elles ont fait
naitre; c'est ce qui est_arrivé, en effet, pour la
cométe de 1532, observée par Appien. Les rapports
qui existent entre ses éléments et ceux d'une comete
observée en 1661, par Hévélius, avaient fait penser
qu’ils appartenaient i un méme astre dont la révolu-
tion était de 128 années environ, et en conséquence
on attendait le retour de cette comete vers 1789;
mais elle n'a pas reparu.

Nous regrettons que les bornes de cet ouvrage ne
nous permettent pas de développer, dans toute leur
étendue, les résultats de Vapplication de la théorie
exposée dans le chapitre précédent aux trois cometes
dontnous venons de tracer I'histoire ; mais du moins,
en présentant le résumé de ces calculs, nous en indi-
querons la marche avec assez de détails pour éviter
tout embarras a4 ceux qui voudraient les vérifier ou
les pousser plus loin, en considérant de nouvelles ré-
volutions de ces cometes.

Détermination du prochain retour au perihélie de la
cométe de 1759.

#1. Les premiéres observations un peu certaines
qu'on ait de cette comete se rapportent a son appa-
rition en 1531; elle repassa depuis a son périhélie
en 1607, 1682 et 1759. Les durées de ces trois révo-

e
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lutions sont, comme on voit, tres-inégales. La pre-
miere période, en effet, était de 76 ans et 2 mois a peu
pres, oude 23811 jours; la seconde, de 27352 jours,
et plus courte, par conséquent, de 459 jours que la
précédente; enfin, la derniére, la plus longue des
trois, ¢tait de 27937 jours. 1l serait donc impossible
de rien conclure sur les retours futurs de cette cométe
a son périhélie sans le secours de la théorie, et la
détermination des perturbations qu’elle éprouve par
I'action des planéetes peut seule nous mettre en état
de prédire l'instant de sa prochaine apparition.

Il faut, pour cela, commencer, comme nous I'avons
vi n® 39, par déterminer le moyen mouvement
diurne de la comeéte au perihélie de 1759, ce qui
exige que I'on calcule les altérations qu’ont subies les
éléments de son orbite, pendant la période de 1682 a
1759. Les seules planétes, dont 'action sur la comete
ait pu étre-sensible dans cette révolution, sont Jupi-
ter, Saturne et Uranus. Les mémes planctes ont en-
core influé sur son mouvement dans la révolution
subséquente ; mais dans I'année 1759, la comeéte s'é-
tant beaucoup approchée de la Terre, il est devenu
indispensable d’avoir égard a cette nouvelle planéte
dans le calcul des perturbations, et 'on verra, en
effet, qu’il en résulte une diminution de plusicurs
jours dans la durée de la période que nous nous pro-
posons de deéterminer. Nous n'aurons donc 4 nous
occuper, dans ce qui va suivre, que de I'action per-
turbatrice de ces quatre planetes : les calculs qui en
résultent exigent des développements tres-étendus ;
je me bornerat ici a indiquer la marche de ces cal-
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culs, et je renverrai pour les détails au Mémoire que
jai présenté a I'Académie des Sciences en 1828 (*)
et qui a été couronné par cette Académie quiavait pro-
posé la question de la détermination des perturbations
des cometes, pour sujet du grand prix de mathéma-
tiques de I'année 182q. Je n'ai apporté d'autre chan-
gement a ce vaste travail, publié six ans avant le
retour de la comeéte en 1835, que de faire subir aux ré-
sultats qu'il renferme des corrections correspondantes
a celles qu’ont éprouvées dans ces derniers temps les
valeurs des masses de Jupiter et de Saturne. Ces cor-
rections ont eu pour effet de rapprocher beaucoup
les resultats de la théorie de ceux de 1'observation.

42. Dans le caleul des perturbations qui se rap-
portent a la révolution de 1682 a 1959, nous regar-
derons l'orbite de la cométe comme une ellipse dont
le grand axe répond a la durée observée de cette
révolution, que nous supposerons de 25937 jours.
En nommant done 2a cet axe et N le moyen mouve-

; s L 360"
ment diurne qui lui correspond, onauraN = 2_‘9—3?(‘!
¢
I'on en déduira la valeur de a exprimée en parties de
la distance moyenne du Soleil i la Terre, au moyen

. 3 =X
de l'équation @ = N°% (35557;:5“&8) i, on trouvera

ainsi :
N = 46",3go0g, a = 18,0186.

Les autres éléments de 'orbite qui se rapportent

(*) Voir Savants étrangers, tome VI, et la Connaissance des
Temps pour 1838,
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tant au périhélie de 1682 qu'a celui de 1759, résul-
tent directement des observations faites & ces deux
époques. Nous supposerons, d'apres les réduc-
tions de ces observations faites avec grand soin par
Burchkardt () :
En 1682.

Instant du passage au périhélie 1684. 15" 24002 (**)
Rapport de l'excentricité au demi-

T B R SRR b L
Lien du péribélie. . . . . ... .. 3Joa® ¥ 45
Longitude du neeud. . . . . . . .. 5r.17.10
Inclinaison de Vorbite. . . . . .. . 17.48

Sens du mouvement , rétrograde.
. Eni75g.
Instant du passage au périhélie 1759. 13"“",08976
Rapport de 1'excentricité au demi-

graiidiamei ot mvitii - - Ao WSl 0,067557
Lieu du périhélie. .......... PR 303% 10" 1
Longitude du neceud ascendant. .. .. 53.50. 11
Inclinaison de l'orbite. ... ......... 17.39.12

Sens du mouvement, retrograde.

Pour apporter dans les calculs le plus de précision
possible, il sera bon d'employer, dans la premiere
moiti¢ de la révolution de 1682 a 1759, les éléments
de l'orbite relatifs an périhélie de 1682, et dans la
seconde les éléments qui se rapportent au périhélie
de 1759.

A

(*) Connaissance des Temps pour 1819.
(**) Le temps est partout exprimé en jours moyens comptes
de minuit au meéridien de Paris.
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Jdl ne s'agit plus maintenant, ‘pour déterminer le
prochain retour @ périhélie de la comete de 1759,
que de substituer, dans les formules du chapitre
{roisieme, les valeurs numériques précédentes, a la
place des quantités qui les représentent, ainsi que
celles qui se rapportent uniquement aux planétes
perturbatrices, et qui seront données par les Tables
astronomiques. Lorsqu’on aura ainsi déterminé les
altérations ditférentielles qu'éprouve chacun des élé-
ments de l'orbite par l'action des forces perturba-
trices, on aura, par la formule (P), les altérations
totales de ces éléments, correspondantes & une varia-
tion donnée de 'anomalie excentrique. Dans I'appli-
cation de cette formule, on fera varier I'anomalie
excentrique de degré en degré pour Jupiter; mais
comme les autres planétes que nous considérons.
exercent sur la comete des actions beaucoup moins
sensibles, nous écarterons davantage, dans ce cas,
les ordonnées de la courbe parabolique, et nous fe-
rons varier cette anomalie de deux degrés en deux
degrés pour Saturne, et de cing degrés en cing degrés
pour Uranus (*).

(¥) On pourrait faciliter encore le calcul des perturbations
en appliquant i la partie supérieure de l'orbite la méthode d'ap-
proximation exposée n® 56; mais nous avens préfére, dans l'es-
poir d’obtenir une détermination plus exacte de T'instant du pas-
sage au périhélie, 1835, employer la méthode des quadratires
paraboliques au caleul des variations des éléments pendant les
deux révolutions successives de la cométe que nous avons eues i
considérer. On trouvera, au reste, une application des formules
dont il s'agit dans un Mémoire inséré dans la Connaissance des
Temps pour 1838,
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43. Pour donner un exem ple de ces caleuls, propo-
sons-nous de déterminer les altérations des divers élé-
ments de l'orbite résultant de I'action de Jupiter sur
la cométe pendant la période de 1682 & 1759, et
correspondant 4 un arc donné de I'anomalie excen-
ll'lqllc-

Par les Tables de Bouvard, on aura

Anomalie moyenne de 77 au moment

du périhélie de la cométe en 1682.. 111° 16" 1*
Lien at pérhéle, =< . .0 . . L 9. 16. 45
Longitudedunceud. . . ............. g7 18.39
Inclinaison de lorbite. . . . .. ... . 1.19

En considérant le triangle intercepté sur Ia sphére
céleste, par I'écliptique et les orbites de Jupiter et de
la cométe, on trouvera aisément, d'apreés les données
précédentes,

Lien du nceud ascend. de 177 sur

lorbite de la comete. . . ... 5414
Lieu du neeud ascend. de la co-

mete sur P'orbite de 2. . . . . 3. 6
[nclinaison mutuelle des deux

ombritien 4 L3l WS | onip 18. 44

d'ou I'on conclura d’abord
A... 11210, ... 18°44'.

side la longitude du périhélie de Jupiter, on retranche
Fangle 54° 6/, la différence sera la quantité qu’il faut
ajouter aux anomalies vraies de cette planéte,
comptées du périhélie, pour avoir sa longitude comp-
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tée du neeud ascendant de son orbite sur celle de la
cométe; cet angle sera done ainsi de 315° 11

Cela posé, on aura pour déterminer les coordon-
nées de la comete rapportées au plan et au grand axe
de son orbite, ainsi que le temps écoulé depuis le pas-
sage au périhélie de 1682, les formules suivantes :

x=18,01861 cosu —17,43532, y =4,54494 sinu,
t = (4446",3071) (1 — 0,967676 sinu);
et pour déterminer les cordonnées de la planete per-

turbatrice, rapportées au méme plan et au meéme axe,
on aura

z' = — (0,37730) r’ cos o' — (0,87703) ' sin¢/,
¥ = — (0,92609) 1’ cos ¢ + (0,35732) # sinv/,
7= (0,32116)r sin¢.

Ces formules donneront les valeurs des coordonnées
x, v, x', ¥/, 2’ et du temps t.correspondant 4 un arc
quelconque d’anomalie excentrique compris entre o et
180°. Supposons qu'il s'agisse de déterminer ces va-
leurs relatives 4 I'époque qui répond au neuvieme de-
gré de cette anomalie, en faisant # = g°, dans les
premiéres formules, on aura d'abord

x = 0,36059, y = o,71099; ¢ = a5,35.

On calculera ensuite le lieu de la planéte relativement
4 la méme époque.

On aura, par les Tables de Bouvard, en n’ayant
égard qu’a I'équation du centre et a la variation sécu-
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laire,

Anomalie moy. 7 au périh.... 111°16/

Mouv. m. p. g°d’ano. exc... a. 6
Ano. moy. I pour l'ins. don. 113.22 r... 532198
Equationdu centre. . .. ..... 4.44
Anomalie vraie de 7. ....... 118. 6

Const. 4 ajout, aux anom. vr.. 315.11

’

LRV o )

Si dans les formules qui déterminent les coordon-
nées de la planéte perturbatrice, on substitue ces va-
leurs, on trouvera

*'= — 5,04785, y' = 0,40359, z' =1,636qq.

A P'aide de ces valeurs et de celles de 2 et y, on for-
mera aisément les suivantes :

p =5,65908, X =0,00365, Y = — 0,00437.

Il ne s’agit plus maintenant que de substituer i la
place de x, y, X et Y leurs valeurs numériques dans
les formules du n® 32, apreés les avoir réduites en
nombres. Reprenons d’abord la formule (7) qui dé-
termine l'altération du moyen mouvement, m' dési-
gnant ici la masse de Jupiter; on aura, d'apres les der-
niéres recherches de M. Airy,

’ 1
= Toi8.8g’
et cette formule, en y substituant 1° on 0,017453 i
la place de du, et multipliant tous les termes par




DU SYSTEME DU MONDE. 13

360 < 3 % R /

—335‘%5—2;;— pour les réduire en secondes, deviendra
»

dn = (0",75200) sinuX — (0",18965) cosuY.

Si l'on fait les mémes substitutions numériques dans
les formules qui donnent les altérations du périhélie
et de I'époque, et qu'on réduise en secondes tous les
termes, on aura

dw = (14",06554) y (Y —y X) — (16”,12074) rX,
di — do = — (0,25219)dw — (6",86571) r(xX + 7Y).

Au moyen de ces formules, en faisant u = g°, on

trouve

dn = + 0",00125939, tdn = + 0”,0319886,
dw="= 0 ,0805356 de — do = + o ,0324884.

44. On pourra calculer, de cette maniére, les va-
leurs successives de dn, dw, de, depuis o jusqu’a 180
degrés d'anomalie excentrique ; en partant ensuite des
éléments de 1759, et faisant u négatif, on calculera
les mémes valeurs depuis u = o° jusqu'a 1= — 179% .
on répétera la meme suite d'opérations par rapport
aux deux autres planétes dont on considére 'action
pendant la pt‘emiére révolution, en supposant pour
les valeurs des masses m’ et m® de Saturne et

d’Uranus,
1

t;rg:ﬂ'

w

mf == m” =

3500,2
On substituera ensuile ces quamiiés dans la formule
(P), etdesrésultats ainsi obtenuson formera le tableau
suivant :
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Résultats de Uintégration par quadratures des altéra-
tions différentielles du moyen mouvement, du péri-
hélie, et de l'anomalie moyenne, présentant les
altérations totales de ces cléments, depuis 1632
jusqu'a 175q.

— — I —

rantres| [ dn Tfdn | fudn | fdefdn | fdo |fdi—fdo| faz

w gy L L o w [ :I
—+0,298444(+8337,63 | —5540, 21 |+13877,84 | —462, 62 —+2134,05|+16011,8y |
+0,0385461+ 797,40(+ 743,051+  54,44|— 97,06+ 346,06|+ foo,50
+0,013958]+ J89,0f|+ 1§9,89|+ afo,05|— 11,03+ 102,05)+ H'I.)‘JHL

|
-|+0,340048| 9525, 06 — §647,27]+-14172,33 —330,71|-+258a,16 —i-lrr’,.-l..';..igl

A Taide de ces valeurs, il est facile de déterminer
le moyen mouvement diurne de la cométe i Uinstant
du passage au périhélie de 1759. En effet, si dans
I'équation

E=Nt+ fd&,
on suppose

§ =1296000", t =T = 27937, [d¢ = + 16754",49,

on aura

N = 45",79038.

C'est la valeur du moyen mouvement diurne au
périhélie de 1682 ; en nommant N’ cette valeur au
périhélie de 1959, on aura

N'= N+ fdn = 46",13133.
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De la il est aisé de conclure les valeurs des demi-
grandsaxes aet @' qui répondent aux mémes époques;

on trouvera ainsi
a=18,17560, a'=18,085¢93.

45. Avec cette valeurde a, on pourrait recommen-
cer le calcul des altérations des éléments de 1'orbite
pendant la période de 1682 a 1759, et I'on obtiendrait
sans doute des résultats plus exacts encore que les
précédents; mais la longueur de ces opérations, et le
peu d’effet qu'on en doit attendre, font qu'il y a bien
peude calculatenrs qui soient tentés de l'entreprendre.
La valeur de a’, jointe aux valeurs des autres éléments
de l'orbite relatifs au périhélie de 1759, fournit toutes
les données nécessaires a la détermination des pertur-
bations de la cométe pendant la période qui s’écoulera
de 1759 jusqu’a sa prochaine apparition.

La cométe s'étant beaucoup approchée de la Terre
pendant 'année 1759, elle en a éprouvé des pertur-
bations considérables auxquelles il était indispensable
d’avoir égard. L'action de la Terre sur la comete,
antérieurement au passage au périhélie de 1759, n'a
pu avoir aucune influence sur la durée de la révolu-
tion suivante, mais cette action est devenue tres-sen-
sible apreés le passage au périhélie, époque a laquelle
la comete s'est trouvée dans sa plus grande proximité
de la Terre, et elle aura pour effet de diminuer de
douze jours environ la durée de la révolution actuelle.
Les altérations qui en résultent, sont surtout sensibles
sur les valeurs du grand axe et du moyen mouvement
diurne, nous les avons calculées avec le plus grand
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soin, en resserrant méme les ordonnees de la courbe
parabolique pendant tout le temps ot la comete s'est
trouvée tres-voisine de la Terre.

En déterminant ensuite les altérations des éléments
de l'orbite, dues i I'action des planétes perturbatrices
Jupiter, Saturne et Uranus, pendant la période com-
mencée en 1759, par des opérations semblables a
celles qui ont servi a calculer leurs valeurs pendant
la période de 1682 a 1759, eten rectifiant, pour plus
d’exactitude, l'ellipse de la comete, de 30 degrés en
30 degrés d’anomalie excentrique, pendant le dernier
quart de la révolution, nous avons obtenu les résultats
suivants : e

Résultats de Clintégration par des quadratures des
altérations différentielles du moyen mouvement , du -
périkélie et de anomalie moyenne, présentant les
altérations totales de ces éléments depuis 1959 jus-
qu'au prochain retour de la cométe.

Jdz

—o,093061 | — 2605,30|— 38a3,19)--1217,80|— 84,86

il

+ 7701 ,08|--1461,55| —1010,02]4-2554,18

<0, 325200 |-+ g16a,63

46. 11 est facile maintenant de fixer I'époque du
prochain retour de la comete & son périhélie; en effet,

" L w w [ o y
+0,300158| 410923, 23 [ +11370,90|— §47,67|— 003,41 |-+1667,fo|+4-1219,7"
-+ 765,80]-+1983,69
4-0,000408]<+  363,38]4 151,02|+ v, 46— 22,094+ 119,42]+ 130,88
+0,020765 |4+ 581,3a)+ 1,45+ 579,870+  1,19|+ 1_.-"-Ei;+ 581,43

—+4§o015,73
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si, dans l'équation

{=Nt+ fd,
on suppose
[=360°% t=T', N'=46",13133 et fd{=+fo015",73,
on aura

360°— fo15",7

T e— L 280034,60— 87 ,05=128006',64.

Ainsi 'intervalle compris entre le passage au péri-
hélie en 175 et le passage suivant sera de 280061,64,
ce qui, a compter du 13,09 mars 1759, donne le
16,73 novembre 1835 pour l'instant de ce passage (*).

(*) Depuis que les caleuls précedents ont été effectués, la co-
méte est revenue i son périhélie, et les observateurs les plus ha-
biles ont fixé I'instant de ce passage au 16,45 novembre 1835. 11
n'y aurait done, en définitive, qu'une différence de siz heures a
peu pres entre I'époque assignée d'avance par la théorie et I'in-
stant veritable de ce passage. On ne pouvait guere espérer un
résultat plus satisfaisant , surtout si 'on considére le grand nombre
de quantités négligées dans les méthodes d’approximation et I'in-
certitude qui peut rester encore sur quelques-unes des données
emplovées dans le caleul.

Voici, du reste, le tablean des éléments de la cométe déduits
par M. Rosemberger des observations faites pendant la durée de
la derniére apparition en 1835,

Passageau périh, novem. 16/,4454 long. du pér. 304°35'4g"
Demi-grand axe supposé. 17, 98791  id. du neeud.  55. .47
Excentricité. . . . . . «.... 0,0b67389g inclinaison... 17.459

T

2 Sens du mouvement , rétrograde.

La plus grande différence entre ces valeurs et celles qui re-
sultent de la théorie, se rapporte & I'inclinaison de l'orbite sur
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Si I'on compare la durée de la révolution que nous
venons d'examiner, a celle de la révolution qui I'a
précédée, on voit qu'elle la surpasse de 70 jours a
peu pres; en sorte que la révolution actuelle de la
comete est la plus longue de celles qui ont été obser-
vées depuis 1531.

47. Déterminons maintenant les ¢léments de 1'or-
bite a I'époque du passage de la comete au périhélie
en 1835.

En désignant par N” le moyen mouvement diurne
i cette époque et par a’ le demi-grand axe qui lui
correspond, on aura d’abord

N'=N+ [dn = 46”,45862, a'— 18,00091.

En caleulant ensuite, d'aprés les principes précédents,
les altérations de 'excentricité, de Uinclinaison et du
neeud, dues a Paction des forces perturbatrices pen-
dant la période de 1759 a 1835, on forme le tableau
suivant :

I’éeliptique, ce qui peut tenir simplement i ce que linclinaison
que nous avons adoptée pour 'époque de 175 ¢tait un peun trop
faible; car la précision des éléments qui servent de base au cal-
cul, pen importante quand il ne s’agit que de fixer I'instant du
passage aun perihelie, le devient l}l::lu(‘onp quand il s’agit en méme
temps de déterminer les élements de son orbite & cette époque,
L'accord des autres éléments est presque complet, ee gui prouve
suffisamment la precision de la méthode et Pexactitude des cal-
culs. [ Note écrite en 1853.)
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Altérations de Uexcentricité et des quantités qui de-
terminent la position de U'orbite, pendant la periode
de 1759 a 1835.

PLANETES

perturbatrices. Joe Sdp Sdg

;' 0,00035974 | — o,00129610 | — o,00164973
f 0,00010786 | — o0,00000047 | — 0,00031204
Hh n,oumu!iﬁﬂ — o.nwuuﬂiﬁ - n,mu_mu-ﬁ';-l |

Altérations totales. 0,00027840 | — 0,00133323 | — o0,00193505

En partant donc des éléments relatifs au périhélie
de I']Sg qui ont été rapportés n® 45, et en nommant ¢’
le rapport de I'excentricité an demi-grand axe en 1835,
on aura

¢ = e + [de = 0,9672786,
et la distance périhélie sexa 0,58go1, & la méme
époque.

Les deux équations

tanggp sinz = p, tangg cosu = ¢,

donneront ensuite, en observant que sina doit élre
de méme signe que p, et cosz de méme signe que ¢,

e=84, a=a14234"

Les angles ¢ et & représentent U'inclinaison de I'or-
bite vraie de la cométe et la longitude de son neend

ascendant sur le plan de son orbite en 17593 pour en
IL.

10
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conclure la position de cette orbite, par rapport a
I'écliptique, considérons le petit triangle formé par les
plans de I'écliptique, de l'orbite de la cométe en 175,
et de son orbite vraie; désignons par A, B, 180° — C
les trois angles de ce triangle, et par a, b, ¢ les cotés
opposés a ces.angles, C étant I'inclinaison de I'orbite
vraie de la cométe a I'écliptique et b 'arc compris
sur ce plan, entre cette méme orbite et I'orbite fixe
de 175g. On aura dans ce triangle

cosC = cos A cosB — cosc sin A sinB.

L'angle B représentant, d'apres I'hypothese, l'incli-
naison. de 'orbite vraie sur 'orbite fixe, B sera une
tres-petite quantité, et I'on aura, a tres-peu pres,

cosC = cos(A + B cose),
et, par conséquent,

(= A+ Bcosc;
01l aura ensuite

B sine

sin b - :;;CL

Observons maintenant que 'angle 2, déterminé pré-
cédemment, est supposé compté du périhélie de la
comete et dans le sens de son mouvement; la longi-
tude du neeud ascendant de 'orbite vraie de la cométe
sur son orbite fixe, comptée du méme point dauns
I'ordre des signes, sera donc 144°26'. Si 'on ajoute
cet arc i la longitude du périhélie en 1759 et qu'on
en retrangche la longitude du noeud a la méme époque,
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I'angle qui en résultera sera la longitude du nceud
ascendant de 'orbite vraie de la cométe sur son orbite
fixe, comptée du nceud ascendant de cette derniere

orbite sur I'écliptique, angle que nous avons désigné
par ¢; on aura ainsi

A=17"3712", c=34°455a, B =— R4
d’on 'on conclura :

Inclinaison de 'orbite sur I'écliptique

en #8330 G. : = oyl st e 0liikbaT;
Mouvement direct du ncend ascendant

sur P'écliptique, ou b . . d £ T

En ajoutant a I'altération du neeud 1° 45", pour la
précession des équinoxes dans I'intervalle de 76 ans,
on aura sa variation par rapport a I'équinoxe mo-
bile.

Nous avons trouvé précédemment, pour la varia-
tion de la longitude du périhélie,

fdw = — 1010",02.

Cet angle est compté, comme l'angle «, du périhé-
lie de la cométe et en seus inverse des signes; la lon-
gitude du périhélie, comptée du neeud ascendant de
I'orbite, est donc augmentée de 1010”02 par le mou-
vement propre de ce point pendant la période de 1759
a 1835; mais dans cet intervalle la ligne des neeuds
se rapproche du périhélie, et la méme longitude est
diminuée du mouvement du neeud ascendant sur 1'é-
cliptique projeté sur 'orbite primitive de la cométe.

10.
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En désignant done par g la variation totale du périhé-
lie par rapport au neeud et en employant les dénomi-
nations précédentes, on aura

g=— [dw — bcosAj;’
d’'ont I'on conelura:

Distance du neeud ascendant au pé-
Gl o AP T S e Y 1 T L

Au-moyen des valeurs précédentes et en partant des
éléments de la comete relatifs au périhélie de 1759,
on a formé le tableau suivant:

Eléments de la comeéte en 1835.
Instant du passage au périhélie (no-

VORI . o'c v sy sy 3= dyeie n s 16,73
Demi-grand axe. ................. 18, coog1
Rapport de l'excentricité au demi-

grand axe......ovenss cnvesenes 0y09672986
Lieu du périhélie sur Vorbite...... 304° 31’ 38
Longitude du neeud ascendant....... 55, g.23
Inclinaison. .. .... RO NGRS, < 7.43.50

Sens du mouvement, rétrograde.

Détermination des perturbations de la cométe
périodique de 3°™ 3.

i8. Cette comete parait avoir €té apercue pour la
premiére fois dans les années 1786 et 1795 ; mais les
observations faites a ces deux époques ont été on trop
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nexactes ou trop peu nombreuses pour en conclure
'orbite. Nous partirons done ici des observations re-
latives 4 1805, et nous examinerons les perturbations
de la cométe depuis son passage au périhélie en 1805
jusqu’a I'époque actuelle.

Dans la premiére période, c'est-a-dire dans l'in-
tervalle écoulé entre les passages au périhélie ¢n
1805 et en 1819, on peut regarder I'orbite comme
une elli‘pse dont le grand axe répond a la durée
moyenne des quatre révolutions que la comeéte a ac-
complies dans cet intervalle que nous supposerons de
1203,687. On aura ainsi, en nommant a le demi-
grand axe de lorbite et N le moyen mouvement
diurne, au périhélie de 1805,

= 1203,0687 = 1076",6925, a = 2,214b07.

Dans le calcul des perturbations de 1819 &4 1822, on
peut regarder I'orbite comme une ellipse dont le
grand axe répond i la durée observée de cette révo-
lution, qui est de 1212742, et 'on aura pour cetle
période

N = R — 10687,6525, a' = 2.225600.

1212,742 ¥

Nous ferons observer, toutefois, qu'll serant lihis
exact d'employer i la place de ces valeurs, celles du
moyen mouvement et du grand axe résultant du
caleul des perturbations précédentes.

Le !:'llill'il'll suivant lll'il'!'ii.'lll('- ]t‘ﬁ aulres eléments {h'\
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orbites elliptiques conclues des observations de 1805
et de 13!9

(]
PASSAGE LONGITUDE LONGCITUDE | INCLINAISON

au EXCENTRICITE du du de

|
perihélie. peérihélie. neend . | I'orhite,
|

LY

| u (1]
1805,movemb. 22,006 o,8461753 |.":G.ﬁ;'.-a.i” 334.@0’. 1’| 13.33030"
1819, janvier. 27,751] 0,8400883 | 157. 5.53 | 334.43.37 | 13.38.42

Les valeurs que renferme ce tableau, j:)intes A
celles qui dépendent des planétes pot‘tur'b.ttrlces et
qu’on trouvera dans les Tables, fournissent toutes les
données nécessaires pour déterminer les perturba-
tions du mouvement de la cométe, de 1805 jusqu’a
1822, On partagera, a cet effet, comme précédem-
ment, la courbe décrite par la cométe en parties pour
chacune desquelles on déterminera I'effet des forces
perturbatrices, sur chacun des éléments de son or-

‘bite, et I'on aura ensuite par la formule (P), n® 34,

les altérations totales de ces éléments, correspon-
dantes a I'arc d'anomalie excentrique que I'on aura
considéré.

Dans Papplication de cette formule i la comete
dont il s'agit, il suffira de faire varier 'anomalie ex-
centrique de 10° en 10°; dans le cas cependant ou la
planéte perturbatrice s’approchera beaucoup de la
comete, comme cela est arrivé dans la révolution de
1819 a4 1822, relalivement .lupltu il sera bon
de resserrer ces intervalles et de faire varier I'anoma-
lie excentrique de 5° en 5°,
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Jupiter, la Terre et Vénus sont les seules planetes
qui aient pu avoir quelque influence sur le mouve-
ment de la comeéte pendant la période de 18054 1822;
encore pourra-t-on se contenter de considérer I'action
de ces deux derniéres planétes dans la partie seule-
ment de cette période ou la proximité de la comete
a rendu leur influence plus sensible.

49. Le tableau suivant présente les resultats du
calcul que nous venons d’indiquer :

Altérations du moyen mouvement et de lanomalie
moyenne pendant la période de 1805 a 1822.

: y INTERVALLES FLANETES 4
L i observes, |perturbatrices. Jdn FL
" ERE
W.eoonn-.-o| = 3,588g | +15859,38
2 en 180g — 0,033 | — 430,76
1805 & 181g..] 4814746 en 1818 — o110 | — 4,07
& eni80g | — o,0178 | &+ 64,00
en 1818 | <+ 0,0535 | — 5,14
TOTAL..s =+ 3,901} | ~+15436,52
. ; ¥ o] = 7,430 | — 939,38
: a 1823, 214,542
toeg sn el ‘ 2 en iBig + 0,0716 | + 8,26
| tomc.....| — 7,3633 | — g858,12
M oy Pt Bl L iR

Désignons respectivement par /i, n', n” le moyen
mouvement diurne de la comete aux pél'ihélics de
1805, 181g@ta82a, et par T et T les intervalles de
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lemps qui séparent ses trois passages en ces points.
Par le caleul des perturbations de la période de 1805
a 1819, on aura

_ 360° > § —15436",52
X T

n

= 1076%,6925 — 3",2061 = 1093",4864,

d’ou I'on conclura

n' = 1073",4864 + 3",2914 = 1076",7778,

n"'= 1073",4864 + 3",2914 —7",3633 = 1069",4145.
Par la période de 18rg a4 1822, on aura

I ‘“9:“5' 222 = 1068”,6525 + 87,1288 =1076",7813,

n"=1076",7813 — 7",3633 =106q",4 180,
n =1076",7813 —3",2914 =1073",4{899.

Si l'on réunit les deux périodes précédentes, en
remarquant qu'au périhélie de 1819 on avait
n'=n-+ 3",a914, on trouve d’abord pour Paltéra-
tion de I'anomalie moyenne, dans l'intervalle qui
sépare les périhélies de 1805 et 1822 -

15436",52 4 3",2914 T' — 9858, 12 = ¢570",02,
et 'on en conclura

360°3< 5 — gh70”,02 e
= - T+¥' 2T — 1075,0745 — 1",5877 = 1073",4868,

n'=1073",4868 + 3”,2914 =1 076",7782,
n"=1073",4868 +- 3",2914 —-",3633 =1069",§14g.

H
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En rassemblant les valeurs précédentes de chacune
des quantités n, n’, n’, conclues des trois passages
observés, on aura

Périodes. u’ | n”

180541819 1075 ,4864 w;rb"',-;';-;ﬁ 1069”4145
18194 1822| 1073, z’;ﬁgg‘ 1076, 7813 | 1069, 4180
18054 1822 | 1073, 4868 | 1076, 7782 | 1069, 4149.

Les différences o”,0035, 0”,0031 et 0”,000/ de ces
valeurs, sont de 'ordre des quantités négligées.

Au moyen des résultats précédents, concluons des
passages observés en 1805 et 1819, I'époque du re-
tour de la cométe en 1822. On a, relativement &
cette période, n' = 1076",7778, par conséquent,

360° + gR587,12

¥ = — =1203,591 + ¢/,155 =1212,746.

'

Les observations ont donné T" = 1212!,742; on ne
pouvait attendre de la théorie une plus grande
précision.

Les perturbations de la cométe, pendant la période
de 1819 & 1822, ont été, comme on voit, trés-con-
sidérables, puisqu’elles ont retardé de neuf jours son
passage au pé ‘rihélie. M. Encke est le premier parvenu
i ce résultat, qui I'a mis & méme de fixer & I'avance
I'époque du retour de la comete a son périhélie en
1822. 1l annonca en méme temps que, d'apres ses
déclinaisons, elle ne serait pas visible en Europe,,
et que, pour l'observer, il faudrait se transporter
dans I'hémisphere austral. La comete, en effet ,
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revint au périhélie en mai 1822, et ¢’est d'apres les
observations faites &4 Paramatta, dans la Nouvelle-
Hollande, qu'on a conclu les éléments de son orbite
i cette époque.

50. En partant de ces éléments, que 1'on trouvera
plus bas, nous avons calculé les altérations du moyen
mouvement et de I'anomalie moyenne , pendant les
deux pertmloa suivantes. Dans cet intervalle, la co-
mete n’éprouve que de trés-lé geres pvrtmh.mom-. el
I'on doit, par conséquent, attendre d’autant plus de
précision des résultats qm s'y rapportent.

Alterations du moyen mouvement et de 'anomalie
moyenne de 1822 a 182q.

INTERVALLES PLANETES

RIODES, . i
ra observés. |perturbatrices.

JSddn

v 3 Fr
e o —+ 0,7026 | + 381,46

1822 i 1825, 211d,2 ’
2 i 1Bah 121 1,200 & on 1833 . o,06pk | — 58,00

-+ 0,0G532 324,56

W L E 050 i | = obla
1825 i 183g..1. .. “ D, .oviinn] =+ 0,0250 10,43 |
& en 1828 o, 0086 6,90

TOTAL. ¥ high,8g |

En nommant 2" et 2V les valeurs du moyen motu-

vement diurne aux périhélies de 1825 et 1829, T,
T" les durées des révolutions de 1822 4 1825 et de
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1825 @ 1829, et prenant pour n” la valeur moyenne
1069”4158, qui résulte de la comparaison des trois
périodes calculées précédemment, on aura

=20 T O P 1211, 8966 — of, 3035 = 1217%,5731.

Les observations de M. Valz donnent T” = 121 1},2q90.
Pour concilier ces deux résultats, il faudrait presque
doubler V'altération de I'anomalie moyenne pendant
la période que nous considérons, ce qui parait inad-
missible.

1l 'agit maintenant de déterminer I'époque du re-
tour de la cométe en 1829. On aura d’abord pour le
moyen mouvement diurne au périhélie de 1825,

n" = 106q9",4158 + 0",6532 = 1070",0690,
et, par conséquent,

™= 360° -+ 698",89
n" i

— 121141364 + 0/,6531 = 1211',78495.

Cet intervalle, compté a partir du 16,7836 sept. 1825,
époque du passage au perihélie, répond au 10,5731
janvier 1829, qui sera I'instant du prochain retour de
la comete en ce point.

On aura pour cette époque

LA

n" = 1070",06g0 — 0",5120 = 1069",5570.

Quant aux autres éléments de orbite, le tableau sui-
vant contient les altérations qu'ils éprouvent dans les

quatre périodes que nous venons de parcourir :
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Altérations de Uexcentricité, du périhélie, du nceud et

de Linclinaison de lorbite de 1805 a 182,

PERIODES.

ALTERATION
de
l'excentricité.

ALTERATION
de
la longitude
du périhélie.

ALTERATION
de
la longitude
du nouad,

| 1805 & 1819
1819 a 1822
1822 a 1825
1825 & 1829

=+ @,00190%0
— 0,0039038
= 0,0004305
— 0,0003(20

L
“+ 5.10
-+ g.41
<+ 0.13

ALTERATION
de
Pinelinaison
de Vorbite.

=+ 1:19

Les altérations des longitudes du périhélie et du
nceud sont comptées d’une équinoxe fixe; si on leur
ajoute 11'0” pour la_premicére période et o 467 pour
les autres, on aura lears valeurs par rapport i I'équi-
noxe mobhile,

En partant des éléments calculés d’apres-les obser-
vations de Paramatta, on a formé, i 'aide des résul-
tats qui préceédent, le tableau suivant qui présente
les éléments elliptiques qui répondent aux cing pas-
sages au périhélie, observés dans l'intervalle de 1805

a [829

|
F LEU |

r.m.l'.'il’lih:!'rf:s

PASSAGE
an
périhélia.

MOYEN DEMI-

grand

LIEY
du
maend.

IXCLI-
monvement

diurne,

idu |
Lo S tabial] | maIsox.
pu:rl.h{.-lu.\.h

i wl o 1 &

’ J.l'l o r
¥ kP ﬁlﬁﬂ.i,lﬁ.'.:q_lli.f‘r:'-.
59 36513.38.33
1139|334, u_,.i‘-'.l! (%]
14 301334, 22. B3,
18.35(834. 24.15(13.22.3

w
1803, nov, 156
1819, jany.
1822, mai.
1823, sepl.

1829, jany,

23,0006
A5
24,494
16,784

ri
10,373

2, 218q12
2,214383
1,224042
2, 223636
v, 230346

o, 8464565
1076 o,8084517
1069 41

II:I'|,|'I,|'!;|J||

156 11334. 17

0,8445479 72, %
0, 84407584
4] \'| 'il'rﬁll'_!

157
B 23,20
|lpﬁ|.|.'l."|"n

b7

e — R ——




e o S e e e e

DU SYSTEME DU MONDE. 159

Si I'on compare les ¢léments relatifs anx périhélies
de 1805 et 181y, & ceux qui résultent des observations
faites a ces deux époques, on voit qu'ils s'accordent
d'une maniere satisfaisante, les plus grands écarts
étant d'une minute sur la longitude du périhélie, de
cing sur celle du neeud, et de deux sur I'inclinaison
de 1'orbite. Mais on pourrait juger encore mieux leur
précision en calculant, d'aprés ces éléments, quelques
lieux de la cométe a diverses époques, que l'on com-
parerait ensuite a des lieux qui auraient éte directe-
ment observes.

Cométe périodique de 6 7.

51. Les perturbations de cette cométe, depuis sa
derniére apparition en 1826, etl'époque de son pro-
chain retour au périhélie, ont éte déterminées par
M. Damoiseaun ; nous nous contenterons de rapporter
ici les résultats de ses calculs.

M. Gambart a fixé les éléments elliptiques de 'or-
bite pour les époques de 1806 et de 1826, en suppo-
sant la révolution moyenne de la cométe dans cet
intervalle de 2460, ainsi qu'il suit :

1806. 1826.
Pass. an périh., janv. 2),4807 mars. 18,9688
Excentricité. . . . « 0,7470093 0,7457842
Lien du périhélie. . . 109°51'32" 109°32'23"
Long. du nceud asc.. 251.26. g abr.05.15
Inclinaison. . . . . . 13.33.15 13.38.45

Demi-grand axe. . . 3,56905
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En partant de ces éléments, M. Damoiseau a trouve,
pour les altérations du moyen mouvement et de
"anomalie moyenne, pendant la période de 1806

a 1846,

Altér, du moy. mony.

Altér. de l'anom. moy.
W+ 1"4497 + 0°45'39",94
3 +o, 1811

+ 0.22.10, 72
b —o0,0317 — 0. 2.45, 95

+ 1% 5 4,91,

+ 1",5991

Sil'on d{-signe done parnet n' les moyens mouve-
ments diurnes de la comete aux périhélies de 1806 et

de 1826, I'intervalle entre les deux passages étant de
73804,4881, on aura

n — 360°3¢ 35 1054,

7385 4881~ — 84672654,
n'= 8'46"2652 + 1” 5991 = 8'47",8643.
En calculant ensuite les altérations des mémes élé-

ments, pour la période commencée en 1826, le méme
astronome a trouvé

Altér, du moy. mouv,

Anomalie moy.
w + 5",5945 -+ 1°28'50",04
& + 0, 0332 — 0. 0.34, bg
h — o0, 0311 — 0. 3.14, 83
+ 57,5766 + 1°25 1”42
Soit T P'intervalle de temps inconnu qui s’écoulera
entre le passage de la cométe a son périhélie en 1806
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et son prochain retour au méme point de son orbite, *
el soit 7" le moyen mouvement diurne a cette époque,
on aura

360°— 1925"1",42 : !
T—= ——-3,—47,,‘@?-4— = 24551762 — ¢/,6642 = 24455120,

— 8'5':]”,3643 +4= 5",5':56 = 3’53",4!509:

I'effet des forces perturbatrices diminuera done de
¢/,6642 ladurée de la révolution actuelle de la cométe,
et si 'on suppose qu’elle ait passé au perihélie le ]
18,0688 mars 1826, son prochain retour i ce point
aura lieu le 27,4808 novembre 1832, année qui sera
remarquable par les réapparitions des deux cométes .
a courte période de 1819 et de 1826, .

Voici le tableau des altérations qu’éprouveront les
divers éléments de 'orbite pendant la période actuelle : .

de la long. du neeud sur P'écl. — 3°13'45

viks; de la longitude du péribélie.. + a3.13

driat- 3 ge Pinclinaison de l'orbite. . — 20. 2
| de 'excentricité. . . . . . . + 0,0047388.

On voit que |':y::1im: des forces perturbatrices est
surtout sensible sur le mouvement des nceuds de 'or-
bite. La grandeur des altérations que subissent les
divers éléments de 'orbite pendant cette période,
tient & ce que Jupiter s'approchera beaucoup de la
comete en mai 1831, et qu’il exercera, pendant quel-
que temps, sur elle une influence considérable.

En partant des éléments de 1826, rapporteés plus
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haut, on a formé, & I'aide des résultats précédents, le
tableau suivant :

Eléments de la cométe en 1832.

Passage au périhélie 1832 novembre. . . 27,4808
Excentricité S v e, e LA A
Ligwdiperibélie. . . .., . .. .. .. 109°56%5"
Longitude du nceud ascendant. . . . . . 248.12.24
T TR R S RN Y L¢ ON I [ 18 % 1% % |
MPOPEROA BX8. 5din wia shie s sincuue J53683.
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LIVRE QUATRIEME.

DU MOUVEMENT DE ROTATION DES CORPS CELESTES,

Si la figure des corps célestes était celle de la sphere,
ils tourneraient uniformément autour d’axes invaria-
bles; mais nous avons dit que la force centrifuge, due
a leur mouvement de rotation, abaisse leurs péles ef
releve leur équateur. Les forces qui les animent ne
passant plus par leurs centres de gravite, il en résulte,
dans leurs axes et dans leurs vitesses de rotation, des
variations qui fixeront spécialement notre attention
dans ce livre. Ici la loi de la pesanteur universelle ne
se manifeste pas par des effets aussi précis et aussi
sensibles que dans le mouvement de translation ; elle
est subordonnée a la figure du corps sur lequel elle
agit, a la matiere qui le compose, aux aspérités mémes
qui hérissent sa surface. Son action est difficile i sai-
sir au milieu de tant d'obstacles qui la modifient, tan-
dis que dans le mouvement des centres de gravité des
corps célestes autour du Soleil, les effets de toutes
ces causes secondaires se perdent dans les espaces
immenses qui les séparent, pour ne plus laisser aper-
cevoir que ceux qui dépendent de leur tendance mu-
tuelle les uns vers les autres. Cependant I'mfluence
de cette grande loi de la nature n'en est pas moins
admirable dans la question” qui va nous occuper;




162 THEORIE ANALYTIQUFE

elle lic entre cux des phénoménes qui sans elle pa-
raitraient n'avoir aucune analogie. Ainsi, comme nous
I'avons dit, les mouvements des axes de rotation des
planetes ne sont qu'une conséquence de 'ellipticité
de leurs figures, et I'on verra que les rapports qui
peuvent exister entre les durées de leurs mouvements
de révolution et de leurs mouvements de rotation, les
modifient encore d'une maniére particuliére. La pe-
santeur universelle, appliquée a cette nouvelle classe
de phénomeénes, non-seulement explique d'une ma-
niére trés-simple plusieurs points importants du sys-
teme du monde que I'observation avait de tout temps
révélés aux hommes, mais dont ils avaient jusque-la
vainement cherché les causes; elle doune encore le
moyen de calculer les lois de ces phénomeénes, avan-
tage précieux, parce que, comme ils procédent avee
une extréme lenteur, on ne pourrait les déterminer
directement que par des observations séparées par
des milliers de siécles. Enfin, la théorie du mouve-
ment des corps célestes autour de leur centre de gra-
vité a pour nous cet intérét spécial qui s’attache i
tout ce qui nous touche de pres; elle fournit plu-
sieurs données importantes sur la figure et la nature
du globe terrestre, et des renseignements précieux
sur sa stabilité,

I’analyse que nous allons présenter est générale et
peut s’appliquer 4 tous les corps du systéme solaire;
clle n'est que le développement des considérations
exposées dans le chapitre 11T du livre 11, et par les-
quelles nous avons ramené a un seul et méme prin-
cipe la détermination de toutes les inégalités plané-
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taires. Malheureusement, dans la question qui nous
occupe, les observations sont bien en arriére de la
théorie. On concoit, en effet, combien elles deman-
dent de précision et combien, 4 la distance ot nous
sommes des corps célestes, il est difficile de saisir des
phénomenes qui se passent pour ainsi dire 4 leur sur-
face ; aussi ce n'est encore que par rapport a la Terre
et 4 la Lune que I'on est parvenu a rendre les obser-
vations assez certaines pour les comparer a la théorie.
Nous examinerons en particulier les phénomeénes re-
latifs aux mouvements de rotation de ces deux pla-
netes, et ils serviront d'application aux formules géné-
rales qui seront développées dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE PREMIER.

INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES QUI
DETERMINENT LES MOUVEMENTS DES CORPS GELESTES
AUTOUR DE LEURS CENTRES DE GRAVITE.

1. Reprenons les trois équations ( B) que nous avons
trouvees n® 5, livre I, pour déterminer le mouvement
des corps célestes autour de leurs centres de gravité :

df} r _EIV' 1’
ﬂ'fi o S LS it )
#+(A=Cp=s.(s G - ‘7*)“'"“‘ (B)
,dr dV’ dv’
C—+(B— pq-—ﬂ‘i(.rr{r e )dm.;

Dans ces ¢quations, A, B, C représentent les trois
moments d'inertie principaux dii corps, respective-
ment relatifs aux axes des x, des y et des z; en sorte
(quon a

A=S.y'+ 2")dm, B=S,(z"+ 2*)dm, C =84+ y*) dm.

Les trois quantités p, g, r déterminent 2 chaque

instant la position de I'axe instantané d¢ rotation par

rapport aux axes principaux, et la vitesse de rotation
autour de cet axe; en sorte que si I'on désigne par e,
€, ¢, les trois angles que forme respectivement |'axe
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instantané avec les axes des x, des y et des z, on a

/]
COSH =t ) cosBi= oo d

— - k] I ————————— )
NIP=+??+ rt V.P""T"’""’

cosy = s,
P+
etyp 4 gt +1r? exprime ld vitesse de rotation antour

du méme axe. it i

Enfin V' représente la somme des masses des corps
agissants du systeme, divisées respectivement par leur
distance i l'élément dm du corps attiré ; le signe-in-
tégral S se rapportant au méme élément et aux quan-
lités qui varient avec lui, et devant étre étendu i la
masse enticre du corps attiré.

Les trois équations (B) suffisent pour déterminer
a L’hil(lllk' instant les mouvements du corps m par rap-
port aux trois axes principaux qui se croisent i son
centre de gravité; inais pour connaitre sa position
absolue dans I'espace, il faut déterminer encore la
position de ces axes mobiles par rapport i trois axes
fixes, ce qui exige l'intégration des trois nouvelles
¢quations suivantes :

dy — cosfdy = rdt, i
df = singqdt — cosgpdt, ) (a)
sinfdy —= cos g gdt -+ sing pdt. !

Dans ces équations, § représente inclinaison du plan
des 2y sur un plan fixe, ¢ est I'angle que forme I'in-
tersection de ces deux plans avec une ligne fixe menée
dans le second, et ¢ l'angle compris entre cette in-
tersection et axe des 2. Ainsi les angles § et ¢ dé-
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terminent la position du plan des xy, que, pour abré-
ger, nous appellerons désormais I'équateur du corps,
et I'angle ¢ qui est supposé compté en sens inverse de
I'angle y, fait connaitre la position de I'axe des x dans
ce plan.

2. On peut faire subir aux seconds membres des
¢quations (B) une transformation qu'’il est bon de con-
naitre, parce qu'elle est trés-utile dans la théorie du
mouvement de rotation des corps célestes.

Supposons, pour simplifier, que on ne considére
que I'action d’un seul astre L sur le sphéroide m. Si
I'on nomme &, y', 2 les coordonnées de cet astre
rapportées, ainsi que les coordonnées x , 3, z, de I'élé-
ment dim, a trois axes fixes menés par le centre de gra-
vité de i, on aura, n° 5, livre 11,

v L

V& =)+ =77+ (5 —3)

L’action des autres astres 1/, L", L", etc., du systéme
ne ferait qu'ajouter au second membre de cette équa-
tion des termes semblables.

La fonction V' sous cette forme ne contient pas les
angles ¢, 4, 6, d'ou dépend a chaque instant la posi-
tion des trois axes principaux et qui sont les véritables
inconnues du probléme dans la théorie du mouve-
vement de rotation, mais on peut les y introduire de
la maniere suivante.

Rapportons la position de la molécule dm aux trois
axes principaux qui se croisent au centre de gravité
du sphéroide, ou, ce qui revient au méme, trans-
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formons les trois coordonnées x,, ¥, %, qui se rap-
portent a des axes fixes, en d'autres coordonnées x,
7, z relatives également &4 des axes rectangulaires,
fixes dans l'intérienr du corps, mais mobiles dans
I'espace. Par les formules (1) du n® 28, livre I, on
aura

x, ="z (cos 0 sin§ sing + cosy cos§)

+ ¥ [cosf sin§ cosg — cos sing) + 5 sinb sin 4,

= x(cosh cosy sinp —sin cosg)
+ y (cosf cos? cosg + sin+ sing) -z sin b cos §,

z, = — zsinfsing — ysind cosy 4 z cosl.

Si I'on substitue, dans P'expression de V', a la place
des coordonnées x,, ¥, z,, leurs valeurs, elle devien-
dra fonction des angles g, U, 6 et des variables x, 7,
z, 2’y y’'y Z, et comme ces dernicres sont indépen-
dantes de ces angles, en prenant la différentielle de Vv’
par rapport a :?, ¢, 6, on aura

fg+ dnp+'w dé |

av- r!V av’ . | )
_E'f + 3 a” Yot g é dz, |
en désignant par d’.r,, d'y,, dz les diflérenticlles
des coordonnées x,, y,, z, prises en ne faisant varier
que les angles ¢, ¢, 6. En différentiant de cette ma-
niere les valeurs de ces trois quantités, on trouve

d'z, = (3sin0 cosy — ycosl)dg + ydy + = sinydb,
d' (J:fusﬁ——-slnﬂsm [;)du—.rd-\}-l—zcns@dﬂ
'z, = (¥ sin0 sind—zx sind cos §) Sin ﬁr.’?i {r ['051‘"-3' sin) .
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Si I'on substitue ces valears dans I'équation (m) et
qu'ensuite on compare, de part et d’autre, dans les
deux membres, les coefficients de dg, dy, db, on
trouvera
dav . [ dV A
:,?—_—_mnﬁcump (:*TI:T_ I‘E}
-+ sinf .f:lmp (y 2y —z ﬂ)

' de, ' dy,
dy' dv’
vy, EJ ’

i o dV dy’
o M J: d.Z' x:?}:)?
dV’ ] dV’
e TN

dV' a¥’)
+ msqa(s_ RS )

~+ cosl (
— = giny (z-

Si 'on multiplie par dm les valeurs précédentes, et
qu’ensuite on les integre en observant que l'intégra-
tion se rapportant uniquement 4 la molécule dm et
aux quantités qui varient avec elle, on peut faire sor-
tirde dessous le signe intégral les trois variables o,
Y, @ qui sont indépendantes de la position de la molé-
cule dm dans 'intérieur du corps, on aura par une
élimination facile,

(:':” — 7, :ﬂ:} ) dm=—8§. ﬂ el

d il

7

—_—— i )di— ——~§.
i, ds, sin 0

d ¥ (AN sind _ "/dV" A
. VT ;,-‘ )a‘.w: :.in‘; 3 {7;} <+ cos 0 rTﬁ:fm-—uﬁg‘n

rr"i

dV' d V" cos S (d\r 4 davy’

dy

!

; A
— = CpS0 i'_-,-') dm—+sind 8, EE el

el
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Les trois premiers membres de ces équations repré-
sentent la somme des moments des forces accélera-
trices qui agissent sur chacun des éléments du sphé-
roide, parallélement aux axes fixes des a, y,, 2, ces
sommes correspondent aux quantités que nous avons
désignées par M”, M', M dans le n®29 du livre 1. En
désignant donc semblablement par N, N, N la
somme de ces mémes moments rapportés respective-
ment aux axes mobiles des x, des y et des z, on aura,
par le théoreme général sur la composition des mo-
ments (n°® 30, livre 1),

N = (cosfsin sing + cosd cosy) M

~+ (cos § cos 4y sin g — sin g cosg) M — sin § sing M”,
7/
N'= (cos 0 sin) cosp — cos Y sing) M L
)
- B r
~+ (cos 6 cosd cosp + sind siny) A" — sin § cos g M”,
s 4
! L 4

N'=sinf siny M -+ sinf cos$ M’ - cos @ M".

Si I'on substitue dans ces équations pour M, M’, M*
leurs valeurs précédentes, que 'on observe que N, N,
N” représentent les trois quantités qui forment les se-
conds membres des équations (B) et que pour abré-
ger on fasse V=8 .V'dm, le signe intégrale S se rap-
portant, comme précédemment, a la molécule dm,
etdevant étre étendu i la masse entiere du corps attire,
ce qui donne, en observant que les trois variables g,
¢, 6 sont indépendantes de cette intégration :

df

dV IV’ 7 4 iV A
— = gV ] e, EE =1 {ﬂ’v ) el ——S§. (L—) dm 3
aw

- =8.|—
rf'_.a {tl'? ! _”"'."

ey
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on trouvera :
s dv’ dVv'
. IF}- =7 T{;
5. (s 2V X AL y cosy (dV Al o IdY
e —— — — — ] — O —_ 'y
dx 2”9 it ™Y L e 5 B m?(.-m

5‘( ﬂ_ dv’)dn _-Si_l‘lq_; dV

AL fw)'

Ay 5 o
= — (53 4cos0 5" )— i
"= sino \ay T r:?) o (d@

En substituant ces valeurs dans les équations (B ) elles
deviendront

S d f

de sin0 \dJ dg

i q

o

% {‘.fl.‘y? dV I’fv o nl”o
—_ = | — 108 [ —— b=
T O (n'q.""‘”“ dg) TP\ G

C dr
" de

day
+[“—A}J‘?—‘(ﬁ‘

M. Poissou a le premier donné sous cette forme les
équations du mouvement de rotation. On verra bientot
les conséquences importantes qu'on en déduit dans la
théorie du mouvement des corps célestes autour de
leur centre de gravité.

3. 11 est superflu d'observer de nouvean que ces
equations conserveraient la méme forme quel que fut
le nombre des corps agissants du systéme, et quand
bien méme on voudrait avoir égard alafigure de quel-
qu'un de ces corps, n® 6, livre I1. Les nouveaux astres
quel’on considérera, ne feront en effet (n°2) qu’ajouter
a la fonction V* des termes semblables i ceux qu’a in-
troduits P'action de I'astre L, ce qui ne changera rien
a Panalyse précédente, et il suffira dans le second cas
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de remplacer leurs masses L, L/, L', elc., par les élé-
ments infiniment petits de ces masses. La fonction V
sera donnée alors par deux intégrations indépendantes
I'une de l'autre, la premiere relative au sphéroide
attiré, la seconde aux astres qui agissent sur lui. En
faisant subir aux coordonnées de la molécule dm la
transformation précédente, on introduira dans I'ex-
pression de V les trois angles :p, y, @, et en prenant les

:fV dV
différences partielles -~ — ik M 9V relatives 4 ces angles,

on formera les sccond: membres des équations (C).

On doit done regarder généralement V comme une
fonction donnée des angles g, ¢, §, qui renferme en
outre le temps & raison du mouvement des astres qui
agissent sur le sphéroide; etl'on peut par conséquent
supposer cette fonction développée en série de sinus
et de cosinus d’angles multiples de ;5 on congoit en
effet que si dans la fonction

-‘I:'-‘: 1 %
Vg, = =)+ (7 =x ) +(5—35)

on substitue pour x, 7, z, leurs valeurs n® 2, on
pourra développer V' en une série semblable; en mul-
tipliant ensuite par dm chacun des termes de ce dé-
veloppement et en l'intégrant, on auraV=S5.V'dm;
et comme le signe S ne se rapporte qu'a la molé-
cule dm, et que les variables ¢, ¢, 6 sont les
mémes pour toutes les molécules du corps, cette inté-
gration n'altérera pas la forme de la série.

Nous donnerons dans la suite l'expression du d¢-
veloppement de V ainsi effectué; il suffira pour le mo-
ment d’en concevoir la possibilité. On verra alors que
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o : L
les différences partielles de V sont de l'ordre Ers

I, étant la masse de I'astre attirant et 1 sa distance 4 la
molécule dims il est facile de juger par la l'influence
de I'action des forces perturbatrices.

On peut observer encore que les différences par-
tielles de V sont de I'ordre de 'aplatissement du sphé-
roide que 'on considére. 11 est évident en effet que,
si le corps était sphérique, la fonction V se réduirait i
une quantité indépendantedes anglesg, 4,6 ; et comme
la figure des corps célestes est peu différente de la
sphere, cette circonstance contribue encore i rendre
tres-petits les seconds membres des équations (C). 11
suit de la, comme on I'a vu n® 10, livre I, que l'on
doit regarder généralement comme tres-petites les
forces qui troublent le mouvement de rotation des
corps célestes,

k. Sil'on multiplie les équations (C), la premiere
par p, la denxiéme par g, la troisieme parr, qu'on les
ajoute ensuite, et que dans le second membre des
¢quations résultantes on substitue pour Ps g etr leurs
valears tirées des équations (a), on trouvera

dV

o ﬂﬁ'ﬁ [fn‘.

\pdp + Bgdq + C rdr = f:‘!l; dy + “,—4,(.’44 +

Le second membre de cette équation serait une dif-
[érentielle complete, si les astres qui agissent sur le
sphéroide étaient fixes; mais comme ils changent de
position, la fonction V contient, outre les variables 8
¥, 9, les variables &', »', 2, qui dépendent du mouve-
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ment de ces astres; soit done

d¥

(' {
r tvdt.{a—l—';nds':"-pv:

— —
P dy dy

la caractéristique d’ se rapportant uniquement aux
variables ¢, ¢, 8, relatives aux déplacements des trois
axes principaux du sphéroide. En intégrant I'équa-
tion (&), on aura

Ap'+ Bg' + Cr*= const. + a.fd'V. (¢)

Cette ¢quation renferme le principe desforces vives :
nous avons fait voir en effet, n® 33, livre I, que la
fonction A p* 4+ Bg* + Cr* exprimait la force vive du
sphéroide dont lestrois moments d’inertie principaux
sont A, B, C, et dont \p* + ¢* + r* est la vitesse de
rotation autour de l'axe instantané.

Si I'on suppose donc

Ap'+Bg'+ Cr
= ——— 2
3

-I|

I"équation (¢ devient
T — fd'V = constante.

En appliquant a cette équation 'analyse du n° 13,
livre 11, on en tirera trois équations analogues aux
équations (¢ ) du méme numéro. En effet, Ps q, rétant
donnés en fonction des variables ¢, ¢, 0 et de leurs
différentielles par les équations (@), on peut regarder
T comme une fonction deces variables, et si pour abré-

vo dy dy d s, Ats
ger on fait —= = ¢', —~ — ', — = &', en différentiant
ger on fait = E - ¢’ = 6, « 1

R b
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4

on aura

AT . d'T
ﬂ"_,?'d? grr f"[“ + o5

dT
dﬁ'

dg + dq} + =

dp + rfq + n’r

Les équations (a} dmment
p=Y'sinfsing — ¢cosg, |
q = ¢'sinf cosp + 6" sin 9, } (@)
r=g — {'cosé.
Si, apres avoir différentié ces valeurs, on les substitue
dans le second membre de I'équation précédente, et

qu’oncompare ensuite les coefficientsde dg’, d/, etc.,
cette équation donnera

dT __dT_dT

dT dT
T a Ay —smﬁ'sm?-—- —!—smﬁ'{_usrp— — 0080 —;

T_- 5 dT P dT rf]'mrdT n"l'_
gp sayg dpiidy T Tap P T
dT dT

. dT f e
i — - —_— 208 — - e R
T3 = %7 [cusﬁ(mnq:dp-l—cmg",q) +sinf— I '

La valeur précédente de T donne d'ailleurs

YL TN O

w=Ap T=Be, 5
les ¢quations (¢) du n® 13, livre 11, deviennent donc
ainsi

=Gr;

C dr A dV
7 T(B—A)pg= 5
d.[sin6 (Apsing + Bg cosy) — cos0,Cr|  dV
R By T e T R 4
u‘ —A pcos |
B-‘;blll:'r R ? |rnsrjr|‘\p¢|nu—1—lh,-rnh..J +- sin6.Cr) ' -T-
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Ces équalions sont identiques avec les équations
(f) du n° 15, livre 11, lorsqu’on suppose dans celles-
ciV=0,0=V,etquony remplace les différences
partielles de la fonction T par leurs valeurs; on peut
par conséquent intégrer ces équations par le méme
procédé, et comme elles ne sont qu'une transforma-
tion des équations différentielles (C), il est clair que
leurs intégrales conviendront également & ces der-
nieres, et réciproquement. Nous supposerons donc,
conformément aux principes de la méthode générale
d'intégration développée dans le chap. TII du livre 11,
les équations précédentes, ou, ce qui revient au
méme, les équations (C) intégrées dans le cas ot leurs
seconds membres sont nuls, et nous avons vu n° 33,
livre I, que cette intégration est toujours possible ;
nous ferons varier ensuite les constantes introduites
par l'intégration, de maniére 4 satisfaire encore aux
mémes équations dans le cas ot I'on considére 1'ac-
tion des forces perturbatrices.

11 est bon de remarquer ici que nous avons supposé
dans le chapitre cité que Q, qui représente 'intégrale
de la somme des forces perturbatrices multipliées res-
pectivement par I'élément de leur direction, est en
effet une fonction toujours intégrable ; mais cette
condition, qui n’est remplie ni dans la question du
mouvement de translation, ni dans celle du mouve-
ment de rotation des corps célestes, n'est nullement
nécessaire et ne doit limiter en rien la généralité de
cette analyse. 11 suffit en effet, pour son exactitude,
que les différences partielles de la fonction Q, qui re-
présentent les forces perturbatrices, soient une fonc-
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tion finie des variables o, ¢, 0, puisque ces différences
partielles entrent seules dans les formules des varia-
tions des constantes arbitraires.

5. Reprenons les diverses intégrales auxcquelles
nous sommes parvenus dans le n® 35, du I livre,
SAVOIr :

. “/Aap + Bbg + Cer = §, |
2 . ']“t:‘ Adp+ Bby+ Ce'r=F,

Aa'p+ B¢+ Ce'r= -
» Ap* +Bg® +Cr* = b,

oA Tos~

Py ¥ ATp 4+ Blg* + Cr'= A2 ! d)
+[::f — @?{ri ————
VI[#—Bh+(B—C)Crl[—k'+Ahk+(C—A) c7
brgs [ (0 b).AB Car -
J B=Cr). £ —Bh+(B—C) Cr|[—A +Ah+(€—A) Cr]

Ces sept équations n'équivalent qu'a six intégrales
distinctes, et les quatre constantes B, B, By & sont
lices entre elles par I'équation de condition

Bk R =R ()

Les trois arbitraires {3, £, f” déterminent la posi-
tion du plan principal de projection, en sorte que si
I'on appelle 7 son inclinaison sur un plan fixe quel-
conque, et « la longitude de son neeud comptée d’'une

E origine arbitraire, on aura
| tangu = %, tangy =Y ﬁ}:-,- E f)

La constante /i est celle qui sert a compléter I'in-
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tégrale des forces vives; la constante [ dépend de la
position du corps a un instant déterminé ; enfin , rela-
tivement i la constante g, nous observerons que ¢, re-
présente la longitude du nceud de I'équateur du corps,
sur le plan principal de projection, comptée a partir
de I'intersection de ce dernier plan avec le plan fixe,
n® 39, livre I*. On peut donc, pour fixer les
idées, supposer que — g est la valeur de cette longi-
tude a l'origine du mouvement , puisqu’il suffit pour
cela de le faire commencer a instant ou intégrale
de la valeur de ¢, s'évanouit.

Les intégrales (d) suffisent pour déterminer a
chaque instant la position du corps par rapport au
plan invariable, en sorte que si I'on désigne par g, et
6,, relativement & ce plan, les angles que nous avons
nommés ¢ et § par rapport au plan fixe, on con-
naitra par les formules précédentes les valeurs des
angles ¢, v, 6, 7 et o, et I'on déterminera celles
des trois angles g, , 6, par les formules du n® 33,
livre I°,

Cela posé, concevons que I'on veuille étendre les
intégrales précédentes aux équations (C), ou l'on
considere I'action des forces perturbatrices. Les trois
arbitraires 3, [, " ne seront plus constantes; le
plan principal de projection que nous avions considéré
comme invariable n® 35, livre cité, cessera de I'étre,
mais il conservera toujours la propriété d’étre i chaque
instant le plan par rapport auquel la somme des pro-
jections des aires décrites par les rayons vecteurs des
éléments du sphéroide, multipliées par les masses de

ces éléments, est un maximum ; les quatre constantes
11.

12
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b - hy k, 1, g, deviendront également variables, et 'on
| déterminera les variations de ces différentes quantités
par la formule générale (D), n° 18, livre II.

Pour cela, il estnécessaire d’exprimer préalablement
ces constantes en fonction des variables indépen-
: dantes du probléme et des quantités s, u, ¢, qui
| sont, comune on sait, des fonctions de ces variables et
.L de leurs différences premiéres. Dans la question qui
| nous occupe, comme dans celle du mouvement de
| translation, les variables indépendantes sont au
| nombre de trois : nous avons pris les trois angles

¢, ¥, 8, pour ces variables ; nous avons désigné, pour
abréger, par ¢/, ¢, &' les différentielles dg, d¢, db, di-
visées par dt, et par T la moitié¢ de la force vive du
sphéroide; on aura par conséquent, n® 13, livre 11,

By 2o T __ar
¥ = d"‘";,: U= F‘Fjr pi= W.
Nous avons trouvé, n® 4, pour I'expression de T,
P Ap'4+Bg'+ Cr
= 5 :
dT dT dT

on aura donc, en vertu des valeurs de & 3y av’

données dans le méme numéro,
s+=GCr,
= (Apsing + Bq cosg)sind — Cr cosf,
v = — Apcosy + Bgsing,
d’ont I'on t.ire |

= (u + scn:nsﬁ)m — v cosg,

Bg = (1 + sonsﬁ)m -+ ¢ sin g, (8) i

Cr =¥,
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Si dans les expressions des constantes 8, &', 7, on
substitue ces valeurs, et quon remplace en méme
temps les quantités a, b, ¢, @, v, c;a’ b’ e, par
leurs valeurs données n® 28, liv. 1", on trouvera

o b aapy S0
B = (s + ucosf)—7 — v COSY,

08 L i [
B’ = (s + ucosb) %‘—;— + vsing, (k)

|

= —u.

En mettant pour f, [, [, leurs valeurs dans les
équations ( f), on exprimera les constantes ety en
fonctions des mémes variables. On pourrait exprimer
de méme les constantes k et k en fonction des six
variables ¢, ¢, 6, s, u, v, mais il sera plus simple de
les regarder comme déterminées par les équations
(d) et (), en y considérant les quantités p, q, 7'
B, B, B’ comme des fonctions données de ces varia-
bles. Enfin, on substituera sous le signe intégral s a la
place de Cr dans les deux dernicres équations (d), et
en supposant les intégrations effectuées, on pourra
regarder les six constantes h, k, @, 7, I, g, comme
exprimées en fonction des six variables g, ¢, 6,s,u,v.
1l ne restera donc plus qu'a substituer leurs différen-
tielles partielles, prises par rapport a ces quantités,
dans la formule générale

da db da db. da db da db> da db da db
@ 'dy dpds Tdudy A du de d6_ A0 dv’

{a,b}:

pour avoir les valeurs des quinze symboles (k, @),

{,"-} 'ﬁ'q elc.

[
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6. Pour suivre ici la méme marche que dans la re-
cherche des variations des éléments elliptiques, com-
mencons par déterminer les valeurs des quantités
(k, a), (kyop)s (257) (By K), (R, &), (hy7), ou n'entrent
point les lettres L et g; et, afin de simplifier ce calcul,
formons d’abord les trois combinaisons (£, ), (&, £*),
(B'y £"); on trouvera sans peine

B:f)=—F, (BF)=F, (B'F)=—F
Si I'on regarde « et 7 comme des fonctions de B, £,
"y données par les équations

langa: %,1 mng?z‘f—ﬁ%ﬁz

on aura

U" 0}-—[:* ﬁ dp +{k IG) ﬁ',
(&, 7) = (&, ﬁ,’d—ﬁ + (£, ') d_'p' + (&, ﬁ");ér‘

D’ailleurs, & étant une fonction de (8, ', £, donnée
par I'équation k* = S* + [ + ["*, ona

h o) =80T+ 0 =00+ @ pE,

et par conséquent (k, B)= o0; on aurait de méme
(k, B')=o0, (k, B") = 0; d'ou I'on conclura

(ky a@)=0, (K, 7)=w.
La valeur précédente de tang y donne

COb"r‘: E

en observant donc que («, k) est nul par ce qui pré-

e e
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cede, on aura simplement

(o 0) = (o £) o= = (o ) iy

Or
':"'!ﬁ”]=':ﬂ"1 Bq.}:‘j'g“"(ﬁ"‘: ﬁ'" ;_;;-:m!"ﬂ (ﬂ‘;;ﬁ,) =i;
donc

. (a! ?:]= T &Sin';u'.

Si l'on combine la constante k avec les trois con-
stantes 3, £, 5, on trouvera

(h,B) =0, (hf)=0, (hE)=0.
En effet, la constante 3", par exemple, ne contenant
que la variable %, la formule (C) (n° 18, livre II)
donnera
o dh dB"
(Rp) =" G2 e
Or la constante % est fonction de p, g, r, et les va-
leurs (z) de ces quantités ne contiennent pas la

= dh ¢
variable ¢ ; on a donc 73 = © et par conséquent

(h, ") = 0. On peut en conclure par analogie que
(h, B) et (h, £) sont nuls pareillement; il est facile
d’ailleurs de le vérifier en calculant directement leurs
valeurs.

1l suit de la que, si l'on regarde k, «, 7y comme
fonctions de f3, ', £, on aura

(h, k)= o, “(h,a)= o, “(l )= o.

Formons maintenant les quatre combinaisons (I, &),
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(& k), (4, ), (4, ) qui renferment la constante I sans
contenir la constante g.

La sixieme des intégrales (d), en mettant s a la
place de Cr sous le signe intégral, devient

VAB.Cds ;
t41= : . {r-l"a
VCAH—BCAh+(B—C)#][— CA+ACh+ (C—A) 5]

Si I'on suppose l'intégration eflectuée, cette équation
donne
l= — t+ fonct. (A, k, 5).

. i ol dt : N}
On aura ainsi =% et pour avoir les différences

didl
dh’ dk
intégral le second membre de I'équation (d") par rap-
port aux constantes & et A.

La valeur de [ ne contenant que la variable s, en
la combinant avec une constante quelconque &, et en
faisant d’abord abstraction des constantes et k qu’elle
renferme, on aura

partielles » il suffira de différentier sous le signe

dr db

(hB=% &

Pour avoir égard aux constantes & et £, il faudrait
ajouter au second membre les deux termes

ol di

Mais on peut s'en dispenser, parce que & devant repré-
senter I'une des quatre constantes A, &, a, 7, ces
deux termes sont toujours nuls.

Substituons d'abord la constante 4 i la place de b,
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dh dp
25 = 24P 2

dyg dr
- 2Bqﬁ; + 2Cr o

Or les valeurs de Ap, Bg, Cr donnent

dp _ dg _ wedN
AE'?—-Bq, Bl‘f?__AP, CdT—U,

on aura, par consequent,
Y

dh L dr
E;: 3[B—A}pq=—a(,$'

en vertu de la troisiéme des équations (A).

: Ldr ds
On aura donc, en observant que cT =L,
dt ot

dt ds
S}E?E’

(Lh)=—
et, par conséquent,
(4 k) = — 2.

Les trois constantes 3, [, £” ne renfermant pas la
variable g, il s’ensuit que si la lettre b représente une
fonction quelconque de ces arbitraires, (7, 6) sera nul;
on aura done ainsi

(2, k) = o, (l,z) =0 (l, y)=o.

Passons enfin au calcul des cinq combinaisons (g, &),
(gs k), (g, @), (8 7)s (8> 1) qui renferment la con-
stante g. ;

La derniére des équations (d), en substituant s a la
place de Cr, devient

k($—Ch)\/ABds ‘
) VICh—BCA+(B—C) #)|—CA—+ACA+(C—A) <)
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Si lon suppose l'intégration effectuce, cette équation
donnera g en fonction de Y, 5, k, Kk, en sorte qu'on
dura

&= — ¢ +fonct. (h, £, 5.

En la différentiant on a d’ailleurs

dg  dy, k(s*—Ch) dr
&~ ds  C(F—v) &

On obtiendrait les différences partielles de g, par rap-
porta A et i k, en différentiant sous le signe intégral
par rapport a ces constanles.

Cela posé, on aura, relativement 4 une constante
quelconque b,

(8 6)= 5 o+ (WIB)ZE — (4,08). (k)

Nous omettons le terme (k, &) %, parce que b devant

représenter I'une des quatre constantes a, 7, A, I, ce
terme est toujours nul.

Pour former la quantité (¢, 5), il est nécessaire de
connaitre la valeur de ¢, en fonction des variables [

¥» 0, s, u, v. Or nous avons trouvé, n° 33, livre K .

cosf = cosy cosd, — sinysinf, cos ¢ ,
sin (¢ — &) sin€ = siny sinf,.
On a d’ailleurs, n°® 33, livre II,
keosy=f"= — u," et kcosl = Cr=s;
les deux équations précédentes donneront done

K cosl 4= us s &8in (4 — «) sind
e A —

b o——
A=

\-'r.{"—- 5

4L
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Si I'on différentie la- valeur de cosyg,, par rapport
aux variables s, u, § qu'elle renferme, et qu’on
substitue dans le résultat pour siny, sa valeur, on
trouvera

dy, < -+ scosf

ds — (k*— s*) sing sinf sin ($— a)
af, . § 4 tcosh

dn T BFsin'ysindsin()—a)

o, I

9 singsin(y—a)

par conséquent,

i~ scosh db
(9, 8) = i
(4*— 5*) siny sin 6 sin ($ — z) dg

S ucosf db 1 db

¥ sin'y sin 6 sin (y—a) dy = singsin(y—a) dv
Substituons maintenant successivement dans (g, ) et
(4,,6) a la place de la lettre b, les quatre constantes
h, k, a; 7.

On trouve aisément

dh ds dh dh . i
;’;—_SE’ d—+_o, E:—n(pcns?-—-qsm?).
par conséquent,

(g:h)= ﬂ(i:‘gi — (s ),

1 2 uscosd\(B—A)pg
{f"")“sin-,sin{«pﬂ)[( ) AP rreting

Les équations (g ) donnent

i 4 5 cost

sin

= Apsing + Bq cosg,

k sin y sin (y— &) = f'siny — B eosy = — Ap cosp -+ Bgsine.
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L'expression de (4,,4), au moyen de ces valeurs et en
observant que A* — s* = A? p? + B?¢?, se réduit &

2#{Ap+Bq] 2k (h—Cr)
(!‘UJ" h} O ke st ‘(.I_I,'l 4
Si I'on substitue cette valeur dans Pexpression de
(g, &), on aura

(8 k) =o0.

Si I'on combine la constante g avec chacune des
Lrois constantes 3, ', ", et qu'on observe qu’en vertu
des équations (&) on a

5 4 weosh & 1
—— = Bsing + f'cosy,

on lrouvera sans !]l‘.illll’

’l ) ism*yl l\"fr ﬁ / i’SIn? LIJ'”{‘”}—{}

La constante k étant regardée comme une fonction de
3; 'y " donnée par ¥équation
‘.3: ﬁ:+ ﬁl:‘+ ﬁﬂ'],
on a
rﬂ

(l{";!k q"r’ ﬁ:} n'ﬁ "{"f? r‘.‘)ﬂrﬁ;
par conséquent,
(¢, k) =1.

La constante 7 étant donnée par I'équation

lang? = J—ﬁlﬁ—— :’

on aura
cos’y VP 4 B2

d i
($27) = (‘Pnﬁ},ﬁ"*‘ i¢o!ﬁjT5'— f.sm',aT'
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par conséquent,

< My
(4}"'” — ksiny

Enfin, la constante z étant déterminée par I'équation

tanga& = %:

On aura
gy de . da _ cos’a (B g’
{+J‘ﬂ} = (‘P:”G} d_ﬁ‘ I ("Pﬂp;}d_ﬁ-’ e ﬁ-gin"-'.a (E F)*
c'est-a-dire

{%,m):o.

Ces valeurs substituées dans la formule (&) donneront,
en remarquant que les constantes 8, &, £” ne con-
tiennent pasla variable g,

cosYy

(gk)=—1, (BN=—7m (B2)=o.

k siny

1l ne nous reste plus a former que la combinaison
(g,!l); mais au lieu de substituer la constante [ a la
lettre & dans la formule (&), il est plus simple de con-
sidérer cette constante comme fonction des variables
s, t et des constantes &, k; on aura ainsi

dl \ dl df
(8:1) = (8:9) 3; + (8:4) 5 + (8: K) p>

valeur qui, en observant que (g,h) = 0, (g,k) = —1,

dg g, TR
'5,3} = - . se réduit a

D ailleurs g = fonet. (s, ¥, b, k), et comme s, &, & ne




d, g

B LT SELW e L L
dh™ "2 JCF—ACh+(A—C)® 2 CA*—BCA+ (B —C)s

dl
dk
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contiennent pas la variable g, on a
dg = I tﬁi'
7 =K dy)
par conséquent,
dh dl tfg' dl dg dl
B ) =gt T2 —
dfe ofl
en observantque P A (4 k)= —
: e . ag - dl
> =2y oy
Pour avoir les différences partielles =0 7 il faut
différentier, sous le signe intégral, par rapport a % et
ik, les valeurs de ces deux constantes; on aura ainsi
dg ke 5 1 Ak(s*— Ch)dr
0T = 2 ) (F=F)[CF—ACE +(A—0) 7]
£y Bk(s*—Ch)de
2 ) (#—¢)[CF—BCAk+(B—Q) &)’
valeur qui peut se mettre sous cette forme,

En différentiant de la méme maniére, par rapport a k,
la valeur de /, on trouve

L C kde Gﬂ'd.e‘
s Ci — ACh 4+ (A—C)# [J}.-T_.B{}ﬁ_i_(n_,,c}s:'

Ces valeurs, substituées dans I'expression de (g, 1),
donnent
(8, 1) =o.

7. En réunissant les valeurs des quinze quantités
que nous venons de calculer, on trouve

cosq - My Ry
It SII'I“I.-" (7 5:) — % sin ¢

':"'!’}=3: (£, 8)=1, {7, g:‘:
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Toutes les autres sont nulles, en sorte qu'on a

(b, k) =0, (B, y)=0, (h,a)=0o, (k,g)=o,
(4, k)=o, (15 7) = o, (!i ﬁ] = 0, (E’ E} = 0,
(k, 7) =0, (k,@)=o0, (g a)=o.

Au moyen de ces valeurs, il est aisé de conclure, en
vertu de la formule générale (D) (n° 18, livre 11),

dh = adt (g)

dl =_adz(:-’,;),
df::dz(j—:),

dgz_d;(g) M(rﬂ") (P)

 ksing \ &

dt dV
de= — 12 (2).

d __cosydt {dV e dt [dV
T-J’sinj dg A siny \da
Ces équations serviront a déterminer les variations
que produit, sur les six constantes arbitraires qui

entrent dans les équations du mouvement de rota-
tion, P'action des forces perturbatrices.

8. Ce qu'on observe d’abord en considérant les
formules précédentes, c’est la singuliére analogie
qu'elles ont avec celles qui déterminent les variations
des éléments elliptiques des orbites planétaires. On
voit, en effet, que, pour les rendre identiques avec
les formules (o) dun® 41, livre I1, il suffit de changer

o I
dans ces dernieres = €n — h, g en 7y, et de prendre,

-
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au lieu de I'angle #, son supplément, Ce résultat re-
marquable tient & ce que les constantes dont nous
avons fait choix, ont une signification semblable dans
les deux problémes. Ainsi, dans le mouvement de

5 (] .
translation — - et dans le mouvement de rotation 7

sont les constantes qui équivalent a la force vive du
systeme. Dans ce dernier cas, 7 est I'inclinaison du
plan principal de projection sur un plan fixe, « la
longitude de son nceud comptée sur ce plan i partir
d’une ligne fixe; de méme, dans le mouvement de
translation, ¢ est I'inclinaison sur un plan fixe du
plan de la trajectoire, qui est évidemment le plan prin-
cipal de projection, et « la longitude de son nceud
camptée sur ce plan, seulement cet augle n’est pas
compté dans le méme sens dans les deux cas; d'ou
résulte la différence de signe qu'on remarque dans
les formules qui dépendent de la variation de cet
angle; [ est la constante ajoutée au temps Z et pro-
vient de ce que les équations différentielles du mou-
vement ne renferment, dans les deux questions, que
'élément de cette variable; A représente laire dé-
crite, pendant I'unité dé temps, sur le plan prin-
cipal de projection par le rayon vecteur de chacuh
des éléments du corps en mouvement, multipliée
par la masse de cet élément; enfin, la constante g
représente des quantités analogues dans les deux
cas.

Ainsi donc les expressions des variations des con-
stantes arbitraires sont identiquement les mémes dans
le mouvement de translation et dans le mouvement

-
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de rotation, et les perturbations qu'éprouvent les
corps célestes dans leurs mouvements, soit autour du
Soleil, soit autour de leur centre de gravité, se trou-
vent ainsi exprimées par les mémes formules, comme
elles dérivent de la méme cause. Cet important résul-
tat n’est pas sans doute ce qu’offre de moins remar-
quable la belle méthode que nous avons employée
pour déterminer toutes les inégalités des planetes.
Cette méthode, qui réunit dans une méme analyse les
deux principaux problémes du systéme du monde, a
de plus I'avantage de présenter sous un méme point
de vue les différents effets que produisent, dans les
mouvements de ces corps, leurs attractions mutuelles.
On voit que ces effets, qui, au premier aspect, pa-
raissent avoir si peu d'analogie entre eux, se bornent
a faire varier par degrés insensibles les arbitraires du
mouvement; de sorte qu’'en introduisant ces arbi-
traires ainsi corrigées dans les formules du mouve-
ment qui aurait lieu abstraction faite des forces
perturbatrices, on aura celles qui conviennent an
mouvement troublé, et 'on pourra déterminer aiusi,
de la maniére la plus simple, la valeur des variables qui
doivent fixer a chaque instant la situation du corps que
I'on considére. Nous ne craignons pas de I'affirmer,
cet ingénieux procédé d'analyse, par sa généralité et
par la clarté nouvelle qu'il répand sur toutes les par-
ties de la mécanique céleste, est la plus belle con-
ception dont se soit enrichie la théorie du systéme du
monde, depuis les immortelles découvertes de New-
ton. Ce grand géometre nous avait montré quelles
sont les forces principales qui donnent le mouvement
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aux différents corps du systeme solaire; Lagrange
nous a appris a calculer I'effet plus compliqué des
forces perturbatrices, et peut-étre il a posé la limite
ou devait sarréter I'esprit humain dans ces sublimes
recherches.

9. On peut donner aux formules (P) différentes
formes en substituant aux constantes %, I, k, & &,
7, de nouvelles arbitraires, et en exprimant leurs
différentielles au moyen des différences partielles de
la fonction V, prises par rapport 4 ces mémes quan-
tités. Remarquons d’abord que g désigne, dans ces
formules, 'angle compris a l'origine du mouvement
entre les intersections du plan principal de projec-
tion avec le plan fixe et avec le plan qui contient les
deux premiers axes principaux du corps; dg est donc
I'accroissement de cet angle pendant instant dt;
mais l'intersection du plan principal de projection
avec le plan fixe est mobile, et cosyda exprime son
mouvement pendant l'instant d¢ projeté sur le pre-
mier de ces plans. En désignant donc par w la lon-
gitude de l'intersection de I'équateur du corps avec
le plan principal de projection, cette longitude étant
comptée sur ce dernier plan a partir d'une ligne fixe,
on aura

dw =dg — cosyda.

En considérant d’ailleurs V comme fonction des arbi-
traires » et ¢, on trouve

ARV A AV (dv
;E_;l'—e-l’ da  \da ST\ i

s TR 0 P
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Les trois derniéres formules { P) deviendront ainsi

dw == i (d;)

dt iV
da = — .’rsmﬂ,r CI;) ; iQ\I
dy = w2 (ﬁ\) .
ksiny \ daz

En joignant ces expressions aux trois premieres équa-
tions (P), les variations de toutes les arbitraires se
trouveront exprimées par des formules qui ne con-
tiennent qu'un seul terme, ce qui contribue i les sim-
plifier. Si le corps tournait rigoureusement autour de
son troisieme axe principal, le plan principgl de pro-
* jection coinciderait avec son équateur; les deux der-
niéres formules prucudultcs suffiraient donc pour dé-
terminer dans ce cas les mouvements de ce plan. C'est
ce qui a lien, comme on le verra, relativement i la

Terre.
Enfin, si I'on suppose

p = tangysing, ¢ = tangycose,

on trouvera
¥, . d¥ dV
d—u—'?@; —P',;»',;’ .
dV = sum dV cosz.d¥
dy — cosiy vdp ' cos'y dg’
et, par suite,

ot E’ dV }

.r!'!) = —

gl Kool
elt E"dV'

k cos’ 7

I"l"l‘f — ::.;; ) H
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formules qu’il est avantageux de substituer aux deux
derniéres équations (Q), lorsque 7 est un trés-petit
angle.

10. 1l nous suffira maintenant de développer cha-
cune des formules (P), pour en voir résulter tous les
phénomeénes que cause, dans le mouvement de rota-
tion des planetes, I'action des forces perturbatrices ;
mais comme la situation initiale du corps, sa figure et
ses dimensions ont sur ce mouvement la plus grande
influence, il serait inutile d’examiner d’'une maniére
générale ces formules, comme nous 'avons fait dans
le probléeme de la translation des corps célestes, et
nous déterminerons séparément les inégalités du mou-
vement de rotation de la Terre et de la Lune, qui sont
les seules planetes pour lesquelles 1'état de 1'Astrono-
mie ait permis jusqu’ici de comparer sur ce point la
théorie a l'observation. Cependant, parmi les arbi-
traires du mouvement de rotation, il en est 1ine dont
la variation donne hien a des remarques importantes;
c'est celle qui entre dans I'équation des forces vives,
nous allons, par cette raison, la considérer ici en par-
ticulier.

La premiere des formules (P) donne, pour déter-
miner la varialion de la constante /&, 1'éguation

dli = 2t (%J

On peut faire p:'en(h‘c a cette expression une aultre
forme. En effet, [ étant la constante qui est jointe au
temps ¢ dans les expressions finies des variables ¢, ¢,
4, 1l est elair que sil'on regarde V comme une fone-
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tion donnée de ces variables, on aura

Ay dV ( V) j dy dV di fi (dV di
ol 2 A ) R E,E)Fn_ v (r_r: a
par conséquent,

dh = 2( —dy !—r“ il +£n’5)-

fl ] «f

ou bien 5i.m])leﬁ‘1e|]t
dh'=ad'V, (1)

en désignant par la caractéristique d’, la différentielle
de V prise eny faisant varier le temps ¢ introduit par
la substitution des valeurs des coordonnées g, , G du
corps dont on considére la rotation, et en regardant
comme constant celui que cette fonction peut conte-
nir a raison du mouvement des astres attirants.

On doit observer, d’abord, que cette formule peut
s'obtenir directement et indépendamment de celles
qui déterminent les variations des aulres constantes;
elle résulte immédiatement, en effet, de la quatriéme
des équations (d), différentiée par rapport aux varia-
bles et aux constantes qu'elle renferme, pour avoir
égard aux forces perturbatrices, en observant qu’on
a, n° 4,

Apdp + Bqdq + Crdr = d'V.

.a méme remarque sapplique sau mouvement de
translation, et en général au monvement d’un sys-
teme de corps, quelle que soit leur liaison entre eux,
puisque l'{-r]u:lliun des forces vives a lien dans toute
espece de systeme qui n'est sollicité que par 'action
mutuelle de ses différentes parties et par des forces di-
1.




196 THEORIE ANALYTIQUE

rigées vers des centres fixes. Nous allons maintenant
démontrer une propriété importante qui résulte de
la formule (&), et qui consiste én ce que la constante
I, devenue variable par I'action des forces perturba-
trices, ne peut contenir le temps ¢ que sous la forme
périodique, lorsque la fonction perturbatrice V ne le
contient que sous cette forme. : 3

En effet, lorsqu’'on n'a égard qu'a la premiere
puissance des forces perturbatrices, ce qui permet de
regarder comme constantes les arbitraires qui entrent
dans V, si cette fonction ne contient le temps que
sous les signes sinus ou cosinus, il est clair que
la différentiation relative & ¢ fera disparaitre tous les
termes indépendants du temps, ou qui le contien-
draient simplement 4 raison du mouvement des astres
attirants; et, par conséquent, I'intégration ne pourra
donner, dans la valeur de %, aucun terme non pério-
dique ou de la forme N qui croisse avec le temps £.

1l existe cependant une circonstance ou ce résultat
cesserait d'avoir lieu et qu'il est important d’exami-
ner, parce que le systéme planétaire en offre un
exemple. Pour cela, supposons la fonction V déve-
loppée en série dont les différents termes soient de
cette forme,

HM (int — i'n't + K3

CO5 . »
Het K etant des fonctions des arbitraires %, £, etc. ;
Fangle nt étant le moyen mouvement de rotation du
sphéroide autour de son centre de gravité et 'angle
7't le moyen mouvement de 'astre attirant, et # des
nombres Pl_llier‘s quelconques. 1l est aisé de voir que
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ce terme produira, dans dh, le snivant-:
J COS. ;. iy 1
aHin dt o (it —n't+K);

et en l'intégrant, il en résultera un terme périodique
dans A, & moins que I'on n'aitint — i’ n't = o, ce qui
exige que les coefficients n et 0’ soient commensura-
bles entre eux. Or ce cas particulier a lieu dans le
mouvement de rotation de la Lune, altéré par 'action
de la Terre. Le moyen mouvement de rotation de la
Lune est exactement égal a son moyen mouvement
de révolution autour dela Terre, et ce rapport singu-
lier produit, comme on le verra, le phénomeéne de sa
libration.

11. Démontrons que le résultat précédent subsiste
encore dans la seconde approximation, ou I'on tient
compte des termes dépendants du carré des forces
perturbatrices. En effet, pour avoir égard a ces termes,
il faut & la place des constantes A, £, [, g, 7, #, sub-
stituer ces arbitraires augmentées de leurs variations,
déterminées par l'intégration des formules (P); on
aura ainsi

d' dVv

V RORt = "I—i— ‘L+—u-r+—- j'f+ i

et, en ne considérant que les termes de 'ordre du
carré des forces perturbatrices,
dh = ad'.dV.

Substituons dans!'expression précédente de gV, pour
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dh, 21, ¢k, etc., leurs valeurs, on aura
iV [‘a’\’ dV dV
Ty T el | ¥ B o ' de
gY e (r.’f;' it f i @ \'
dV dV dV dV
+-Hfaffz—ﬁfmrﬂ

v (dV iV {¥ [dX. ;)
- E‘S"f—(d—ft—rft — f—f(—rft)
ksiny \dy J dg dgd dv

1 (dV [dV dV [dV
i (2 [Tt — 5 [ )
Pour avoir la différentielle d’.dV, il faut différen-
tier cette expression par rapport au temps ¢ contenu
dans les valeurs de ¢ + dg, { + a4y, § + d9, c'est-a-
dire qu’il faut, 1° différentier totalement les quan-
tités renfermées sous les signes intégrales, ce qui re-
vient & effacer les signes [, et alors cette expression se
réduit 4 zéro; 2° différentier seulement par rapport au
temps ¢ contenu dans les valeurs des variables ¢, ¢, 0,
les quantités hors du signe [. L'expression de d'V est
composée de termes de la forme

A[Bdt — BfAdt,

A et B pouvant, par I'hypothese, se développer en

; §in. .. . g
une suite de termes de la forme H, (it + ft+ K),

. dans lesquels H, 7, K sont des fonctions des con-
stantes h, k, [, etc., et ft des angles qui provien-
nent des mouvements des astres attirants. Soit donc
H cos (ft + mt + K) un terme quelconque de £, et
soit H' cos( ft + mt + K')le terme correspondant de
‘B qui ale méme argument, il faudra que I'on com-
bine ensemble ces deux termes pour avoir dans
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d'.(Af Bdt — B [ Ade)des guantités non périodiques.
Or on rouve ainsi

d' (A J'Bde—B [ Adr) = -
HH' fdt

=4 m

— sin (ft 4+ mt 4 K) si_.'l'l (Jt+ m+K\],

¢ [sin( ft 4+ mt 4 K ) sin ( ft 4+ mt + K')

quantité qui se reduit a zéro. 2

Il suit de la, par conséquent, que si I'expression
de V est périodique, la valeur de ¢4 ne contiendra
que des termes semblables, du moins tant qu'on
n'aura égard, dans les approximations, quaux pre-
mieres et secondes puissances des forces pertur-
batrices.

On voit que le résultat auquel nous semmes par-
venus dans le chapitre VIII, livre 1L, sur linvariabilité
des grands axes des orbites planétaires, n’élait qu'un
cas particulier d’'une propriété générale dont jouit la
variation de la constante arbitraire qui entre dans
I"équation des forces vives.

Dans le mouvement de rotation, h représente la
force vive du corps en mouvement, et I'on a

Ap*+ Bg*+ Cri= h.

Les lrois quantités p, g, r, sont les vitesses de ro-
tation du corps autour des trois axes principaux qui se
croisent a son centre de gravité, n® 1, en sorte que si
I'on nomme p la vitesse du corps antour de son axe
instantané de rotation et a, b, ¢ les angles qu'il forme
avec les trois premiers axes, on a

p=pcosq, § = pcos b, P 5 cRs g
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I'équation des forces vives deviendra done ainsi
g*(Acos*a + Beos?b + Cceos*c) = h.

Le second membresde cette equation ne contcnant
aucun terme croissant comme le temps ¢, le premier
ne. peut renfermer non plus aucun terme pareil, ‘et
comme tous les termes du I)ﬂ‘ll‘]i(‘]‘ membre soml de
meéme signe, il s'ensuit que chacun d'eux n’est com-
posé que de termes périodiques.

On peut conclure de la que la vitesse de rotation et
la position de I'axe instantané ne sauraient étre affec-
tées d’aucune inégalité croissant comme le temps, et
que I'action des forces perturbatrices ne peut y causer
que des altérations alternatives dont la période, dépen-
dant du mouvement du spheéroide autour de son centre
de gravité, ou de celui des astres attirants dans leur
orbite, sera toujours assez courte.

11 faut remarquer ici que nous n'avons pas eu égard,
dans la valeur de V, aux termes qui proviennent de la
variation des ¢léments des orbites des astres attirants;
il faut donc restreindre, en ce sens, la généralité des
résultats précédents.

Apres ces résultats généraux, applicables a tous les
corps du systeme solaire, nous allons examiner en
particulier les mouvements de rotation de la Terre et
de la Lune. On verra qu'ils présentent tous deux des
phénomeénes extrémement importants; qui, quoique
tres-différents, peuvent se déduire directement des
tormules que nous venons de développer.

et —
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CHAPITRE 1I.

Il MOUVEMENT DE LA TERRE AUTOUR DE SON CENTRE
DE GRAVITE.

12. Hipparque parait étre le premier, parmi les
astronomes, qui ait remarqué que les étoiles ne sont
pas fixes, relativement 4 nous, et que leur position
rapportée au plan de I'équateur, varie dans les diffé-
rents siecles. En comparant ses propres observations
a celles de Tymocharis, faites 155 ans auparavant, il
s'apercut que, dans ce mouvement, leur hauteur au-
dessusdu plan de I'écliptique restait la méme, en sorte
que leurs latitudes n'étaient point altérées, tandis que
leurs longitudes, rapportées a I'équinoxe, augmen-
taient chaque année d'une quantité a peu prés con-
stante pour toutes les étoiles. 11 conclut de la que la
sphere céleste a un mouvement autour des poles de
l'1'=|:lipiique.. d’onu résultent les changements observés
dans les ascensions droites et les déclinaisons des
étoiles, et I'invariabilité de leurs distances a ce plan,
comme l'observation lindique. Copernic, occupe
toute sa vie a substituer anx mouvements apparents
des astres leurs mouvements réels, et i redresser des
erreurs nées des illusions de nos sens et d’un sentiment
exagéré de notre importance, reconnut que les mémes
phénomenes pouvaient s’expliquer en_supposant aux
poles de la Terre un mouvement circulaire de rotation
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autour des poles de I'écliptique. Pendant ce mouve-
ment, l'inclinaison de I'équateur 4 Vécliptique reste la
méme, mais ses noeuds, ou les équinoxes, rétrogradent
uniformément de 50” environ par an, d’ou résulte par
conséquent un accroissement égal des longitudes des
ctoiles rapportées a ces points. C'est en cela que con-
siste le phénomeéne désigné sous le nom de la préces-
sion des équinoxes.

L’hypothese de Copernic suffirait denc pour expli-
quer de la maniére la plus simple les variations obser-
vées par Hipparque dans la position des étoiles, et
confirmées par tous les astronomes qui sont venus
aprés lui. Mais les rapides progrés de I'Astronomie
depuis l'invention des lunettes firent bientdt décou-
vrir de nonveaux phénomeénes dans ces variations ; il
fallut, pour les expliquer, supposer divers mouve-
ments a I'axe de la Terre, et c’est ainsi que Bradley
fut conduit a la connaissance de leurs véritables lois.

Ce grand astronome, par la précision de ses obser-
vations, reconnut dans la position des étoiles une va-
riation annuelle qu'il suivit pendant une période de
dix-huit années, apres laquelle elles lui semblérent
revenir 4 la méme position. La coincidence de celte
période avec celle du mouvement des nceuds de la
Lune lui fit penser que 'axe de la Terre avait, par
rapport aux étoiles, nn mouvement périodique dépen-
dantdela longitude de ces noeuds; et pour représen-
ter en conséquence le vrai mouvement de I'axe ter-
restre, il suppose que I'extrémité de cet axe, prolongé
Jusqu’an ciel, se meut sur la circonférence d'une pe-
tite ellipse tangente a la sphére céleste, et dont le
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centre, qu'on peut regarder comme le lieu moyen du
pole de I'équateur, est situé sur un petit cercle de la
sphere paralléle a I'écliptique, et décrit annuellement
d'un mouvement uniforme un arc de 63" sur ce
cercle. L'observation fait connaitre les dimensions
de cette ellipse, et les lois du mouvement du poéle sur
sa circonférence, d'on résulte dans I'axe terrestre
cette espéce de balancement qu'on a nommée sa
nutation.

Ainsi, l'observation devanca sur ce point la théo-
rie, et tous les phénomeénes qui dépendent des dépla-
cements de I'axe de la Terre, étaient parfaitement con-
nus avant qu’on et tenté d’en approfondir les causes.
Képler avait avoué I'inutilité de ses recherches a cet
égard, et c’est & Newton qu'il était réservé de nous
montrer comment ils se lient, par la loi de la pesan-
teur universelle, aux autres phénomeénes du mouve-
ment des corps célestes, avec lesquels jusque-la ils
ne semblaient avoir aucun rapport. Il fit plus, il essaya
d’en déterminer les lois par la théorie. Considérant
la Terre comme un sphéroide renflé 4 son équateur,
il la suppose composée d'une sphere dont le diametre
est 'axe des poles, et de I'exceés du sphéroide terrestre
sur cette sphere, disposé sous la forme d’un anneau
autour de son équateur. Il regarde ensuite chaque
molécule de cet anneau comme un astre adhérent a la
Terre et qui fait sa révolution autour d’elle en vingt-
quatre heures, etde lail conclut que I'action du Soleil
sur chacun de ces astres, et par conséquent sur I'an-
neau entier, devait produire le méme effet que celui
qu'il produit syr la Lune, et fairg rétrograder les
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noeuds (J'v. son orbite sur le plan de I'écliptique. Le
mouvement rétrograde se communique a la Terre en-
tiere, & cause de I'adhérence de I'anneau i la sphere
qu'il entoure, et il s'ensuit que l'intersection de I'é-
quateur terrestre et de I'écliptique, ou la ligne des
equinoxes doit avoir, par I'action du Soleil, un mou-
vement rétrograde, comme les observations l'indi-
quent; mais, quelque ingénieux que soit cet apercu,
il y avait encore loin de 1a & une théorie approfondie
et compléte des lois du mouvement de I'axe terrestre.
Newton lui-méme se trompa en voulant les en déduire
par des considérations purement rationnelles, et 1'a-
nalyse, ce puissant auxiliaire de Iesprit humain, pou-
vait seule montrer, dans cette question délicate, I'ac-
cord parfait de la théorie et de I'observation ; mais il
fallait auparavant en reculer les limites. T’ Alembert
eut la gloire d’y réussir, et la solution qu'il donna le
premier du probléme de la précession des équinoxes,
doit étre regardée comme une des plus belles concep-
tions de son génie inventif, si I'on considére I'insuffi-
sance des moyens qu'offraient alors pour cet objet
I"Analyse et la Mécanique.

D’Alembert explique par la théorie les divers mou-
vements de I'axe terrestre, par rapport aux étoiles, et
montre que la nutation observée par Bradley en est
une conséquence immédiate, 11 détermine le rapport
exact des deux axes de la petite ellipse que décrit le
pole, etla loi de son mouvement sur cette ellipse. En
cmlil}arzml ensuite ses EXPFES’FiG]IS de la nutation et de
la précession aux observations, il en conclut le rap=-
port de la masse de la Lune a celle du Soleil; mais il
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observe, en méme temps, qu'il suffirait d'un trés-petit
changement dans ce rapport, pour altérer considéra-
blement les lois de ces phénomenes. Enfin, il donne,
d’apres les mémes expressions, laloi de décroissement
de densité des couches de la Terre et détermine son
ellipticité.

Tels sont les principaux résultats de la théorie éta-
blie par d’Alembert. L'Analyse, en se perfectionnant,
a depuis permis de la présenter d'une maniére plus
simple et de I'étendre a des points qui n’avaient point
é1¢ abordés par ce géometre.

Le premier de tous, par son importance, est la dé-
termination des mouvements de I'axe instantané de
rotation de la Terre dans U'intérieur du globe. Cette
qquestion, comme il est aisé de le concevoir, est pour
le moins aussi intéressante pour nous que celle quia
pour but de déterminer les mouvements de cet axe,
par rapport aux ¢toiles, la seule dont d’Alembert se
soit occupé. En effet, si 'axe de rotation variait dans
I'intérieur de la Terre, chacun de ces mouvements
déplacerait son équateur, et toutes les latitudes géo-
graphiques en seraient, a la longue, sensiblement
altérées; il y a plus, les mers troublées dans leur équi-
libre, suivraient les mouvements de I'équateur, et des-
cendant vers la partie de la Terre qui se serait abais-
sée sous elles, laisseraient dans la partie opposée de
nouvelles régions a découvert. Les observations, il est
vrai, montrent bien que 'axe terrestre n'est soumis a
aucune variation sensible dans I'intervalle d'un jour
et méme de plusieurs années; mais s'il était sujet a
quelque inégalité i longue période du genre de celles
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(ue nous avons nomimees iuégu]ilé& séculaires, les ob-
servations astronomiques, qui ne comprennent en-
core qu'un assez court intervalle de temps, ne suffi-
raient pas pour nous rassurer sur les conséquences de
ces variations, et ne sauraient rien nous apprendre sur
leur marche. C'est done a la théorie seule qu’il était
réserve d’éclairer cette grande question, et M. Poisson
est le premier qui l'ait traitée avec tout le soin que
son importance exigeait.

Il a montré, par une savante analyse, que Paction
du Soleil et de la Lune n'introduisait dans expres-
sion des variables qui fixent la position de I'axe ter-
restre dans l'intérieur du globe, aucune inégalité A
longue période que la suite des siecles puisse rendre
sensible, méme lorsqu’on a égard i la seconde puis-
sance des forces perturbatrices. 1l en est de méme de
Pexpression de la vitesse de rotation de la Terre au-
tour de cet axe. Il en résulte que cette vitesse est con-
stante, et que les poles de rotation et I'équateur ter-
restre sont inaltérables 4 la surface de la Terre.

Nous confirmerons, d’'une maniére nouvelle, ces
deux résultats importants; nous examinerons ensuite
les mouvements de 'axe terrestre par rapport anx
¢toiles, et nous déduirons des formules exposées dans
le chapitre précédent, les équations trés-simples o
dépendent les lois de sa nutation et de la précession
des équinoxes.

La durée de 'année, qui se mesure par le retour
du Soleil au méme équinoxe ou au méme solstice, se-
rait constante si le mouvement des équinoxesétait uni-
forme, mais ses inégalités doivent la faire varier dans
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les différents siecles. Cette longueur est plus courte
|(1rsqlle- le mouvement s’accélére; c'est ce qui arrive
actuellement, et la durée de I'année tropique est de
nos jours moindre d’environ 10” qu'au temps d'Hip-
parque. La méme cause, jointe aux variations de
I'obliquité de I'écliptique et de la précession des équi-
noxes, introduit des inégalités dans la durée du jour
moyen solaire, et leur détermination serait impor-
tante si elles pouvaient devenir sensibles, parce que
toutes les Tables astronomiques étant calculées dans
Phypothése d'un jour moyen constant, les longitudes
et les latitudes qu'on en déduirait ne s'accorderaient
Jbientot plus avec celles qui résultent de 'observation
directe. 11 était done important de s'assurer par la
théorie de Pinvariabilité du jour moyen solaire, et
nous verrons, en effet, que ces inégalités ne s'¢levant
pas & quelques secondes en plusieurs millions de sie-
cles, leur considération est a peu preés inutile aux as-
tronomes.

Enfin, pour compléter I'exposition analytique des
phénomenes de la précession et de la nutation, nous
réduirons en nombres les formules qui les détermi-
nent, en employant les données les plus exactes que
nous ayons sur les masses des planetes, et nous les
comparerons ensuite a quelques observations ancien-
nes, qui, par leur accord avec les résultats de ces for-
mules, montreront la précision de la théorie,

Les phénomeénes de la précession et de la nutation
dépendant de la figure et de la constitution du sphé-
roide terrestre, il en résulte qu'on peut, au moyen de
I'observation de ces phénomenes, établir le rapport
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qui doit exister entre les lois de la densité et_de 'el-
lipticité des couches de la Terre. On verra que l'ellip-
ticité qui en résulte, s'accorde trés-bien avee celle
gu'on a conclue des observations du pendule & diffé-
rentes latitudes et des autres phénomeénes qui en dé-
pendent. Les lois de la précession indiquent de plus
une diminution dans la densité des couches du spheé-
roide terrestre, en allant du centre i la surface; ré-
sultat qui s’accorde avec les expériences de Cavendish,
sur Pattraction des montagnes, et avec les principes
de I'hydrostatique qui exigent que si la Terre est sup-
posée avoir été originairement fluide, les parties les
plus denses soient en méme temps les plus rappro-
chées de son centre. L'admirable concordance de tous
ces phénomenes, si étrangers I'un i l'autre, montre
évidemment qu’ils ont tous pour principe la méme
cause, et I'on doit la regarder comme la preuve la
plus irrécusable de la loi de la pesanteur universelle.

15. Pour traiter dans toute sa généralité la ques-
tion du mouvement de la Terre autour de son centre
de gravité, nous supposerons d’abord qu’aucune force
accélératrice ne trouble le mouvement de rotation
résultant de I'impulsion primitive qu’elle a recue, et
nous verrons quelles ont da étre, dans ce cas, les cir-
constances initiales du mouvement pour que les ré-
sultats de la théorie s’accordent avec les phénoménes
observés. Nous considérerons ensuite 'action pertur-
batrice du Soleil et de la Lune, et nous détermine-
rons les altérations qu'elle doit produire dans les
mouvements de 'axe de rotation de la Terre, soil




DU SYSTEME DU MONDE. 200

dans I'mtérieur du sphéroide, soit relativement aux
¢toiles.

Les intégrales (d), n® 5, s'appliquent évidennment
au cas que nous allons considérer, et les résultats qui
s'y rapportent pourraient s’en tirer directement; mais
il est plus simple de les dédnire des équations diffe-
rentielles dont ces intégrales dérivent. Reprenons
done les trois équations (B); en faisant abstraction
des forces perturbatrices, c'est-a-dire en regardant
comme nuls leurs seconds membres, on aura

Adp + (C — B)qrdt = o,
Bedg + (A — C) rpdt = o, | (a)
Cdr + (B — A) pgdt = o. “

L'axe instantané de rotation de Ja Terre s'éloignant
toujours. trés-peu de son troisiéme axe principal,
comme les observations l'indiquent, p et ¢ sont de
trés-petites quantités dont on peut, sans erreur sen-
sible, négliger le produit dans la derniére des équa-
tions précédentes, ce qui d'ailleurs est d’autant plus
permis, que la figure de la Terre étant i trés-peu pres
celle d'un sphéroide de révolution, la différence B— A
des deux moments d'inertie B et A est aussi une fort
petite quantité. Cette équation se réduit ainsi & dr=o;
d’ot l'on tire r= n, n étant unc constante qui repreé-
sente la vitesse moyenne angulaire de rotation de la
Terre autour de son troisieme axe principal. Si I'on
substitue cette valeur dans les deux premiéres equa-
tions (a), on aura

Adp 4 (C—B)ngdt =0, Bdg+ (A — C)nrpdt =o.
II. 14
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On_satisfait & ces deux équations (n° 34, livreI) en
prenant

p=Ksin(n't+ ), q=iK cos(n't + 1),
K et I’ étant deux constantes arbitraires, et 7' eti deux
quantités dounées par les équations

A HC—a){C—=h) ;o JIA—C)A
it i Vg v v g e B v (B—C)B

Déterminons les mouvements de 'axe de rotation
dans I'espace. La seconde des équations (a) du n°® i

donne
el

== gsing — p cosg.

Si l'on néglige, comme nous le faisons, les quantités
trés-petites da second ordre, par rapport a p et a g,
il suffira de substituer pour g, dans cette équation, sa
valeur indépendante de ces quantités. La premiere des
équations (a) donne, dans ce cas, dy = ndt, et par
conséquent @ = nt + [, [ étant une constante arbi-
traire. L'équation précédente, en y mettant pour p et g
leurs valeurs, deviendra done (n°® 54, livre II)

sin(nr—n':—!—!—f’];

dt

. TN gy
‘“:“___“2 l‘lsin{m+n’l‘+f+fj+——'{F2+lp

d’ou l'on tire, en mtégrant,

(s )
cos(nt++n't+ 1+1') 4 L'-l_ij cos(pt—n't+{—1'

= h4 — -
2(r—n')

K{v— i)
2{r:~}-n')

h étant une constante arbitraire.

1l suit de cette analyse que, si la constante K avait
une valeur sensible, les poles feraient & la surface de
la Terre des oscillations d’'une étendue arbitraive,
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dont la période dépendrait des moments d'inerfie du
sphiéroide terrestre, et serait, d'aprés les données que
I'on a sur les valeurs de A, B, €, d'environ deux an-
nées. L'angle § changerait aussi de valeur durant cet
espace de temps; il aurait de plus des inégalités dé-
pendantes de Fangle nt, c’est-i-dire qu’il varierait
méme dans le court intervalle d'une journée; or les
observations les plus précises n"ayant jamais fait aper-
cevoir, dans la hauteur du poéle, aucune variation de
ce genre, il en faut conclure que K est insensible, et
que, par conséquent, on peut supposer que les oscil-
lations de I'axe terrestre qui‘dépendent de I'état ini-
tial du mouvement, sont depuis longtemps anéanties,
et qu'il ne subsiste maintenant (ue celles qui ont une
cause permanente.

[4. Comme les valenrs que nous avons trouvées
(n® 34, livre I) pour p et ¢, ne sont qu’approchées, il
pourrait rester quelque doute sur I'exactitude du ré-
sultat précédent; mais il est facile de la démontrer
d'une maniére tout i fait rigoureuse par les considé-
rations suivantes, En intégrant directement les éqna-
tions (a), nous avons obtenu (n® 35, livre 1) ces deux
intégrales,

ApP+Bpr4-Cri=h, Ap*+ Bq* 4- C*r® = A2,

Si, aprés avoir multiplié la premiére par C, on la re-

tranche de la Hl‘tfnlltlf‘,‘ on aura
AC—=A)pP+B(C—=B)q*=D* (m)

en représentant, pour abréger, par D* la quantité

constante Ch — A2,

On voit par cette équation que, si les valeurs de P

14.
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et g sont sul‘spusée_s tr{'s-pelitt!s 4 un instant queleon-
que, la constante du second membre sera aussi trés-
petite; les quatltit{*s petq demeureront done toujours
peu considérables, puisque chacune d’elles sera moin-
dre que la constante D). Par conséquent, si ces quan-
tités n'ont que des valeurs inappréciables, comme cela
a lieu & I'époque ol nous sommes, on peut étre assuré
qu'elles resteront éternellement insensibles; on aura,
dans tous les temps,

g L e

P(‘;- — e
VA(C—A) yvB(C— B)

et l'axe de rotation de la Terre coincidera toujours a
tres-peu pres avec son troisiéme axe pz'incilml.

Ce résultat suppose lous les termes du |11:'umit-r
membre de I'équation (m ) de méme signe, ce qui exige
que G soit le plus grand ou le plus petit des moments
d'inertie relatifs aux axes principaux qui se croisent
au centre de gravité du corps. Cest, en effet, ce qui a
lieu pour la Terre, sa figure étant celle d’un sphéroide
aplati vers ses poles, I'axe autour duquel elle semble
tourner, a trés-peu pres, est le plus petit de ses trois
axes principaux, et, par conséquent, celui auquel se
rapporte le plus grand moment d’inertie. Dans le cas
contraire, on ne pourrait rien conclure de I'équa-
tion (m) relativement aux quantités p et ¢; mais on
voit aussi qu'alors les sinus et cosinus que renferment
les valeurs de p et ¢, se changent en exponentielles;
elles pourraient donc croitre indéfiniment avec le
temps, et Féquilibre du globe terrestre en serait a la
longue entiérement bouleversé.
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Nous n’aurons donc plus a nous occuper désormais
que de I'action des forces perturbatrices sur le sphé-
roide terrestre. Nous examinerons dans les chapitres
suivants leur influence sur les déplacements des poles
A la surface de la Terre, sur les variations de sa vitesse
de rotation, et enfin sur les mouvements de ses axes
principaux autour du centre de gravité. Ces diffé-
rentes questions renferment des résultats extrémement
importants pour la théorie du systéme du monde. Des
deux premieres dépendent la permanence des latitudes
géographiques; l'invariabilité du jour sidéral, cette
donnée si précieuse pour tous les calculs astronomi-
ques; enfin la stabilité méme de I'univers. La derniére
comprend tous les phénomenes relatifs aux mouve-
ments de 'équateur par rapport aux étoiles, c'est-i-
dire la précession des équinoxes et la nutation de I'axe
de rotation de la Terre. On verra la solution de ces
questions, qui avait exigé jusqu’ici tous les efforts de
Panalyse la plus compliquée, résulter, de la maniere

la plus simple et la plus complete, des formules géné-

rales que nous avons développées dans le chapitre
précédent. Ces formules, comme nous I'avons dit,
s'appliquent également au mouvement de la Lune,
troublé par I'action de la Terre ; mais les conséquences
que nous allons en tirer ne doivent pas s'étendre i cet
astre, & cause du rapport commensurable qui existe
entre le moyen mouvement de rotation de la Lune et
le moyen mouvement du centre de la force perturba-
trice.
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CHAPITRE 1IL

DEPLACEMENT DES POLES A LA SURFACE DE LA TERRE ET
VARIATION DE LA VITESSE DE ROTATION,

15. Nous supposerons dans ce qui va suivre que,
sans l'action du Soleil et de la Lune, la Terre tour-
nerait rigoureusement autour de son troisieme axe
principal, en sorte que les écarts de I'axe instantané
de rotation ne penvent étre attribués qu'a I'action
des forces perturbatrices: Cette hypothése est fondée
sur les vésultats du chapitre précédent, ot nous avons
démontré que les oscillations de I'axe de rotation de
la Terre, dues & I'état initial du mouvement, demeure-
ront toujours insensibles.

Il suit de la que les quantités p et g sont de
l'ordre des forces perturbatrices, puisque la fonction
—Tg;_!_::f.iz, qui exprime le sinus de Pangle formé
Vpitng 1
par axe instantané avec le troisicme axe principal,
doit étre nulle en méme temps qu'elles. Le déplace-
ment des poles a la surface de la Terre dépendra des
valeurs finies de ces deux quantités, et il s'agira
d’examiner avec soin les différentes inégalités aux-
quelles elles peuvent étre assujetties en vertu de I'ac-
tion des forces perturbatrices, pour s'assurer qu'il
n'en existe aucune que intégration puisse rendre ap-
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préciable, et que les poles, par conséquent, demeu-
reront dans tous les temps invariables i la surface du
globe, comme ils le sont aujourd’hui.

Cela posé, la troisieme des équations (C), n® 2,
donne en l'intégrant et en négligeant les quantités de
I'ordre des forces perturbatrices, r = n. La constante
n exprime aux quantités du premier ordre la vitesse
de rotation de la Terre, car cette vitesse est égale i
Vp* + ¢+ r* qui ne différe de r qu'aux quantités
prés du second ordre.

Les deux derniéres équations (a), n® 1, montrent
que les différenticlles d§ et d§ sont de méme ordre
que pet g, les angles § et § sont done constants quand
on néglige les quantités du premier ordre. Dans ce
cas, la premiérﬂ de ces trois équations se réduit a
dyp =ndt, d'ou 'on tire g = nt + ¢, ¢ étant"une
constante arbitraire.

Les équations (o), n° 35, livre I, qui déterminent
la position de I'équateur par rapport au plan prinei-

“pal de projection, ou au plan qui serait invariable
sans l'action des forces perturbatrices, donnent

- : Ap ; By
sind, sing, = — =L, “sinf, coig, = — ?i-

JC'
On tire de li
i AP+ By
sing =NYoEL.729,
' 4

L’angle §, représente l'inclinaison de I'équateur sur
le plan principal de projection, cet angle est, comme
on voit, de 'ordre des forces perturbatrices; ‘on pourra
done le supposer nul, lorsqu’on neglige les quantités
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de cet ordre, et I'on aura alors, n® 33, livre 1,

I=9 Vv=a 9=9—4,

ce qui doit en effet résulter de la coincidence de I'¢-
quateur et du plan principal de projection.

16. Reprenons maintenant I'équation (m) a laquelle
nous sommes parvenus, n° 14,

A(€—A)p'+B(C —B)¢g*=Chk — k*. (m)

Les deux termes du premier membre étant supposés
de méme signe, ce qui a lieu lorsque C est le ]:-lus
grand ou le plus petit des trois moments d'inertie du
sphéroide, chacun de ces termes est plus petit que la
quantité qui forme le second membre, en sorte que
si, pour abréger, onfait C&h — A*=(C — A) (C— B)e?,
on aura

C—B [
P<‘3\/‘,\ ’ ’f":"\/"‘ﬁ :

Sans 'action des forces perturbatrices, la constante
;]

e serait nulle ou tout a fait insensible, n°® 15 ; il s'agit
donc de prouver que "action de ces forces n'introduit
dans son expression aucune inégalité séculaire qui
puisse devenir considérable dans la suite des temps,
et que, par (.'«:mm_'.--:lmzsll, les quantités p et ¢ seront
toujours insensibles comme elles le sont aujourd’hui.

Jha S P SRR - Ena .
Faisons, pour abréger, —— = @& —— =0, cequi
o Ch— At - PIaE 4 £
donne ¢ = ——— . En différentiant cette expression }
ABab

et en substituant pour d4 et dk leurs valeurs données
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par les formules n® 7, on aura

ede = —— ([ d'V — kdt {”) (n)
\B

Si I'on néglige les quantités du second ordre par
rapport aux forces perturbatrices et qu'on regavde V
comme une fonction donnée des variables g, 4, 9, il
suffira dans I'équation précédente de substituer dans
V qui est déja du premier ordre, pour o, ¢ et leurs
valeurs indépendantes des forces perturbatrices. On
pourra donc mettre g, — ¢, 4 laplace de ¢, z ety 4 la
place de ¢ et §. Or on voit, d'aprés leswaleurs de g, et
de d ,dmmeva n° 39, livre I, que la différence o, — o,
est égale i la constante g augmentée d’'une certaine
fonction de p, q, r, h, k, et comme les valeurs de p,
g, r ne renferment ancune des trois constantes o, v, &,
il s’ensuit qu'on aura

dV ey AW AW DEN « dV

dg — dg’ dz A} dy_ dv
D'aillenrs, en négligeant les forces perturbatrices; on
a@.= nt + ¢, par conséquent

dV dV

dg T mdt

Quant a la constante & qui multiplie une quantité du
premier ordre dans I'équation (n), nous remarque-
rous que si I'on néglige les quantités de cet ordre, p
et ¢ sont nuls et 'on a r= n; I'équation

= Apd + By O

donne done, dans ce cas, & = Cn. L'équation (1) des
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viendra, par la substitution de ces valeurs,

b 5 2 dv
ede = :WIHZ (Ld“\r — Cndt .-E) = o,
en observant que d’V désigne, n° 10, la différen-
tielle de V prise en ne faisant varier que le temps ¢ in-
troduit par la substitution de la valeur de @, c'est-ii-
dire qu’autant qu'il est multiplié par la constante 7,
puisque I'on peut dans cette premiére approximation
regarder les angles ¢ et § comme des constantes.

La quantité e est donc constante tant qu’on n'a
égard qu'a la premiére puissance des forces pertur-
batrices, voyons maintenant ce que devient la varia-
tion de e lorsque I'on considére le carré de ces forces.
Dans ce cas il faut dans I'équation (n) substituer
Cn-+cdkalaplacede k et V+ 9V ala place de V, I

¢k désignant une quantité du premier ordre et ¢V
une quantité du deuxiéme. On aura ainsi, en négli-
geant les quantités du troisieme ordre,

1 RS d3Vv oy, dY |l
= = |Cd’.ad¥V — C —_ = — ) (p
ede = (f d'.3V = Crde “2Z — okdt ) (p)
Nous avons trouvé, n® 11, en négligeant les quan-
tités d"un ordre supérieur au second,

dV d¥ dV dV dV dv
= — —_— — dk 4+ — — 33 — dy-
u‘fiah"’- dl £ 5y ek .y dg SEN dx L3y rz",:d'r

aV

Pour former la différentielle d’'.4 V, il faut, numéro
cité, différentier seulement par rapport au temps ¢
contenu dans les valeurs des variables ¢ 0, les
différences partielles de vV qui multiplient les varia- 1
tions ¢h, &1 etc. Or, dans les différences partielles
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de la fonction V on peut substituer nt + ¢ a la place
de g et regarder ¥ et § comme constants ; il faut aussi
avoir soin, en prenant la différence partielle de &'V
par rapport a4 g, de ne point faire varier la quan-
tité g introduite par la substitution des valeurs de ¢h,
21, etc. Si I'on différentie de cette manicére et si 'on

dV dV
rémarque que -{?'-, == ade’ on aura évidemment

ddV __ ddv
dg WORET L m.'t

d'.J2V.

I.équation (p), en substituant pour 4 & sa valeur, n® 7,
donnera donc simplement

elt n”o tf\
E(a'r{’.— g ;\B.ﬂﬁ r!l" ff (M-.t’"l

d’ou I'on tire, en intégrant,

el g St Lol "ﬂ ;
e* = const — Al]:;b[ffﬂ (d__-,-)] :

IV
La (lll’ferennolle ou '-d— ne renferme que des ter-

mes dépendants de l .mgle ¢ ou du mounvement diurne
de JaTerre; elle ne contient par conséquent aucune
inégalité susceptible de croitre par I'intégration, puis-
que I'observation montre que toutes les inégalites dé-
pendantes du mouvement diurne qui peuvent exister
dans la position de I'axe terrestre, sont absolument in-
sensibles. Il suit de la que tousles termes de I'expression

de fn't( ) demeurent, aprés Uintégration, do méme
ordre que les termes correspondants de ladifférentielle

dV v 7 ‘o
dt ot et F'on en pent conclure que, si la quantite
-]
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Y20
P (dV\ ]2
[fdc (E)J renferme des inégalités séculaires, elles
sont nécessairement de I'ordre du carré des forces
perturbatrices,

En effet, considérons dans expression de V deux
termes dépendants du méme argument g, on aura

V=Hcos (ip + ft + 1) — Hcos(ip + f't 4 1).

En différentiant par rapport i ¢ et intégrant 'expres-
sion résultante en supposant g=nt-+c, on en conclura

H'i

f t (%) = ;%““5(‘.? + St !]-—m cos(igf"t1'),
ctil en résultera dans — [fu*t (;f%\-_:)]:un terme de cette
forme, = :
(dV\ HH'.# 7] '

*[ f t tT:)] = ) Gn 7 Sl — e+ U1,
inégalité indépendante de I'angle o, mais de I'ordre
du carré des forces perturbatrices, puisque les quan-
tités H et H’ sont supposées de.I'ordre de ces forces
et qu'elles n"angmentent pas par les diviseurs in+f,
et in -+ f' que I'intégration lenr fait acquérir.

La quantité e* ne peut donc renfermer aucun terme
croissant comme le temps ¢, ni aucune inégalité pé-
riodique ou séculaire susceptible de s'abaisser au pre-
mier ordre; on peut donc la regarder comme une
quantité rigoureusement constante lorsqu’on fait abs-
traction -des quantités du second ordre; il résulte
dailleurs de I'équation (m) que quelques variations
qu'éprouvent dans la suite des siécles les valeurs de
P et g, ces quantités resteront du méme ordre que e;




DU SYSTEME DU MONDE. 291

elles demeureront donc toujours de I'ordre des forces
perturbatrices et, par conséquent, insensibles comme
elles le sont aujourd’hui.

17. Nous avons montré, dans le n® 13, que la po-
sition de I'axe de rotation de la Terre, dans l'intérieur
du globe, n'est soumise & aucune inégalité périodique
que les observations les plus précises aient pu rendre
sensible; nous venons de voir qu’elle n'est affectée
non plus d’aucune inégalité séculaire susceptible d’ac-
quérir une valeur considérable, d’ou il résulte généra-
lement qu’elle ne peut étre sujette a aucune espece de
variation qu'un intervalle plus ou moins long puisse
rendre appréciable.

Concluons done que I'axe de rotation de la Terre
coincidera toujours i trés-peu pres avec son troisicme
axe principal, et que les poles et I'équateur répon-
dront dans tous les temps aux mémes points de sa
surface. Si cette coincidence n’a pas rigoureusement
lieu, on est assuré du moins que les oscillations de
I'axe de rotation, autour du troisi¢me axe principal,
seront toujours insensibles anx observations les plus
précises, et 'on a calculé en effet, d'aprés les données
qu’on pent avoir sur la constitution du sphéroide ter-
restre, qu'elles ne s'éléveraient pas 4 un dixieme de
seconde sexagésimale en plusieurs millions de siécles.

I18. Considérons maintenant la vitesse de rotation
de la Terre. Si I'on nomme p cette vitesse, [pdf sera
le nombre de degrés que décrit dans le temps ¢ 1'un
quelconque des méridiens du sphéroide terrestre; il

en l‘l'.'jl,lirl‘ (lll{’ sl G contenait un terme ])I‘(l!'!{}t'|ililllil{-?|
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au temps ¢, l'intégrale fpdt en renfermerait un crois-
sant comme le carré du temps, et la durée du jour en
serait i la longue sensiblement altérée.

Il est donc extrémement important d'examiner, avec
le plus grand soin, la valeur de dg et de démontrer
qu’elle ne renferme ancune inégalité séculaire suscep-
tible de s'abaisser au premier ordre, par la double in-
tégration que subit cette quantité dans I'expression
Jdt [dp. On a, par ce qui précéde,

P =VFE PR
Nous venons de voir que p et ¢ n’auront jamais de va-
leurs appréciables; la vitesse angulaire de rotation de
la Terre sera donc toujours, & trés-peu prés, égale i r,
et si elle subit quelques altérations, elles ne provien-
dront que des variations auxquelles cette quantité
peut etre assujettic. Nous . allons done examiner
quelles sont les inégalités que doit contenir expres-
sion de r.
Reprenons, pour cela, I'équation

Ap*+B¢g*+ Cri= h.
Si 'on différentie cette équation, en y faisant varier i
la fois les variables et les constantes qu'elle renferme,
on en tirera

A pdp + Bqdq + Crdr= é(fﬁ. (9)

Si I'on néglige les quantités du second ordre par rap-
port aux forces perturbatrices, les différentielles dp,
dq, dr étant déja du premier ordre, on pourra, dans
cette équation, supprimer les denx premiers termes,

S
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puisque p et ¢ sont de Pordre des forces perturba-
trices , faire r = n dans la troisieme, et substituer
pour dh sa valeur donnée par la formule (1), n° 10.
On aura ainsi

dr = (ﬁ d'v, (r)
et dans le second membre, il faudra mettre nt + ¢ a
la place de ¢ et regarder ¢ et § comme des constantes.
SiI'on suppose donc la fonctjion V développée en série
de sinus et de cosinus des multiples de 'angle ¢ ou de
I'angle nt + ¢, les termes du développement qui ne le
renfermeront pas, disparaitront par la différentiation

dv ;
dans o la valeur dr ne contiendra donc que des

termes périodiques dépendants de Pangle nt + e, et,
par conséquent, l'expression de r ne renfermera que
des inégalités dont la période sera d’un jour ou d'un
sous-multiple du jour, inégalités qui resteront toujours
insensibles et de l'ordre des forces perturbatrices,
puisque l'observation la plus altentive ne laisse aper-
cevoir aucune variation journaliere dans la vitesse de
rotation du globe.

19. Voyons maintenant quelles sont les inégalités
qui peuvent résulter, dansTexpression de la vitesse r,
de la considération des quantités dépendantes du carré
des forces perturbatrices. De 'équation (¢), on tire

Crdr = ~dh — ~d(Ap*+ Bg?),

Si 'on substitue dans cette équation 7 -+ drala
place de r, @r étant une quantité du premier ordre
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déterminée par l'intégration de I'équation (r), on
aura

dr = A f APy (AP S 0y)

LS 2Cn

Examinons successivement les différentes inégalités
que peut renfermer chacun des termes de la valeur
de dr, en rejetant toutes celles qui dépendront de
'angle nt + ¢, puisque nous sommes assurés d’a-
vance qu’elles ne peuvept devenir sensibles.

Pour que I'angle nt + ¢ puisse disparaitre dans le
premier terme de cette valeur, il faut combiner en-
semble les termes de ses deux facteurs qui renfer-
ment le méme multiple de cet angle. Or si, dans
I'expression de la fonction V développée en série de
cosinus d’angles proportionnels 4 ¢, on considére
deux termes dépendants du méme multiple ig, on
aura

V= Hcos(ig+ ft + g) + H cos(ip + 't +.8'),

U, H, f, /', g, g étant des constantes arbitraires dont
les deux premiéres sont de 'ordre des forces pertur-
batrices. Si I'on substitue nz + ¢ ala place de g, on
aura
d'V = — indtH sin(int + ic + ft +g)
— indtH' sin(int + ic + f't + g'),
f-!' A 55’;—} H cos(int + ic + ft + g)
in

o ey W' cos(int + ic + f't + g").

Si I'on combine ensemble ces deux expressions,
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O aura

(. B'2a(f —f)dt . 5 )
er"de = —Zj{:,h—_:?}mfi)b’“[(f = J)t+ g~ gl
en rejetant tous les termes dépendants de I'angle
ant 4+ 2c¢ dont la période est i peu pres d'un
demi-jour. i

Les deux termes que nous avons considérds dans
V, produiront done, dans la valeur de dr, le terme

T R P i o .
= lin +£) (in +_f'}s'"[(f )+ g gl

qui n'est pas susceptible de s'abaisser an premier
ordre dans la valeur de r; car en U'intégrant on a

£= T aCn (in :.[-I}‘T(fﬂ +f") cos[(f—f) 28 g’ ¥ ng

quantité du second ordre, puisque H et H' sont du
premier.

Le premier terme de la valeur de dr ne produit
done, dans la vitesse r, aucune inégalité du premier
ordre indépendante de I'angle nt + ¢.

Nous avons fait voir, n° 11, que tous les termes
de la valeur de dh pouvaient €étre mis sous cette

forme :
n"(?tl r}l dt — Nfi‘\lﬂ't)-

Soit H cos (int+ic+ft+g)un terme quelconque du
[ié\'uloppﬂrwm de M, et soil ll'cos{f'f:t+ic+f’t+g’)
le terme du di'!n-lnppenmnt de N qui contient le

méme multiple de angle nt -+~ ¢. On aura, en vertu
II. 15
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de ces denx termes seulement,

H H’r{f'—fJnrk

o (M N — NfMde) = 0 = e

os[(f'—/f)t+g'=g],
en rejetant U'inégalité périodique dépendante de I'an-
gle aint + aic.

11 en résultera dans la valeur de dr, le terme

Y OHW(f—f)de
dr= ZC{:nlf}f!n—l—f}tﬂs[(.f Sit+g—gls

et en iptégrant, onaura ¥

HH'{
rzz(‘.[:m—i-j {m+,"' Sll‘l[f j-}!+§ g]!'

quantité du méme ordre que le produit HH'.
Enfin le dernier terme de la valeur de dr étant une
différentielle exacte, on aura, en l'intégrant, »
§ o _ApP4-Bg
" aCa
quantité du second ordre, puisque p et ¢ sont du
pf‘emier.

20. On peut_conclure de ce qui précede, que si
'en néglige les quantités du second ordre, par rap-
port aux forces perturbatrices, I'expression de r ne
contiendra que des inégalités périodiques dépen-
dantes de I'angle nt + ¢ et de ses multiples : de sorte
que si sa valeur rigoureuse renferme des termes mnl-
tipliés par les sinus ou les cosinus d'angles croissant
avec une grande lenteur, leurs toefficients seront au
moins du second ordre. La vitesse de rotation de la

L

-5
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Terre n'éprouvera done, dans la suite des temps, que
desvariations dn méme ordre, et 'on pourra toujours
regarder son mouvement comme uniforme. En effet,
la vitesse de rotation de la Terre autour de son axe
p = A T e AR T,

instantané étant (n® 1), \p*+ ¢* <+, Tlintégrale
f dt\p*+ q* + r* exprimera le nombre de degrés

décrits par la Terre, dans un temps quelconque z; et
si 'on développe le radical suivant les puissances de
petq, on aura

5 T S . i 3 3
[rc':' Ve 9"+ ﬂ:jrrf:+;f'%d:+%f%n’r+..._

Or les inégalités séculaires que renferme r étant toutes
du second ordre, il s’ensuit qu’elles ne peuvent
s'abaisser qu'au premier dans la valeur de l'intégrale
[rdt. De méme, puisque les inégalités que contien-
nent p et g, sont toutes de 'ordre des forces perturba-

. ' . ’ . p? 2
trices, comme nous 'avons démontré n° 16, si 'f-r-e[ &
o

renferment des inégalités séculaires, elles sont.du
second ordre et ne pourront s'abaisser qu’au premier

7 2
dans les intégrales r‘f— d'a'.,fl de.
o r r

Les inégalites séculaires dont peut étre affecté le
mouvement de rotation de la Terre, sont done toutes
de Tordre des forces perturbatrices; on peut, par
conséquent, en faire abstraction sans erreur sensible
et considérer ce mouvement comme parfaitement uni-
forme.

21 Concluons done, enfin, que l'action du Soleil
15,
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et de la Lune sur le sphéroide terrestre ne produira
Jamais dans la position des poles 4 sa surface aucun
déplacement appréciable, ni aucune variation sen-
sible dans la vitesse et dans 'uniformité de son mou-
vement diurne de rotation ; résultats importants qui
assurent pour toujours la stabilité des latitudes ter-
restres, et I'invariabilité du jour sidéral.

On verra, dans le chapitre suivant, que ces mémes
astres, qui sont impuissants pour produire aucun dé-
rangement dans la position de l'axe terrestre dans
I'intérieur du globe, font varier, au contraire, d'une
maniére tres-sensible, sa_position dans I'espace; en
sorte qu'il ne correspond pas, dans tous les siécles,
aux meémes points du ciel; d’olr résultent, comme
nous Favons dit, les phénoménes de la nutation et de
la précession des équinoxes. On peut se rendre raison
de cette différence en remarquant que les oscillations
de I'axe instantané de rotation, par rapport au troi-
sieme axe principal de la Terre, dépendent simple-
ment des quantités p et ¢, tandis que les mouvements
de ce dernier axe, par rapport aux étoiles, dépendent
des angles § et ¢ qui résultent, comme on le voit par
les équations (a), n° 1, d'une double intégration des
valeurs différentielles de p et de g. On concoit donc
comment ces quantités, d'abord insensibles, peuvent
ensuite devenir considérables par les trés-petits divi-
seurs que l'intégration leur fait acquérir.
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CHAPITRE 1V.

MOUVEMENTS DE L’AXE DE ROTATION DE LA TERRE
DANS L'ESPACE, OU NUTATION DE L'AXE TERRESTRE
ET PRECESSION DES EQUINOXES.

« 22, Apres nous étre occupé, dans le chapitre pré-

cédent, des déplacements de l'axe de rotation de la
Terre dans l'intérienur da globe, nous allons détermi-
ner, dans celui-ci, les mouvements du méme axe rela-
tivement aux €toiles; ce sont ces mouvements qui
produisent, comme on sait, les importants phéno-
menes de la précession et de la nutation.

On peut employer, pour cette détermination, soit
I'intégration des formules du mouvement troublé, soit
les formules de la variation des constantes arbitraires.
Nous emploierons la premicre méthode comme la plus
directe, et nous montrerons ensuite commeht les for-
mules qui déterminent’les mouvements de Taxe de
rotation de la Terre, peuvent se déduire des formules
générales (P), n° 7.

Reprenons les trois équations (C) du n® 2,

Adp + (C — B)grdt '

— qi| e Id—v—l—{'nsﬁd‘- coso (2¥)
-5 _sinr.r(mp % ads Se\ae ) |

Bdg + (A — C)prdt - (1)

A ot (dV sdV ; (Iv.)-
= . — OS5y — s ol —
sinf (r!‘; ¥ Uhuu‘? o i A 18 b

Clr + (B = A) pgdt = dt {j_:’)




230 THEORIE ANALYTIQUE

Nous avons vu, n° I, que les angles 6 et ¢ fixent la
position de P'équateur du corps dont on considére le
mouvement de rotation; ¢'est done de la détermina-
tion de ces deux angles que nous aurons spécialement
J. nous OLCHPPP (']a“b ce th-i])l[ﬂ' 'CP‘! -ll'lgliwr sont
donnés au moyen des qu: antités pet g et de I'angle o,
supposés connus, par les équations suivantes

df = qdt sinp — pelt cos g,
sinfdy = gdt cosg + pt sing.

Mais si'l'on mullip]io par sing la premiére des équa-
tions (1) et qu'on 'ajoute 4 la seconde multipliée par
cosp, qu'on multipliec ensuite les mémes eqtmnum
la premiére par cosg, la_seconde par sing, et qu'on
les retranche 'une de I'autre, on trouve les deux sui-
vantes :

Adpsing + Bdycosy + rn’f{Ap?u@ — Bq coss)

ft '
+ Cri{qdlsing — pdt cosy) = ;.ii:n"J (:I_\{a u

Adp cosg — Bdgsing — rdt (Ap cosg + Bq sing )

+ Criqdtcosg + pdi sing) = — -

dt [ dv)
sl [~__ b ) .

Si 'on substitue pour ¢dtsing — pdt cosy et
gdtcosy -+ pdtsing leurs valeurs données par les
équations ( 2) et qu'on ebserve que n représentant le
moyen mouvement diurne de la Terre, on peut, lors-
quon néglige le carré des forces perturbatrices, sup-
poser r==n dans les équations précédentes, puisque p
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et g sont déja de I'ordre de ces forces, on aura
sBde [dV dt adV
10 — cosvin ._\ ____(_._._) \
2 Crnsint ‘_d?; + Cusind \dy
d.[Apsing + By cosy ) . 3
e ®

I’I'l'jJ —

et dV \, d.(Apcosg —Byg sing)

Cnsind \d0 | Cnsind

Ces formules serviront & déterminer les valeurs des
angles § et ¢ qui fixent la position de I'équateur ter-
restre par rapporta un plan fixe quelconque , et
comme elles ne renferment que les différentielles pre-
miéres de ces deux quantités, elles sont sous une
forme trés-commode pour celte détermination.

25. Avant d'aller plus loin, il convient de faire
voir comment les équations (3) peuvent se déduire
des formules générales (P), n® 7, en sorte que les lois
Jdu mouvement de I'axe terrestre, soit damns l'intcrieur
du globe, soit dans l'espace, se trouvent toutes conte-
nues dans la théorie de la variation des constantes ar-
bitraires.

Pour cela, observons que la position, par rapport au
plan principal de projection, de Faxe derotation de la
Terre, ou du plan qui lui est perpendiculaire et qu'on
nomme l'équateur, dépend des deux angles 6, et ¢,
dontPun détermine l'inclinaison de I'équateur sur le
plan principal de projection, qui serait invariable sans
I'action des forces -perturbatrices, et 'autre la longi-
tudé de son nceud comptée sur ce plan A partir d’une
droite fixe. I'angle g détermine la longitude du méme

nceud comptée sue I'équatenr. Lorsque les valeurs des
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angles 6, U, o, sont connues, on détermine celles des
angles 0, 4, 9, quise rapportent & un plan fixe quel-
conque, au moyen des équations suivantes, dans
lesquelles  représente l'inclinaison du plan de pro-
jection sur le plan fixe, et « 'angle que forme I'inter-
section de ces deux plans avec la droite d’ou I'on
compte l'angle ¢ sur ce dernier plan,

cos = cosycos§, — sinysing cos ¢,
. sin @, sin 1,

miy —a) = —=L &

. ( ¥ ; sin

A _y _ sinysing,

.‘-Itl(t{:, = 1}) Tsin®

L’angle 6, est du méme ordre que les déplacements
des poles a la surface de la Terre, n° 13, et si l'on
fait abstraction des forces perturbatrices, on peut sup-
poser 8, = o, les trois équations (4) donnent alors

-

C2 y=0, 9=9—¢. (5

Ainsi donc, sans 'action des forces perturbatrices,
linclinaison de I'équateur sur le plan fixe serait con-
stante et la longitude ¢ de son nceud serait inva-
riable. Mais I"attzaction du Soleil et de la Lune sur le
sphéroide terrestre fait varier d’'une maniére tres-
lente les ;mgLE.v. @ et 4, et ce sont ces variations qui
constituent le phénoméne de la précession des équi-
noxes el de la nutation de I'axe terrestre.

Dans les recherches qui ont pour objet la détermi-
nation du mouvement de rotation de la Terre, on a
coutume de négliger les carrés et les puissances SUpe-
rieures des forces perturbatrices. 11 suffit, dans ce cas,




DU SYSTEME DU MONDE. a33

de conserver dans les valeurs de 6 et de ¢ les termes
dépendants de la premiére puissance de ces forces.
Or, puisque §, est du premier ordre, on aura d’abord
cosf = 1, et ensuite, en vertu des équations (4 )

sing, sing = sin§, sin(g, — ¢),

4

sind cosy = sinb cos(p, — o).

En développant les seconds membres de ces équations
et substituant pour sinf, sing, et sinf, cosg, leurs va-
leurs n°® 35, livee 1, on aura
: . Bgsing — Ap cosg
sinfsin§ —==*""2= x_g
Bqgcoss -+ Apsing

sind, cos, = — 3

En substitugpt ces valeurs dans les deux premicres
équations (4), elles deviennent

Bge A :
(1():,'5‘_..:'0.,‘;_' M"‘,( bqcosg + ps:ng),

!‘.
: Bgsin?-—:\pms-p
Nt = g)f=— —_ ol G
2 (? &t ksinf

La premiere de ces expressions, en négligeant les
quantités du second ordre, peut s’écrire ainsi :

cosf = L‘I'JS(';( e Tt j‘ "‘""_ﬂ_“_?).

On aura done, aux quantités pres du meéme ordre,

L Bgcosy + Ap sin g
= " i —_— g

: Ih‘; sillqr— .'\})(115'_;
&5 ~ ksin® o
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On peut d'ailleurs dans cette seconde équation sub-
stituer siny a la place de sinf dans les termes multi-
pliés par p et ¢ qui sont déja du premier ordre.

Nous avons vu, n® 15, que lorsqu'on néglige le
carré des forces perturbatrices, on a

a¥y d¥ dV dV dV _ dV

da ;;'3‘ dy a0’ dg —-d?
Que l'on substitue ces valeurs et que I'on fasse de plus
k = Cn dans les deux derniéres formules (P)dun® 7,
on aura

s A f:m?fnir_ dV § ot dV
! = Casino L dy)  Cmsind \d} )’

Ny dt dV
= 7 Casino \do )’

formules qui ont, sur celles du numéro .cité, I'avan-
tage d'employer la quantité V sous la forme ou elle est
donnée immédiatement, c'est-i1-dire en fonction des
variables ¢, J et 6.

Différentions maintenant les expressions précé-
dentes de § et , substituons pour d7 et dz leurs va-
leurs, et faisons & = Cn dans les termes qui sont du
premier ordre par rapport aux forces perturbatrices,
nous aurons

o'l cos Gt l Jl } i dt (n" \")

Casinl \dy CrsinG \d

i
!
i

2

d.{Apsing + Bqgcosg
Y

B —— o e
d Cnsind

dt (el V d.(Apeosg—Bgsing)
R s

" Cnsinf




DU SYSTEME DU MONDE. 235

Ces expressions sont identiques avec les équations
(3) auxquelles nous sommes parvenus directement
par la considération des formules générales quidéter-
minent les mouvements de rotation des corps ceélestes
autour de leur centre de gmvilé. Cette derniére meé-
thode est plus simple sans doute que celle qui consiste
a considérer d’abord le mouvement de rotation qgui
n’est troublé par l'action d'aucune force étrangere, et
a faire varier ensuite les constantes que ces formules
renferment, en déterminant leurs variations confor-
mément aux principes généraux de la variation des
constantes arbitraires dans les problemes de la Méca-
nique. Mais cette seconde maniére d’envisager la
question a lavantage d’établir une analogie tres-
remarquable entre les formules du mouvement de
trapslation et du mouvement de rotation troublés par
I'action des forces secondaires introduites dans le
systeme, et elle nous a servi d'ailleurs & démontrer la
permanence des poles a la surface de la Terre et lin-
variabilité de la vitesse de rotation d’'une maniére a
la fois plus simple et plus rigoureuse qu'on ne pour-
rait le faire par d’autres méthodes.

24. Des considérations, iiill'lit‘lllil"l't‘.‘i an mouve-
ment de la Terre, permettent de simplifier considéra-
blement les formules (3) qui déterminent” a chaque
instant la position de son équateur. En elfet, tous les
termes des valeurs de d@ et de dy sont insensibles
en eux-mémes, puisqu'ils sont de V'ordre des forces
perturbatrices; mais il se peut que quelques-uns
d’entre eux deviennent sensibles dans lés valeurs de §
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et g, soit parce qu'ils s’y trouveront multipliés par le
temps ¢ hors des signes sinus et cosinus, soit i cause des
petits diviseurs que leur fera acquérir Fintégration.
C'est donc a ces termes seuls qu’il faut avoir égard, et
F'on peut rejeter tous les autres des valeurs de d§ et
de dy; or il est évident que 'on doit supprimer d’a-
bord la partie de ces valeurs qui est une différentielle
exacte, parce que les termes qui la composent sont
encore apres l'intégration de I'ordre des quantités p
et g, et par conséquent insensibles, comme on I'a vu
dans le chapitre précédent. Les formules (3) donnent
simplement ainsi :

”;'9 e (71:155‘{1":’ dV rl'.!. ((."V
— Cnsin0\dy) " Cnsno\dy)’

Crsinl\ d,

Si I'on substitue maintenant dans la fonction V, qui
est du premier ordre, 4 la place de ¢ sa valeur nt + ¢,
indépendante des forces perturbatrices, il faudra re-
jeter des valeurs de d@ et de d{ tous les termes qui
dépendent des sinus et des cosinus de cet angle, puis-
qu'il n'en résulterait dans G et ¢ que des inégalités
dépendantes du mouvement diurne de la Terre, et
qui, par conséquent, seront toujours inappréciables.
Supposons donc qu'on ait développé la fonction V en
une série de sinus et de cosinus de 'angle o et de ses
multiples; soit F le premier terme du développement,
ou la partie indépendante de 'angle ¢, on pourra
substituer F & la place de V dans les expressions pré-
cédentes de d@ et de d i, ce qui les réduit aux deux
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do iz 1' {“T)

oo 8 o
Cnsinf .\n'-f

et dF’
d‘P e T sin'}(Tﬂ- :

suivantes :
(6)

Clest sous cette forme remarquable par son élégance
et sa simplicité, que M. Poisson a présenté le premier
les formules qui déterminent les mouvements du plan
de I'équateur par rapport aux étoiles. Il ne s'agit plus
que de développer ces formules et de les intégrer
ensuite pour en voir dériver toutes les lois de la
précession des équinoxes et de la nuation de Uazxe
terrestre.

25. Pour développer les équations (6), reprenons
la valeur de V du n® 2, nous aurons V'= 8.V’ dm, ou,
en substituant pour V' sa valeur (n°® 3, livre 11),

- S Ldm
— e - ’
¥ [(=SE PR (Feary - (3= 57 |

x', ', 2’ étant les coordonnées de I'astre L relatives
aux trois axes principaux qui se croisent au centre de
gravité de la Terre, x, ¥, z les coordonnées de 1'élé-
ment dm rapportées aux mémes axes ; enfin le signe
intégral S étant relatif a la molécule din et a ses
coordonnées, et devants’étendre a la masse entiére du
globe.

Si dans cette expression on fait, pour abréger,

X4y 2 = a2 ¥? 18 = r?,

O Aura
L dfm

V=S ———————

i1

T a(xz’ + rr' 4 22" 4= |
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Les distances des centres des forces perturbatrices
au centre de la terre étant fort grandes relativement
aux dimensions de cette planéte, il en résulte qu'on
peut réduire la fonction V en une série trés-conver-
gente, en la développant suivant les puissances des-
cendantes de r’. Sil'on observe en outre que les six
intégrales S.xdm, S.ydm, S.zdm, S.xydm, 8.xzdm,
S.yzdm sont nulles par les propriétés du centre de
gravité et des axes principaux, on aura, de cetle
manieére,

y. & L - 1 L a
V= ;,b.dmr- ;?;5-’ dm.

3L
ra 3 3 3 wld 2
+ — (2 S.x*dm + y*S ydm + 2*S.z%dm).
Nous omettons, comme on le fait ordinairement,
les termes de ce développement qui dépendent du
produit de trois ou d'un plus grand nombre de di-
mensions en &, 7, 2, lesquels termes sont du méme
ordre que le cube et les puissances supérieures du
r ’ & . 3 '
rapport = c¢'est-a-dire de la parallaxe de I'astre IL. : de
r
sorte que, relativement aux puissances de cette paral-
laxe, I'approximation suivante est bornée au carré
inclusivement.
Nous avons désigné par A, B, C les trois moments
d’inertie principaux du sphéroide terrestre, respecti-
vement relatifs aux axes des x,. des y et des z; on

aura donc

5.0+ 2 )dm = A, S.(2+2)dm=DB, S§.[2*4 5" dm=C,
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d’ou l'on tire
B o A+C—B
S.z'dm= M- Sytdm= A =
2 1

S.stdm = 4 :Eg k.

La fonction V deviendra done, en y substiluant ces
valeurs,
mL

L
V=——-+— (A
ol -'ir”{ + B+ C)

+%[.c'-(n+c—m+f=m 4+-C—B)+ 27 (A + B—(]].

Pour introduire, dans cette expression, les angles
@, ¥, 8, il faut transformer les coordonnées x', ', 7
de I'astre I., en trois autres X, ¥, z relatives 4 des axes
fixes. Nous prendrons, pour plan fixe des X, v, le
plan de I'écliptique & une époque déterminée; I'angle
G sera, par conséquent, l'inclinaison variable de I'é-
quateur sur I'écliptique, 'angle ¢ la longitude de I'in-
tersection de ces deux plans, ou de la ligne mobile des
équinoxes, et g l'angle compris entre cette intersection
et I'axe principal des x; on aura, par les formules
du n® 31, livre 1,

2'= (xcosd— ¥sin ) cosy + [(xsin § + ¥ cos $) cos § — zsin O]sin g,
¥ =(¥siny —xcosd)sing + [[xsind 4 v cosd)cos §—zsinb]cosy,
2" = (xsiny 4~ cos ) sin § 4z cos¥.

Avant de substituer ces valeurs dans I'expression
de V, remarquons que le rayon vecteur r’ de l'astre L
doit étre indépendant des angles ¢, &, 7 : les termes
qui ne contiendront que ce rayon vecteur, disparai-
tront donc dans les valeurs des différences partielles




?.Iiu

de la fonction V relatives & ces angles; on peut donc
les supprimer d'avance et donner & I'expression de V
cette forme,

THEORIE ANALYTIQUE

V=— 3L (Ax? By 4 Co).

ar

Si T'on éléve au carré les valeurs de x', 7', 2, et qu'on
les substitue dans cette équation, en faisant, pour

abréger,
X'=Xcosy—vsing, v =x sing -+ ¥ cost,

et en observant que la, relation a2 4 A =
donne

X%+ (Y cost —5inh)? = r? — (¥'sinf + 2z cosf )*,

on aura

L
V=— ;-‘.(A—-B:I
4r

3L :
+ﬁ (A4 B—2C) (v sinf 4z cosh),

11 est bon d’observer qu’on obtiendrait identique-
ment la méme valeur en développant la fonction V
_exprimée au moyen des coordonnées x,, I B
2, 5.5, relatives i des axes fixes, et en substituant en-
suite 4 la place des coordonnées x, ¥, %, leurs va-
leurs, n°2, exprimées en coordonnées relatives atix
trois axes principaux du sphéroide, conformément a
I'analyse suivie, numéro cité.
Si I'on rejette les termes dépendants de I'angle o, la
fonction V se change dans la fonction que nous avons

[x"*—(x"cosi—zsinb)|cos 2g+2x'(v' cosf—zsin0)sin2 5]
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désignée par F 3 onaura done simplement
*3L
g

F ===
gr

(A + B— 2C) (Y sinf + zcosf)’.

En différentiant cette expression; on formera les
valeurs des quantités - qui entrent dans les
df d
formules (6); mais pour rendre possible l'intégra-
tion de ces formules, il sera nécessaire d'exprimer les
coordonnées X, ¥, z de l'astre L, en fonection du

temps £.

Pour cela, nommons 7 l'inclinaison du plan de
I'orbite que décrit 1'astre L dzmshsun mouvement au-
tour de la Terve, sur le plandes X, ¥ ou sur P'écliptique
fixe ; soient de plus « la longitudeude son neend et ¢
la longitude de la projection de §6h rayon vecteur,
comptées sur le méme plan i pagtir de 'axe des x5 en
désignant par s la latitude, on aura

X = /' cos¢’ coss’, Y =T sin¢ coss!, Z= r'sinys’.

On a d’ailleurs tang s’ = tangy sin (¢’ — «); en obser-
vant done que 7 est généralement un trés-petit angle
dont on peut négliger les puissances supérieures a la

5"[’0”1.“', on frouvera
X ="+ cos¢ y1—g'sin’(vV —a); Y =r"sine 1 - 'sin’ (¢ —a),
L=r'ysin(¢— ),

on tire de la

X'=r"cos (¢ §) Y1 — ¥ sin® (v — a),

Y = 1/ sim (¢ 4= @) ¢1 — P sin’ (o — &),

» 11. 1
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et, au moyen de ces valeurs, on trouve

PN I : 5 S
(; sinf - ;cns ﬁ') = sin?@ sin® (v + )

~+ 279 sinf cosf sin (¢ + ¢) sin (v — «)
+ ?sin? (v — ) [eos? § — sin? Gsin® (v'+ ¢) |.

Si_l'on substitue cette valeur dans Pexpression de
F, qu'on:remplace ensuite 1" et ¢ par leurs valeurs
relatives au mouvement elliptique de l'astre L, et deé-
veloppées en séries de sinus et de cosinus des multiples
de son moyen mouvement mt, il sera facile de réduire
en -;E-t-i:u; sumblab]esh valeurde F, et par suite celles

do 2 pt de — 3 les expressions différentielles de 6

¢ se lmuver{mt donc dew]uppvvs en une suite de
termes dout chacun sera intégrable séparément.

Soient e l'excentricité de l'orbite de L et a sa
moyenne distance 4 la Terre; désignons par ¢ et »
les longitudes de I'époque et du périhélie, comptécs
de la méme origine que ¢ ; on aura, par les formules
du mouvement elliptique, n® 24 et 25, livre I1,

- 1 | b J
—=|+;e’~{'c05{mr+e-u) — 5 ¢'cosa(me+ t—a)t L,
i

- T :
.-'=mt+t+2c5ln{m:—i—a—m}—kze‘smz(m:—l—: — W)

8 . s
— yisin2 (e b e—a) 4. ...

4

L'excentricité de 'orbite de L et son inclinaison
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sur I'écliptique fixe étant toujours peu considérables,
e et 7 sont de tres-petites quantités ; nous négligerons
en conséquence leurs troisiemes puissances ainsi que
leurs produits de trois dimensions. Nous observerons,
de plus, que les termes de la valeur de V, qui dépen-
dent du mouvement de I'astre L dans son orbite, ne
produisant dans les valeurs de 6 et de ¢ que des iné-
galités périodiques qui sont nécessairement trés-pe-
tites, comme les observations l'indiquent, on peut
n'avoir égard qu’aux plus considérables d’entre elles;
en conséquence, nous ne considérerons parmi ces
termes que ceux qui sont indépendants de I'excentri-
cité e et de l'inclinaison 7. Cela posé, il est facile de
se convaincre qu'il suffira de faire dans I'expression
de V, 14
1 3 ; f‘r

=I+;l‘-’ et oE mi 4 e ‘ Sl

On trouvera ainsi, aprés avoir substitué pour
L ) z 1
(,7 sinf + - cosﬁ) sa valeur, "

3L

1 (A+.H_2L} 151":9( %— e —é;‘) —-}_

I, ;
+ gsin2 0 cos(a+4) +4* |—-:05‘0 - —isln‘ﬁ cos2 (=4 4 JJ
i

— sin®f cos 2 (mt -8 43} i
Cette expression conserveraitla méme forme, quel que
fut le nombre des corps agissants du systeme.

Nous admettrons, conformément & ce qu'indiquent
16.
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les observations, que le Soleil et la Lune sont les seuls
astres qui influent sur les mouvements de I'équateur
terrestre, et nous supposerons que l'astre L, dont
nous venons de considérer I'action, soit le Soleil.
Marquons respectivement d'un accent les lettres m,
a, e, Yy %, & qui sont relatives i cet astre, pour les
rapporter a la Lone dont nous désignerons la masse
L!
3
L
a’
sorte que ) désigne le rapport de I'action de la Lune
a celle du Soleil, et, d’apres les formules du mou-

par L. Supposons de plus, pour abréger,

=), en

.y . E -
vement elliptique, faisons — = m?, et, par suite,

I!
L’ » . ?
== m*). L'action de L' ajoutera a la valeur de F des

'3
termes semblables 4 ceux qui ont été introduits par
I'action de I'astre 1, et, en vertu de ces actions réunies,
on aura

& D A i <ol
—H—(A+B—9.C] ﬁlnﬂ[l—i—;f——!f+}(|—|—£¢ g ¥ ]I

~+ €08 0 (7 +29") 4+ sin26 [y cos (a + §) + )y’ cos (&' + 4}]

1

— sin’# [:% preosa (a44) + i Ay eos2 (a4 &)

~+ cosz(mt 4+ s ~+4) 4+ heosa (m't 4+ & 4 ,.I"
2 b

On peut négliger, a cause de leur petitesse, les
termes dépendant du carré de l'inclinaison de I'é-

- cliptique mobile sur I'écliptique fixe, en différentiant
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ensuite la valeur précédente, on aura

dF 3m 3 3,
Tl 4 (2C—A—B) lmu{imsﬂ[1+-—r’+a(1+—r° 2,‘)]

+ c0820 [ cos (- )+ iy cos (<’ + $)]

—-51nr}msB|:ri byt e0s 2 (o' 4-4)4-c0s 2 (me+e +-§) +) cos2 (m't-4 +J',a]]1
dF  Sm® e : Sy § G
- = ol aC—A—B)!sincos[qsin (a4 ) 4+ by sin ( o'+ 4)]

— sin'f l% hytsina (2’44 )4-sin2 (mi+e+ y )42 sina (m't 4+ »].]J l

Telles sont les valeurs qu'il faudra substituer dans
les formules (6), n° 24. Pour simplifier, nous ferons
d’abord abstraction des termes simplement pério-
diques, c’est-i-dire dépendants des mouvements du
Soleil et de 1a Lune dans leurs orbites, et nous négli-
gerons dans une premiére approximation les termes
multipliés par le carré des quantités trés-petites e, €
ety. Nous aurons simplement ainsi : =

3 —_
8 == 5_.!:;_;2‘ 2C _:\ B ciid Cosin (a4 4)
An H ey it LIC: —f—y)'l
| ’-mfh‘ 20— A —B gy N :
dh= ’I” TR cosl | , } ,‘: ) H}

cos2 0

0227 [rcos (= 4 4) + b7’ cos (&' + )] |

}

26. Avant de nous occuper de I'intégration de ces
formules, considérons les quatre quantitésysin (z -+ ¢),
peos (2 + ), Ay sin(a+ ¢) et by cos (2’ + ¢) qui
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entrent dans leurs seconds membres. Commencons
par les deux premiéres : elles représentent, comme il
est facile de le voir, les produits de I'inclinaison de
Forbite du Soleil sur I'écliptique fixe, par le sinus et
le cosinus de la longitude de son neeud, comptée sur
ce plan & partir de son intersection avec 'équateur, ou
de la ligne mobile des équinoxes. Si I'on développe
le premier de ces produits, on a )

78in (@ + ¢ )= ysinz cosy -+ 7 coszsin . (8)

Dans cette valeur, ysing et y cosa sont les produits
de Finclinaison de 'orbite solaire sur Iécliptique
fixe, par le sinus et le cosinus de la longitude de son
neeud comptée & partir d'une droite fixe. Ces quanti-
tésme sont pas constantes, elles sont sujettes A des
variations séculaires qu'il n'est pas permis de négliger
parce qu’elles peuvent devenir trés-sensibles par I'in-
tégration dans les valeurs de § et de §. Or nous avons
vu dans le n® 69 du livre IT, que si 'on nomme 7y I'in-
clinaison de l'orbite d'une planéte L. sur un plan
fixe, et « la longitude de son neeud ascendant comp-
tée a partir d’une origine fixe, le produit tangysinz
est exprimé par un nombre fini de termes de la forme
Bsin (bt + €), et le produit tangy cosa par la méme
suite de termes dans lesquels on change simplement
les sinus en cosinus. Nous représenterons la pre-
miére suite par X.Bsin(bt + 6) et la seconde par
3.B cos(&t + €). En observant donc que l'inclinaison
7 étant .-iu[lpnst-"e trés-pelite, on peut pl'vudre cet anglf'
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7
pour sa langente, on aura

7 sin & = Z.sin (bt + ), 7ycosa = X.Bcos(bt + 6).
Ces valeurs substituées dans I'équation (8) donnent
ysin(a + ¢) = Z.Bsin (bt + ¢ + 6),

d’oti I'on voit que pour avoir 7 sin (a + &), il suffit
d’augmenter de la quantité ¢ les angles des différents
termes de l'expression de ysing, c'est-a-dire qu'il
suffit de rapporter ces angles a la ligne mobile des
équinoxes. Nous verrons que la valeur de ¢ se com-
pose d’un terme croissant comme le temps ¢ et.d'une
suite d’inégalités 4 longue période du méme ordre
que la quantité B, on pourra donc, en négligeant les
quantités trés-petites de I'ordre B*, substituer 4 I'angle
¥, dans l'expression précédente, le moyen mouve-
ment des équinoxes. La valeur de ysin (o +- ) sera
exprimée alors par un nombre fini de‘termes de la
forme B sin (ct + ), qui ne différeront des termes de
I'expression de sinysing, qu'en ce que les angles
bt seront angmentés du moyen mouvement des équi-
noxes. On prouverait de la méme maniére que
yeos(a + &) sera composée de la méme suite de
termes dans lesquels on changera seulement les sinus

en cosinus, d'on il suit qu'on aura généralement
'-‘Jsin (5{_+ 1{;}: E.R:‘.in(ﬂ‘t-{— @), }
7 cos (& —+ ¢) = Z.B cos (¢t + 6). ) 4

Telles sont les valeurs qu'il faudra substituer dans les
seconds membres des équations (7) en vertu de I'ac-
tion du Soleil.
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Considérons maintenant les deux quantités
7sin(a’+ ¢). et cos(e' + ¢),

introduites par I'action de la Lune. L'analyse précé-
dente s’appliquerait encore a4 la détermination de ces
quantités ; mais une circonstance particuliére au mou-
vement de la Lune permet de simplifier leur expres-
sion. En effet, 'observation montre que l'inclinaison
moyenne de 'orbe lunaire sur I'écliptique mobile est
a peu prés constante; il y.a donc de I'avantage & in-
troduire cet angle & la place de Pinclinaison sur I'é-
cliptique fixe dans les formules ( 7).

Pour cela, observons que o’ représentant la longi-
tude du neeud de Porbite lunaire sur Pécliptique fixe,
comptée de la droite qui sert d’origine 4 I'angle 4, si
I'on désigne par = la longitude de la Lune comptée
de la méme ligne fixe sur I'écliptique invariable, ses
latitudes parrapport a I'écliptique fixe et a Uécliptique
mobile, seront respectivement, aux quantités pres du
second ordre, tangy/ sin (7 — &) et B/ sin(m —a'),"%en
désignant par B’ la tangente de 'inclinaison moyenne
de I'orbe lunaire sur I'écliptique vraie, Mais si la Lune
¢tait en mouvement sur le plan méme de cette éclipti-
que, sa latitude au-dessus de I'écliptique fixe corres-
pondante a la méme longitude = serait -

tang 7 sin (7 — 2).

Cette derniére latitude est aux quantités pres de T'or-
dre y?, égaleitla différence des denx premiéres; on aura
done, quel que soit 7,

tangysin (7 — o) = tangy’ sin (v — o) — W'sin(m — )3
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d’on, en supposant successivement © égal i zéro et =
égal & un angle droit, et substituant les angles ¢t +/
a la place de leurs tangentes, on lire

7 sine’ = ysina + B'sina’,
: 7 cosa’=ycosa + B'cosa’.
Cela posé, les deux quantités
ysin(e'+ ¢) et 7cos{a'+ )
donneront, en les développant,
7 sin(e + ¢) = ¥ sina’cosd 4 7 cosa' siny,
Y cos(e + ¢) = 7 cosa’cos Y — 7 sina’ sing.

Si I'on substifue dans ces expressions pour 7' sin o’ et
pour 7 cos &' leurs valeurs précédentes, on trouvera

7sin(e' + ¢) =y sin(z + ¢) -+ B'sin(a'+ ¢),
v cos(a’ + ¢) = ycos(a + &)+ B cos (&' + ¢).

On peut, dans les seconds membres de ces équations,
remplacer 7 sin (2 + ) et 7 cos (& + ¢) par leurs va-
leurs, n® 26, en désignant d’ailleurs par ¢’z + €' Ia
valeur moyenne de la longitude du noeud de I'orbite
lunaire comptée de I'équinoxe mobile, la seule a la-
quelle il soit nécessaire d'avoir égard, ce qui donne
'+ § = c't + &, les expressions précédentes de-
viendront :

'sin (&' 4+ ¢) = E.Bsin(ct + €) + Bsin(c't + '),

¢os (a'+ U) = Z.Bcos(ct + 8) + B'cos(c't + §'),
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Les seconds termes de ces valeurs dépendent des mou-
vements des nceuds de 'orbe lunaire, et leur période,
par conséquent, est nécessairement trés-colirte par
rapport a celle des autres termes, qui dépendent des
variations tres-lentes des orbites planétaires; on sait
en effet que les neeuds de 'orbe lunaire font le tour
entier du ciel dans un intervalle de moins de dix-huit
ans; on peut done, lorsqu’on se propose simplement,
comme nous le faisons ici, de déterminer les variations
séculaires du plan de I'équateur terrestre, faive abs-
traction de ces termes, et les comprendre parmi les
inégalités périodiques des valeurs finies des angles 0
et ¢ que nous déterminerons séparément. On aura
simplement ainsi :

7 sin(a' + ¢) = Z.Bsin(ct +6),
7 cos(a' + ¢) = E.Bcos{_cz.—k €).

Si I'on substitue ces valeurs ainsi que celles de
ysin(a -+ ) et de ycos(z + ) dansles équations (7),
on aura, en vertu des actions réunies du Soleil et de
la Lune,

3 (1)) de :!.C_—A—B
4n G
3 n (14 2)dt (2C—A—
= 2 :
4 n C

=

) cos L.Bsin(er486),

cosa

¥

o
5

B) ‘ cosf 4 £.B cos (et+6) ;

sin 6

1l ne s'agit plus que d'intégrer les formules préceé-
dentes pour en déduire les parties desvaleurs des deux
angles § et §, qui dépendent des déplacements sécu-
laires de I'équateur terrestre.
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27. Pour cela, nous emploierons la méthode ordi-
naire des approximations successives. Nous néglige-
rons dans une premiére approximation tous les termes
qui seraient de I'ordre du carré des forces perturba-
trices; on pourra rcgard(‘r alors comme des constantes
les quantités sind et cos§ qui entrent dans les seconds
membres des équations (10), et ces seconds membres
nerenfermeront plus que des quantités toutes connues.
On substituera ensuite dans ces formules pour & sa va-
leur donnée par la premiére approximation, et I'on
en conclura par une nouvelle intégration des valeurs
plus approchées de § et de ; en continuant ainsi suc-
cessivement, on aura les valeurs de ces deux quan-
tités avec toute la précision qu'on voudra atteindre.
En considérant ainsi § comme une quantité con-
stante dans les formules (10), et en intégrant d’abord
la premiére de ces formules, on aura

0=h+ C

Sm(14-13) (h-—i—ﬂ-—-zc'

)msﬂ" : 05 (et + 6)
4n ey e b 2o
&’ étant une constante arbitraire.

Pour déterminer cette constante, désignons par /&
Pinclinaison de I'équateur i V'écliptique fixe lorsque

commence le temps ¢, on aura pour cet instant
3 m? A A —2
ﬂ:ls’-—}-:]---m—{l+ -(—_'_—E-—?q posh x. Emsﬁ.
4n G ¢

En faisant done, pour .'ihrége:u_

O LR

#
pn
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on aura, aux quantités pres de 'ordre B*,
[ ‘/';jl
0=h 4356 cos(ct + 6) — cosB]. (11)

Passons a l'expression de dy. Si I'on y suppose
9 = h et qu'on remplace par I la quantité que cette
Il—'.‘“l‘l? l"l‘]]ﬁ.'?flf.'l'.llﬂ, on aura

dy =[l+ 2acotah3.Blcos(ct + 6)]dt,
d’ou I'on tire, en intégrant,

p=Uk+1l'+ ncotz-’:ﬁ.%—fsin(gr + 8),

[’ étant une nouvelle constante arbitraire.

Nous prendrons pour origine de 'angle ¢ et des
autres longitudes comptées sur le plan de 'écliptique
fixe, I'équinoxe du printemps 4 'époque d'oir l'on
compte le temps ¢, en sorte que ¢ sera nul en méme
temps que £; on aura ainsi

Bl .
o.= l'+ acotah . —sing,
et par conséquent

£l ; i
=it + 2 cot2 .ﬁ_:.%—{sm{nﬁ + 6) —siné]. (12)

Ces valeurs de § et b serviront a4 déterminer les mou-
vements de l'axe terrestre par rapport aux etoiles ;
jointes a la valeur ¢ = nt + ¢, elles fournissent tontes
les données nécessaires pour fixer a chaque instant
la position de la Terre autour de son centre de gra-
vite,

Dans les valeurs précédentes de G et de ¢, nous
avons négligé les termes dépendants du carré des
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forces perturbatrices, et ces valeurs suffisent pour la
comparaison de la théorie aux plus anciennes obser-
\'atinn_ﬁ qui nous solenl parventes. Ccpendant, pour
montrer comment on devrait procéder pour porter
plus loin la précision, supposons qu'on veuille tenir
compte des termes du second ordre dont nous avons
d’abord fait abstraction. Nous observerons d’abord
qu'on peut, comme précédemment, continuer a re-
garder cos§ comme constant dans l'expression de db,
parce que.les termes qui résulteraient de sa varia-
tion, seraient des quantités de l'ordre du carré des
forces perturbatrices multipliées par le carré de B,
qui est lui-méme une trés-petite quantité du second
ordre; ces termes seraient donc, par cette raison,
tout 4 fait insensibles. Il en serait de méme a I'égard
du second terme de l'expression de di; mais dans le
premier terme de cette méme quantité il ne sera plus
permis de regarder I'angle § comme constant, parce
que sa variation y produit des termes qui sont du se-
cond ordre par rapport aux forces perturbatrices,
mais seulement du premier par rapport a la quantité
B. C'est donc uniquement dans le premier terme de
I'expression de d¢ qu’il sera nécessaire d’avoir égard
i la variation de l'angle 6. Nommons donc 26 cette
variation déterminée par I'équation (11), en sorte
qu'on ait § = h — 26, en négligeant les quantités de
I'ordre (¢4)*, on aura
cos@ = cosh (1 + tanghdd),

ou bien, en mettant pour ¢4 sa valeur,

B/
cosh = f'Ds'f’l 1 4 langh . — [cos{ et + 6] — cost] ;
c
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Si dans le premier terme de l'expression de d¢ on
substitue cette valeur, et si 'on remplace par { la
(uantité que cette lettre represente, on trouvera

m“gn"e) cos (et -+ 6) I elt,

e

df = [!+ =Bl coth (:—F-i

Nous omettons, pour plus de simplicité dans le
coefficient de d¢, le terme du second ordre

J,
2 B tangh cos§€,
- _

qu’on pourra supposer compris dans la constante /.
En intégrant 'expression précédente, on aura

i l—c )
Y=le4-1"+3. BT cot fi (1 + c—t tang’ .':J sin(ct+-6),

I’ étant la constante introduite par I'intégration. En
déterminant cette constante comme nous 'avons fait

précédemment, on aura

p=tt 1. 22 coth (14 “=° tang? 4 ) [sin{er + 6) — siné]. (13)
y=lt+=. —co !(\I —— tang [sin{et+ 6) —sin&]. (13)

Cette expression coincide avec la valeur de ¢, don-
née par la formule (12), lorsqu’on néglige les termes
de I'ordre du carré des forces perturbatrices, c'est-
a-dire les termes qui ont [* pour coefficient.

28. 11 est important de remarquer que l'on serait
parvemi a des formules tres-différentes des précé-
dentes, si I'on avait négligé de tenir compte dans les
valeurs de d et d ¥ des variations séculaires des quan-
tités y'sinz et 7 cosz. En effet, il est aisé de voir que
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si I'on désigne par It le moyen mouvement des équi-
noxes, en sorte gu’on ait

vVegilz=r,

les produits de la tangente de l'inclinaison du plan de
I'orbite de I'astre L sur I'écliptique fixe, par le sinus
ou le cosinus de la longitude -de son nceud, comptée
de I'équinoxe mobile, seront dans ce cas,

ysin(z + ¢) = Z.Bsin(lt + §),
yeos(z + ¢) = 2.B cos(lt -+ €).

En substituant ces valeurs dans les équations (7) du
n° 25, et en leur appliquant ensuite 'analyse précé-
dente, on trouve

6 = h— Z.B[cos(lt + €) — cos€],
&= It + Z.Bcoth[sin(lt+ €) —sinf].

(14)

Ces formules ont été données d’abord par Lagrange,
dans les Mémoires de Berlin, pour 'année 780, et
on les retrouve dans plusieurs ouvrages d’Astronomie
qui ont paru depuis; on voit qu’elles dérivent natu-
rellement des valeurs de 6 et de ¢, n® 25, en suppo-
sant qu'on a égard, dans ces valeurs, a I'aplatissement
du sphéroide terrestre en tant qu'il produit la pré-
cession moyenne [t des équinoxes, mais qu'on peut
négliger effet de cet aplatissement combiné avec le
déplacement séculaire du plan de 'orbite de 'astre 1.
Or cette hypothése n'est pas suffisamment exacte,
et 'on verra plus bas, comme I'a remarqué Laplace,
que les formules (14) ne peuvent servir que pendant
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un siecle au plus a partir de I'épogue d’on 'on compte
le temps ¢, mais qu'au dela elles donneraient des ré-
sultats fort différents des phénomenes observés.

29. Nous avons rapporté jusqu'ici les angles § et ¢
a une écliptique fixe; mais pour comparer la théorie
aux observations, il faut avoir les valeurs de ces an-
gles par rapport a I'écliptique mobile, puisque c’est
en effet de ce plan que nous les observons, Suppo-
sons que l'astre L, dont nous considérons I'action sur
le sphéroide terrestre, soit le Soleil, et considérons
le triangle formé sur la surface d'une spheére décrite
du centre de gravité de la Terre avec un rayon arbi-
traire, par I'écliptique fixe, I'équatear et le plan mo-
bile de I'orbe solaire ou I'écliptique vraie. Si 'on dé-
signe par §' l'inclinaison de I'équateur a I'écliptique
vraie, les trois angles de ce triangle seront 6, 7 et
180° — 6', et I'arc & —+ U sera le coté opposé a I'angle
180° — §'; on aura donc, pour déterminer cet angle,

cos ' = cosf cosy — sin¥ siny cos(z + ).

Cette équation donne, aux quantités prés de Pordre 7,
§'=8 si 'on néglige seulement les quantités de ordre
7%, on trouve
; y 1 oM
6' =G gcos(a+ ¢)+ Ecutﬁy’ sin?( o <= ¢ ),
ou bien, en substituant poury cos(z+Y)ety*sin®(z4 )
leurs valeurs, n®26, et négligeant toujours les quan-

tités du troisieme ordre,

1 g
0 =10 +4 EBeos{et 4 ) 4 ~col h[T.Bsin(et+ 6




