JORINA T

DE

SCIENCIAS NATHENATIGAS £ ASTRONOMIGAS

PUBLICADO

PELO

Dr. Francisco Gomes Teixeira

Professor de Mathematica na Universidade de Coimbra,
Socio correspondente da Academia Real das Sciencias de Lisboa
¢ da Sociedade de Sciencias Physicas ¢ Naluraes de Bordeaux

A ———_—— R

VOLUM E III

COIMBRA

IMPRENSA DA UNIVERSIDADE

1881







SUR UNE QUESTION PROPOSEE
DANS LE JOURNAL DE MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES (+)

PAR

ALFREDO ScHIAPPA MONTEIRO

Inscrire un triangle dans un cercle donné, élant aussi donnés
les points milieux des arcs sous-tendus par ses cdiés.

SOLUTION

En supposant le probléme résolu, soit abe le triangle demandé,
inscrit dans le cercle donné (C), et mq, mg et my les points donnés,
ou les milieux des arcs ab, bc et ca. La corde bmg passant par
le point milieu mg de I'arc ac sera la bissectrice de I'angle abe;
et puisque les rayons Cm;, Cmg et Cmg du cercle (C) sont
perpendiculaires aux cdtés ab, be et ca du triangle demandé,
il s'ensuit que cette bissectrice sera paralléle & celle de I'angle
complémentaire my Cmg, on perpendiculaire a la corde my mg.
Pour les sommets a et ¢ nous auront de méme que les cordes mga
et my ¢ seront perpendiculaires aux cordes mymg et mgmg.

Donc, les sommets a, b et ¢ du triangle demandé ab c seront
les points d'intersection du cercle (C) avec les perpendiculaires my c,
mga et mgb, abaissées des sommels my, mg et mg du triangle
donné my mgmg sur les cdtés opposés mg mg, my mg ef my mg.

Si nous considérons les extrémités ng, ng et ng des diamétres
my Gny, mgCng et mgCng, ou les points milieux des arcs sup-
plémentaires des arcs amyb, b mgc et ¢ mga nous aurons le tri-
angle auxiliaire nyngng, qui donnera comme précédemment le
triangle inscrit a'b'¢’ dont les cotés seront sous-tendus par ces
arcs supplémentaires, et qui par suite répondera i la seconde
solution du probléme.

(#) Jornal publicado em Paris pelos srs. Bourget e Koehler,
L
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Remarque générale

D’aprés ce que nous venons de dire nous avons d'abord ce
théoréme : . :

Les trois hauteurs mga, mg3 et myy d'un_triangle my mgmg
coupent la circonférence de cercle circonscrite (C) en points a, b et ¢,
qui sont les extrémités des arcs ab, be et ca ayant pour points
milieuz les sommels my, mg et my de ce triangle.

Si nous considérons maintenant le triangle abc assujetti a
avoir ses cotés ab, be et ca constamment paralléles i eux-mémes,
ou perpendiculaires aux diamétres my Cny, mg Cng et mg C ng,
et deux de ses sommets sur la circonférence de cercle (C), le
troisi¢eme sommet resté libre décrira une ellipse mgv'bongb’ ou (E).

En effet, soient a et ¢ les sommets qui se trouvent continuel-
lement sur la circonférence, et b le sommet resté libre, étant pg
le point milieu du coté a b, ou son intersection avec le diamétre
mg Cng. Ce triangle étant donc continuellement paralléle a lui-
méme les carrés des droites paralléles u3b seront entre eux comme
les carrés des demi-cordes pga. Or, pga étant perpendiculaire
amgCng, on a L

iy
a3 = My Ag >< |Ag Ngy

donc le carré de la droite pgb sera au rectangle mgug > pgng
dans un rapport constant, pour chacun des points de la courbe,
et par suite cette derniére est une ellipse ayant mg Cng pour I'un
de ses diametres, et les paralléles .3 b pour ordonnées obliques (»).

L'ellipse décrite par le point b sera évidemment concentrique
au cercle considéré (C), et aura pour demi-diamétre conjugué
4 mgCng la droite Cf, menée du centre C paralldlement & p3b,
et son extrémité [ sera la position du sommet libre du triangle
variable a be, quand le coté ac deviendra le diamétre d Ce per-
pendiculaire au diamétre ms Cng. Les deux autres points d'inter-
section b et &' de I'ellipse (E) et du cercle (C), que nous avons
déja déterminés élémentairement, seront sur un autre diamétre
bC Y de cette ellipse.

() Voyez Applications d’Analyse el de Géoméirie, 1. V. Poncelet
LI p 3 6t o i R Ulw "
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Comme on sait, on peut encore démontrer que le lieu géomé-
trique du sommet libre b est une ellipse en considérant le cercle
(C) comme la courbe d’entrée, commune i deux cylindres, et la
corde ac comme le trace de I'un des plans paralléles, qui cou-
pent les deux cylindres suivant quatre génératrices, 31;“1 de
celles-ci se projetant suivant les cotés ba et be du triangle va-
riable ou générateur abe. Ainsi la courbe myv'bngl’ sera la
projection de la courbe plane de sortie, et par suite de méme
espéce que la courbe dentrée (C).

Done, pour déterminer l'intersection d’une ellipse (E), donnée
par deux diamétres conjugués m3Cng et fCg, avec un cercle (C)
déerit sur I'un myCng de ces diamétres conjugués comme dia-
métre, nous tirons le diamétre d Ce de ce cercle perpendiculaire
au diamatre mg C ng, par les extrémités duquel nous menons les
cordes mgb et ngb' ou ngb et mgd’' paralléles a la bissectrice
de l'angle dfe, ou a celle de son angle supplémentaire, lesquelles
couperont le cercle dans les points demandés b et b'.

cotés ef et df du triangle d e[ sont respectivement égaux
a la somme et a la différence des demi-axes a et b de Uellipse (E).

En effet, tragons le grand axe uCv=2.a, et le petit axe
u' Cv'=2.b, ou les paralléles a la bissectrice de I'angle dfe et
a celle de son supplément, étant ¢, p et ¢, ¢/ les deux couples
d'intersections du premier et du second axe avec les cotés ef
et df du triangle d fe, et tirons par C les droites Ce' et Cd'

aralléles & ces cotés, lesquelles, coupant dans les points ¢’ et d'
fa droite ¢' fd', paralléle au troisitme coté de de ce triangle,
déterminent le triangle d' C ¢’ inversement égal a celui-ci.

Comme on sait les deux longueurs p fet g étant égales, I'une
au demi-grand axe Cv=a et l'autre au demi-petit axe cv'=b;
et les points milieux o et o' des segments gop et ¢’ o'¢' étant
les centres des cercles Cqd'p et Ce’¢ i décrits sur ces segments,
ou sur les segments Cod' et Co'¢’ comme diamétres, les triangles
Cpe et d'qf seront égaux, ainsi que les triangles Ci'd et ¢¢'f,
d’oil il résulte ep=qf=b ou eq=pf=a, et {d=fe'=b ou i'[=de'=a,
et par suite

¢ef=a+bet df=a—b.

D’aprés cela, étant donnée la somme et la différence des demi-
axes a et b, et un diamétre quelconque mgCng d'une ellipse (E),
nous déterminerons immédiatement son conjugué fCg.
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Voyons maintenant comme nous pouvons délerminer l'inter-
section d'un cercle (C') avec une ellipse concentrique (E), donnée
par deuz demi-diamétres conjugués Cng et Cf.

Pour cela, menons par le point C la perpendiculaire dCe
sur Cng, en prenant d'un et autre coté de C les deux longueurs
Cd et Ce égales a Cng et tragons le triangle df¢; et en faisant
centre dans le point milieu o du coté ef, avec le rayon oC,
décrivons un cercle, qui, coupant ce cité en q et p donnera les
directions Cq et Cp des axes, dont la grandeur sera 2.eq—2.a
et 2.¢f=2.b. Puis tracons le triangle dy fye; étant ses deux
cOlés dy fy et e fy égaux aux cbtés df et ef du triangle d e,
le troisitme cOté djey étant égal au diamétre du cercle (C).
Cela posé, déterminons les points milieux C’ et oy des cotés dye
et e fy, et en faisant centre en oy avec le rayon oy C' décrivons,
comme précédemment, un cercle, qui coupera ey fy aux points py
et g1. Finalement en faisant coincider le point C avec le point C,
ainsi que les droites rectangulaires C'py et C' gy avec les droites
Cp et Cgq le troisiéme coté dyeq du triangle dy fyeq sera le dia-
métre du cercle (C') perpendiculaire au diamétre m'y Cn'y de ce
cercle, dont les extrémités m'y et n'y représentent deux points
de l'intersection demandée.

Les deux autres points d'intersection by et by se détermine~
ront comme plus haut, en menant par m's et n'y les droites m/y b
et n'y ¥’y paralléles au demi-axe Cv.

Plusieurs autres problémes relatifs a I'ellipse (E) sont facile=
ment résolus en s’appuyant sur les principes qu’on vient d'étudier.
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SOBRE UM PROBLEMA DE GEOMETRIA

L. F. MaArRECAS FERREIRA

Dadas duas rectas, que se cortam n'um plano, ¢ um ponlo,
tirar por esle (ransversaes, satisfazendo d condipdo, de que os
rectangulos dos segmentos, definidos pelas rectas e o ponlo, sejam
equivalentes a um determinado rectangulo ().

Clircumferencias auxiliares

0s dados que a fig. 1.* representa slio as rectas AA; e BBy
e o ponto M; K o rectangulo dos segmentos; « o angulo AV B
em que existe M. Tire-se MP perpendicularmente a VB e de-
termine-se sobre esta recta um ponto (), tal que MP>MQ=K;
sobre M (), como diametro, construa-se uma circumferencia, e
se esta curva interceptar AAy em i e ¢, teremos nas rectas Mi
e M# o seguinte:

Mi<xMg=M¢>x<Mg=MP<MQ=K.

Sendo A Ay tangente & circumferencia, apenas ha uma solugdo,
¢ nenhuma no caso de se nio cortarem.

Os pontos i e i’ (no caso de duas intersec¢des) podem estar
ambos situados d'um mesmo lado de V, quer sobre VA, quer
sobre VAy; ou um sobre VA, outro sobre VA;; e como A A
nio péde cortar a circumferencia em mais de dois pontos,
segue-se que esta curva nio péde fornecer mais de duas solugdes.
Vé-se por outro lado que, sendo a circumferencia descripta o

e

{#) Amyot e diverzos oulros auctores, que tém proposto este problema,
indicam suceintamente o modo de se obter as solucoes d'elle ; nenhum,
porém, o considerou digno de estudo especial, como um dos mais interes-
santes problemas de geometria elementar.
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logar geometrico dos extremos i, ¢’ ... das transversaes, cujos
respectivos rectangulos, produzidos pelos segmentos, sdo equi-
valentes ao rectangulo dado, ndio péde haver transversal alguma,
satisfazendo ao problema, que nio seja cbtida no angulo A{VB
por intermedio da circumferencia.

O angulo A{VB nio admitte pois mais de duas transversaes
nas circumstancias pedidas.

Tire-se M Py perpendicularmente a A A4, determine-se Qq
pela condicio M Py > M Qq =K, construa-se uma nova circum-
ferencia sobre M Qq, determinem-se as intersec¢des d'esta com
B By, e as transversaes para esles pontos dirigidas, resolverio o
problema. A fig. 1.* apresenta as duas intersec¢des g e g/, abaixo
de V; logo n'este caso as transyersaes correspondem ao angulo
A4V B, e pelo que ficou dito devem coincidir com as anteriores,
isto &, a segunda circumferencia ndo introduziu solugdes novas.
A fig. 1.* apresenta igualmente duas solugdes.

Constroem-se as solugdes dentro do angulo AVB, em que
existe M (fig. 2.*), tirando B'B'y, parallela a B By, e & mesma
distancia de M ; determinam-se as solugdes correspondentes aos
angulos AV{B’ e A;V;B';. Consideremos uma d’estas solugdes
Mnyp; serd Mp><Mny=K; mas Mny=Mn, logo Mp><Mn=K.
Podiamos tirar A’ A’y parallelamente a A Ay, e & mesma dis-
tancia do ponto M, obtendo-se ainda os mesmos resultados.

Podemos obter as solugdes dentro do angulo « sem o recurso
d’aquellas circumferencias auxiliares, tirando, por exemplo, por M
a recta pM ¢ (fig. 3.%), parallela a AV, marcando sobre ella um
ponto ¢, que satisfaca & condicio Mp<xMg=K, e, suppondo
que rs & uma soluclo, serido similhantes os triangulos grM
e Mps, e os angulos. em r e p iguaes entre si e a V; logo con-
strua-se sobre M ¢ o segmento capaz de &, determinem-se-lhe as
intersecgbes com AV e os pontos r e §, assim obtidos, determi-
nardio duas solugdes.

Para haver uma soluglo, é necessario que a circumferencia
descripta seja tangente a VA n'um ponto ky; mas, como VA ¢é
por construcgdo parallela a Mg, segue-se que a perpendicular kym,
abaixada do ponto de tangencia sobre Mg, divide esta distancia
em partes iguaes; logo o angulo mk;M ¢ igual a %, e como kym
¢ perpendicular a VA, a solucdo unica ky M serd perpendicular
& bissectriz de «; o que se conclue ainda do seguinte facto:
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As solugdes rs e r's' da fig. 3." sdo anti-parallelas, e como
por um ponto situado dentro d'um angulo ndio podem passar
mais de duas rectas anti-parallelas, dentro de « haverd s6 duas
solugdes, e mo caso d'uma qualquer d'ellas ser perpendicular &
bissectriz, a segunda coufundir-se-ha com ella.

Se em logar de tirarmos a recta p g, parallela a AV, tiras-
semos por M uma outra parallela a VB, fazendo construcgdes
analogas, determinariamos as intersecgdes s e r’ sobre VB, ob-
tendo-se as solucdes anteriores.

Conclue-se, portanto, que o numero maximo das que podem
existir dentro do angulo é de duas, e como este caso corresponde
evidentemente ao da fig. 1.%, visto que ambos se resolvem do
mesmo modo, attendendo ao primeiro processo empregado na
determinagiio das solucdes dentro do angulo AVB, segue-se que
o numero maximo das que admitte o problema é de quatro.

Se prolongassemos (fig. 1.%) a recta MP e sobre ella tomas-
semos um ponto Qy, symetrico de Q em relacio a M, e sobre MQy.
como diametro, construissemos uma circumferencia, ella gosaria
em relagio ao angulo AVB da mesma propriedade que a con-
struida sobre MQ; prolongando igualmente M Py, obteriamos
ainda uma outra circumferencia, e ambas determinariam as so-
lugdes dentro do angulo; facil ¢, porém, de.ver que estes dois
logares geometricos sio exactamente 0s mesmos que se empre-
garam no segundo processo, ainda que determinados por proprie-
dades diversas.

Condi¢des da tangencia

Para que uma circumferencia com o centro sobre MP (fig. 4.%),
e passando por M, seja tangente a AAy, deve o seu centro § eslar
equidistante de M e da recta, ou ser sk (perpendicular a AAy)
—sM. O triangulo ksM é isosceles, ou Mk perpendicular & bis-
sectriz do angulo em s; logo é Mk parallelo & bissectriz de AVB,
ficando assim determinados os pontos k e s.

Do mesmo modo se obtém os pontos s' e ky. 5 e s sdo os
pontos em que MP intercepta a parabola com o foco em M,
tendo por directriz A Ay.

Podemos determinar igualmente os pontos sy e 'y sobre M Py,
bem como k' e K'y.
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Os pontos M, ¥ e k estio situados em linha recta, por isso
que a recta M/’ deve ser parallela 4 bissectriz de =, assim como
a recta Mk.

Da mesma sorte os pontos M, k; e k'; devem estar em linha
recta; assim facilmente se reconhece que Mk deve ser perpen-
dicular & bissectriz de «; o mesmo succede com M Ky,

Deslocando-se sobre o plano o ponto M, a recta Mk caminha

arallelamente a si mesma, de sorte que, estando M sobre a
Eisscctriz. k e k' confundem-se em V; caminhando para a direita
d'esta ficard &' (trago sobre BBy) abaixo de k (trago sobre A A,),
dando-se o contrario para o lado opposto.

Pela similhanca dos triangulos ksM, ks M, MkP; e MK'P,
tem-se

M Mi_MP,
Ms;, MK MP
d’onde
MP><Ms=MP;<Ms.

Os diamelros das circumferencias tangentes em k e k' aos lados
do angulo (respectivamente) serio 2M s e 2M sy ; teremos por-
tanto

MP<2Ms=MPyx<2Ms;=C......... (1)

designando C o valor do rectangulo, correspondente a uma posiciio
particular do ponto e dos lados do angulo.

Logo, para o valor K=C e determinacio das solu¢des nos
angulos A{VB e AV By construircmos a circumferencia corres-
pondente a cada um, seri uma d’ellas tangente em &, a outra
em k', e como estes dois pontos estdo em linha recta com M,
segue-se que se obtem como solugio unica para aquelles angulos
a transversal M k /', sendo portanto

MkxMK=C.

Deduz-se ainda que os valores de K, inferiores a C, exigindo
a construcglo de circumferencias, que nlo encontram A A; e B By,
niao dao solugdes nos angulos considerados; quando forem supe-
riores &quelle valor fornecem duas solugdes.
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. e e e

Teriamos da mesma sorte
MPy=<2Msy=MP' <2Ms=C........ (2)

¢ a transversal M k'y ky, perpendicular & bissectriz de », serd a

unica soluclio dentro d’este angulo na hypothese K= C'; ndo

existindo nenhuma para K < C' e havendo duas para K> C'.
Dividindo (1) por (2) e attendendo a que MP =MP’, vem

Ms Ms; C rinrihd
Mo Mde et AT g

Se ¢ agudo o angulo AV B, a perpendicular M P encontrari
A Ay abaixo de V, ou na parte VA, nio podendo ser sobre VA,
porque o angulo A;V B & entio obtuso. -

N'este caso s' ky serd menor que a sua parallela sk, e como
fky=M¢ e sk=Ms sera Ms>Ms' ou C'<C; podemos, pois,
escrever, fazendo 3 > 1

se for obtuso, a intersecgdio de MP com A Ay ha de fazer-se na
parte VA;; serd portanto sk<skyouMs<Mse

Vé-se facilmente que no primeiro caso estaré s' mais proximo
de M que s;; no segundo estes pontos coincidem, sendo além
d'isso a recta k' Ky paralleld a kkq; no terceiro o ponto s serd
o mais proximo de M. _

No caso de tangencia dentro do angulo AV B, a transversal
M ky, prolongada até interceptar a recta BBy, constitue a unica
solugao; a distancia de M a esta ultima recta seré igual a M &'y,

visto que M P =MP'. No caso sujeito teremos pois

MkyxMKy=C.
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Determinacio das solug¢des

a) ¢<90°......c'=%

C
A valores de R, menores que = nio corresponde soluglo

alguma; para K = % obtem-se uma no angulo em que existe M,

perpendicular & bissectriz de ; para valores maiores havera duas
solugdes n’esse angulo; quando K =C obtem-se uma nos angulos
verticalmente oppostos AV By e B VAq; por conseguinte esta
hypothese fornece tres solugdes. Sendo K > C ha duas dentro de «
e duas nos outros angulos, o que prefaz uma totalidade de quatro.

Se o ponto dado estiver na bissectriz de a, obtem-se 0 mesmo
numero de solugdes em cada uma das hypotheses precedentes ;
as quaes, no caso de ndo serem fornecidas pela bissectriz ou sua
perpendicular, occupardio posigdes symetricas em relaglio a ambas
estas linhas, ou sémente a uma d’ellas, quando forem duas apenas.

b) «a=90°......¢=C

Niio ha solugio alguma quando K< C; a K=C correspondem
duas, sendo a primeira n'um dos angulos superiores, e outra
dentro de «, dando-se em ambos os casos a tangencia das cir-
cumferencias auxiliares; da hypothese K> C resultam quatro
solugdes, sendo duas nos angulos superiores e duas dentro de « (+).

N'esta hypothese di-se a singularidade de ser sempre par o
numero de solugdes, como se conclue d'esta discussdo; mas o
facto ¢ susceptivel d'uma demonstraglio directa; prova-se effecti-
vamente que toda a soluglio, fornecida pelos angulos superiores,
tem uma correspondente dentro do angulo a, sendo as respectivas
direcgdes perpendiculares entre si.

b a>90°, ..., C'=2C

Valores de K inferiores a C ndo fornecem soluglio alguma ;
quando K~ C obtem-se uma solugdo nos angulos superiores, e
as circumferencias auxiliares sdo alli tangentes 4s duas rectas;

(%) Obtinham-se os mesmos resultados, considerando-se o ponto dado
gobre a bisseetriz de a. iy L
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d’estes angulos provém duas solugdes, quando K>C; a K=)\C
corresponde uma solugdo dentro de a, e portanto esta hypothese
fornece tres solugdes; sendo K > ) C haverd duas dentro de « e
duas nos angulos superiores, o que prefaz uma totalidade de quatro.

Em todas as hypotheses precedentes, quando o ponto M estiver
na bissectriz de «, os pontos k e k' confundem-se em V, e neste
vertice se verifica a tangencia das circumferencias auxiliares
superiores; do mesmo modo os pontos ky e k'y se confundirdo
em Vy, vertice em que se verifica a tangencia das circumferencias

auxiliares inferiores, sendo C=MV e C'=MYV, .
A seguinte tabella apresenta as solugdes que resultam das
differentes hypotheses :

Valores de K

De K=I a K=C (exclusivé)

K=C

De K=C a K=)C (exclusivé)

K=)C

K>AC
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O que fica exposto permitte a resolugdo do seguinte interes-
sante problema :

Dados um ponto ¢ um angulo, no mesmo plano, determinar o

mazimo e minimo dos rectangulos dos segmentos, comprehendidos
sobre uma transversal entre o ponto ¢ os lados do angulo.

Sendo a<<90°, sera Mk><Mk o minimo para os dois angulos
superiores, e Mk > MK’y o minimo para o angulo «; dando a
segunda transversal o minimo relativo.

a = 90° — dois minimos iguaes Mk > M A =Mkq><ML'y.
« > 90° — minimo relativo Mkx<MK'; o segundo & Mk, <M K'y.

Os maximos em numero de quatro correspondem, como é
evidente, as transversaes parallelas aos lados do angulo, e pro-
venientes da hypothese K'= ce. :

Estas parallelas constituem limites de posi¢iio para as solugdes
comprehendidas dentro do angulo.

Nota.— Supponhamos na fig. 6. que AV ¢é perpendicular
a VB e AB perpendicular a mr; teremos pela similhanga dos
triangulos Amr e rymB o seguinte :

Am:rm::mri:mB
d’onde

Am<xmB=rmxmri,...oo00ee. . (1).
Pela similhanca de AVB e rVry

rViriV::VB: AV
d’onde
tVxAV=rVx<VB....c..svs o (@)

Conclue-se de (1) que sendo recto o angulo AV B, e obtida
a solugdo, dentro do angulo, K=Am>mB, haverd outra dada
pela transversal mr, que é perpendicular équella linha.
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De (1) e (2) deduzem-se dois principios geraes e elementares,
applicaveis a uma curva qualquer, relerida a eixos orthogonaes
e Ja conhecidos:

— O producto dos segmentos da tangente a uma curva, com-
prehendidos entre o ponto de contacto e dois eixos orthogonaes,
¢ igual ao producto dos segmentos da normal, comprehendidos
entre o ponto de contacto e 0s mesmos eixos.

— O producto das distancias da origem aos pés da tangente
e normal sobre um eixo, é igual ao producto das distancias
d’esse ponto aos pés das mesmas rectas sobre o outro eixo.
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Demonstrar que o resto da divisio do producto de numeros
inteiros conseculivos

a(a+1)(@a+2)...(at2p—1)
pela somma dos mesmos numeros
at+(@+1)+(a+2)+...+(a+2p—1),
sendo o primeiro numero da férma
a=2%—1p—u

e « um inteiro menor que 2p—1, é o mesmo que o resto da
divisiio de

32,5272, .. [2(p—a)—3]2 [2(p—a)—1] [2(p—a)+1]2...(2p—1)?

por 2a+2p—1. ¢

Em segundo logar pede-se a expressdo analytica, inteira rela-
tivamente a todos os numeros que n’ella entram, da differenga
entre as fracgdes

_afa+1)(a+2)...(a+2p—1)
at+a+i+a+2+...+a+2p—1

315072, [2(p—s)3] (2(p—a)—1] [2(p—a)H1 2. (2p— 1)

2a+2p-—-1

Gomes TExERA (PEDRO).
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SOBRE A TRANSFORMACAO DAS FUNCCOES X. DE LEGENDRE
EM INTEGRAL DEFINIDO

POR

J. A, MARTINS DA SiLva

Alferes alamno de Artilheria

Sio de grande importancia em Analyse, como é sabido, as
expressoes da forma

. q dn (2 — 1)
*=1.93...2n" dz

conhecidas pelo nome de polynomios de Legendre, pois foi este
illustre geometra quem as primeiro estudou por occasilio das suas
investigagdes sobre a altracgiio dos espheroides e figura dos
planetas.

Tem-se dado varias transformacoes d'estas funcqﬁes notaveis
empregando a integragio definida. Entre outras citaremos, por
exemplo, as duas seguintes («):

13
X,.=if (z—Va'—1 .cosw)dw
T
|
3 coshﬂ' cosnfdh sen chnﬁdﬂ

2.. x. o o

2
0 V2(cos—ba) f' V2 (2 — cos b)

() M. Bertrand —Traité de Calew! etc., vol. II, pag. 503
]
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quando ¢ cosl >cosg; e

1 i
9 sen"gﬁsunnﬂdﬂ 9 .cA)sEﬂsennﬁd&
x‘ﬂ‘—_'_ 1 21 +'_;f
e Ve (cos b6 — ) 0 V2(z—cosh)

quando € cos § < cos g. N'estas {ormulas, devidas a Derichlet, ¢

-

¢ = arc (cos = z).

Vamos agora dar uma outra transformagiio de X,,, empregando
o integral definido :

jﬁvm dT r oo Ad}
_ AY+2BT+C _oAY+Bp2+(AC—BY)
em que

AC=Bi=0

para a funcglio affecta do signal integral ser sempre finita.
Os coelficientes A, B, C representam quantidades reaes.
Se fizessemos -

Ay+B=zVAC—B?

os limites =00 e *oo de z corresponderdo aos limites — oo
e + o de y, conforme o coefficiente A ¢ positivo ou negativo,
portanto (%):

f‘l‘“" dy il 1 J-":“ dz i

V(=A) C—B*

==

P

(#) M. Hermite—Cours d’Analyse, pag. 288.
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Para fazer, pois, a transformacio desejada, consideremos o
coefficiente A negativo e o coefficiente C=+ A, d’onde resulta

f+°‘ dy =V—1 il
— A(I* +EBT V‘A’--E—B‘
1

—=. VC1(A2+BY) °.

Supponhamos 2 <1 e

—A=(xcosp—1)

B= aseng.

Fazendo esta hypothese na férmula antecedente, vem

~d

poe d
(1—2acosg+a?) . L

wV_t _oll—ucosg)(1—y¥)+2yaseng

1
- R=00

(I—Eacos?-l-:‘)

1
(1—y%)—afcosp(1—y9) —2yseny]

5= leosg(1—y)—2yseng)t
il (1 _Y‘}l+'

f+°° [cosg (1 —¥)—2ysen 7]'d"
= e
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Finalmente para cosg =z vem

z2(1—yY)—2yV1—2tp

x-=t .—_i A U __T'l)u+l y ¢
ou ’
®[z(1—y¥)—2yV1— x“d
T rlf"-— “""T it "

transformaglio a que pretendiamos chegar.
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PRELECCAD SOBRE A ORIGEM E SOBRE 0S PRINCIPIOS
D0 CALCULO INFINITESIMAL
FEITA AOS ALUMNOS DA UNIVERSIDADE DE COIMBRA

POR

F. Gomes TEIXEIRA

Vou expor as modificagdes por que foi passando o methodo
seguido pelos geometras antigos para resolver certas questdes
relativas 4s linhas e superficies curvas, até ser reduzido em
algorithmo pela descoberta do Caleulo infinitesimal. Depois ex-
porei os principios d'este calculo, desenvolvendo o que escrevi
sobre este assumpto na minha nota—Sur les principes du Caleul
infinitésimal, publicada nas Memorias da Sociedade de Sciencias
Physicas e Naturaes de Bordeauz (2. serie, vol. IV).

I

Quando os mathematicos antigos queriam procurar as proprie=
dades de uma linha curva, e ndo as podiam achar directamente,
consideravam um polygono inscripto n’ella e achavam as proprie-
dades d'esse polygono, Em seguida estudavam a alteragdo que
iam tendo essas propriedades quando se augmentava indefinida-
mente os lados do polygono. E como por este augmento in-
definido do numero de lados do polygono elle se aproximava
tambem indefinidamente da curva, descobriam, guiando-se pela
lei da continuidade, as propriedades da curva. E n'isto que con-
siste 0 methodo de exaustdo, pois, na verdade, vae-se aqui exau=
rindo indefinidamente a differenga entre o polygono e a curva.

Como, porém, por mais que se augmente o numero dos lados
do polygono, este ¢ sempre differente da curva, consideravam os
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geometras antigos o methodo de exaustio como servindo sé
para a descoberta das propriedades das curvas, e niio para a sua
demonstragio; e por isso demonstravam depois que se cafa n'um
absurdo, suppondo que estas propriedades ndo tinham logar.
Era a este meio de demonstraciio que davam o nome de reducgdo
ao absurdo,

Do mesmo modo procediam nas questdes relativas &s super-
ficies curvas e aos solidos terminados por essas superficies, ins-
crevendo n'ellas polyedros, cujas faces diminuiam indefinidamente
de grandeza, augmentando indefinidamente o seu numero.

O primeiro exemplo que se encontra d’este methodo, é nos
Elementos de Euclides, na proposicio II do livro XII. Com effeito,
para mostrar que os circulos estdo entre si como os quadrados
dos seus diametros, suppde que este theorema ndo tem logar, e
mostra que inscrevendo quadrados nos circulos e depois succes-
sivamente polygonos regulares de dobrado numero de lados,
obtém-se sempre dois polygonos que ndo podem estar entre si
como os quadrados dos diametros dos circulos, sem se chegar a
um absurdo. Encontram-se ainda outros exemplos nos Elementos,
nas proposi¢des X, X1, XII e XVIII, e outros sobre questdes
mais complicadas nas obras de Archimedes.

Ao methodo de exaustdo dos antigos deu Kepler na sua Ste-
reomelria uma forma diversa no modo de applicagdo para de-
terminar algumas areas e alguns volumes. Assim para achar a
area do circulo, considerava-o este sabio como formado de um
numero infinito de triangulos, cujos lados eram os raios do cir-
culo e cujas bases eram os lados infinitamente pequenos de um
polygono inscripto ; depois sommava a area d'estes triangulos,
tomando para altura o raio do circulo e para somma das bases
a circumferencia. Do mesmo modo achava o volume do cone de-
compondo-o em pyramides triangulares pela unido dos vertices
dos triangulos, em que decompunha o circulo da base com o
vertice do cone, e sommando depois estas pyramides. Esta aqui
o germen do methodo dos indivisiveis de que se fez uso até s
descobertas de Newton e Leibnitz.

- Ao methodo de exaustdo deu o geometra italiano Cavalerius
uma férma ainda mais propria, para se resolverem por elle os
problemas geometricos, na sua Geometria dos indivisiveis, em que
a linha ¢ considerada como sendo formada de pontos successivos,
a superficie de linhas successivas, e o volume de superficies suc~
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cessivas, entendendo-se por este modo de fallar, como diz Pascal
explicando este methodo, que a area plana é a somma de um
numero indefinido de rectangulos muito pequenos, e o solido a
somma de um numero indefinido de primas.

Como se vé&, Cavalerius decompde a drea plana em rectangulos
infinitamente pequenos, e o volume em prismas infinitamente
pequenos, em quanto que Kepler decompunha a area em (ri-
angulos e o volume em pyramides; a primeira decomposicio &,
em geral, muito mais vantajosa do que a segunda.

Démos um exemplo do methodo dos indivisiveis. Se fizermos
secgdes planas equidistantes n'um cone de base circular, e as
compararmos com as sec¢des [eitas n'um cylindro da mesma base
e da mesma altura, notaremos que em cada posigio da seccio
o raio da seccio do cone ¢ a ter¢a parte do do cylindro, e por-
tanto que o volume do cone ¢ a terga parte do do cylindro, pois
que, segundo a linguagem do methodo, estes corpos siio a somma
d’essas seccgdes.

Aqui procede-se por comparacio de figuras para achar o
volume do cone pelo methodo dos indivisiveis; e assim se pro-
cedia quasi sempre antes de Wallis, que comegou a applicar o
calculo algebrico 4s quadraturas. Para ver o uso da Algebra
n'estas questdes, procuremos a area do triangulo. Tirande no
triangulo linhas parallelas & base, sabe-se que estas linhas de-
crescem proporcionalmente és suas distancias ao vertice; formam
pois uma progressio arithmetica decrescente, logo a somma
d’estas linhas, isto é, a area do triangulo, é igual ao primeiro
termo da progressio, isto ¢, & base do triangulo, multiplicada
por metade do numero de termos, isto é, por metade da altura.
Empregamos aqui a linguagem pouco rigorosa da Geometria dos
indivisiveis, mas o raciocinio empregado é no fundo rigoroso.

Quando pelo processo precedente niio podia fazer a quadratura,
recorria Wallis a um processo de interpolagio, que o levou a
alguns resultados notaveis.

Roberval fez antes de Cavalerius a descoberta do methodo
dos indivisiveis; porém tendo occultado a sua descobgrta, para
d’ella tirar partido para a resolugio dos problemas, que os geo-
metras d’esse tempo propunham em desafio uns aos outros, foi
precedido na publicacio d’elle pelo geometra italiano.

Uma outra descoberta se deve a Roberval, que tem relagio
com a descoberta dos novos calculos : ¢ o seu methodade tangentes.
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Partia Roberval de que as curvas podem considerar-se descriptas
pelo movimento de um ponto que se decompde em dois, um
uniforme e outro variavel. A resultante d’estes dois movimentos,
que ¢ a diagonal do parallelogrammo formado sobre as linhas que
representam a grandeza e direcgdo dos movimentos componentes,
dé a direcgdo do movimento a cada instante, a qual Roberval antes
adivinhou, do que demonstrou que coincidia com a direccio: da
tangente. Por exemplo, na ellipse o ponto que a descreve, tanto
se aproxima de um pélo como se afasta do outro. Os dois movi-
mentos componentes sdio pois iguaes e dirigidos segundo os raios
vectores, logo a tangente divide o angulo d'elles em duas partes
iguaes. Este methodo porém era quasi sempre inapplicavel, por-
que ficava dependente da resolucdo de outra questio, que era a
de achar os movimentos componentes, questao tao difficil, como
a que se queria resolver.

Os primeiros geometras que deram um methodo de tangentes
geral foram Descartes e Fermat.

0O methodo de tangentes de Fermat, publicado depois do de Des-
cartes, teve uma grande influencia na descoberta dos novos calculos,
e por isso vou expol-o aqui, dando-lhe a f6rma que Ihe deu Barrow.

O triangulo rectangulo que Barrow chama caracteristico, for-
mado pela corda que passa pelo ponto de contacto e por um
ponto infinitamente proximo, e por linhas parallelas aos eixos,
mostra que a tangente trigonometrica do angulo formado pela
tangente 4 curva com o eixo das absissas, € igual & differenca
das ordenadas dos dois pontos dividida pela differenga das absissas.
Achando, pois, a differenca das ordenadas pela equagio da curva,
dividindo pela differenca das absissas e fazendo depois esta diffe-
renga nulla, obtem-se a tangente trigonometrica pedida. E o
methodo das tangentes, como se emprega hoje, que n'aquelle
tempo s6 se podia applicar 4s curvas, para as quaes se sabia tirar
da equacio o quociente precedente, isto &, s curvas algebricas
racionaes implicitas ou explicitas.

Temos seguido, em rapido esbogo, as phases porque foi pas-
sando o methodo de exaustio até & descoberta do Caleulo diffe-
rencial e integral, e as duas questdes — quadrar as curvas e tirar-
lhes tangentes — que prepararam esta descoberta. Vimos que o
methodo das tangentes de Roberval precisava, para se poder
applicar, do conhecimento das velocidades componentes da velo-
cidade do movel que descreve a curva, dada a equacio da curva.
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Estas componentes foram achadas por Newton, quer a curva repre-
sentada pela equagao fosse racional quer fosse irracional. O methodo
das tangentes de Fermat precisava do conhecimento da relagio
enlre os augmentos infinitamente pequenos das variaveis, dada
tambem a equagiio da curva. Esta relagio foi achada por Leibnitz
por um methodo applicavel, ainda que a equacio da curva tivesse
radicaes, sem a desembaracar d’elles. Vejamos, pois, agora como
Newton e Leibnitz resolviam as questdes de que temos fallado.

Newton suppde as curvas geradas por um ponto, movendo-se
sobre uma recta, a qual se move a0 mesmo tempo parallelamente
com movimento uniforme. Se o primeiro movimento componente
se tornasse uniforme n'um dado instante com a velocidade que
tem n’esse instante, o ponto mover-se-ia com movimento uniforme,
seguindo a tangente & curva que ia descrevendo, isto &, a diagonal
do parallelogrammo construido sobre as linhas que representam as
velocidades dos movimentos componentes em grandeza e direcgao.
A estas velocidades componentes, que sio as velocidades com que
variam as coordenadas e y do ponto, chama Newton fluxdes
das fluentes x e y. A velocidade com que varia o arco da curva,
que & representada sobre a tangente pela resultante das fluxdes
de z e y, chama fluxdo do arco s.

O triangulo formado pelas linhas que representam as fluxdes
de @, y e 5, mostra que a tangente trigonometrica do angulo
formado pela tangente & curva com o eixo das absissas ¢ igual
& fluxdo da ordenada dividida pela (luxao da absissa. O problema
da determinagio das tangentes &s curvas fica, pois, dependente
do conhecimento das fluxdes das funcgdes.

Para achar a area de uma porcio de plano limitado por uma
linha curva pelo cixo das absissas e por duas ordenadas, Newton
procura a fluxiio da area, isto 6, a area que descreveria a orde-
nada que gera a curva, se n'um dado instante continuasse a
mover-se uniformemente com a velocidade que entdo traz, e acha
que ¢ um rectangulo, cuja area ¢ igual ao producto de y pela
fluxdo de z. Agora é necessario resolver a questdo inversa da
precedente, isto ¢, passar da expressio analytica que representa
a fluxiao da area para a fluente, isto é, para a area. ’ i

Para resolver estas questdes creou, pois, Newton um novo
ramo de Analyse, que tem por fim achar a fluxlio de uma funcglio
dada — Caleulo directo das fluzies; e, dada a fluxtio, achar a
funcedo correspondente —Caleulo inverso das fluxdes.
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Passando ainda &s questdes dependentes dos novos caleulos,
indiquemos outro resultado a que chegou Newton. Vimos os
geometras, desde Cavalerius, empregarem o methodo de exaustao
dos antigos mais ou menos modificado, e considerarem os resul-
tados a que chegavam sufficientemente demonstrados pela lei da
continuidade, sem recorrerem, como os antigos, 4 reduccdo ao
absurdo. Newton, achando estas demonstracdes ou pouco rigo-
rosas ou pouco claras, e querendo evitar as demonstragdes com-
plexas dos antigos, deu o seu principio dos limiles, pelo qual sho
demonstradas simples e rigorosamente todas as proposigdes des-
cobertas pelo methodo de exaustao.

Em quanto Newton se occupava d’estas questdes na Inglaterra,
occupava-se tambem d’ellas na Allemanba um outro sabio de
primeira ordem, Leibnilz.

Suppde Leibnitz as quantidades formadas de elementos infinita-
mente pequenos. Estes elementos formados de outros de segunda
ordem ¢ assim successivamente, de modo que as quantidades
variam por differencas infinitamente pequenas. Para o calculo,
com estes elementos, deu o principio seguinte : péde substituir-se
uma por outra duas quantidades finitas, que differem de uma
quantidade infinitamente pequena, ou mais geralmente duas quan-
tidades infinitamente pequenas, que differem de uma quantidade
infinitamente pequena de ordem superior. Este principio é no fundo
© que empregavam os antigos no methodo de exaustdo, e que
tinha sido empregado continuamente pelos geometras que usavam
do methodo dos indivisiveis. Os infinitamente pequenos aqui sao
as quantidades que decrescem indefinidamente no methodo dos
antigos. :

Os augmentos infinitamente pequenos de z e y designava-os
Leibnitz por dz e dy e chamava-lhes differenciaes. Para achar
as langentes 4s curvas, empregava o methodo de Fermat como
foi apresentado por Barrow, isto é, resolvia o triangulo caracte-
ristico, e achava a tangente trigonometrica da inclinacdo da
tangente & curva sobre o eixo das absissas igual ao quociente
da differencial de y pela de . Este quociente que Fermat e
Barrow s6 sabiam achar quando a equacao da curva estava des-
embaracada de radicaes, acha-o Leibnitz sem desembaragar das
radicaes que podem entrar na equacdo da curva.

Teve tambem Leibnitz a feliz ideia de considerar equacdes
em que entravam as differenciaes, consideragdo tanto mais im-
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portante, que por equacdes differenciaes se traduzem quasi todos
os problemas importantes de Geometria, Mecanica, elc.. que
resistiam aos methodos até ento empregados.

Os geometras que empregavam a Geometria dos indivisiveis,
tinham j4 achado o elemento, isto &, a differencial de uma area
plana, que é, empregando a notacdo de Leibnitz, um rectangulo
de area ydx. Restava, pois, passar da differencial da area para
a area, isto &, resolver a questio analytica inversa d’aquelle que
& necessario resolver para o methodo das tangentes.

Para outras questdes precisava de passar das equagdes diffe-
renciaes para a relacio entre as variaveis.

Para resolver lodas estas questdes, creou Leibnitz um nove
ramo de analyse tendo por fim, dada a relacdo entre as varia-
veis, achar a relacdo entre as differencines correspondentes —
Calculo differencial; e inversamente, dada a relacio entre as
differenciaes, achar a relagio entre as variaveis — Caleulo integral.

0 Calculo differencial coincide com o Calculo directo das
fluxdes, e o Calculo integral com o Calculo inverso das fluxdes.
Houve ainda em vida de Newton e Leibnitz uma violenta dis-
cussdo sobre a prioridade da descoberta. O estudo dos documentos
apresentados n'essa questdo mostra que Newton fez a sua des-
coberta antes de Leibnitz, pois apparece indicada n'uma carta sua
com letras transpostas; mas que este ndo tinha conhecimento da
descoberta de Newton, que s6 foi publicada depois da de Leibnitz.
Devemos todavia notar que Leibnitz aqui foi mais longe do que
Newton, pois que foi o primeiro a considerar equacdes differenciaes.

Viu-se que a descoberta dos novos calculos estava sufficiente-
mente preparada pelos trabalhos de que temos dado noticia,
todavia para a fazer era necessario um grande genio que n'esses
trabalhos achasse o principio do methodo e lhe reconhecesse o
grande alcance, e tanto isto & assim, que por muito tempo sé
os inventores comprehenderam a profundeza e importancia da
descoberta que tinham feito.

Os primeiros geomelras que comprehenderam o espirito da
Analyse infinitesimal foram os dois irmos Jaques e Jodo Ber-
noulli, que applicaram o seu grande genio a [azer avancar o novo
caleulo e a resolver por elle questdes difficeis, que resistiam aos
antigos methodos.

O methodo infinitesimal, pela sua simplicidade, clareza da
nogdo de differencial e superior merito dos geometras que o
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adoptaram, progrediu muito mais depressa que o methodo das
fluxdes. Os geometras que seguiam aquelle methodo levavam
sempre vantagem sobre os que seguiam o methodo de Newton
nas questdes que os partidarios de cada methodo propunham em
desafio uns aos outros,

Se 0 methodo infinitesimal era mais simples do que o das
fluxdes, em compensacio o das fluxdes tinha o rigor da antiga
Geometria, em quanto que contra o primeiro se propozeram
muitas objeccdes, por causa do desprezo que Leibnitz fazia das
quantidades infinitamente pequenas, sem o justificar. Este me-
thado correspondia, com effeito, ao de exaustao, e faltava para
ser completamente acceite, a demonstragio por absurdo dos
antigos geometras.

Euler, para evitar estas objecgdes, considerava os infinitamente
pequenos como verdadeiros zeros, que se designava pela notagiio
de Leibnitz, para indicar que vinham de quantidades que, de-
crescendo successivamente, se tinham desvanecido. Sendo assim,
o Calculo infinitesimal seria um caleulo de symbolos, 0 que nao péde
admittir-se, pois que sobre symbolos nao se péde fazer operagdes.

Lagrange quiz tractar o Caleulo differencial e integral sem a
consideraclio de infinitesimos, limites ou desvanecentes, isto &,
pelos processos s6 da Algebra. Para isso demonstra primeiro a
serie de Taylor, isto é, a formula que dé o desenvolvimento de
uma funcglo em serie ordenada segundo as potencias do augmento
da variavel. Chama derivada o coefficiente da primeira potencia
do augmento no desenvolvimento, e procura depois a derivada
das diversas funccdes estudadas na Algebra, desenvolvendo-as em
serie para achar o coefficiente da primeira potencia do augmento.
A doutrina de Lagrange tem o inconveniente de partir da sup-
posiio que toda a funcglo é susceptivel de se desenvolver em
serie ordenada segundo as potencias inteiras e positivas de uma
quantidade. Apezar d'isto, a Obra de Lagrange, onde o seu me-
thodo vem exposto, isto &, a Theoria das funcpdes analyticas é muito
notavel pelo grande numero de vistas novas que encerra sobre as
questdes la tractadas, e porque as demonstragdes se tornam facil-
mente rigorosas, modificando as demonstracies fundadas em series.

Hoje adopta-se geralmente o methodo infinitesimal, e para dar
4s demonstragdes fundadas n'elle o rigor das demonstragdes dos
antigos, deduz-se os principios d’este methodo do theorema dos
limites,
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I

Passemos agora, antes de expor o methodo infinitesimal, a
algumas consideracdes relativas 4s definicdes de funcgdo, conti-
nuidade e quantidade infinitamente pequena.

A definicdo de funcedo, como muitas outras defini¢des em
mathematica, tem-se estendido cada vez mais & medida que as
necessidades da sciencia o tém exigido. Assim para Leibnitz
funccdo de uma quantidade era o polynomio inteiro relativamente
a essa quantidade. Euler chamava ja funcclio de uma quantidade
4 expressdo analytica em que entra essa quantidade ligada por
operagdes algebricas em numero finito ou infinite. Hoje para
comprehender o caso em que uma quantidade é determinada por
construcgdes geometricas, chama-se func¢io de uma ou mais
quantidades & quantidade que toma valores determinados quando
s primeiras se di tambem valores determinados. No Calculo
infinitesimal ndo se estudam todas estas [unccdes, mas aquellas
que satisflazem a certas condi¢des, como veremos.

A funcgdo f(x) diz-se continua relativamente a & no intervallo
de # =a alé z=>b quando, dando a & dois valores quaesquer a'
e @' + h comprehendidos n'este intervallo, a differenca entre os
valores correspondentes da funcglio diminue indefinidamente até
zero, quando k vae diminuindo indefinidamente alé zero.

No Calculo infinitesimal sé se estudam as funcgdes f(z) que
" no intervallo finito de x=a até x =0 apresentam um) numero
finito de valores nio continuos com os valores visinhos da funcgdo.
Entlio os valores de z chamam-se wvalores criticos, e quando z
passa por elles a funccio precisa de um estado especial : taes siio
os valores de z que tornam a funccho infinita, e aquelles em que
ella passa de um valor a outro differindo do primeiro de uma
quantidade finita. E claro que se algum valor de x tornar a
funcgiio indeterminada, é necessario tirar a indeterminaciio para
ver se o valor & on ndio critico.

A equaglio y=f(x) representa uma curva que pode faltar n’um
intervallo finito, quando para valores de x comprehendidos n’esse
intervallo a funccio se torna imaginaria. Na curva péde, pois,
haver descontinuidades que ndo existam na funccio. Chamaremos
pois valores criticos' geometricos todos aquelles, para os quaes ha
descontinuidades na curva, -
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Chama-se quantidade infinitamente pequena ou infinitesimo,
toda a quantidade variavel que péde ter todos os valores menores
‘que uma quantidade dada. Um infinitesimo 3 é da ordem n
relativamente a outro infinitesimo « quando o primeiro dividido

por a"* di -f—_=A+y. sendo A uma quantidade finita relativamente

a a e y um infinitesimo. D’esta definicdo decorre immediatamente :
1.° Que se dois infinitesimos 3 e 2’ forem da ordem n e n’, 0 seu
producto seré da ordem n+n' e o seu'quociente da ordem n—n';
2.° Que se um infinitesimo 3’ for da ordem n' relativamente
a P e este da ordem n relativamente a «, o primeiro serd da
ordem n -+ n' relativamente a a.

Quando um infinitesimo & das ordens n e n' relativamente a
dois outros independentes, diz-se ainda que é da ordem n+n'.
O exemplo geometrico seguinte contém todos estes casos:

Consideremos o triangulo formado pela tangente & circum-
ferencia no ponto M (x, y) pela corda que passa por este ponto
e pelo ponto infinitamepte proximo M'(z+ h, y+ k), e pela per-
pendicular T M’ abaixada d’este ponto sobre a tangente, e pro-
curemos a ordem da porclio infinitamente pequena da tangente
comprehendida entre o ponto de contacto e o pé da perpendi-
cular, suppondo h o infinitamente pequeno, que serve de termo
de comparacio.

A resolucio do triangulo di MT =M M cos TMM’, logo a
ordem do infinitesimo MT é igual 4 somma das ordens de M M’
e MMT.

MM’ é de primeira ordem por ser

oy h

~ cos (M'Maz)’
Procuremos a ordem do angulo MM T. E

tang (T M z) — tang (M’ M z)
1+ tang (T M ) tang (M'M z)’

tang (MM T) =

Suppondo que a equacho da curva é
@— 0+ (y— b =RY,
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6
r—a
tnng(TMx}=—y_b
e
k y—b r—a
’ =N e———— T e— e—
o 5y B et el b+i(y g o ey et

sendo a de primeira ordem.

- IMT) =
tang (M )_1+D'

portanto tang (M'MT) ¢ de primeira ordem.
Mas sabe-se pela Trigonometria que

tangM'M T
wuT e
onde ﬂ: & infinitamente pequeno quando M'MT o &, logo M'MT
¢ da mesma ordem que a tangente, isto é, de primeira ordem.

De tudo isto conclue-se, emfim, que MT & um infinitesimo
de segunda ordem,

111

Passemos agora a expor o methodo infinitesimal pelo caminho
que seguimos na nossa Nota ja citada.

Comecemos por demonstrar o theorema seguinte que é funda-
mental :

THEOREMA. — Se a equacio

flet+Az, y+Ay, s+4s5, ...)=0....... (1)

tem logar, por mais pequena que seja a grandesa das differencas
Az, AY, A%, ..., ¢lla terd logar ainda quando estas differencas

sdo nullas, isto ¢, serd
f(ﬁ,y.‘, IQI)“OQGUIIIIOIIG (i}o
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Com effeito, supponde que a funcglio f & continua, ter-se-ha

[(atAz, y+Ay, 314z, . . )=f(2,y,5, .. .)+Af(2, ¥, 5,. . .)=0

Af sendo uma quantidade que se péde fazer tio pequena,
quanto se queira, diminuindo convementemente as differengas
Az, Ay, Az, ...

Se a funcgdo f(z, y, 5, . . .) nlio ¢ nulla, ella tem um valor 3,
e serh

Af(x, v, 5 ...)==18,

resultado absurdo, pois que Af é uma quantidade variavel que
se péde tornar mais pequena do que §.

E n'este theorema que consiste o principio dos limites de
Newton.

Posto isto, se se quer resolver uma questao que se traduz pela
equaciio (2), e se se nio conhece meio de achar directamente a
solugdo, péde-se achal-a formando primeiramente a equagdo (1)
e fazendo em seguida n’ella as differencas Ax, Ay, Az, . . . nullas.
Suppde-se que se sabe formar a equagio (1), e por isso 0 que nos
vimos de dizer pertence ainda & synthese ou & analyse ordinaria.
Estao, n’este caso, todas as questdes de que se occuparam os
geometras antes da descoberta do Calculo differencial e do Calculo
integral.

Demos um exemplo. Consideremos uma recta que cérte uma
curva em dois pontos, e supponhamos que o segundo ponto se
move na direc¢do do primeiro; a recta vae gyrando em roda do
primeiro ponto, e a posigio que toma no instante em que o segundo
coincide com o primeiro chama-se tangente & curva n’esse ponte.
Se forem y=f(x) a equacio da curva, (z, y) e (2+A=, y+Ay)
as coordenadas das extremidades da corda, § a inclinaciio da
tangente sobre o eixo das absissas, e A6 a inclinagiio da tangente
sobre a corda, a resolugdo de um triangulo rectangulo dara

tang (6 + A f) = e 1‘2 —@ -:—:.
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Mas & medida que o segundo ponto se vae aproximando do
primeiro, Az e A0 vio diminaindo de modo que se podem tornar
ao mesmo;tampn tio pequenos quapm se quize*r.' 0go, segundu
o theorema precedente, a equacglio ainda tem logar quando sdo

nullos, e é
tang b =/ (),
Ay

chamando ' (z) aquillo em que se torna o-quociente = quando

Az =0, No caso de ser, por exemplo, f(z)= 2™ (m inteiro po-
sitivo) & ['(x) =ma™—1, O que vimos de m:por é, como se vé,,
o methodo dns tangentes de Fermat.

Outro exemplo. A .area S comprehendida entre uma.curva
y = [(z), o eixo das absissas e duas ordenadas péde decompor-se
n'outras por meio de linhas parallelas ao eixo das ordenadas.
Tirando depois parallelas a0 eixo das absissas que passem pelas
extremidades d'essas ordenadas formam-se rectangulos, cujas
areas sommadas ddo, chamando Az a distancia das+parallelas
e AS a differenca entre a area S e a somma, das areas dos.
rectangulos,

S+AS=3f|z)iAx.

Esta igualdade tem logar, por mais pequenos que sejam A S
e Ax, ]ucrn ter ainda logar quando for AS=0e Az=0, istv ¢,
sera
S =F(z),

chamando F (z) aquillo em que se torna a somma %f(z).Az
quando Az=0. J& se viu que era assim que sé achavam as areas
no methodo dos indivisiveis.

Por exemplo, o valor de ¥(z).Ax no caso da curva y —ka?
seria, suppondo z dividido em n partes l.guae.s aAx:

3f(x). Az=kAZP[1+22+ 3%+, . .+t
que por ser

n¥

4223, -I-n*--j-l- +—-
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xd a? ‘@
I””)‘”=“’s[3aﬂ+2u!+ﬁaz]

- I +— 2t -+ II
k 3 F) Az ﬁa:d.z b

Mas 3(z).Ax representa uma somma de areas de rectangulos
que se aproxima indefinidamente da area terminada pela curva
y=ka?, pelo eixo dos x e pela ordenada tracada & distancia
da origem. Chamando pois A esta area, seré

2 1 1
- BT T | et
A+aA k[3+ Satae me]

e, pela theoria precedente,

1
=Fj‘$..

Se a equagdo da curva fosse
y=ka™,

sendo m inteiro e positivo, achava-se do mesmo modo

1
Ao +1
m+1kw

usando de um theorema conhecido que da

m-1 :
1+2»-+31--+...+nn~=:;Jri +anm+ban—14., +intu

sendo a, b, ¢, . .. [, u quantidades independentes de n.
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Voltemos ao assumplo.

Quando se resolvem as questdes pelo processo anterior, em
logar de fazer estas differencas nullas sémente no resultado final,
pode-se simplificar o calculo que conduz & equagdo (1), fazendo
no caminho as differengas Az, Ay, Az, etc. nullas, quando d’esta
maneira se ndo chega a resultados ou a operagdes sem significagiio.
f; n'fsta simplificagio que consiste o espirito do Calculo infinite-
simal.

Entao em logar de representar as differengas pela notagio Az,
Ay, Az, elc., representam-se por dz, dy, dz, etc., convencio-
nando assim representar por dz, dy, dz, etc. differencgas in-
determinadas que se devem tornar nullas no fim do calculo ou
durante o caleulo, quando d’esta maneira se ndo chega a resul-
tados ou a operacdes sem significagio, nem a zero. Se, por
exemplo, no calculo apparece o binomio a+bdz, a e b sendo
independentes das differenciaes, podemos supprimir o termo bdz.
Da mesma maneira, se no calculo apparece ada®+bdz™ e € m>n,
pbde-se supprimir o termo bda™, pois este binomio & igual
a da* (a+bda™—"). E n'isto que consiste o principio do Cal-
culo infinitesimal que se costuma enunciar da maneira seguinte :
«Uma quantidade infinitamente pequena deve ser desprezada
quando vem addicionada a uma quantidade finita ou a uma
quantidade de ordem infinitesimal inferior».

Pelo contrario, se no calculo se encontra, por exemplo, a ex-

pressio g, ndo se péde annullar dy e dx, pois que se chegaria
0

ao symbolo o & Por iss0 n6s continuaremos a considerar d z

e dy como indeterminadas, emquanto se nfio poderem tornar nullas.
Assim, no primeiro dos exemplos precedentes, como para a
tangente, Az e Ay sdo nullas, nés teremos,

dy
tnng&—a.

onde se deve substituir por dy o seu valor tirado da equaclio
da curva.
Se esta equaglio, por exemplo, é y =2z™, vem

ytdy=(@+da"=a"+tma"—ldg
v
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annullando os termos que contém d 22, d 23, elc.; logo
dy-—mam—!
tangf = m 2m—1,

Temos supposto até aqui que a questio que se queria resolver
levava & equacdo (1); mas deduz-se de (1) e (2) que

Y iy A L ' (3)

equacio que 'fepresenla uma relagdo enlre z, 'y_. £, elc.."e as
differencas A z, Ay, Az, clc., isto &, que tem a forma

F(z,y, 2 +..82, Ay, A3, :..)=0,

e que se chama equagdo ds differengas finitas de primeira ordem.

Muitas vezes a questdo que se quer resolver leva & equacho ).
e, por causa d'isto, & necessario, para a resolver, ler meios de
passar. da equacio (3) para a equacdo (2). O estudo d’ estes mejos
pertence ao Caleulo inverso das differengas, que serve assim para
achar uma equaclio (2], quando se conhece a relagio entre as #
differencas das variaveis. Os processos d'este calculo siio o inverso
dos do Calculo directo das differencas, que tem por fim passar
da relacdo entre as variaveis para a re[sqﬁo enlre as suas diffe-
rengas, que seré pois estudado primeiro.

Se na equacdo (3) igualarmos a zero todas as differencas que
se podem igualar a zero, sem introduzir resultados ou operagbes
insignificantes, e se representarmos as outras por dx, dy, ds, etc.,
a equaglio (3) muda-se em

df{ai, ¥ % et =00.ccciiniina, (4)
isto €, n'uma equm;ao da forma
F[:.i:, Yo B o s dw,dy, dz . v)=0,

que se chama equagdo differencial de primeira ordem.
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Portanto quando a questdo que se quer resolver leva a esta
equaglio, como aconlece ordinariamente, ¢ necessario procurar
meios para passar d'esta equacdio para a equacdo (2). O estudo
d’estes meios pertence ao Caleulo integral, que se occupa assim
de achar a relagio entre as variaveis, quando se conhece a relaglio,
na qual se muda a relaclio entre as differencas Az, Ay, Az, ete.,
quando se iguala a zero aquellas que se podem annullar sem
introduzir resultados insignificantes. Para resolver esta’ questio
é necessario resolver primeiro a questio mais simples de passar
da equaclio (2) para a equaciio (3), questdo de que se occupa o

differencial, que tracta, peis, de passar da relagio entre
as variaveis para a relacio entre as suas differenciaes.

Supponhamos agora que a equagdo (1) contém tambem diffe-
rengas de segunda ordem A%z, A%, A%;, etc. Como estas diffe-
rengas representam augmentos de Az, Ay, A5, elc., e a equa-
¢do (1) deve subsistir, por mais pequenos que sejam aquelles
augmentos, sem que os de primeira ordem variem, esta equacio
deve subsistir tambem quando elles sio nullos, sem que os de
primeira ordem o sejam. Péde-se pois annullal-os durante o cal-
culo, ‘quando isto é possivel, sem introduzir resultados insigni-
ficantes, considerando sempre as differencas de primeira ordem
como arbitrarias, e péde-se convencionar represental-os n'este
caso por d*z, d¥y, d*z, ete. Assim, por exemplo, em ad¥z+bdx
deve-se supprimir ad®z, se o termo bdz ndo deve desapparecer
por si mesmo.

Chega-se assim a uma equaglio que contém 6 da, dy, ds, elc.,
da qual se deduz (2), como ja dissemos.

N'este caso ainda supponhamos que a questdo proposta em
logar, de levar a equagdo (1), leva & equacdo (3), que representa
agora uma relaglo entre as diflerengas de segunda ordem, e'que
¢ da férma

 F(z,9,5...A7 Ay, Az, ... A%z, Aly, A%, ...)=0.

. Chama-se esta equacio equacao ds differengas finitas de segunda
ordem, e ao Calculo directo das differencas pertencem os proces-
sos, pelos quaes se passa da relacdo (2) para uma relagio entre
as differencas de primeira ordem e d’esta para a relagdo prece-
dente, entre as differencas de segunda ordem,
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Ao Caleulo: inverso das differengas pertencem os proeessos,
pelos quaes se passa da equaciio precedente para uma de primeira
ordem e d'esta para a equagio (2).

Quando na equaglo precedente se fazem nullas todas as diffe-
rengas que se podem annullar sem introduzir resultados insigni-
ficantes, a ‘equaclio muda-se na equagio differencial de sequnda
ordem

F(a,y, 3, ...dz, dy,dz, d%, d%, d%, ,..) =0

e entdo as passagens de (1) para esta cquagio ou d’esta equaglio
para (1) pertencem ao Calculo differencial e ao Caleulo integral,
passagens que se fazem, passando primeiro para uma equaglio
de primeira ordem.

Considera-se do mesmo modo as equagdes em que ha differencas
ou differenciaes de ordem superior & segunda.

Péde acontecer que um problema se traduza por muitas equa-
¢bes simultaneas, e o que vem de dizer-se applica-se a cada uma
d’cllas. Se lemos n equagdes da forma (2) ficam n variaveis
determinadas e chamam-se dependentes; todas as outras ficam
arbitrarias e chamam-se independentes. N'este caso ha tambem n
equagdes enlre as differencas primeiras, bem como entre as diffe-
renciaes de primeira ordem, que determinam as differengas ou
as differenciaes das variaveis dependentes; ha tambem n equagdes
entre as differengas segundas, bem como entre as differenciaes
de segunda ordem, que determinam as differengas ou as differen-
ciaes segundas das variaveis dependentes; e assim successivamente.
Como os augmentos das variaveis independentes sao arbitrarios,
pode-se-lhes dar sempre o mesmo valor. D'este modo suppondo,
por exemplo, que = é uma variavel independente e sz=a/—a,
vem A &+ A%z = (2 +A %)~ (z+ A ), isto é, A%z =0, logo as
differengas segundas das variaveis independentes podem sempre
annullar-se. O mesmo se diz das differenciaes, isto é, sendo
uma variavel independente, péde sempre fazer-se d*=0.

Exemplos. 1.° Ebn'sideremb's'umn questdo de Calculo 4s diffe-
rencas directo, e depois de Calculo differencial.

Seja dada a relagio entre a variavel dependente y e entre a
independente @ ' W) -

xl +y‘ = R! b

€ procuremos a rélnq.h entre as. suas differengas,
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Mudando = em z+Ax e y em y+ A, vem
(r+az2+(y+Aay*=R2
que dé a relagdo entre as differengas
" Ssps+yayt A+ Ayt =0,

A relagio entre as.differengas segundas obtem-se mudando
na precedente z em z+ Az, y em y+ Ay, Ay em Ay+ Aly,
88

2422 +248y2 +2y A%y + 24y Aty + (Aty)2 =0,

Do mesmo modo se achario as relagdes entre as differencas
lerceiras, quarias, elc. finni

Para m:Lr a relacdo entre as differenciaes basta mudar A
em d, € desprezar os termos infinitamente pequenos que se poderem
desprezar pelo principio atraz enunciado. '}erembs assim

zdx+ydy=0 e da*+dyt+ydty=0.

2.° Passemos a um exemplo de Caleulo integral. Se se quizer
resolver a questio inversa d’:‘ das tangentes, isto &, procurar a
curva, cuja tangente faz com o eixo dos = um angulo, cuja tan-
geiite trigonometrica' ‘& a funcglo F (! dada, & necessario pro-
curar qual o valor'de y que satisfaz & equacao '

dy =Pi{z)d """

isto &, & necessario procurar uma relagio entre y e x, tal que
fazendo variar z e y de Az e Ay, e suppondo em seguida gs
differencas Az e Ay nullas em todos os termos em que isto é
possivel sem introduzir resultados insignificantes, se obtenha a
equaglio precedente.
Se & por exemplo, . & obmabs

Flofj=mant " p—

sendo m inteiro e positivo, seri ' by

y=a"+4q
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que di, com effeito,

ytAy=atz*+mAzam—i+...

.&y:maz"—‘+wﬂx'm'—‘+. .5

e portanto
| dy=ma—1da.

Péde mesmo mais gernlmenle procurar-se qual a curva, cuja
tangente faz com o eixo dos « um angulo, cuja tangente frigono-
metrica é uma funcgdo dada F (z, y) das coordenadas do ponto
de contacto, e entdo & necessario procurar o valor de y que satnsfa:
] equacia

dy=F(z,y)d=x
~ Se &, por exemplo,

Wiy

ydy==zdz

o RECOENR prot.urar qual a relagio. entre,z,0 y, tal qua mu-
dando n’ella  em 2+ Az e y em y+ Ay, e fazendo nullos todos
0s termos que se poderem annullar sem introduzir resultados
insignificantes, se obtenha a cquagdo precedente. Esta relagio é

iH y‘=m’+c'
qua di com ﬂﬁollo. i

y‘-ﬁ—iyﬂg-l- dy'mw‘+2z.ﬁ.m+A¢‘ lasizeog
ou, attendendo & proposta e despmundn os infinitamente paquenos
de segunda ordem,
ydy=zdz,

A curva &, pois, uma hyperbole.
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Ml i ‘ .IVI i
Postas estas consideragdes geraes, passemos a cuumdernr
especialmente a equacdo expllclta

y=1&)

sendo () uma func¢do continua de z.

Até aos ultimos tempos as obras sobre Calculo differencial
comecavam por estabelecer que a equagdo differencial de primeira
ordem tinha n’este caso a férma

il A

i

i b

sendo [’ (x) uma funcclo, que s6 se tornava nulla e infinita um
numero limitado de vezes, quando x variava entre limites finitos.

Modernamente, porém, descobriram-se funcgdes que sio con-
tinuas, e todavia ndo tem uma equacdo differencial da férma
precedente.

Todavia quando a funcgdio f(x) é d’aquellas que se estudam
na Algebra, isto é, quando esta funcglio tem a variavel = affe-
ctada de operagdes algebricas, exponenciaes, logarithmicas ou
circulares, a equagio differencial de primeira ordem terii a’ forma
precedente. A demonstracio d'esta prozvomglu é muito simples;
nés vamos: aqui l.!'nnpcrerel a s6 para a preésente dangrhm
completa.

Todas as funcgdes de z sio constituidas pela combinagio de
funcgdes simples, chamando funccoes simples équellas em que a
variavel z entra affectada de uma s6 operagdo. Vamos, pois,

imeiramente achar as equagdes dlﬂ'erencmes ‘correspondentes
a asuh funcgdes.

As funcgdes simples sdo as segm:ltes:

i

i b
i 1 - e
atz az, s, an, Vz, at, log z, senz, arc(sen=2z),

onde m ¢ inteirq. ,
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Vamos derival-as, notando que dx e dy representam augmentos,
cujas potenciaes se devem annullar quando sommadas com poten-
cias de grau inferior.

; d
1} A funcgdo y =a = z da evidentemente - L p—y
x

2) y=ax di evidentemente j—g =a.

' &I
3) A funcglo y = == da

yt+dy=

zt+dx

ou :
zdy+ydatdzdy=0

d’'onde resulta

|

. &) Na caso da funcgdo y — —am, semio m mtmro, a fdrmula
do binomio, dé _

m(m—1)
1.2

+Ay#(z+M}'=n"+mﬁa: ot dm’:d'—‘-l-. “

logo
i ﬂgm#'l.
dzx

8)'Se 6 y—Va, qule'di yw =, vem @z~ my"=1dy, logd

g

£

y_. 1 ‘l

ds msr--'=mm'i

6} No caso da equm;ao y=as,

dyga:-}-h_aa -4 ac(adu __!};
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mas sabe-se pela Algebra que
a'*—{=dzlog.a
designando por log.a o Iog-ulrithmo uéperilmll de a; logo ;erl
LK \

t (N
72 a®log,a.

7) A funccdo y = log,z di z = av, logo 56!

dx=a'log,ady
e portanto

v
z zloga

=
=

|

=¥

8) A funcgao y=senx di
dy=sen (z+dx)— sehz = senx cosd &+ coszsend z —sen z,

mas sabe-se pela Trigonometria que

seudz—dz, cosdz=1""
logo )

dy
E-—mﬁz.:

9) A funcglio y = arc (sen =2z) da z =seny, logo

dz=cosydy

Py o ———
.

dz cosy  y/]_ a8
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Passemos agora &s funcgdes compo';lns.: Scja pi-irheim d

u=FElyh yr o)
sendo F (y) e ¢ (2) funcedes simples de y e x. :
s'!'l'i id&d“ﬂll’ﬂenlﬁ My il b B R0l W) DIk

du du dy\
dz dy'd%

onde se deve substituir ol pelo seu valor tirado da equagio diffe-

v oin

rencial da primeira equagio, e a—g pelo valor tirado da equacio

differencial da segunda. " = " "
Consideremos agora o caso de ser

i .
)

u=Fyny), ni=p@) y2=r(a),

sendo F, 9y, 42 funcgdes simples relativamente a yy, vz,
Fazendo s6 variar yg vem I MEE S S

v Flypyatdys) =F (yge) +Dpudys 0

du

dyy

primeira das ‘equagdes precedeutes, considerando y; constante.
Depois, mudando, aqui y; em y; + dyg, yem

Flys+dy, yar+dys)=F(yr-+dys, ya)+DaFlys+dys, ys).dys

ou

Flyy+dyy, yatdys)=Flyy, ;;)-H),gu dy+Dysu. dys+
. +Dygny|“.dylflfm. '

chamando Dyg o valor de tirado da _equ_iu:no_ﬂiﬂ:qrgqui:ial_dal

url b (@

Logo, desprezando o ultimo termo que ¢ infinitesimo relativa-
mente aos precedentes, e dividindo toda a equaclio por dz, vem

d
. ”.
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No caso de ser

u=F(y1, yo. 3, - . . ya)s Y1=01(2), ya=92(2), . . . Ya=pa(2)

sendo F, ?1 Q;, é;c;., fliphccﬂeé sirl;ples relativamente a zy, Y3,
Y3 + -« Ya, ; € facil de ver seguindo ‘0 mesmo caminho que

du dy d ys dys dyn
t-i'—;—-— D“H.EE e Dy!“'H +D,3u.?;—+. . .+Dwu. d.‘,ﬂj

em que Dyyu, Dysu, etc., se tiram das equagdes. differenciaes
da primeira equacdo, considerando successivamente y, ya, elc.,

como unica variavel independente; e E, m, etc., se tiram
_ dz d=x
das equacdes differenciaes das outras equacdes.

Fazendo applicagdes successivas d'este theorema, acha-se 4
equagdo differencial de y = f(z), sendo f(2) formada por com-

binagdes das func¢des simples de z atraz estudadas.

e e e
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SOBRE UM THEOREMA RELATIVO AS SECCOES PLANAS
DO CONE DE REVOLUCAD

POR

A. F. Rocua PEixoro
il

Sendo rectangulares os planos de projeccao e o horizontal per-
pendicular ao eixo do cone, a projecedo horizontal do vertice d'esla
superficie ¢ fico da projeccio horizontal da seccio feita na mesma
superficie por um plano perpendicular ao vertical; e a projeccio
da horizontal do mesmo plano secante na altura do vertice é a
directriz corvespondente a esse [éco.

A cada ponto da secclio corresponde um triangulo rectangulo,
cujos vertices slio esse mesmo ponto, o centro do respectivo
parallelo e o vertice do cone; e cujos angulos agudos sdo o do
eixo do cone com cada qual das generatrizes rectilineas e o
d’estas com o plano horizontal; angulos que siio os mesmos para
todos os pontos da secghio.

Os triangulos assim constituidos e correspondentes a todos
estes pontos sdio similhantes; e portanto é constante a relagdo
entre o raio p de cada parallelo e a distancia 8 do vertice do cone
ao centro do mesmo parallelo; isto &

s 4
2

Fagamos passar pelo vertice do cone um plano horizontal, e por
cada ponto da secgho um plano parallelo ao vertical de projecgio.
Todos estes planos cortam o plano da secglo, determinando o
primeiro a horizontal do plano da secglio na altura do vertice
do cone e os outros linhas de inclinag@o do mesmo plano sobre
0 horizontal.

ZCDﬂst-qlnooocoo-c-l-. (1)-
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Nos planos parallelos ao vertice de projeccdo consideremos,
em cada ponto da secgllo, o triangulo rectangulo, cujos vertices
sio o mesmo ponto da secglio, por onde fizemos passar o plano:
considerado, a intersecclio da linha de inclinacio do plano secante
com a horizontal do ' mesmo na altura do vertice e o ponto em
que a vertical tirada d'esta intersecclio atravessa o plano do
parallelo do ponto da seccdo. : -- '

Sto similhantes os triangulos indicades em todos os pontos
da secgdo, porque um dos angulos agudos de cada um d'elles é
a inclinacdo do plano da seccio sobre o plano horizontal, angulo
que |lwrtnnlo & o0 mesmo para todos os pontos da secclo. O outro
angulo agudo é o da linha de inclinagio do mesmo plano secante
com uma vertical. E portanto eonstante a relacio entre os cathetos,
um horizontal e o outro vertical de cada um d'estes triangulos.
O catheto horizontal & a distancia § de cada ponto da seegio ao
plano vertical projectante da horizontal do plano secante na altura
do vertice do cone; e o catheto vertical é a distancia da mesma
horizontal ao plano do parallelo do mesmo ponto da seccio,
distancia que é igual a B.

Temos assim

a ' ; |
— = const. ;
B 1
e esta relagdio com (1) conduz a
P
—— = const.
b

Ora ¢ evidente que a horizontal considerada no plino secante
e as linhas horizontaes p e § siio projectadas todas tres em ver-
dadeira grandeza sobre o plano horizontal; e as projecgdes hori-
zontaes d'estas duas ultimas ‘passam pela projeccdo horizontal
do ponto da secglio; e portanto, no plano horizontal, é constante
a relagdio entre as distancias de cada ponto da projecgio da secclio
&s projeccdes do vertice do cone e da korizontal do plano secante
na altura do mesmo vertice.

Assim estd demonstrado o theorema.
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No Traité de Géométrie Deseriptive do sr. Jules de la Gournerie,
1." parte, edigio de 1873, pag. 66, art. 166.° no fim;, en}:mtu-m.
ligeiramente indicada, mas sem a sufficiente clareza e sémente.
para o. caso da secglio elllphca', esta demonstracdo, que ¢ de
natureza elementar; ainda assim pareceu-me. conveniente. des-
envolvel-a. Para maior facilidade de comprehensiio podem ser
aproveitadas as figuras 104 (secpdo elliptica) e 106, (secpdo hypq:h:
bolica) da mesma obra do illustre professor.. . . )
Se, na figura 104, imaginarmos. tiradas pelo punto G uma
perpendicular 4 projecgdo vertical do eixo do cone e uma, pamﬂu
lela & projecglio S'a’ da generatriz (S g, 5'a), veremos tmmedmlq—

mente qua é .,
'H:.:-ﬂp.

e portanto no pnnto G da projecgdo honmutal da secgao é
P

—< A,
3

o que indica que esta projec¢io ¢ uma ellipse.

Por meio da mesma construcgdo feita na figura 106 e appli-
cada ao ponto A’, como na figura 104 indicamos para o ponto G',
veremos que &

P
—=1,
3}

o que indica que n’este caso a'projecgho horizontal da secgio &
uma hyperbole.
Finalmente, se considerarmos um plano secante parallelo &

generatriz (Sa, §'a’) e perpendicular ao plapo vertical de projecgdo,
veremos, queid [ . s ' suditoriingd sadi

" e
) 4

0 (ue exprime que & unia paruhola a pm}eccilo honmnlal th
seccio,
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SOBRE A REDUCGAD DIRECTA DE UMA CLASSE
DE INTEGRAES DEFINIDOS MULTIPLOS

FOR

J. A, MARTINS DA SiLvA
Alferes alumno de Artilheria

Temos em vista, no presente artigo, dar a.formula geral da
reducglio directa do integral definido multiplo

0T 0T (Al folws). fo(zs). .
o [P
0 0 0

xF{a:|+£1+x3+ . .)
independente do desprezo da parte imaginaria, o que nio succede
na [ormula do illustre analysta, sr. Catalan,

Como ¢ sabido, foi o sr. Tchebichel que deu no Journal de
Mathématiques pures et appliquées, pubhié par Mr. Liouville,
t. VIII, année 1843, o seguinte theorema relativo & classe de
integraes A: «Seja qual [or a [érma da funcgio f, temos

<
l.d::,.dq.dx,...

‘7‘7‘“ 91(2) s galy). o<
ju 0 o” sflamtyrt-. o)

equagdo em que P (u) se determina pelas funccdes dadas ¢4 (z),
$2(¥)s « -+, por meio das quadraturas, tomando :

_ay—1)—¢ (—uy=1)
2r.uty—1

Jdx.dy.. .=J;: (u) f(u)du

@ (u?)

e
a

)= ﬁ :——-[ j; o1(2) e_%dzj;:g{y) bet 9 .]am
4
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Procurando depois o sr. Catalan demonstrar este theorema,
empregou a formula notavel

=_'£:f:1?@)m(,;—m)adad,;

de Fourier, para chegar & seguinte

- R a ) e

visto desprezar sempre a parte imaginaria. Convém lembrar que
n'esta ultima férmula é

Fapy—

Lw)=Joe 4 l(ﬂ)-“!(ﬁ).us(u:]...du
” —azyy/—1

vy(@)= ﬂfiiw:}lc d

—axey/—1

vale)= ufslxil e d g
- —ﬂ'ﬂ'ay"—i

vy(a)=J o f(xs).e dxy

Posto isto, vamos effectuar a reducgdo directa de A, empre-
gando em logar da férmula de Fourier, uma outra, que segue,
devida ao illustre geometra Cauchy, expressa em uma unica
exponencial imaginaria da variavel :

1
PO =Nty
x —(atby—t)rVfa—p)
(at+by/—1).e

: —(atoy—1)rV @ - F)dpdr
0/ 5y (—(atey—1).e
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sendo n<e<X
H-—arc(tnn ——b- nrc(ta _c)
e~ ) o

1 /a%+

N_?l(a‘-h:’

sendo a, b, ¢ constantes reaes e F (1) uma funcciio de p. que ndo
se torna infinita entre os limites oy e X. A demonstragio d'esta
férmula vem nos Exercices de Mathématiques, par A. L. Cauchy,
second année 1827, pag. 112.

Se for :
e=xyt1xq+23+...

xy=10, X=a
resulta

0 A0 A0
A=y, J, S e fe)..

f —(a+by/—)r(@y+agtayt. . —u)
¥ (a+by/—1)e '
—(atey/—1 +aotxgt...—
.J: IS Y13 s vl
> F () dy. dr day day dzy. . .
' - = (a+by/—1)pr
- I:(a+bv’—i)f o Fu)d; ne(a Vot dr >

T2(N+My/—1)
xf" —(a+by—1)rzy f* —(a+by/—1)rzy

o fifz1)e dwy) o fafxs)e darg><
o A ‘_I_bvo_i 2

xJ o fs(xs)e : }rﬂda:g. : .—(a+c;/—1)f o Flp)dux
" eyt (7 lote/—tyn

xJoe rJ o filzy)e 1<

ay/ —(atey—1)ray * —(atey/—1)r:
>/ o falxg)e dzys<.) g e )msdma. : ]

]
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Seja agora

® —(a+by—1)ra
e1(r)=J o fi(m)e d zy
- —(a4by/—1)ra
pa(r)=J o fa(ma)e gl ’d:r,
i —(a+by/—1)raz
93 (")=Jofs(-‘ﬂ=?0 3&33

------------------------------

como tambem

g —(a+ecy/—1)rx
']-|(r}=fgf|[z|}e ( i Idz.

% —(atoy=1)ra
Ya(r)=J o fa(zs)e dzs

' —(a+cy—1
']-‘3(")=jo [3(xs)e wie )f-fsdxa

| “la+by—1)pr
@(p.}=fo£ J o1(r).ps(r).q3(r)...dr

”(a-!-c;/—l]y.r ’
Y(p)=Joe Yp(r) ba (). ds(r)...dr

vird a [6rmula
(a+by—1).0 ()
~(@H ey 1))

(a+by—1)(p)—(a+ey )W (u)—E(p)

. 2 F (e

A = —
a24-h2 b ¢ 3
l (a*—!- c!) + [nrc (t&ng = _a) —are (tang - ?)] .2y/—1

F () dpe

l o
ﬂ_(lﬁw_n'ﬁ

ou fazendo
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Fazendo

e=—0b, a=b=1,

vird a férmula seguinte :

. —{1+y—1)raz

%1 (r) = ofl{ﬂ’llﬁ d z
o oy
) =S R e
¥ —(1+V-1)ma
93(r)=J o f3(x3)e dxg
= —{I——;/-—ijra:;
V()=S0 fi () e day
-k
[ () =/ o falms)e ; Cday
4 —(—=y—1)rzs
Y3 (r) = o f3(xs)e dxg
"(1+y—1)pur :
®pl=Joe p1(r)ga(rps(r). . .dr
“(A—y—1)pr
¥(e)=Joe Y1 (r)da(r)da(r). . .dr

(t+y-1)8()
Com. V— If ,

(1—y—1) ¥ ()

Fica, por consequencia, deduzida a férmula de reduccio directa
da classe considerada de integraes definidos multiplos.

F(p)dp.
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Fazendo
a=0 e b==¢

vem tambem a férmula simples

_JrE(de
A .ﬂny’—l

E=(0 () +w Wiyt

®  pry—1
4’(]&)=./; e . p1(r).qa(r)...dr

i rv"_i \
Ye)=JSg e A1 (r) da(r). . .dr

—rayy/—1

o1 (r) =ﬁl f1 (1) e
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SOBRE UMA FORMULA DE WRONSKI

POR
J. M. Roomicues

‘Wronski, creador do algorithmo universal das faculdades,

demonstrou que a integragdo das funcgdes de uma variavel era
dada em funcgdo de uma faculdade exponencial pela férmula

[\!-zn]zll
JF(z)dz=1|Le -+ constante
onde é

1 dF=z 1+ d*F=z

S ¥ BT T S

.00

devendo, depois de feitos os calculos, fazer-se 2= 0.

As faculdades algorithmicas gozam de propriedades caracteris-
ticasbem determinadas; por consequencia quando for possivel obter
a somma da serie que define a funcgao ¢, a f[6rmula de Wronski
exprime analyticamente a integraglio geral das fanc¢des de uma
86 variavel.

Em tudo o que segue deve ter-se em vista que depois de,se
desenvolver a faculdade deve fazer-se zy= 0.

1
Somma da serie

1 sz_l_ i d'Fa:J_ 1 B Fax
1.2 dz 128 42 133437 O

Voe=Faz+
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O termo geral da serie
N2HORW_ 30 ANINAOT de
"T1.2.  nt1) da

transforma-se em
- d"F x zn
Tt da "1.2...n"

Ta

designando por :=-§—- uma quantidade real ou imaginaria da

férma a3 .,?4—1: portanto, formando o producto das series, cujos
termos geraes sio cada um dos factores de T,:

dF s &#Fz s* d°Fa s
S=Fot e TV Y3 %8 133

e ke Rt

resulta

i (1)'

SS5i=¢z+2ZAs"+3A 5™,

Mas a8 funccdes algorithmicas que geram as series (1) e (2)
sdo

S=F(x+3) e Sy=+51(i—i):

z
logo i
—zi(l——;)xF (ot 2) =y +BA LA

¢ como é d ,
. t’:fﬂinf_l, l-‘-ﬂT—ﬁ'.t-“V""I
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yird

v—1
U =—rr’r‘v'"*’f(i—e_u

)xF(z+n+w—']=4.z

+3A . ctmuey—t 3 A muv,

ey —1
r

U1=—fﬂ_“"’_‘f(l— )xF(:+rr“"""}='I'z

+I3A . emmuy =143 Al gbmuy—1
d’onde se tira

U+U;=2¢z+3A (etmev'—1 4 e—muy—1)

43 A’(g--aup"-'l +g+ﬂm/—1)
ou
U+Uj=2¢2+2ZAcosmu+23 A’ cos mu, \

Multiplicando por du, e integrando entre os limites 0 e =,
resulta

EP.‘.-'.«"—!— l_U-I-Uﬂdu

Qunndo se souber, pois, achar este mtegml definido, a férmula
de Wronski dard

_-f U+ Uy)du xi!
[Fzdz= I + const

11

Se Fz [or uma funccio finita, continua e periodiﬁa, Cauchy
demonstrou que

d*Fz "1.2.3...n * :
= LE
el f: F (o +re)e=ntids,

onde r designa um raio arbitrario menor que o raio do circulo
de convergencia.
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O termo geral da serie proposta (a) transforma-se, pois, em

vl _1
"Tat12
e por consequericia

t}x——f F(lz+red)db
[ HEN A ]
(e

logo |
—Bi
q..e_—#f' 1_"_ xF (g+re).dids.

=
F(z+reti)r—ne—ntidy,

mas

A f6rmula de Wronski exprime, pois, o integral de uma funcglio
periodica, monodroma e monogenea em func¢io do algorithmo
das faculdades; a saber

medx=1}[e—‘%j:}(m+w)'er“da]m% + const.,

onde —I( ,._u)

11

Concebamos a possibilidade de uma funccéio pmhlemntlu de
uma variavel z independente de « e de um parametro arbitrario,
e tal que, o seu integral definido entre dois limites dados, seja

i
fpidz=n+1. )
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O termo geral da serie proposta

1 1 d"Fz
n+1"1.2.0.n" da®

T., ==
transforma-se no integral definido
d"Fz P
T"=fﬁ T.2..00
por consequencia « dz* 1.2,..in

dmez d*Fax g3z d*Fz ¢gz ]
qm—fdz[f‘xx et o L L |

Como a funccdo ¢ é uma funcclio problematica indeterminada
podemos imprimir-lhe a condigao

on % = 91 2]%, (2)

essencial para a sua determinaclio; portanto

2 3
fdz[Fﬁde ¢1z+d‘F.’s 913 +dﬂFa: P13 +”.:’.

dz* 1.2 dz* "1.2.3

0 &
e :I.-a::f; F(zx+¢15)ds (b)

¢ a somma da serie proposta, obtida por intermedio de uma
funcglio auxiliar e condicional ¢ z
Derivando a funcgio ¢ dada pela férmula (b) resulta

d dn 1z
£= jff""(ﬁwz]dz, ?fﬁ f Fotl) (2toiz)dz;  (by)

- d-.pa:_l_de_}_ i #Fz, 1 d'Fa
dz dx 1124t {1837 dg%
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portanto
dyz dt1yz d'F(z+1) &Fa
E—F(z+1)—F:.a:1. R e T (ba)

O integral de uma funcgdo differencial é pois

i

H}j- F (xo+ 91 3) dz]::[i‘
JFzdz=1|le ' +const. - (c)
e o seu desenvolvimento em serie obtem-se pelo desenvolvimento
correspondente da faculdade ou do seu logarithmo. N'estas series
entram as derivadas da funcgio ¢ x, as quaes se exprimem por
integraes definidos ou pelas derivadas da funcglio F, como se
vé pelas expressoes (by) e (by). Isto mesmo ¢ applicavel as for-
mulas achadas pelos methodos precedentes.

2

Investiga¢cao de integraes definidos

I

A integracho das funcgdes de uma variavel depende do conhe-
cimento de certos integraes definidos, como se vé pelas formulas
precedentes.

A determinacio da funcgo ¢ e dos limites de integracio « e B
na formula (¢) gera muitos integraes definidos para a sommagao
da serie y, e por consequencia para a integragdo geral das funcgdes.
As condigdes necessarias e sufficientes, a que deve satisfazer a
funcciio ¢, para que a somma da serie (a) seja dada pela [6rmula (b),
exprimem-se pelo integral definido

£?|z‘dz=$. (m)
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Existem muitas funcedes elementares que satisfazem a esta
expressio fundamental ; e achada uma deduzem-se depois muitas
outras por uma simples mudanga de variavel independente.

Com effeito, entre a multiplicidade d’essas funcgdes, a mais
simples é gy 3=z, quando os limites de integragdo sio 0 e 1.

Assim

M

|
oyl d
Jo’ dz ni

Fazendo z = ¢t, e designando por fg e ¢ os valores de ¢ que
tornam ¢t=0 e pt=1, resulta

flz-dxmf" oyansll (m")
0 & el nt1’

por consequencia

¢m=ft:IF (x+et).¢'tdt. (m")

Como a funcgio ¢¢ é uma funcgiio arbitraria; segue-se que,
attribuindo-lhe férmas differentes, existe um numero infinito de
funcgdes particulares para effectuar a sommacio da serie § pelo
integral definido (m"), e por consequencia para obter a expressio
analytica do integral de uma funcgo differencial em funcclo de
uma faculdade pela formula

St
'J‘Fa:da:=!l[e wh L ‘dl]x“lmnu. (n)

Assim, dando a g as férmas particulares
gl=#1, X, sent, tangt, el etc. ...,
os valores (g € ¢y de ¢ que tornam p¢=0 e gf=1, sho respectivamente

to=0) o —o] +e= 0 0 ®
1 ] » ] T w [ 2 ;3‘6- e
y=1] 1 0 or 1T %1 ¢
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Sabendo pois determinar qualquer dos integraes definidos

. 1
'ﬁF(x+:}d:.

Foe
+Jo Flatedt)ettdy,

- 1\ dt
P )W
: f;—F(.:+sent) costdt,
foTF (@ + tang ¢) (14 tang2e) d ¢,
ete. |

0 iutegrn'l indefinido da _funcgiio F 2 é dado pela férmula (n), na
qual devemos substituir por o e ty os limites da integragio, e
por @ a funcgho correspondente a estes limites. °

11

A funcgdo 4 3 = (3— a)", integrada entre os limites +a e —a,
satisfaz &s condigdes expressas pelo integral definido (m), porque

S e dsm (- 2ap et

d’onde ;
1 ri+8/ z—a\® i
z_‘J_..(_e_a) & TR
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portanto ) TOLITILR busdes ,olne kol

bomgo [ TF (e as, )

e operando a mudanca de variavel inﬂépea&enhe

q,zﬁ—J"‘F( s “) nn (7)

onde ty e ty desig'ndm os valores de t, que tornam gt=+a
e pl=—a.

Como a quantidade a é uma quantidade finita, real ou imagi-
naria, a formula (p) comprehende um grande numero de integraes
definidos entre limites reaes ou imaginarios, e dado um d'estes
limites, deduzem-se depois muitos outros integraes pela formula

().
Assim, quando a=1,

4 e
e fazendo

2=€'u, cos i, G*-IV’_I, ;;“-'T, ele. ...,

resulta

ty=0 ! 0 0
t’tuln/—‘.l. i‘!" +=
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Portanto, sabendo determinar os integraes definidos

SIS

+= /=1 g, A W
s - V=1
+ﬁr s )"i ;
fi'F(x-i-rsen'—l—l}sentdl
0 2 !

- —1F[ 3 '_;)] '/d—t

elel s . o

o integral indefinido de F# ¢ dado pela formula de Wronski.
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DEMONSTRACAO DE UM THEOREMA DE MR. BESGE

FOR

J. A. MARTINS DA SiLvA
Alferes alumno de Artilheria

No Journal de Mathématiques pures et appliquées, tome XIX,
Novembre 1874, lé-se (extracto de uma carta de Mr. Besge
dirigida a Mr. Liouville) o seguinte theorema: — «Seja a uma
constante positiva ou negativa, mas de um valor absoluto a <1,
¢ X uma variavel independente, de 0 a =. Designemos além d'isso
pela caracteristica [(t), uma funcgao susceptivel de se desenvolver
em serie pela férmula de Maclaurin, sequndo as potencias de sua
variavel supposta real oumaginaria; emfim, consideremos o inle=
gral definido

eI+
0 Vi— 2ucosx+a

Este integral, susceptivel de uma grande reducgio, ¢ simplesmente
igual ao dobro do sequinte :

2
i o vl M da.»
' Vi _—alsen'z

Este theorema foi apresentado sem demonstragdo, e por isso
ndo sabemos se a que vamos dar coincide com a do auctor.
9
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Pela formula de Maclaurin obtemos a serie

fle=)=FO)+ —— O+
etizi -
- B " (0)+
etdzi i
x 1.2.3 o s
............. +
gtnzi
+t 2.3...n Mo
. WIETELL JEY o
Desdobrando e sommando membro a membro, as duas equagdes
dao
e+l s) =20+ T )+
+,}si+,—hif, {i})-—l—
T Szi
" i-:; P
............. +
zi nai
tHma a0t
Wy e e A Y
cos cos2z cus3.z q
10+ 0+ 2 1 (0)+ T 17 (0)

vy +i—_2"-'i“3—"3"’—~r1(0)+...
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e analogamente

asen?x a?sentz adsenfz

f0)= T O 5 0= g 3"

fil==asents)=

a®sen?t

Fot T MO+

Por consequencia, para o caso de ser a positivo, temos

[+ [le*9).
0 Yi—2acosz+ ot

r (‘Hf dz +f’gl})f coszdz P
0 Y1—2acosz+al 0 V1—2acosz+at

92/ + f" J’ cos2xdax f'” U" cos3zdx o
0 V1—2acosz+a® 2:005.1:41" 1.2.3)0 V192 cosz+at

o ™ (0) cosnzdzx
\ 1.2.3...0J0 V] 3acosztat

f(a seu’:c)d.'.c

0 /1 _a¥sentz
dx af (0 sentzds
f w)j: V1 —a® sen? n:+ 1 j:lv'fl —at seu‘w+

+u‘f’(ﬂ} * sen‘zdz +ﬂ’_‘ﬂf' senzxda i
O Vi—adsents 123701 tsentz

a fin) l}) sent*zdx

+
’23* 0 Vi —alsentz ‘sen‘

-
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portanto torna-se necessario provar as igualdades

.! j" dx P f dz
i - 0 V{_2zcosz+ at 0 V1 —atsents

| cos sen?z
- O Vi_2acosz+at 0 y{ —atsentz

f cos 2 da’:=uffx senz iz
0 Vi_2acosz+at 0 V1 _atsen'z

ou em geral

f cosnz f sening
dea=a*] ———— ldz.
0yV{_2acosz+ at 0 V1 _a¥sen’z

Para isso consideremos o integral definido

fl yﬂudy
~1V/(i—y) (1— ety

susceptivel de transformagio e simplificacio pelos contornos,
a positivo menor que a unidade, n um numero inteiro positivo.
Effectivamente descreva-se sobre um eixo dos z e para o

mesmo lado duas semi-circumferencias a b, @b com centros
em 0'0", dados pelos comprimentos iguaes 00'=00"=1
do mesmo eixo, a partir da origem O, de raios iguaes e muito

pequenos; depois uma outra semi-circumferencia c¢”¢’, tambem
do mesmo lado para onde se acham voltadas as outras, tendo o

seu centro em O e um raio R comprehendido entre a unidade e % :
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entlio o integral f I
V{1 —3% (1 —422Y)

relativo ao contorno Qabec"¢'t'a’0 & nullo, pois a funcglo affecta

do signal de integragdo é holomorpha na parte do plano limitado

por esta curva; e como os integraes relativos aos dois segmentos
cl, be se destmem, e bem assim os integraes relativos aos semi-

circulos a b, a'¥, porque sdo infinitesimos, concluimos ji d'aqui
a nullidade da somma dos integraes relativos a recta a'a e & semi-

circumferencia finita m

Fazendo portanto R = —-, obtemos sobre a circumferencia
respectiva Vr“
et 5 i.e09db
g=— ==
Ve Ve
i
V(1 —32%) (1—222?) ='_*:i;’,—e°V'I —2acos26 + ot
]

por conseguinte '
1 2 Anbi
f y*rdy z__i:f e do
Wil—y)(1—aty?) *VOVI_2acos26+a

d'onde

Ef yindy L cos2nbdh :
V(1—y?) (1—aty?) "V1i—2acos26+a?
Fazendo
y=senx
==z

YEm i

_j" seni*z dx f cosnzdzx

[ § ==

0 Vi —atsentz V'Vl —2acosz+at
logo

AR o B L. P

Oyl —2acosz+a - 0 V1 —atsentz
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Para considerar agora o caso de ser 2 negativo, fazemos z=5—y

nos dois membros d’esta equagdo, o que da

e fle)
" Vi+2acosy+at

dy

[ (asen?y)

" R | i
O V1 —a®senty

[N )

VT SrmyTat

por consequencia

L2

J,

dy
Vi+2acosy+al

cosydy

=f dy
0 V1—2acosy+a?

cosydy

‘f:

Vi+2acosy+at

cos2ydy

_j; Vi—2acosy+a?

cos2ydy

Js

Vi+2acosy+a?

cosJydy

mf;

Vi—2acosy+at

cos3ydy

4

Vi+2acosy+a?

coshydy

o Vi—2acosy+a?

L

cosdydy

r

-----------------

Vi+2acosy+a®

cosiydy

_‘f; Vi—2zcosy+ at

cccccccccccccccccc

cosiydy

(1)

0 Vi+2acosy+a

llllllllllllll L]

=f:

LRI TR B O LA

Vi—2acosy+a?
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logo .
J-' f{_‘ EED‘!) (ﬂ) dy J_ !
0 V1—alseny 0 Vi+2acosy+at '

+f'(0}f" cosydy 1o
0 Vi+2acosy+a?

f}{‘;}f' cuked £.1 AT

0 Vi+2azcosy+ at

s o fuleiten.,
0 V’I+2tcosy+¢
Por conseguinte

® e+ f(e—=9) e 2/‘ f(+usen‘z}da:
0 V1+2acosz+ a? 0 Vi—atsenis

ou tornando implicito o signal de «, vem

A (u sen? z)

A= 2} da.
0 Vi—asen®a

Convém, porém, notar que a férmula de Mr. Besge tem no
referido jornal o « do segundo membro substituido por @, o que !
ndio nos parece exaclo, certamente devido a erro de impressiio. i
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Quando for a>1 temos ainda

sen' z

f(e9) + f(e— =)
f\/l—co a:+— \;‘

ou finalmente
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SOBRE A HISTORIA DO NONIUS

No n.’ 2:289 do jornal allemdio —Astronomische Nachrichten
vem um artigo do sr. Breusing, de Bremen, com o titulo de —
Nonius ou Vernier? —, onde elle discute a parte que teve cada
um dos tres sabios, Pedro Nunes, C. Clavius e P. Yernier na
descoberta do instrumento para medir pequenas partes de linhas
rectas_ou de angulos. Julgamos este artigo interessante para
portuguezes, e porisso aqui o publicamos,

Ao mesmo tempo, para se fazer uma ideia completa da his-
toria do Nonius, julgamos util publicar tambem a passagem do
livro —De Crepusculis, onde Pedro Nunes, pela primeira vez,
?resenta o instrumento, visto que este livro é extremamente raro.

sta passagem [oi copiada pelo sr. F. Oom, director do Obser~
vatorio Astronomico de Lisboa, do exemplar que existe n'aquelle
Observatorio. Devo acrescentar que o sr. F. Qom conservou a
orthographia do original, com a unica differenca de substituir
08 jj por ii e os uu por vv e vice-versa, onde foi necessario,
e que dois erros que elle encontrou foram conservados mo texto
mas emendados em notas.

Passagem tirada do livro —De Crepusculis (s)

Proposimio 111

Instrumentum quoddam consiruere, ad observationes astrorum valde
opportunum, quo videlicet eorum elevationes Wﬂl depre-
hendi possint.

Construatur enim Astrolabium quam exacte fieri possit: di~
optramq; habeat, hoc est regulam qua super centro volvitur,

e

(«) Petri Nonii salaciensis, de crepuseulis liber unus. Item Allasen Arabis
vetustissimi, de cansis Crepusenlorum Liber unus, i Gerardo Cremonensi
jam olim Latinitate donatus, & per eundem Petrum Nonium denud recognitus,

editio
Conimbricas, Excudebat Antonius 4 Marys. anno 4573,
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quam rectissimam: ad hanc tabelle ut fieri solet erect® sint:
quarum meatus maiores non sint quam ut per ea lucidiora fixa
sydera distincte videri possint. Esto exempli gratia hujusmodi
astrolabij plana una at que circularis superficies abed (¥), dia-
metrisque ac, b, in quadrantes divisa: ejus centrum sit e, punctum.
Super hoc intra ipsam circunferentiam, quantovis intervallo (pari
aut impari nihil refert) alius intra alium circulori quadrantes
describantur numero #%. Exterior quadrds ut ab, in nonaginta
tequales partes dividatur. Interiord vero ei propiquior in partes
wquales 89. Sequds deinde in 88. & qui hic proxime sequitur
in 87. et ita ‘deinceps hoc ordine progrediatur, donec ad ultimi
interiorum minimiq; perveniatur, qui in partes equales 46. se-
cabitur. In quolibet quadrante singule den® partes tenuissimis
quibusda 'lineolis, par ecirciferétia praetergredidtibus notentur.
Na nisi Astrolabiii in g&tis magnitudinis esset, si quin® aut dena
partes ‘numeris  distinguerétur, pranimia intervallord angustia,
magna cdfusio aceideret. Numerus aut@ partil quas unusquisq;
quadrans ‘habet, prope und -¢jus extremil juxta ‘semidiametri
seribatur. Ut si supputatio fiat ab a, versus b, super ipso b, piicto 90,
scribatur motis algoristicis; subt'vero juxta diametrii b, reliqui
numeri suis debitisq; locis ‘collocabiitur. Igitur hae arte numerus
gradull nonaginta qué unusquisq; quadrds etid interior habere
intelligitur, & 'si ‘in pauciores partes divisus proponatur, omn&
aliquotd partg actu habet, qua & quovis numero nonaginta minori
denominatur : nempe dimidia part@ totius, tertia, quarta, quinta,
sextd, septimd, octavd, nonam, decimd, undecimd, duodecimam,
& reliquas singuldtim sgué nonagessimam, qud exterior quadras
actu habet. Na quod & minorib'partibus ad maiores progrediendo
usq; ad quadragessimdi sex(d aliquotas partes habeat, videlicet
nonagessimi, -octogessimam  nonam, octogessimam octavam, &
reliquas, nemo inficiabitur. At quod & cateras quoque habeat,
que ab ijs numeris denominantur, qui inter unitatem sunt atq;
46, hinc facile constare poterit, quod qui numerd aliqué in nu-
merum-dividit, dividit & in subdupld, sub quadrupli, ceterosq;
numeros sub multiplices quos dividds numer’habet: ut ¢ dividit
in nonagita, dividit & inquadraginta quinque, & qui in 88, dividit
& in 44, & ita deinceps in ceteris. Atqui singuli numeri & 23.

(+) Esta passagem vem acom de‘uma figura, que é tdo facil de
tragar com 1i:ea-ln cacdes ahi dm a julgamos dispensavel,
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N
usque 45. subdupli sunt eoril qui in serie numerori dispondtur
a 46, usque 90. uno semper intermisso: & hi quog;, aliord mi-
nord multiplices sunt, & ita in reliquis, alij ad alios eodé modo
se habent, usque ad unitatem. Igitur numerus ipse gradui nona-
ginta qué in unoquoq; quadrante contineri intelligimus, p pre-
dictas divisiones omn@ aliquota partd habet i dimidia usq; ad
nonagessima. Haclenus de instrumenti structura: usus yero, per,
qua facilis erit. Libeat enim nocturno (&pore, cujusvis stella alti-
tuding supra horizont ex amussim deprehendere: attolemus hujus-
modi Astrolabii insublime supra oculi, ita ut ex armilla suspen-
soria piicto b, affixa libere pedeat, & ejus latus ab, ad stella
ipsam dirigemus, dioptriq; sensim sursum atq; deorsum versus
torquebimus, ‘quoad per utrung; foramen observata stella p spi-
ciamus. Quonid vero vix unqui dioptra descriptis quadrantibus
superponitur, quin secundi aliqua divisionis nota aliqué eorl inter
secet, considerabimus numeri partiii integrari qué abcisa,portio
habet, numer: prieterea in qué totus ipse quadrans divisus (uerit;
& per comupe documentd numerorii proportionalili, haspartes
in nonagessimas partes quadrantis, quas gradus appellare con-
suevimus, hoc modo convertemus. Multiplicabimus eard numerd
_in nonaginta, productd dividlemus per numerd partil totius qua-
drantis, & prodibit ex ea partitione numerus gradud qué ille
partes hab&t. Sed si numer aliquis. ex divisione relinquatur (ut
sepe numero cotingit) multiplicabimus el in sexaginta, productd
dividemus per predicti numerum partium totius. quadrantis, cd=
munem divisorem, & provenient minuta prima. Relictd quoquo
numerum ex hujusmodi partitione iterum multiplicabimus in sexa-
ginta, productumq; dividemos per comuné divisoré: & provenient
secunda minuta: & ita deinceps fiet quoadusque aut nihil ex
partitione relinquatur, aut minuti® que ex partitione proveniunt,
ob eara parvitat@ conténi debeant, Exéplum : observata altitudine
alicujus stelle, habeat in Astrolabio extrema linea diopra per
centrum veniens, quam fiducia lineam Astronomi appellant, eam
positionem quam diameter [g : secetque quadrantem ir, partium
@qualem 87. in puncto o, & ipse arcus altitudinis o, partes
comprehendat triginta. Igitur multiplicabimus 30. in 90, fientq :
2700, hunc numerum dividemus per 87. & venient ex; partitione
gradus 31. sed relinquentur 3. hiic numerum multiplicabimus
in 60. & fient 180. denique dividemus 180. in 87. communem
divisorem, & venient ex partitione minuta prima duo, numerusq ;
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relictus érit 6: hunc deinde multiplicabimus in 60 : ad colligenda
minuta secunda, fientq 360. hac dividemus per 87, & prodibit
ex partitione minuta tertia (#) quatuor: sed relictus numerus
erit 12. hoc igitur ducto in 60. productoq; diviso per comunem

divisor®, venient minuta quarta (»=) octo, at relinquétur ex par-
titione 24. Et eadem prorsus arte progrediemur quoad libuerit.
Ceetérum ut hujusmodi instrumentum observationibus solis edmo-
dius inservire possit, fiant in erectis tabellis alij duo meatus
angustissimi : per eos enim interdiu radius solis ingrediens, t',jus
altitudinem supra horizontem certius comostrabit.

Nonius ou Vernier

No terceiro volume da sua Historia das mathematicas apresenta
Kistner, em dezoito paragraphos, noticias historicas sobre os
methodos para obter as pequenas partes de linhas rectas ou
angulos. O que se segue é um extracto em que 0s numeros se
referem aos paragraphos de Kastner.

No primeiro paragrapho ensina-se o meio de determinar apro-
ximadamente um pequeno arco por meio de movimentos reite-
rados de uma regoa, e no paragrapho quarto enunciam-se muitos
meios engenhosos de dividir linhas e arcos em pequenas partes,
bem como o dos quadrantes concentricos de Nunes, em que o
interior estd dividido em noventa partes iguaes e os interiores
em oitenta e nove, oitenta e oito, etc. Kistner continfia:

5. O mais commodo ¢ ainda hoje muito em uso & o seguinte:
Divide-se uma linha recta ou um arco em partes iguaes. Toma-se
um intervallo contendo m d'estas partes e divide-se em m—+1
ou m— 1 partes iguaes. Transportam-se estas partes para uma
regoa que se [az escorregar sobre o cumprimento mencionado, ete.

6. 7. B. Tres livros ensinam esta ideia engenhosa :

Pierre Vernier — La construction, l'usage el les propr:mz du

nouveau elc. Bruxelles, 1631.

Bened. Hedraeus — Nova et accurata astrolabii geomelrici stru-

ctura etc. Lugd. Bat., 1643.

{- Alias secunda.
=) Alids tertia.
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Ger. a. Gutschoven — Usus quadrantis geometrici ete. Bruxella,
1674%.

9. Nem Hedraeus nem Gutscltoven mencionam Vernier.

13. Vernier ficou tao esquecido, que a regoa movel foi atlri-
buida por Hevel a Hedraeus. Robert Hook no livro—Animadver-
sions on the first part of the Machina caelestis of Johannes Hevelius,
London, 1674, diz, a pagg. 20 ¢ 29, que elle obteve a sua des-
coberta de um outro, de quem um pequeno livro talvez perdido
e esquecido lhe veio accidentalmente & mao: Pierre Vernier—
La construction elc. :

14. Lalande diz no Livro XIII da sua Astronomia que o arco
movel pertence a Vernier, e funda-se para isso n'um livro de
Pézenas — Mémoires redigés a I Observatoire de Marseille, 17535.

18. Nos escriptores até aqui mencionados nlio encontro uso
algum da regoa movel para a divisio das rectas, que todavia jh
tinha sido indicado por Vernier. O uso mais antigo que eu
conhego encontra-se n'uma carta de Regnault a Monconys —
Voyages de Mr. de Monconys, Paris, 1695, pag. 20%. O titulo é
—De la régle de Clavius pour le toisage. A descoberta e o segredo
da divisto d’esta regoa pertence a Clavius; Hedraeus serviu-se
d’ella com successo; acha-se tambem por meio de uma corre-
dissa as mais pequenas partes de um arco ou de uma linha recta.
Regnault ensina tambem a dividir uma toesa em 10:000 partes.
Onde Clavius apresenta uma tal indicacdo, ndo o diz elle, e eu
nada acho a tal respeito nas obras de Clavius que possuo.

Kistner nlio examinou Clavius cuidadosamente. A sua muita
edade desculpa-o, e talvez elle tenha apenas procurado nas figuras
um desenho do Nonius, e porque o ndo achou, acrediton que
nada vinha no texto. Clavius foi esquecido e posto de parte de
um modo incomprehensivel; en fiquei surprehendido quando nas
suas obras (Christophori Clavii Bambergensis opera. V. Voll.
Mogurtiae, 1611, fol.) encontrei a seguinte passagem:

Tom. Il. Geometria pratica, pag. 5:

In regula recte ducantur emque in 100 particulas ®quales
distribuantur, vel in 1:000 si longiores sint. Ita ex qualibet recta
quot vis partes centesima aut millesima abscindi poterunt. Imo
si sumatur linea KLy continens 11 particulas ex illis 100 vel
1:000 dividaturque in 10 partes w®quales, si quidem secta sit
regula in 100 partes mquales, poterunt beneficio rect® KILj
continentis 11 particulas ejusmodi et in 10 partes @quales divise,
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ex data recta qualibet accipi quotvis millesima partes, perinde
ac si partes singul® centesime in regula secte essent in denas
particulas ®quales; si vero regula in 1:000 particulas distributa
sit. et linea KL talium 11 partium in 10 particulas dissecta,
poterunt ex quavis linea recta preposita partes, quot quis volue-
rit, millesimarum decima auferri, non secus ac si singule partes
millesim® in regula distribute essent in 10 partes @quales.

Rursus si regula contineat 100 partes et recta quaepiam MN
constans ex 101 ejusmodi particulis distribuatur in 100 partes,
poterimus ex data accipere partes decimas millesimarum. At si
in. regula notate sint 1:000 partes et linea quapiam continens
ejusmodi partes 101 secetur in 100 partes, deprehendi poterunt
in qualibet recta quotcunque partes centesima millesimarum,
ac si partes singule millesim® in regula conplecterentur partes
100, Si denique linea earum partium 1:001 dividatur in 1:000
partes, capiemus in quavis recla partes millesimas millesimarum,
perinde ac si partes millesima® singule in regula partes 1:000
comprehenderent.

Tom. I Astrolabium, pag. 10:

Doceamus, qua ratione geometrice abscindendus sit arcus, in
quo prieter gradus quotcunque etiam minuta proposita compre-
hendantur; et vicissim, quo pacto cogonoscendum, quot minuta
in quavis particula unius gradus contineantur.

Depois de especificar varios artificios, entre outros aquelle de
que falla Kastner no paragrapho primeiro, bem como o modo
de obter um arco de 57’ quando se divide um arco de 57° em
sessenta partes e um arco de 43° em sessenta partes, continia
Clavius a pag. 12: -

Ceterum si contenti esse velimus unico quadrante in gradus
90 accurate distributo, nimirum quadrante A B, cujus semidia-
meter CD, longe expeditius in eo arcum quodlibet graduum ac
minutorum accipiemus, si intervallo ejusdem semidiametri CD
arcus describatur, in eoque arcus L. M abscindatur complectens
gradus 61 quadrantis AB atque hic arcus LM in 60 partes
@quales distribuatur. Una barum particularum continebit unum
gradum semel et insuper partem sexagesimam unius gradus, hoc
est unum minutum. Ex quo fit, ut due particule conplectantur
duos gradus et insuper 3110 minuta; tres particule tres gradus
et tria minuta : et sic deinceps.

Itaque si in quadrante AB cupiat quis particulam unius miouti,
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transferat unam arcus particalam LM in quadrantem, initio
facto a puncto A vel a quovis gradu. Nam particula ultra unum
gradum continebit 1 minutum. Eodem modo si du particule
transferantur, complectetur particula ultra duos gradus 2 minuta;
si tres particule transferantur, continebit particula ultra tres
gradus 3 minuta; si 53 particule transferantur, comprehendet
particula ultra 53 gradus 53 minuta, et sic deinceps.

Estas passagens ddo pois a decisiva demonstragio de que ndo
devemos a theoria da divisio do Nonius a outro sendo a Clavius,
e tanto para a medida das rectas como dos arcos.

Lalande diz na sua Astronomia, tom. II. 2341 :

La division, qui est aujourd’hui la plus employée, est appellée
dans la plupart des auteurs division de Nonius quoique Nonius
n'en soit pas l'auteur; mais il en avait imaginé une qui eut
beaucoup de célébrité, et qui pouvait conduire a celle que nous
avons aujourd’hui. Le véritable auteur de la ndtre dans son état
actuel fut Pierre Vernier, qui la publia dans un petit ouvrage
imprimé & Bruxelles en 1631, iutitulé —La construction, usage
et les propriétés du cadran nouveau. Je crois donc qu'il est juste
de rétablir le véritable auteur dans ses droits, et d'appeller Ver-
nier au lieu de Nonius la piece qui forme la division dont il s'agit.
Mr. Magellan se plaint avec aigreur de cette innovation, mais
cette plainte est injuste, et ne pouvait étre faite que par un
Portugais, c'est-d-dire un compatriote de Nonius. Mr. Bailly
regarde la division de Vernier comme étant celle de Nonius pér-
fectionnée, et le P. Pézenas cite le P. Clavius comme ayant pro-
posé de diviser six parties en cing; mais ni I'un ni 'autre n’avait
pensé & en faire une petit division mobile, et je regarde comme
idée trés neuve celle de substituer un seul petit arc i la place
des vingt circonférences de Nonius et de mettre cette division
sur I'alidade mobile; c’'est une découverte précieuse, a laquelle
personne que Vernier ne peut avoir de droit; elle a un merite
indépendant de celui des nombres inégaux de Nonius.

-

E um enigma que aqui nada mais se diga a respeito de Cla-
vius, sendo que dividiu seis partes em cinco. Certamente Clavius
servia-se do seu arco movendo-o com a mio ou applicando-o
sobre o circulo; a Vernier ficou o merito de o ter ajustado 4 alidade.
Lalande nao distinguiu as duas cousas; para ser justo em relagiq
aos factos deveria dizer:
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La véritable auteur de la division dans son état actuel fut
Christophe Clavius de Bamberg; et de mettre cette division sur
I'alidade mobile, c’est une idée, a laquelle personne que Vernier
ne peut avoir de droit.

Aqui nlio deve tratar-se de qual dos dois teve maior mereci-
mento. E como nio & inverosimil que Clavius fosse levado &
divisiio de sessenta e uma partes em sessenta, pelo facto de Pedro
Nunes ter dividido noventa partes em oitenta e nove, deve-se
conservar sempre a denominacio de Nonius.

Bremen. BrrusiNg.
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SOLUCAO DA QUESTAD PROPOSTA N.° 7

ALFREDO ScCHIAPPA MONTEIRO
Sendo dado um quadrado magico formado por n® numeros

distinctos, pergunta-se de quantos modos é possivel permutar estes
n® numeros, sem que o quadrado magico cesse de existir,

Para chegarmos & expressiio geral que dé o numero de per-
mutacdes pedidas, podemos considerar primeiramente em parti-
cular um determinante de quinta ordem,
ay by ey dy e
ag by c3 dg €3
ﬂg bsfadaes Il.-lFOOIIIOOOO{l)

ag b; c§ d; ey

ay b:; cy {15 ey

cujos vinte e cinco elementos suppomos dispostos em quadrado
magico, isto é, de modo que as sommas dos elementos perten-
centes 4s mesmas columnas, &s mesmas linhas e s mesmas dia-
gonaes sejam eguaes entre si.

Como as permutagdes que se podem fazer entre os seus vinte
e cinco elementos, sem que o quadrado magico cesse de existir,
equivalem evidentemente &s permulagdes symetricas das columnas
e das linhas correspondentes, poderemos chegar facilmente por
este caminho & expressio geral do numero dos modos de per-
mutar os numeros distinctos que compdem um quadrado magico
qualquer, sem que o quadrado magico cesse de existir.

6
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Representando, pois, por A, B, M, By, A as columnas, e por
A', B, M', B'y, A’ as linhas do determinante As, para termos
as permutagdes symetricas de cada um d’estes grupos de letras,
permutaremos em primeiro logar separadamente as duas primeiras
letras entre si, e do. mesmo modo as duas ultimas, ¢ teremos as
permutagdes symetricas

ABMB Ay | ABMBYAY | ...... L@
BAMAI By | B-A'IM;AF'I By | TETTRERS (3:]

Se agora em cada uma d'estas permutacdes permutarmos os
indices um a um, teremos as permutagies symetricas

ABMBA; | AB MBAy | ......... (&)
BA;MAB; | BAYMA'B) | o lvneiin (8)
AtBMB{A | AYB'MBYA | o.u.u.... (6)
ByAMAB | BYA'M A, B | .ov...... (7
- @ permutando os indices dois a dois, vem

C AMBMBA | AYBYMBA | . or...... (8)
BiAMAB | ByAyMA'B | ......... )
Achamos portanto oito modos de permutar symetricamente as .
columnas e hnhas (); numero tambem evidentemente egual ao
dos modos de permutar symetricamente as columnas e linhas

n'um determinante de qustn ordem, com os elementos dispostos
em quadrado magico.

(#) Convém observar que comparando as qualro permulagdes (2); (3),
(&) e (5) respeetivamente com as quatro (8), (9), (6) e (7) se reconhece im-
mediatamente que os quadrados magicos correspondentes as primeiras per- -
mutagdes nio differem dos restantes quadrados obtidos sendo na posigio
relativa, podendo, considerar-se em absoluto como eguaes aos quatro pri-
meiros (quadrados, em vista do que as permutagies consideradas ficariam
em rigor reduzidas a quatro. :
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Se nos oito quadrados magicos assim obtidos mudarmos as
columnas em linhas e inversamente, teremos outros oito quadrados
magicos (+), e portanto acharemos dezeseis modos de permutar
os numeros do quadrado magico dado (1), sem que este cesse
de existir. Finalmente se considerarmos os quadrados magicos
symetricos d’estes dezeseis, teremos ao todo trinta e dois modos
de permutar os numeros do quadrade magico dado.

Para mais claramente vermos como se chega & formula geral
que di o numero pedido de permutacdes, consideraremos ainda
um determinante de sexta ou setima ordem, e representemos
por A, B, C as suas tres primeiras columnas ou linhas. As per-
mutacdes ordinarias d’'estas tres letras serdo

ABC|ACB|BAC|BCA|CAB|CBA|...(10)
Designando por Ay, By, Cy as tres columnas ou linhas syme-
tricas das tres primeiras, se permutarmos estas letras com as letras
eguaes das seis permutagdes (10), uma a uma, duas a duas, tres

a tres, vem os seguintes grupos de permutagdes,
. AB C | AByC

L

AB'G A‘B C' ﬁ‘B'C[i-III.IiII{ll)
AB CilA B G
4 AMCB |ACB
A CyB |A1C By |A(CiBy | .....vva (12)
ACBylA CiBy
BiA C |BiAC

B AyC |{ByA Gf|ByA{Cy |vs il vi(48)

BAC|BAC

») B ﬁlaro o estes oito quadrados magicos podem-se eonsiderar em
ah(sululo como 'E?metrima dos oito primeiros.
*
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BiC A |ByC/A
BiCyA{ByC Ay ByCyAy |+ ivuuiin . (14)
B C A|B A
CyA B|CyAB
C AyB |CiA By|C A By | ...u.. ... (18)
C A By|C AyB

C;B A |C(BA
CBAAT € B CiBy B[+ vontanas (16)
C B A;|€C ByA,

por onde se vé que as permutacdes symetricas das columnas e
linhas relativas a cada um dos seis primeiros grupos, sio eguaes
ao numero de letras A, B, C; as permutacdes symetricas rela-
tivas a cada um dos seis segundos grupos, sio eguaes a0 numero
de productos distinctos ou combinagdes d’estas letras tomadas duas
a duas; e finalmente aos terceiros grupos correspondem as per-
mutagdes symetricas eguaes ao numero de productos distinctos
ou combinacdes das mesmas letras tomadas tres a tres.

Assim acharemos em primeiro logar quarenta e oito modos
differentes de permutar os numeros do quadrado magico dado,
sem que este cesse de existir («).

Quando mudarmos as columnas em linhas e vice-versa, acha-
remos o dobro das permutacdes. Finalmente, junctando aos qua-
drados magicos assim obtidos os seus symetricos, teremos ao todo
cenlo e noventa e dois modos de permutar os numeros do quadrado
magico dado, sem que elle cesse de existir.

(+) Como sabemos, a nota a pag. 82 é geral, e portanto se nio attender-
mos & posigio relativa d'estes 3narenr.a @ oito quadrados magicos, 86 vinte
© quatro d'elles podemos considerar como realmente distinctos.
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Logo se n representa a ordem do determinante com os ele-
mentos dispostos em quadrado magico, ¢ numero N dos modos
de permutar estes elementos, que em primeiro logar obtemos,
serd dado pela formula :

n—2 n n nn-2
N=1.2... 3 .-—é—['l-l-?-!-E 3 hees)
_9 g
—1.2.. et (17)
sendo n par, ou
$-3% 1 u—;—l
N=1.2 3 3 R ot g AR, 4 (18)

sendo n impar.

Quando mudarmos as linhas em columnas e inversamente o
numero N’ dos differentes modos de permutar os n* numeros,
seri dado pela férmula

N'=2.N=1.2...

ou

N'=2.N=1.2...

- P
segundo n for par ou impar.

Finalmente, tomando os quadrados magicos symetricos dos
obtidos pelas 2. N permutagdes, teremos que, em geral, o numero
total N dos modos de permutar os n® numeros distinctos d’'um
quadrado magico dado, sem que este cesse de existir, serd dado
pela formula

atd
" = n—2 n F]
N_ilN-—ligl‘. 2 - 2 .2 L {21)
ou
n4-3
. n—3 n—1 3
N'=4.N=1.2... 3 3 S (22]

segundo for n par ou impar.
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Observagao,— Como acabimos de ver, consideramns » permu-
tagdo simultanea de columnas e linhas dos delodigulnes, para
que as suas diagonaes fossem sempre compostas dos mesmos elé-
mentos; devendo-se notar que entre as permutagdes symetricas
que resultam para os elementos de cada uma d'estas diagonaes
s6 ha N permutagdes que sejam distinetas.

Péde, porém, succeder que,’ n'alguns casos; ‘os n? élementos
dos determinantes, de ordem superior 4 terceira, sejam taes, que
as columnas e linhas possam soffrer separadamente a permutacao
symetrica, sem que a disposicdo d’estes alementos em quadrado
magico cesse de existir, d'onde resulta que as diagonaes ndo serdo
sempre compostas dos mesmos elementos, e o numero N de
modos de permutar os elementos do quadrado magico dado attin-
gich o valor maximo 12(N—2).

Como exemplo apresentaremos o determinante de quarta ordem
composto dos primeiros dezeseis numeros inteiros

115713 " 4
e T s
810 11 &

13 3 2 16

Ainda podiamos proseguir nas nossas investigagdes; mas nio
o fazemos, para ndo sahirmos do campo da questdo proposta.

'
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SOBRE A THEORIA DAS FACULDADES

POR

J. M. RopriGcuEs

|
Seja
x|z
y=[os]

uma faculdade exponencial dada, onde ¢z, base da faculdade,
designa uma funcgio theorica ou problematica de uma quantidade =
independeutc da variavel x; sera
z+dazlt
y+dy=[gs] '
d’onde dz|E
dy=ylg(zta3) —1];

mas pela theoria dos factores elementares

x|¢ dz't
fact. elem. [¢3] =[¢(s+o:)] ,

‘B3

e, como ¢ sabido,
x|Z
fact. elem. [¢2] =14dz[ly(s+=z:)—
ok g i S

b P (R

onde 3¢, 31, %3, ... designam os numeros de Bernouilli: por
consequencia, fazendo
z
gz=¢ ou ¢z=lgps,
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resulta o desenvolvimento em serie da derivada de uma faculdade
exponencial

—y[y (s +2)—

T

IR e, Gl adh
P03z 1 gt r.e PY 'T1.2.3.%

+.o..] (a)

Ora pela férmula de Euler

§ A T

e iAo

| du
&SN yd s i 4
3u Efu z 30u+3;d1

obtem-se facilmente a sommaciio da serie (a), a saber:
1d¢ (x mE’) o
logo

L L
it'T.2 i 1.8.3.4

+34 ki v

¢ uma expressido da derivada de uma faculdade exponencial.
O factor elementar de uma faculdade seré pois

2
fact. elem. [¢3] ml+dm2ﬂﬁ5?—a.
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11

A lei de construcgio da derivada de uma faculdade conduz
naturalmente & deduccio de duas formulas de Wronski, muito
notaveis.

Com effeito

d-.[r{s-HcE)h_
fdeT—ly“l‘C,

fﬁdﬂ';:m-i].dz-=2‘[;(s+za,

I?@+zﬂ=JL

d’'onde se deduz
xr
EFzo]E
sroe bl

ye=EtFa.

g

G 2 SRR (&,

pondo

Foi sob esta forma que Wronski deu a sua [Grmula, a qual
exprime analyticamente o algorithmo das differengas inversas em
funegdo do algorithme das faculdades, D %8
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Partindo d’esta formula, Wronski achou, pela sua Theoria dos
[actores elementares, a seguinte.

obaon ol ‘[Fmd.z'f-.:l![ﬁw]m“'+§on$f.i' it

L N

18 i h
t[.-:r=Fa:+L2F:r+ 2_3F$+u_—1.2.3.-i- p

a qual facilmente se péde deduzir e por muitos modos differentes.

Com effeito, a serie de Taylor 2511
du - B . B du
N e (S adia NS Al
da ; v
3 Loy du, B _dPu g _d%u p
vt e tam T Ta gt T
portanto, sendo : 0
u=[Fzda,
resulta
fF.'udz=EZF.’:+3—'£F"§+—ES=-EF”:¢+. oo ()
B - { 1.8 | =1.823

mas pela formula (5) ou (b") subol

I s
Eat e EFE‘Jm_I[gi.E.[n+1} ]E ik
1n+ll‘l ¥ * (im0

]

por consequencia

e .6 £an ,~E—'-F' _'.E- o) d .-l'ilu
T I ete) L
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" Ora em virtude de uma propriedade elementar das facu]tludes
nlgontlmm:as

vroq whes t[.EF%+T%F'ﬂ+...]E[l .
SFede=l(le ' : -+ const.,

z[8 .
[ y mﬂ] E'| L const. .. 0 (.

Como £ designa um augmento arbitrario da variavel, podemos,
sem alterar a generalidade, suppor =1, o que da

logo

'J'F:.-:d'm=!

fFa:J:c I! ]“Hi%*wnst. (al:""). ;

A somma da série que define a funcclo ¢ obtem-se, como
vimos, pelos integraes definidos ; por consequencia a férmula de
Wronski péde exprimir um integral geral em funcelio de integraes
de‘limdos pelo dlgorithmo das facuhEndel exponenciaes.

I[I
A formula symbolica de Lagrange

2u_.e —I A ' '!

appl‘cada ] erpresa&o (c") da |mmediatame=nte P gl 7
T '

AW L) i

ﬁaxfd&b e 1—1, ["Fx+i———l"'z+ F"¢+ JA4-eonst.,

i.2
por consequencia’ '

f ! E""‘" _1
chdxu( ....1 +d3+mnsh,

lﬂsﬂ . ob srioah
T ff;:d,fm’{pm'i"m‘ TR R (“)




92 JORNAL DE SCIENCIAS

‘Coustruindo esta somma 2 em funcgio das faculdades, resulta
aformula de Wronski (¢"') ou (¢"), segundo se suppde o augmento £
egual ou differente da unidade.

Ora, como demonstramos, a funcgio ¢ é gerada por muitos
integraes definidos reductiveis aos tres typos geraes:

1
b5 [ (U+U)du, +z=f2F(a:+tps)dz
e m)
pRLsh At idg:
b %j: Fztrehodids;
logo, suppondo =1 nal expressio (m), o que ¢ permittido, vem

1
[Fadz=— E;zj: (U~+Uy) du+ const.

JFzdz— Ef F (z+ ¢ z) d s + const. (n).

fodw-z—%Ef'F (m+re”)9e”dﬁ+cnlnst.
o 0
I

Estas [ormulas exprimem relagdes entre integraes geraes ou
indefinidos, sommas finitas e integraes definidos.
A férmula de Wronski transformada com os integraes definidos

(m"), a saber:

N

pifa g fio (U+Uy)du J.-"..'ii
JFzdz=1||e + const.

- ﬂ F(xg+¢sz)ds 12|1 (w)
JEzda=Il||e J + const.|

= B YR

- — Eﬂ F(J:o +r¢"(')¢“de]z;_i

JFzdz=l||e + const. |

e as formulas (n) ligam a integracio geral das funcgdes com a
theoria dos integraes definidos pelo algorithmo universal das facul-
dades e pelg plgorithmo das di.é::rgnnas inversas ou sommas finitas,
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IV

A lei de construcgiio (a') da derivada de uma faculdade expo-
nencial péde ainda conduzir a outras consequencias mais notaveis.
Com effeito, seja
" Afs @}
u=ly e y=le ]
uma faculdade, cuja base é a differenca

Afr—fls+E—z
de uma funcclo finita e continua; serd

du i d.&f(z-l-zz} .&.Jf{:-&-xE)Bdf(z-I-:E}

dz y dz dz dz
e em geral o flsta)
da¢ dar

por consequencia o desenvolvimento em serie, ordenada segundo
as potencias ascendentes da variavel , do logarithmo da facul-
dade proposta sera, pela formula de Maclaurin,

i S (d )ﬂﬁ{:’;)**tﬁ.a(::;),""”;

mas tig=0, porque a faculdade de expoente zero é egual 4 unidade;
logo

Afs Tt
‘l[ - (d.r)u fe(i 1.?3{:::' R

. Loy |
f{s+wE}-—fs+ ( +l 2(“’: bdesh
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logo
“" A{’IWJE‘
’ . . (z+a:£] fs—l ....... . ()
“Pondo .‘.. o5 f o '- ..i'u
o | I..zﬂﬁjﬁ ou z=—g- sioz ,obislly me)
resulta J ; _
Ti: &f Elal I )
g1 ababloosl s
f(z+h)=f:;_+_1 .[' . .]E ........ ",
e fazendo tambem em (p) = . ., s 'ulind 'ofrsad) smo b
i 2y b 5y 'f-ﬁ:-&-"g E"’t'; \ !/ 'u{_ A wi
vem b 3 & = e
Af-'cu |
fz= fﬂ-l-!u l ....... oe [y

Estas formulas operam a transl'ormacno de uma funcgio no
algorithmo das faculdades, A primeira (p”) exprime o theorema
de Taylor, e a segunda (p") o de Maclaurin no, llgumhmo du

faculdades exponenciaes.
Mudando em [p”} (" f ey f resulta

T

“Fi!

LG = L5

{ ;
6ty _,_»f-ﬁ@;xj;j[%lg}ﬂ.......‘."-“m:

Desenvolvendo em serie estas: faculdades pelas formulas de
Wronski; ebtén-se transl‘m-maeﬁep myito interessantes dos theo-
remas de Taylor e Maclaurin,




MATHEMATICAS B ASTRONOMICAS 9

2 IL'V

As formulas de Wronski relativas 4s sommas finitas e integraes
sio um caso particular das formulas precedentes.
Com effeito, fazendo
(] fx=3EFz,
resulta immediatamente Fol -~ | r
. 2|E

EF.‘I—% I'[ 'E[j':ruvlﬁ

Do mesmo modo, pondo

+He.

fz=/Fadaz,
serd

T i eimgpges sinis) b smsip
sfa=[@+l)—fe=Fa+ S Fat oaFat...

ou

Afz=tda;

logo, tomando fzp para constante arbitraria,

1|1
SFzdz=1||e J + const. arbit.

Da férmula (¢") deduzem-se tres outras relativas & integracdo
geral das funcgdes.
Com effeito, a expressdo (¢/) péde transformar-se n’esta

4 flaa+1)— 20 "'t.
f””“’”"l[” Fay 1
portanto, sendo

fz=/[Fzdz,

sera
fag=c e Yap=[(zo+1)—fao;
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logo, attendendo aos integraes definidos (m’) que geram a funclio §,

vem

& { qzi1)
[Fadz—c bl+mj:(U+U1)du w cofo il

e s * 1|1
JFzdz=c H-Tf F(zo+¢z)dz iy

I I " A - ~:c|i
JFzdz=c WIHW‘\f: F(.fm'-l-re"]Be"db_

Estas formulas mostram tambem que a theoria dos integraes
definidos esta intimamente ligada & integracéio geral das funccoes
pelo algorithmo das faculdades exponenciaes.
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NOTE DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE
SUR L'INTERSECTION DES SURFACES DU SECOND ORDRE

PAR

A. Scraraprra MoNTEIRO

I

Considérations générales

4. Toutes les fois que nous voudrons déterminer l'intersection
de deux surfaces, définies par les projections de leurs génératrices,
nous devrons examiner s'il nous est possible de I'obtenir, en
recourant seulement & ces projections et au mode de génération
de chacune des surfaces proposées, ou encore aux propriétés
caractéristiques de celles-ci. Néanmoins I'emploi de ces moyens
n'est pas toujours possible, ce qui fait que nous sommes obligés,
en général, d’employer des surfaces auxiliaires telles que chacune
coupe les surfaces proposées suivant des courbes dont la constru-
ction soit immédiatement possible.

Il faut cependant avoir un grand soin, quand la courbe d'inter=
section a plusieurs branches, de distinguer quels sont les points
appartenant & une méme branche, et dont les projections, situées
sur chaque plan de projection, unies par un trait continu, donnent
les projections de la courbe.

®. Le choix des surfaces auxiliaires doit se faire en harmonie
avec le mode de génération des surfaces données, et en ayant
égard & la direction des plans de projection: de maniére & ce
que les constructions deviennent toujours les plus faciles que I'on
puisse obtenir.

8. 1l est clair que les plans paralléles entre eux, ou & I'un
des plans de projection sont les surfaces auxiliaires qu’il convient
en général d’employer: & moins qu’il ne se présente des circon-

1
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stances toules particuliéres, qui nous conduisent & leur donner une
direction plus convenable. Ordinairement ces plas sont horizon-
tals, et la méthode, qui se fonde sur eux, se nomme alors
méthode des sections horizontales. Elle peut encore se simplifier
dans plusieurs cas particuliers, en déterminant sur un des plans
de projection les projections cylindriques ou coniques des sections
faites sur les surfaces données, par chaque plan auxiliaire: de
sorte qu'au moyen des points communs de ces projections obliques
nous obtenions dans le sysiéme de projection donné, les projections
des points de I'intensection demandée. .

4. Ces principes généraux exposés, nous allons déterminer
par des méthodes que nous suposons plus expéditives que celles qui
sont connues, I'intersection des surfaces du second ordre quelles
qu’elles soient ou entre elles-mémes, ou avec d’aulres surfaces
particuliéres.

11

Intersection des surfaces du second ordre

&. Comme nous savons, la méthode des sections horizontales
est celle que 'on emploie, en général, pour déterminer l'inter-
section de deux surlaces du second ordre 2 et X'; mais, quoique
I'on puisse choisir le plan horizontal de projection paralléle aux
sections circulaires, ou encore, dans des cas trés-particuliers, aux
sections rectilignes d'une des surlaces 2, cetle méthode ne laisse
pas d'é¢tre presque toujours assez laborieuse: parce que nous
avons @ construire, par points, les projections horizontales des
sections correspondantes de X, 4 moins qu'il ne se présente des
cas tout-a-fait spécials.

Nous pouvons, cependant, résoudre le probléme de divers
maniéres, on ne tracant, sur le plan horizontal, qu'une courbe
homothétique aux section faites, par des plans horizontals, sur
la surface ¥'. .

En effet: 1.° sur le plan horizontal de projection construisons
une courbe homothélique aux sections de 2': il est clair que cette
courbe peut étre considérée comme une trace commune a diffé-
rents cdnes, chacun desquels sera déterminé par elle et par une
des sections horizontales de ¥': de sorte que, si nous faisons la
projection cenirale de ces seclions, en prenant pour cenire de
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