MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS {19

Analyse infinitesimal, a theoria das differencas, ete. Na nova edi-
¢do desenvolveu porém mais o auctor a parte relativa &4 Geome-
tria infinitesimal, e introduziu tres novas liges, uma relativa fs
coordenadas trilineares, outra relativa as coordenadas tangenciaes
¢ uma terceira relativa & interseccio das curvas do 2.° grée.

G. de Longchamps. — Les fonctions pseudo et hyper-Bernoullim-
nes ete. (Mémoires couronnés de I Académie R. de Belgique,
t. Lu).

Principia o auctor a sua bella memoria pelo estudo da lei de
recorrencia

A,.q:(n}=ﬁ| A1+ AsA,_qt...+ A"_.l Ay

(Ay, Ag, etc. representando uma serie composta de um numero
infinito de numeros ¢ ¢ (n) uma funcgdo dada de n), e por fazer
vér que, por meio d’esta relacdo, se pode exprimir a lei de re-
correncia d'algumas series importantes, taes como as series que
representam os desenvolvimentos de %, senz, cosz, elc.

Em seguida estuda o auctor o caso em que g (n) representa a
funcglio an + b, a e b representando numeros constantes, N'este
caso a relacho anteriormente considerada representa a lei de re-
correncia dos desenvolvimentos em serie de tang x, The, @ colz,
etc., e de um integral particular da equagiio de Riccati:

y + Ayt =Ba™.
Este ultimo resultado ¢ principalmente importante, porque 6

se conhecia até aqui o integral d’esta equagdo debaixo da férma
de quociente de dois integraes definidos ou de duas series.

G. Peano. — I principii di Geometria logicamente esposti. —
Torino, 1889.

Nas primeiras linhas do prefacio do seu importante opusculo
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.

expde o auctor claramente qual o objecto que tem em vista. Diz
com effeito, o sr. Peano:

«Quaes sdo as entidades geometricas que se podem definir, ¢
quaes as que se devem acceitar sem definigdo? E entre as pro-
priedades, experimentalmente verdadeiras, quaes é necessario
acceitar sem demonstracglio e quaes se podem deduzir como con-
sequencia.

«A analyse d’estas questdes, pertencentes ao mesmo tempo
Logica e a Geometria, sdo o objecto d'este livro.»

A questio de que se occupa o illustre geometra de Turim é
a mais diflicil de todas as questoes de geometria e tem sido obje-
cto de trabalhos importantes.

Como no opusculo de que se deu noticia na pag. 54, os ter-
mos, pertencentes 4 Logica e 4 Geomelria, para o enunciado das
proposi¢des slio substituidos por signaes, o que permitte enun-
ciar estas proposicdes de um modo rigoroso e que nio di
logar a ambiguidades. No principio do livro vem uma lista d'estes
signaes.

O primeiro paragrapho do opusculo contém os signaes das en-
tidades geometricas que se ndo podem definir.

O paragrapho segundo contém todas as definicdes de que se
faz uso.

Os paragraphos seguintes contém 16 axiomas e os theoremas
que dependem d’estes axiomas. Cada axioma ¢ immediatamente
seguido dos theoremas que dependem d’elle e dos anteriores.

Termina o livro uma serie de notas muito interessantes con-
tendo explicagdes relativas ao assumpto principal.

G. W. Johnson. — Trazade de curvas dadas em coordenadas car-
tesianas (tradusido do inglez para hespanhol por V. Balbin).
— Buenos Ayres, 1889.

O principal objecto d’este livro é a determinaglo da forma das
curvas quando sio dadas as suas equacdes em coordenadas car-
tesianas. O auctor, para tornar o seu livro accessivel a maior
numero de leitores, emprega sémente methodos algebricos. A im-
portancia do assumpto, a clareza com que esth escripto, e a boa
escolba das doutrinas levaram o sr. V. Balbin a traduzil-os em
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lingua hespanhola para servir de texto aos alumnos da cadeira
de Calculo graphico na Universidade de Buenos Ayres.

J. A. Serrasqueiro. — Tratado de Algebra Elementar. — Coimbra,
1890,

Veja-se o que se disse na pag. 46 do t. vin e na pag. 122
do t. v a respeito d'esta obra.

6. Lalbaleitrier. — Trigonometrie rectiligne suivie des principes de
la nouvelle Géometrie du triangle. — Paris, 1889 (lithogra-
phado).

Consta esta obra de duas partes. A primeira contém a Trigo-
nometria rectilinea. N'esta parte expde o auctor as doutrinas que
se encontram habitualmente nos livros que se occupam d'este
ramo da Geometria.

Na segunda parte vem uma exposicio clara e bastante com-
pleta dos principios da nova geometria do triangnlo. E a parte
verdadeiramente interessante do livro de que estamos dando no-
ticia, e que merece ser lida por aquelles que querem ter conhe-
cimento das bellas questdes pertencentes a este ramo moderno
de geometria.

Termina o livro por uma colleccdo de exercicios relativos a
todos os assumptos de que o auctor se occupa tanto na primeira
como na segunda parte.

B. J. Clasen. — Sur une nouvelle méthode de résolution des équations
linéaires et sur Papplication de cette méthode au calcul des déter-
minanis. — Paris, 1889.

Para fazer conhecer o methodo a que se refere o opusculo de
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que queremos dar noticia, appliquemol-o ae caso de tres equagdes
a tres ncognias

axztby+tecz=d
det+ly+ds=d
0"z + b'y + ¢'s —d".

Por meio d'estas equagdes [orma o sr. Clasen duas novas
equagdes taes que numa d’ellas ndo entre x e na outra nio entre
y, € laes que e y tenham o mesmo coefliciente.

Estas novas equagdes sio

(ab' — ba!)z + (cb' — be') 5 + bd! — db/ = 0
(b —ba')y + (ac' — ca’)z + da’' — ad' = 0.

Depois o auctor multiplica a primeira d’estas equagdes por
—a", a segunda por —b" e somma. os resultados com a terceira
das equagdes propostas para ter a equacho que da 3.

Como se vé& o methodo tem analogin com o methodo de re-
dugdio a0 mesmo cosfficiente, do qual differe todavia em alguns
pontos essenciaos.

No seu interessante opusculo o sr. Clasen expde com toda a
generalidade o movo methodo e faz vér quaes siio as suas van-
tagens. Mostra, com effeito, que, ao contrario do que acontece
com os outros methodos, o novo methodo indica e faz desap-
parecer os factores communs que se introduzem durante o cal-
culo; que o numero das operagdes a executar é menor; final-
mente que faz conhecer, logo que entram em caleulo, as equacdes
incompatives com as usadas anteriormente.

Inauguration de la nouvelle Sorbonne. — Paris, 1889.

Contém este opusculo os discursos pronunciados pelos srs.
Gréard, Hermite, Chautemps e Fallidres no dia 5 de agosio de
1889, pela occasidio da inauguracdo da nova Sorbonne.

No seu magnifico discurso o se. Hermite traca a historia bri-
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lhante do ensino das mathematicas meste estabelecimento de
instrucgdo.

Foi em 1809 que as mathematicas tomaram logar entre os
assumptos ensinados na Sorbonne, e desde entdo até hoje foram
elles ensinados por homens eminentes como Lacroix, Poisson,
Biot, Francoeur, Hachette, Sturm, Poncelet, Delaunay, Le Verrier,
Lamé, Liouville, Serret, Duhamel, Chasles, Cauchy, Puiseux,
Briot, Bouquet e outros que actualmente ainda continuam a obra
de tao grandes mestres.

0 sr. Hermite refere-se a todos estes geometras mostrando o
papel que cada um d’elles representou nas sciencias mathematicas
¢ physicas, e quaes os principaes trabalbos e descobertas com
que concorreram para o progresso d'estas sciencias.

M. Lerch. — Introduction & une théorie élémentaire des intégrales
elliptiques (Annales scientifiques de I Eeole Normale Supérieure,
3.% série, t. v1, 1889,

Deve-se ao sr. Hermite o ter mostrado pela primeira vez o
papel importante que representam certas linhas em que uma
expressdo analytica se torna discontinua (coupures) no estudo
das funcgdes definidas por integraes imaginarios. Approveitando
esta doutrina, o sr. Lerch expde os principios da theoria das
funcgdes ellipticas sem a consideracdo dos integraes curvilineos.
Parte para isso o auctor do integral

"1 adt
‘ oV I=z(1— A7)

onde x representa uma variavel real ou imaginaria, e mostra
que este integral define uma funcgiio analytica de z com quatro
pontos criticos.

Em seguida estuda o auctor a influencia do caminho seguido
pela variavel  sobre o valor da funcglio precedente para mostrar
que a funccho & duplamente periodica.

Estndado o integral precedente, passa o sr. Lerch ao estudo
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da funcgdo inversa da funccdo definida por este integral estu-
dando para isso, como Briot e Bouquet, a equagdo differencial

j—:“ V{1 —2%) (1 =2 aY).

Deve-se observar que em todo o seu bello trabalho o illustre
geometra de Praga ndo emprega outras consideragdes que as que
sdo relativas aos integraes das funcgdes imaginarias de variaveis
reaes e &s series, e que o novo methodo de tractar dos funda-
mentos da theoria das funcgdes ellipticas tém uma superioridade
consideravel, sob o ponto de vista da clareza, sobre o methodo
fundado na consideragdio dos integraes curvilineos.

M. Lerch. — Sur certains développements en séries trigonome-
triques.

O principal objecto d’esta memoria é o desenvolvimento em
serie trigonometrica da funcgio definida pela serie

- 1

2 "—1)
s [(z—m)2+ u}ix

qllﬁ conlém como caso ']('Il'li{'.llll'll' uma outra serie anteriormente

estudada pelo sr. Appell.

P. Appell. — Sur les invariants de quelques équations différen-
tielles (Journal des Mathematiques, & série, t, v).

Nesta impur!nnln memoria occupa-se o eminente geomelra
francez do estudo dos invariantes e dos casos de integrabilidade:
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1.* das equagdes differenciaes da [6rma

apt+agy+ ... tagy"
bﬂ+b|y+...+bpyp

(p<n)

que conservam a mesma [6rma quando se toma uma nova variavel
dependente n e uma nova variavel independente £ ligadas com x
e y pelas relagdes

-

d
y=1u(@)+o(@), = =n(@);

2. das equagdes differenciaes homogeneas relativamente a y e
suas derivadas que conservam a mesma f6rma quando se faz

.
-

y=mu(@), 7> =n(a).

J. Ptaszyclki. — Sur la réduction de certaines intégrales abéliennes
a la forme normale (Mathematische Annalen, t. xxxii).

N'esta Nota importante estende o sr. Ptaszycki aos integraes

que dependem de uma raiz qualquer de um polynomio inteiro um

theorema demonstrado pelo sr. Hermite para o caso dos inte-

graes hyperellipticos, segundo o qual a reduc¢do d’estes integraes

ﬁ forma normal péde ser effectuada por meio de operagdes alge-
ricas.

J. Ptaszycki. — Sur Uintégration algébrique des différentielles algé=
briques (Acta Mathematica, t. x1).

N'este artigo appresenta o illustre geometra russo um theo-
fema importante que lhe permitte resolver de um modo novo o
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problema que consiste em exprimir o integral ﬁ dz (y estando

ligado a x por uma equagio algebrica) por meio de uma funcgio
algebrica de @, ou a mostrar que este integral niio é algebrico.

S. Pincherle. — Alcuni teoremi sulle frazioni continue (Rendiconti
delle R. Accademia dei Lincei, 1889).

O auctor appresenta algums criterios importantes para decidir
da convergencia de algumas fracgdes continuas.

(zino Loria. — Rassegna di alouni scritti sui poligoni di Poncelet
(Bibliotheca Mathematica de . Enestram, 1889).

G. Enestrom, — Meddelande om Svedenborgs matematiska arbeten
(Ofversigt af K. Vetenskaps Akademiens Férhandlingar, 1889).
Bidrag till de matematiska studiernas historia i Sverige une
der femtonhundratalet (Stem),

Eduard Weyr.— O theorii forem. bilinearnych. — Prase, 1889.

Notice sur les travauz scientifiques et littéraires de Aristide Marre.
— Rome, 15889.

G. B. Guccia. — Su una proprieti delle superficie algebriche
dotate di singolarité qualunque (Rendiconti della R. Accademia
dei Lyncei, 1889.
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Sulla intersezione di tre superficie algebriche in un punto
singolare, etc. (ltem).

——— Nuovi teoremi sulle superficie algebriche dotate di singola-
rita qualunque. (ltem).

Sopra un recente lavoro concernente la reduzione dei sistemi

lineari di curve algebriche piane ( Rendiconti del Circolo Matema-

tico di Palermo, t. 111).

Sulla singularita composte delle curve algebriche piane. (ltem).

P. S. Schoute. — Sur un théoréme relatif @ [I'hessienne d'une
forme binaire (Rendiconti del Circolo mathematico di Palermo,
t. ).

(G. Humbert.— Théorémes concernant une classe de surfaces algé-
briques (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. nn).

H. G. Zeuthen. — Note sur les huit points d'intersection de trois
surfaces du seconde ordre (Acta Mathematica, t. xu).

E. de Longchamps. — Sur les égalités a deux degrés (Journal des
Mathématiques élémentaires, 1889).
Sur le cercle de Joachimstal (Mathesis, t. xiu).

F. Engel. — Zur invariantentheorie der Systeme von Pfaffs’schen
Gleichungen (Berichten der Konigl. Sichs Gresellschaft der Wis-
senschaften, 1889).

M. Lerch, — Sur un théoréme fondamental dans la théorie des
quations differentielles (Comptes rendus des séances de la Societé
royale des Sciences de Bohéme, 1889).
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S. Pincherle.— Di un’estensione dell’algoritmo delle frazione con-
tinua (Rendiconti del R. Istituto Lombardo, serie 2.%, vol. xxn).

C. Pels. — Herr Kiipper und der Pohlke’ sche Beweis der Satres
von Pohlke, Graz, 1889,

E. Cesaro. — Contribution a la théorie des limites (Bulletin des
Sciences Mathématiques, t. xmn).

L. Burmester. — Kinematische Untersuchung der Mechanismen mit
Bandirieb ( Civil-ingenieur, t. XxXV).
G, T.
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DUAS FORMULAS DE ANALYSE

POR

Josg Bruno pE CABEDO

{Professor na Universidade de Coimbra)

Sejam F (), Fy (z) expressdes finitas e delerminadas, e [’ (z),
[1(3) Tuncgdes que gozam da mesma propriedade no intervallo
de z a z+h.

Se, além d'isto, a equagdo Fy(x) + hf7y(3) =0 ndo tem raiz
alguma dentro do intervallo considerado, ter-se-ha

F(z)+/[(@+h)—[(z) Fz)+hf (@+0bh)
Fi(@)+file+h)—[i(z) Fylx)+hf(@+0oh)

designando por & uma quantidade comprehendida entre zero e a
unidade.

Com effeito, fazendo

F (z)+ f(z+ k) — [ () =
Fy(a)+fi (@+h) —f; (z) :

a consideragio da funcgdo

$(8)=F () +f(s+h)—flz)— A [Fy (@) + i (s+h) — f; (3)]
=F(x)—AFy(2) +[(z +h)—Afi (s +h)—[(5)+ Afi (3)

=F (@) — A Fy (2)+h[f s+ 0h)— A [y (s + 0k)]
9
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da, pondo z=2x e notando que é { (x) =0,

F (@) +h[ (@+bh)

"~ Fy(@)+h [ (z+oh)

A proposigio correspondente no calculo integral enuncia-se da
maneira seguinte:

Sejam F (z), Fy () expressdes finitas e determinadas e f(s),
f1 () Tuncgdes que gozam da mesma propriedade no intervallo de
zax+h

Se, além d'isto, a equagio Fy(z)+hfi(z)=0 nio tem raiz
alguma dentro do intervallo considerado, ter-se-ha

- V_H Ay
l" (ﬂ:) +.J; f(.z_l dz _1' _f} af I'ij('r-f :{;P}i l:l:]
"z+-h ] e
x)_{_j.t '(I(z}d; Pi(‘z +hf1{»"ﬂ+ h

]

designando por § uma quantidade comprehendida entre zero e a
unidade.

Para dar uma applicagio da formula que acabamos de dedu-
zir, consideremos as equacdes

[ (@) =[(ao) + (& — ) [ (o) + . ...

(‘z 'Tﬂxn_l s 1 bl n—1 () ¢
A1) _f w’““m—!)!tln.{xmr) 15 (f) dt
. (2
(_{!) {5."1] +l\..t-'—:l’u.) l"”.i!"u. e
+(—-_’E;j“i':,_11~m— (arq) 4 J rz_fm—I Fo (1) d:
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das quaes se tira

(z — xp)!

o | [* (o)

—
O
!
=
g
|
!

]"{I}—F{.Tg:]— 5 L!— .A[:U]
r—ag)HH H (g0) + (z—ap)m—1 Fes ~r - ;
(1) iR, ._l:n_i.hi_r (%) (n IJ!J,U o
= Em— i M7 e
CN R . 3\ S A _(m—1Fm () dt
(k+1)! o, (m—1)! e (m—i;lt.’,;“r'x ‘) )
ou
JLL [:x—;r:;,) ’
f@)~ flao)— ... - =2 g
r --Ié._m |_‘ =
Flo)—Fm)— .. - E2 0 )
-t (z—ag)—1 -
o)t 2 rw+{ A )
_-"Ll M ; [.-_. ‘fm—i Wigh \m i
T R GO e el PR {":" (1= 1Pz +o(z—ay)]

Verificadas as tnlli]ll,ﬁi“i- que permittem fazer uso das equa-
ches (1), (2), acha-se assim demonstrada a notavel formula des-
coberta pelo illustre redactor d'este jornal (#)-

%) Nowuvelles Annales de Mathématiques, 3. serie, lomo v.
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SOBRE AS FUNCGOES ELLIPTICAS

POR

JosE PEDrO TEIXEIRA

As funcgdes duplamente periodicas ordinarias

= % ¥, cosec -E— (2 — 2z~ 2niK’)

" .
onde q—e K , q1=e % considerando z como variavel, tém,

no interior do pm.1l|ulo"rammm dos periodos, a primeira os in-
finitos z, x + K, e a segunda x, #+ iK', aos quaes correspon-
dem, n'uma e n'outra, os residuos — 1, + 1.

Seja F (z) uma l'unu:.‘m duplamente periodica, e tomem-se 03
productos F ()4 (x,3), F(z)¢(x,z) que tém evidentemente 2
mesma propriedade.
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Suppondo que sdo By, 23, ..., B o0s infinitos de F (3), no in-
terior do parallelogrammo acima considerado, e py, pa, « .+ +y Pm
seus graus de multiplicidade, o theorema de Liouville, applicado
bquelles productes, dé immediatamente

mopi A ’
3. Fl@)—Fla+K)=3%3 —odys— g (@ 3))

11—
. 2 m p 1‘[.]'”‘:'
# ... F(z)—F(z+iK)=3;3;— — dgi—1 § (=, 8;).
: 11 (g—1)!

As propriedades indicadas pelas equacdes que acabamos de
achar pertencem a todas as funcgdes duplamente periodicas de
primeira especie.

Em particular, se F (z) satisfizer a

......... F (z+K) =—F (),

------ I"-[,r = — - = d'g—f |'_r. \l:
) 2%)%‘3(3_]:! B P BJJ
:: ............ F(I+iﬁf:l=_F[.rJ|

- fmp AL
..... I' (I) = '2— ?J- ?9’ l:.g _j ‘-i—' {fﬁy'—.l L] (x- B})!
Flz+K)= l
xr —_F—-I‘:II
lllllllllll . r i
F (z+ 1K) iR
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as equagdes (3) e (4) dao

(10).... Flz)=— %;‘ 2, tﬁ d:;_,g_"l Lo (2 25) 1 4 (2 )
)!

Encontram-se muitas func¢des duplamente periodicas perten-
centes s tres classes caracterisadas pelas equagdes (5], (7) e (9),
as quaes poderdo, conseguintemente, ser desenvolvidas em series
trigonometricas de senos e cosenos, ou em series de exponenciaes
pelas formulas que apresentamos.

Tomemos para exemplos as tres funcgdes

d
) ekt 1T R )

’
Shr cne i enx dnx snx dnx

Estas func¢des satisfazem respectivamente is equagdes (5], (7)
e (9). A primeira tem os infinitos o, K, aos quaes correspondem

: kb6 kby! il S o
0s residuos —’. L —-!,J—; a segunda tem os infinitos K, K + iK'

mn n

. ﬂ L - - . aqr/
e 08 residuos — k::lf-. ::;11; a terceira tem os infinitos o, K +iK

: R \
e os residuos ;:'n' y — ﬁ: — (#). As formulas (6), (8) e (10) dao

. kiglm I i 1
F{zj=§-“' K 3 NE T — — Zn " =~
13 e K (x—2niK’) sen _l: (a—K—2niK)
kbyb= |
iN...... Flx)= -
( ) (.‘B) n 'ﬂ'rl{ E"‘

sen ;—(::—QIIEK')

A

(#) & é o modulo; k' 0 modulo complementar ; e 8,n representam © (o), H (0)
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= (r—K) (z—K—iK/
TRAE] [ g 2 K g qteueﬂ.fx i J_“:l

2w i

oK —K—iK/
ﬁ'l’“f"’{z i ‘J':"“r"’“{z i
g
K’ o 3041
------- Fo (o) iis¥y 0 P
: Kgn'K i irg

e P_x"'qIE{nH,

( | J
+
. '-' g i

n ™
sen (x—2niK") sen K |z—(2n+1)iK']

®I "I

e ¥ K g, 20 T g 01
. Myiwm : e" (g 5 e 1
Yo [z*‘"i;é“i+2“"" 'i'""‘]*

byn' K 2 2z
el gyla 1 el ginit_{
0x | nl= quf'
(13).. F =._“£_._~. Y s e
kol e e e MR ) (R
senﬁ(:r—mli} 1 —eK gy

Empregando as operacdes conhecidas, facilmente de (11) de-
duziriamos

kb
F(z )__._"—:‘; o.en%+

. *® i oo m 2
+ fsenr 3, r.t’"l 1 +2mq‘""(l + 3, cos "m)]‘.
K i . 1 1 K
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As formulas (12) e (13) podem tambem escrever-se dos se-
guintes modos:
; (2m-}-1} =z
20 @
F )= — ___.._}_' zme K’ i {2"&-'—]](!1\1—*—”
1(x) Kon'K ", ] '

2uxz\ )

ﬂxm o m
+ &sen— 2, "ll+zm1!"‘“(|+2 cos
K 4 o e ¢

{_!lI—F—1] LF ]

1'-1&1: — =
s e s W K/ (2m4-1)n,
G K 2 Eme q
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APPLICACDES DE UMA FORMULA QUE DA AS DERIVADAS
DE ORDEM QUALQUER DAS FUNCCOES DE FUNCGOES

FOR

F. Gomes TEIXEIRA

Sejam dadas as funccoes

y=/(u), u=g(a).
A formula que vamos applicar é a seguinte:

Y 2uf ()8 < )
(1) YW =2 —— il
albl... (2% ... (nl)

onde o sommatorio se refere 4s solugdes inteiras positivas da
equacio

a+2b43c+ ... +nl=n,
e onde ¢

t=a+b4+...+1L

N'um artigo publicado no tom. vn (pag. 150) d’este jornal
mostrimos como se podiam deduzir d’esta formula algumas for-
mulas conhecidas de analyse, que ¢ costume obter por processos
dw_ﬁrsos. Aqui vamos junctar a estas applicacdes as duas se-
guintes,
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Formula de Waring

Seja
U=Apzm+ Ajz™ 1+ ...+ Ap_yz+An=0

uma equagdo dada e sejam &g, &g, + .., Ty as m raizes d'esta
equacio.
Por ser
U=Ag(z—z) (z—23) . .. (*— Zm)
temos

m
log U=log Ag+ 3 log (2 — xu),
1

e portanto, derivando esta egualdade n vezes relativamente a z,

dloglU .
—az T s 1 ey ']!;m-
o que da
; Lo eis {,_ _I}""" dlogU
1(@—x)® (n—=1)! do*

D’esta egualdade deduziu o sr. M. d'Ocagne, empregando uma
das expressdes conhecidas que dao a derivada de ordem n de uma
funccdo de funcgdo (#), uma formula que da a somma das poten-
cias semelhantes das raizes da equacio proposta em funcgio dos
coeflicientes da equagiio. Empregando para o mesmo fim a for-
mula (1) obtem-se a formula de Waring, como vamos ver.

Por ser

Um+l) =, Ulm+2 =0, elc.,

R

(#) Jornal de sciencias mathematicas e astronomicas, lomo vii, pag. 133.
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a derivada de ordem n de log U ¢ dada pela formula

d*logU n! {E— 1)! L"—'" Ue...Um
3 (— 1)1, — ;
dxn ald!.. 112D ...( {m Iy

e porlanlo lemos

LAY S I et P L i e
s Gk LS e T (Y] B (1)

-

e, pondo & =0,

(i— 1)1 U~ Uye . . . Ugm!
aldl...ll@2)0...(m!y "

1 .
et i B —
2%.. ni(—1y

Temos porém
l?l] - ﬁlm. Uu’ = ﬂm_.h Uu” =9/ e'l.m_g.

Uy =3I Ap3 ooy o\ u= m! Ap.
Logo

i (= 1) Aw— A%y . . . Ay
—— e e "
xxm" =33 albl.. Il

Applicando agora esta formula & equacio
Apa™+ A|lrn—l-~'-r"'_1 + ... A| -+ A{pzﬂ*

CUJas raizes sio reupmcas das raizes da equagio prlmmramenl‘.e
considerada, temos a formula de Waring

g (— 1)1 A=At ... Al
2 et = dndi e
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onde a, b, ..., I sio as solugdes inteiras positivas da equagio

a+26+ ... 4+mi=n,
e onde &

i=a+b+ ...+

I

Desenvolvimento de sen n¢ segundo as potencias
de cos ¢

Consideremos a funcgio
y=arc lang .

Derivando-a uma vez vem
- i

yery +at

Derivando agora n— 1 vezes y' por meio da formula (1), onde
se deve por
y.__““'_.lv U= I +m2'
vem

il 1 @ P —1—i
Ny e et L (Q:!’M(' 3 Fadt.

onde o sommatorio se refere as solugdes inteiras e positivas da
equagio

a+2b=n—1,
e onde é
i=a+Db;
e portanto
ol i By
POV lrtl bl ot ) 8

> (2)r—1-28 (1 42—,
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ou

Y= (= )= (n— 1)1 X (— 1)F (“* : —3)

> (2z)1-28 (1 + £Y)P—,
onde o sommatorio se refere a todos os valores inteiros positivos
et | . n—
de 3 desde zero até ao maior inteiro contido em g sen é
n—1 1
par, e até » 8¢ m & impar.
Por outra parte, pondo
x=col ¢

lemos

do

— =—sen?g,

dx &
¢ portanto

! l L]
-——— =—gent g,
Y Tt co® v ’
y'=2sengcos g o 8 b sen 2¢ sen? g,
dx
d
y"" =—2sen g (cos g sen p + sen 2¢ cos ) d—?
x

=—2sen? gsen 3.
Continuando as derivagdes acha-se, por inducgdo, a lei seguinte:
yW =(—1)""1(n—1)!sen* ¢ sen ngp.
Para a demonstrar derivemos outra vez, o que da

Y= (—1)*1 (n—1)! n (sen"—! gcos psennp + sen" cosng) -d—xt

=(—1)"nlsen*t'gsen(n+1)g.
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Logo se a lei é verdadeira para a derivada de ordem n, tam-
bem ¢ verdadeira para a derivada de ordem n+ 1. Como se viu,
porém, directamente que ¢ verdadeira para as tres primuirils deri-
vadas, segue-se que ¢ geral.

Comparando agora as duas expressoes de y™, que vimos de
achar, temos a {',:.:uaidudu

n—1—§

" ) (2 cos g)—1—2P,

sennp=seng X (-—I}H(

que }]ﬂ'lt?ll{liilm(ls achar.
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CONGRESSO INTERNACIONAL DE BIBLIOGRAPHIA
DAS SCIENCIAS MATHEMATICAS

Nos dias 16, 17, 18 e 19 de julho de 1889 reuniu-se em
Paris um Congresso internacional de Bibliographia das sciencias
mathematicas, com o fim de discutir um projecto de publicacio
de um reportorio bibliographico d’estas sciencias. Uma commis-
sdo, presidida pelo sr. Poincaré, membro do Instituto, tinha ante-
cipadamente preparado o projecto de classificaciio a seguir no re-
portorio bibliographico. Este projecto foi discutido no Congresso
nos dias 16, 17 e 18; ¢ no dia 19 foram tomadas as resolugdes
seguintes:

Resolugdes votadas pelo Congresso

O Congresso internacional de Bibliogtaphia das sciencias mathe-
maticas, reunido em Paris a 19 de julho de 1889, Loma as re-
solugdes seguintes:

1." Convém publicar um repertorio bibliographico das scien-
cias mathematicas, destinado a poupar aos estudiosos longas e
penosas indagagdes. Este reperlorio deveri conter os titulos das
memorias relalivas 4s mathematicas puras e applicadas, publicadas
desde 1800 até 1889 inclusivamente, assim como dos trabalhos
relativos & historia das mathematicas desde 1600 até 1889 in-
clusivamente. Estes titulos serdo classificados nao pelos nomes dos
auctores, mas pela ordem logica das materias.

2.* Serao publicados successivamente supplementos a este re-
pertorio; o primeiro serh consagrado aos trabalhos publicades
desde 1889 exclusivamente até 1899 inclusivamente, e os sup-
plementos seguintes aos periodos de dez annos que se seguirdo.
Em cada supplemento, as omissoes descobertas no repertorio ou
10s supplementos precedentes serdo reparadas.

3.* Sao excluidas do repertorio as obras classicas que niio con=
liverem resultados originaes e destinadas aos alumnos dos di-
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versos estabelecimentos de instrucclio e aos candidatos aos diversos
exames. Serdio egualmente excluidas as memorias publicadas nas
collecgdes scientificas especialmente destinadas a estes candidatos,
Todavia, como diversas collecgdes scientificas apresentam um cara-
cter mixto e contéem, ao lado de numerosos exercicios que nio
podem ser uteis sendio aos estudantes, alguns trabalhos originaes,
estes ultimos trabalhos serdo mencionados no repertorio depois
de a escolha ter sido feita pela alministracdo d’estas collecgdes
e a commissio permanente instituida pela decima resolugdo ter
dado parecer f[avoravel,

4." Os trabalnos relativos &s mathemathicas applicadas ndo
deverdo ser mencionadas no repertorio, excepto quando elles in-
teressem os progressos das mathematicas puras, Os trabalhos rela-
tivos & astronomia, j& mencionados na Bibliographia de Houzeau
e Lancaster, sdo excluidos do repertorio.

5.* O Congresso adopta para o repertorio a classificagdo pro-
posta pela sua commissdo de organisagio, com as modificagdes
votadas nas sessdes de 17 e 18 de julho de 1889. Os diversos
titulos mencionados serdo repartidos em um certo numero de
classes, subdivididas em subclasses, divisies, seccdes e subseccies.
As classes serdo designadas por uma letra maiuscula: ellas po-
derdio ser subdivididas em subclasses designadas por uma letira
maiuscula affectada de um expoente. As classes ou subclasses
subdividem-se em divisdes designadas por um algarismo arabe,
e estas em seccdes designadas por uma lettra minuscula latina,
as quaes poderdo ainda ser divididas em subsecgdes representadas
por uma lettra minuscula grega. Assim, a subsec¢do a da secgio b,
fazendo parte da divisdo 3 da subclasse L', seré notada assim

[L'libu

6.% Os titulos dos trabalhos escriptos n'outras linguas que nio
sejam a allemd. a ingleza, a italiana, a hespanhola e a latina serdo
seguidos da sua traducciio franceza.

7." Attendendo a que poderd aconlecer que por uma razio
qualquer um sabio entenda dever adoptar um modo differente de
classificagdo, o Congresso faz votos para que este sabio empregue
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uma nota¢do que nlo possa ser confundida com a deseripta na
quinta resoluclio, e evite em todo o caso o emprego do rectangulo
figurado acima.

8.* Attendendo a que o trabalho do repertorio levaré ainda
muitos annos, e que importa fornecer aos indagadores novos in-
strumentos no mais curto praso possivel, o Congresso faz votos
para que as diversas publicacdes periodicas consagradas 4s mathe-
maticas publiquem uma taboa geral das materias contidas nos
seus volumes, conformando-se com a cJassificagiio adoptada acima.
0 Congresso serd muito agradecido aos administradores d’estas
publicagbes se prestarem, quanto poderem, o seu concurso, para
esta classificagdio, 4 Commissdo permanente.

9.* Para facilitar o estabelecimento dos supplementos con-
sagrados aos trabalhos posteriores a 1889, o Congresso faz votos
para que cada auctor faga seguir o titulo da sua memoria da nota-
¢ho definida na quinta resolucio; que se o auctor deixou de o
fazer, os administradores das diversas publicagdes periodicas, ou,
quando estes o nio fizerem, os redactores das publicagdes analy-
licas que derem noticia d'estes trabalhos, queiram encarregar-se
d'este cuidado.

10. E instituida uma Commissio permanente para velar pela
execuco das resolugdes precedentes. Ella é composta dos mem-
bros francezes: srs. Poincaré, Désiré André, Humbert, d'Ocagne,
Charles Henry; e dos membros extrangeiros: srs. Catalan, Bierens
de Haan, Glaisher, Gomes Teixeira, Holst, Valentin, Emile Weyr,
Gueeia, Enestrom, Gram, Liguine, Stephanos. A séde da Com-
missio permanente é em Paris, onde deverdo residir o presidente
e o secretario. Se se derem vagaturas n'esta Commissio, deve
ella completar-se escolhendo novos membros; ella & egualmente
auclorisada a aggregar novos membros em numero qualquer. Esta
Commissio resolverd a respeito das addigdes & classificagdo ado-
plada que os progressos da sciencia poderdio tornar necessarios
¢ a respeito das difficuldades a que der origem a interpretagio das
resolucoes precedentes. No caso de, por uma razao quﬂlquer, lhe
parecer necessaria uma nova conlerencia entre os mathematicos
dos diversos paizes, a Commissio organisaré um novo Con-
gresso internacional, ou em Paris, ou n'outra qun!quer cidade da
Europa.

11." O Congresso faz volos para que tanto em Franca como
00 extrangeiro os diversos jornaes mathematicos déem a maior

10
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publicidade 4s precedentes resolugdes e és decisdes futuras da
Commissdio permanente.

Um resumo das actas do Congresso, contendo as resolugdes
precedentes e a classificaciio das questdes do dominio das scien-
cias mathematicas approvada pelo Congresso, vem de ser publi-
cado em um opusculo.
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BIBLIOGRAPHIA

G. de Longchamps.— Essai sur la Géometrie de la régle et de
U'équerre.— Paris, 1890.

O objecto que o auctor tem em vista n'esta obra & resolver,
usando s6 da régoa ou da régoa e do esquadro, muitos problemas
pertencentes & Geometria practica.

Comprehendo-se facilmente a vantagem que ha em estudar os
methodos de resolver certos problemas de Geometria por meio de
determinados instrumentos. Nas applicagdes d’esta sciencia tem,
com effeito, de se attender aos instrumentos de que se dispde
para esta resoluglio, visto que, em certas circumstancias materiaes,
se ¢ obrigado a resolver os problemas geometricos que appare-
cem usando s6 dos instrumentos de que se dispde ou que sio
applicaveis n’essas circumstancias.

A obra consta de duas partes. Na primeira o auctor apresenta
os principios theoricos de que tem necessidade. Na segunda tracta
da applicagdo d’estes principios a muilos problemas de agrimen-
sura e arte da guerra.

A primeira parte abre por uma introducgdo historica, em que
0 sr. Longchamps dé noticia dos trabalhos de Geometria, publi-
cados anteriormente, que téem relagdo com o assumpto de que
se occupa, referindo-se mais desenvolvidamente 4s Solutions peu
connues de différents problémes de géometrie pratique, de Servois,
livro que, como o auctor diz, mais se approxima do seu. Em se-
guida vem uma série de theoremas relativos 4 theoria das trans-
versaes, muitos dos quaes sdo objectos de generalisagdes e des-
emvolvimentos novos da parte do sr. Longchamps, e que fazem
objecto dos capitulos 1.° e 2.°

Nos capitulos seguintes tracta o auctor dos problemas funda-
mentaes na geometria da régoa e do esquadro; tracta dos metho-
dos para dividir uma recta em partes eguaes; tracta do tracado
das conicas e das tangentes ¢ das normaes a estas curvas; do tra-
¢ado de algumas cubicas (cissoide, estrophoide, tricetriz de Ma-
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claurin, folium de Descartes, serpentina, tridente de Newton,
cubica de Agnesi, cubicas parabolicas e hy perbolicas, ete.); tracta
das curvas do quarto grbo unicursaes, e, em particular, do folium
duplo, do caracol de Pascal, da lemniscata, do trifolium recto, do
folium simples, etc. (capitulos 3.° a 12.°).

Na segunda parte tracta primeiramente o sr. Longchamps dos
problemas de agrimensura, occupando-se do problema que tem
por fim determinar a largura d'um rio, do problema que tem por
fim prolongar uma recta além d’'um obstaculo, do problema que
tem por fim determinar a distancia de um ponto accessivel a um
ponto inaccessivel, do problema que tem por fim achar a distancia
de dois pontos inaccessiveis, e de varios problemas relativos a
pontos, rectas e figuras inaccessiveis.

De todos estes problemas apresenta o auctor mais do que uma
solugiio, visto que, como elle bem diz, quando se opéra sobre o
terreno, as condigdes materiaes que sio exigidas a uma solugdo
podem tornal-a completamente illusoria.

As applicagdes precedentes sio tractadas nos capitulos 1.% a 8.°
Os capitulos seguintes (9.” a 10.°) sdo destinados a problemas
de artilheria, a diversos problemas relativos a um ponto inacces-
sivel no espago, elc.

Limitar-nos-hemos a eslas rapidas indica¢des sobre o bello
livro do sr. Longchamps, cuja leitura é das mais attrahentes e
proveitosas.

Memoria sobre a determinagiao das coordenadas geographicas do
Observatorio do Castello de 8. Jorge, em Lisboa.— Lisboa, 1890.

O Observatorio do Castello de S. Jorge, em Lisboa, ¢ o ponto
d'onde se observou o primeiro arimuth da triangulag@o portuguezd,
e por isso tem-se procurado determinar com a maior exactiddo
possivel as suas coordenadas geographicas. Estas coordenadas
foram determinadas primeiramente por meio de observacdes di-
rectas pelo dr. Ciera no fim do seculo passado, e depois pglﬂ
general Folque em 1837; e mais tarde foram determinadas in-
directamente, deduzindo-as das coordenadas do Observatorio da
Marinha e do Observatorio astronomico de Lishoa, com os quaes
se ligou o Observatorio do Castello de S. Jorge por meio de pe-
quenas triangulagdes. Tendo-se encontrado algumas discordancias
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nos valores obtidos para a latitude d’este Observatorio pelos meios
que vimos de mencionar, resolveram os geodesicos porfuguezes
determinar de novo por meio de observacies directas as coorde-
nadas d’este ponto geodesico importante. A presente Memoria
conlém os resultados d’estas observacdes, que foram feitas nos
intervallos' de 10 de maio de 1886 a 14 de junho do mesmo anno,
e de maio de 1888 a maio de 1889 pelos srs. Brito Limpo, Fer-
nando Costa e A. J. d'Avila.

Abre a Memoria uma noticia historica sobre as determinacdes
anteriores das coordenadas que se pretendem achar. Vem depois
a descripgiio e determinagio das constantes do instrumento em-
pregado nas novas observagdes [eitas em 188G ¢ 1888 a 1889,
que foi um theodolito de Repsold; a descripeio e apreciacio dos
methodos empregados para determinar a latitude, que foram o
methodo das distancias zenithaes e o das passagens pelo primeiro
verlical: as taboas das observacoes, ete. Segue-se uma serie de
taboas contendo o valor da latitude correspondente a cada observa-
¢io e as medias correspondentes s observagdes feitas no mesmo
dia com a mesma estrella. Finalmente vem a discussdo de todas
estas observacdes que levou a tomar para valor da latitude pedida
o numero 30°. 42, £3".631 = 0",036.

0 resto da Memoria refere-se ao azimuth do Observatorio do
Castello de S, Jorge — Serves, e contém a descripgio do methodo
empregado para o determinar (methodo das digressdes da polar)
e uma serie de taboas contendo as observacdes que para esse fim
se fizeram: refere-se 4 determinaclio da differenga das longitudes
entre este Observatorio e o Observatorio astronomico de Lishoa;
e finalmente refere-se rapidamente & determinagao da altitude do
Observatorio do Castello.

J. Neuberg. — Algunos sistemas de barras articuladas; trazado me-
cdnico de las lineas (tradusido do francez para hespanhol por
V. Balbin), Buenos Aires, 1890.

A serie dos trabalhos importantes que o sr. V. Balbin tem tra-
duzido para hespanhol, com o intuito de ser util aos alumnos da
Universidade de Buenos-Ayres, temos hoje de accrescentar aquelle
cujo titulo vimos de enunciar.
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3

Contém o presente opusculo uma conferencia feita pelo illustre
professor da Universidade de Lidge, sr. Neuberg, na Associacio
dos alumnos das escholas especiaes, annexas 4 Universidade de
Liége, em que o auctor se occupa dos mais importantes systemas
de barras articuladas e do tracado mecanico das curvas. Eis os
pontos estudados: pantographos, inversores, apparelhos de Kempe,
ellipsographos, conicographos, pedal de circumferencia, pedal de
parabola, pedal de conica com centro, e compasso analagmatico.

Ch. Hermite. — Sur les polyndmes de Legendre (Rendiconti del
Circolo Matematico de Palermo, tom. v).

N'este artigo apresenta o grande geometra francez uma demon-
stragdo muito elegante das relacdes

1 0 1XI a
f:x“x"‘hz : ./: ey U

partindo do integral

F' 2P dx
—1y1-— Eux-i::.i.
Depois mostra que as relagdes de Laplace e Jacobi

xn_ljﬂ ._d’i__. ’
FJo (w4 Vat—1cosg)

1 =
xﬂz;__“Jo (+ Va*—1cosg)nd?,
podem ser deduzidas muito facilmente da formula
j"’ dt siw
—= A2+Bi+C  pr_AC

demonstrada no seu Cours d'Analyse (pag. 289 e 290).
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G. Enestrom. — Programme d'un Cours Universitaire d histoire
des mathématiques (Bibliotheca mathematica, 1890).

O auctor, depois de expdr algumas consideracdes relativas as
vantagens de introduzir nos cursos universitarios a historia das
mathematicas, e alguns conselhos sobre a orientaclio a dar a estes
cursos para serem proveilosos, expde um programma de um curso
da historia das mathematicas em trinta li¢oes.

Depois vem uma lista das obras e memorias mais importantes
que se devem consultar para a redac¢io de cada ligho.

P. H. Schoute.— Sur les quadruples équianharmoniques ou har-
moniques (Association frangaise pour I'avancement des sciences,
Paris, 1889).

N’esta memoria importante o illustre professor da Universidade
de Groningen extende alguns theoremas relativos aos quadruplos
harmonicos e equianharmonicos a systemas de pontos e de curvas
de ordem mais elevada do que as anteriormente consideradas.
Assim, primeiramente procura a equacio que determina os polos,
cujos systemas polares biquadraticos relativamente a um systema
de pontos dados formam um quadruplo harmonico ou equianhar-
monico. Depois procura a relagio que liga os polos cujos systemas
polares cubicos relativamente a um systema de pontos dados, com-
binados com o ultimo ponto polar de um outro polo relativamente
a outro systema de pontos dados, formam um quadruplu harmonico
ou equianharmonico. Continuando com questdes analogas, combina
depois dois systemas polares quadraticos relativamente a um sys-
tema de pontos com outro systema polar quadratico relativamente
a outro systema de pontos; um systema polar quadrativo relativa-
mente a um systema de pontos com os dois ultimos pontos po-
lares de dois systemas polares quadraticos relativamente a dois
systemas de pontos; ete. Cada theorema demonstrade ¢ seguido
de um problema interessante de Geometria, que se resolve por
meio d’elle.
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H. Bentabal y Ureta.— Introduccion al estudio del Cileulo infini-
tesimal.— Madrid, 1890.

Occupa-se o auctor n'este opusculo das definigoes e dos prin-
cipios geraes que servem de base 4 analyse infinitesimal, con-
siderando nos capitulos 1.° e 3.° a no¢ho de numero e suas dil-
ferentes especies, no capitulo 2.° a nogho de limite, no capitulo 4.°
a noclio de funccdo e a classificacio das funcgdes, finalmente no
capitulo 5.° os limites das funcgdes e os principios do methodo
infinitesimal.

Gaston Tarry.— Géomélrie générale (Association pour I'avance-
ment des sciences, Paris, 1889).

Na Geometria analytica ha elementos visiveis correspondentes
as solucdes reaes das equacdes, e elementos invisiveis correspon-
dentes &s solucdes imaginarias. O objecto que o sr. Tarry tem
em vista na sua interessante memoria é constituir uma sciencia
que permilta representar por symbolos visiveis os elementos visi-
veis e invisiveis de uma figura, e é a esta sciencia que chama
Geometria geral. Para isso define as principaes entidades geo-
metricas (ponto, linha recta, ete.) de modo que tanto as equagdes
com coeflicientes reaes como as equagdes com coelficientes imagi-
narias tenham representacio geometrica.

(. Peano.— Sull integrabilita delle equazioni differenziali di primo
ordine (Alti della R. Accademia delle Scienze di Torino, t. xx1).

N'este trabalho apresenta o auctor uma demonstracio muito
simples e elegante do theorema relativo & existencia dos integraes
da equagiio y' = f(z, y), collocando-se n'um ponto de vista mais
geral do que os geometras que anteriormente se tinham occupado
d'eat? theorema, pois que impde & funccio f{x.y) unicamente a
condicho de ser continua.
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Geminiano Pirondini. — Di due superficie rigate che si presentano
nello studio delle curve ({riornale de Rattaglini, t. xxvin).

As superficies regradas consideradas sio a superficie que é o
logar geometrico das rectas que junctam os pontos de uma curva
de dupla curvatura com os centros correspondentes das espheras
osculadoras, ¢ a superficie que é o logar geometrico das normaes
principaes da mesma curva. O auclor apresenta uma serie de theo-
remas importantes, relativos principalmente & deformacio das
superficies e das linhas, em que figuram principalmente estas su-
perficies.

Emile Vigarié. — Esquisse historique sur la marche dw développe-
ment de la Géométrie du triangle {Association francaise pour
l'avancement des sciences, 1889}.

Contém este artigo um resumo muito interessante da historia
do moderno ramo da (zeometria, conhecido pelo nome de Geo-
metria do triangulo, que tem sido objecto, nos ultimos annos, de
tantos trabalhos importantes.

O auctor occupa-se primeiramente dos trabalhos anteriores a
1873, dando noticia dos principaes elementos do plano do trian-
gulo até essa occasilio considerados.

Depois considera o auctor os trabalhos posteriores a 1873,
epocha a que, como elle diz, é necessario remontar para encon-
trar o germen de estudos seguidos e o cuidado de ajunctar e fazer
concordar os resultados que se referem aos elementos notaveis
do plano do triangulo.

Finalmente apresenta o sr. Vigarié um supplemento & noticia
bibliographica das publicacdes relativas & Geometria do triangulo,
publicada pelo sr. Lemoine em 1885.

H. Burkhardi.— Ueber eine hyperelliptische Multiplicatorgleichung
(Nachrichten von der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaflen,
ete., 1889).
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P. H. Schoute.— Zum Norinalen problem der Kegelschnitte (Sitzun-
gsberichten der K. Akademie d. Wissenschaften in Wien, 1889).

G. Peano. — Sulla definizione dell” area d'una superficie (Rendi-
conti della R. Academia dei Lincei, 1890).

Integrazione per serie delle equazioni differenziali lineari

(Atti della R. Academia delle Scienze di Torino, t. xxm).

Sur une courbe, qui remplit toute une aire plane (Mathe-
matische Annalen, t. xxxV1).

———~ Teoremi su massimi e minimi geometriche, e su normali a
curve e superficie (Rendiconti del Circolo Matematico di Paler-
mo, t. 11).

- Sur les Wronskiens (Mathesis, L. 1x).

G. Enestrom.— Note historique sur la somme des valeurs inverses
des nombres carrés (Bibliotheca mathematicu, 1890).
G. T.

e
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EXTRACTOS DAS PUBLICAGOES RECENYES

Resto da formula de Taylor

Se uma funcgdo [ (x) admitte derivadas de ordem 1, 2, ..., n—1,
para todos os valores de & comprehendidos entre g e a9+ h, e
admitte uma derivada de ordem n para &= xy, temos

h» n
(1) fl@o Ry =1 (o) +hf! (zo) + .. = f* (o) + e
(2) g ! (@ + 0:‘; — [*—1 (z9) — [* (o)
0<bi<1;

e a quantidade ¢ tende para zero quando n tende para o infinito.
Esta proposi¢io, na qual ndo se suppde nem a continuidade
nem a existencia da derivada de ordem n da func¢do f(z) na
vizinhanga do ponto =y, & devida ao sr. Peano, professor na
Universidade de Turin, que a achou notando que a fraccio

h»
f(@o+h)—f(20) — - - - —— " ()

n!
hn

n!

(R
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é a razdo de duas funccdes de h que se annullam, assim como as
suas derivadas de ordem 1, 2, ..., n—2, para h=0; e por-
tanto que ¢ ¢ egual & razio das derivadas de ordem n—1, para
um valor de h comprehendido entre 0 e h. Obteve assim a for-
mula (2), a qual mostra que ¢ tende para zero quando h tende
para zero.

[G. Peano: Une nouvelle formule du reste dans la formule de
Taylor (Mathesis, t. 1x)].

Sobre o desenvolvimento das funcgdes em serie

Seja
f(@)=utu+... tus—1+R,

uma relacdo verdadeira para todo o valor de n. Ter-se-ha tambem
f[::r:l==u-|]+u|+ e +u-|-._.] '!"‘uﬁ"i‘ e +uﬂ+?‘1+“"+F-
Supponhamos que é

lim (Ryyp— Ry) =0,

=3

qualquer que seja o valor inteiro que se dé a p. Nio resultard
d'aqui necessariamente

hm Rn == 09

f=a0
e portanto ndo se péde escrever
fld)=ug+u +...+u,q+elc.

em serie infinita.
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Exewpro. Se ¢ ¢ (@) =e #, temos, como se sabe,

xﬂt—-l

cto@=1+2+... +{;.-_.i.).i+g“
¥ an+p
Ru“m?‘ + ¢ (z), Ratp= (ﬂ+p}!e'l: + ¢ (a),

9 e 6y representando dois numeros comprehendidos entre zero e
a unidade. Deduz-se d’aqui

I"+P F
Ratp—Ry=-— o ghe
" (n+p)! n!

Mas é lim R,=¢ (), e portanlo nio se pode escrever, em
=3,
serie infinita,

2
e +g(r)=1++ - +ete

A nota precedente nao differe da de Cauchy relativamente &
funcgdo ¢ (z), mas a f6rma ¢ talvez nova.

[:M]:J;;l Bruno de Cabedo: Sur le développement des fonctions en série
athesis, t. x)].

I

Rectificagdo approximada de um arco de circulo

Seja AM um arco de circulo menor do que um quadrante, cujo
centro seja ©; prolongue-se o raio AO de um comprimento OC
egual ao diametro, de modo que seja AC=3R, R representando
0 raio do circulo, e trace-se a recta CM.
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Seja M’ o ponto de intersecclio d’esta recta com a tangente no
ponto A. A recta AM' é sensivelmente egual ao arco AM.

Designe-se por @ a medida do arco AM em partes do raio R;
teremos

dsena
2+ cosa

AN’

Represente-se por eR a differenga arc AM — AM'; temos

e Jsena
Y 2+cosa’

e, derivando ¢ relativamente a a,

, (1 —cosa)®
" @+cosa)t’

Como esta derivada ¢ sempre positiva, « augmenta quando a

varia desde 0 até g

Paraa=-§-. t= 1,8 < 0,0708.

2
= T 3 |
Para a= I, L= ‘E—m ‘:0,00322‘::%‘-
= = 3 1
Para ﬂmE, I—E-——m <0,00023{m-

A differenga entre AM' e arc AM podera desprezar-se, no ponto

[

de vista do desenho, quando R < 1™, se a ¢ menor do que %
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se R<_jﬁi’ a differenga péde desprezar-se, se a ¢ menor do

que Il

[J. E. Pellet: Rectification approximative de l'arc de cercle (Jour-
nal de Mathématiques spéciales, 1890).

v

Sobre um theorema de Cauchy

Para que uma successiio de valores ay, ag, ag, . .. tenda para
um limite finito e determinado, é necessario e sufficiente que dado
0 numero positivo ¢, arbitrariamente pequeno, se possa determinar
um certo indice v a partir do qual se tenha

(1) | Gy — | <

para todos os valores de n' e n” niio inferiores a v.

Péde-se demonstrar do modo seguinte que a condiglio prece-
dente ¢ sufficiente.

Os numeros ay, as, ag, etc. podem ser representados por
segmentos de uma recta. Tem-se, pois, um grupo de pontos que
admittem um numero finito ou infinito de grupos derivados, cada
um dos quaes péde ser constituido por um numero finito ou in-
finito de pontos limites. I)'este modo a successio ay, ag, ag, .. .
& decomponivel em um numero finito ou niio de successdes que
tendem para um limite.

Considerem-se duas quaesquer d’estas successdes:

b'l bﬂ! bﬂ-'l EE
Ciy €34 €3y » » »

que tendem respectivamente para os limites b e c.




160 JORNAL DE SCIENCIAS

Em virtude de (1) ter-se-ha

|bnr—cn'whc::; e lim (by — ew)=0;
A==00

mas
limb,=b0, logo lime,=0.

Logo todas as successdes de numeros em que se péde decompor
a successdo ay, ag, dg, ... tendem para o mesmo limite,

(Alberto La Maestra: Sopra un teorema di Cauchy (Giornale
di Matematiche, t. xxvi)|.
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SUR LE DEVELOPPEMENT DE sin ng ET DE cos ng
SUIVANT LES PUISSANCES DE cos ¢

(Extrait d'une lettre adressée & M. F. Gomes Teixeira)

PAR

M. M. p’'OcaGNE

... La seconde partie de l'intéressant article que vous venez
de faire paraitre dans votre Journal m'a fait penser & vous com-
muniquer une méthode tout élémentaire dont je me suis servi
pour obtenir le développement de sin ng et de cos ng suivant
les puissances de cos g.

Posons

Un=a"sinng.
Nous avons
Un+pUn—1 + gUs—a =a"2sinng [a?+ap cos ¢ + g cos 2¢]
—a*2cosng [ap sin ¢+ ¢sin 2¢].

Déterminons « et ¢ par la double condition que

a®+apcosg+qeos2p =0,

apsing+ ¢gsin2¢=0.
Nous en tirons
1
{:051p=—-~i|. a=q?2,
2q%

11




162 JORNAL DE SCIENCIAS

Dés lors, si nous posons

2
UIII

Uy =

R e
. (hg—p?)?

nous \'0]’0115 quﬁ

ug=0, u=1,
ty + ptig—1 + qug9="0.

Par suite, d’aprés une formule connue [voyez Nouvelles Anna-
les, 1884, p. 69, formule (8)]

Uy = (_ i:l""“' 3 [_ |}.1’ Ciu_l__ipnu!—-!i qt
Et conséquemment,

; Us 1 (49—pY
Ell]mp— ~ E-"—;--—Tun

q!

s (_“ |)i 'Giﬂ_l__g <__1P> a—1—2
qi

=sing 3 (— 1';,#‘ Cip—1—i (2 cos ?}n—1—-:i_

Le méme méthode s’applique aussi heureusement pour cos ng.
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NOTE SUR L'INTEGRATION DES EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES DU SEC.NDE ORDRE ()

PAR

F. Goues TEIXEIRA

. Je vais considérer I'équation aux dérivées partielles du se-
conde ordre

(1) Hr+ 2Ks+ Lt +M+N (rt—s%) =0,

ot H, K, L, M, N représentent des fonctions de xz, y, z, p, ¢,
et oot l'on pose, suivant 'usage

ds dz d¥z diz diz
P_E' ﬁ'—@’ L i’

M. Imschenetesky a fait voir, dans son Etude sur les méthodes
d'intégration des équations aux dérivées partielles du second ordre
(pages 130 et 131 de la traduction par M. J. Hotel), que cette
Eéquation peut étre transformée dans une équation linéaire, quand
on connait une intégrale primitive particulidre avec trois constan-
tes arbitraires.

Ensuite, en se basant sur les importants recherches sur la théo-
rie des intégrales des équations aux dérivées partielles, publiées
par Am;u.re dans les cahiers xvu et xvin.du Journal de I’ Ecole
Polytechnique, il fait voir que cette équation se simplifie consi-

R S e e

(#) Este artigo foi por nos publu‘mh:L no Bulletin de la Société mathéma-
tique de France (tomo xvu, pagina 125).
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dérablement qmmd celte intégrale satisfait & un ou aux deux sys-
tdmes d'équations de la caracteristique, auxquels Monge et Am-
pére raménent le probléme de U'intégration de (1).

Comme la théorie de Ampére, qui ne se prﬂte pas aisément
4 une exposition succinte, ne se trouve pas dans les Traités sys-
tématiques de Calcul intégral, je crois qu’il ne sera pas inutile
de voir comme on obtient les mémes résultats par des considéra-
tions directes. C'est le but que nous nous proposons dans cette
Note.

2. Soit
(2) i=o (2, y 2 B 1)

une inrégrale particulier de (1) avec trois constantes arbitraires
a, B, n. Nous avons |'identité

d*w d*w
(3) Hy dx*+2x! /a d +L)—5 pr)

d¥w d!m d*e \*
+ - ey P T -+ T =0
5 Ldmi dy* (d.rdy) ]

oi Hy, Ky, Ly, My, Ny représentent des fonctions de o, 2, y,
do de
de’ dy’

M. Imschenetsky considére ensuite a, 3, n comme variables et
introduit en (1), au lieu de la variable dépendante z, la variable
7 déterminée par (2) et, au lieu des variables indépendantes x
et y, les variables et 2 délerminées par les équations

+ My

dw . dw dn 0
da  dn dx
(%)

dew de dn

g dn 43
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Pour obtenir I'équation daus laquelle se transforme de cette
maniére |'équation proposée, on tire de (2)

d! dp , dp dn\ dz dp  dp dn\ d3
- L :
i (dz T u"n tia.) (d,ﬁ & dn ff,.")

d*w (dp :fp dr, \ .-!: dp dp Jn) dg

-:.!'zdy dn da / d3 d‘ﬂ ds/) dy

¢mi+<dq e dq tf'r) da +(fq+ dq d'ﬁ) dﬁg
dy da d'r dz dp  dq d3/ dy

ensuite on substitue dans les expressions précédentes de r, s, ¢

de d3 du d3

les valeurs de — g S
camsiady P& i dy dy

premier dégré qui résultent de la différentiation des deux équa-
tions (4) par rapport & « et & y: et enfin on substitue les valeurs
qui résultent pour r, s, ¢ dans I'équation (1). On trouve de cette
maniére, ayant égard a (3), I'équation suivante:

que l'on tire des équations du

e d*n d2n
5 A e Y T L =0,
(5) W FAS T o 0

= données par

d
oit R, S, T, U sont des fonctions de «, 3, = ﬁ
da d3

les formules suivantes:

dpy . dpy d'n)

et B (H+Nt;)(dﬂ W
dpy  dpy dn) (t.!'q, dqy dq)
+2KN:](d+d11d?; +d:qd§

dqy , dqy d°
+(L4Nr )(.:u +H'&F ,
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o dpy  dpy dn /dpy dpy dn
N e (e w)

dpy _ dpy dn) dgy , dgy dn
tRNl (T ara) e tas)
dpy | dpy dn)\ [dqy  dqy ﬂ'n)
+(&§+H:{E) (dﬂ: e tf'n dz
r d"'j‘l d?.l) dgy . dqy dy
e }(d ki dy d3 ( ¥ dy dg;):]

: d dpy dg\2
_Tuuwm,}(di' %d:)

dpy | dpy dn\ /dq , dqy dn
2
HR B W}(d +d'.q da ( +d.q du)

+(L+Nr) (dq‘ + ‘;‘i‘ j:)

dpy |, dpy du\ fdqy | dqy dy
w O Rl (ot 2 G )
TS LNC R RO
d,i dy d:/ \da = dn dz
d*e dy d*w\? /dn\?
+R[__+2d¢d.. dﬁ"(}fﬁ) (EE)_]

a2 d*w dy - BPo dq dPw dy d:-.J
d—zﬂ'ﬁ dx E_‘T dn dﬁ?ﬂv J‘nT:f:.d_j'

"t e dy P [do\?]
T 2R GET R, 6.9 (50 5
% Lfﬁ* T a3 (-ﬂfﬁ) J

+25|:
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ol je pose, pour abreger,

dew dew _dim M d*e g E™
Plﬂ(&l qi#@l rl—ar sl—dxdyi 1 dyi'

3. Cela posé, j'entre dans le sujet de cette Note, c'est-i-dire,
je vais considérer le cas ot I'on obtient I'intégrale (2) au moyen
d’une ou de deux intégrales intermédinires parliLulléres de [ )s
avec une constante nrbltr.I!rL chacune.

Soit

[(@,y,5.p q) =2

une intégrale intermédiaire de (1) avec une constante arbitraire a.
On sait que la fonction [ (x,y, z, p, q) satisfait aux équations qlll
résultent de I'élimination de deux des quantités r, s, ¢ entre (1)
et les équations suivantes:

AL
dz F+HEJ—I}

df  df df df
—+ gt —s+——1=0
dy v ds 1" dp 1" dq

e que ces équations sont

p_![(d£+ dx)i’; uj}’; ji pd;)
_QK(dwaqdr)j;-Hl(dD N(:_::-!_qJD 0.
0=H (df) Eded'r+L(d’r)

dq dp dq dp

Mg o) @)
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Soil maintenant |'équation (2) une intégrale particuliére de (6)
que l'on peut obtenir, comme on sait, par la méthode de La-
grange et Charpit. La valeur qu'il donne pour =z satisfait aux
équations précédentes, et par conséquent satisfait aussi & I'équa-
tion suivante :

|
8) (H+ Ny (j—g) _2(1(_»:,)%%
+(L+ N (::D -0,

qui résulte de I'élimination de

df .~ df df  df
BBt S

dans la seconde au moyen des équations (7).
Mais, en différentiant (6} par rapport & § et considérant z, p, g
comme des fonctions de B déterminées par (2), on trouve

df dew dm d'ﬂ) d.f dpl dpj (l'n)
(dﬂm—; Y \® Th e

df /dqy = dq dn>
+—(—=—+— 0,
dg, (\ d3 ¥ dn d3

ou, en vertu des équations (%)

df (dpt 49 'ifn (ﬂ'q: dgy dn
dp, di  dn d; dq, dn d3)

En substituant maintenant dans I'expression de R la quantité

Ap Lg% j'p_;Eq_
d';'! dn d3
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par sa valeur donnée par cette équation, on trouve

‘d dgy d
{ e R

| 2
e A ds . dﬁ'ﬂ !d.-") [f.":"r‘N:t;} (;_f)!

KE) ! Tt

e g df \2
-—2(1(—-1‘!131)%‘;7;-‘"([4 —I—N1r|] (—-‘TPE-) ].

Done, en vertu de la formule (8), nous avons R =0, et I'équa-
tion (5) prend la forme simplifiée suivante:

T e S
2SW+T4—W+U_G'

4. Soient maintenant

@y, 5pq=a
(9) :
Flzy 3p q =8

deux intégrales intermédiaires de (1) avec deux constantes arbi-
traires « et 3. Si chacune delles satisfait & un des deux systémes
d'équations différentielles ordinaires, aux quels la methode de
Monge raméne le probléme de I'intégration de I'équation (1), ou
a un des deux systdmes d’équations aux dérivées partielles du
premier ordre, aux quels la methode de Boole ramépe le méme
probléme, on sait que les valeurs de p et ¢ données par les équa-
tions (9) rendent
dz=pdzx + qdy

intégrable. De cette intégration résulte I'équation (2).
Dans ce cas, on voit, comme dans le cas antérieur, que R=0.
Ensuite, en ¢léminant dans I'expression de T la quantité

dpy +ﬂf‘. Sy
da dn dz
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au moyen de I'équation

dF (dﬁ dp| dn + dF (dm d'?l dn -0
dpy \ da dn d:) dgy \ da dy da) :

et ayant égard & I'équation qui résulte du changement dans (8)
de f en F on voit aussi que T =0.
L'équation (5) prend donc la forme suivante:

d*n
28 da di +U=0.

&. Soit maintenant
K2 —HL 4+ MN =0,

ce qui arrive quand les deux systémes d'équations de la caracté-
ristique coincident, et soit encore

[(@y,%,p,q)=a,

une intégrale particuliére de (1) avec une constante arbitraire .

En ditlérentiant cette équalion par rapport a « et a 3, consi-
dérant 3, p, ¢ comme des fonctions de a et 3 déterminées par (2),
et ayant égard & (4), on trouve

I (G d o) A (e d )
df (4p1yi G v i 90 VY g
Sl P o

da dn da

. (f"-”t, 4+ m _ffi) PLLs (f‘fn i et

dn da dqy

ﬂ'jﬂ
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En substituant ensuite dans l'expression de 8 les valeurs que
ces équations donnent pour

1.0 %y O

d3 = dq d3’
L P ]
da dn dx’

on trouve

(i ST ) (3 4 80 % )

S — \ da dy da )\ tf_3 dn d§ /
(i)
dp]
k. r dF 2
> [{“] -+ h| !1) (d—':-l->
! df df (d'f )’]

—2(K{—N;s +(L;+N =
( 18) 5 — o + (Ly+Nyry) o

(fudnd)
[/ [/ [/ O]
- “ [ (Hy 4+ Nyty) ——

(“'Pt)
et par conséquent, en vertu de (8),

(@-{- dq,_ dn)

T & a87rT

S0P G df I-{H,+N1r|} df
; dqy

()

1 1
s f + {K[ _— ‘i:sl —{LJ
dqi ipy
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Mais I'équation (8) donne

df K—Ns=/(K—Ng*—([H+N((L+Nr) df

dq H+ Nt “dp
_K—Ns= yK:—HL+MN df
& H+ Nt ~ dp
K—Ns df

~WFNi "
Donc nous avons S = 0, et I'équation (5) prend la forme

d*
T@+U=[}.

A e P o P P
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SUR TROIS FORMULES DE LA THEORIE
DES FONCTIONS ELLIPTIQUES ()

FAR

J. A. MARTINS DA SILVA

Dans les Acta Mathematica, t. 1, p. 368, M. Hermite a fait
usage des formules qui donnent la décomposition en éléments
simples, des trois quantités

snz.sn(z+a), ecnz.cn(z+aj, dnz.dn(z +a),

pour démontrer une relation remarquable dans la théorie des fon-
ctions élliptiques.

D'une maniére analogue je démontre facilement au moyen de
ces formules les trois relations suivantes. Supposons les quatre
quantités u, v, r, s assujetties & la condition

utov+r+s=0,
on aura
' klsnusnv.cnrcns—
1) —k¥cnucnv.snrsns—
— dnu.dnv+dnr.dns=0,
A .

(#) Este artigo foi publicado por Martins da Silva, poueo tempo antes de
morrer, no Bulletin des sciences mathématiques (tom. X da 2.* série, pag. 78).
Veja-se Jornal de sciencias mathematicas e astronomicas, tom, vI, pag. 194,
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( k*snusnv—k2snrsns+
+dnudnv. enrcns—

—cnucny. dnrdns=0,

snusne , dordns—
(I { —dnudnv . snrsns+

+enrens—cnucny=10.

Ces relations, déduites par M. Smith dans les Proceedings of
London mathematical sociely, vol. x, p. 91, sont symetriques par
rapport aux deux couples de quantités w, v, r, & et aux deux
arguments des mémes couples.

Posons

la relation (I) devient
| —k®snxsn(z+a)cnrcns—
(B)eevian. { —k2cenzen(z+a)snrsns—
— dnzdn(z~+a)+dnrdns=0;
mais les formules du savant géométre M. Hermite sont
. snxsn(z+a)=0,

enzen(z+a)=cna—dna.U,

' dnzdn(z +a)=dna—k2cna.l,
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en suppusant

Unki—:n?[Z{:c)—Z(:c-%-a)-{-Z(d)J:
Z(z)= {t: l(:))‘:

appliquées dans la relation (2) donnent
—k*.U.cnrens—
—k(cna—dna.U)snrsns—

—(dna—#*cna.U)+dnrdns=0,

ou
k.U(—cnrens+snrsnsdna+cna)—

—(k®snrsnscna+ dna—dnrdos)=0.
Il faut alors démontrer les formules

s —cnrens+snrsnsdna+cna=0,

‘ snrsnscna+dna—dnrdns=0.,

Il suffit d'introduire les conditions (1) dans les formules (3), en
attendant I'égalité

Ry e B
a=—(utv);
ou en obtient les formules (%), qui démontrent la relation (I).
Considérons maintenant la relation (11); il vient par un calcul
semblable la relation
— k2. U—k®*snrsns+

+(dna—ktena.U)enrens—

~(cna—dna.U)dordns=0
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l U(=k*—kcnacnrens+dnadnrdns)—

(F*snrsns—dnacnrens+cnadnrdns)=0.

On connait déjit les formules

’ —k*—kcnacnrens+ dnadnrdns=0,
K%snrsns—dnacnrens+cnadnrdns=0;

ce sont les équations dont M. Hermite s'est servi pour obtenir la
relation de M. Cayley (loc. cit.) et qui déterminent aussi la rela-
tion (II).

La relation (I1I) donne

" —U.dnrdns—(dna—k*cna.U)snrsns+

+enrens—(ecna—dna.U)=0.
ou bien

j U(—dnrdas+kcnasnrsns+dna)—

( ~dnasnrsns—cnrens+cna)=0;

les parenthéses comprendent les formules (4) qui demontrent
notre quéstion.
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R. R. de Sousa Pinto.— Continuagdo dos estudos instrumen-
taes. — Coimbra, 1890.

No tomo vin (pagina 132) d'este jornal deu-se noticia de um
opusculo em que o sr. Sousa Pinto se occupa do estudo do cir-
culo meridiano de Repsold que possue o Observatorio astronomico
de Coimbra. No presente opusculo continia o auctor este estudo,
occupando-se do erro de collimagho, da reducgdo de passagens
pelos fios lateraes & passagem pelo fio do meio, do uso do chrono-
grapho nas passagens observadas pelos fios do reticulo, etc.

Coordenadas geographicas dos pontos geodesicos de primeira ordem.
— Lisboa, 1889.

Este opusculo, publicado pela Direcgio geral dos trabalhos
geodesicos, contém as coordenadas geographicas dos pontos de
primeira ordem da triangulacdo portugueza. As longitudes sio
referidas ao meridiano do Observatorio do Castello de S. Jorge
em Lishoa, e as altitudes sdio referidas ao nivel medio das aguas
do Tejo, defronte de Lisboa. Depois das tabellas que contéem as
latitudes, longitudes e altitudes vem uma descripgio rapida de
cada um dos signaes geodesicos.

Gino Loria. — Il periodo aureo della Geometria greca (Memorie
della R. Accademia del Scienze di Torino, série m, t. xc, 1890).

14 por varias vezes temos dado noticia de trabalhos importantes
relativos & historia das mathematicas, devidos ao sr. Gino Loria.
Na presente Memoria o sabio professor da Universidade de Ge-

12
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nova estuda o periodo mais importante da Geometria grega, isto ¢,
o periodo grego-alexandrino, para dar noticia dos geometras mais
eminentes que n'este periodo floreceram, e dos resultados mais
importantes e dos methodos mais engenhosos que lhes sio de-
vidos.

O geometra de que primeiro o auctor se occupa ¢ Euclides.
Na noticia relativa a este geometra considera em primeiro logar
o8 Klementos de (reometria, analysando as differentes partes d'esta
obra celebre, e discutindo a authenticidade e originalidade de
cada uma d'ellas, etc.; considera depois a obra intitulada Dados,
em que Euclides apresenta uma serie de proposigdes em que se
affirma que uma ou muitas cousas de que se fala sio consequen-
cia das hypotheses feitas sem todavia as determinar completa-
mente; considera em terceiro logar a obra intitulada Da divisio
das figuras, em que o grande geometra tracta de dividir figuras
limitadas por linhas rectas ou circulos por meio de uma ou mais
rectas em partes tendo entre si razdes dadas; considera final-
mente as obras que se conhecem apenas pelas referencias que a
ellas fazem os escriptores antigos, Porismas, Logares superficiaes,
Conicas, etc., dando noticia do que a respeito d'estas obras se
sabe ou se conjectura.

Depois de se occupar de Euclides passa o sr. Gino Loria a
occupar-se de Archimedes, abrindo por uma comparagiio d'estes
dois grandes homens. Diz, com effeito, o auctor: «Quem faz um
exame comparativo dos modos. como os homens de sciencia con-
tribuem para o progresso do saber, niio tarda a reconhecer que
taes modos sio de duas especies: uns propondo-se resolver que-
stes isoladas, que elles julgam dignas de estudo, e procurando
methodos originaes applicaveis a bm problema particular ou a
umi classe inteira de questdes; outros, compulsando os maleriaes
scientificos existentes sobre um determinado argumente, pro-
pdem-se distribuil-os harmonicamente e encher as lacunas exi-
stentes entre elles com o fim de eompdr um todo organico. S¢
n'esta ultima cathegoria de homens de sciencia se deve sem du-
vida collocar Euclides, 4 primeira pertence sem contestagio Archi-
medes.»

A respeito de Archimedes o sr. Gino Loria expde o que s
sabe a respeito da vida do grande geometra syracusano, € em st
guida dé noticia das suas obras: Equilibrio dos planos 1, Quadra-
tura da parabola, Equilibrio dos planos 1I, Esphera e cylindro,




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 179

Spiraes, Conoides e Espheroides, Medida do cireulo, etc., analy-
sando cada uma d’ellas, apreciando os methodos empregados, com-
parando estes methodos com o8 methodos modernos, ete.

O terceiro geometra de quem o sr. Gino Loria se occupa é
Eratostene, o geometra que primeiro tentou a medida da terra.
Dé noticia do seu instrumento para inserir duas medias propor-
cionaes entre duas rectas dadas, do seu methodo para formar uma
tiboa de mumeros primos e das conjecturas que t¢m sido feitas
a respeito dos outros trabalhos que Pappo attribue a este geo-
metra.

Segue-se Apollonio, o geometra celebre, de quem Leibnitz
dizia; Quem comprehende Archimedes e Apollonio, pouce se admi-
rard das descobertas dos homens eminentes recentes. O sr. Loria
examina principalmente a obra immortal d’este grande geometra,
intitulada Tractado das secgdes conicas, dando noticia dos assum-
ptos contidos em cada um dos livros em que se divide, distin-
guindo as proposicdes que se podem attribuir a Apollonio das
que eram jA conhecidas pelos geometras anteriores, comparando
os methodos d’este auctor com o methodo cartesiano, para fazer
vér que muitas vezes o methodo empregado por Apollonio é uma
traducglio geometrica do methodo cartesiano, ete.

Véem depois noticias sobre Ipsicles, a quem se attribuem os
dois capitulos xn1 e x1v_contidos nas antigas edigdes dos Ele-
mentos de Euclides, aos quaes se di o nome de Livros de Ipsicles
de Alexandria sobre os corpos regulares; sobre Nicomedes e Dio-
cles, que estudaram respecth‘ﬂmcnle as curvas conhecidas pclr}s
nomes de concholde, cissoide; sobre Perseo, que estudou as curvas
que resultam de cortar o toro por planos parallelos ao eixo de
rotagiio; e finalmente sobre Zenodoro, auctor de um trabalho sobre
0s isoperimelros.

Terminaremos esta rapida noticia sobre a bella Memoria do
¢r. Gino Loria, aconselhando vivamente a sua leitura como das
mais proveitosas e das mais interessantes. Por meio d’ella pode-se,
com pequeno trabalho, tomar um conhecimento bastante extenso
de uma das epochas mais brilhantes da Geometria.
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S. Pincherle. — Saggio di una generalizzazione delle frazioni con-
tinue algebriche (Memorie della Reale Accademia delle Scienze
dell’ Istitwto di Bologna, 1890).

N'esta Memoria importante o auctor generalisa a theoria das
fraccdes continuas algebricas. Suppondo dadas as luncgdes analy-
ticas 6p, Gy, - .., Gp—1, de gréo 0, —1, —2, ..., —(p—1),
mostra como se péde formar uma serie de funcgdes analyticas

G0y Gy =« s Gpy Gpity o« oy Opfns =+

de grao sempre decrescente (a differenca dos grios de duas con-
secutivas sendo em geral egual 4 unidade e podendo ser maior)
que satisfacam & relacdio linear recorrente

oyt a4 Gni1 + ag p pt2 o (p—1 . 9 nt-p—1=Ontp

onde ajy, ..., @1, 580 polynomios ordenados segundo as po-

tencias de .
As fracgdes continuas algebricas ordinarias correspondem ao

caso de ser n=2.
Para mostrar a importancia das novas [racgdes continuas mostra

o sr. Pincherle que, por meio d'ellas, se pode determinar p fun-
c¢des inteiras Ag, Aj, ..., Ap—y taes que as funcgdes g, 615 v
ap—1 estejam ligadas pela relagdo linear

Apspt+ Ao+ ...+ A 10p1=0

com a maior approximaglio possivel, para um grio dado dos A.

B. d' Engelhardt. — Observations astronomiques (deuxiéme partie)-
— Dresde, 1890.

No tomo vm (pagina 26) d’este jornal foi por nés publicada
uma noticia sobre a primeira parte d'esta publicagdio importante.
A segunda parte é em tudo digna da primeira. N'ella contintid
o sr. B. d’Engelhardt a expdr os resultados das observagdes por
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elle feitas no seu Observatorio particular, installado em Dresde,
e contém:

1.° Uma serie de observacdes micrometricas dos satellites de
Saturno, feitas em 1887 e 1888,

2.° Muitas observagdes de cometas (cometa de 1882 1I, co-
meta de 1885 V, cometas de 1886 I, I1, 111, V, VII, VII, IX,
cometas de 1887 1V, V, cometas de 1888 I, III, V, cometa de
1889 1).

3.° Algumas observacdes dos planetas Diana, Sapho e Dresda.
- 4.° Algumas observagBes para verificar o movimento proprio
de duas estrellas.

5.° Uma serie de observagdes de 829 estrellas do catalogo de
Bradley, executadas pelo auctor por proposta do sr. O. Struve, e
feitas no intervallo de 1886 a 1889.

6.° Uma serie de medidas micrometricas de estrellas duplas,
contidas n'uma lista fornecida pelo sr. O. Struve e [eitas por pe-
dido d’este illustre astronomo.

7.° Observagdes de algumas estrellas de comparagdo, feitas
por pedido do sr. W. Schur.

8.° Uma longa lista de observacdes de nebulosas, feitas no in-
tervallo de 1885 a 1888.

A obra, de que o sr. B. d’Engelhardt vem de publicar a se-
gunda parte, parece-nos destinada a figurar distinctamenie entre
as publicagdes dos principaes observatorios. Por ella se vé, com
admiragio, a que altura este illustre astronomo elevou o seu
observatorio particular, dando assim um exemplo brilhante de
dedicagdio & sciencia.

R. Marcolongo. — Sulle geodetiche tracciate sulle quadriche prive
di centro (Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, 1890).

N'esta Nota importante occupa-se o sr. Marcolongo das linhas
gpudesicas tragadas sobre os paraboloides. Integra as equagdes
differenciaes das linhas geodesicas que partem dos pontos umbi-
licaes, por meio de funcgdes exponenciaes, e exprime as coorde-
nadas de um ponto qualquer por meio de funcces exponenciaes
dependentes de um unico parametro. Depois extende ao para-
boloide alguns dos theoremas que téem logar no caso das super-
ficies de segunda ordem com centro. Finalmente integra as equa-
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gbes differenciaes das linhas geodesicas que partem de um ponto
ndo umbilical, por meio das funccdes teta de Jacobi.

R. Marcolongo. — Teorema di Meccanica (Rendiconti del Circolo
matematico di Palermo, t. n).

O theorema demonstrado é o seguinte:

Todo o problema de Mecanica, no qual a posigio geometrica
do systema depende s6 de tres quantidades e no qual subsistem o
integral das forgas vivas, um dos integraes das éreas e um dos
integraes do centro de gravidade relativo a um dos eixos do plano
sobre o qual tem logar o theorema das éreas, é reductivel a qua-
draturas.

R. Marcolongo.— Aleuni teoremi sulle funzioni cilindriche di pri-
ma specie (Rendiconti della R. Accademia de Napoli, 1889).

N'esta Nota apresenta o auctor algumas relagdes importantes
relativas 4s funcgdes cylindricas de 1.* especie Y, («). Taes sdo
as relacdes

f' Yn (a2) Yot (ax) a

= de = — Swald Yn_; (a] Y"‘H l:&],

dzx=0,

' dY, (az) dY, (b) 'Y, (a2) . Yo (B2)
. dax : dax e +_£ x

f ’ 2*Y,_1 (az) Y, (bz) dx +f'l 2 Yot (az) Yy (b) dz =0,

onde a e b representam duas raizes differentes de Y, (z)=0; e

2 Al ] b
Jlo deah St
0 L

1 21
f 2V, (02) Yy a2)de-+ | 22V, 1 (02) ¥y az) dam's V201 ),
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onde a representa uma raiz de Y, (#) =0 cujo grio de multipli-
cidade é egual ou superior a 2.

G. Vivanti. — Sulle funzioni definita da un’ exprezione algebrico-
differenziale del primo ordine (Annali di Matematica pura ed
applicata, 1888).

- Sulle equazioni algebrico-differensiali del 1.° ordine (Ren~
diconti del Circolo matematico dv Palermo, t. 1v).

—— Sulle equasioni algebrico-differensiali del 1.° ordine (Nota )
(Item).

A equacio considerada n'estes tres bellos trabalhos & a se-
guinte:

fo (w, 3) (—%t;)“+ f1(w, 3) (—ii—l:)m_‘+ esetfu(w,3)=0,

onde fo, f1, fa, etc., representam funcgdes racionaes inteiras de
w e 3. Resolvendo esta equagio obtem-se as m raizes

dw dw
E—‘P-(“’r"}- i) LT (w0, 3),

que, integrando, ddo
w=Fy(z), w=Fg(s), ..., w = Fp (3).

O auctor apresenta uma serie de theoremas importantes rela-
tivos a0 modo como a natureza d’estas funcgdes depende da férma
dos coefficientes da proposta.

-

G. Vivanti.— Fondamenti della teoria dei tipi ordinati (Annali di
Matematica pura ed applicata, 1859).

Um aggregado de elementos, materiaes ou ndo, dispostos em
n sentidos differentes formam um typo ordenado. A theoria dos
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lypos ordenados ¢ devida a G. Cantor, e é d'esta theoria que o
sr. Vivanti se occupa na sua excellente Memoria.

Nos paragraphos I e Il véem algumas definicdes e principios
geraes. No paragrapho IIl vem a theoria das operagdes sobre
typos ordenados. No paragrapho 1V vem o estudo desenvolvido
do problema que tem por fim, dado o numero de elementos de
um typo, achar o numero correspondente de typos. Finalmente
no paragrapho V vem o estudo de alguns typos de natureza par-
ticular.

G. Vivanti.— Sulle equazioni a derivate parsziali del 1.° ordine
(Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. u).

O auctor demonstra o theorema seguinte:
Para que a equagdo

dz dz
l 1 I AR m T3 mesy " = "h
I (xl &3 z i dx,l)

tenha um integral da férma

s=[i (I|)+fg{xg}+ oo fo (a0)

¢ necessario e sufficiente que H satisfaca a uma equacio da f6rma

dz dz ds
1} [91 (llv x‘h El'r_j_)' ?i (lll x!a a:i’:)' "y ?l (IL Ty dx—'_)]—u’

G. T.
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EXTRACTOS DAS PUBLICACOES RECENTES

Sobre a inversfio das derivagdes parciaes

N'uma Nota publicada no Mathesis, o sr. Peano enuncia e de-
monstra o theorema relativo & inversdo das derivacdes do modo
seguinte:

Se ["zy (x,Y) existe na vizinhanga de x =xy, y =Yy, ¢ € conlinua
para x=xg e y=Vyj, ¢ se ['y(x, y) existe na vizinhanca de x=x,,
a derivada ["y5(x.y) existe mmbm e é ["zy(xq, Yo) =" (xo, Yo)-

Seja ¢ uma quantidade positiva tio pequena quanto se queira.
Ponhamos

[y (ot hy yo + k) =" (0, yo) + . (1)

Pois que ["zy (x,y) ¢ continua para z=mzg e y= Yor péde-se
determinar uma quantidade positiva p tal que, se [h| =2, [k|Sp,
se tenha |a| =e. Integremos (1) relativamente a k, de 0 a k;
teremos

[z (xo + h, yo + k) — [Tz (xo + h, yo) = hf" 2y (0, yo) + ka’ (2)

onde &', um dos valores de «, niio serd, em valor absoluto, supe-
rior a s, isto &, |a'| <e.

Integremos (2) relativamente a h, de 0 a h; teremos a f6rmula
bem conhecida

[ (@0 + h, yo + k) — [ (0. yo + k) — [ (0 + h, yo) + [ (0, yo)
= hkf”,-y (xo, yu} -+ hku”.
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e, por ser 2" um dos valores de o', | 2" | = ¢. Deduz-se pois

[(@o+hyot k) —f(zo+h yo) [ (@0 yo+ k) — [ (20, yo)

k k
=h["zy (@0 yo) + ha". (#)

Passemos ao limite, para h=0. Pois que [ (x,yp) existe
temos

i 2090 HB) = (e + B o)
sl k

="y (x0+ h, yo)

. [lxo,yo + k) — ;
E f\xﬂ Yo I): f[:xﬂ Fll} “Fﬂ (z“w yl}]‘

Logo 2" terd tambem um limite "'

ou inferior a &. Tem-se pois

, em valor absoluto, egual

[y (@0 + s yo) — [y (%) yo) = h ["zy (@0, yo) +ha"  (5)
on

[" (o +h, yo) — "y (20, y0) _

7 [z y)+a",  (6)

e para todos os valores de h eguaes ou inferiores a p, em valor
absoluto, «" é, em valor absoluto, egual ou inferior a &. Logo,
pela definicio dos limites, tem-se

) o+ h, yo) — [Ty (0, -
Ilmf!f( 0 W’}l f’!p'( 0 yﬂ}= i.‘;il (xu' y{l]*

h=0

Esté pois provado que [y (o, yo) existe, e que o seu valor &
egual a ["'ay (20: yo)-

| G. Peano: Sur Uinversion des dérivations partielles (Mathesis,

t. x)].
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Sobre o caso duvidoso relativo a certos caracteres
de convergencia das series

N'um artigo muito interessante, publicado nos Nouvelles Anna-
les; vem de demonstrar o sr. Fouret que se a applicacio do cri-
terio de convergencia da serie

wtugt ... Fugt..s

(onde lim u,=0) baseado na consideracio da expressio i.-"’u,. nio
=0t

leva a conclusdo alguma, o mesmo acontece com o criterio fundado

: u
na consideracdo de i

Eis a demonstragio dada pelo sr. Fouret.

Como os termos da serie tendem para zero, péde-se sempre
achar um numero inteiro r tdo grande que u, e os termos se-
guintes sejam todos inferiores & unidade. O mesmo acontece por-

n - ® - -
tanto & expressdo Vuy, visto que as raizes de indice qualquer
d'um pumero inferior & unidade sio menores do que a unidade.

Logo, se a expressio Vu, nio fornece indicacdo alguma relativa-
mente & convergencia ou divergencia da serie, provém isto da im-
possibilidade de assignar um numero menor do que a unidade,
ao qual Vit seja inferior, para os valores sufficientemente grandes
de n.

Posto isto, ndo se pode demonstrar a divergencia da serie (1)

Up4-1

pelo theorema baseado na consideracdo de . Com effeito,

niio & possivel achar um inteiro ¢ tal que, para todos os valores
Up4-1

de n ezuaes ou superiores a g, seja maior do que a uni-
g p ) q

n
dade; visto que, quando isto tem logar, os termos g, ugii, ete.
crescem, o que & contrario & hypothese.
Tambem se nito péde demonstrar a convergencia da serie pelo
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criterio baseado na consideracio de . Com effeito, se, para

: . N, u
valores de n eguaes ou superiores a um certo inteiro T8 s
Uy

U1
Uy

fosse constantemente inferior a um certo numero % < 1, de modo
que se tivesse

Up iy
e T o P PO - 1 S
Up Up 1 Upfh—1
ter-se-hia
Upti < tp 2%,
e portanto

P
Pks u
Vg <) \/%

Dois casos ha agora a distinguir. Suppondo primeiramente

%5 1, ter-se-hia, qualquer que seja k,

PO
Up
w=t
e portanto
’+: HIH.J,'&':;\.
up

Suppondo pelo contrario F}I e representando por p um

numero tomado arbitrariamente entre A e 1, poder-se-hia sempre
achar um numero inteiro tio grande que

HrT
YA

a\/v <K
’HPHP.Fk{F-,

para todos os valores de k eguaes ou superiores a este inteiro.
Logo n’um e n'outro caso poder-se-hia determinar, para o in-
teiro n, um valor tal que, para todos os valores superiores a este,

e a fortiori
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Vu, fosse inferior a um numero determinado menor do que a
unidade, o que & contrario & hypothese.

[G. Fouret: Remarque sur le cas douteuz relatif d certains cara-
ctéres de convergence des series (Novelles Annales de Mathématiques,
1890)].

I

Trisectriz de Maoiaurin

N'um artigo publicado no tomo vi (pag. 13) d’este jornal, con-
siderou o sr. Jodo d’Almeida Lima uma curva que serve para
dividir um angulo em tres partes eguaes. O sr. Longchamps, re-
ferindo-se no seu Cours de Mathématiques spéciales (Supplément,
1890, pag. 114) a esta curva, diz que ella coincide com a tri-
sectriz de Maclaurin (Traité des fluzions, 1749, pag. 198) e ex-
poe um modo de geragdo d'esta curva differente do que empre-
gou o sr. Almeida Lima.

Eis este meio de geraglio.

Imaginemos sobre uma recta pontos equidistantes

010g=0303=0304 =0405=a;

tracemos por O (*) uma transversal arbitraria Oy M, depois abai-
xemos OzM perpendicularmente a esta recta; seja O3l parallela
a OyM e seja MI perpendicular a O;Oy. O logar geometrico de I
é a trisectriz de Maclaurin.

Para mostrar que esta curva serve a dividir os angulos em tres
partes eguaes, emprega o sr. Longchamps o seguinte processo:

Tirando por Oy uma perpendicular a 04Oy e chamando A o
ponto em que esta petpendicular encontra a recta O4M, e repre-
sentando respectivamente por w ¢ ¢ os angulos 10305, 10;0y,
temos

p=0gl=AM=0;M—-0;A =4acosw—

COS @

(#) E facil de construir a figura com as indicagdes dadas,
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0sl 2a
seng  sen(gp—e)

Os angulos ¢ e « verificam pois, para todos os pontos da curva
considerada, a relacio

2sengcosw=(%cos*o—1)sen (p—w).
Esta egualdade péde ser escripta do modo seguinte:
sen g os o (3 — & cos? w) =sen weos g (1 — 4 cos? w),

ou ainda
bsenfw—3senw

tang @ =
97 3cose—4coste’

ou finalmente
tang ¢ =tang 3 w.

Logo o angulo 10305 ¢ a terca parte do angulo 104 0.

No seu importante livro intitulado — Essai sur la Géométrie
de la régle et de I'équerre (Paris, 1890) torna o sr. Longchamps
a occupar-se d'esta curva, que define como cubica circular, pos-
suindo um né onde as tangentes (azem com o eixo da curva an-
gulos eguaes a 60° e 120°.

Entre os trabalhos relativos a esta curva péde ainda vér-se
um do sr. Schoute, que se occupou d’ella nos Archives Neerlan-
daises (tomo xx, 18835), outro do sr. Habich, que se occupou d'ella
na (raceta Cientifica (1885), e dois do sr. Longchamps, publicados
um no Journal de mathématiques spéciales (1885 ), e outro no
Annuaire de I’ Association francaise (1885).

FIM DO VOLUME IX.
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