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SOBRE O DETERMINANTE DE RONSKY

PELO

Dr. PACHECO DE AMORIM

PROPOSICAO 1.*

Seja
R=| u, iUy Sk i
! [
Ity Wy Uy
TR, o B

um determinante de Ronsky e

R1=‘A1 Az ---Au-}

outro determinante do mesmo tipo, formado com os comple-
mentos algébricos dos elementos da ultima linha do 1.° Digo

que
R,=R"1,

*
#* #*

Com efeito, por forga das propriededes dos menores dum
determinante qualquer, é:

(1) % A =0 (j<n—1)

fo=1

(1) 3
(@) 2 4 WY =R.

=1

A

MANCT

A
L7
{ &
.~

AMO
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Derivando a equacdo (1), obtemos:

n ~ n
S A0l p> A u = o, (j<n—1)

=1 1=[

Mas, em virtude da mesma equagdo (1),
A

n X
2 A0 =0

1=l

para todos os valores de j, tais que j{-1<n—1; e, em vir-
tude (2),

ﬁ Aiuf ™ =R
paraj--1=n—1.
Loglo
(3) EIA:- u =o (fj<n—2)

(2) X
@) ZAuV=(—1)-R

Derivando as equagées (3) e procedendo do mesmo modo,
obtemos o systema

(5 é;A? ) = o (j<n—3)

() =
(6) X A; ul"=(—1).R.

E manifesto que, procédendo desta forma k vezes, obtemos
o sistema

L
‘EAE-"‘) W =o (J<n—k—r1)
I==]

(k+1) .
BAP gt )R,

Seguindo com estas operagbes até k=n—1, obtemos
equagao final

i
(n—1) El_flfr"_') y=(—1)""'-R.

¥
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Posto isto, multipliquemos os determinantes propostos R
e R,, linha a linha. Se dispuzermos os resultados obtidos em
colunas, vir-nos hd

A[ jlz . \ . M,, ==

!
v My

T L 2R AL T S ST P R R R T

Ny SRR (”*')I. (1”—') AR TS il
= ! OO Lo O R
0O en = S
(B F 5 S
TR TS i

onde os asteriscos representam elementos que nao importam
ao valor do produto.

Na verdade, multiplicando os elementos da primeira linha
de R, pelos elementos das diversas linhas de R, obtemos os
primeiros membros das equagdes do sistema (1) e foi com os

egundos membros destas equagdes que formdmos a primeira

oluna do determinante produto. E da mesma forma se obti-
veram as restantes colunas do produto a custa das equagdes
dos sistemas (2), (3), etc.

O desenvolvimento déste determinante produto da lugar a

(n=1)n
um s6 termo, cujo sinal é dado pelo factor (—1) * , por
ser n a ordem suposta de R. -

Por sua vez os elementos que entram neste termo sio

Ry (1R, (—32R; sve (—1UR,
elementos cujo produto ¢é

#(n—1)

(—1) * R

Donde concluimos que

R,-R=R"
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€ que
RIER?I—I,
Cedi s

CoroLirio 1.°—Se o determinante R for nulo ou cons-
tante, o determinante R, também o serd, e reciprocameute.

Corovririo 2.° — Se for nulo o complemento algcbrico de
um elemento qualquer da ultima linha do determinante de
Ronsky, éste determinante também o serd.

CoroLArio 3.° — Se dois quaisquer elementos
]
.&4| ./1; PR /’1”,

de R, forem constantes, ou se trés quaisquer dos mesmos ele-
mentos forem funcdes lineares da variavel independente x, ou
quatro forem polinémios do segundo grdu em x, etc., R, e R
serdo nulos, como é fdcil de ver.

CoroLAr10 4.°— Do coroldrio 2.° deduz-se ainda que serd
nulo qualquer determinante de Ronsky em que seja nulo o
complemento algébrico de um menor qualquer contido nas
suas ultimas linhas; ou por outra, o determinante de Ronsky
serd nulo se também o for um menor qualquer contido nas
primeiras linhas.

Seja, por exemplo,

u: ”-_: = 0.
! !
Uy Uy
Nesta suposi¢do diremos que

My Uy U3 [-: 0,
o al etare]

1y Uy s |
s F I L RS Y

Il; ”[ ‘“3

pelo coroldrio 2.°
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E, continuando desta sorte, chegamos por fim a igualdade

R=o;

Scélio. — E de notar que os elementos

g
satisfazem, como jd vimos, ao seguinte sistema:

A, -+ A, u, Ay =
A, A, e 4 Ap ity =0

AP LA g L v ATy =0

J; el TR bt TN B LR B Ll VR A P O

PROPOSICAO 2.+

Representando por C[A}""] o complemento algébrico do
clemento Ay "" do determinante R,, digo que

C AT N =(=1)"" R
Com efeito,

CIAV Y =lde T AT Siap s,
s ey U

Ain-—:] Agn—:] = ALN—R] o Ag:—zj
0 0 VT et ) g
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Multiplicando C [A'™"] por R, obtemos

CIAE R = 0500 <% 5 0 248
0 (e S e

R R R T R T i RS

O o S e L]

0 % -l Y

= (e TR O iR g

= (=Pt Ry
Donde se conciue que

C A () ol R
cradivids

PROPOSICAO 3
Representando por
‘A(:::—z‘] AE:—:}
c[ ,
A}n—l}A}:l-l)

o complemento algébrico do menor

fﬁu-—:) A;::-—zl

A_}H_” ALH—I] _
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contido nas duas wltimas linhas de R,, digo que

= = i 2 (n--1) n—3

AP D (1) R
(n—1) 4in—1) L

AN 4l uj ty |.

Com efeito,
A}n—al A;:z--z}‘

‘4}:1-—1‘] fﬁ:r— I)"

S PR e SR B i Sl

o
=
-

1 et T £ NI A A AN
=100 . T

!
Q= OES E

- P I T . R T T R Y

Q=R 1.;}""“) uf'=?

R # .t uf=Y

= Pt R

r I
ujuy |

Donde se conclue que

.{1}”—:) ‘4};1—‘.’] =(__ I)ztu.;.l} Ru—3 A w1

A}"_”A}?—n; u; If;; .
c. d.udi

Scdlio.—E de notar: :1.°, que os produtos de R, por R,
m—1) 4n—1)
44-;' Ak = ’ i ke
ede C por R, sdo determinantes que so6 dife-
{ (n—2) Ag\u—z.
¥ A
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rem pelas duas ultimas colunas; 2.° que os menores :

j_ﬁ‘n—z) “1‘5::— 2) hf,.' m
e
e 5 L

sdo contidos em colunas das mesmas ordens, sendo, porcm,
o primeiro contido nas duas ultimas linhas da R, e o segundo
contido nas duas primeiras linhas de R. Chamaremos cor-
respondentes aos menores de R, e de R relacionados pela
forma que fica dito, seja qual for a sua ordem.

PROPOSICAO 4.0

Representando por M um menor qualquer de R, contido
nes ultimas ¢ linhas e em quaisquer ¢ colunas, e por m o
menor correspondente do determinante R e ainda por C[M ]
o complemento algébrico de M, digo que

C‘ [Aj} = (—- |)i (ma-1) . n - Ril—r'- i

Com efeito, efectuando o produto C(M).R como efec-
i fn 2) ]rn—‘.’};
ey A : :
tuamos o de C| _ r por R, obtemos um determinante
1 A',(r'n I) -)i:;r—li
que s difere do determinante produto de R,.R pelas ulti-
mas ¢ colunas que sdo precisamente as ¢ colunas de R em
que se contém 7.

Desenvolvendo éste determinante em relagdo aos menores
contidos nas suas ultimas ¢ colunas, obtém-se um sé6 termo
que ¢

S iy )

Para lhe determinar o sinal, notemos que a paridade dum

menor contido nas primeiras ¢ linhas e nas ultimas 7 colunas
do determinante de ordem »n, ¢ a do numero

I+24tidtmtn—1t. o dun—it1)=i+ni=i(mn+1):

ou seja
C[M] . RE(— [)f("Jrl) Sm - Ru—a‘;
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donde se conclue que

C[;M’] = (._. I)ff:!-l-t] .m Rr:-—;‘-,
Pe Ll

Scélio.— O complemento algébrico de M, C[M] é, com
o seu sinal ou com sinal trocado, igual a um menor de R, con-
tido nas n—i¢ primeiras lichas. O teorema que acabamos
de demonstrar, diz-nos que estes menores admitem como
factor a R ou a uma poténcia de R, logo que a sua ordem
seja igual ou superior a duas unidades.

CoroLirio 1.°— Se R for nulo, sio nulos todos os me-
nores de R, contidos nas suas K primeiras linhas, qualquer
que seja K< 2.

Ccrorario 2.° — No caso particular de K= 2, teremos:
;l,‘ x'ij ’ =0

f r

| A; A

para todos os valores de ¢ e j desde 1 até n.

Cororirio 3.° — Mostram-nos estas identidades que se um
dos elementos 4, A, ... A, for constante e diferente de zero,
todos os outros elementos serdo também constantes, nulas ou
nao.

. . . . ! !
CoroLARI0 4.° —Para os valores de ¢ e j tais que A; ¢ A
sejam diferentes de zero, teremos:

T

R R
donde se conclue que

T TN

7 @i 2

sendo %, e «; ... constantes, ndo arbitrdrias, mas perfeita-
mente determinadas pelas expressoes de u,, 1y, ... Uy
Associando estes resultados com a identidade

n
A u= 0,
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obtem-se
n
X @ U; =0
=1

que é a bem conhecida relagdo linear e homogénea existente
entre os elementos

WUrlly oo Uny

do determinante de Ronsky nulo.

PROPOSICAO 5.2
Da relagdo
C[M]=(— 1)+ mRe -1
demonstrada na proposigdo 4., deduz-se:
M. C[M]=(— 1)) m M R—1.

Somando todas as relagées andlogas que se obtém com os
menores M contidos nas ultimas ¢ linhas de R,, vem:

Ry =(—r1)int) Re=i-tFm M.
E como .
R, = R,
segue-se que:
EmM=(— 1y t0 RE,
No caso particular de 7= 1, esta relagdo dd-nos a equagdo
DA M= (= 1" R,

jd por nés determinada na proposigdo 1.2

*

Dados que sejam os elementos u, u, . .. u, de R facilmente
se calculam os elementos A, 4, ... A, de Ry, que sdo, como
dissémos, os complementos algébricos dos elementos da ultima
linha de R.
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Dados que sejam os elementos A, A, ... A, de R, também
se podem calcular, em geral, os elementos u, u, ... u, de R,
com a auxilio das proposigGes atrds demonstradas.

Seja

(l) .:‘l| ='?| (‘x'), 4/12=Q?2 (x), L fllrlz‘?!l' (x)

sendo ¢, {(x) ... @,(x) fungGes dadas.

Pedem-se as expressées de u, 1, ... u, em x.

As equagbes (1) constituem um sistema de equagdes dife-
renciais de ordem n— 1, a 1 varidveis.

Para o integrar, derivémo-lo (n — 1) vezes, o que nos dd o
seguinte quadro:

A5 =1, (JC) s A =0 (x)

!

Ay =0, (%) e Ay =)

R T TR T TS S S ST T S R T N I R S

AT =) AT Y= o ().

Multiplicando as equagbes da primeira coluna por u,, as
da segunda por u,, ... as da dltima por #,, ¢ somando em
seguida as equagbes correspondentes a uma mesma linha,
obtemos o seguinte sistema:

(X)), FepE)u, F.oo.tou(X)Uy =0
:.a', (x) 1, -]-'.p; ()2 et —!—\ﬂg:, (), =0

L S T S T St P S i i S e B I SR R SR R R B R B R BRI A R

W @uta T @nt e @ = (- 1) R

2)

que é formado pelas equacbes postas em evidéncia no scélio
da proposi¢do r.* ;

Do sistema (1) deduz-se, pois, o sistema (2). Reciproca-
mente de (2) deduz-se (1), se R=2~o0. Para isso basta derivar
(n— 1) vezes o systema (2) e notar que entre as equagdes assim
obtidas se encontram as do systema:

o (X)tt; Fe(X)u, +...+@m@u, =o
e @@+t @ =o

P S L R T T T TR TR e T TN T T

o (@) ul ()t oo (X)) =R,
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Daqui se conclue, se for R =0, que

0 s PR
! !
0 U, g
A e
R gl
®i (x) = ! =A;.
R

E da mesma forma se obtém as demais equagbes do sys-
tema (1).

No caso de R==o0, os dois systemas (1) e (2) sdo, pois,
equivalentes e as solugdes de um sdo as do outro.

Mas as solugdes de (2) sdo

| o P o Oy Ii
| i ; |
(8] :?2 rr”
e 7 o Oy
TR ‘:( )s:—l R :?in—ll S '.p,(.,”_[) R ; i, ‘
1 R R RS R
s (n—2) (n—2)
' Q2 ¢
Y1 5?2 <. Gy
! ® 8 8 8 s 00 P
i c?{,"_'} :?(;I'—I] S :?E:z—li

Dum modo geral
(_ ,)::—1 R
=00

Up=

Clet™"],

(n—

representando por C [¢ff "] o complemento algébrico do ele-

mento ¢} " (x) do determinante do sistema (2) que é R,.
omo

Rl == R"_I,

1 )n—f 1 [ J_I).]

vird :
U = (—

relagdo esta jd achada na proposigdo 2.*
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Vé-se pois que o sistema (1) proposto, admite um sistema
de solugbes desprovidas de constantes arbitrdrias, se R, 50
e que ésse sistema € unico.

No caso de R,=o0, ou bem se verificam as relagdes ex-
postas no coroldrio 2.° da proposigdo 4.%, ou nao.

Se ndo, o sistema proposto é incompativel, o que significa
que as fungbes dadas

(%) @(x) ... gu(x)

nao podem corresponder aos valores dos complementos algé-
bricos dos elementos da ultima linha dum determinante de
Ronsky, porque se correspondessem, de facto, as ditas relagoes
haviam de verificar-se.

Se as ditas relagdes se verificam, teremos entdo que

Pr (.‘t‘) :J"l‘_(x)_ _5?" (x)—l(x)

@ Gy Uy

e as equagOes propostas transformam-se em
(3) Ar=ad(x); As=h(x) ... Ap=aA(x).
Destas equag¢des deduz-se, por ser R=o,
Oy Uy - Gy lla T vaen O tly=0.

Ora, do sistema formado por esta equagdo e por uma
qualquer das equagées (3), deduzem-se todas as outras equa-
goes (3).

Seja, por exemplo,

[ a[H["I“asz‘i‘.oo+anﬂﬁ=0
e St et = oy A (X).
I ] i/
(4) Hi, e el
: PR S Sy e

Eleminando u; entre estas duas equagdes, obtemos

Ay =ay ) (x).
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Eliminando w3, obtemos
Aj =03 N (x);

e assim para as demais.

Vé-se, pois, que quaisquer valores de u, u, ... u, que sa-
tisfacam ao sistema (4), satisfardo a (3). Mas o sistema (4) é
indeterminado. Logo (3) também o sera.

Em resumo, o sistema (1) de equagaes diferenciais de ordem
(n—1) admite um sistema de solu¢bes desprovidas de cons-
tantes arbitrdrias, caso R, == o. De contrdrio, ou ¢ indeter-
minado, ou incompativel, segundo se verificam ou n@o as rela-
cbes

9 (%) g (%) | =0

I i (%) ¢ ()|

que se obtém dando a 7 e a j todos os valores desde 1 a n.
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