II
— st 1l

Escola Normal Superior :

1531

e

| Relatério do estégio

Liceu de José Falcao

POR

b . Y ‘-‘ > -
ANTONIO LIND LOPES DOS SANTOS

F SRl o S Tad — h T MR,

1028

TIPOGRAFIA PENINSULAR
Praga do Cemércio -
Figueira da | sz -






Escola Normal Supetior

Relatério do gstagio
Liceu de Juse Falcdo

durante o ano lectivo
DE

1927-1928
POR

Antnio Lino Lopes dos Santos

La vie n'est bonne qu'a étudier
etaenseignerles mathématiques

POISSON

A/
.J X 5"'."-'?1'[ 10 D2 E nfn wary AnrEt
caniro TiEREra I8 864, .
L) ) - i -
3

HOMULD D& CARVACHO A

Pl D,
\!T’ 439

3t i
b r‘ A Est. (?7Tah. Vil S,

1928

TIPOGRAFIA PENINSULAR
Praga do Comércio
Figueira da Foz



— .

&
*
P

v B

“a0ibugi S 0P snaod |

maiv 5.1
A

52

aal mg‘gl e

pavplismadem




A’ meméria de Meus Pais






A Minha Mulher
A Meu “ilho






PREFACIO

O presente trabalho é o relatério das li-
¢oes dadas no liceu de José Falcao, como aluno
da Escola Normal Superior da Universidade de
Coimbra, durante o ano lectivo de 1927-1928.

Fizemos o estdgio em duas classes, uma
do curso geral e outra do curso complementar.

Na introdug¢do expomos de modo geral os
principais métodos e processos de ensino das
sciéncias matematicas.

A primeira parte déste relatdrio, relativa
a 5. classe, compreende trés capitulos.

No primeiro encontra-se um exemplo de
duas licoes com a respectiva preparag¢ado.

O segundo refere-se a revisdo da maté-
ria da ferceira e quarta classes.

O fterceiro capitulo diz respeito ao pro-
grama da 5.* classe.

A segunda parte é dividida também em
frés capitulos ‘e diz respeito a 6. classe.



Consideracoes gerais sobre a turma e so-
bre o programa do curso complementar encon-
fram-se no primeiro capitulo.

O segundo compreende o exemplo duma
licdo com a preparagao.

Apresentamos no terceiro capitulo uma
licdo de historia da trigonometria e algumas no-
tas sobre matematicas e matemdticos portugueses.

O Ex."™ Metodélogo tinha-nos mostrado
a vantagem de darmos uma licao a turma sobre
historia da matemdtica, e por nossa parte pro-
curamos realisar o desejo de S. Ex.”. Nao nos
foi possivel realisd-lo completamente, pois ndo
podiamos contar com mais duma aula para ésse
Jim. Nestas condi¢oes escrevemos uma lic@o so-
bre historia da trigonomeiria cujo ensino esteve
@ nosso cargo.

Y
#* *

Dificuldades de toda a ordem encontramos
na elaboracdo déste trabalho, ndo por falta de
material, mas precisamente pela sua abundancia.

E' que fendo fomado as nossas notas dia
a dia chegamos ao més de julho com cadernos e
cadernos de papel que manifestamente ndo po-
diamos apresentar porque ficaria um relatorio
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excessivamente volumoso, o que nos pareceu fora
da indole déste trabalho.

Por outro lado nao poderiamos resumir
tanto as nossas noftas que ndao dessem com toda
a clareza uma impressdo nitida da maneira como
decorreu 0 nosso ensino.

Entendemos que atingiriamos talvez o fim
em vista apresentando éste modeslo relatorio.

A todos os ilustres professores da Escola
Normal Superior nos apraz consignar oS nossos
agradecimentos pelas atengoes com que sempre
nos distinguiram facilitando-nos os elementos de
estudo.

: Seja-nos permitido agradecer também ao
Ex."™® Metodologo todas as suas sugestoes, to-
dos os seus conselhos e todas as consideracoes
de ordem geral que nos deu durante o ano e que
muito nos ajudaram a cumprir 0s nossos deveres
de aluno e de mestre.






INTRODUGCAO

«%Lour appliquer notre esprit avec
succés a la recherche ou a la
démonstralion d’une vérité scien-
tifique, il est nécessaire de suivre
certaines régles, variables avec la
nalure des choses envisagées et
qui, prises isolément ou par grou-
pes, suivant les cas, forment ce

qu’on appelle des méthodes.»

DAUZAT






O sucesso no ensino depende principal-
mente do conhecimento da psicologia do aluno,
do conhecimento dos métodos e da faculdade
que o professor deve ter de os aplicar habilmente.

Quadsi todos os autores classificam os mé-
todos em:

A)—Métodos de investigagio das verda-
des matemdticas:

Analitico, sintético e de reducdo ao absur-
do; deductivo, inductivo e dos coeficientes inde-
terminados; dos limites e dos infinitamente pe-
quenos.

B)—Métodos de ensino: diddctico, socra-
tico, heuristico e de laboratério.

C)—Modos de ensino: genético, didactico
e de laboratério.

Néo trataremos desenvolvidamente estes
assuntos; apenas faremos com algum detalhe um
resumo dos métodos de ensino.
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A)—Métodos de investigacao

O método analitico reduz a questio a ou-
tra de que a primeira é conseqiiéncia; esta ainda
a outra e assim sucessivamente até se chegar a
uma questdo que se saiba resolver ou seja verda-
deira.

Este método. segue do desconhecido para
o conhecido.

O método sintético é um método de ex-
posi¢do; segue a ordem inversa do analitico; vai
do conhecido para o desconhecido, das hipoteses
para a tese.

O meétodo de reducdo ao absurdo serve-se
de proposicoes contraditorias: para provar que uma
proposigao ¢ verdadeira prova que a sua contradi-
toria é falsa.

O método deductivo vai do geral ao par-
ticular.

O método inductivo vai do particular ao
geral.
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Muitas vezes € necessdrio achar um poli-
némio ordenado em relagdo a x, cuja forma é
conhecida, mas em que certos coeficientes sio des-
conhecidos.

Usa-se entao o

Método dos coeficientes indeterminados
que consiste em escrever o polinémio, representar
por letras os coeficientes desconhecidos e expri-
mir as condigdes a que deve satisfazer.

Método dos limites: consiste em substi-
tuir as quantidades de que se trata por outras,
varidveis, de que aquelas sdo limites e substituir
depois as varidveis pelos seus limites.

O método dos infinitamente pequenos
consiste em substituir as quantidades de que se
trata por outras infinitamente pequenas e de de-
terminagdo conhecida e depois passar para as quan-
tidades dadas.
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B) —Métodos de ensino

Método didactico

Este método tem a forma de exposigio. O
sucesso no ensino depende essencialmente da
atengdo dos alunos, o que o torna inadaptdvel as
primeiras classes.

O professor deverd

1.°—Mostrar que toma interésse pelo en-
sino.

2.°—Nao dar a sua ligdo sem a ter prepa-
rado convenientemente.

3.°—Tornar o ensino atraente.

4.°—Animar a classe ilustrando os assun-
tos com exemplos interessantes.

E' extremamente vantajoso resumir no fim
de cada licdo os pontos principais que se trataram,
lembrar no comécgo de cada li¢do o assunto da li-
¢do precedente e fazer repeticdes da matéria sem-
pre que se julgue conveniente.

Sao também de aconselhar as revisdes a
que deveremos dar um cardcter tanto quanto pos-
sivel imprevisto e ocasional.
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Terdo logar sempre que se lembre um pon-
to ja dado antes e que se liga com o assunto que
estamos tratando.

Meétodo Socratico

Este método tem a forma de didlogo, com-
preendendo duas partes: a primeira destructiva, a
segunda constructiva.

E, como diz Piat, <um drama em dois
actos, o primeiro acto consiste em confundir o in-
terlocutor, o segundo em por de pé uma nova de-
finicdo.»

No método socrdtico as preguntas suges-
tionam as respostas o que vai de encontro ao
cardcter activo que a classe deve manter sempre.

Metodo heuristico

O método heuristico foi ensaiado no ensi-
no primdrio e depois no secunddrio.

Foi uma conseqiiéncia das ideas formula-
das por Rousseau, no Emile.

Estas ideas dominaram absolutamente os
filosofos e educadores da época e, tornadas co-
nhecidas por Kant e aplicadas por Pestalozzi, em
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breve foi possivel formular um novo conceito de
educagio.

Mais tarde Schellbach, dentro do mesmo
ponto de vista, fez uma grande propaganda a favor
do emprégo do método heuristico.

- Enquanto estes factos se passavam na Suis-
¢a e Alemanha, a Inglaterra e os E. U. da Améri-
ca esforgavam-se por dar ao ensino da matemd-
{ica o cardcter que jd tinha na Alemanha, e o mé-
todo de que estamos tratando teve a consagragio
daqueles paises.

A Franga s6 mais tarde acompanhou o
imovimento e Portugal s6 hd poucos anos procura
integrar-se nesta moderna maneira de transmitir
conhecimentos.

E mesmo assim alguns professores julgam-
no impraticdvel nas nossas classes numerosas.

De modo nenhum concordamos com esta
opinido, pois tendo-o usado com turmas de
cinco, vinte a trinta alunos tirdmos sempre déle
optimos resultados.

O método heuristico mantém a classe
cctiva por meio de preguntas fraccionadas, curtas,
passando de um aluno a outro para os manter a
todos em constante atencao.

As questoes postas aos alunos devem ser
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simples para que os alunos médios possam res-
ponder sem grande reflexao.

O método coloca o aluno na atitude de
descobridor exigindo-lhe que tome uma parte acti-
va no ensino e sobretudo éste método garante
que o ensino nao ultrapasse a capacidade do
aluno. _

Por meio do método heuristico dirige-se o
ensino aos alunos médios e o seu emprégo tem
mostrado ndo ser necessdrio um dom especial
para compreender a matemdtica.

*
* *

A par de todas estas vantagens tem-se
apontado um inconveniente a éste método: o de
exigir na sua aplicagdo uma extrema lentidao. Ora
admitindo que assim é, o defeito transforma-se, em
nossa opiniao, em vantagem,

Na verdade, no ensino da matemadtica é
precisaimente a lentiddo o que é necessdrio. O
professor nao deve preocupar-se em avangar mui-
to rapidamente quer dizer os avangos nao devem
ser marcados pelo professor, mas pelos progres-
sos dos alunos, porque s6 desta maneira é que
os assuntos ficam sabidos e sé assim é que o
professor consegue realisar a sua missao : ensinar.

Os factos porém mostram-nos que, se no
principio o método exige uma marcha vagarosa,
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também depois 0s alunos nao miarcham meios
rapidamente por éle do que por qualquer outro:

#
* *

Como condi¢oes de aplicagio mais im-
portantes do método heuristico consideraremos :
a) o nimero de alunos da classe

b) a homogeneidade da classe

¢) o livro

E' manifesto que quanto menos numero-
sa é uma classe mais facilmente é dirigida; toda-
via, seja o ensino feito pelo método heuristico,
seja por qualquer outro, o efectivo da classe nao
tem uma importancia fundamental, se bem que se-
ja um factor a atender.

A homogeneidade da classe nio € essen-
cial, visto que o método heuristico ¢ vantajoso pa-
ra os alunos fracos e para os incapazes nao hd
métodos que permitam obter resultado, devendo
ter o seu logar préprio nas escolas de atrazados
e anormais.

O livro ¢ ja um factor importante e es-
sencial para a aplicagdo do método. O livro é, por
assim dizer, o suporte e a sintese do ensino.

O professor deve por sempre nas maos
dos seus alunos um bom livro evitando, é claro,
que éste possa falsear, de qualquer maneira, o en-
sino. -
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Método de laboratério

Nos fins do século XIX, principios do sécu-
lo XX, manifestou-se na Inglaterra, E. U. da Amé-
rica, Franca e Alemanha, uma grande tendéncia
para modificar o ensino da matemdtica.

Estudos feitos sobre a crianca indicaram
que o ensino da matemadtica se devia dirigir a sua
natural curiosidade, tornando o ensino vivo, atraen-
te e interessante.

Para atingir o fim em vista é manifesto que
o conhecimento da psicologia da crianga tem,
como jd dissemos, uma importancia capital no
ensino.

Vérios auctores se tém dedicado a éste
assunto e de entre todos citamos Claparede que
na sua «Psicologie de I’enfant> poe em destaque
que o ensino da crianca deve ser conduzido de
modo a despertar-lhe o interésse.

Na América o porta-voz déste novo aspe-
cto do ensino foi loung que recomenda que o
ensino se deve dirigir a natureza da crianga.

*
* *

Como caracteristicas principais apresenta-
mos as seguintes:

a) interésse do aluno

b) Correlagao dos assuntos
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c) Passagem do concreto para o abstracto.

Seja qual for o assunto a ensinar, devemos
ter sempre presente que ndo se deve produzir fa-
diga nos alunos e esta produzir-se-hd com mais
facilidade se o assunto desagrada; para evitar a
fadiga devemos apresentar a matéria de maneira
que desperte o interésse dos alunos.

A crianga é de natureza curiosa; fudo o que
possa satisfazer a sua curiosidade, desde que a nao
leve a aceitar como verdadeiro o que € falso, po-
de constituir um meio para que na aula de mate-
mdtica haja actividade e interésse.

No que respeita a correlagao dos assuntos,
reconheceu-se que o estudo da matemadtica é mais
proveitoso relacionando-o com outros assuntos do
que fazendo-o isoladamente.

A fisica oferece um campo vasto para efe-
ctivar a correlagio e é vantajoso, muitas vezes,
deixar que a Fisica conduza ao problema mate-
mético.

Tudo quanto a experiéncia ensinou e to-
das as ligdes de coisas constituem o concreto que
também ¢ constituido por tudo quanto, embora
abstracto, a inteligéncia do aluno compreendeu e
assimilou.

Devem ser reconhecidas as origens expe-
rimentais da matemdtica e devemos fazer uso da
intuicdo, mas com cuidado porque pode condu.
ZIr 4 €rros.

No métado de laboratorio niao deyeremos



23

marcar licdo aos alunos. Aceitaremos, sem de-
monstracdo, os teoremas dificeis de demonstrar ¢
cujo conhecimento exige muito tempo. Perry diz:
«um rapaz nao precisa de saber como se faz um
relégio, basta que o saiba usar».

Para o uso déste método é da maior con-
veniéncia uma sala-laboratério aonde se en-
contrem :

Modelos, balangas, réguas graduadas, fitas
métricas, péndulos, niveis, roldanas, barémetros,
termometros, aredmetros, bustos de matematicos,
tibuas de juros, de multiplicagao, de raiz quadra-
da, de nimeros inversos, etc,

C)—Modos de ensino

Modo genético. Por este modo, as pregun-
tas sao postas a toda a classe e depois indica-se¢
o aluno que deve responder.

Modo diddctico. Aqui, os alunos tomam
notas sobre a exposi¢ao do professor, completan-
do-as fora da aula.

Modo de laboratorio. Neste, os alunos tra-
balham em pequenos grupos ou individualmente
numa sala a que se dd o nome de laboratério,






PRIMEIRA PARTE






Capitulo Primeiro

«Joda leccién serd mala si no estd

pedagégicamente preparada’ .

D. RUFINO SANCHEZ

« Une démonstration a une valeur lo-
gique et du méme coup, une va-
leur esthétique, parce qu'en sa-
tisfaisan! la raison elle réjouit le
coeur.»

«Elle est dile trés justement «élégan-
ter si elle nous procure la joie
d’arriver a [évidence par une voie
plus simple et plus courte qu’on

ne s’y attendait>.

GOBLOT






&5 A) Preparacio da ligio
1) Exemplo duma ligao
B) A ligdo

2) Exemplo doutra ligao 1[ o T
' | B) A tligio






A) Preparacio da Tigdo






Entendemos que um professor—por mais
competente que seja e por mais experiéncia que
tenha—nao deve nunca ir para a aula sem ter pre-
parado cuidadosamente a sua licao.

O professor, ao preparar a licdo, deve
lembrar-se do que se passou na tltima aula: se fi-
caria algum ponto por tratar ou incompletamente
tratado; se os alunos teriam ficado de posse do
assunto; se algum aluno, na ligio precedente se
manifestou pouco atento e com tendéncia a dis-
trair-se, deve o professor estudar o meio ou
meios de na primeira aula o obrigar a estar
atento despertando-lhe o interésse, excitando-lhe
a curiosidade, podendo e sendo util até que o
faca quer lancando mao da histéria das matemati-
cas, quer contando alguma passagem da vida do
Matemadtico que tivesse contribuido de alguma
maneira para o assunto que se estd tratando.

: Se o numero de licdes dadas ao curso € ja
suficiente para ter um conhecimento o mais com-
pleto possivel dos alunos, o professor, ao prepa-
rar a sua licdo, deve lembrar-se dos mais atrasa-
dos, dos que tém mais dificuldade em seguir o
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curso, seja por serem pouco inteligentes, seja pot
em conhecimentos nao estarem a par dos alunos
médios, e nio se esquecer de que tem o de-
ver de aproveitar o maior ntimero possivel de
alunos.

#*
: - L]

O professor deve dar entrada na aula cor
tima rigorosa pontualidade; deve manter sempre
uma atitude de correccio, tratar os alunos com
bondade, falar-lhes com amabilidade cativante, pro-
ceder de maneira que vejam em si nao o algoz,
que vai para a aula afim de marcar mds notas, mas
o companheiro mais velho que estd a seu lado pa-
ra os ensinar com paciéncia, sempre pronto a aten-
dé-los como um amigo que deseja o seu bem es-
tar e que pretende prepard-los para as lutas da
vida.

Deve ainda o professor despertar nos seus
alunos um respeito qudsi divino e inspirar-lhes
uma confianga ilimitada.

Nunca deve ter atitudes bruscas, gestos de
enfado, nem mostrar-se irascivel.

A influéncia nos alunos de qualquer destes
actos é terrivel.

Para ndo os praticar ¢ necessdrio que 0
professor se estude a si proprio fazendo um exa-
me auto-psicolégico para ndo desmerecer aos
olhos dos seus alunos.
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Como se vé, ensinar nao ¢ s saber os as-
suntos que, dia a dia, se transmitem aos outros e
como se hio-de transmitir, é tambem possuir a
arte de se apresentar diante dos seus alunos como
que lavado dos seus defeitos, arte que The permi-
ta ao entrar na aula abrir um paréntisis na sua vi-
da de homem para ficar s6 o professor.

E' preciso pois saber educar a vontade, ter
um conhecimento profundo de si préprio e um
grande amor a sua profissao.

*
#® %

O professor ndo deve comegar a explicar
um assunto sem verificar se os alunos tém os co-
nhecimentos precisos para a sua nitida compreen-
sdo. Para isso o professor, ao preparar a sua li¢ao,
fard um esquema dos teoremas, corcldrios, prin-
cipios, etc., em que baseie o que vai explicar ou
que -de qualquer modo se relacione com a
ligdo.

Deve pois neste momento chamar a me-
moria os alunos mais fracos para nio se esquecer
de lThes fazer as necessdrias preguntas que o ha-
bilitem a saber qual é o estado do curso antes
de receber a explicagio—tal e qual o lavrador que
ndo deita a semente 4 terra sem primeiro se cer-

tificar se estd ou nao em condigdes de bem a re-
ceber.
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Sabido pelo programa qual é o assunto
que deve preencher a li¢io e feito o esquema aci-
ma dito, o professor escolherd os métodos de ra-
ciocinio e de ensino que melhor se adaptem ao
assunto, tendo em vista ndo so a experiéncia dou-
tras lighes, mas ainda a clara compreensio dos
alunos.

A seguir —partindo de que em malematica -
nada deve ficar entregue ao acaso—deve 0 pro-
fessor escolher os exercicios de descoberta . que
se dirigirio a inteligéncia e ao desenvolvimento
das faculdades de raciocinio dos alunos e logo
os exercicios de aplicacdo numérica.

O professor ndo deve esquecer que a pre
paragdo da licio deverd ser feita de maneira que
o habilite a explicar sem ter de pedir auxilio 'ao
livro ou a qualquer apontamento.

Se a licdo exige material e se no liceu o
nao hd ou se o que hd nao satisfaz ao professor,
deve éste, quando prepara a licdo, lembrar-se de
0 arranjar.

Segundo D. Rufino Sanchez a preparagio
da licio compreende :

1.°—Fundo

2. —Forma :

No fundo temos a considerar-a determina-
¢a0, a invengao e a disposigao.
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——

Na forma temos a considerar a seleccio e
a preparagio do material.

Isto no que respeita a preparacao metodo-
[6gica; quanto & preparagdo pedagogica o profes-
sor refletird sobre os seus defeitos habituais, seu
aspecto exterior, sua linguagem, sobre o aspecto
exterior dos alunos, sua aplicacdo e boa dis-
ciplina.

Esta maneira de tratar a preparagio da
licdo vimo-la pela primeira vez num quadro, tira-
do do livro de D. Rufino Sanchez «Teoria de la
Ensenanzanr, que a certa altura do ano nos foi man-
dado entregar pelo Ex."™® Director da Escola Nor-
mal Superior.

¥* *

Os assuntos que adiante apresentamos co-
mo exemplos de licoes ndo foram escolhidos,
mas tirados a sorte entre todas as licoes.

Procedemos assim porque, seduzindo-nos
igualmente todos os assuntos, teriamos uma gran-
de dificuldade na escolha.

O nosso desejo seria satisfeito se pudes-
semos apresentar toda a matéria em forma de li-
¢do, e ainda o tentdmos; tivemos de por de parte
esta maneira de apresentar o nosso relatorio nao
sO pelo excessivo nimero de pdginas com que
ficaria mas ainda por nos parecer a sua leitura
bastante mondétona.
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Explicada assim a preferéncia dada ao as-
sunto da licdo vamos apresentar a sua preparagao,

G e

O assunto ¢é o estudo da drea da superfi-
cie lateral do cone de revolucao.

Para podermos conduzir com éxito os
alunos € necessdrio que, no coméco da aula, veri-
fiquemos se tém perfeito conhecimento dos se-
guintes conhecimentos :

- Superficie piramidal;

Piramides e drea;

Superficie conica;

Cones;

Sua classificacdo, geragdo e planificagio’

Limites.

Precisamos também de verificar se os alu-
nos ainda tém presente a matéria explicada antes
—adrea da superficie lateral do cilindro de revoiu-

¢ao.

Nio nos devemos esquecer de dirigir as
preguntas que forem necessdrias especialmente a
dez alunos pois sao estes 0s que mais precisam
do nosso esforgo, sem, €é claro, abandonar os res-
tantes. Deveremos ter na aula modelos de pirdmi-
des e cones.,

Empregaremos o método dos limites; .0
método de ensino serd o heuristico e o modo ge-
nético, ;



B) A ligao

1) Assunto: Area da superficie lateral do cone
de revolugao.

De investigacao : Dos limites;
2) Métodos :
De ensino : heuristico.

3) Modo:  Genético.







Nao comecgamos éste estudo sem nos cer-
tificarmos se os alunos tinham nogdes bem claras
e nitidas sobre :

Piramides e drea; superficie conica, cones,
sua classificacdo, geracdo e planificagao; limites.

Por meio de preguntas dirigidas a classe e
depois de indicados os alunos que a elas deviam
responder—dando cada aluno a respectiva respos-
~ta por sua vez—reconhecemos que os alunos es-
tavam de posse destes assuntos indispensdveis.

A seguir enuncidnios a classe a pregunta
relativa a expressdo da drea da superficie lateral do
cilindro de revolugao.

Um aluno préviamente indicado deu res-
posta certa. :

Outro aluno—depois de se ter dirigido a
pregunta a classe — expdz, sem ir a pedra, a ma-
neira como se obteve.

Outro aluno deu resposta a pregunta:

¢ Qual foi o solido de que nos servimos
para deduzir a expressio da drea da superficie la-
teral do cilindro de revolugio?

A um novo aluno preguntimos :
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¢ De que sdlido nos serviremos neste caso
do cone?

O aluno responde: o sélido serd a pira-
mide.

Porqué? Insistimos.

«Porque de todos os modelos que estdo
em cima da mesa é o que se parece mais com o
cone» (ipsis verbis).

Passei a outro aluno:

¢Como procederemos para avaliar a drea
da superficie lateral do cone de revolugao par-
tindo da drea da piramide ?

O aluno responde que pode inscrever a
piramide no cone.

Outro aluno continua :

Se inscrever uma piramide regular no cone
de revolugdo e se aumentar indefinidamente o nii-
mero de faces—veremos que o perimetro do poli-
gono regular da base da piramide se vai aproxi-
mando do perimetro da circunferéncia da base do
cone.

Um novo aluno continua:

a medida que isto se dd o apotema da pi-
ramide se vai aproximando da geratriz do cone.

Outro aluno diz:

A expressio da drea da superficie lateral
da piramide regular ¢ igual ao produto do semi-
perimetro pelo apotema

Apl‘%pxa..;. (])
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representando por A, a drea da superficie lateral
da piramide regular, por p o perimetro do poligono
regular da base e por a o apdétema da piramide.

Outro aluno repetiu o que o seu condisci-
pulo tinha dito e ainda outro continuou :

O ntimero de faces cresce indefinidamen-
te; portanto tomando os limites dos dois membros
daquela igualdade(refere-se 4 igualdade (1)) temos:

: G Ry S
lim Ap=lim (; p><a)=<lim p>Xlima. ... (2)
Um novo aluno interveiu na demonstragao
dizendo :

mas lim A, = A
limp=2TI R
lima=g

sendo A¢ a drea da superficie lateral do cone,
R o raio da base do cone,
g a geratriz do cone.
Outro aluno continuou:
Substituindo naquela igualdade (refere-se
a igualdade (2)) as varidveis pelos seus limites, vem

Preguntdmes a outro aluno:
O que representa TT?
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O aluno ndo responde; outro diz que TT ¢é
3, 1416. Nenhum aluno adiantou mais.

Um aluno interrogado sobre o perimetro
da circunferéncia diz:

Y

C=2TT¢

sendo C o perimetro e r o raio.
Dissemos-lhe que tirasse desta igualdade o
valor de TT; o aluno escreve :

L
Bl

A outro aluno preguntamos:

O que representa 2 r?

O aluno responde que 2 r ¢ o diametro e,
sob nossa indicagdo, escreveu :

=%

Entao o que ¢ T1? O aluno nio respon-
de; outro aluno, depois de interrogado, deu res-
posta certa.

Preguntdmos a outro aluno:

O que representa T1 R?

O aluno nao responde.

O que representa 2 TT R?

Depois de responder bem preguntdmos-
lhe como se passou de 2 TT R para TT R.

Obtida resposta certa, o aluno disse logo
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que T1 R era metad®do perimetro da circunferén-
cia da base.

O que representa g?

g representa a geratriz do corie, responde.

A outro aluno fizemos a pregunta:

¢Qual é a expressdo da drea da superficie
lateral do cone de revolucao?

O aluno diz:

Ac =TT R.

7=}

isto €, «a drea da superficie lateral do cone
de revolucio ¢ igual ao produto de metade do
perimetro da circunferéncia da base pela geratriz.

Alguns alunos, sem auxilio de figuras e
sem cdlculos, expuseram o caminho seguido na
demonstragao.






Exemplo dontra ligao com o assunto seguinte :

Exercicio de descoberta— «Calcular a drea da
superficie lateral dum tronco de cilindro
de revolucao, considerando-a metade da
drea lateral dum cilindro cuja base é a
mesma e cujo eixo ¢ o dobro do eixo
do tronco».






A) Preparacao da ligao

Dois casos se podem dar :

1.°—Os alunos saberem fazer a demons-
tracdo.

2.”—Os alunos nio a saberem fazer.

Neste segundo caso, deveremos apresen-
{ar o seguinte exercicio de construgio :

«Dado um tronco de ciiindro recto de re-
volugdo, construir um cilindro recto de revolugao
que seja o dobro do tronco».

Temos ainda dois casos a considerar:

1.—0Os alunos saberem fazer a constru-
¢ao. .
2.9— (s alunos niao a saberem fazer.
Neste segundo caso deveremos partir do
seguinte ponto :

«Dado um trapézio rectangulo, construir
um rectangulo que seja o dobro do trapézio dado».
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A seguir passaremos para o exercicio ante-
rior, e finalmente para:

<A drea da superficie lateral do tronco -de
cilindro recto de revolugio € igual a metade da
drea da superficie lateral do cilindro recto de re-
volugio».

No principio da aula, deveremos dirigir
preguntas aos alunos sobre:

a) Trapézios e drea;
b) Rectangulo e drea;
) Cilindros, geragdo e drea;
d) Tronco de cilindro;
e) Figuras iguais, equivalentes e semelhantes.

£

Material : modelos de cilindros e troncos:
papel, réguas e esquadros.

Métodos: sintético e heuristico

Modo: genético. s



B) A licao

| Depois de térmos enunciado a classe a
questdo acima e de reconhecermos que 0s alunos

2 nao a sabiam resolver, enuncidmos:
«Construir um cilindro recto de revolucao
que seja o dobro dum tronco de cilindro recto de

2

revolugdo dados.

Desenhado na pedra um tronco de cilin-
dro recto, dois alunos repetiram o enunciado.
Nao houve nenhum aluno que indicasse
como se fazia a construgio.
Dirigimos a classe a pregunta :
¢ Que figura plana temos na pedra?
Indicado o aluno, éste disse que tinha um
trapézio. :
| A seguir disse a classe: vejamos se partin-
do desta figura, poderemos construir outra que es-
teja em alguma relacdo com o trapézio.
Um aluno diz que pode construir um re-
ctingulo equivalente ao trapézio.
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Preguntado se poderia construir utii re-
ctingulo que estivesse noutra relagdo, o aluno nao
respondeu.

Outro aluno diz que pode construir um
rectangulo que seja o dobro do trapézio.

Enunciada a classe a pregunta relativa a
esta construcdo, um aluno responde:

Para construir o rectaingulo duplo do tra-
pézio, prolongo a mediana dum comprimento
igual a si mesma, tiro pela extremidade assim obti-
da uma perpendicular as bases e prolongo estas
até encontrarem a perpendicular.

Passimos a outro aluno que fez a cons.
trucao.

A um novo aluno dirigimos a seguinte
pregunta depois de a termos enunciado a classe:

¢Que teremos de fazer para sabermos se
o rectangulo é o dobro do trapézio?

O aluno responde: «é ver se éle é 0 dobro. »

Ver, como? insistimos.

O aluno diz: «<eu sei fazer, mas nao sei
dizer.» '

Dissemos-lhe que fizesse.

O aluno mede a base do rectingulo e, ao
tentar medir a altura interrompemos:

¢Para que precisa de conhecer essas me-
didas?

Para medir a drea, responde.

Nova pregunta: ¢Entao como sabe se o
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rectingulo estd com o trapézio na relagao indi-
cada?

O aluno responde que ¢ preciso medir as
dreas. ;

J& vé que sabia fazer e sabia dizer, dissé-
mos.

Outro aluno mediu as duas dreas e reco-
nheceu que a do rectangulo era muito aproxima-
damente dupla da drea do trapézio.

Passando ao tronco, um novo aluno dlsse
sem mais indicagOes que bastava <completar: o
cilindro.

O aluno prolongou as geratrizes, e condu-
zindo pela extremidade 0" do eixo um plano pa-
ralelo ao plano da base, obteve o cilindro.

Dirigimos a classe a pregunta :

Estard o problema resolvido?

Um aluno diz que é preciso saber se o
cilindro € o dobro co tronco.

Serd? Preguntimos. O aluno hesita e nds
orientdmos assim a classe :

¢ Haverd na figura alguns segmentos de
recta iguais ?

O aluno responde que por construgao

0 0'=00",
Haverd outros iguais?

A pregunta fica sem resposta.
Outro aluno diz:



A B E F é um rectangulo;
A B C D e C D F E sdo dois trapézios
iguais e portanto

AD=ECeBC=DF

A outro aluno preguntdmos se poderia ti-
rar algum partido das consideracoes feitas por éste
seu condiscipulo.

O nosso estudante hesita; como nao res-
ponde, nos preguntdmos-lhe:

Que queremos nos demonstrar?

Obtida resposta certa, preguntdmos ainda
0 que seria preciso para atingir o fim em vista.

O aluno responde que € necessdrio que 0s
dois troncos sejam iguais.

Repare bem na figura e veja se da sua con-
siderag¢do deduz a igualdade de alguns segmentos,

O aluno refletiu uns instantes e disse;

«Se levar o ponto E & coincidéncia com o
ponto A e o ponto F a coincidéncia com o ponto
B, acontece que D F coincide com C B.»

Outro aluno continua depois duma peque-
na hesitagio: E C coincide com A D, ao que um
novo aluno acrescentou :
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0’0" coincide com 00" e portanto os tron-
COs sdo iguais.

Preguntdmos se ndo faltaria mais alguma
coisa,

O aluno olha para a figura, vé as igualda-
des escritas, e, depois dum momento de reflexao,
disse satisfeito: «<ah! E' que D C fica 0 mesmo>.

Outro aluno: o cilindro é o dobro do
tronco, logo a drea do cilindro é o dobro da drea
do tronco.

E a drea do tronco?

Um novo aluno responde:

A drea do tronco ¢ metade da drea do ci-
lindro;

Entio:: Ar=L1Ac

=

1 w—
Ar=22TTR.E... (1)
sendo: A a drea da superficie lateral do tronco;
A; adrea dasuperficie lateral do cilindro;
R o raio da base do cilindro;
E o eixo do cilindro.

Dissemos a outro aluno que enunciasse a
questao -proposta. Depois de a ter enunciado
preguntdmos se jd tinhamos obtido o que que-
riamos.

O aluno diz: o eixo do cilindro é o dobro
do eixo do tronco E=2e, sendo e o eixo do
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tronco. Substituindo éste valor naquela igualdade
(refere-se a igualdade (1)) temos:

ArL2TFER 2e=2'11 Re.

1
7

Outro aluno: A drea da superficie latera]
do tronco de cilindro recto de revolugio ¢ igual

ao producto da circunferéncia da base pelo eixo
do tronco.

Trés alunos expuseram o caminho seguido
na demonstragdo — exposicdo que foi feita sem
auxilio de figuras e sem calculo.
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Capitulo segundo

«&Le programme le plus beau et le
plus judicieux sur le papier ne
portera ses fruits que si 'enseigne-
ment qui en découle est adapté

a lespril, au type mental des

éleves.»

CLAPAREDE






Revisao da geometria da terceira e quarta classes

- A)—Geometria da terceira classe
B)—Geometria da quarta classe






A) Geometria da 3.2 classe

Comegdmos a nossa primeira licdo no dia
nove de Janeiro e até ao dia vinte de Junho tinha-
mos sessenta aulas para satisfazer ao programa de
geometria, fazer revisdes de dlgebra e dar uma
vez por semana, conforme foi resolvido numa
relinido de classe, exercicios escritos.

Como proceder ?

- A nossa experiéncia tinha-nos dito que,
pelo menos, por trés maneiras podiamos proceder
1no nosso estdgio:

Primeira — Fazer uma revisio completa de geo-
metria da 3.% e 4. classes e dar o que
fosse possivel do programa da 5.% classe.

Segunda — Considerar dada a matéria da 3.* e
4% classes e comegar logo com o pro-
grama da 5.% classe. '

Terceira — Repetir a tracos largos o programa
dos dois anos anteriores, detendo-nos
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sémente nas partes mais reconhecida-
mente importantes do programa e dar
toda a matéria da 5. classe.

Analisemos estas trés maneiras para assim
justificarmos o nosso procedimento.

Com a primeira maneira ndo tinhamos
tempo para terminar a geometria da 4." nem por-
tanto para dar a da 5.% e, por isso, ndo pusemos
em prdtica éste modo de proceder.

Com a segunda conseguiamos dar todo o
programa da 5.%, mas entendemos que prestaria-
mos matu servico nao tocando na matéria da 3.* e
4.". Na verdade, a geometria destas duas classes
contém assuntos de importancia capital e, embora
os alunos os tivessem jd dado nos dois anos an-
teriores, o facto ¢ que a experiéncia de todos os
dias confirma a necessidade de os rever.

"Em virtude do que acabamos de expor,
fomos levados a optar pela terceira maneira, mas
procedendo de modo que o tempo nao nos faltas-
se para dar integral e convenientemente a geome-
tria da 5." classe.

Nestas circunstancias fizemos a revisao dos
seguintes assuntos:
~a)—Proporcionalidade dos segmentos deter-

minados por rectas paralelas em duas con-

~ correntes e por um feixe de rectas con-
correntes em duas paralelas.
b)—Ilgualdade e semelhanga de tridngulos.
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¢)—Teorema de Pitdgoras.

d)—Angulos ao centro, do segmento, inscrito
e ex-inscrito.

Na revisdo desta parte do programa tive-
mos de nos subordinar a maneira como 0s asstin-
tos tinham sido dados nas classes anteriores, ten-
do sido o nosso papel apenas éste: fazer recordar
a muitos alunos o que estava esquecido.

it g PR g



B) Geometria da 4 classe

Como acontece com a geometria da 3.%
classe, na geometria da 4." temos assuntos de ma-
gna importancia e que julgdmos necessario rever,

Lamentamos que a geometria nio esteja
bem distribuida pelos diferentes anos e, tio pouco
bem, que, devendo contribuir para o desenvolvi-
mento intelectual dos nossos estudantes, e sendo
um eficaz meio educativo, éste duplo fim nao
pode ser atingido pela enormidade de matéria que
0s programas exigem num tempo que nao chega
para se poder fazer coisa que se pareca com, ..
ensinar,

¢Qual é o professor que ndo pasma ante
o programa de matemdtica da 3.* classe ao ver
que tem de o ensinar dispondo apenas de 3 tem-
pos semanais ?

Deve notar-se que o tempo ndo chega
para ensinar bem a dlgebra e a geometria, e que
¢ precisamente ¢ste facto que contribui para que
os alungs cheguem a 5. classe com uma prepara-
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¢do deficiente que nio deixa fazer o ensino de
maneira proveitosa.

Para justificarmos estas afirmagoes veja-
mos o que acontece:

Ou o aluno aprende a pressa alguma coisa
de geometria, porque o ensino da dlgebra ficou
regularmente feito e tomou qudsi todo o ano, ou
aprende bem a dlgebra e transita para a classe se-
guinte sem dar geometria, o que muitas vezes
acontece.

Na 4.% classe o professor nio comeca
o ensino da geometria desta classe sem os alunos
saberem a da 3.% e o programa de 4. tem de
sofrer um enorme corte.

Chegado o aluno ao quinto ano teremos
na melhor das hipoteses:

Toda a dlgebra sabida e a geometria da
terceira classe esquecida, porque a maneira como
teve de ser dada ndo permitiu que o estudante ti-
vess: tempo de fixar ideas, de as alojar convenien-
temente no cérebro, deixando-lhe apenas nogdes
vagas sem ligagdo de espécie alguma; a geometria
da quarta classe dada aos bocadinhos, porque se
assim ndo fosse nem tempo o professor teria para
cumprir o programa da quinta classe.

Certamente as coisas ndo se passariam as-



sim se a populagio dos nossos liceus fosse cons-
tituida por estudantes previligiados; mas todos nos
sabemos que em regra estes aparecem em bem pe-
quena minoria.

Por outro lado os professores devem acom-
panhar, na medida do possivel, os seus alunos den-
tro do mesmo ciclo, e muito se pode e deve espe-
rar do seu sdo critério.

¢ Mas qual serd o critério, por mais sensa-
to e justo que seja, que permita ao professor po-
der ensinar, dentro do tempo que o hordrio con-
cede, as matérias que os programas exigemn ?

*
* ¥*

O programa inclui geometria métrica na 3.
classe; mas parece-nos que os alunos desta classe
nao podem ainda entender limites, a parte um ou
outro caso de precocidade. Seria vantajoso para
0 ensino que esta parte da geometria voltasse
para o seu antigo logar. ;

E’ necessdrio, pois, que os programas de
geometria sejam revistos e que se a matéria é com-
pressivel se facam os cortes precisos, e, se 0 nao
é, se distribua de maneira mais conveniente.

Parece nos que se impde um aumento de
tempos semanais de trés para cinco, para a mate-
madtica da terceira e quarta classes, caso nao seja
possivel destinar-se-lhes uma hora didria, o que
melhor seria, pelo menos para a terceira classe.
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O programa de dlgebra pode sofrer alguns
cortes. Nao reconhecemos vantagem a inclusao
dos seguintes assuntos:

1.°—Casos complicados de divisio de po-
linémios;

2°0—m. d. c. e m. m. c.de polinémios;

3.°—Casos dificeis de simplificagio de
fracgoes.

Incluir estes estudos na terceira classe ¢
levar ao espirito do aluno a confusio, o aborreci-
mento, o desanimo e a idea de que a dlgebra ¢é di-
ficil, o que o leva a ter por esta disciplina qudsj
horror.

Estes assuntos deveriam passar para a 6.2
classe.

Simplificado assim o programa, o seu cum-
primento exige um tempo minimo de quatro me-
ses; e por conseqiiéncia, a geometria a incluir na
terceira classe ceveria ser s6 a que pudesse ser
ensinada de maneira conveniente e proveitosa no
resto do tempo.

Parece-nos que o ensino da matemadtica
da 3.* classe ficaria por éste modo, ordenado a
poder cumprir o fim em vista.

A
.

¥* #*

Tivemos de escolher na geometria da
quarta classe o programa minimo seguinte :
a) Triedros (teoremas sem demonstragdo);
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b) Poliedros e sua classificacao;
c) Areas e volumes.

Algumas das dreas pertenciam pelo pro-
grama a terceira classe, mas foram incluidas aqui
por terem sido_dadas na quarta classe.



Capitulo terceiro

« ..la geomstrie euclidiennz es! et
restera la plus commode :
I1.° Zarce qu’elle est la plus sim=
ple; et elle n'est pas telle seule-
ment par suite de nos habitudes
d’esprit ou de je ne sais quelle
intuition direc'e que nous aurions
de lespace euclidien; elle est la
plus simple en soi de méme qu’un
polynéme du premier degré est
plus simple qu’un polynéme du
second degré.
2.° Larce qu’elle s’acorde assez
bien avec les propriétés des solides
natarels, ces corps dont se rappro-
chent nos membres et notre il c-
avec lesquelles nous faisons not

instruments de mesure®> .

POINCARE






(uinta clase
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Concluida a revisio da matéria da 3. ¢
4.2 classes, entrdmos no programa da 5.% classe,
que diz :

«Superficies cilindricas. Cones e cilindros
de revolugido. Tronco de cone e ci-
lindro. Areas das superficies laterais e
volumes dos cones, cilindros e tron-
cos respectivos. Planos tangentes as
superficies conicas e cilindricas. Esfe-
ra, plano tangente. Area da superfi-
cie da esfera, do fuso esférico, da
zona esférica e da calote esférica. Vo-
lume da esfera, do sector esférico, da
camada esférica e da cunha esférica.
Triangulos esféricos, seus elementos
coordenadas esféricas; sistemas de
coordenadas usadas em cosmografia,»

Superficies cilindricas e conicas

Comegdmos por lembrar as nogdes apren-
didas na segunda classe e insistimos, além das de-
finicdes entdo aprendidas, nos seguintes pontos :

1.—A superficie cilindrica exige para a gera-
triz a dupla condi¢do de ser sempre para-
lela a si mesma e de se apoiar continua-
mente sobre uma linha determinada qual-
quer.
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2.°—A superficie conica exige a dupla condi-
¢do de a geratriz passar constantemente
por um ponto fixo e de se apoiar sobre
uma linha determinada qualquer.

3.°—A directriz duma superficie cilindrica po-
de ser uma linha poligonal (superficie pris-
madtica), uma recta (superficie cilindrica pla-
na) e uma circunferéncia (superficie cilin-
drica circular).

Demos as seguintes propriedades das su-
perficies cilindricas e cénicas :

a) As secgoes feitas em uma superficie cilin-
drica por dois planos sio duas figuras so-
breponiveis.

Concluimos éste enunciado considerando
a propriedade correspondente para as superficies
prismadticas. _

De (a) concluimos a propriedade equiva-
lente para as seccoes feitas na superficie cilindri-
ca circular. :

b) As secgoes feitas numa superficie coénica
por dois planos paralelos sao duas figu-
ras semelhantes.

Esta propriedade proveiu da correspon-
dente para as superficies piramidais

De (b) concluimos a propriedade equiva-
lente para as secgOes feitas numa superficie conica
circular. _

¢) Numa superficie cilindrica ou cénica o pla-
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no determinado por uma geratriz e pela

tangente conduzida a uma curva qualquer

da superficie, no ponto em que esta curva

encontra a geratriz, contém a tangente con-
duzida nas mesmas condigdes a qualquer outra
curva da superficie.

LLembrdmos que éste plano assim determi-
nado ¢ o plano tangente,

| Area da superficie lateral do cilindro de revolugao

Para a determinacdo desta drea os alunos
reconheceram que ela é o limite para que tende
a drea lateral dum prisma regular inscrito no ci-
lindro, quando o niimero de faces aumenta indefi-
nidamente tendendo também cada uma delas para
Zero.

Mostrdmos que o limite existe e que é tni-
co, considerando um prisma regular inscrito no
cilindro_e aumentando indefinidamente o niimero
de faces; verificaram que a altura do prisma ficava
constante e igual 4 do cilindro, tendendo o peri-
metro da base para um limite—circunferéncia da
base do cilindro — e, atendendo a que em cada
instante a drea lateral do prisma é igual ao pro-
ducto da base pela altura, os alunos concluiram
que a drea da superficie lateral do cilindro de re-
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volugdo ¢ igual ao producto da circunferéncia da
base pela geratriz, isto ¢é

A=2TTR.gou A=2T1 R.E

representando A a drea lateral do cilindro,
R o raio da base,
g a geratriz
E o eixo;

Como os alunos tinham jd a nogdo de drea
total deduziram imediatamente a expressio da
drea total do cilindro.

Resolveu-se o seguinte exercicio de des-
coberta :

Avaliar a drea da superficie lateral do tron-
co de cilindro de revolugdo, considerando-o co-
mo metade dum cilindro recto.

Volume do cilindro

Determinou-se éste volume considerando-
-0 como limite do volume do prisma regular ins-
crito, cujo nimero de faces aumenta indefinida-
mente,
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Como exercicio de descoberta os alunos
resolveram o seguinte :

Calcular o volume do tronco do cilindro
de revolugdo, considerando-o como metade dum
cilindro recto de base circular.

Area do tronco de core de revolugdo

Foi ainda o método dos limites que nos
conduziu a determinagdo desta drea, consideran-
do-a como o limite da drea lateral dos troncos da
piramide inscritos.

Como exercicio de descoberta resolveu-se
0 seguinte:

Exprimir a drea lateral do tronco de cone
de revolucao em funcio da circunferéncia média e
da geratriz,

Volume do cone de revolugao

Os alunos determinaram éste volume con-
siderando-o como limite do volume das piramides
regulares inscritas.



, Resolveram o seguinte exercicio de desco-
berta :

Calcular o volume do tronco de cone de
revolugdo considerando-o como a diferenca de
dois cones.

A esfera

Comec¢dmos por recapitular o que se tinha
dado na 2." classe, fazendo sempre uso de mode-
los. Desta maneira os alunos ficaram com ideas
bem nitidas de esfera, angulo esférico, fuso esfé-
rico, zona e calote esféricas.

Depois de termos definido esfera, superfi-
cie esférica, raio, diametro, plano secante, tangente
e plano externo, ensindmos a determinar o raio da
esfera’ por meio de dois esquadros.

A seguir deduzimos :

a) Todos os raios de uma mesma esfera sio
iguais.

b) Duas esferas do mesmo raio sio iguais.

¢) Todo o didmetro de uma esfera é igual ao
dobro do raio.

d) Umdiametro é maior do que qualquer corda.

¢) Todos os didmetros de uma mesma esfera
sdo iguais entre si.
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f) O centro é centro de simetria da superficie
esférica.

Interseccdo dum plano com a esfera

Teorema—<Um plano e uma esfera nio tém
nenhum ponto de contacto se a distancia
do plano ao centro da esfera é maior do
que o raio; se esta distancia é menor, o
plano e a esfera cortam-se segundo um
circulo cujo centro é a projeccio do
centro da esfera sobre o plano; se a dis-
tancia € igual, hd somente um ponto
comum as duas superficies, dizendo-se
que o plano € tangente a esfera.»

Para a demonstragdo procedemos assim:

Considerdamos uma esfera, o seu centro e
um plano qualquer intersectando a esfera, a uma
distancia do centro menor do que o raio.

Projectou-se o centro da esfera sobre o
plano; uniram-se os pontos de interseccdo da es
fera e do plano secante com o centro da esfera e
depois com a sua projec¢do sobre o plano.

Obtivémos com a primeira unido obliquas
iguais (raios da esfera) e da segunda concluimos
que a projeccdo do centro da esfera era equidis-
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tante dos pontos da intersec¢do e que esta era um
circulo, cujo centro satisfazia ao enunciado.

Representdimos por r o raio do circulo, por
R o raio da esfera e por d a distancia do centro
da esfera ao plano secante; e da consideragdo do
tridngulo rectingulo assim formado deduziu-se a
formula

r=V R2. ¢

que discutimos da seguinte maneira :

d<R.... o plano é secante; caso j4
considerado.
: d=R.... r=0; o plano é tangente.
Discus- R :
G0 d>R. ... réimagindrio; o plano é ex-
terior.
d=0.... o plano é diametral; o circu-

lo é circulo mdximo da esfera.

Teorema — Todo o plano perpendicular a
extremidade dum raio da esfera é tan-
gente a esfera.

Considerando a esfera e o plano nas con-
di¢des do enunciado, viu-se que o raio era perpen-
dicular ao plano, e que tirando do centro da esfe-
ra outra recta qualquer para o plano, esta, sendo
obliqua, era maior do que a perpendicular (raio).
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Consideramos ainda o plano tangente co-
mo o logar g eométrico das tangentes que passam
por um ponto dado.

[nterseccdo de uma recta com a esfera

Recorddmos que
<uma recta nao pode encontrar a circun-
feréncia em mais de dois pontos» e que

a) se a distancia do centro da circunferéncia
a recta ¢ maior do que o raio, a recta nio
corta a circunferéncia: é exterior.

b) Se a distancia do centro a recta ¢ maior do
que o raio, a recta corta-a em dois pontos:
¢ secante.

¢) Se a distancia é igual ao raio, a recta tem
um s6 ponto comum com a circunferén-
cia; a recta é, neste caso, tangente.

Semelhantemente para a esfera:
«Uma recta nio pode encontrar a super-
ficie duma esfera em mais de dois pontos».

Definimos depois recta exterior, secante e tangen-
te a esfera.
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A seguir demonstrdmos :
«lTodaa recta perpendicular a extremidade
do raio duma esfera é tangente a esferas.

A demonstracao fez-se partindo do teorema rela-
tivo a perpendicular e obliqua.

A seguir deduzimos :

1.—0 logar geométrico das tangentes a es-
fera num dos seus pontos é o plano per-
pendicular ao raio que passa nesse ponto ;
éste plano chama-se plano tangente a esfe-
ra no ponto considerado.

2.—0 logar geométrico das tangentes a uma
esfera conduzidas por um ponto exterior,
¢ um cone de revolugiio, que se diz cone
circunscrito a esfera.

3—0O logar geométrico das tangentes a
uma esfera conduzidas paralelamente a
uma direc¢do dada, é um cilindro de revo-
lugdo, que se chama cilindro circunscrito
a esfera.



83
Area da esfera

A determinagio desta 4drea fez-se aplicando
o método dos limites; como exercicio de desco-
berta e aplicagdo do mesmo método calculou-se a
drea da zona esférica.

Considerdmos o caso particular duma ba-
se da zona se reduzir a um ponto, e assim fomos
conduzidos a expressdo da drea da calote esférica.

A seguir demonstrou-se o
Teorema—A drea do fuso estd para drea da
esfera como o dngulo do fuso estd para

quatro rectos.

Conclufu-se a expressao da drea em graus,
orados e radianos.

Volume da esfera

A expressdo do volume da esfera foi obti-
da aplicando o método dos infinitamente peque-.
nos e partindo do volume da piramide.

O volume do sector esférico obteve-se
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tonsiderando o volume gerado pelo sector circular
como o limite do volume gerado pelo sector poli-
gonal inscrito, e exprimindo o volume do sector
esférico em funcao do volume do cilindro de raio
igual ao raio da esfera e de altura igual a altura
da zona correspondente.

Da definicao de camada esférica conclui-
mos imediatamente o seu volume.

A férmula que exprime o volume da cunha
esférica deduziu-se do

Teorema—Uma cunha esférica estd para a
esfera inteira, como o angulo da cunha es-
td para quatro rectos.

Tridngulos esféricos

Comecdmos por definir triangulo esférico
e por mostrar como da defini¢io se conclui que
nenhum dos lados do triangulo pode ser igual
a 180.%; os alunos reconheceram que se assim
fosse teriam uma linula em vez de tm tridngulo,
e viram que no mesmo triangulo nao hé dois arcos
maiores do que 180.° podendo haver um lado
maior do que 180.°
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Consideraram-se triangulos esféricos isds-
celes equildteros, rectangulos e escalenos.

Os alunos viram que, tirando pelos vérti-
ces do triangulo trés raios, se formou um triedro
de vértice no centro da esfera; estabeleceram que
os nameros que medem os lados e os angulos
dum triangulo esférico sao respectivamente iguais
aos numeros que medem as faces e os diedros do
triedro ao centro correspondente.

[Lembraram-se as propriedades dos triedros,
e para enunciar as propriedades correspondentes
aos triangulos esféricos bastou mudar «face» em
<lado» e «diedro» em angulo esférico.

Definimos excesso esférico e triangulos si-
métricos.

Os alunos reconheceram: «para que dois
triangulos esféricos sejam iguais, é necessdrio que
pertencam a*mesma esfera ou a esferas iguais, e
que os triedros ao centro sejam iguais».

Deduziram os casos de igualdade dos
triangulos estéricos dos casos de igualdade dos
triedros.
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Goordenadas esféricas

Definiram-se as coordenadas dum ponto
qualquer da superficie por meio de dois angulos
que o mesmo ponto determina.

Consideramos dois sistemas de coordenadas :

1 .°—Sistemas de coordenadas azimutais.
2.°—Sistema de coordenadas equatoriais.

*
* *

Resta-nos dizer ainda algumas palavras so-
bre a nossa turma.

A turma tinha trinta e dois alunos incluin-
do quatro repetentes; déstes, um pediu pelo Natal
transferéncia para o liceu de Castelo Branco, e
dois nunca apareceram nas aulas, tendo perdido o
ano por faltas.

Desta maneira ficdmos com vinte e nove
alunos que no fim do primeiro periodo se puderam
agrupar assim :

Bons alunos. . . .. quatro (14 v. a 16 v.)
Alunos médios .. quinze (10 v. a 12 v.)
Maus alunos. ... dez(inferioresa 10 v.)
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Entendemos que a nossa accao deveria ser
orientada do seguinte modo :

Tentar conseguir que todos os maus alunos,
ou pelo menos a sua maior parte, passassem para a
categoria de alunos médios e depois, sendo pos-
sivel, para a de bons alunos; proceder da mesma
maneira para os médios, tentando fazer passar alu-
nos de 12 valores para o grupo de bons alunos e
ndo deixar que estes descessem.

Néio pudemos conseguir tudo, mas algu-
ma coisa se conseguitl.

No fim do segundo periodo e em vista das
notas dadas pelo Ex."® Metodologo, pudemos fa-
zer novo arranjo dos alunos da seguinte maneira :

Bons alunos..... seis
Alunos médios... vinte e um
Maus alunos .... dois

No terceiro periodo desapareceram o0s
maus alunos: um teve média e o outro passou
ao ensino doméstico.

Todos os alunos fizeram exames decentes
e 0 Ex.™ Metodologo classificou alguns com no-
tas elevadas.
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Entende-se, ¢ claro, que todas estas apre-
ciagdes dizem somente respeito a disciplina de
matematica.

Nos exames, assim como no decorrer do
ano lectivo, procurdmos sempre ver se os alunos
estavam de posse dos vdrios assuntos, nao por
meio de demonstragcoes com rigorosa perfeicao,
mas verificando se dominavam completamente o
cdlculo algébrico e tinham dos assuntos de geo-
metria tdo claro conhecimento que garantisse aos
alunos da 5.2 classe a cultura geral prépria a in-
gressarem com éxito no curso complementar de
sciéncias e aos destinados ao curso de letras o in-
dispensdvel das matemdticas do curso geral dos
liceus, 3
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Capitulo Primeiro

. ] . .
«...il n'y a rien au monde, ni le
- . 3 .
témoignage d'un savant, ni la pa-
role d’un penseur, qui ait une
auctorité supérieure a l'observa-
tion directe, a l'expérimentation
et a lanalyse immédiate, en un

mot, au travail personnel. s

P. BAUDIN

«Le dégout! On y pense trop peu.
Qoila encore un des ces phénoménes
qu’ignorent les dictionnaires pé-
dagogiques et les cours d’éduca-

tion,»

CLAPAREDE






a) Gonsideragdes gerais séhre a turma
h) Gonsideragoes gerais séhre o programa






A) Consideragées gerais sobre a
turma

A turma tinha vinte e sete alunos, e como
provinham de turmas diferentes e de liceus dife-
rentes, apresentava uma heterogeneidade bastante
pronunciada. As notas do primeiro periodo leva-
ram-nos a classifici-la de muito fraca, e a con-
cluir que certamente a escolha do curso comple-
mentar de sciéncias nio representava para a gran-
de maioria dos alunos nem o dominio da mate-
mdtica do curso geral nem um gosto marcado por
esta disciplina.

Tivemos a pretensio que considerdamos -
legitima de conhecermos o mais possivel os alu-
nos, e para 0 conseguirmos provocdmos encon-
tros que nos puseram didriamente em contacto
com os nossos estudantes — o que nos permitiu
conhecer muitas das suas tendéncias, dos seus
‘gostos, do seu moral e a explicagdo da sua matri-
cula no curso de sciéncias.
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Os alunos na sua maioria tinham uma pre-
patacdo deficiente; poucos possuiam a cultura
propria a alunos dum curso complementar. Algu-
mas notas escolhidas ao acaso nos nossos cader-
nos, e que passamos a expor, bastardo para ajui-
zar do grau de cultura da nossa turma.

Foram bastantes os alunos que nao sou-
beram distinguir um triangulo isésceles dum equi-
litero ; poucos sabiam a defini¢do de triangulos
semelhantes, e sO alguns enunciaram os casos de
semelhanca.

Bastantes ignoravam o que era o angulo
ao centro bem como a sua medida.

Qudsi todos sabiam resolver uma equagdo
mas, desde que a incégnita deixasse de ser repre-
sentada por X, tinham muitas dificuldades na sua
resolucdo.

Muitos diziam que a drea da circunferén-
cia era 27ir e nenhum aluno sabia o que repre-
sentava 7.

Os casos notdveis da muItlpllcagao de po-
linbmios — de que muitas vezes tivémos de nos
- servir — eram ignorados pela grande maioria dos
alunos.

Dos radicais tinham um conhecimento
muito superficial. Assim, quando calculdmos o
valor de tg {:—'e se chegou aigualdade:

tgvi- Ev"ﬁ-v"z}
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as dificuldades foram tremendas para desenvolver
o numerador da frac¢do do segundo membro des-
ta igualdade.

Onde aignorancia da turma se revelou du-
ma maneira completa foi no conhecimento das
inequacoes, pois muitos alunos nem sabiam a signi-
ficacdo dos sinais > e <,

Outras notas sobre a md preparagdo dos
alunos temos nos nossos cadernos; nao nos refe-
riremos a mais para nao tornarmos magadora a ex-
posi¢io e porque as jd mencionadas bastam para
dar uma idea perfeita da qualidade do curso a
quem tinhamos de ensinar trigonometria.

F
* B

Postas as condigdes que a turma apresentas
va, depreende-se a necessidade de a nossa acgdo de-
ver ser- muito pensada e bem orientada para con-
seguir que o ensino resultasse, na medida do pos-
sivel, proveitoso.

Por dois caminhos podiamos enveredar :

Explicar a matéria sem nos preocuparmos
com o nimero de alunos que chegaria em boas
ou pelo menos em regulares condi¢des ao fim do
ano, tendo apenas em mira dar o programa, ou
adaptar o ensino ao desenvolvimento intelectual
do curso sem preocupagdes de tempo nem do
cumprimento de programa.

Pelo primeiro caminho tinhamos a certeza
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dexue apenas trés ou quatro alunos chegariam a
Junho com média e pelo segundo tinhamos mui-
tas probabilidades de aproveitar sendo todos, pe-
lo menos, muitos alunos.

4 Tk

O ensino, por esta maneira, decorreu com
excessiva lentidao e, por vezes, recedmos ter de re-
nunciar ao estudo conveniente de algumas ques-
toes; mas, pelas razoes que atrds ficam expostas e
ainda atendendo a que na sétima classe os alunos
voltariam a estudar trigonometria, continudmos a
seguir pelo caminho tracado convencidos que a di-
rectriz escolhida era a tinica que poderia propor-
cionar a boa aprendizagem dos rapazes, a sua sa-
tisfagao e, para que negd-lo, o desejo de fazermos
uma experiénciasem que os seus resultados redun-
dassem em prejuizo dos nossos estudantes.

Ora tais resultados deixaram-nos plena-
mente satisfeitos : Chegdmos ao fim do ano com
os dssuntos convenientemente dados a ndo ser a
teoria das equagoes trigonométricas e as aplicagoes
da trigonemetria — nas quais nao pudemos de-
morar-nos o tempo preciso—e, assim, conseguinos
que os alunos transitassem para a sétima classe,
sendo com o programa profundamente sabido, pe-
lo menos em condi¢des de o -poderem repetir
com facilidade e éxito.

T ——



101

Quasi todos os alunos se exprimiam muito

_incorrectamente: quando necessitavam de multi-

plicar ambos os membros duma igualdade por
uma mesma quantidade, diziam : <multiplicando
0os dois termos desta igualdade por...» ou
«multiplicando fudo por. . .».

Sempre que - queriam tirar o valor da inco-
gnita duma equacdo diziam : «tirando daqui o va-
logide . ¥ .

Por vezes foi necessdrio simplificar frac-

~¢oes, e entdoapontavam para o numerador e de-

nominador dizendo : «tal e tal aqnulam-ses; ou-
tros afirmavam : «tal e tal cortam-se»; ao quere-
rem- significar que, por exemplo, 2><0-0, diziam:
2x0-=nada.

*

-Até aqui temos somente apresentado as
deficiéncias da turma; € justo que apresentemos
também as suas virtudes.

Ainda hoje, e jd ld vao quatro meses que
démos a ultima aula, nos lembramos com sauda-
de désses alunos, sempre correctos, sempre edu-
cados; manifestando sempre a maior vontade de
aumentar os seus conhecimentos, e procurando.
constantemente seguir com o necessario interésse
e a Indispensdvel atencio todas as nossas ligoes.

Se ndo fossem estas excelentes qualidades
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nao poderiamos obter o resultado que obtivemos :
ver chegar ao fim do ano qudsi todos os alunos
com média, pois sO dois a ndo puderam conse-

guir.

Todos aqueles que ensinam e tém o senti-
mento da sua profissio, podem avaliar com justi-
¢a a legitimidade déste nosso pequeno orgulho,

B) Consideracées sébre o progra-
ma do curso complementar

Se na primeira parte déste relatdrio tivemos
de fazer algumas referéncias aos programas de
geometria, julgamos ter razoes para dedicarmos
algumas palavras ao programa de aritmética
racional.

Certamente que esta disciplina foi incluida
no curso complementar ndo para recordar o que
se tinha aprendido na primeira classe, mas para os
alunos adquirirem o desenvolvimento de racioci-
nio que o seu estudo permite obter. Na verdade,
todo o aluno que possa ser bem orientado neste
estudo e que se lhe tenha despertado o gosto pe-
la resolucdo de variadas questdes adquire notdvel
vigor intelectual, ' '
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O estudo da aritmética racional deve, em
nosso entender, ser feito sem a preocupagdo de dar
muita matéria tendo antes sempre em mira que
o seja, tanto quanto possivel, profundamente, de
modo que o aluno fique senhor dos teoremas du-
ma maneira rial, positiva e inteligente,

Os professores véem diante de si progra-
mas extensos que, por mais que se esforcem, nao
podem dar como deve ser.

Nas observacoes diz o programa :

«ndo serd necessdrio estudar rigorosa-
mente todos os capitulos da aritmética
racional; o critério do professor escolhe-
ra conforme as circunstincias os assuntos
mais proprios para os fins que se tem
em vistan,

Ora dizer-se que ndo é necessdrio o estudo
de todos os capitulos é reconhecer que por um
lado o fim em vista se pode atingir estudando ape-
nas alguns capitulos, e por outro lado que sio igual-

_mente justos os critérios de todos os professores.

Ouvimos algumas opinides: uns enten-
dem que basta repetir a aritmética da primeira
classe, dando algumas demonstragdes, mas esco-
lhendo fudo o que for de mais fdcil.

Nao concordamos com esta opiniao porque
o fim que se pretende atingir com o estudo da
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aritmética racional ndo é recordar o0 primeiro ano,
mas sim o que atrds expusemos.

Outros opinam pelo cumprimento integral
do programa, achando um disparate a sua obser-
vagdo. Querem outros que se dé integralmente a
trigonometria e a dlgebra, passando para segundo
plano a aritmética, e, se nao houver tempo, que
ndo se estude esta disciplina. A diferenga de cri-
térios que acabamos de apontar nido pdra aqui.
Ela estende-se ainda 4 escolha das disciplinas que
se devem dar nos dois anos do curso complemen-
tar. Assim, enquanto uns escolhem a aritmética e
a trigonometria para a 6. classe e parte da dlge-
bra para a 7.2, com repeticio d’aquelas, outros
comegam logo na sexta classe com a trigonome-
tria, a seguir dao o que for possivel de aritmética
e reservam toda a dlgebra para a classe seguinte.

Outros seguem o antigo programa: ensi-
nam na 0.* a aritmética e dlgebra e na 7.2 o resto
da dlgebra e a trigonometria.

Como se vé, os critérios ndo sdo os mes-
mos e da nossa resumida exposi¢do ressalta a ba-
rafunda do nosso ensino.

Podemos concluir que o ensino da aritmé-
tica nao atinge o fim em vista, e que urge reme-
diar o mal dando mais unidade aos programas, re-
modelando-os sem fraquezas, com inteligéncia e
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sem a preocupacdo de transportar duma maneira
rigida o que ld fora se faz, antes adaptando as
nossas necessidades e a nossa experiéncia, tudo
quanto de melhor houver nos paises que tratam a
sério do problema educativo.

Por outro lado deveria legislar-se no senti-
do de terem os professores de organisar estatisti-
cas do aproveitamento dos alunos, da matéria a
incluir ou a excluir do programa, etc., estudando-as
depois e comparando-as, de molde a tirarem-se
conclusdes atinentes a por no seu verdadeiro lo-
gar a instrugdo secunddria do nosso pais. Mas
como a boa solugdo déste problema ndo se pode
procurar isoladamente, urge que a instrug¢ao pri-
mdria e a superior sejam convenientemente estu-
dadas solucionando-se a questio em conjuncto e
ndo como se hd feito, o que tem constituido uma
das principais causas do insucesso de tantas e tao
variadas reformas.

Nio seria talvez legitimo incluir estas con-
sideracoes no nosso trabalho, mas entendemos
que assuntos desta importancia tém o seu logar
num relatério desta natureza, e julgdmos um de-
ver relatd-las para—embora duma maneira fraca e
nada autorizada—podermos contribuir para que
as coisas se modifiquem, e o nosso ensino atinja
o grau de desenvolvimento e perfeicio a que tem
incontestdvel direito,






Capitulo Segundo

«O valor de qualquer ensino apoia-
se no esféreo necessdrio para ven-

cer dificuldades> .

(HIST. DA PEDAG. DE MONROE)






] A) Preparagio da ligio

Exemplo duma ligao
o v 1 B) A ligdo






A) Preparacao da licao

A licao terd por objecto:

«Representacao grifica das fungoes gonio-
métricas de um angulo>». '

Demonstraremos que estas funcoes sio
representadas por segmentos e deveremos chamar
a aten¢do dos alunos para o facto seguinte:

Dizer que as fungoes sdo representadas
por segmentos nao significa que elas sido linhas
mas numeros; que estes sio 0s mesmos que me-
dem os segmentos. E' necessdrio insistir neste
assunto para que os alunos nao fiquem com no-
coes erradas.

O eixo da demonstracio é a semelhanca
dos triangulos.

E’ mister, pois, saber se os alunos estio
ou ndo ao facto desta teoria. Para éste fim dois
caminhos podemos tomar: ou no principio da li-
cdo fazer preguntas aos alunos sobre o assunto,
ou comegar a explicagdo e no momento oportuno
informar-nos se éles estio de posse da referida
matéria,
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Qual dos dois caminhos escolheremos?

Para que os alunos fiquem a conhecer o
assunto, qualquer dos dois caminhos serve, mas o
meio de que nos deveremos servir para atingir o
fim ndo ¢ indiferente.

A psicologia do aluno do curso comple-
mentar é diferente da psicologia do aluno do cur-
so geral.

Aquele sente-se homem; nas ruas da baixa,
nos estabelecimentos, na ‘estacdo do caminho de
ferro, em toda a parte, o tratam por Snr. Dr.; tem
j4 uma certa vaidade, e os principais factores de
que depende uma ligdo — fadiga, interésse e aten-
¢io — estdo intimamente ligados ao modo de ser
do aluno, e a éste modo de ser tém de se subor-
- dinar os meios por que impediremos que a fadiga
seja atingida, por que lhe despertaremos o interés-
se e a atencdo. Ora se no principio da licdo faze-
mos preguntas sobre um ponto que deve jd ser
conhecido pelo estudante, como éste ainda ndo viu
a utilidade imediata da sua aplicacdo, podemos
levar ao espirito do aluno a desilusdo, e atingird
um grau de nervosismo que o impede de seguir
convenientemente o encadeamento dos raciocinios.

Pelo segundo caminho, conservarios ou
pelo menos aumentamos as condig¢des psiqui-
cas que o aluno tinha quando entrou para aula e,
chegado o momento em que é preciso conhecer
determinado assunto, o nosso estudante vé que
fomos naturalmente conduzidos a formular-lhe as
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preguntas precisas e sente a necessidade de co-
nhecer o que ¢ indispensdvel para poder continuar

a seguir a demonstragdo que jd o tinha inte-
ressado.

Em virtude do que fica exposto seguire-
mos pelo segundo caminho.

—Qutros assuntos necessitam os alunos de
conhecer:

Detfinicao de seno, cosseno, tangente, cos-
secante, secante e tangente; sobre estas defini¢cdes
devem ser interrogados logo no principio da ligao
porque foi matéria explicada no 1ltimo dia de
aula.






B) A licao

Depois de vdrias preguntas sobre as defi-
nicoes de seno, cosseno, tangente, cossecante, se-
cante e cotangente de um éangulo tracdmos na
pedra uma circunferéncia de centro 0 e conside-
ramos dois eixos coordenados rectangulares cujo
ponto de encontro coincidisse com o centro da
circunferéncia.

Tinhamos visto que as funcoes goniomé-
tricas de um arco, ou angulo correspondente, sio
independentes do raio do arco; e interessa-nos ver
agora como se comportam essas fungoes se esco-
[hermos uma unidade de medida conveniente para
o0 raio; consideremos a circunferéncia descrita com
um raio igual a unidade linear de medida ; cha-
maremos a esta circunferéncia ou a éste circulo,
circunferéncia ou circulo trigonométrico.

Interrogados dois alunos e obtida resposta
certa inquirimos da razdo que nos permitiu po-
dermos supdr a circunferéncia descrita com um
raio igual a unidade linear de medida,
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Consideramos a origem dos arcos em A
e chamdmos a atencdo dos alunos para o facto
do eixo das abcissas passar pelo ponto A.

A partir déste ponto e no sentido positivo
dos arcos marquemos o arco AM, menor do que
-@, e unamos M com O; vamos baixar de M a
perpendicular MN ao - eixo das abcissas. Um
aluno préviamente indicado dictou o valor de sena
e nés escrevemos no quadro: sena = 33, mas
como OA = 1 outro aluno disse: sen a=M N.

Dissemos a classe que iamos ver se sabia
a significacdo déste resultado.

Um aluno disse que o seno era a perpen-
dicular MN e todos os alunos deram a mesma
resposta. Insistimos entao neste ponto e dissemos
que o seno ndo era uma linha mas um ntimero
abstracto, e que o facto do seno se representar por
um segmento quer apenas dizer que o nimero
que representa o seno é o mesmo que o que nie-
de o segmento quando tomamos para o raio do
arco o valor igual a unidade.

Dirigimos-nos a um aluno para que nos
dissesse o valor do coseno: cosa = 2% e co-
mo OA ¢é igual a unidade, outro alunc diz:
cos a =0 N.

Preguntdmos o que queria dizer éste re-
sultado; o aluno nada responde e sé o quinto in-
terrogado € que deu resposta certa. De novo in-
sistimos neste ponto e certificimos-nos que, desta
vez, 0 assunto ficou perfeitamente esclarecido.
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Tiremos agora do ponto A, origem dos
arcos o segmento da tangente A T até encontrar
no ponto T o raio O M e vejamos as figuras que
obtivemos com esta construcao.

Um aluno diz que temos dois tridngulos e
um rectangulo. Preguntdmos se seria um retan-
gulo e, como o aiuno disse pela segunda vez que
era, nds preguntdmos-lhe a definicao de rectangu-
lo. A resposta foi incorreta e, depois de a conse-
guirmos correcta, outro aluno diz que as figuras
.formadas sao dois tridngulos e um trapézio.

Vamos considerar os dois tridngulos; es-
tardo em alguma relagio? Um aluno diz que sdo
desiguais, e s6 o ultimo interrogado deu respos-
ta certa.

Preguntado outro sobre a espécie de an-
gulos diz que M N O e T A O sido rectos.

¢ E existe alguma relacdo importante entre
estes angulos ?

Depois de algumas hesitacoes o aluno con-
clui que héd entre éles a relacao de igualdade.

(Que outros angulos temos?

OMNeOTA. Que angulos.sdo?

Nenhum aluno respondeu. No momento
em que famos falar, um aluno diz que sdo cor-
respondentes e, portanto, iguais. Outro diz que
o angulo em O & comum aos dois triangulos.

¢O que podemos concluir das considera-
¢oes que acabamos de fazer sobre os angulos dos
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dois tridngulos? Que os dois tridngulos tém os
angulos iguais, diz um aluno.

Como se chamam dois tridngulos nestas
condicoes? Catorze alunos sucessivamente inter-
rogados nao respondem e sé o décimo quinto
diz serem os triangulos semelhantes.

Dissemos-lhe que enunciasse os casos de
semelhanga mas o aluno ndo responde. Repeti-
mos a mesma pregunta a qudsi toda a turma e so,
quando ja faltavam poucos alunos para interrogar
¢ que, obtivemos dum a resposta certa. :

Alguns repetiram o enunciado e o assunto
ficou suficientemente esclarecido.

Um aluno diz:

Ao angulo O, no triangulo M O N, opoe-
se 0 lado MN; ao mesmo angulo no triangulo
T O A opoe-se o lado A T e a razdo dos la-
dos é 75

Outro aluno continua:

Ao angulo M N O opde-se o lado O M;

Ao angulo T A O opoe-se o lado O T;

M

(8] . -~
logo 3 € a razdo dos lados.

Pela intervencio dum novo aluno estabe-

leceu-se a razao 2%, e pode escrever-se:
MN__ _OM _ ON
A5 9T 0k

O que representa M N? Um aluno diz
que representa o seno de a; com preguntas se-
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melhantes para A T, OM, O T, O N e O A che-
gou-se a

s AL
sen 1

AT — cosa tg a

OT = - =seca

Chamamos a atencdo dos alunos para o facto
dos segmentos que representam as tdngentes se-
rem contados sobre uma paralela ao eixodos Y Y,
que € o eixo a que poderemos chamar, como jd
foi dito, o eixo dos senos.

Vejamos agora quais sao 0s segmentos re-
presentativos da cossecante e da cotangente; va-
mos demonstrar que estes segmentos sao respecti-
vamente O s e Bs, que se obtiveram prolongando
O M até encontrar no ponto s a tangente, 4 cir-
cunferencia, conduzida por B.

Os alunos reconheceram que os tridngulos
M N O e s B O sao semelhantes e um aluno es-
creveu, jd sem hesitar:

substituindo pelos seus valores obtivémos :
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1 __sema _ cosa
T AT M L T T ou
1 cos a
5 = sena e SL = sen a donde
1 cas a
Os=-1_—coseca, Bs= 2% _ cotg. a.

Para terminar a representacao das fun-
coes por segmentos restava mostrar aos alunos
que — tendo sido feitas todas as demonstracoes
considerando a extremidade do arco no primeiro
quadrante— esta representacdo € ainda legitima
mesmo que a extremidade do arco ndo esteja no
primeiro quadrante.

Entendemos que bastava fazer-lhes a d2-
monstracdo para um outro quadrante; para isso
considerdmos a extremidade do arco no terceiro
quadrante, em M’; um aluno fez as construcoes
precisas e obteve tridngulos semelhantes; conside-
rando os tridngulos M’ O N’ e B’ O s’ reconhe-
ceu a sua semelhanca e deduziu :

QM. MEN Ol
0F = o T B enLol

1 —sen a —cos a
5w — 1 = 3w donde

3 ! 1 r Q! —cos a
Os'=—1—=-coseca , B's' = =22 _ cotg. a

—S€n a
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Capitulo Terceiro

«renez le conlre-pied de l'usage
el vous ferez presque toujours
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ROUSSEAU (Emilie, 11)

«O papel da historia, na educacao
da mocidade, é dos mais impor-
tantes. Nenhuma disciplina fica
bem ensinada sem um esbégo,
embora rdapido, da histéria da

sua formagcao e desenvolvimento>.






A) Breve resenha historica de trigonometria
B) Algumas notas sdhre matemdticas e malemdticos
portuguéses






M T

A) Breve resenha histérica de tri-
gonometria.

A matemadtica existe desde os mais remotos
tempos e, como os povos mais antigos de que te-
mos conhecimento sdo os Caldeus e os Egipcios,
podemos dizer que a matematica existe pelo me-
nos desde a existéncia déstes povos. Os diferen-
tes ramos das matemdticas ndo apareceram ao
mesmo tempo ; a histéria da sua formagio e de-
senvolvimento nao cabem dentro duma licio des-
ta classe e, por isso, limitar-nos-hemos a fazer um
resumo do que foi a trigonometria, desde o seu
principio até aos nossos dias, completando esta
resenha com algumas notas que julgamos interes-
sante levar ao seu conhecimento.

A geometria apareceu pela necessidade da
divisao das terras e, rudimentar antes dos gre-
gos, adquiriu com estes bastante desenvolvimento,
tendo sido Thales quem especialmente lhe impri-
miu o cardcter duma verdadeira sciéncia. A éste
matemdtico, que viveu hd 2568 anos e fundou na
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Grécia uma escola—a Escola Jénica—, atribuem-
se-lhe vdrias proposi¢des de geometria relativas ao
tridngulo e algumas propriedades do circulo, ha-
vendo todas as probabilidades de ter inventado a
seguinte proposi¢ao: «o angulo inscrito num
semi-circulo ¢ recto». Tao satisfeito ficou com a
sua descoberta que sacrificou um boi aos deuses
imortais. Havia muito na antiguidade o costume
déstes sacrificios ; assim, Pitdgoras, que foi disci-
pulo de Thales, e que os senhores conhecem atra-
vez do teorema que tem o seu nome, entusias-
mado e contente pelas suas descobertas, ofe-
receu aos deuses o sacrificio de cem bois. Pitdgo-
ras fundou a Escola Pitagorica e os seus discipulos
nao podiam revelar o ensino que recebiam.

Por aqui se vé as dificuldades que houve
para se saber ao certo a contribuigdo que Pitdgo-
ras deu a sciéncia geométrica. Os pitagdricos —
nome por que eram conhecidos os alunos da es-
cola — usavam como sinal de reiinido um pentd-
gono estrelado cujas letras dos vértices formavam
na lingua grega uma palavra correspondente a
nossa palavra saude.

Outros matemdticos se seguiram merecen-
do especial mencao Hipocrates, que, além de fazer
um estudo sobre figuras semelhantes, descobriu
algumas propriedades relativas ao circulo.

Hipocrates preocupou-se com a resolugao
do problema da quadratura do circulo, que na



Grécia se procurava resolver usando apenas régua
e compasso visto s6 considerarem certas as so-
lucdes obtidas por éste processo.

Nem Hipocrates nem outros depois déle o
conseguiram, e sO hd um século se demonstrou
que o problema era impossivel pelo processo in-
dicado.

Se Hipderates ndo o solucionou, nem por
isso foram improficuos os seus trabalhos dirigidos
neste sentido, pois o conduziram a descoberta
das chamadas linulas de Hipocrates.

E’ por esta razdo e outras semelhantes,
que a historia das matemdticas nos apresenta, que
eu lhes aconselho nao deixarem nunca de atacar
um problema, embora ndo se sintam com forgas
para o resolver, porque se 0 nao conseguiremn,
pelo menos realisam trabalhos que lhes permitem
ficar mais senhores da matéria; e podem até ser
conduzidos a questdes novas, contribuindo os
seus esforgos para adquirirem aquela confianca

em si mesmos que € necessdria a espiritos que
querem ter cultura. ;

Temos agora o dever de dedicar algumas
palavras a Platio, nascido em Atenas 429 (a. C.).
: Fundou nesta cidade uma escola—A Aca-
demia — em cuja porta colocou a seguinte inscri-
¢do: «Que ninguém entre na minha escola se nao
sabe geometria». Platdo contribuiu para a scién-
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cia geométrica com a invencdo dos logares geo-
métricos e deu precisao as defini¢des de ponto,
linha, superficie e volume ; todavia foi maior fi-
l6sofo do que matemadtico, considerando no en-
tanto o estudo da matemdtica, e especialmente o
da geometria, o treino fundamental para as medi-

tacoes filosoficas. Ora como, por outro lado, a
filosofia fornece os métodos de raciocinio neces-
sdrios a matemadtica, aparece uma marcada inter-
dependéncia entre estas duas disciplinas.

No estado actual da sciéncia nao hd ramo
sciéntifico que ndo assente no seu conhecimento
e torna-se necessdrio — ndo s6 por uma questdo
de dever profissional, mas também por probidade
intelectual — que o homem conhega o mais pro-
fundamente possivel as questoes da sua especia-
lidade, e tenha de fudo uma certa cultura para
que se possam formar as vdrias élifes que orien-
tam e dirigem os povos. Ora homem verdadeira-
mente culto € s6 aquele a quem sao familiares os
métodos filosoficos e matemadticos ; e dai a im-
portancia que tem o seu estudo.

Tem agora o seu logar Euclides.

- Este célebre matemdtico da escola da Ale-
xandria escreveu os elementos de geometria. Para
ajuizar da importancia désses elementos, basta”di-
zer que nao so fizeram sucesso na sua época mas
que este sucesso ainda se estende até nossos dias.

Com os progressos da sciéncia houve ne-
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cessidade de modificar os métodos de demons-
tracdo, tornd-los mais intuitivos; assim, por exem-
plo, a sobreposi¢ao de figuras, que os Elementos
nao incluem, é hoje dum largo uso, como viram
na geometria que estudaram. Nem todas as pro-
posigoes sio de Euclides mas éste sibio teve nao
sO o mérito de muitas descobertas, mas ainda o
de orderiar de maneira conveniente o que outros,
como Pitagoras, Arquimedes, etc., tinham escrito.
Vou agora falar lhes de Blaise Pascal—
exemplo notdvel de precocidade — que aos 11
anos escreveu a sua primeira memoria. Pascal fo-
ra proibido por seu pai de estudar matemdtica, em
virtude de desejar dirigi-lo de preferéncia para o es-
tudo das linguas. Um dia Blaise pediu a seu pai que
lhe dissesse do que tratava a matematica. O pai res-
pondeu-lhe que a matematica procurava construir
correctamente as figuras e determinar as suas pro-
porcoes. Acrescentou que nio lhe preguntasse
mais nada e de novo o proibiu de consultar livros
de matemdtica. O pai tinha tido o cuidado de lhe
esconder todos os livros desta especialidade.

Pascal nas horas derecreio trocava as brin-

cadeiras proprias da sua idade por cogitagoes ma-
temdticas no veemente desejo de por em pratica
-0 que tinha compreendido da explicagdo de seu
*pai. E assim, na sala de recreio, tracava, com car-
vao, circunferéncias e tridngulos, procurando que
estes tivessem os lados e os angulos iguais e aque-
las fossem perfeitamente redondas.
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Caso interessante e admirdvel: 0 nosso pe-
giieno sdbio, unicamente pelo seu esforco, desco-
briu as 31.*° primeiras proposi¢des dos Elementos
de Euclides. No dia em que procurava formular
a 32.2 foi surpreendido por seu pai. O assombro
déste foi extraordindrio, a ponto de Ihe dar os Ele-
mentos de Euclides que Pascal leu e compreendeu
sem auxilio de ninguem. Aos 16 anos escreveu um
tratado sobre Conicas.

Clairault e Galois sao também exemplos
notdveis de precocidade scientifica.

Os matematicos entregavam-se de alma e
coragdo as especulagoes abstractas e pouca im-
portancia ligavam 2 pritica; no entanto ¢ fora de
davida que pelo menos os gregos nio ignoravam
0s principios da trigonometria que aos proprios
Egipcios foram familiares. A astronomia forne-
ceu aos gregos um campo vasto para o desenvol-
vimento da trigonometria. Hipparco explicou a

. percep¢do dos equindcios e fixou a posi¢ao do
ponto vernal; preparou o campo para que outros
depois déle pudessem produzir trabalhos da maior
importancia. Hipparco criou a trigonometria, mas -
foi Ptolomeu quem escreveu o seu primeiro tratado
e quem dela e da Geometria fez uma larga aplica-
¢a0 a Astronomia.

Esta Trigonometria usava as cordas em
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vez dos senos; inscrevendo um triangulo num cir-
culo, Albatégnio notou que os dngulos do tridn-
gulo inscrito tinham por medida metade dos arcos
compreendidos entre os seus lados —eram angu-
los inscritos.

Este facto teve a maior importancia porque
0s gregos conheciam as razdes dos lados do trian-
gulo por meio dos angulos e estes por meio da-
queles, mas usando tdboas que davam os compri-
mentos das cordas correspondentes aos arcos des-
ce 0 a 2 77, em partes do raio.

Albatégnio fazia corresponder, nas tdboas,
as cordas dos arcos duplos, aos arcos, mas, para
nao considerar dois sistemas de arcos, empregava
as suas metades, que se obtém baixando da ex-
tremidade do arco simples a perpendicular sobre
o diametro que passa pela outra extremidadc e
que, como sabem, representa o seno.

Deve-se também a Albatégnio a idea das
tangentes, sendo éle o primeiro que empregou a
expressao -, Estas e as outras fungoes introdu-
~zidas por Wefa tiveram origem geomsétrica, mas s
no século XVIII é que Mayer mostrou a sua na-
tureza algébrica. No século XV, principios do
século XVI, atingiu, com Régiomontano, a trigo-
nometria o seu maior desenvolvimento com a pu-
blicacdo do seu fratado dos triangulos.

Foi ainda no século XVI que Tycho-Brahé
—muito entregue aos seus trabalhos astronémicos,
que mais tarde deviam conduzir Képler a invengao
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das leis que tém o seu nome, e que os senhores
jd conhecem da geografia — reduziu os calculos
trigonométricos a adigcdes e subtracgdes; mas
éste método ndo alcangou o sucesso que o seu
autor esperava porque a descoberta dos loga-
ritmos, levada a efeito por Néper, apresentava
mais vantagens. E assim, com alguns teoremas
que apresentou, a trigonometria atingiu qudsi a
forma que hoje tem.

No século XVIII Euler contribuiu também
para o desenvolvimento da trigonometria expondo
a verdadeira teoria das fungdes goniométricas.

*
* *

Feito éste breve resumo historico, cabe
agora a vez ao nosso pais. Mostrar-lhes-hei em
breves palavras que nao temos de que nos enver-
gonhar ante os exemplos dos sdbios apontados e
que também a nossa terra contou e conta eminen-
tes homens de sciéncia.



B) Algumas notas sobre mate-

maticas e matematicos por-

tugueses.

As matemadticas comegaram a ser estudadas
entre n6s no reinado de D. Afonso IV.

A principio ndo tiveram outro fim sendo
predizer o futuro por meio dos astros, mas o gé-
nio guerreiro dos portugueses e o seu espirito de
conquista em breve ia fazer convergir o estudo da
matemética para um fim mais elevado e mais
scientifico. E assim nos aparece o Infante D. Hen-
rique dirigindo estudos de navegagao e cartogratia.

O estudo da geometria desenvolveu-se
muito e nomes ilustres aureolaram a sua e nossa
historia. Citaremos principalmente Fernando de
* Magalhaes, Francisco de Melo e Simao Fernandes.
A primeira consequéncia notdvel do estudo da
geometria foi a descoberta do caminho maritimo
para a [ndia,
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A geometria adquiriu um grande desen-
volvimento em Coimbra, desde D. Jodo III.

Virios portugueses se distinguiram neste
periode, mas o maior de todos foi Pedro Nunes,
que ndo sé foi o maior matemdtico em Portugal
mas dos maiores da Europa.

Escreveu vdrias obras e inventou o nénio.
A Franga pretende que éste aparelho tivesse sido-
inventado por Vernier; mas a verdade é que o
inventor foi o nosso glorioso Pedro Nunes, e,
embora se nao possa esclarecer devidamente a
questdo por terem sido os seus instrumentos des-
truidos pelos religiosos beneditinos, a nés cabe-
nos o dever de pugnar em nore da pdtria pela
honra e memoéria do célebre sdbio, reclamando
para ¢le a gloria de inventor.

Francisco Pimentel, de rara cultura mate-
madtica, deixou um manuscrito sobre geometria.

No século XVIII viveu Manuel Anténio
Meireles que escreveu o fesouro matemdtico.

Neste século temos ainda dois nomes
ilustres que muito contribuiram para o desenvol-
vimento da sciéncia matemadtica portuguésa: José
Monteiro da Rocha e Anastdcio da Cunha.

O primeiro foi especialmente um pratico e
entregue a problemas astrondémicos apresentou
solugdes interessantes. Entre os estudos que o
preocuparam pode citar-se o problema da predi-
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cdo dos eclipses do sol e da lua e o movimento
dos cometas.

Organisou o ensino da matemdtica em
Portugal e o observatério astronomico desta ci-
dade. Foi professor da nossa Universidade e seu
Vice-Reitor honordrio, titulo que Ihe foi concedido
por D. Maria I.

Anastdcio da Cunha foi nomeado professor
da Universidade pelo Marqués de Pombal, mas,
perseguido pela inquisicdo, julgado e condenado
teve de abandonar a regéncia da cadeira de geo-
metria.

Embora parte da pena lhe tivesse sido
perdoada passou por transes dolorosos que nao
lhe deram aquela paz e sosségo de que um espi-
rito de investigacdo necessita. Desta maneira nao
pode produzir tanto quanto era licito esperar. Em
todo o caso o seu grande valor manifesta-se no
livro que nos legou sob o titulo: Principios Ma-
femdticos, que se tornou conhecidissimo no nosso
pais e no estrangeiro. Foi um des grandes pre-
cursores dos gedmetras do século XIX.

Neste século fulgurou com invulgar talen-
to outro matemdtico—Daniel da Silva—dos mais
célebres, e que muito honrou a sciéncia matemati-
ca e especialmente a geometria.

. Produziu trabalhos de subido valor que fo-
ram muito elogiados no estrangeiro chegando um
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sdbio italiano a classificar como genial a obra dés-

te eminente gedmetra. '
Oficial de Marinha e formado em matem4-

tica foi lente da Escola Naval e socio da Academia.

A Daniel da Silva seguiu-se o Senhor
Doutor Francisco Gomes Teixeira, que produziu
uma monumental Obra Matematica, traduzida
em algumas linguas estrangeiras. Foi professor
das Universidades de Coimbra e Porto e é hoje
Reitor desta tiltima.

Numa das salas da faculdade de sciéncias
—nos Gerais,—a qual tem o seu nome, existe um
busto déste eminente matemdtico. Quiz desta
maneira a nossa Universidade prestar homenagem
ao sdbio professor que foi um dos seus mais
ilustres ornamentos.

Outro distincto professor contou Coimbra:
o Doutor Luciano Pereira da Silva, assassina-
do por um louco, hd trés anos, em Caminha.

Entre os seus trabalhos avultam os de in-
vestigacdo historica a que devotadamente se con-
sagrou nos tltimos anos. A sua notdvel obra, a
Astronomia dos Lusiadas, causou um extraordi-
ndrio sucesso, esgotando-se rapidamente.

O Doutor José Bruno de Cabedo foi um
dos mais ilustres e categorisados professores da
nossa Universidade, Profundamente conhecedor
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dos assuntos matemdticos o seu nome é citado
pelo Senhor Doutor Gomes Teixeira e o seu es-
pirito culto e interessante, revelava-se formidavel-
mente superior a todos quantos podiam ter a fe-
licidade do seu convivio.

Outros categorisados professores deveriam
ter aqui o seu logar mas o tempo ndo nos sobeja.
Nio podemos, no entanto, terminar sem prestar
0 nosso humilde culto de homenagem ao Senhor
Almirante Gago Coutinho.

Sébio inconfundivel e portugués ilustre, os
seus trabalhos scientificos conduziram-no a inven-
¢do do sextante que lhe permitiu poder escrever
uma das pdginas mais brilhantes da nossa historia.

Vejam como o Portugal d'hoje ¢ ainda o
legitimo representante désse Portugal de outrora
que ofuscou o mundo com as suas riquezas, com
o seu poderio e com os seus feitos de descobertas
e conquistas.

Outros homens de sciéncia, dos muitos
que ficaram por enumerar, contdmos e contamos.
Nao podemos fazer referéncia a todos, pois a lista
seria muitissimo longa, mas ndo devemos termi-
nar sem lhes falar num dos mais distinctos alunos
déste liceu e que é hoje professor do Instituto
Superior Técnico: o Senhor Doutor Aureliano de
Mira Fernandes. Sua Ex., que é o orientador de

_/
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qudsi todos os que laboram em assuntos de ma-
temdtica, tem jd, apesar de relativamente novo,
muitos trabalhos publicados, e a sua colaboracao
em revistas extrangeiras da especialidade — que
lhe ¢ insistentemente pedida pelos mais eminentes
sdbios de vdrios paises — tem contribuido para
que o seu nome, envolto numa auréola de consi-
deracio e respeito, seja pronunciado sempre que
se quere apresentar o exemplo dum homem que
atingiu o alto saber matematico.

Pelas singelas palavras que pudemos de-
dicar aos sdbios portugueses véem que 0 nosso
pais contou em todos os tempos verdadeiros ho-
mens de sciéncia, que nao s6 atingiram o mesmo
grau de investigacao e saber de sibios estrangeiros,
mas até por vezes os ultrapassaram.

(Queiram os senhores tomd-los para exem-
plo constante e sejam, na medida do possivel, os
continuadores de homens tdo eminentes, colocan-
do-se em condicoes de sé se sentirem felizes com
a consciéncia do dever cumprido, para que a som- .
bra da bandeira da honra e do trabalho em toda a

parte se possam orgulhosamente dizer portugueses.
‘ - . - -

OUTUBRO DE 1928 . 7
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ERRATAS

Apesar do maior cuidado na revisao das
provas, nao nos foi possivel conseguir que éste
relatério saisse limpo.

Além de trocas de accentos encontram-
se, por vezes, palavras trocadas; assim, por exem-
plo, na pagina 38 conhecimentos por assuntos; na
pagina 69 e—por et, e not, por nos; na pagina
n2 conservamos ou pelo menos aumentamos por
aumentamos ou pelo menos conservamos; na pa-
gina 121 Emilie por Emile; na pagina 125 cabem
por cabe; na pagina 136 Reitor por Reitor hono-
rério; etc.

Pedimos, pois, desculpa ao Ex."™ Juri e
aqueles que por ventura nos lerem.
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