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.I1DVERTENCIA.

.

Os numeros marginaes comprehendidos em paren-
'theses - indicaõ Lemmas •

.

Os numeros encerrados em parentheses, que estaõ
dentro dos discursos , sà6 os numeras marginaes , em

que se achaõ as proposiçoens , que servem de premis
�s aœ m5mos d�runoo�

Abreviaturas.
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Ar.
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.. arr,
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, hypo
sup.
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Signijicaçoen_s-.
Bezout .:

Arithmetica •

Algebra .:

Artigo �

Hyporhese •

Supposiçaõ ,que he oppós
ta á these.

O que se dernostra ,

O qtle se pede.
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o PUS c U L O I.
THEORI4PREL-IMINAR DOS NUMEROS

INTEIROS.

----�-----------------------------------------' �

.-! �.

Dos numeras inteiros em quanto parés, è .

tmpares.

(I) A SOM�A de dous, ou mais numeros, he divi- .

sive! exactamente por qifalquer comm�m divisor exacto

dos ditos numeros.

(2) A differença entre deus numeros desiguaes , he-di
.. visível exactamente por qualquer cornmum divisos exa

cro dos - ditos numeros.

(3) Logo a differença entre dous numeras desiguaes ,

nunca .póde ser menor, que o maior cornmum divisor exa

éj0·/ dos ditos numeros.

(4) Se hum numero he divisor exacto, de huma quan-"
tidade -, e inexacto de outra, qr"..-dito numero he divisor .

inexacto da semma das diras d�s quantidades.
.

-

o'

c
(,) Se hum numero he divisor, ei"ae't6: J�f�ma quan->

�- tídade ,' e inexacto de outra,. o dito numerov he divisor
irihacto -da differença entre a.s èl�i;s�t1amidades ..

-. 6 Hum numero inteiro, dilH�mina-se par: ou)mpar"
conforme Ile, ou naõ dXvi�ivel 'exactamente por 2. .: :

\. ...
�

,
�

.

,1

7 Segue-se , que ,; Q.dl en,#r '\le todos os numeros im-

;; pares he a u�\��i{fe:,. e o{fuenor de todos os numeras

,'>",pares he �tf,i� '::.'''' .

:; ,,�� .J.�(>
)� i:-:r .•

J. �,�
�,
vÓ»:

, \



C'2 )' "
.

8 Scgiie-se dos p'rt� 6, é r, que" a semma de nu�!�
e

."meros pares he "nu�1erq par. " • '�"..
' '- O'i

'9 Segue-se dos' "art.'��, e 2.', gue � a differença en- :
" tre, nuineros pares desiguaes he' numero par.,�
,._

.

ro
.

Segue-se dos art. 6,.e "4;" que" a sornma de par
"corréímpa1' he impar.,,' ri

, é I .( Segue-se doa. arr. 6, e 5', que" a differença, entre

,.;p:ar:! e impar -he impar." o

o •
.

,
.

". 1�>�Sejaõ riumerospares a, e b; logo a + I; e b + I. o

sao lin pa res (IO); mas(a+I)+(b-l-r):.=a+b+2;
,

,logo (8)';" a 'semma de: deus numeros impares he nu-
.

. ,

o_r "mero 'par • "

13 E porque (a+ I) - (h + I) :.= tt- b; logo (9)
"a differença entre dous numeros impares desiguaes he

" numero par." .
o

14 S�tle-sé dos art. 12 , e 8, que" a somma de hum

;� numero par de numeros impares he num�r9; p�r • "

15' Segue-se dós arr. 14, e IO, -que" a ·somtlla··4!
'" hum' numero impar de numeros impares JièJ11:!ffi::-O 'i�� _,,:,

.' � '.

r" par. "

16 Da idéa d� multiplicaçaõ , e do art. 8, s� seguê
que)) O" producto de par pO,r par, ali de' par œ£>r �mp�t
,,[empl'e he, numero' Pé,H. ". I., '"

J, "if:
.

17 Logo'" nenhum. numero' !mpár�r dÓ�_. ser ·fDûl�ipl() -i'

,,. de numero par. ,; . '�<'l �"'_ _,t'
• .;

.
- _ ,Il

o'I8 Da idéa da multiplicaçaó /ë do arr. 15', se segue'·
que�, o prcducro de impar por impar semp,re he impar.;;

..

I

..



-;; Logo),:�enl1Um, numero par póde ser o producto
;, de impal)p�r impar. �>

f

20' -Segue-Ie dos art. I8,'e 19, gue " hum numero

"impa'r ou Ile mulriplo de impar, ou naõ he múltiplo
"de numero inteiro superior á unidade , "

2I Segue-se dos àrr, i8, e 17, que" se: hum nume

"l'O impar he�ltiplo de numero inteiro, 'os Iubmul

,; riplos do dito impar sao numeros impares."
,-- ;( .

.

'.

.

22:-" Segue-se dos art. 16, e IS, que" os diversos rnul-

;, trpióS 'impares ,de hum numero impar, sao os diver

"/�9s'J)raduc(os, que resulraõ dodito impar, multiplica
_;j:tlô";separadatl1ente porrados oS'l'.lQrneros impares. "

!'.
23 Segue-se, que" todos os multiples impares de hum

,

;, numero irnpar, sendo menores que o quadrado do dito

" impar, sao os productos, que resultaõ do mesmo im
" par, mulriplicado 'separadamente por todos os numeras

,� irrip,ares, que lhes sao inferiores � "

24 - Logo" os multiples impares de hum numero im- f

" par, que forem me-nares que o quadrado do dito im-

)', pa:!', sao cs..mpreheodidos na classe dos impares, que
"saó mult:-iplos de Impares, inferiores aa sabred ito im-

" p.a.• " .>:
//2') Todo" o numero impar, ou �11roducto de'im-.

par por impar, ou naõ he �ltiplo de numero inteiro

(�o); se he producto de împar par impar, efles facto
res o,� sao i'guaes entre si, ou desiguaes entre si : pe
lo que" se hum- 'numero' impar naõ he quadrado de

,;, impar > nem multiple de _impar, mener que a suaJaiz
.A--1í .'

(

,

.



(4)
,; quaaraâa, o soE

....

rc'"'"'c.-.-j
...

tO
......

H'-11par nao he multipIo de nu-·

" mero inteiro superior á unidade."
26 Da idéa da. divisaõ ,

e dos art. I6, e I8, se se

gue, gue '-� se hum dividendo he numero pal', e ass im

" tambern o·divisor, o quociente póde ser par ou impar;
'2 porém se o divisor he impar, en tao o quociente he

" par, ou a divisaõ he inexacta s ,;
-

27 Deduz-se tarnbern , que" se hum diYld-endo Ile nu

"mero impar , e assim tambern o divisor, o quociente
" he numero impar, ou adi visaõ he inexacra , porém se

" o divisor he par, enraõ a divisaõ he inexacta."
2·g Da idéa da poreneia-j,e des art. 16, e 18, se se

gue, que" huma potencia inteira de numero inteiro, he

". nurfiero par OLl impar , conforme a raiz he numero par
"ou impar." �_

29 Logo" se a raiz de hum numero inteiro he nu-.

" mero inteiro, a dita raiz Ile numero par ou impar ",

" conforme a potencia he numero par ou impar. "

3Q Dos art. 7, e t3 se segue, qué" a -serie ascen

" de�te de .rodos os numeros impares, he huma progres

v sao arirhmetica divergente, da qual o primeiro termo

" he a unidade, e a differença he 2."

_ 3 I Suppando agora, que u representa hum termo da

gira serie" e que n expr"essa o lugar do dito termo ; (ou
o numero dos termos, que ha desde o primeiro athe. ti

inclusivamente) temos �J = 1 + 2 en -I) = 2 n -
.. I (B.Ar.

art:232): logo" hum termo' qualquer da serie dos nu-

';' meres impares, he hum numero de huma unidade me..

1



(sJ
" nos, que 0'- duplo do lugar do dito termo."

U'+'I
32 Pois que U -= 2 n - I ; logo n -= ---

;' e por2

tanto?, o lugar de hum termo qualquer da serie dos

"numeros impares, he. a semi-semma do dito termo

"com a unidade."
,

33 Temos U='2n-I (p); logo (I+2n_:'I� X
71 .

l'd" d� ,ou .n2 le a somnra a .serie os numeras impa-

res (B. AI. art. 232 )-: e por tanto" a semma da serie ./

"natural dos numeras impares he o quadrado do nu

",mero dos seus termps."

34 Suppondo
.

gue a - he hum numero inteiro qual
guer , he 2 a huma expressaõ . geral de todos os nu

meras pares (16) ; logo :í a + I Ile huma expressaõ
geral de todos os numeros impares superiores á uni

dade (IO) : suppondo agora que n représenta hum

munem impar qualquer, he n ( 2 a + I) Imma expres
saõ geral de todos os multiples impares do impar n

n(2a+I)+I n+I
+ I

.

(22) ; logo , ou -- na le a
2. 2

expressaõ geral dos lugares de todos os multiples impa
res do impar ft na serie natural dos numeros impares

.

( 32 ). Suppondo agora a -= I , a -::::::. 2 , a�-= 3 , etc.

,



l
I"
1

i

i

I

l
r

( 6)
�n+I+ n o lugar de (2 X I + r) n ou de 3't2

"

n+I+ (2X2-+I)n-- 2-n 51Z2-

he n+I+'31Z (2X3+I)n- 7n
2-

n+I
(2X4+I)n--+4n 91t2.

n+ I +;n (2X;+I)n lIn
2-

etc.

Pelo que" os termos da serie natural dos numeras

"impares depois de n tomados de It em' n' termos, saõ

"todos os multiples impares de It."

3; Segue-se que" se os numeros impares It, n' , n'.'
"saó taes, que collocados na serie dos numeros im-

,

" pares, ha de 1Z a n' o mesmo numero" de termos ,

"que ha de n' a n"; e he n' rnultiplô de It: tambem

"n" he multiplo de n."

36 "Se a serie dos 'numeros impares for �escrita em

;, columnas verticaes de hum numero n dé termos cada

" huma; r o lugar do impar a , na columna do lugar
" m; r + r' o lugar de hum mulrip lo de a Fla columna

"do lugar m + mi : digo que o termo do lugar r + 2. r'

"da columna" do Ingar m + 2. mi, he multiple de a."

Dem. O termo do lugar r da columna do lugar m,
he o termo do lugar Cm -I) n + 1- da serie dos nume

ras impares j o termo do lugar r + r' da columna do
-

Iugar m+:m', he o termo do lugar (m+m'-l)n+r



(7)
'4-r' da dita serie;:e o+ rermo do lugar r+2rf d
columna do lugar m + 2 m' he o termo do lugar ( <4-

2 mi - r) n + r + 2 ri da sobredira serie; el l'que

ÇCm+2m7-I) n +r+2 ri) -(Cm+m' yn+r+
�')=(Cm +m' - r) n+r+rl)-(C m - r) n +r) ==

m' n + r'; logo (35) o termo do lugar + 2 ri da co

lumna do lugar m + 2 m' he rnultipl do termo do lu

gar r, da columna do lugar mc' Q. S. D.

37 Os tres precedentes art. �lem para descobrir com

f:cili�a,de os multiplo,s impa/s dos numeros
-

impares �

eis-aqui algumas

apPll�,açoc
s.

,

,'Seja a serie dos nu ros impares escrita ërn colum
na's �e �o termos cada urna; logo segun'do o arr. 32, I

o pnmelro termo da segunda columna deve' ser i X 5 I

� 1: == 101; o prinreiro termo da terceira deve fer '2 X

101 - I == 201 ;, b; primeiro da quarra deve -

ser 2 X (50 X
'

3 + 1)- r == 3ct! ; e por tanto, cada terrnó de huma:
columna excedei ao feu correspondente da columna imme-

_

diata para a esquerda em 100; esta propriedade contri
bue para esprever 'a Eerie com brevidade, e exacçaõ .

A exprêssaõ geral dós lugares dos multiples de 3, com-
/

.
"

.

,

h d'd
'

,

cl
"

1 � ..
- r •

pre en 1 os na sene os numeros Impares, le -'--'+

3+1
2

3 n (34); logo --- + 3'X 17, ou 53, he o lugar de
2, ,

hum multiplo d-e 3 na serie: e porque a primeira colum-
na, he de 50 termos; logo 53 - 50 ou 3, he. o lugar de
hum multi plo de 3 na segunda columna; e Bois que o

impar 3 1.1e o segundo termo da primeira columna ; logo



(8)
<36), o quarto termo da terceira columna, O' quinto da,

quarta, o sexto da quinta; e assim pOI; diante, saõ mul

tiplo de 3,: logo (34) o termo quinto da primeira co

lumna, sexto da segunda, septimo da rerceira , e_ assim
por diante" saõ multiplos de 3, Nád:1 he' pois mais fa

cil, que descobrir os mult iplos de 3 na serie dos nume

fOS impares, sendo efta escrita em columnas de So termos'
cada huma.

A
. expressaõ . geral dos 'Iugares de todos os inulti-

1 d· I 5+1' ();. d' .'

p os e'), le -- + ') 11 34; len o pOlS n :=:: IO ,

5+1
2 ,',

he- + 5 X IO, ou 53, o lugar de hum mult iplo de
2 .

i na serie dos numeras impares: e porque a 'primeira
columna he de 50 rermos , logo 53 - 50 ou 3 he o

l�gar de hum multiplo de 5 na segunda columna; mas

3 he o lugar de S na primeira colurnna ; logo (36) os

múltiplos de 5 saõ colocados em columnas horisontaes :

logo (34) as columnas horisontaes 3.11, 8>, I l.a , 18.a,
etc.

- saõ formadas pelos numeros impares, que tem por
divisor exacto o numero ')..

Discorrendo de semelhante modo fe concluirá, que.
os termos 3'° da 2.a columna, 2.0 da 3.a, '1.0 da'4.a saõ

multiples de' 7; assim tarnbern, II.O da I.a', 10.0 da 2.a"

9.9 da 3.a, e 8.°, da 4-a, etc. saõ multiples de 7. He pois
taõ facil descobrir os numeros impares , que 'saõ multi-

Elos de 7 , como os que saõ multiples de 3.
.' .

Discorrendo ainda /da mesma sorte fe achará, gue os
_

termos 6.° da l.a columna, 5'° da 3.a, +0 da 5.a, e 3'° da
I

.

•



(9 )
7.a, etc. sa-õ divisivels exactamente por II; è que os

termos 17,'0 da I.a" 16.0 da 3.a, 1;.0 da 5.a, e 14.0 da 7.a
etc., saõ tambem multiples de II: e que saõ também

multiples de II os termos IL? da 2.a ,IO.Q da4.a,9'"
da 6.a etc.: e por tanto he mui facil descobrir os multi

pIos de IL.

Finalmente) por meio dos principios , de "lue nos

ternos valido para a investigaçaõ d�s multiplos impares
de .3,5, 7 � e I I, se descobriráõ methodes espedites pa
ra achar os múltiplos impares dt! outros q�laesquer nu

meros impares •

.

38 Segue-se dos arr; 7, e '9 que" os productos , que
" resultaõ -dos- termos' da serie dos numeros naturaes mul

" tiplicados por 2, consrituem a serie ascendente de to

" dos 'os numeros pares. "
,

39 E porque os termos 1'.'\3'°, ;.0, etc. da Serie dos

numeros namrlles constituern a serie des numeros impa...

res; logo" os termos 1.0, 3'.0, 5.°, 7.°, etc. da serie diver..

"...gente de todos os numeros pares, sendo divididos por
" ; , os quocienres , que resultaõ constítuern a ferie dos

.

.

"'"
numeros impares. "

40 E porque os.termos 2.°,4,°,6.\ 8.0, etc. da serie

/
dos numeros naturaes constituem a serie des numeros pa

re� ; logo ,; os termos �.o, 4' o, 6. ó, 8.0, &c. , da serie diver

"gente de todos os numeros pares; sendo divididos por
'" 2, os quocientes constituern a (crie dos numeros pares. ;

. . ,

AI' Hum numero' par denomiri.a.-se.parmenteirnpar , ou

parme1ttepar.) -conforrne ,he numero impar ou par} o
1

B-



(IO)
quociente" que delle resulta sendo dividido por 2.

�
. 42 Finalmente, suppondo que a representa cifra, ou

qualquer numero inteiro, he 2a+I a expressaõ ge�al
de rodos os numeros imparesf r

ó

,ero); logo 2(2a+
I.) representa qualquer numero parmenteimpar, ,e z" ( 2 Il

+. r) representa qualquer numero parmentepar.,

Das numeros inteiros em. quanta primeiros'
entre st.

(43) SEJA b;l=di, Iogo b d=ad'; logo d: a zz d: G,

CE. Are . art•. 1 8.0); suppondo agora d < a, he di < b ; e

par tanto, fe d < a ,he b: Sb.,
(44) Seja a: b = ai : bi, e a' = a n + â; logo a: b

.

Ca n -1- d) : bi, logo bi = (a n -1- d) b : a (B.Ar.art.I79')':
bd bd

ou bi =::b n, + - : suppondo agora d <a, he' - < b
a a

(43);e por tanro çfe a:b--.:.a':b',a'-=an+d,e d<
It; temos b'---:- b n + d', em gue he di < b.

Æduertencia, Damos o nome de razaõ numeriCtE

i razaõ , cujos termos faõ numeras inteiros: e damos o

nome de rassaõ irredezioel á razaõ numerica , que .naõ

se póde. expressar 'por menores termos ern numeros intei-
ros.

(45) Se ti: b' = a': fi, ti: h, e a': bt' saõnumericas , ai >
.

If) e a: b ir�éduiivel: digo que a', e bi saõ rèspectiva.�
mente equimultiples de a, e 'b.

.



( 1 I')
Dem. Pois gue a' > a (hyp.); logo a' he mulriplo

de a, au a' = a 1� + d, em que n, e ti, saõ numeres in

teiras, e d <: a. Se �a' he multi plo de a, os numeros a',
e ·b' sao equimultiplos respecrívamenre de a, e b; pois
que a : b = a' : b' (hyp.): logo' para provar que a', e b'

saõ eguimultiplos respectivarnente de a, e b ,ba�ta provar
que naõ póde ser a'.:__ a n + d. O Q s. D •

Se he possivel que seja a' = a n + d, temos b' == b n

-I- d', em'que d' < b'(44): por ser a' =:::. a tt + d, e b'-:=, .

b n + d' (sup.), e a: b = a' : bi O.Jyp.), temos a: b =:::

(an+d): (bn+d'); eporque a:b=an:b 11 (B.Ar.art.
I70) ; logo (a n +.d): (6 n + d') tzz a n : b n; logo(B .Ar.

an. I85) (an+d-an): (bn+d'-bn)=an:bn;'mas
a n + el- a n = d , e b it + d' - b n = eli ; logo d: di =

an: b n ; e porque. a: b = an: b it (B. Ar. art. 170); logo
d : .d' == a : b ; mas d , e di saõ numeros inteiros, e res-

.

pecrivaniente menores que a, e b (sup.); logo a : b naõ
"he irreduzivel ; mas eíla consequencia deflróe a hyp.;
logo naõ póde {er a' = a 11 + d. O Q S. D.

.

b b 'b',.l(46) _ Segue-se que se a: b = a': ',a: ,e a: sao

nurnericas ,e Ile a: b irreduzivel , he a divisor exacto de

"l' ,e b- de b',

Æduerrencia, Por medida ou divisor de hum nume

to .inreiro entende-se hum numero inteiro maior que a

unidade , e di visor exacto do outro numero inteira •

. ' ..

47 Dous ou mais numeras inteiros denorninaõ-se coti'l-'

póstos entre si, ou primeiros entre si, conforme tem , ou
<IlaÕ divisor cornmurn. Qyando se diz que hum numero

B ii



'( -12 )
he primeiro .c om outro, entende-se que os ditos rmme

ros saõ primeiros entre si.

48 Segue-se que" se dous numeros saõ primeiros en

"lre si , e maiores que' a unidade, naõ pódc ser hum

" divisor do outro ';J'

49 Segue-sé dos art. 45' ,. e 47 que" os termos de, hu

n ma razaõ nurnerica , que naõ he irreduzível, saõ com

�,p6stos entre si."
,o "Se a: b he irreduzível � digo -que o) e b saõ 'pri

.�, .meiros entre si."
Dem. Se a , e b naõ saõ primeiros entre si , seja et

divisor de a,e h, e seja a i d zz m ç e h:d==n; logo,
IJ : b zz: ln :.11 (B. Ar. art. I 70). ;. mas m ,. e n sa ô numeras

-inreiros , e respectivarnenternenores que a ,e b (sup.);
logo a: h naõ he irreduzivel ; más esta consequencia des

tróe a hypo ; logo o, e b saõ primeiros entre si. O Q. S. D.

SI "Se os termos. de huma razaõ saõ primeiros en-
-

\

'» si ; digo que a dita razaõ he irreduzivel i ç, ')
I

, Dem, Se a raaaõ naõ he irreduzível, os seus termos saõ-

compostos entre si Ç.,49); mas �sta consequencia destróe

a hypo ; logo se os termos de huma razaô ,. etc. O Q S. D .-

,2 Segue-se des. art.,)'o, e 51 ,. que ",'0 mesmo l1e'di
" zer , que Imma razaõ he ir.reduzi-..:el., que dizer , que os

"seus termos saõ primeiros entre si : e dizer qu.� dous nu"!

)., meros sais primeiros entre si, he o mesmo que dizer ,

';" que' a razaõ entre os ditos numeros he irreduzi veL"
.

.

,
(n) Se o primeiro termo doe huma serie, he divisor

e'�a,çtQ do segundo, o segundo do terceiro J� o terceiro do



( 13) ,

quarto, e assim por diante: digo que o primeiro tel'-

mo he divisor exacto de cada hum des outros termos.
,

.

54 "Se a: b he irreduzível ,e he' c divifor de a : di

,;go qUç b: c he irreduzível. '"

Dem. Se b: c naõ he irreduzível, seja d divisor -de

c, e b; e parque c he divisor de a (hyp.) ; logo d he

divisor de a, e b , o que destróe a hyp.; e por tanto ,

b : c he irreduzivel. O Q S. D.

55 "Se il : c- ,e b : c saõ irreduziveis : digo -que a h ;·c

;, he irreduzivel. " .

.

Dem. Se )-�: C .naõ he irredu�ivel , seja d. divisor de
Il b ,e c, e seja ab: d == m ; logo m he .numero inteiro ,

e a b zz d m ; logo a:d==m:b (B.'-:Ar. art. 180): 'he a ic

. irreduzivel (hy p.}, e d divisor de c (sup.) ; 'logo 'à: à
Íle irreduzível (54); e porque ternos achado a: d =='m : b;
logo d he divisor de b. (46); mas d he divisor' de c

. (sup.) ; logo d he divisar de b, 'e c; -rnas esta conse-

quencía deílróe a hyp.; logo .a b : c he irreduzivel, O C1.
. ,S. D.

56 Segue-se que)) se os termos de huma serie sa5

" primeiros com .hurn certo numero, este numero -he pri
" meiro corn o producto de quaesquer termos da dita se-

" rie."
. 57 Logo" se cada termo de huma serie he primeiro

�, com cada termo de outra, também o producto de quaes
" quer termos de hùrna serie,' Ile primeiro corn o pro
�; dueto de quaësquer termos da outra, "

....

,

t

58 Segue-se do arr, 56, que j, se dous numeros saõ



(14) -

"primeiros entre si, tarnbern qualquer delles he primei
" ro com. qualquer potencia inteira do outro."

')9 Segue-se do art. 57, que" se deus numeras saó

u primeiros entre si, tambern qualquer potencia lnteHa,
" de hum, he primeiro com qualquer potencia inteira

"do outro. "

60 Segue-se dos art. 58, e 56, que" se os termos,

" de huma serie sao primeiros com hum certo numero

"tambem qualquer potencia inteiI:'J do dito numero ,:he
"hum numero primeiro com o producto de quaesqueF

"termos da dita serie."
6r Segue-se rarnbem dos art. 58, e 56, que'" s� .os

"termos de huma serie saõ primeiros com hum certo nu..

" mero, tamb�m este numero he primeiro com-o produ
"cto de quaesquer potencias inteiras dos termos da di

" ta serie."
-'

62 Segue-se dos art. 61, e 5'8 , que" se os: termos

�, de huma serie saõ .prirneiros com hum certo numero"

" também qualquer potencia inteira deste numero, he hum

,,!lUme�O primeiro com o producto de potencias inteiras
"de quaesquer tefl�Os da dita serie,."

.�

63 Segue-se dos art. 6r, _r 56, que" se cada ter.Cl}?
" de huma serie he primeiro com cada termo de outra,

"tambem o producto de quaesquer termos de humi serie ,

"he primeiro com o producto de potencias inteiras de

;, quaesquer termos da outra serie. ,,�.
,

"

64 Segue-se dos' art. '62 , e 5�6, q�e" se cada termo'
�,de huma serie he primeiro com cada. termo de outra",
" ramberri hum producto de potencias inteiras�-dé quaes-
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_;, quer termos de huma das series, he primeiro 'com o

" producto de potencias inteiras de quaesquer termos da

"outra serie
" "

6, .Dos art. '59, e 48 se segue, gue" se dous nurne

"ros sao primeiros entre si, e maiores que a unidade,
" nenhuma potencia inteira de hum he medida de poten
" cia inteira do outro. "

Finalmente, combinando cada hum dos art.));,6,
57, ,8, 60,61,62,63, e 64 tom o art. 48 , se infe
rem outras tantas propriedades semelhantes á precedente.

Dos numeros inteiros em quanto primos, e
I •

compostos em St.

66 H UM numero inteiro denomina�se composte ;
ou pr.lmo, conforme rem, ou naõ divisor.

67 Segue-se dos art. 66, e 6', que " todo o numero:

,; primo, excepto o prime 2., he numero impar, e que
" todo o numero par, excepto 2, he numero composto. "

68 Segue-se do art. 66, que " todo o numero com

,; posto he o producto de dous, au, mais numeros primos;
,; e 'que tem por divisor algum numero prirno superior'
,; á unidade."

69 Segue-se dos art. 66, e 20, que " todo o numero

" impar, que naõ he 'múltiplo de impar, he nurner o

" pnmo. " '

.
- .

70 Segue-se dos art. 66, e 2;, que" todo o numero'.
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)' impar" que naõ he quadrado de impar , nern mulriplo
" de impar menor que a sua raiz quadrada., he numero.

" primo , "

71 Suppondo que n representa hum numéro inteiro

qualquer, que a he numero composto, e ,que b == o, ou

numero inteiro mellor q'ue a" he an + b huma expressaõ
geral de todos os Itumeros inteiros, que naõ saõ .rnenc-

res que a. Se'b=:.o, o numero, qUII! competeá fôrma
a 11+ b. he composto. Se d he divisor de a, e b, e .he
a : d =:. a' , e b : d � b' , ternos ti' ==. a'd, e b ==. hld; lo ...

go, an+b==d(a' n+bl); e por tanto, o numero, que

compere áfórm� a n-s-b, he composto, se a', e b sao com-'
I

postos entre si. Se d' he medida de n, ce- b,-" e he- n : d'

=. n' , e b : d' =. c" temos n == d' ni, e b ==. c d' ; logo a n

+ b ==.d'(a n' + é); e por tanto, o numero , que compete
,4 fórma an + b, em 'gue ti : b he irreduzivel , póde ser

composto. De tudo se concIue , que" todo o numero, 'que
" compete á fórma a il + b ,. em que, a he numero com

" posto; b ==0, ou em .que a, e b saõ compostos entre

,). si, he' numero compostp; e, se ti: b he irreduzivel ,

" ainda naõ se póde affirrnar , gue, he primo , 0_ numeco ,

"que compete, á fórrna a 11 +b, fern embargo de gue,

"r�do o numero primo íuperior a a, ,compete neces

" sariamente á fôrma, a, n + b, em que a: b he irredu-.
" zivel. "

Pelo gue, todo a" numero, que. compete a qualquer ,

das formas 6 n, 6 n + 2 , 6 n + 3 , 611 + 4, he composto;
e todo cl nur.nç�o.�dI�1Pr' fomp.ete, a huma .das fór�as

6n
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'6 1J + I ,e 6 n + 5 ; mas nem todos os numeros, que
compererú a qualquer destas fónnas sao primos.

72 Suppondo que se póde assignat o maior de to ...

da�
.

os numeras pr imos', seja este represen rado por n,
e seja n, n' , nil , nl/' ,etc. a serie convergente de to

dos os numeros primos athe terminar em 2; logo
11. n'; n": n", etc. + I deve ser- numero eomposto; logo

<,

11.11'. n", n'", etc .. + I deve ter por divisor algum dos

factores de n , n', n", etc. (68);' mas n , n', 11". n'", etc. + I

naõ he mulriplo de nenhum daquelles factores; logo
e , n', n", 1/". etc. + I he numero primo ; e por tanto,

"uao se póde assignar numero primo, que seja o

. "maior possivel, e 'o numero dos numeras primos he

" inassignavel , "

73 Pois 'que os productos, que resultaõ de hum
numero prime multiplicado pelos· diversos numeros in-

. _, '1 d'retros ,s"o IlUll1€1'0S composros; ogo "o numero os

"numel:os compéílos he inasstgnavel , ainda relativa
,� ruente aa. numero dos numeros primps."

.

74 Segue-se dos art, 66, e 48 ,que "se hom nu

�,mero primo naõ Ile divisor de hum numero inteiro"

"o dito numero primo llc prÍ1�eiro com o dito nu-

,� mero' inteiro. "
,

_ 75 Logo "os numeras prImos desiguaes sao pn-

" mei ros e ntre si."

76 Segue-se dos an. 7" 5, ,e ,6, que "o pro

'" dueto de ,dous oh ma'is' numeras primos, he.' pri
_" melro .com qualquer outro numero primo v j,

C
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,

77 Segue-se dos art. 7,), e ,)7, que "o producto
"de numeros primos, he primeiro com o producto de

", outros, numeros primos."
78' Segue-se dos alt. 7,), e 58 ) que "hum. numero.

"primo he primeiro com qualquer potencia inteira de

"outro numero primo i ç,

79 Segue-se clos art. 7'5, e ')9, que ;, huma poteri
" cia,

_

inteira de hum numero primo , he hum numero

"prímeiro com qualquer poteneia inteira de outro nu

"mero primo v y,

80 Segue-se dos art. 7'5, e 60, que "o producto,
"de dous ou mais numeras primos, he numero pri
" meiro -corn qualquer potencia inteira de outro qual
"quer numero pruuo."

8r Segue-se dos art. 7,), e 61, que" o producto:
"de potencias inteiras de dou� ou mais numeros pri:"
�, mos, he hum, numero primeiro com qualquer- outro

i , 1

"numero primo v ,;

82 Segue-se dos art. 7'5�. e 62, que "o producto
�,de potencias inteiras ae deus au mats numeros pri
" mos, he numero primeiro com' qualquer potencia ia

;, teira de outro numero prirno v ç,

.

83 Segue-se dos art. 7'5, e 63, que "o producto
"de potencias inteiras de dous où mais n.umeros pri
" mos, he numero primeiro com o producto de outres

,,'qiUaesquer nlU1'1érOS primos. '"
I r

84 S-egue-se dos art. 7'5, e 64, que ,,. o producto
"de potencias inteiras de numeras primos, he numero

Î
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,., primeiro com o producto de quaesquer potencias m�

"teiras de outros quaesquer numeros primos.".
85 Segue-se des art. 76, e 48, gue "o producto

"de numeros primos naõ .

tem por di v iSOI" nenhum

"outro numero primo."
(86) Se hum numero naõ he divisor exacto de ou

iro, este. numero naõ he divisivel exactamente por ne

nhurn multiple daquelle .

87 Segue-se dos art. 8" e 86, que "o producto
. "de dous ou mais

.

numeros pri�os, naõ tem por di-"
"visor nenhum multiple de outro numero -lJrimo. "

88 Segue-se, que "dous numeros sao desiguaes
-

en

p tre si, quando algum numero prime he divisor de /

"hum delles, e naõ he do outro."

89 Sejaõ numeros inteiros a, b , c , m ,e n, e seja,
c numero primo , sem que elle seja divisor de a, nem, -

�,e
.

b ; logo b C'l naõ he medida de a (86)' ': temos

'ti : b en. Ca X cOni) : (b en X cm) (B. Ar. art. 8.8 ) ; mas bcrl;

X cm == b ,cm + n (B. AI. art. 20) ; logo (�Cm): (b cm + ni
-

a: b Cil ; e porque b C'1 naõ he medida de a; logo
. b cm + II, naõ he medida de a cm : e por tanto "se
" hum 'iiul'nei"o prime he. mais vezes factor em hum

, ' '. I 1
' ,

�,nUI1)é'rb cornpósto , gue ern outro composto ,/este nu-

-" mero composto naõ terri pôr medida o outro com-

" posto. "

j

90 LÓgO':" dous numeros ,c<>mpóstos sao desiguaes
;,> entre si , qUàndo algum número primo he mais vezes

;; factor em hum, que n'o'" OUtro composto."
c .u ,�
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91 'Segue-se dos an. 88, .e 90, que "dous nume-

,. .J .J' • �

"j'os compostos nao sao Iguaes entre SI, se nao quan,-
"do . existem juntas estas circumstancias : que sejaõ
"tantos os diversos numeras primos factores. de hum 1

"como os diversos do outro: que os diversos 'nurne-..

",ros, primos factores de hum, sejaõ respectivamente
n' iguaes aos diversos numeros, primos factores do ou

" trq_ composto: e que se huma certa .porencia .inreira

"de hum numero prime for' divisor de huVI corn

,., posto, esta mesma potencia deve ser divisor do ou-;

"Jro corn pçsto . n,

'92 Pelo que,� se <O producto de alguns numeras pri
,." mos for jgual a hum numero cornposto , este nume

" ra
; composto só tem' por factores' pri mos, ou por di-,

"visores primos, aquelles mesmos numeras primos" que
",se multiplicaraõ entre si. ,i;

93 "Mett10do pa-ra adiar os numeros primos" os

" compostos impares, e o menor factor, ou divisor pri":
", mo de cada hum dos ditos compostos v ,;

Escreva-se a" serie dos numeros impares em colum

nas' verricaes
.

de '50 termos cada huma , e á direita de

cada columna deve ha ver 'outra 'em branco, para se as

sentarem os factores , ou di visores primos: .ás columnas
em branco chamaremos columnas, das factores •.

Busquem-se depois todos os mulriplos de 3 1 pelo
methodo dado no art. 37" e escreva-se 3 á di reira

i
dos

seus rnultiplos , ,e á medida que elles se forem desce
brindo. Os humeros 5' i. e 7,; por serem medios entre

3 , e 3�,. ou 9, sàõ num eros .primos o
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Busquem-se depois por meio do art. 37 todos os

múltiplos de 5, qlle he o primo immediato superior a

3 ,de que se tem achado os mulriplos : escreva-se na

columna dos factores o numero '), á 'direita dos seus

mulriplos , e á medida qu�' elles se descobrirem. Como

já_ conhecemos rodos-vos múltiplos de,3, e os de '),

podemos affirrnar (70) ,que os numeros '7, 11,13,17,
. �.. �-

19, e 23 sao' prunos ; pOlS gue estes numeros sao me-

dios entre '), e ') X ') ,e nenhum delles he rnultiplo
de 3.

Busquem-se depois por meio do art. 37 todos os

mulriplos de 7, que he o pr imo immediato a '), de

que já se buscaraõ os multiplos, e escreva-se 7 nas
columnas dos factores á direita de cada hum, dos seus

múltiplos ,e á medida que elles se acharem. Agora já
conhecemos (70)' que os numeros I 1,13,17,19,23,:'.9,
3 I , 37 , 4 [ , 43 ,e 4i sao numeros primos; pois que
além de serem medios entre 7, e 7 X 7 ) nenhum

'.

delles

�e múltiplo de impar. mener que 7.

', Pois, que o nosso fim he descobrir o menor, factor'

prime de. cada hum dos numeros compósros , naõ de-ve

mos escrever
á

: direita de hum numero composto ne

nhum ,subnl�ltipl0, depois de se ter já assentado ou

tro.

Em .attençaõ ao art. 24, devemos principiar a inda

gaçaó dos múltiplos de hum numero primo, pelo qua-.
drado do dito primo •

. Continuando, finalmente , a .operaçaõ. de buscar. to

dos os multiples de hum numero pnmo immediato
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superior áquelle , de que se tenha acabado de busca-r os

Seus multiplos , principiando a indagaçaõ dos mulriplos
pelo quadrado do primo, gue se conternplar , e escre

vendo nas columnas dos' factores o dito primo á direi
ta dos seus multi plos , á excepçaõ dos que' forem mul

tiplos de prime> inferior ao dito contemplado , se fica

rão conhecendo os numeros. primos, os compósros imolo

pares; e se conhecerá o mener factor prime de cadã
hum dos ditos cornpósros •

A razaõ deste methode consiste nos art. 37,.. 76",
.e 24, que no mesmo methode ficaõ citados ," ,

94 ;, Methode para achar as expressões dos nu..

"merQS compostos impares em, factores primos; depois
,�de se conhecer o rneuor factor prime de cada nu

'", mero composto."

Divida-se cada numero composto pelo seu mener
factor primo , principiando a operaçaõ j)�lo menór 'Il-U�
mero, composto, e passando depois ao composto im
mediato superior; e assim por diante. Se o qùocientè

.

"for, numero prirno , indique-se o producto do divisor

pelo quociente, c- se terá a expressaõ , que se busca:
se o quociente for numero composto, se terá já
a expressaõ do dito quociente em factores' prirnos ;

pois que considerámos os numeros compostos tornades
'consecuti varnerite desde o menor, e na sua serie ascen-

dente ; � por .isso naõ ha -mais do que aggregar .9
divisor á expressaõ do quocierrte, em qaalldade cre
factor: pôr €xemplo, se o numero composto he, 15' i
.de que o meno� factor he,3"temos,I5.=3==S,"e por-
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que ') he numero primo ; logo 3,,, he a expressaõ de

15 em factores primos: se o numero composto he 45,
de que o menor factor primo he 3, temos 45: 3 ==

15";e porque 15==3,5; logo 45==32'5,OU 32.) he a

expressaõ de 45 em factores primos.
95 "Methodo para achar as expressões dos nu

"meros compóstos pares, ou dos numeros pares supe,;.
"riores á 2, em factores primos, tende-se as taboadas

"do's numeros primos, e as das expressões dos com

" postos' impares em factores primos."
Segundo o art. 39, aggregando aos termos da serie

des numeros impares o numero 2 em qualidade de fa
cror , e sendo os im parcs com postos expressados eni
factores primos, tem-se as expressões dos numeras par-.
menteimpares em factores primos; por exemplo, assim
com o 3 , ') , 7 , 32 , JI , 13 , 3· ') , 17, 19 '. 3'7 , 23 , 5"2, 3' �

etc. ,he a serie dos numeros impares, sendo os cornpós
tos expressados em factores primos, igualmente he

. 2

",3,2;5,2"7,2,3 , 2,1[ ,2,13,2+5',2.17,2.19,2,3,7; 2.23 ,

.

�'5�, 2.3l ,etc. os numeros parmenteimpares expl'es-
d £

. . o o °
sa os em .actores. prImos, ou os termos 3· ,). ,7. ,

9'° ,etc .. da serie dos numeras pares.

Segundo o art. 40, para se haverem as expressões
dos numeros parrnent€pa"res em factores primos , ou

dos termos 2.0,4.°" 6.°, 8.0, etc. da serie dos numeros

l'a!es ,na,ô ha mais do que aggregar o numero 2 em

qualidade de factor, 'ás .

expressões dos numeros pares ,

. tomados consecutivamente desde" 2 na sua ordem na

tural ascendente ,



Dos numeros int-eiros em quanto divisores.

(96) No actual systema de numeraçaõ forma-se
consranternente de cada dez unidades iguaes entre si)
huma nova unidade; e por isso I, IO, IO X IO, (IO X

IO) X IO, etc., ou 10°, Id, IO\ IO!, etc. he a serie das
unidades do actual systema de numeraçaõ , (que se

denomina systema decimal) tomadas consecurivarrrenre
desde a

-

primitiva; logo suppondo que m == o, ou nu

mero inteiro, temos que 10m hé huma expressaõ geral,
0).1 fórmula de qualquer unidade. do diro !'ystel1la.

Pois que no mesmo systema, se toma cada uni

dade desde huma athe nove vezes, para se haverem

as diversas ca53S dos numeras inreiros ; segue-se, que

representando por A, aquellas vezes, ou o valor abfo

luto do algarismo, ternos A X 10m por cxpressaõ geral
de todas as casas de hum numero inteiro, sendo m +

I O .numero cardinal, que corresponde ao ordinal, que
expressa o lugar 'da casa; por exemplo , se m -1- I == r,
11e A X 10111 a expressaõ da casa das unidades, ou da

primeira casa da direita; se m + 1==2, he Ax 10m a.
expressaõ da segunda casa, ou casa das dezenas: final-

A In 1 ... d
.

mente, X IO le expressae e casa lInpar, ou par
,

conforme m he numero par, ou impar:'
"

97 Segue-se dos art. 96, e 5'3, que" a unidade de

" huma
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) huma casa he divisor de qualquer das casas para a

" esC] uerda • "

98 Segue-se dos alt. 97, e I, que "a únidade de

"huma Casa hé divisor da' totalidade de todas as

'" casas, que ha desde a primeira da esquerda arhe á

" dita casa -inclusivamenre "" ..

99 Segue-se dos arr.' 98 , e 53, que "se hum nu

" mero. 'he divisor da' unidade de huma casa , o dito

"numero he divisor da totalidade de todas as casas,

"que ha desde a primeira da esquerda athe á dita

"casa inclusivamente."
-

100 Segue-se dos arr. 99, e I .,.que '" se hum numéro

"he divisor da 'unidade de 'huma casa de 110m numero

" inteiro, e . da totalidade das casas, que esraõ á direita

,., da dita casa, ou esta totalidade he nada , est€ nu me-
.

.

.;., 1'0 inteiro .he divisivel exactamente pelo outro nurne-

'" l'o. ,.,

iIO! Segue-se dus art. 99, e 4, que " se hum nu

"ra he .divisor da unidade de huma casa de hum nu

'Q mero inteiro, e naõ he -divisor da totalidade das ca

n sas,' que esraõ á esquerda da dita casa, este numero

"inteiro naõ he d ivisivel
.

exactamente pelo outro nu-

." mero. " .

10:2 He IO ___: 2 X 5; logo JOni == 2111 X 5111 (B. Al. art.

r011l
123); logo. 2m ----: ,ni; logo 2m he divisor da unidade

da casa do lugar m + r ; logo segundo os art .. ICO, e,

101 temos, que "hum numero inteiro he, ou naõ di-

D,
"
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"visivel exactamente por 2

m ,confórme a totalidade
"de hum -nurnero m de casas contadas da' primeirn
"da direita, he ou naõ divisível exactamente' por 211Z,,,

Logo" hum numero inteiro naõ he divisível exa

;, ctarnente por :2, senaa quando o algarismo da casa

"das unidades he o, ou algarismo par,,,

Segue-se tarnbem , que" hum numero inteiro naõ he
" divisivel .exactarnenre por 22, ou 4, senaa quando a

"totalidade da primeira, e segunda èasa da direita he

" nada, ou divisivel exactamente por 4."

Segue-se igualmente, que" hum numera inteiro naõ

"he divisível exactamente por 23, ou 8, senaa quando
"a totalidade da 1.

a

,
2. a, e 3.

a
casa da direita he na

" da, ou divisivel exactamente por 8,,,

103 Discorrendo como DO art. precedenre se COll

clue, gue" hum numero inteiro- naõ he divisível exacta

"mente por 511:, senaõ quando a totalidade de hum

"numero m de casas contadas da primeira da direita ,.

"he nada, ou divisível exactamente por 5m."
Logo "hurú numero inteiro naõ he div isivel exa

"ctamente por '),. senaa quando o algarismo da' casa

"das unidades he o, ou 5."

Segue-se tambern , qu� hum numero inteiro' naõ he

"divisivel exactamente por 52, ou 25, senaa quando a

"totalidade da I.a, e 2.
a

casa da direita he nada, ou

"divisivel exactamente por 2)."

Segue-se naõ menos, que" hum numero inteiro
"nao he divisive] exactamente por 53, ou 1-25) senaõ
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"quando a totalidade da Ioa, 2.a, e 3,a casas da direi
"ta he nada, ou divisível exactamente por 12)."

(I04) He (a +byn =.a (alll-l �t- m.am -2 b + mC m-I)
:6

X am
- 3 b 2, + etc -) + bill (B. Al. arr. 149) ; se a, b ,e' 11/,

"�aó numeros inteiros , he (am - I
+ m, am

- :1. b + etc .)
numero inteiro; logo (a -I- b)11% compete á forma Il n +

b'" I
. .

1 j
, em que. n le numero rnteiro , ago sentio A nu-

mero inteiro, a quantidade A Ca + b)m compete á forma
'el n +Abm•

'

105' He IO=3X3+I;logo AX10m=.A(3X3+
1)'"; logo AX IOm==( 3. 3)n +A X Im'C 104) ; e por
que r

"
== I, e (3' 3) n == 3 X 3 n ; logo Ax ro'" compe

te á fórma
, 3 n + A; e por tanto, huma casa qualquer

de hum numero inteiro, he h,um multiple de 3 , e

mais o valor absoluto do seu algarismo ; logo segundo
"os art. I, e 4 "hum numero inteiro naõ he divisi

"vel exactarnante por 3 , senaõ quando a somrna dos

"valores 'absolutos dos seus algarismos he divisível

"exactamente por -3 ."

106 Discorrendo como no art. precedenre se con

clue, gue" hum numero inteiro naõ lie div isivel exa

"ctamenJe por 9, senaõ quando a somma dos valores

"absolutos dos seus algarismos he divisível exactamen

'" te, por 9,,,

H l"A 111 A ( )m.l07 e IO =: II - I; ogo X IO == 11-1 ,

logo ( !O4) he Ax!Oln == I r 11 -I- A (- r)" ; e porque

( _ r)m he + I
"

ou :-- I conforme m he numero par, .

D 11.
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/ ou impar (B.AI. art. 24) ; logo AX rom compete á fôr

ma I I n + .A, ou á fôrma I I n - A conforme m he '

par, ou impar; mas quando m he par, a casa he im

par, e quando m he impar a casa he 'par (96); logo
I1Uma casa impar he hum multiple de I I , e mais o

.valor a bsoluro do seu algarismo, e huma casa par he
hum multiple de I I ,menos o valor absoluto do seu

algarismo; logo segundo os art. '1,2, 4, 5 temos" que
"hum numero inteiro naõ he divisível exactamente por

" II, senaõ quando a somma dos valores absolutos

"dos algarismos das casas impares, menos a somma

"dos valores absolutos dos das' casas pares, for nada �
"ou divisi vel exactamente por II."

108 He IO == 7 +3; logo AX 10m � A (7+3)117; lo-

go (104) he AXIO==7n+AX 3m; e porque temos

3° == +1 3J==(7+2 )�3==7X 4-1

3
I

== -1- 3 44 == (7 X 4 - I ) X 3 --7 X 12 - 3

32 == 7 -I- 2. 3' == ( 7 X I2 - 3 ) X 3 = 7 X 35' - ::
.

36 == (7 X 35' -:- 2. ) X 3 == 7 X 104 + I

etc.

.

Logo
fAX

ro"

AxroI
AX I02

AXIO)
Axr04
.A x IO)

AXI06
etc.

compete á fôrma A

7n+3A
7n+'2A
7n- A

7n-3A
7n-2A
711+ A
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Logá segundo os art. I, 2, 4, e 5 para se conlie

cer se hum numero inteiro he, ou naõ div isivel exa:
ctarnente por 7, deve-se practicar a seguinte operaçaó.-

1.0 Divida-se o numero proposto da direita para' a

esquerda e111 classes ternarias: 2.0 multipliquem-se os

",alores absolutos dos algarismos 1.0, 2.0, e 3.0' de cada

classe respecrivarnente pelos números I, 3, e 2: 3.0
sommern-se todos os productos, tomando positivamente
os das classes impares, e negativamente os das classes

pares, en,tao se o resul rado "for nada, ou divisi vel exa

ctamente por 7, o numero proposto he divisivel exa

ctamente por 7; porém se o dito resulrado naõ for di-

.visivel exactamente por 7, o sobredito numero propos:
to naõ he divisível exactamente por 7'

109 Discorrendo como no art. precedente .se con

,clue "que para se conhecer se hum número inteiro pro:
posto he, ou naõ divisível exactamente por 13 l deve
se pracricar a feguinte operaçaõ.

I.
o Divida-se o numero proposto da direita para a

esquerda em classes ternarias: 2.0 multipliquem-se, os

valores absolutos dos algarismos 1.0, 2.°, e 3.
Q de cada

classe, resp eet ivamenre . pelos numeros I, IO, e 9: 3.()
sommera-se todos estes, productos ,tomando-�e positiva
.mente os das classes impares, e negerivameste os das
classes pares; entaõ se (') resulrado for nada, ou divisi
vel exactamente 'por 13, o numero proposto he divisi

vel exactamente por, I:r; porém se o diro :

resultado
naõ for divisivel exactamente por 13, o sobredito nu

mero naõ tem por di y isor o nu mero 13'



(30)
I IO Segue-se dos arr. 8, -, 87, e 89 que» hum nu

;, mero inteiro naõ tem por divisores senaõ os numeros

"primos seus factores, e
.

os productos de dous, ou

"m:;Jis daquelles mesmos numeros primos, naõ sendo

" nenhum delles mais vezes factor em nenhum dos pro
" ductos ,q�e nó sobrediro numero inteiro."

I I I Logo" os divisores de dous, ou mais nume-
•• , ,J,J ,J

.

•

"ros Int�IrOS propos�os, nao sao senao os numeros pn-

"mos factores communs dos. ditos numeros propóstos ,

"e os productos de dous , ou mais daquelles mesmos

"numeros primos, naõ sendo nenhum: delles mais ve

"zes factor em nenhum dos productos, que em qual
"quer dos sobrediros numeros propóstos v j,

II2 Logo" o maior comrnum divisor de dous, ou

"mais numeros propóstos, he o producto de todos os

"numeros primos factores communs dos ditos numeros

" propostos ,nao sendo nenhum daquelles numeros p-ri
"mos mais vezes factor no dito producto , gue. em

"qualquer dos sobrediros numeros propóstos , e que
"nenhum dos ditos primos seja menos vezes factor no

�,di;o producto que no numero proposto, em que o

"mesmo primo for menos vezes factor. "

113 Pelo que" o maír commum divisor de. dous , ou

.

"màis numeros he divisível exactamente por qualquer
"outro commum divisor dos mesmos numeros."

I 14 Segue-se tambern , que" se d he o maior divi- .

"sor de a, e b, e he a: r irredusivel , he d o ma-ior

"div�sor d� a,e br."
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115' Segue-se naõ menos, que "se d he o maior

'"divisor de a,e b,se a:r he irreduzivel,e se r he
b

"divisor de b; he d o maior' divisor de a, e -."
r

II6 "Se d he o maior divisor de a', e b, e he ;
" == ai ,e � == bi : digo que a': bi he írredusivel c .,

Dem. Se a': bi naõ he Irreduzivel ; seja di> I divi-
,

' a' bi.'
sor de a', e bi, e seja 7==P, e

di
=: q; logo a' :»:

,

a b
d'p, e bi =d'q; logo d==d'p, e, cr== d'q; e por' tan-

a b
.

to 'T a == d di p, e b == d d' q ; logo d di
== p, e

d di
= q;

lógo d di he divisor de a, e b;' mas d, he ci maior

divisor de a,e b (hyp.); logo d d' he divisor de d,

:(113); mas esta consequencia he hum absurdo por ser

d' > I (sup.); logo a': bi he irreduzível. O Q S. D.
�

,

II7 '," Se : zzz a' , � ==b', e he a': b' irreduzível:

.. " digo que d, he o maior divisor de a, e b."
Dem. Se d naD' he o maior divisor de a, e b, de

ve ser d n o dito divisor , sendo n '> I ,é numero in-
.

( )
. .

a bI'teiro ' 113 ; sep pOlS d- =r. e -d
== q; ogo p: Cf

11
a

n b
he irreduzível (116); por ser -, == a', e

-d
== h' , he

. a
d b

a: b == e": 1/; e por ser -d
== P ,e d:__ ='q ,he a: h

, n n .

== p: q (B. Ar. art. 180) ; logo a': bi == P : q. ; e -porque
a' : bi he irreduz ivel (hyp.), e também p: q he irre du-

. a, a

zivel; logo a' =p ,e bi
_F q; mas 'd

== a', e
d n

.

p �

logo d = d n; mas esta corisequencia he hum absurdo)
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por ser n> I ; logo. d he o maior divisor de ti, e IJ.

OQS.D.
IIR ;,.Se d he divisor de
••

I, ab.
H divisor de

d'
e d: digo

" visor de ti; e b." '
,

D S·· ti b-
1 d bem. ep d:=:'p, e ti=s, ogo a = p, e =

dq,' seja L. =r e .!L =« logo p': q' he irreduzivel
d'�' d'-'

(II6); segue-se rarríbern que p=d'p', � q=d'q'; e

pois que a -= dp, e b =: d q ; logo a -= d d'p' :, e b =

d d'q" logo _!!_ =r e !!__ q" mas he p'; q' irredu-" d di
- , dd'

-

, .

zivel ; logo (!I7) he d di o maior divisor de a, e b.
O QS.D.

.

a, e b ,e he d' o maior
-

�
que d l' he o

- maior di-

(r I9) O divisor de huma divisaó inexacrà , hé me

dida do dividendo menos o resto da divisaõ .

120 "Methodo para achar o maior divisor de dous
"-

" numeljOs. "

Sejaó os dous 'numeros a, e b, e sep Ct> b.

L° Divida-se a por b) e seja a.' o resto da divisaõ;
logo he b medida de a - a', (II9) .

2.0 Divida-se b pelo resro a') e seja b' o resto da

divisaó;logo he al medida de.b-b' (u9)'
3 ". Di v ida-se o primeiro resto' a' pelo segundo b',

e supponharnos que a divisaó he -exacta : digo que, b' ,

di visor 'da ultima divisaõ , e exacta, he o maior di visor

de a, e b. Se b' naõ he dlvisorj-exãcto , deve-se
contiuuar a dividir cada divisor pelo seu respective___

resro ,
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resto , athe se chegar a huma divisaõ exacta, entaõ o

divisor desta, he o maior divisor, que se busca.

Exemplo. Seja proposto' achar o maior divisor de :

665, e 38,.
Operaçaõ:

66S: 3'8S=1
38S: 280 == r

.

280 : IOS ==2

lOS: 70== I

70: 3S == 2

Respósta. O maior divisor de 66), e 38, he 35'''

Dem. Deve-se provar q.ue b' Ile divisor de, a, e

h � e que he o maior divisor.

He b' medida de a' (hyp.), e a' medida de b

b' (2 ..°); logo h' Ile medida de h-b' (n); logo b'.
11e medida de h (I);rnas b he medida de a-tl,

(1.0);10go b' he .rnedida de tI--:-o' ()3);mas b' Ile

medida de a' (hyp�); logo b' he medida de a (I); mas

já provamos que b' Ile medida de b; logo b' he di

visor de a, e b.

Se b' naõ he o maior divisor de a , e b, seja b'--I

m o dita div isor : par ser b' -I- m divisor .de b (sup.),
e b de ti -a'. (r.") ,he b' + m divisor de a-a"

(5'3 ) ; mas b' -I- m Ile divisor de a (sup.); logo 'bi -I-
I

m he divisor de a' (2); e porque, a' he divisar de

b _bi (2.°); logo b' -I- m he divisor de b - b' (53);
mas b' +m .

he divisor . de b (sup.); logo deve ser

E



\
b'+ m di visor de b' (2); mas esta consequenda Ile
hum absurdo; logo bI he o maior divisor de 'a, e b.

OQ.S.!?
12l; A operaçaõ de achar o maior divisor de dous

numeras, pôde-se abreviar em muitos casos por meio

dos art, 74, I r-r ,e 118 sobre o communi divisor de
deus numeros, e por meio dos art. 102, 103 , ICD5 ,

106, 1°7, 108.,' e 109 sobre os numeras inteiros, que
t d,

.

I d m· lIZ
em por, ivisor a gum os numeros 2 ,5 ,3,9, II "

7, e r 3. Eis-aqui alguns exemplos.
Exemplo r." Seja proposto achar o maior divisor de

î60375, e 76000 •

. -

I� . Segundo' o art. 103 o numero 125 he divisor'
\

dos numeros r60375, e 76000, e temos 16°375: 125
== 1283 ,e 76000: }25 == 608 .

.

2°. Segundo os art. 102, e 74 he 2: 1283 irredu-
zivel ; logo 2m: 128, he irreduzivel (58) i e porque
608: 23 == 76, e 76: 22== I9; logo segundo o art. II5',
o maior d ivísor de 608, e 1283' he o mesmo, que o

de 19, e 1283; e porque 19 he numero primo, e naó-,
he divisor de i283; logo 19: 1283 he irreduzivel
( 74) ; 'logo 608: i283 he também irreduzível; logo
segund9 o a rt. II 8 o maior di visor dos numeros; pro-,
pÓStDS he �25xr; ou 125, OQ S. P.

Exemplo, 2.� Seja proposto achar o maior divisor de

432000, e 60408r,
I. o Segundo os art. 102, r03, e 74 os numeros 2,

e 5 saõ pnmelros' corn 6°4°81 ; logo i11l X 5n: 60408r



432000 _" 432_he" irreduzível (60', e porque - 432 e-)
lOCO -. ' 16-

27; logo (II)) o maior divisor de 604°81, e 4320CO
he o de 604081, e 27.

2.0 Segundo os art. IO" er74, he 3:' 604081 irredu

zível ; lego (58) 11e 33 :-6ó408r irreduzível; e porque

27: 3'=1 ; logo (IIS) o maior divisor de 27, e 6°4°81
he o de 1, e '604081 ,ou a unidade i mas o maior di

vj�or de 27, e 6°4°81, Ile o de 60408r, e 432000

(L°) ; logo he 1 o maior divisor de 6°4°81, e 4320«0 •

O QS. P.

122 Por meio do art. 112· pode-se achar . facilmen

t�, o maior. divisor de dous numeras propóstos ,
sendo

estes expressados, em f-actores primos: eis-aqui alguns
.

'exemplos.
Exemplo. r." Seja proposto achar o major divisor

de 665, e 38,.
Pois que 665'=5'.7.19,e 38,=,.j.ú;fogo 5,'

e 7 saõ os numero primos factores communs dos nu

meros propóstos, e cada hum daquelles primos he hu

ma só vez factor ern cada hum dos .numeros propos
tos: e por tanto (In) he , X 7, ou 3" o maior di-

.vísor dos ditos numeros propósros ;
,/

Exemplo 2.° Seja proposto achar o maior divisor

aos numeros 11475', e 4635.
Pois que II475'=3'.52.17,e 463'5=32'5.103;

"logo 3, e , sao os numeras primos factores communs

Éli
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do's .

numeros propóstos , e como ): he huma só vez

fac'tor em hum. dos ditos numeros ,e 3 he factor duas
"vezes em o numero proposto, eiu que o mesmo 3
he menos vezes factor; logo (112) he 32 X , ) au 4S,_
o maior divisor dos numeras propósros .

N. B. Este methode he applicavel ao 'descobrimen
to 'do maior divisor de tres, au mais numeros.

P.
a h

113
.

OIS que d: ti == a : b (B� Ar. art. 170) ; _Ioga
segundo o art. II61) dividindo os do�s termos de hu..

,

',ma razaõ -dada , pelo seu maior divisor, os quocien
"tes saõ numeras primeiros entre si, e a razaõ entre

-

" elles he igual á razuõ dada."
124 Questaõ. Seja proposto achar valores de x.;

e Z em numeras interros , taes que seja 66, x == 38, z ..
"

,

Soluçaõ.' Pois que 66, x == 38; :;:,; logo temos z: ta

== 66') : 38) (B. Ar. art'. 18o) ; buscando agora huma ra

zaó'irreduzivel igual a 66,: 38, pelo 'art. precedente ,

.ternos '66,: 38,=='I9: II; logo 19': II='Z: x: por ser

irreduzivel a razaõ 19: II, e por serem numeros inteí
teiras z, e ta (hyp.), temos segundo o- arr. 4, , que
as incognitas, Z ,e x ou saõ respectivamente iguaes a

19, e II, ou saõ equimulriplos respectivos de 19, e II;
e por tanto, o menor va-lor de z, he 19, e o me

nor de x, he I I; e suppondo que 12 representa qual
quer numero inteiro, temos Z == 19. n , e ta z: r r s . O
Q. S. P.

12, "Se D he o maior divisor' de rodos os ter

" mos, da serie a, b , c, etc. de numeros inteiros , e he
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"Df O maior divisor .de D, ell: digo que D' he o

" maior divisor de il, b , c , de, e de ti."
/

Dem. I°. He D o maior divisor de a, b ,e_"etc.

e hyp.); logo D he divisivel exactamente por qualquer
OUtro divisor de- a ,b , c, etc.' ( I 13 ) ; mas qualquer
divisor de a, b-, c , etc. ,e de 11, he divisor de a, b ,

'c, etc. :-logo qualquer divisor de. a, b, c, etc., e de u

he di-visor de D; logo o maior divisor de a , b , c ,

etc. ,e de 11 he di visor de D; mas o maior divisor de

a, b ,c, ercr , e de 11 he divisor de 11; logo o maior

divisor de a, h, c, etc.", e de 11, he 'divisor de D, ell.

,2.° - He D o maior divisor de a, b ,. c, etc. (hyp.);.
logo qualquer divisor de -D, e 11 he divisor de a, b ,

c , etc, (I 13) •

3'° O maior divisor de a,b,c:,etc ..,e,de � he

divisor de D, e ti (r.O); mas qualquer divisor de D,
e ti he divisor a , b, c, etc. ,e de 11 (2.°); logo o

�

maior divisor de D, e 11 he também o maior divisor

de a, h, c, etc. ,e de 11; mas D' be o maior divisor de

D, e 11 (hyp.); lego D' �e o maior .divisor de ti,

'b , c, etc. ,e de 1I._ O Q S. D •

-

- 126 Os art. 120, e. 125' constituern juntos o n:ietho
'do para achar o maior divis-or de tres ou mais nume

'ros inteiros propósros .

Exemplo. Seja proposto achar o maior divisor de

2866, ,232°),8645' , e 3003 •

<.



Operaça Õ.
I. Parte.

2866) : 2320,::: I '

232°5' : 5'460 -= 4

,46o : 136, == 4

O maior divisor de. 2866" e 232°5' he 136, se

gundo o art. 120.

II. Parte.
....

864) : 136, = 6

1365',: 4" == 3

O maior divisor de 8645', e 1365' he 45'5' (120);
mas- 1365 he o maior divisor de 28665, e 232°5 (La
pane) ; logo segundo o art. 125, o maior divisor de
2 866" 2 3 20, ,e 864' he 45'5"

�III. Parte.

3003 : 45'5' == 6

45'5' : 27� = 1

273 : 182 == I \

182 : 91 ==2

O maior divisor de 3°°3, e 45'5' I1e 91 (I20);
mas 45'5' he o maior divisor de 28665', 2320;, e 8645'
(II.a Parte); logo segundo o art. 12;, he 91 o maior
divisor dos numeros propostos. O Q S. P.

D7 "Se a: c he irreduzivel , e pe c medida de
;, ab: digo que c he medida. de b. "

Dem. Seja ab: c == q j logo q he· numero inteiro
. (hyp, ) ,e a b = c q ; logo a: c =.q : b (B.Ar. art. 1,80);
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e porque' a : c he irreduzi vel ,e além disto he _

q : h

,)nUmerica (hypó) j logo segundo o art. 46 he c divi

sor de b. O Q. S. D.

128 "Se os numeras a, b , c ,e d, etc. sao pri
"meiros entre si; e cada hum delles he divisor de N:

" digo, que NIle divisivel exactaf!lente pelo producto
"daquelles numeros' a, b, c, etc � "

Dem. 1.0 Pois que os numeros a, b , c ,e ti , etc.

saõ primeiros entre si (hyp.); logo ab: c he irreduzi
vel (H) , e igualmente saõ irreduziveis as razoes a be: d,
a b c d i e

ç eic, (56).
z,

° Seja � __.:. ai ; logo a', he numero inteiro

( hypo ) , e N -::::::::. a a',

3'° Por ser b medida de N (hyp.), e N == a ai

( 2.° ); logo b he medida de a a' ; mas b: a he irre

duzi vel (hyp.); logo b he medida de a' (127) .

,

'

I

+0 He b medida de lai (3.°); logo se � -::::::::. bi,
Ile bi numero inteiro, e ai -::::::::. b bi ; mas N -::::::::. a a' (2.°);

, N
logo N -::::::::. a b bi ; logo -17

-::::::::. bi ; mas bi Ile numero
_ a

inteiro; logo a b he divisor de !'f.
).0 He N-::::::::.abb' (4.0),e c divisor de N (hyp.);

logo c he divisor de a b bi ; mas ab: c Ile irreduzível

( 1.0) ; logo segundo o art. 127 he c medida de b",

6.0 He c divisor de bi (5.°); logo se ;' == Ci, he

'c' numero inteíro, e bi -::::::::. c c'; mas N= í1 b bi (4.°);
N _

logo N -::::::::. a b c c' ; logo a7ië
== c'; mas c' he numero

inteira; logo a b c he, divisor de N.
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.

'Discorrendo dê seme] halite' módo se achará, que
a b c d

ç
a b c d e ç eic. sao divisores de N.

129 Segue-se gue" se os termos de huma serle sao'

�,primeiros entre si, e cada hum dos
-

ditos termos he

"divisor de hum certo numero, este numero he divisi

"vel exactamente pelo producto de quaesquer termos

" da 'dita serie."
-

139 Segue-se dos art. 7S, 128; e 129 , que" se'

" hum - numero he divisível exactamente por dous , ou

"mais numeras primos desiguaes entre si, o dito nu

"mero he divisível exactamente pelo producto dos di-'

"tos numeras primos, e por qualquer producto des

"mesmos numeros primos , tornados dous a dous , tres
.

"a tres, erc. , com -tanto que nenhum· numero primo
,,§eja- mais vezes factor em nenhUln dos productos,
" gue no sobredíto numero. "

,_ q'I "Se N he numero primo, e maior gue qual
"quel' dos numeros inteiros d, d', d", etc.; se a, e b sao

'NXa .

"numeras inteiros, e se he, finalmente, I di d"
- =:

_

(.. . . etc.

" b : digo que N he divisor de b."
Dem. Por ser J.V numero prirno , oe maior que qual

quer dos numeras inteiros d, s, d", étc. (hyp.) ,he N

primeiro com 'c�da hum dos 'numeros d '0 d', d", etc:
( 74); logo (,6) he N: (d� d'. d". etc.) irreduzível:

b N'X a '1 b' Cd d' d" )
-

"Npqr ser
o_

d d' d" ,1e X . • . etc. == X
°

• " • etc.

ao -,

b (d.d'.d"�etc.).,
e 1a, e por tanto -. .

N ,po!:; gue Il le

numero
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numero inteiro; logo N he divisor de h>< (d X d'

:x dii X etc. ) ; mas TIe N: (d. di. dii. etc.) irrcduz.ivel ; 10-
<,

go (127) he·N divisor de h. O Q: S. D ..

Ip Seja :1 == b ; logo a == a'lr ; seja �I ==- c; logo.
. c

'

b ,==:' hlL" ; mas a == alb; Jogo a == albic; seja -, == d; 10-
,

c

go c=t'd; mas a ==a'b'c; Jogo a zz: a'b'c'd ; e por tan- .

to" dividindo-se hum numero, dividindo-se depçis o

"quocicilte � dividindo-se depois o quociente da 2.a di-
_

" visaõ , e assim por diante ,'o dito .numero he o pro-
"dueto de todos os di visores pelo ultimo quociente."

- , I,

I 33 Segue-se que ,., dividindo-se hum numero intei

"ra por algum dos seus divisores, dividindo-se depois
" o

-

quociente desta d ivisaõ por hum dos seus divi

"sores, dividindo-se, depois o quociente da segunda
"divisaó por algum dos seus divisore-s, e assim por
" diante, he o primeiro numero, que se div idio , divisi-.
"vel exactamente pelo producto de quaesquer divisores

"das ditas div isoens . "

134 "Se hum, numero naõ he div isor exacto de

" outro, este numero nao Ile
_ divisível exactamente por

"nenhum múltiplo daquelle i .,

I 35' "Se hum numero' naõ Ile divisor exacto de

" outro, nenhum submultiple deste numero póde ser di

"visivel exactamente por aquelle numero."

136 ," Methodo para achar todos os numeras pri
" mos, que sao divisores de l1U111 numero inteiro pro-

,

.:

F
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�, posto) ou para achai' a expressaõ de .hum numero

" inteiro propo,sto ern factores pnmoos."
Busque-se o rnenor numero primo, que seja divisor

-. do número proposto, cujo numero primo se _ descobre
por téntativa : descoberto. que seja o dito numero pri
mo ,practique-se a .divisaõ : depois pracrique-se sobre o

quociente o mesmo, que, se practicou sobre o numero

proposto, e assim por diante, athe se chegar a desce,
br ir hum quociente , 'lue seja numero primo: entaõ to
-dos os divisores, e o ultimo quociente sao todos os
divisores primos do numero proposto.

Advirta-se que segundo o arr. 135', se hum - nume

ro prirno naõ for divisor do numero proposto, ou de

hum quociente, naõ se deve tornar este numero pi-imo
por divisor de quociente, que se tiver depois, mas sim

outro numero primo , gue seja' immediato superior.
Advirta-se mais , que em attençaõ ao art. 70, se

hum numero naõ tem por divisor nenhum dos nume-

, ros' primos, que fôrern menores que a raiz quadrada
do' dito numero , e se Juntamente o sobrediro numero

naõ for quadrado de numero inteiro ,: entaõ o dito nu-,
inero he primo , e consequent�mente

_

naõ se deve con

tinuar a tentativa de buscar numero primo, que seja
seu divisor.

Exemplo. 1.0 Seja proposto achar a expressaõ de

6468 cm factores primos °

O mellor numero prim.o he 2, e pois gue 6468
]1;; divisive! exactamente por 22 (roa) , logo 2' he fa-'
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etor duas vezes em 6468: practicando a divisaõ temos

6468 : 4 == I6I7· O quociente 16I7 naõ tem por divi
£01' o prime 2 (102), mas sim o primo 3 (105), e te-

-

mos 1617: 3 == 5'39.
-

Este quociente naõ tem o primo
3 por divisor (I05), nem o primo ; (I03); porém o

primo 7, que he immediato superior a ;, he divisor de

539 (108), e temos 539: 7 == 77· He 77 = 7 X 1 I; lo

go 6468==2.2'3.7.7.11==2.23.7'2. II. OQS.P.

Exemplo. 2;° S�a proposto achar a expressaõ de

220649 em factores primos.
- Segundo os art. 102, 105, 1°3, e I08 nenhum dos

numeras primos 2, �, ; , e 7 he divisor de 220649;
mas segundo o art. 107, he 11, divisor de 220649, e
temos 220649: I I == 20059 .

O numero .primo 1 I naõ he 'divisor de 2005'9.'
( 107 ); porém 13 he divisor de 20°59 (109), e te

mos 20°59: 13 ::::: 1543 •

Nenhum dos numeras primos 13,17,I9,23,29,
31, e 37 he divisor de 1;43; e porq�le (v' 1543) <40'
e > 39; logo segundo o art. 70, o numero 1543 h�
primo : e por tanto 220649= II X 13 X 1543' O Cl:,S. P.
- Dem. O primeiro numero primo, -que se descobre, he'

divisor exacto do numero proposto , o s�gundo he divi

sor exacto do primeiro quociente, o terceiro he divisor

exacto do segundo quociente; e 'assim por' diante: lo

go o numero proposw he divisivel exactamente por
cada hum dos numeras primos descobertos (53), e se-

F ii



gundo o art. 132, o numero proposto' he o próducto
de todos os divisores pelo ultimo quociente; logo se-e

gundo o art .. 92 , Q numero proposto só tem por divi
sores primos" aquelles .meSI110S primos descobertos. O

QS.D.
.... 137 "Methodo para achar todos os di visores corn-

;, postos de hum numero proposto, sendo este expressa";
,,. do em factores primos."

Caso 1.° Se os faaores primos' saõ todos desiguaes
entre si, deve-se proceder do modo' seguinte. Mulriplí
que-se O 1.° factor pelo 2.0: depois . multipliquem-se
pelo 3'° factor, os factores 1.0, e.2.0,.e o producto a...

chado : depois multipliquem-se pelo +0 factor, os facto

�es 1.°,2.0,- 3_0, e todos os productos, que se tiverem a

chado: continuando sempre assim, athe que> o ultimo fa

ctor primo sirva de mulriplicador ,teremos todos os

divisores compostos do numero proposto, os quaes saõ
todos os productos achados � por exemplo, se a � b, c,
d, e (1' saõ numeros primps" e he n == a b c d e "os divi-
sores compostos de 'It saó os seguintes productos e,

a-

b ab

c ac' be abc

d�
ad bd cd

abd ac d bed abed·

{
ae· b e ce de abe

e bee a-de hce b de ' a b c e

I c d e jab de a c de b c de abcde

..
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Todos estes productos .

sao os diversos, que . resul...

tao dos factores primos do numero proposro , tomados

dous a dous, tres a tres, etc. ; logo segundo o arr, HO,

aquelles productos saõ todos es divisores compóstos
J

do
numero p-roposto.

Caso 1;0. Se entre os factores primos do numero

proposto ha alguns iguaes entre si, he claro que pr:a
cticando corno no primeiro caso, se ha veráõ productos
identicos : para evitar. pois esta. identidade , deve-se pro
ceder do módo seguinte.

-

. �ando hum factor primo for diverso do imme
diato precedente , deve-se por aquelle multipliear todos,
os diversos factores primos, que o precedem , e tarn

bem. todos os productos; que dos factores primos pre
cedentes tiver-em resultado j.e havendo factores primos
iguaes .

entre. si ,deve o . segundo destes multlplicar (j

primeiro ,e todos os productos _ resultados do mesmo

prirneire; deve o 3'° mnltiplicar todos às' productos ,_

que resultarem do 2.0; deve o 4-0 multiplicar todos os

productos resultados do 3'''; e assim por diante: por
__exemplo, se for n== a" b c2d, sendo numeras primos a,

b ,c, e d, os seguintes productos saõ todos os diviso-
t

l'es compostos de. n ..

'

.'.
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It

·It a2

b ab a'2b

c ac be a'le abc a2be .

c e'2 a C2 b e� a2e2 ab e'2 a'lb e'!

{
ad bd cd a2d abd aed
c=d a'lb d bed a c+d a'led b c2d

abed a2e2d .a2bed a b cíd a'2be2d

138 Qyando se guizer conhecer somente os diviso

res compostos impares de hum numero proposto, que

seja numero par, naõ ha mais do qué buscar todos 0S

divisores pelo methodo precedente , com a só differen

�a de naõ conrernplar o factor 2.

139 Temos visto, gue para achar, os divisores

-compósros de hum numero proposto, de gue os facto

res primos saõ todos desiguaes entre si, naõ ha mais

'do que mulriplicar por cada factor primo, todos os fa

creres primos precedentes, e todos os productos, que
dos . ditos factores primos precedentes

.

tiverem resulta

do : pelo. gue, dõ 2.° factor primo resulraõ 2 diviso
res; do 3'° resultaõ (I + 2) -I- 1 ,ou 4; do +0 resul

raõ (I + 2+ 4) +t, ou 8: e por tanto, o nu�ero dos
divisores primos, e compostos de hum numero propos
to ,de que os divisores primos .saõ todos desiguaes en

tre si, he a somma de huma progressaó geometrica di

verge�te , de
-

que o primeiro termo he .a unidade, a ra

zaõ he 2-" e o numero dos termos he o numero dos

divisores pri�10s do numero proposto; suppondo agora
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que n he o numero ;:.,_dos divisores primos, he 2n-r o

numero de todos os divisores do numero proposto, sem

contar a unidade (B. AI. art. 234); logo contemplando
a unidade por divisor" he 2'Z o numero de todos os

"divisores de hum numero proposto , de Gue os di

"visores primos sao rodos desiguaes entre si, e o .nu-.

"mero destes he 11."

140 Temos dito. (I37), que hum factor primo diver
SO do immediato precedente , deve mulriplicar, todos os

diversos factores primos, que o precedem, e todos os

productos, que dos ditos primos precedentes tiverem

resultado ; e
.

naõ menos' temes dito, que havendo facto
res iguaes entre si, deve o 2�0 destes multiplicar. o r,",
e todos os productos, que tiverem resultado do mesmo

primeiro, deve o 3.0 multiplicar todos ps productos
resultados do 2.0; e assim por diante. Pelo que se n =='

a) h c' d", sendo a, h, c ,e d numeras' primos, a opera
�ao para achar o numero de todos os divisores de-11,'
Ile a' seguinte.

3 Numero dos divisores produsidos por a, a, e a �

+r

4 Ditto par s .

-;1-3 Ditto por a,a,e�

7 Ditto por a, a ,a, e b
+1

8 Ditto pelo 1.0 c

X 3

24 Ditto por c,c,e c



�,

24 Ditto' por c, c ,e c.

+ 7 Ditto por a, a, a, e b.

31 Ditto par a,a,a,b,c,c,e c.

+1
•

32 Ditto pelo 1.0 d. '

X 2'

64 Ditto }?or d,e d.

31 Ditto por a,a,a,b,c,c,e c.

95 Ditto por a�a,a,b,c,c,c�d)e d.
+1

96 Total do numero do's divisores de n == a) be; d\
sendo a, b , c ,e d Humeros primos.'

141 Qyando se multiplicam entre si dous numeros

inteiros, diz-se que estes dous numeras constituem hum

pt/r de c,ofac..tores do producto.
142 "Methodo para achar todos os différentes pa

"res de cofacrores de hum numero."

Segundo a idéa de hum par de cofactores , a diffi

culdade que ha para' achar todos os differentes pares
de cofactores, consiste em descobrir o primeiro cora
ctores de cada par de cofactores: eis-aqui pois o me

thodo para achar '0 primeiro 'cofactor de cada par de'
. cofactores.

Busque-se pelo methode do art. 1.35 a expressaõ,
do numero proposto em factores primos, ou busque
se esta expressaõ nas minhas rabeadas dos numeros

expressados
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expressados em factores primos , e entaõ todos os fa
ctores, primos desiguaes do' numero proposto, saõ pn
.meiros cofactores do mesmó numero proposto.

Suppondo agora que n
'

representa o numero de

todos os numeros primos; cujo proçluct� he o _numero
proposto, busquem-se os divisores compostos do mesmo

numero proposto por meio do art. 136; attendendo
. n-I

a gue se n he numero impar, deve ser - o nume-
_ 2

1'0 dos factores primos de cada di v isor composto, que
se deve calcular de maior lllim�ro de factores: pois CJue
calculando divisores compostos de maior numero de

factores, para primeiros' cofactores ,se encontraraõ depois
para segundos cofacrores , productos já calculados para

primeiros., E pela mesma razaõ sendo n numero par)
. n

deve ,ser - o numero des mimeras primos factores
2

.

de cada divisor composto de maior numero Ide facto

res, e destes divisores compostos de maior numero de

factores sórnenre à'metade delles' devem .ser primeiros
-cofactores . Para se formar idéa clara do rnerhodo ,

he

sufficiente dar attençaõ aos, seguintes exemplos.,
,

Exemplo 1.° Seja' proposto achar todos os differer»
tes pares de cofactores de 1050.

• -c-
! ';

He 1050== 2+5.5.7 ; e por ISso I, 2 , 3', 5 ,e 7
saõ primeiros cofactores.

' ,

Busquem-se agora os diversos productos 'destes fa-
,

.... 5'- I
.
creres

. primos . tornados dous
. a POUt ,; pOlS,'�, ql1e .�

G
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== 2, e he 5' o numero de todos os factores primos,
e enraõ os ditos productos sao todos os primeiros co�'
factores, que saõ numeros cornpóstos •

Pois que os sobrediros productos sao 2 X 3 == 6 , 2 X

5' == IO, 3 X 5 == 15 , 5 X 5 == 25 , 2 X 7 ==- 14,3 X 7 == 2 I,
e 5'X7==35; logo he 1,2,3,5', i,6,IO, 15,'25'
14, 21, e 35 saõ todos os primeiros cofacrores , e os

,

,

105°
segundos sao consequentemente 1050 , -2-

== 5'25 ,

1°50 1050 lOt;'O
'

105'0
- == 3C'0' --- =210, --�- == 15°, -6 ==

3
)

5' 7

I050 10)'0 _ 105'0 _ 105'0
175' ,
- == I05', -- - 70, -_ - 42 ,.

IO 15 25 14
105'0 10,0

== 75' ,.
-- == 5'0, e � = 30,.

21 ))

(I X 1050 6X 17'5 15' X 7°

R'

, i 2 X 525 7X 15° 21 X 5°
esposta • I05'0 ==-<

lOX 105 25' X 42l3
X 35°

5 X. 2IO 14X 75' 35 X 3°
O Q. S. P.

Exemplo 20• Seja proposto achar todos os differen
tes pares de cofacrores de 11025°.

He 11025° == 2.3>53.72; logo 1,2,3,5, e 7 sao to

dos os numeras primos, que sao primeiros cofacrores
de I I0250.

Pois que oito he o numero de todos os numeras

primos, cujo producto. he I I025'0 ; logo .i. au 4 he
2

o numero dos factores primos de cada divisor compos-
to ,que se deve calcular de maior numero de factores
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.

primos, para servir de primeiro cofactor: mas destes

divisores compósros de quatro factores cada hum, só

mente se deve tornar para primeiros cofactores ameta

de delies ,_que vem a ser oito. Eis-aqui pois todos os

primeiros cofactores ,
assim primos como compóstos .

�
I

2

3 2·3

3 3'3 2'3·3

) 2.) 3·) 2'3·5 3'3·) ·2·3'3·)

S 5·5 2·)·5 3';'5 2·3·5·) 3-3-)·5

s )·5·) 2,),)·5 3')·)·5
( 2·7 3·7 )·7 2'3·7 3·�·7

7\ 2·)·7· 5·)·7 )·)·)·7 2'3+7 3 ')·7 2.')')·7

i 7·7 2'7·7 3'7·7 5·7·7

Pracricando agora as mulriplicaçcens indicadas, e

dividindo-se depois 1102)0 pelos ditos primeiros cofa

ctores ,os quocientes seraõ os segundos cofactores .

I43 Applicaçaõ. Seja proposto sendo possível achar
,

os valores das incognitas e, x, Z, e y das equaçoens
u ( x + Z +y ) = a , tc ( ti + oZ +y) �. b ,

z (x + ti +y)
== c , e y ( x+ ti + Z ) = d ,

. sendo a, b , c ,e d numeros

inteiros.

Soluçaõ I.O• De u.(x -\-; Z + y) = a se tira 11 x + (z +

j) u = a, e de x (u + Z + y) := b ,se deduz u x + (z-+
y)x=h; logo (tI- x) (z+y)==n-:-b ; logo u-x

Gii



a-h
=

z+y; sendo pois a> b ,he «'> x : pelo que, quan-

.to maior for o segundo membro de huma das equa�o
ens propóstas , maior he a incognita', que multiplica a

semma de todas as outras incognitas na dita equaçaõ ,

Advirta-se que a incognira , que mulriplica a som...

ma de todas as outras em huma equaçaó chama-se do

minante, e o segundo membro chama-se côrrespondente,
2.° Pois que huma' correspondente he o producto

da sua dominante pela somma das outras incognitas;
logo segundo o que fica dito /(1. 0) ,decompondo o 2.'"

mem bro de huma equaçaõ , que naõ seja o maior, ern
todos os seus différentes

_ pares de cofactores , a semma

de hum dos pares de cofactores he a somma de todas

as incognitas, e deste par de cofacrores , o menor cofa
ctor he a dominante correspondenre , e o outro cofa
ctor he a somma das ou�ras incogniras ,

Pelo que, decompondo cada' segundo membro exce

ptuando o maior, em todos os differentes pares de co
faerores (142) ,_ e buscando depois em cada lista dos

pares de cofactores de cada segundo membro, hum par
de cofactores '1 cuja sornrna seja hum mesmo numero, o '

mener cofactor de", hum par de cofacrores he o valor
da dominante correspondente do segundo membro, a

q uern com pete o dito, par de cofacrores: subtrai ndo ,fi-
•

nalrnente , a sornrna de todas as dominantes' ele todas as

equaçoens ,á excepçaõ da dom inante da equaçaõ
-

de
maior segundo rnembro , da somnia de hum par de co-
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factores ,de que se haja tirado o valor de alguma do·

minante, o resto he necessariarnente a maior dominante •

e Exemplo. Seja proposto àchar os valores das ineo

gnitas das equaçoens;

u(x+Z+Y)==5'I
x (u+z+y)==64

z(u+x +Y)� 75

Y (u+x+z) ==96
Por ser 96 o maior de todos os segundos mem

bros", decomporemos 5' I, 64, e 75' em todos os seus dif

ferentes pares de cofactores (142); e practicando a ope

raçaõ se achará
. 51 == I XS'I == 3 X 17 (*)
64== I X 64==2 X P==4X 16 (*) == 8 X 8

75 == I X 75 == 3 X 25 == S X 15 (*)
.Pois que 3+I7==4+I6==5+I5;logo u==3,x

== 4, e z -:- 5; e' porque 3 +17:'=: 20 =::u + X",-+ Z +y;

logo temos 20 - (3 + 4+ 5) = 8 == y: e com effeito

3(4+5+8)==51 5 (3-+4+8)==75
4 (3 +_5 + 8) == 64 8 (3 +"4 + 5) == 96

O Cl:. S. P. '"

,

N ..B. O par de cofactores de hum segundo mem-

o bra naõ deve ser contempiado ,- se algum. dos dous co

fatores naõ for rnenor . que o menor segundo membro.

\

" I
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Dos numeros inteiros em quanto mulûplos.

\.

I4� "S E C he' O maior divisor de a, e b : digo
ab,

"que c
he multiplo de a, e b."

abI' "

Dem. Seja c �p, e 7==q, ego p, e q saõ nu-

meros inteiros (hyp.), e ternos a == c p ,e b == c q ; e

b I
.a b

por isso a == cp c q; ogo C
== c p q == c p X q == c q X

ab
p;mas- «r=«,» cq==b;logo c==aq==bp;mas q,

e p sao numeros inteiros; logo
a b

he multi plo de a,
c

'

eb.OQ.S.D.

14) "Se c he o maior divisor de a, e b: digo
"que

ab hOe o 'mener multipIo de a, e 'b • "

D
'

c

OS"
a b ab

em. I. eJa - == p, e - == q; logo _' ou aq,c c c

ou b p he múltiplo de a, e b ([44); segue-se também

que a: b ==p,: q (B. Ar. art; 170); deduz-se naõ menos .

gue p: q he irreduzivel (II6); e 'segue-se ainda que
a

ù
zz a c q ,

-

2.0 Se aq naõ he o mener mulriplo de a, e
ù

,

"

d d" I" 1/ "a q- d
sep aq- o ItO menor mu np o, e sep

.

a' ==

, aq-d
p, e

,b
== q'; logo aq - 4 == a p' == b q' ; logo a: b

=« :p' (B. Ar. art. 180); mas a:b==p:q (1.0) ;logo
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p: q=q': pi; mas p: q he irreduzível (LO); logo deve

, ser s= np, sendo' n numero' inteiro (46).
a an

3'° He
-;-

== P (1.0) ; logo 7 = pl1 ; mas np --,t .

aq-d an aq-d(2.°) , e tambem
b =«. logo -c-

=
b

logo 'abn:::=acq-:-cd (B.Ar. art. 178) ; e porque
ab = a c q (r.0) ; logo temos ab n == a b - c d ; mas es

ta consequencia he hum absurdo , por ser n numero in-
.

/ ab
.

teiro (sup.); logo - he o menor multiple de a, e
, c

b. O Q. S. D.

146
.

Applicaçao. Seja proposto achar o menor rnul

tiplo de 2125', e 975'.

Opcrafaõ.
1. Parte.

2I25' 975' == 2

975 : 175 =5'
175' : 100= I

100 : 75' == I

7') : 25 === 3

II. Parte.

975 : 2') = 39,
2125

19125'
6375'

82875'
i-:

- Respósta. ,O. rnenor multiple de � 1225' , e 975 he

8287').
147 Segue-se dos art. 145', e 47 que" o mener

" multiplo. de deus numeros primeiros entre si, he o
,

\

"producto dos mesmos numeros."

148 "Se m, e m' saõ multiples communs de a, b,
,; c) d, etc., e hé m o rnenor multiple de a, b, c ,

,; etc.: digo que ml he multiple de m."
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Dem; ; se � mi nao hel múltiplo dê !fiz, seja m'= mp,

+ q , sendo. p, e q mm�,e.ros· inteiros ,e q < m :' pois.
.

que, a, b, c ,etc. saõ divisores 'de- m (hyp.); logo a,

,b, c, etc. saõ divisores de mp (53); é porque a, b ,

c, etc. saõ divisores. de mi (hyp.), e he mi zz.m p + q

( sup.) ; logo a, b ,c, etc. saõ divisores de, m p + q ;

mas ternos achado que a, b ,i:; etc, saõ "êl,iyisores de

m p; logo', a, b ,c ,-'etc. saõ divisores de (m p +';q )
mp ou de q (2):e 'por tanto 'he q divisivel exacta

mente por a, b , c, etc; ; mas q < ln (sup.}; logo aquel
la consequeocia destróe a hypo : he pois, finalrnente-ç-ss'
mulriplo de m. O'Q" S. D.

I49 "Se m he o .menor mulriplo de todos os ter

;, mos' de huma serie de numeros Inteiros, á excepçaõ
'l do ultimo termo u, e ,hë mi o mener rnulriplo de

"fados QS termos .da dita serie: digo, que m"; he. o

" menor 'multiplo de m; e 'It .'"

" '

Dem: Pois que m' he, o mener multiplo de todos
os termos da. serie (!lYP.); logo m' he múltiplo de

todos os termos, q�e precedem ao ultimo; mas m he
o menor multi pia de todos os terrnos , que precedem
ao ultimo (hyp.); logo' segundo o art. I48 he mi mul-,
tiplo' de m; e porque mi deve ser múltiplo de u

(hyp. ) ; logo mi he múltiplo de m ,e U; mas .1.n' de

ve ser' o mener múltiplo de todos os termos, da
.

serie;
logo m" deve sei' 0. mener múltiplo de m , eu. 'O

Q: s. D.

159 AppliëáçdO. Seja proposto ac-har o rnenor mul

tiplo

/



(57)
. tiplo cornmum dos numeros 6783,3927;$'313 ,'e' 6°90.

Operaçaõ,
I. Parte.

678j ; 3927:::: I

3927; 2856 == I

2856 : 1071. == �

1°71 : 714 == I

714 : 35'7 =='2
------

-,

/

,

He 746I.3:::: 6783 X ��: ; e porque 357 he o

maior divisor de 6783 ,e 3927 (120); logo segundo o

an. I45' he 746I3 o menorvmulriplo de 6783,e 3927-

II. Parte.

74613: 5313:::: 14
2I48�

nI3 ;.231 ==23
746Il

223839
149226
1716099

He 1716099 -= 74613 X 53I3
, e 231 Ile o maior

231
divisor de 74613, e 5313 (120); logo segundo p art.

1'45' he' 1716099 o menor mulriplo de 746I3, e 53 1 3 ;.

e porque 74613 he o - menor multiplo de 678l, ç:.
,: ,

- H
"

. , ,..

'"
-



(S8)
3917:" (I.à parte) '; logo, segundo o art. Î49 he 1716099'"
o menor mulriplo de 678"3 ,3927, e 5'313,

, I
'

III. Pane .

. '

1716099: 6090 ::::281

4980
1089

6090 : 48°9 == i

4809 : 1281 �3
1281 : 966 == r

966 : 3 �5' _:_._3
315': 21= 15"

�090 : 21 == ,290

189
..

17I6099
15'444891
34PI98
497668jIG

,

6090He 4976687JiO == 1716099,X -;r- ,e he. 2I o maior

divisor de 1716099,e 6°90 (120); logo: segundo o

art. 14f he 4976687ib o menor. multiple de 1716099,
e 6090; e 'porque

.

1716099 he o menor multiplo de

,6783 , 3927 ,e 5'313' (lI.a parte) i logo segundo o art.

149 he 497668710 o men()r multiplo dos numeros pro
póstos . "O 'O,: S.,}.J.
e lSI Segue-se dos art. 141,149, e 5'5' gue D' -O me

,�nor nïulriplo xle tres ou mais numeros primeiros en�

,�, tre 'si', tie- o Eroducto dos mesmos �ume�·os. '? ..: ..

lSi'· Segue-se do' art. 2 que" se cada hum dos



·�(s§) .

�, termos da sene N- d, N-: d' , N ....:.-:dfl, etc. hé mul
"tiplo do" seu correspondente da serie' a , a', a", etc. �
),.e· he M multiplo de cada hum dos termos da serie

" a, a', a", etc: -rarnbem cada termo da serie (N- d)
,

" + 1\1
'. eN - 4' ) -+ M , eN - d" ) + M , etc. 1 he

"., multiple do seu' correspondente da serie a, a'".a",
,,, etc. "

15'3 Segue-se do art . .'i ·que" se m naõ he multi-
Id dI d da seri 'I!

" P o e caca .1Ùm os termos a sene a ,.a, a ,�tc. ,

"e he cada termo da serie N - d , N- d" N _:_ d".,
» etc. multiple do seu correspondente da. serie a, a',
" a", etc. : naõ póde ser cada termo da serie eN - d )
" + 11'1 , (N - d') +m , (N- d") + 11'1 ,etc. multiple

./

;, do seu correspondente da serie a, a', a", etc. "

154 Segue-se que" se N�ap+d=a'p'+d'
.

" a''p'' -t- d" == etc. sendo numeros. inteiros a, a' aO'

;; etc., assim tambem p ,p', pl!, etc, e rraõ menos d " d',
�,.d'l, etc. ,. e he ]yj mulriplo de cada hurri das termos,

,; da serie a ,t/, a", etc. :·he N+ M�aq+d�alq'
+ d, - II" + d'l- t 'd q

.

q' qll t m os,
"

' _ a q �.:-. e c., sen o .

'. ',. " ,e c; nu er

" inteiros. "

IH Segue-se" 'dos art. 15'1, Ip,'e 147 que" se

" a , a', till, etc. saõ mmreros primeiros entre si, se p,
" pl, p/I, etc. saõ numeras írrreiros, e· se he juntamente
,,'.N.=. ap +- d �:a' p' + d'-:- ali pli+- d'l ::::: etc•., he N.;�
,i ( a. a'. a". etc. ) n ==á q + d z; a'q' + dl-:-:.a!'qll.+ dII

--:-'!
.

I ,/ . -' • •

'-' etc; ,( em gue' q ,-q" q ',.' etc i sao. numeros
.

inteiros _, �
,-;: também he 1; I}U�:l e��, i� teiro . "

,

L
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•. 15'6 Daqui se. 'tira' que" se hum producto se mos-.

j,. tra ser verdadeiro pela prova dos noves, e dos O!l

" zes ,o dito producto, ou he o verdadeiro, ou diffe

" re do verdadeiro em 9 X I IX 1J ,sen<io n numero In

" te iro. "

157 He IO==2XS; logo IO!11==:(2XS)m==:211ZX,tn,
( B.AJ. ar!. 123) ; logo ".

se m he numero inteiro; �e 101111
'" multiplo de 2m, e de 5.m,.,
.. 1,8 Pois que rain

.

2m X Sm, e sat) primos 2, es;
logo (85)" nenhum numero prime diverso. de 2, e 5', '

,,_ he medida de 10.1It-"

15'9 Segue-se dos art. IS8, e 134 que" nenhuma
"potencia inteira de ro , póde ser multiplo de nume

." ro, que tenha por divisor· algum numero prime di':'
"verso de 2 " es. "

ram m
X ,m.160 Pois que 10111 == 2m X 5111• logo ==

2
•

. , 2JJI X 2
n: 2m X 2n ,

. 2m X'im s": . 10mmas rn--ir- __: n (B. Ar. art. 89); logo temos n�l-il.2 X 2 2
.

2 X2 ,.

�- m

:_-;; ,. mas 2m X Zn .:_ 2m -t" n .( B. AI.art.20) " logo
IO

, 2," 2m�n
5m .

'i:-l"n : suppondo agora que m, e n sat) numeros intei-

ros, nat) pôde ser 2m divisor de Sm (6S): pelo que
" huma potencia inteira de IO nat) pôde ser múltiplo
;;-de potencia inteira de· 2. ,sendo esta de maior êx..

;, ponente. "

,

161 Discorrendo do mesmo módo sé concluirá q\le
" huma· IJotencia inteira de' I� naõ pôde 'ser multiple

,

I
.'

.',



'c 6r)
.;, de potencia inteira de "sendo esta, de maior ex-

'" ponente. "
\ ,

162 ,Segue-se dos art. 1)7, 160, e 161 que" a me-

"nor potencia de IO, que he mulr iplo de potencia de

" 2, ou de 5', he huma potencia' do mesmo gráo, que

" a de 2, e, que, a de 5'."
.

163 Segue-se que" rom +n he a menor potencia, de

"lo,que he multiple de2nl+nX5nl,e de 2m>;'5'm+�",
'164 Seja proposto achar sendo passivei a mener

potencia de IO, que seja hum multiplo de 16.
,. .

...
..

Soluçaó. Temos 16= 24 ; logo segundo o art. 162.

he 104, ou roooo a potenc�a pedida.
I6, Seja proposto, achar sendo possível a mener

potencia de IO, que ,seja hum multiple de 3200.
.

Soluçaõ. Temos 3200 = 27• 52 ;_logo segundo o art,

163 ,he 107 ou 10000000 a potencia pedida.
166 Seja proposto achar sendo possível a mener

potencia de IO, que seja hum multiplo de 3500.

Soluçaff. -He 35'00 = 22• 5' J. 7 ; logo segundo o art.

159, a questaõ 'he impossivel .

J

Dos numeros inteiros em quanto potencias, e

-raizes , sendo os expo�1�ntes numeros intei
ros pOSitivOS.

;r 67 "S E il he" medida, de b: tambem a he me-

,., dida
�

de b"l• ,j - �
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Esta propriedade he huma consequencia immediata

da idéa da potencia, e do art. ,5' 3 •

168 "Se a he numero primo, b numero inteiro,
"e he a medida de bm: digo que a he medida de

"b."
Dem. He a numero prime (hyp.); "logo '( 74) se

a naõ he medida de b,' he a: b irreduzi vel ; logo
II: hm he irreduzivel (58); logo naõ he a medida de

bm (74); mas esta conseq uencia destróe a hyp.; logo
a he medida de h" O Q S. D.

� 169 "Sejaó numeros inteiros a, e b, seja p nurne

"ra primo , e medida de a, e seja V'a == b : digo qU'�
"p he medida de h."

-

Dem. Seja !!__ == q ; logo q he número inteiro-
. ,

p �� m m

( hypo ) , e n zz: p q ; logo v a == Vp q ; mas Y a == b ;
In

- bm•
( hypo ) ; logo yP q == h; logo P q == hm ; logo q == -;

.
' p_

mas q he numero inteiro; logo p he medida de hm;_
mas q he numero prime (hyp.); logo segundo o arr.

I68 he p medida de b. O Q S. D;'
" .

170 "Sejao numeras inteiros ft, e h, seja 'p nurne

"ra primo, e medida de b) e seja Ya == b : digo que'
,_, p he medida de a."

!1t;o-«: He va==b (hyp.); Jogo
á

zz b'" ipor se; p
medida de b (hyp,. )_, he p medida de b11l (167);
mas bm == a (hyp.); logo p lie medida de. a. O Q.
S. D"

([ 71) Se hum numero naõ póde ser medido pela
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unidâde , nem, por submultiple algum da unidade, o dl

to numero naõ póde ser expressado, ou ,medido exa

ctamente. Este numero chama-se incommensurauel , sur

do, e tarnbem irracional.'

( 172)
.

Logo todo o numero medio entre dous nu

meros inteiros consecutivos , que naõ he' fracçaõ im

propria ordinaria, he hum numero irracional.

173 "Se a he numero inteiro maior que a uni

" dade, e naõ Ire Va hum numero inteiro: digo que

" Ya' he numero irracional • "

Dem. Pois que ti> I (hyp.) ; logo CVo) > I ; lo-

go Vadeve ser fracçaõ impropria ordinaria, ou .nume
-:1/

ro irracional (172.); pois: que val naõ he numero in-
'm

_teiro .

( hyp.) : seja Va = -; ',�endo p: q irreduzível )

_ p �_ inq>I ,e p> q; logo a�. (q) -

q1n
(B. AI. art.

I24) : por ser p: q irreduzí vel:, naõ póde ser q11l medida

de pm (6rî; mas P: = a ; logo a naõ he numero
q

inteiro ; mas esta consequencia destróe a hypo ;' logo
':.1/

a :l'la IleV naõ he fracçaõ impropria ordinaria; logo V

hum numero irracional. O Qo S. D.
,

174 Segue-se dos �rt. 173', e 66 que" a raiz de
,

"hum numero prime á excepçaõ da unidade he nu

"mero irracional o '"



( q4)
17, ." Se ti he numero primo, 'e sao numeras intei-

." ros 11'l" en, sendo m> n : digo que ya" he numero

" irracional. "

Dent. He a numero prirno (hyp.); logo an he nu-
"....

,

"
1}l

-

•

_mero inteiro: se se imagina que Va71 == b , sendo b nu-

mero inteiro, deve ser b == aq, sendo q numero intei-

ro (169); e por tanto va7Z==aq ,logo a":»: (a q)11Z;
logo a71 == am X q11Z (B. AI. art. 12-3) ; mas esta cense

quencia he hum absurdo) por ser 11'l > n , e q- numero

ti,!inteiro; logo naõ póde ser \ an numero inteiro; logo
1i)

.

_yà71 Ile numero irracional (173)' O Q,.. S._ D.

176 "Se a he numero primo , se m,.p, e q sao

�nlam e+s
. '" numeros . inteiros , e se m> q : digo que V

" he numero irracional."
Dem. P�is' que a he' numero primo, e sao nurne

.ros inteiros m, p , e. q (hyp.); logo am p + q he numero

inteiro, e he a medida de am p + if : se se imagina que
:"/ m p+q . .

v .a == b ,sendo b numero. inteiro , deve ser b ==
�

ait X r
, sendo n, e r numeros inteiros (169) ; Jogo

am p + if == (al1 X r )m == am 11
X r" (B. AI. art. 123) : st! p

pondo agora que 11 he tal, que naõ possa ser a medi-

da de r; segue-se que am n he a maior potencia de Il,

que he medida
J

de am ti
X r", 'ou de 'a'II p -I- if '; mas.m n

'naõ póde ser igual a m p + q, par ser m medida' de

m Tt
, e naõ ser de m p +q; logo' a naõ he factor em

amp+if



( 65)
am p + IJ o mesmo numero de vezes que a he factor

711 n ....

'
III P + q ni n liZ

em a Xrm;logo (90) a equaçao a zzz a Xr
o :71/ mp+q ... ,

he hum absurdo; e por ISSO v a nao ne numero

- !ll/lIlp+q .' lainteiro; logo (ln) he v a numero irraciona •

, Q. S. D ..

177

mn

He Va
m n

= a
--;n- (B. AI. art. 128 ); mas

mil

ni

1Tïmn II ....

= n ; logo .. a . = a : pelo que, se a) m , e 11 sao DU-

o.

1
111. ln n

meros inreiros , le va numero inteiro : por tants>"
�,se hum numero inteiro he potencia 'de outro numero

" .inteiro ,
a raiz daguelle numero inteiro he numero rn

" teiro ,sempre que o exponente da raiz for medida do

"expon�nte da potenciá."
178 Segue-se dos art. 177', 17), e 176 que" a raiz

,., de huma potencia de numero prirno he numero in

" teiro ,ou numero irracional, confórme o exponente

." da raiz he ou naõ divisor. do exponente da poren-

179 "Se a he numero primo , se a" he a mais al

"ta potencia de a, que he divisor vdo numero inteiro

" b ,e se m he numero inteiro, e mawr gue n: digo

"que Y'b he numero irracional."

Dem. Seja � = c; logo c he numero inteiro (hyp.),
11'

a
11

e b = a Xc; e pois gue a he a maior potencia de
a ,que he medida de b (11YP'); logo naõ póde ser 'a

. medida de c: se se imagina que póde ser Vb = d) seri
I '



!

( 66)
do 4 numero inteiro, he a medida dè tl (169): seja
pOlS _!_ == q ; logo q he numero inteiro '. e d == aq; lo�

ft

1Il
b

m m

"b n

go aq==V'b;logo zz;a xq ; rnas . ==a XC; logo
ali X c == ali" X qm; mas m> n (hyp:), elle a" a maior

potencia de a, que he medida de an, X � ; �ogo (90)'
. m. m

.

a equaçaõ an X c == a X q . he hum absurdo: e por IS-

so naõ pôde ser Vb numero inteiro; logo (I73), he

Vb numero irracional. O 0_. S. D.

I80 "Se a he numero primo, se m ,p ',e q saõ

" numeras' inteiros ,sendo ln> q, e se ain p + 'I he à

"maior 'potencia de ti, que he di y isor do numero rn-

" teiro b : digo que Vb l1e numero irracional,,,
Dem. Seja b: am p + 'I == C; logo c he numero mtei

'TO ( hyp.) , e b == C X am p + 1 ; e pois. que_am p + 'I he ·a

'maior potencia de a" 'que he divisor de. b -( hyp.) ; lo

go naõ pôde ser a medida de c: se se imagina que
'(lb == d , sendo â numero inteiro, deve ser tI == a" X �

,

sendo r numero inteiro (I{:)9) : seja n he ral , que naõ

possa
�

ser a medida d-e � :
-

par ser d == an X r , -e d:::::
Vb ; logo Vb == a�;x'r ; logo 'b == (a'l X r yn; logo b ==

aml1 X r"
.
( B: -AI. arr. u3) ; mas' b "am p + 'I X C ; logo

deve =e+s X
- m n X

m '" I
.

1reve ser a· c - a �; mas m n nao le rguaí
�a m p + q ,por quan�o m he medida de m 11 ,-;-e naõ he

de mp + q-, e he am P_+ 'I a maio-r poten,cia de a , que
he divisor de a'" p +'1 X C ,. e he .l finalmente

. .) a" n
a
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maior 'potencia de a , Gue Ile di visor dé am ti

X r.

logo '( 90) a equaçaõ a11l p-+ fi X c

'

alii n

X i111 he hu
__ui

m

absurdo ; Jogo nàô póde ser vb numero inteirá ; logo
<;

111

CI73) Vb he numero irracional. O Q. S. D.

18 r Pois' gue a' rai z de hum' producto Íle o pro
ducto das raizes dos factores (B. AI. 'art. n,8) ;' logo
( 178) "a raiz de hum producto de potencias de nu-

"meros primos he numero inteiro, sempre gue o ex-'

"pol'lenre da raiz for' divisor de cada hum dos expo
" nentes das potencias."

I 82 Segue-se dos art. 181, ISo, 179, e 173' que
" huma raiz de hum numero inteiro composto, he i1U

"mero inteiro ou irracional , confórrne o exponente cla

"ràiz he, ou naõ divisor de cada hum dos exponen
,,-tes das mais' altas potencias de numeros primos, cu-

-" jas potencias saõ divisores do dito numero compos
" to • ;',

,183 "Se o;p, e q ,s3.5· numeros inteiros , e. he o

"numero prirno , sem que .seja medida de q: digo que

" \I(ap +q)� he numero irrràcional.".
_

'11'..
•

Dem. Se se imagina que he vCa,p + q ) a zz: b
, sen-.

do b numero inteiro, deve 'ser b '_'a è , em' que c .he
numero inteiro (1'69) ; log? YCap+q)a=:..ac ; log?
oCa p + q) zz: C a c)'1ll =:.. am Xcm: por ser p numero intei-

1'0, e q < a (hyp.), naõ póde ser a divisor de a p +

q; e por isso a he huma só vez factor em a C ar+
I ii
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q); mas 'o .he mais de huma vez, factor' em am )<c111;
logo (90) a equaça.Q, (a p + q) o = e" X cm he Innu
absurdo; togo V ( o P + q ) a , ou' b naõ póde ser nurrre

ro inteiro � Jogo (173) Ve op+ q)o he - numero irracio
nal. O Q S. D.,

r84 Segue-se imrnediatamente que" se hum nume

,,1'0 inteiro, compete á fôrma 911 -r- 3" ou á fórma-.

" 9'n + 6
, o dito numero naõ tem raiz commensura

" vel, seja qualquer que for o exponente da raiz,,,

185 "A raiz de hum numero intei-ro, que term i na

"em cifras, he irracional, sempre que 0 exponente da

-" ra iz n aõ for medida do numero das citi-as."
Dem. Seja m o exponente da raiz; logo mp + q

deve ser o nUl:nero das cifras , sendo p = o ,ou nurne-

"ro inteiro, e q numero inteiro, e mener qqe m, Sup-'
pondo agora que N representa numero inteiro , que
tem algarismo significarivo na casa das unidades, he N _

X Iam p + q' a expressaõ geral de todos
-

os numeros in

teiros ,que saõ o obj-ecto d'a nossa proposiçaõ .

He .10=2X5;10go lC.imp+fJ==2mp+fJX5mp+fJ'
(B. Al. art. 123) ; logo NX2mpot-fJ X 5mp+q :'_Nx

«rr+». Se se'imagina q.ue VNX-;,mp+1X5mp+Q
== d, sendo d numero inteiro, deve ter d por diviso

res os numeros 2, e ') (169): suppondo pois que 2"
he a maior: potencia de 2, que he divisor de n , e que

5$ he a maior potencia de '), q.ue he divisor de' a; de-
,

ve ser o == 2" X 5$ X b sendo b numero inteiro (79 ",e .

'
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128) ; pelo que, temos 1vNX 2m p+q X S111 p+q == 2r X 51
Xb.; logo NX2mp+9X5mp+q==2mr X 'imsXbm (B .

Al, art. 123)�'
. O numero N, por terminar em algarismo signi

ficarivo "nao póde ser divisivel exactamente por 2,

e por 'i junramente ; e por isso, ou �m p + q he a maior

potencia de 2, que he divisor de NX2
ni P + q X 'i111 P + li,

ou 'il]! p + q he a maior potencia de '), gue he divisor

.

de NX2mp+lJX5?IP+IJ; os numeros m r , e ms tem

por medida o numero m, e este naõ he medida de

m p +- q ; logo naõ póde ser· m r == m p +- q , nem ms

== m p+- q ; e por tanto, ou o numero 2 naõ he o

mesmo numero de vezes factor em NX 2"! p + q X s" P + q

que em 2m,' X 'im.: X bm', OU O numero s naõ he o mesmo

numero de vezes factor em N X 2
ni P + 'I X 5m P + 'I que

em 2m,. X 5111 S
X bm ; logo (90) a equaçaõ N X 2m p + q

X 5n1p+ 'I == z" r X· 'im S Xbm he bum absurdo; e por tan

to naõ póde ser VN X 10m p +. q hum numero inreiro j
ni

.

logo (173) \IN X rom p + 'I he numero irracional. O Q.
S.D.

•
186 Logo". o . numero inteiro, gue naõ termina em

"numero par de cifras,· he quadrado imperfeito', O

" numero inteiro, que naõ termina em 3" 6 , 9,. etc. ci

" fras , he cubo imperfeito."



Das series dàs potencias semelhantes dos ter

mos de huma progressaõ aritbmetica , cu-
• "..J

••

JOs termos sao numeros tntet!:os.,
, (187')' D E-dllzind� da serie a, i . c, s, e, etc. a

serie C b - a), C c - b) ,C d - c ) , ( e - d), etc. ,e des

ta deduzindo a-serie (c._b).;_(b-a), (d�c)
(c - b) , ( e - d) - ( d - c) , etc. ; e assim por dian

te', e se desta sorte se chegar. a ter huma serie, cujos'- -

termos sejaõ todos iguaes entre si: dizemos que a :se-·
rie primitiva _a , b, c , erc , he capaz de differmças
constantes : a primeira serie deduzida da primitiva cha
ma-se serie de primeiras differençãs"; a deduzida da

de primeiras differenças chama-se urie de segrmdas'
differesças ,e assim por' diante; finalmente, a serie de

differenças ,cujos termos sao todos iguaes entre si,
chama-se serie de d�lfere!tças constantes .

. (188) Achar o termo geral de qualquer sene capaz
de differenças constantes.

Seja a, b , c ,d, e ,J, e g, etc. ,a serie capaz de

differenças constantes ; logo a' serie de primeiras diffe·'

renças he,Ch -a), Cc - b), Cd -c), Ce- d), (f-e),
(g -f) ,etc. Logo a serie, de segundas differenças he:

(c..,-b)-(b-a) 'c-zb+a

(d - c ) - ( c � b) = d-o 2 C + b



, C7I)
(e"':"__ d) --- (d- c) == e - 2 d + c

(f-e) - (e-d) ==f- 2 e +d -

(g-f) - '(f-e) ==g - 2f"+ e

etc.

Logo a serie de terceiras differenças. he •••••• �
, .

( d_""2 C -1- b) ---: ( c - '2 b +. a) == d -3 c+'3 b - a

( e - '2 d + c) - ( d - '2 C + b ) == e -3 d + 3 c - b

(f-< 2 e + d) - ( e - 2 d + c) ==j -3 e + 3 d - c

(g-'1f+e) -, Cf - 2e+d)==g-3f + 3 e -d'.
érc .

Logo a serie de quartas differenças he ••••••• :

(e-3d+3c-b)-(d;_3 c+3b-a)==e-4d+,
6c-4b+a
(f-3 e+ 3d-c) � (e- 3d+ 3 c-b )==f-4 e+

6d-4c+.b
"

.

. (g-.3f+ 3 e-d) -:(f--1 e + 3 d -'c_) -,g-4f+.
6e-4d+c

..

etc.

SuPP?ndo agora •• �••
,

.

.IJ==b-a

B,. C-2 b+a

C=.d-3c+3b-a
, D==e-4d+6c-4b+a
E=:f-s e+ IOd- Ioc+sb-a

'-

F==g-6f-:t-Ise+'1od-' 15c+{b.+a

"
'

etc:



.-

te,HOS as seguintes equaçoens .••.•••..•••.••••••

1.'1 b=-A+a .... (A)
a

C=-B+2b-a2.

3.a d=C+ 3 c� 3b +a

4:a e _. D + 4' d '_:_ 6 c -I- 4 b - a

'j.a f=E +,e- IOd+ IOC-5' b +a

6.a g' F+6f-I;e+20d-I5c+6b-a
Substituindo agora na 2.a equaçaõ, em lugar de

b o seu valor , tira�o da equaçaõ (A), temos .••.•

(B) ... c=a+2A+B

e por 'tanto ,o 3°' termo da serie primitiva he a som

-rna dos productos, que" resultaõ dos numeros ti,.Ii J e

B mult iplicados respectivarnente pelos termos do des

envolvimento de (I+IY.
Substituindo na 3.a equaçaõ em Jugal' de b � e 'c

os seus respecti vos valores, tirados das equâçoens (A),\

e (B), temos •...•.•......••...•...........••

(C) ••. d-::::::.a+3A+3B+C
'e'

•

por' tanto, o: +0 termo da serie primitiva he a

somma dos productos, que resultaõ das quantidades 'o,
A, B ,e C rnulriplicadas respectivamente pelos termos

do desenvolvimento de (1+1) J.

Subsrituindo , finalmente, na 4.:1' equaçaõ em Iugar
de b , c, e d os seus respectivos valores, tirados das

equaçoens (A.), ( B) , 'e (C) ,temos, •.•

-

•.•••••••••
,

,

CD) ... e = a+ 4A:+: 6 B +4C,-I- D �
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e por tanto., o ).0 termo da serie primiti va he a som

ma dos productos, que rcsultaõ das quantidades a, A ,

B ,. C, � D multiplicadas respect iv amente pelos tenros.

(lo desenvolvimento de (1+1)4.
Pelo que, suppondo que 11 he o numero dos ter

mos da serie primitiva, deve ser ••......•....•..•

. .

(n-1)A (J1-r)(n-2)B (n-1)(1J-2)
.

a+ +- +.
. X

I I • 2-: I • 2

(n -3) rr (11-1) ('1-2) (n -i) (n-4') D +--""'-
v + etc.

3 I. 2. 3' 4

o termo geral da dita serie, ou de huma .serie capaz
ae differenças consrantes , O Q. S. P.

,C 189) Achar o termo sommarorio de qualquer se

rie, gue seja capaz de differenças constantes.

Se no segundo mem bra da equaçaõ C B) se' supri
mir a, e se'" tomar a em, Ingar de' A ,e A em lugar
de B, teremos 2 a +' A; e porque A=:: b - a ; logo

a+b=:'2'a+A
Se no segundo membro da equaçaõ CC) se supri

mir
.

o primeiro termo a, e se depois se tornar a em

lugar de A, A em Iugar de B, e B em lugar de C ,

teremos 3 a + 3 A·+ B; e porque A
.

b - a, e B =:. c

b 1
.; •

- 2 +·a; ogo ....�.............;.... . . . . . .
.

. a-t-b+c:-:-3;a+'3A'-t-B�.
Discorrendo do mesmo rnédo se achará ; que a som-

, ma dos quatr� primeiros termos da serie primitiva he
.

4a+ 6A+4B+C
K
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e que a semma dos cinco primeiros termos Ile

';.1+ IOA+IOB-t-;C+D
Pelo que , a

-

fórm�la geral da sornrna , ou termo

sommarorio de qualquer serie capaz de idifferenças cons

tantes, de que n he o numero dos termos, he a se-

.... �

.guin te •••• , .•• , ••••••••• o' •••••••••• e ..

,

n(n-rl A n(n-r) (n-2)
na -+ '+
,

I. 2' I. 2. 3

�_.� n - I ) (11- 2) en _; 3) c -+ etc.'
I. 2, 3· 4

'

em cuja fórmula a he ,o ra, termo'da serie proposta ,.'

A o 1.0 termo da ser ie de primeiras differenças ,B o

10. termo da serie de segundas differenças ; e assim por
diante :' final men te , a dita fórmula termina no terrno ,

em que he factor o r ," termo da serie 'ae ditlerenças
constantes . O ct- s � P.

'

190 "Adar a semma da serie dos quadrados dos

,
termos da pr ogressaõ arithmetica p, p + d ,p + 2 d"

:, etc. ,de que n he o numero dos termos."

B+

SoluÇlto.
Serie de primeiras differenças ••••.•..••••••.•.

Cp -\- d)2 =t" == 2pd+ d/".

(p+2d)2 --(p'+ dY:_ ,2pd+3 d2

(P+3dY- (p+2dY ==2pd+;d2
,

'

(p+ 4d)2 - (P+3d)2 == 2pd+ 7 d9._
etc.
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Serie de segundas differenças o o o o o o • o o o •.•• _o ••

( 2P d + 3 d2) - (2 P d+ d'l) = 2 d2

(2 pdT) d2) - (2P d +3 d2)
,

2 d?

( 2 P d+ 7 d2) - ( 2 P d +5. d2). 2 d2

etc.

Logo a serie p"-, (p+d)'\ (p+'2d)'l, (p+
3 d) '2

, erc . he capaz de differenças constantes o Con

trahindo agora ao pn�zente caso a fórnfula , que se a

chou no art. precedente , te.110s •........•........ o.

n p
�
+ _!ti n -.!J. (2P d + (p ) +

n (n - I) (n - 2)
• 2 d2

I. 2 I. 2. 3

par somma da serie propósra , O Q,... S o P o �

.

I91 Suppondo agora p= r ,e d :z I ,he p , p + �_
d, P + 2 d ,p + 3 d, etc. a serie des numeros natui aes;

e ternos: 2 p d + d? = 3 ,e 2 d? = 2 ; e par tanto j, a

,; sornrna da serie dos quadrados dos termos da se-

"rie dos numeras naturaes , de que 1t he o numero

n dos termos, he a seguinte fórmula

n+ n(ll-r) X3+ n(n-I)(n-2} X2.,lo 2 I. 2 o 3

" que se reduz a esta

192 "Achar a somma dos cubos dos termos da
"ptogressaó arithrnerica p, p + d, p'-t- 2 d, etc. , de que
"n he o numero dos termos."

Ku
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•

A sene de pri�eiras differënças he ....•..•... �,.

(p + d)'f- P l = 3 p'1 d-+-3 P d? + d;

(p -

2 d) J.- (p.+ d ) I = 3 P
2 d -'r 9 P d'1 + 7 dl

CP + 3 cl) 1 - "( p + "2 d) J = 3' p
2 d +' 15 P d'1 + 19 d J

(P+4 d)J- (P+3d)l =3P2 cl+2lpd2 +37dl_ 0

ç p + 5 d ) J
� (p + 4 d) J ;_ 3 P

'2 d + 27 P d2 + 6 I £f
etc.

A serie de segundas differenças he ......•..•.• .:

(3p2d+ 9pC{2+ 7dl) -'(3P2d-'r- 3pd.2+ dl")
::Z6pd2+ 6dJ .

c

(3P2d+_I5pd2+19d1) - (3,p2 + 9pd'2-+ 7dl)
=6pd2+I2dl

/ (3P2d+2Ipci2+37dl) - C3P2d+I5pd2 +19dl.)
=6pd2 + ISdl

(3p2d +27 P d2"+ 61 dl) (3p2 d + iIp d2 + 37 dl)
=6pd2+ 24dl

etc.

terce i ras differe n ças he ..•......•. a.

(6pcZ'J.+I2dl} -(6pd2'-t-6dl)=6d1
( 6 P d2 + 18 dl) - (p d2 + I2 dl. ) = 6 cl s

� etc..

Logo a serie propóstá pl, (p+d)l, (p+2d)i,. etc,
he capaz de diílerenças constantes. Contrahindo pois
ao prezenre caso a fórmula geral do an .. 189) temos
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n Xpl + n( n- I )XCp2 d+3pd2+di) +

n (n- I) X
I. 2 I. 2.

(n-2) (6pd'l+6d1) +
11 (11_ I) (n-2) (n-1>x

3 1. 2. 3' 4

6d1

por fórmula da semma da serie propósra , de que 11

he o numero dos termos. O Q. S. P.

- 193 Suppondo agora P == I ,e d :z: I; he p, P -I- d �

P + 2 d) P + 3 cl
, etc. a serie dos numeros naturaes ; e

. temos (3p2 d+._pd'l +d1 )=::'7, (6 pd2 + 6 dl) =::. 12,
e 6 dl =::. 6 : e por tantoj, a somma des cubos dos ter

"mos da serie dos numeras naturaes , de que o nu

"mero dos termos he n, he a seguinte fórmula

1J(n-r)X +n(n-r)(n-2)X +l1(n-r)n + 7 12·-
r. 2 r. 2. 3 r . 2

X(n-2)(n-3) 6---------"--- X ."
3' 4

'194 Finalmente, deduzindo-se ele huma serie de po
tencias semelhantes dos termos de huma' progressaõ
arirhtnerica , as series de primeiras', de segundas, ele .

terceiras ,. etc. differenças, se encan trará huma serie de

'differenças constantes, e se adiará gue o numero das

series cl e diflerenças ,"desde a de primeiras diílerenças
até á de diílerenças constantes' inclusivamente ) he o ex

ponente da potencia , gue se conrernpla : subsrituindo
pois na' fórmula

11 a +
n ( n - I) A -I-

n ( n - I ) ( 111 - 2) B + etc.
r . 2 _ 1. 2. 3

do. art. 1.89' em. iugar de a o r". termo da serie
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propósta ; em Iuga r de A o 1,° termo da serie de pn
meiras differenças ; em lugar de B o 1.0 termo da se

rie, de segundas differenças ; e assim por diante, athe

se contem plar o I.
o

termo da serie de diflerenças cons

tan tes, se terá a fórmula para calcular a somma da se

rie propósra ,

195' Pois que hum termo qualquer de huma serie

de differenças he o immediato do seu correspondenre
da'serie immediata precedente menos o dito termo cor

respondente: por exemplo, o primeiro termo da segunda
serie he o segundo da primeira menos o primeiro da

segunda; o segundo da segunda he :o terceiro da pri-I

meira menos o segundo da primeira: logo. contemplando
as series, de differenças desde a' de dífferenças consran

te� para a serie de primeiras differenças, temos gue hu�
termo qualquer de huma serie de differenças , he a som

ma do immediato precedente corn o termo seu corres

pendente da serie immediata precedenre ; por exemplo, 0

segundo
.

termo da segunda serie he o primeiro da se

gunda sommado com o primeiro da primeira; o setirno

da terceira he a somma do sexto da terceira com o sex

to da segunda. Daqui se tira hum methode facil para
lavrar huma taboa das potencias inteiras semelhantes dos

termos da serie dos numeras naturaes ; cujo methodo he

hùma operaçaõ inversa á de buscar a serie de diffe

renças constantes : cis-aqui hum exemplo sobre os cu

bos.
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Operaçaõ para achar a serie de differenças constan

tes, incluída na serie âos cubos das termos da Se-
.

rie dos numeros naturae s ,

Serie de cubos - - - - - - - .;. - - I I 8
,

- I

Serie de primeiras differenças - - - 7

27 641 12$'
- 8 -27 - 64'

19' 37 61
-

7
-

19 :- 37
Serie de segundas differenças - - - - - - - 12 18 24

\

- 12 - 18
Serie de differenças constantes --_.:- - - - -'--- 6 6

Operaçaõ para achar a serie, dos cubos dos termos

da J'erie das numeros naturaes ,

Serie de dif. const. 61 6
.

6 (;

+I2�+18
+ 24 + 3c + 36 etc.

Da d
as

d'c• re 2. U. 12 :t8,' '24 30 36 42 etc.

,

+ 7 +19 +37 + 61 + 91 +127 etc.

n', de Ias._ - -7 19 37 61 91 J27 169 etc.

+ I -{- 8 +27 +64;+125 +2It +343 etc.

Cubos--

If 8. 27 64 J251" 216 343, 512 ,ère.
Raizes - I

2 3
_ 4 5 6 7 8 etc.

6 etc.

Dos numeros polygonos.

196 O S numeras polygonos sao as sommas dos
termos consecutivos de huma progressaõ arithrnetica , de:
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que o pri�ne;ro termo he a unidade, e a differença
he hum numero inteiro: por exemplo 1,(1+2),(1+
2 -\- 3 ), (I --1- 2 + 3 --1- 4) , etc., ou I, 3 , 6, IO , etc.

saõ numeros p_olygol1os.
197 Os numeros polygonos denorninaõ-se triangu

lares, quadrados, pe1ttagonaes, exagonafs, etc--. confor:
me a diíferença da progrcssaõ arithmcrica (que se

póde chamar j!rogressao geradora) he I, 2, 3, ou 4,
etc .

- 198 Denomina-se serie natural de numeros polygo� .

nos a huma serie ascendenïe , cujos termos S3Ó eis nu

meros po�ygonos de huma mesma classe, principian-.
do a serie '-pela unidade , e seguindo-se depois os nu

m�ros polygonos de 'huma mesma classe, sendo cada

hum delles, o immediato inferior .ao que se lhe' segue.
-,

199 O numero, que représenta a classe de hum nu

mero polygono chama-se indice; por exemplo, 3 he o

indice do numero triangular; 4' he o indice do �ume
ro quadrado; e 5 he o indice do numero pentagonal,
erc. Advirta-se que o indice de hum numero polygo
no , au de huma serie de numero polygonos he nes

tas "invceugaçoens representado por d.

200 Segue-se que" a differença dl progressaõ gera
" dora de hum numero polygono, ou de huma serie de

"numeros polygoneis he d- 2. " _

O d cl -' dora'201 numero os termos . a progressao gera ora

de. hum numero polygono chama-se raiz do dito/ nu

mero



(SI)
mero polygono. Advirta-se, que n representará a raiz

de hum numero polygono de qualquer classe.
'

202 Segue-se dos art. 196, 198 ) e 201 que n re

presenta o lugar de - hum numero polygono na sua res

pecriva 'serie; isto he, n zz: 1 , n = 2, n = 3, erc . , con

forme o numero polygono he' 1.0, 2.° , ou 3'° ,'etc.
termo da sua respecti va serie.

.-

203 Pois que hum' numero "polygono he a -sornma

cie huma progressaõ ariihrneticaj' de q�e o pùmelro ter

mo he a unidade, a differença "he o indice menos duas

unidades, e o numero dos termos he a raiz.":do�dito
numero polygono ( 196, 200, e_ 201 }; logo (B. Al. art.

231 ,e 2 p ) "a fórmula ( 1 + ( I + n - I X d - 2 ) )
/ ." ..... -

.11
'd

- (n'2_n) (d- 2) h
" X - ,que se re uz a esta + n e

2 2

"o termo geral de huma serie natural de. numeras

" polygonos, de gue d he o, indice, e n o numero dos

" termos , ou a fórmula do numero . polygono, de que
"n he a raiz, e d o indice."

204 Substituind� ag�ra no termo geral da serie geral
dos numeros polygonos, successivamente 3,4,5,6., etc.

em lugar de d ,ou do indice, temos a seguinte taboa
da de fórmulas dos numeros triangulares, quadrados,
pentagonaes , exagonaes , etc .-

L
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Taboada de fórmulas 'de numeros poljgonos.-

III. gano
n(n-r)xr

+n=
n (n + r)

'2 2

IV. gono
n (n�I)X2

+n= n2
2

V. gono
� (n-r.) X 3 +n= 3 12'2 _:. 1t'

'2 2

VI. gano
1! en-r) X4 -l- n == 2n2-n

2

VII. gano
n (n-r)x5' - 5 n? - 3 n

. . + 1t -

2 2

VIII. gano
n(n-r)x6 +n== 3n'2 - 2 n

2

IX. gono
n(n-I)X7 +n= 7 n2 - 5' n'-

2 2

X. gano
n(n-r)X8 +n== 4 n'2 - 3 n

2

XI. gano
n (n'-I) X 9 + n == 2n'2-.7.n

2 2

XII. gano
n (n _�:0XIO +n= 5' n? -4n

2

• 205
'

.Suppendo
.

que N representa hum numero po
lygono qualquer ) deve ser- pelo arr. 203 ) N ==

(n2__:_n) (d-2)
.

-

,__--�-_.:... + n ; logo desembaraçando n , temos
2 .

que "a equaçaõI
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"he a fórmula para calcular a raiz

'

71 de hU111 nume

,,/0 ,polygono N, por meio do dito numero, e do
'

"seu indice d."
�06 Segue-se que" se N he hum numero polygo

"no, e d o seu indice, deve ser 8(d'_2)N'+
'" (d -4)2 hum quadrado prefeito', e consèquenfemente,'
"se' 8(d-2)N+.(d-4/' naõ he quadrãdo per
" feito, enraõ naõ póde ser N hum numero polygQl1o;1
"de que d he indice ..

"

,

�

207 Pois que N=(n2_-n;(d--2) +: (203yl
, 2(N-n)logo" cl =

n �lt _ 1 J '-+;,2 ,he a fórmula _para

"cular o indice d de hum -numero polygono N ,

"mew do mesmo . numero, e .da sua raiz n.",

208 Segue-se que se N he hum numero rolygcro ,

e 11 :.1 sua raiz, deve ser n (1Z- I) -hum divisor exa-.

eta de 2 ( N- 11 ) : e consequenremenre j, se ']0 eN - n)_
,

"nao he multiple de n � 11-r) , naõ ,pód'c ser N hum

"numero polygono, de que a raiz he 11."

cal-

por'

209 Pois que d- Ille o LO termo da serie dé

primeiras .differenças , que se deduz da serie natural de'

numeros polygonos, de que o indice, he d) e he d - f

a 1.0 termo -da serie de segundas differenças, gue nes

te caso he serie de differenças constantes: segue-se que
substituindo na fórmula

, an +
n ( n - I) A'_;_ n ( n -:- I ) ( n - 2) B + etc.

2
,

,2.' l'
L ii
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do art. 189 a unidade em' lugar de a, d-I em lu
gar 'de A, e d - 2 em lugar de B "o resultado

n+ n(n-I)
X (d-I)+ n(lz-r)(n-2) x,

2 �. 3
(d-z),

"CJue se reduz a
( d - 2 )- 11 i + 3 n2 + ( r,_ d) n

6.

"he a_ fórmula para calcular a semma de huma sene

"natural de numeros polygonos, de que n he o nu

",mero dos termos, e d o indice."
2 IO Substiruindo agora successi vamente 3, 4, 'i , 6,.

etc. em lugar de, d na fórmula

( d - 2 ) n; + 3 n2 -1- C ')
- d ) n

6

os resultados sao respectivamenre as fórmulas para cal:':

cular cada huma das différentes series naturaes de nu

meros polygonos: taes sao as seguintes fórmulas" em"

as quaes n représenta o- numero- dos termos ;

,

\
.

I
II
If
Ii
Ii
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Fórmulas das termossommatorios das series naturaes

dos_ numeros polygonos, de que n he raiz.

lIE ganas
11 1 + 3 n" + :2 1t

6

IV, ganas
'2 n; + 3 11

2 + 11
.

6

311; + 2 112
V. ganas .

• :J '

6

VI. genos
411>+�112-11

6

VII,' genos
5' n1 + 3 1Z2 -�2 11

6

VIII.
6n1 +3n2-3 n

ganas 6

.IX, ganas
711;+3112-411

6
-

- -

r: X. genos
8 � i '+ �-11� -

') 11

6

XI. genos
9 l1i +i 112_ 6 n

6
.

XII" genos
rol1>+3n2-71t

6

etc.

:2 I I Com as ballas fórmaõ-se pílhas , que tem po.r
baze hum triangulo equilatero, e o numero de ballas ,.

que contém as camadas, conta das do vertice para a

baze ,constituem huma serie natural de numeras trian

gulares quando a .pyramide , ou pilha he completa; e:
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da fórmula 1$3+3n'1+ 2n

6

calcula o numero. das ballas de huma tal pilha, em que
n representa o numero das ballas , que contém hum la

do qualquer da' baze da pilha triangular: por exemplo,
se o lado' da baze da' pilha contém 20 ballas, o nu
mero das' ballas , que

,

comprehende a dita pilha he

20;+ i X '20'2+ 2. X 20
6

6
' _, ou 15 o •

212 Seja proposto sendo possivel formar com 15'60'
b:lÎlas de hum mesmo calibre huma pilha triangular.

Soluçao. 1.0 Suppo rrdo que x representa o nume

ra das ballas, gue deve c�nter o, lado da baze da di
ta pilha, deve ser se gundo o art. precedente ..••..•

x;+3X'2+2X .
'

--=--6, == iS60; logo x'+3X'2+2X==9360:_
e por ISSO tc? + 3 x + 2 ==

9360
x.

2.° Pela natureza 'da questaõ deve ser x hum llU-

" .

'2 _ 9360 ( 0).mero mteiro ; e porque X' + 3 x + 2 -

X I.,

logo deve ser x hum divisor de 9360.
3'° Pois que x' +3 x'1+2X::=::9360 (1.0) , e naõ

pode ser x < 3 ; logo x' » 9360, e por tanto he x >
-3

"
,

-

,/3I20 :_ e pois que xi == 9360 -

3 x'2 - 2 X , deve
, . �

ser x < y936ó ': pelo que, o valor de x deve ser

hum divisor de 9360, que naõ seja mener ,que 15,.>I

nem maior que zr ..
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4.° Pois que 9360�24. 32• 'i. 13.; logo o valor 'de

. x ,deve ser hum d,OS divisores 20, 18 , 16, e 15' de

9360 : substituindo , finalmente, 20 em lugar de x na
equaçaõ x' -I- 3 XZ -I- 2 X == 9360, a dita equaçaõ naõ

se desrróe ; e por tanto, corn 1;60 ballas de' hum �
mes

mo calibre fôrma-se huma pilha triangular· completa)
. dando-se 20 ballas ao lado da baze . O Q. S. P •.

-

N. B. Se nenhum dos divisores 20, 18 , 16, e 1�
satisfizesse a equaçaõ xLp. 3 x2+ 2 x == 9360 ,a questaõ
seria irnpossivel .

213 T'arnhem se fórrnaõ pilhas, gue tem por, baze
hum quadrado , em �ujo caso a fórmula para calcular

o numero das suas ballas he
2n'-I-"n2+nj

.

6 ' em

gue n représenta o numero de ballas do lado da baze

da pilha (2 IO) : por quanto os numeras de ballas das

camadas da dita pilha, consideradas a's camadas do ver

tice para a baze , constituern a serie dos quadrados dos

termos da serie dos numeros naturaes : .pelo que, se o

lado da baze da pilha quadrada contém 25 ballas ,
o '

,

numero de ballas , que fórrnaõ a dita pilha he •••.•• ,

2.X251 +3)(252+25'.

ó ' ou 5P5·,

214 Seja- proposto sendo possível formar com 552')
ballas de hum mesmo calibre hûrna pilha quad: ada .

Soluçaú. Supporido g,ue » reprezenta o numero'

de ' ballas , que deve conter o lade da baze da pilha

quadrada, he
2. xi +3 x2 +x

6 5525 (2I 3} ; lego-

f
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2 �;+ 3 x2+ x

.

331JO� logo 2 X2+3 X+I =:" 33;;�.;
e pqrque X he numero inteiro pela natureza da ques

tao; logo deve ser x hum" divisor de 3315°.

Ve-se gue he x> 3 , e por" isso 2 .X"! > 3 x'?, e >

x; logo 2 xi > i3 ;50 ;logo x' > i3�50 ; logo x >.

V)525; de que se segue- gue o rnenor valor de x

naõ pôde ser mena; gue 17. Por ser 2 xl + 3 x2 + X

.. I' <
.3; 33150

.

.
3315°, he 2x'<33I50; ago tc V 2 ,e

por isso o maior valor de ta naõ pôde exceder a

25 : de tudo que fica dito se conclue , que o" valor
,

2x'+3"'X2+xde x para satisfazer á equaçaõ
. 6

== 5)25,

ou á equaçaõ 2 x' + 3 x2+ X = 33150., deve ser hum
divisor de 3315'0 , que naõ seja menor que 17, nem
maior que 2J; e pois que os divisores de 3315° com

prehendidos naquelles limites, sao 17, e 25 '; logo ou

o numero 17, ou o numero 25 he o valor de x , se a

. 2X25"3+"'X252+25
q uesraõ he possivel : mas

'

6
-

55'25' ;

logo com 5�25 ballas de hum mesmo calibre forma
se huma pilha quadrada completa, dando 25' ballas ao

..- lado da baze da pilha. O Q. S. D.

21; Tarnbem se formaõ com as ballas humas pilhas
denominadas oblongas ou rectangulares: l;uma pilha
oblonga he composta de camadas rectangulares, os nu

meras
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numeras de ballas dos lados das camadas da mener fa=
ce da pilha constituern a progressaõ dos numeros natu

raes .l e os lados das camadas da maior face consti
tuern huma progressaó arithrrietica , cuja diflerença he a

unidade; de sorte que os lados das camadas da menor

face da pilha saõ os termos da .serie 1,2, 3, ••.•• n ,

sendo 12 o lado
-

da haze, e os

-

lados das camadas
da maior face saõ os termos da serie 1 +- a ) .;L +-a,

3' + a , ...

-

.. n+ a : logo. os t�rmos da serie (1+ a),'
2 ( 2 + a) , 3 ( 3 + a) , . • . • • .• n (1't -I- a) , ou os

\

da serie I·.:I-a, 22+'2a, 3:2+3a, ..... n2+ na

saõ respecrivamenre as camadas tomadas consecuriva
mente do vertice da 'pilha : logo o nume!o das ballas
da dita pilha Ile (I + 22 -I- 32 +- ..... -I- 722 )-+
C 'a +- 2 a + 3 a + '. . .. +- na) ; e porque 1 + 22 +- 3

�

. 2_ 2nl+3n2+n ..+- ..... +-n -

6 (alt. 210) ;- e he (a
. n

+_2a+3a+ +-na) == (a+�a) Z == .

(" ) I "

1r +- n a

(B A ) I
2 1J -I- 3 n --t- n

+
2

• r. art.232 ; ago 6

( 1t
2
+- n ) a ,"

-.

,

------''-'-'- he a formula para. calcular o numero de
2 ".

ballas , gue contém hu ma pilha óblonga, da qual o me-

nor lado da baze he n, e o maior -lado da mesma ba

ze he n + a. Suppondo :pois / gue o mener lado da

haze de, huma. pilha rectangular he de 8 ballas, e o

d 8
)

h- 2X81+3X82+8maior de 13, ou e + '), e 6
-I-

M

. ;'
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( �2 +28 ) X 5', ou 3 84 cl bI'!o numero e a as , que con ....

térn a dita pilha rectangular •.

2,6 Seja proposto' sendo possivel formar com 384
b allas de hum mesmo calibre huma pilha oblonga.

Solttçaõ. 1.°' Seja x o mener lado da baze , e se

ja x + y ? maior lado; logo pelo art. precedente temos".

2x>+3x2+x (x2-t-x)y .

6
+

2
' == 384 ; logo 2 X' +

3 x? + X + 3 x? Y + 3 :YIY == 23°4 ; logo y == ........•

2304 - (2 x3+ 3 ,�.2-1- x) _ 27°4 2 xl-l-3 x2-t- x

3 x2+'3X---'
-

3- x2-1- 3.x 3,x2 -I- 3 x

768 2 tc? + i x + 1 2 x2 + 3 x -I- I
== :;f-+ x

-

--"-3'x+�; mas .

3 x+ 3
== ...•.

C 2 X -I- I ) ( X + I) . Io o � __

768 2 x -I- I
1

-

3 ( x -I- I) ,g y -

x? + X
-

3
; ago

.

768 X 3
3Y -I- (2 X+ I) == 2. : e pois' que pela natureza

x -rX

da questaõ devem ser numeras inteiros x ,.e y;. logo.
x2 + x deve ser divisor de 768 X 3.

2.
o Pois que x deve ser numero in teiro maior qu�

a' unid'ade·; logo x" -I- x deve ser hUŒ numero pal'

� art. 28, 8, e 12) ,e mo póde .ser menor que 6; por

quanto 22 -I- 2 == 6.

3'° Seja tc? -t- x represenrudo por d; logo x == ._!.

V(4d+I)-I .

.

'

(B. AI. art. roo) ; POlS que x he nume-
2

ro inteiro, deve ser 4 cl -I- I hum quadrado. perfeito.
.

- V(4d+I)-r4.° Por ser x ==. . (3.°), he 2,� -1- I
2
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, . 763 X"'==vc 4d+ lI:); logo 3Y+V(4d+ I). d

:) (1.0)
68X

)

5.0 Seja
7

d
3 representado por q; logo s>

v' ( 4 d + I) , e deve ser q - v' ( 4 d+ I) hum multi

plo de 3 (+0)
)

6,0 Por ser 2xi+3x2+x+3x2Y+3xy. 2304
.�/ 23°4

- .
.

( LO) ,he x < y -2- ; logo o maior valor de x

naõ póde excedet a IO ; e por tanto d, ou x2+ x

naõ póde exceder a I lO •

•

\ 7.
o Para achar pois em numeros inteiros positivos

os valores das
�

incognitas da equaçaõ 384 == .. /o /. � ••

2xl+3x2+X (x2-t-x)y· .

.

'6
. + , deve-se buscar hum di-

I 2.

visor d de- 768 X 3
.

com as seguintes circumstancias:

primeira que i1�Õ seja menor que 6 � nem exceda a

I IO (2.0); segunda que seja 4 d + I hum quadrado
.

..
, 768 X" ,Jperfeito (3.0): terceira que' � �' -'Y(4d+ J), se-

ja divisível exactamente por 3 (5.0).
Buscando, finalmente, o dito divi-sor com- as re

feridas condiçoens , se achará qt1e elle deve ser 72; 10-

- Y(.72X-4+J)-I 8' 768
go tc -

'2
::::: " e y ==

72
_ •

"
; �'.

2X8+ I
== 5; e com

3 . ..
eEt!ito ....

�
.... ; ........•

M ii
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Respdst«. o malor lado da haze da pilha he de

13 ballas , e o mener de 8.

Das series dos numeros de differentes
ordens.

2I7 "SE
�, �óstas

nas seguintes senes verticalmente

a a a a I a 6.aI. 2 •. ���--

a a a a a' a

b b' b" b'" bIV bV

c' c" c"
IV V

C C. C "

d d' d" dl/' iV i'
e e' e" e"'

lV V
e e

f F .f' f'" lV y

f
etc.. etc • etc., etc. etc . etc"

des-

. I Z -

"he a = b x. T ' a + /j =. c X Il ' a + b + c = d X

" t ) e assim por diante; e se he • ; '.� ••.••••• _ •••• �



II-:=.a+b
c'=:.a-t-b +c

d'-:=.a'-t-b+c+d
etc.

b"=a+ br.

c"�a+b'+c'
dii-:=. à + bi +.c' + d'

etc o

r

b'l'-:=.a+b"
IV

b zzz a + b"t

eli' -:=. a -I- b" + cir
IV

C -:=.a+ bill + e";

'dlll=a+bli +c" +d"

etc o

•
IV

.

d -:=. a + bill -I- C'II +- â"

etc.

", e assim por diante = digo que" •. H � ••••• o •••' •• o o o ..

, (m) (m) n'

,J _'

-:=. 11 X k -I- Cm - I)
(In )

"em cup:' equaçaõ f represrllta a somma de 11 ter-

.., • � • �.) .. • • -'I( 11%-,) •

�

"mos da serie do' lugar m, e u significa 0, termo do

".lugar n + da. mesma serie do lugar m o "

Dem. Temos segundo ,a hypo ••• o � •• o o ••• o .0 •• ; ,

,

.
.

a+b+c+d-:=.eX< �.
b

'

_. d X _4 k'
I,

'a+ +c -:=.,;!

ft

,

4-2
-:=.cX -k_-

=bX ..£k J

-:=.aX
4-4

k

I
r

-:=. fi /=0

-::= fi'
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e por isso a+b'+ç'-t:-d'== : X (a+b+c-!-d+e)

4a+3b+2c+d.

Il. ; mûs pela hyp, be (a -!-b -!- c

,+ d + e) == e' ; logo Il + hi + Ci +d' == 1 X e' - • : '

••

4a+�b+,;c+d ..

.

k' ; mas 4 a -I- 3 b + 2 C -+:- d == ( a + b

.._+c+d) + (a'+b+c) + (a+b) + a, e temos

pela hypo

a+bo+c == Cf
c .. ao+b = bf

� Il =a

\
logo Il -I- bf -1- Cf + d' = 4

X ef __

a+, 1/+ c'+ di
de

k k ,

que se deduz ....

�

.•....................

'

....•.

, ..
Il +1;' + ç' + d' == �f X -k-+--,4'-r- , ..

\
•• - Facilmente se entende que he •••••..••• :0•••••'

a+b'-+:'c' + d' + e' == .CI X '5
-

.

- J: 'k+r-
6

Il +- b' -!- Cf +- ti+ ef.+f' =:: g' X k + r

-etc ,

\

.

he pOlS em geral na segunda serie •••••••• � •••••

- (2) _ L2) 11
�r ==u x--J k+ I'

T�os pela' hyp.", e pelo que fica provado que
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,

a + bi +" Ci +- di == e' X
4

.::= d"k+I
a-t-b' +e" ==d'X 4-1

== c"4r
a+b' == Ci >< 4-2

== bi;k-l-I

a ::::::1/ X 4-3
==a

fl.+ I

o ==aX 4-4
k+I ==0

e par isso he Il + b" + c" +- d" ==
4

X-(a + bi+-k+ I

4 a -I- i bi -t- 2 Ci + di
'

c' + di + el) -

k'-t- I ; mas pela hypo
he a + bi + Ci +- di +- e'

"

eli ; logo a + b" +- c" + di'
"'- 4'

X'"
- � + 3 bi +-"2 CI --1- di

. +---:- k +- I
e
-, k + I " m as 4 Il

,

3 bi +- 2 c" + di == ( a +- b' +- c' +- dl) -r:- ( a + b' +- Cl)'
+- ( a -t- b' ) .+ a ,e pela- hypo ••••••••,.,':.: ••••.•

a +b' +c' +- di == d"

a+b' +-c' == c"

a+ bi == �"
a ==a

logo a +- bfl+ c" 4- dfl ==
4 'fi ' .

k Xe - , ...

+1

a +- b" + eli + d"
k' -I- r ; logo- desembaraçando a + bfl +, < +-

dI/ , em'os •••••. c • • • • • • • • • • ,). ••••-. • • e-. • • ... • • ••.

'a +: b" + c" +- dI( == e" X k�'i:
Facilmente se entende 'lue he ..



,
Il + bI! + eli + çl" + eli =]". X ;;::1-' 2.'

'o

6
Il + b" -I- C(I +- d" +el'+f' =s:» �

k+-,»
etc.

he pois em geral na terceira se 'l� •••••••••••••••

(1) (1) n

J =='U 0'k+2.'
De semelhante modo se concluirá gue" .•.•..••

(4) (4) 11
r =='u Xk-l-3

Cs) (s) n
J =='U X k+4

etc.

. (m) , (m) n

Logo em geral temos f � X k + (m -L'o'
/

/
O Q. S. D.

(m) (m) n,•

218 Po_is que F ==. u X
k + Cm _)

logo
(m) (m) (m) n- Ideve ser f - U ==. U X logo

k+(m-l)
(111) (m) n-I .cm)
f' = u X k + ( m _ I)

-t- u logo temos

(m) (m)
J =u

(n-I) -I- (k+m-I) 'I
'

X '

k + ( m _ I )
, ogo" o

"termo sommatorio de n termos da serie do lugar
" m, contados os ditos termos desde o primeiro, he

(m) (11- I) -I- (k-l-m-I)
If. X

,k+(m_;'I),
"em
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(m)

"em que u reprezenra o ultimo termo."

(I ) , ( I) ( 11'- I ) +- k '

219 He f ,\==U X, v=:: (art.218);

(2). (I) (2) (I)
e porque u f, (llyp.) ; logo u == u X

(n-r)+-k - (11.) (2) (n-I)+-(k+-I)
, k ; mas f == u x' k -t- I

(art. 218. ) ; logo ternos

( 2 ) ( r ) , ( It _ I') +- k
'

f ==u X k
X (n-I)+-(k+-I).

k+1

( 3-) ( 11.)
,

( 1 )
Pois que he u =J (hyp.), e he f ::::

( 3)
/ (It - 1 ) .�( k + 2 )

U X -

k'-' (art.218);logo temos pe-+2.' ,

10 gue se acaba de provar
, ( 1 ) ( r ) ( n - I) +- k X' (11 -.! ) +- k +- I
J == tt X k' "k+I X

(1Z-I)+k+-2
k+-"2---'

De tudo se conclue que" o termo sommarorío

"da serie do lúgar m he

(r) ;=I+k It+k
U X k X k+- I X

n.+:ï +-k
Il+-2 X

/

' It+-m-2-l--k
X .•••

,

••• X
-k+(m- I)

"em cuja fórmula' n he o numero
,

).

"he hum numero constante, tal gue

dos termos, e k

(I) It
U X li:

he a

·N



(1)
"somma de n termos da primeira serie, e u o ter-

"mo do lugar n:- I da mesma primeira. serie. "
( III ) ,( rll - I )

220 Pois que u =::.f e hyp.) ; logo segun-
"do o an.' precedente "a seguinte fórmula

(I)
X en-I) +k

x
n-çk

X en+I)+k
': u

k Il. -I- L" k -I- 2
X

x (n -I- m ___: f+ k )
." k-t-(m-2)
"he ô terrno geral da' serie do lugar m , sendo. o nu-

\
'

" mero 'dos termos reprezenrado pOli n."

_ 221 Suppondo agora a � I ,e k == 1 ,temos· as se

guintes series., que se denominaõ series dos numeras

de différenteJ ordms. �',,:.

Series das numeros de· différentes
ordens.

.'

3 4·

6 IO 15' 21 28

7

I I I.

1 4/ IO 20 35',6 '84
I 5' I, 3)' 70 126 z ro

I 6 2,1 ,6 06 ,252 46'2

I I - I

210

etc.

,
I�

462 914
ere. 1 etc.

I

I 2

I 3

I 7 28·84
etc, etc. etc. ere.
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Destas series a primeira chama-se serie. dos nume

ros de primeira ordem : a segunda denomina-se serie
de numeras de segunda ordem: a terceira denomina-se
serie das numeros de terceira ordem ; e assim. por

'diante. A serie dos numeras d� segunda ordem he
-

a

dos numeras naturaes ; a de terceira ordem he dos nu

meros triangulares (art. 2°4) ; a serie de quarta ordem

rambern se denomina serie dos numeras pyramidaes:
finalmente , as series dos numeros Ae différentes ar

dens rarnbern se denorninaõ series das Humeros figura-,
das , ainda que. esta <denorninaçaô naó compete senaõ á
rerceira , e quana sede.

222 Pois que nas series dos numeras de differen-
C I )

tes ordens he a � I ,e k -= I ; logo u -= I : e por
tanto, segundo o an. 220 "o termo geral da serie dos '

"numeras da ordem m he .

_

•..•• ; •
� .

n � X
n+2 n+3 .

'}'J+ (m-2)
1 X

2 3
X

4
x ... X

m- I
-

.

"em cuja .formula n reprezenra o numero dos ter

n mos, contados desde {j primeiro, ,,'
#'

223 Dos art. 221, e 21-9 se segue que" O termo
"sommatorio ,da serie dos numeras da ordem m he a

" seguinte fórmula
n 11 -i- I . n + 2 n -t: 3 11 -1- (m -1) :
---X�X--X ' X .•.. x .

.

I 2 3 4,
'

m.,

"em qne 11 'rC"prezenra o numero dos termos."
. 224 Da-ndo ás series dos numeros,. de differentes Cl'·

dens a seguinte disposiçaõ ,

NIl



a I a,
a a

I
a

.
a a

s.'I. Il. 3· 4· 5'. 6. 7·
---_.--_--- -.-

I I v
, -

I 2- I

,

I 3 3 I

I 4 6 4 I

I ) IO IO ) I

I 6 15 1..0 IS 6 I

I 7 21 35 35 pl 7 I

etc. ;etc. I
etc. etc. ere. etc. etc. etc.

I

temos que se a serie de primeira ordem tem n ter

mos, a de' segunda tem igualmente n termos ;. porém
a 'de terceira ordem contém n - I termos , a de quar
ta ordem contém n - 2 termos; e assim por dianre ;

�

Pelo que na. serie orisontal do lugar n
, o primei

ro te�mo 'he o t�rmo do lugar n da serie de primei-
ra ordern ; e por tanto o dito primeiro termo da. serie

-

'oriscntal he a unidade.

O' segundo termo da serie orisonral
.

do lugar n ,

he o termo, do lugar n da serie da segunda' ordem;
'n

logo o dito segundo termo he n , on -

I

O terceiro termo da serie orison tal do lugar n,
he o termo do lugar n - I da serie de terceira or

dem; logo . ( arr. 22.2) o dito terceiro term o he



, ou
11 11-1
-x--·

1 2

71-1

1
X

.2

11

o quarto termo da serie orison tal do Iugar n he
o termo do lugar 11- 2 da serie de quarta ordem;
logo segundo o art: 222 he '"

0

•••••

11-2 11-1 11 n n-I 11-2
---X X - ou�-X --x---

1 1,- 3' 1 2 3
o

°

dito quarto termo da serie orison tal do lugar n ,

Segue-se de tudo que" na precedente desposiçaõ,
"das series dos numeros de differentes ordens, a co

"Iumna orisontal do lugar 11 he a seguinte serie
11 11 11- 1 11 11 - 1 n - 2 11

�'-1-' -1 X--2-, -1-X-2-0-X -3-' -1- �
!I-I

2

.

11-2 n-i °

X X- , etc. ,na qual o ultimo ter-
34o

11-(n-r)he o que tem por ultimo factor
n

0,".rno

_o I
OU n' "

22) Pois que temos as seguintes eguaçoens ••••• "

(r + I)I I +1
0'

1 r r;

(I -+- 1)2 I +2 + 1

1 2 I

(1+1)1 + +
_,

I 3 3 + 1

r 3 3. I

(I + 1)4 I +4 + 6 + 4 +1
I 4 6 4- I

. (r + I)S :- I + ) + IO + IO -l:- ), +1
.

etc ..

r



#
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e as series Orisóntaes, que fórmaõ os segundos mem

bras, sao idenricas .respectivamenre com 'a� précedentes)
e formadas do. mesmo modo; logo os coeflicienres dos

termos do desenvolvimenrb de (a + b )" ,sendo n. nu

mero inteiro, sag os termos da seguinte serie ..••••

" . 1'1 'ft - 1 1'1 n'- I 1'1---'2 •

I ,-
- X --' - X -- X -- , etc. ; sen-

1'1 2 'I 2 3"
do o ultimo termo , o que tem por ultimo factor

n-(n-I) I
.

ou -, "cujo' ultimo termo he a unida-
n n . .

de ,como fica. provado no art. precedente ,

Addiçoens ás imiestigaçoens sobre os divisores :�;

'226 S EGUE-SE dos art.' II2 ,e 47 que" se clous
�,numeros naõ tem por commum divisor nenhum nu

"mero prirnoç os ditos dous numeros naõ tein medi

"da cornmum , ou saõ primeiros entre SI."

227 Segue-se dos art. 226, e 5'�.que" se a 11e nu

"mero primo, e naõ he divisor' de 'b ; e os numeros

" m, e n sao inteiros, a rasaõ am: an + b he irredu-

" sivel . " I.

228 Segue-se dos art. 22í, e 71 g)Je" se a he nu

"mero primn , e naõ he divisor de b, e os numeros

" m, e n sao rnteiros, ha numeros primos ,-e' cempós..

;, tos ,'qúe compete� á fórmula ãm {<po + (a1/ + b). "

229 "Se todos os- divis�rC's do numero inteiro N



("1°3 )
" saõ comprehendidos na fórmula 2m X!z + I ,'e ne

,
,

,

.

,l1i+ 1 .

,�nhüm numero prime da fórmula 2 X nl- (2111'--:"1)
_ ,,( 'que he de numeros primos, e

'

compostos pelo am

" :i28'1 he divisor de N: digo. gue nenhum numero

m+l
"composto da fórmula 2 X n' _.(2111 - I) he di-

_,

I

;, visor de N. ,;

Dem,' 1.0 Na fórmula 2m >< n + I O numero 11 ou

'he par -, ou impar . se. he p_ar, he n == 2 ni, e se Ile �01-
par, enraõ ternos n =2 nl- 1 ; logo ou 2m Xn+ I-__

m + I '

.

,-

"m + I r �

'f. ><.12'+I,OU z" X n +I� 2 Xnl-(2m-I);
e- por tãntoj, todo o numero da "fórmula 2vX X n +1',

" m+l
"ou compete a formula 2 X ni + I ,OU á fórmula

11l4-'1
" 2 X ni - ( 2m - I )-. '?

m+ 1
'

,m'+I
.

Po'is gue .( 2 IX,n' + r) X (2 X n" +1)==
m+l' m+l '

2 X (2 X n'xn"+ n' += nl1')'+ I' ; e pOl'. isso

o producto de deus numeros qaaes.guer da fórmula
m+,I '

2" X n' + I compete á mesma fórmula ; e conse-

.qúenternenre " 0- producto' de deus. ou mais numeras da
,

m+ 1

"fórmula 2
,

X n' + I he sempre' hum numero da
\

"mesma fÓrmuJa.),
3,0 He certo que nenhum dos numeras da fórmula

m +1
, 1 d c: '1!l + 1

I 2 X n + I le a fórmula- 2 , X n' - (2m - I);
logo' (' 2. O) " todo , o 'producto de numeros da fÓI mula

- j
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- m+ 1

"
2 X n' -I- I nunca póde ser numero da fórmula

m+I
,,2 1lX-(2m-r)."

4'° Segue-se que" todo- o numero composto da for-

m+ 1
.

111

" mula 1, X,n' - (2 - I) sempre tem por divi-

"sor algum numero primo ', que naõ. he da fórmula

m+1 I 171.)',,'2 xn-(2-r."

).0 Pois que todo o numero da fórmula 2111 X n +I

j In+ I

compete á fórmula 2 X ni + r, ou á fórmula
.

m+ 1 • ,

.

2 X nI. - (2m -,r) ( r.O); e todo o numero com-

. m+1

posto da fórmula 2. X ni - ( 2111 - r) sempre tem

por divisor algum numero primo, que naõ he da for-

m+ 1 '

mula 2 X ni + I (4.°); logo" se todos os diviso-

"rés do numero inteiro' N sao cornprehendldos na

" fórmula z" X n -I- I, e nenhum numero p rimo da fér-
m+1

"mula 2 xn'-(2111-I) he divisor de'N,nao
"pód;.! ser divisor de j;( nenhum numero composto

m+ I
. ,

"da fórmula 2 X n'- ( z" - I )." O Q. S. D.

230 "Se p Ile' divisor de m, m> 2, e saõ nurne-

. .

b d'
p bP h d""ros inteiros a ,e : IgO que a + e ivisor

de am -+- bm" ."
. -

( p ) m-p

(..
Dem. Temos (a'� + bm): a + bP == a.' -

m-:-zp P m-3p ZP m-4P 3P
a X b + a X b - a X b -I- etc.

sendo
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. .

"

JII-np (ll-J)psendo o ultimo termo do quociente a X b , em

que 11 ==
m

; logo l + 'hP 11e divisor de a" + hm ;
p" "'

'"

pOlS que cada termo do quociente he numero inteiro.
O �. S. IL

231 Segue-se que" se 1'fZ he numero inteiro supe
"nor a 2, e se reprezentaõ numeros inteiros a, e h,
" he .a'" -I- bm hum numero composto."

232 "Se p he divisor de 111, e sao numeros inrei

"ros a, e b: digo que l - l he sempre divisor de
tn r.in

"a -/7."

(PP)
III - P "III - 2. PDem. He (a111_ hin): a - h == a" -I- a X

" m-3P 2Pb + a X h + etc. , sendo" o ultimo termo do
. m-np (n-I)p m.

quoClente a x- h ,em que n zz: p; e" poul

que cada termo deste quociente he numero inteiro;

logo l l he divisor de 'am - hm. O Q. S. D.

233 Segue-se quej, se -a , e b sao numeros inteiros,
"todo o numero da fórmula am - hm naõ póde ser

" primo, sem que seja m numero prImo, e juntamente
" a - h == I ,ou a == h -I- I • ,;

234 "Se a, e h sao numeros inteiros, e deve ser

. .'
b

a+X2
di"x numero mteiro , e tam em b _ 2 x: IgO que naõ

"póde ser x menor que -1+\1 eh - a + I) ; que x ==

O
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,

�, - r+V""b---a--\--I , se - I + Vb__: a -\- I he numero

" inteiro; porém se - I + Vb � a +- 1 he numero me

"dia entre os numeras inteiros c- I ,e c, entaõ he

" x == c + p ,:sendo p == o , au hum certo,' numero 1 n

" teiro , "

Dem. Segundo a hypo he. b - 2 x divisor de a-+

x2 ; logo o-maior valor de b - 2 X he a + x2 ; e pois _

que quanto maior he o valor de fj - 2 X ,menor he

o valor, que compere a x; logo _o menor valor de x

deve nascer de b - 2 X == a + x? ; mas daquella egua

çaó resulta x2+- 2 x == b - a, e por isso x -_- I -1-

V(b-a+I) (B. AI. art. 100) ; logo o mener valor
de x, 'naõ pôde ser menor que

- I +v Ch - a + r) •

Sendo h-2x=a+x:z,he b-2xdivisorde ti

-+-:;2 ; e pois que de b - 2 X == a + x'1 resulta x _:_

- I +V (b --':-" 0.+1) como se acaba de ver; logo se

-I+v'(b-o+I) he numero inteiro,-�emos X==-:-I

+V(/;-o-+ I), para ser b-2X divisor de a+x2�

Se - I + V (b - a + I,) naõ he numero inteiro,
entaõ como o numero x deve ser inteiro (, hyp.) , e

o seu menor valor naõ pôde ser menor que
- I +

yi Ch - a + r) como se provou, deve por ta-nto ser �

hum numero inteiro superior a - I +- V(b,- o + I) :

se he pois -. I + V(b -o + r) hum numero media
entre e-.I,e e'ldeve ser x==e+p,sendo p=o,Oúl
hum certo' numero inteiro. O Q. S. D.

23) "Se os numeros a, b , e & saõ inteiros, e de-



tt+bp+pl!.�,ve ser p numero inteiro, e tambem
c- 2p

.

d,
b+2

./(- b+"')2)" 19O que p=:- -2- + Y c-a+ ( 2

�

,

b+2
./( (b+2)2)"se -

-z + V
.

c - a +
-1. he numero

" , b + "
. / (

"

(b' + 2); }" interro ; porem se -

--2- + V C ...;_ a + --;--
"he hum numero medio entre os numeras inteiros d

"
- I ,e d , entaõ he p = d+ q, em que q = o) ou

" hum ,certo numero inteiro."
Esta verdade se prova como a precedente ,

236 "Methodo para decompor hum numero impar
"em dous factores -sendo possivel vj,

I°. Se n he hum numero par, he n2 numero par
( 28 ); logo (8) n2+ n he numero par: se n he nu

mero impar, he n2 numero impar (28); logo (12) n2

+ n he numero par : suppondo ag-ora que N, he o

numero impar , que se dezeja decompor em dous fa

ctores ; nai) póde ser N=n2+ n
, seja n par, ou

:lmpar.

2.° Se 71 he numero par, he 1Z'2 numero par (28);
e pois que 2 n he numero par ; Jogo (8) n2+ n he

numero par : se n he numero _impar, he n? numero

impar (28); e pois que 2 n he sempre numero par;.

logo 13'2+ 2 n he numero impar (IO); e porque N

he numero impar (hyp.); Jogo naõ póde ser N = n2

+ 2 n ,�enaó ,quando n he numero impar.
os
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'3' o Pois q�le N. na? he quadrado de numero intei

ro (hyp.), seja N == 122 + d, sendo It2 o maior qua
drado de numero inteiro, que se cornprehende em N;
logo N? (11 + I) '2

; mas (n-+ I ) '2
== n

'2 + 211 + I

( B. AJ. art. 2)) ; logo naõ pode, ser N maior que n",

_
+ i it , sendo n2 o maior quadrado, de numero inteí

f? ,que S(1 cornprehendé em N.

Os numeros) que naõ excedem a n2+ 2 11 ,e que
sao ao mesmo passo, v�lores de N, ou q�le excedem 3-

n\saëí n2+2n, n2+n,e n2+d,sendo d<2,n)e di:
verso de n ; mas temos visto (LO) que naõ póde ser

.N==n2+n,e que naõ póde ser N==1t2+2n,senaó
em o caso de , ser n numero impar (2.°) ; logo ou

N== n2+ 2 n sendo 12 numero impar, ou N== n2_1- d,
sendo d < 2 n , e diverso de 1'1.

4-0 No caso de ser N==n�+1,n,temos N==n(n
+ 2);'por exemplo, por ser I443==372+74; e 74==

37 X 2 , he J443 == 37 X (37 + 2), ou 1443 == 37 X 39 :

).0 Agora vamos a considerar o caso de ser N==
n2+ d, sendo d< 1, n , e diverso de n. Suppondo que
n he o menor dos dous factores, gue se pedem de

N, o outro naõ póde ser menor gue 11 + I ; 111as n X

El'J-t-1)==n2+11,c naõ póde ser N=:.n2·+-n (LO);
logo. n , e n + I naõ constituern hum par de ccfa
creres de N. He n (n + 2) =:. 122 + 2 n , mas agora
consideramos '

o caso de ser N < n2-{_ 21'J ; logo 11,'
é n + 2 naõ constituern hum par de cofáctores de N,
no

.

cas? ,que se conternpla . No éaso .pois de ser N

<n2+'211, o menor dos dous factores, em gue se
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dezeja de compor N', he .rnenor, que n, e conscquen-
temente menor que VN. Seja pois n - x o menor

dos ditos dous factores; e pOHlue (11- x) >< ( n -!- x)
==n2_x2, e N=n�-!-d; logo o maior dos sobrediios

factores he maior que n -!- x ; e por isso seja' n - x,
e n -!- x -\- y hum par de cofactores de N.

6.Q Pois que N he rnumero impar,os seus diviso
res devem ser. numeras' impares (21), e por isso se n

he numero par, deve ser x numero impar, para gue
12 - X seja numero impar (I I ) ; e se tt he numero

impar , deve ser 'x numero par, para que n - x seja
numero impar (I I) ; e par tanto, deve ser x numero

impar, ou .par, conforme for n par, au impar.
7.° Pois que sendo n numero par, 1Jç x 'numero

impar (6.°) ; logo n -!- x he numero impar (10); e

'Pois gue (11-!-X)-!-y deve ser numero impar (6.°);
logo y deve ser numero par (13)' Tem-os visto 'que

.sendo n numero impar he, x numero par (6.°); Jogo
n+x he numero impar (IO); e pois que (n -\- x)+y
deve ser numero impar (6.°); logo (13) �eve ser y,
ou (n -!- x;-I-y) - (n -I- x) numero par: e por tanto sen

do possível de compor N em dons _factores, e sendo

N<n2-1-2n,os .ditos factores saõ n-x,e 11+X-!-
2 Z "em lOS quaes x he par ou impar, conforme 7'1 for

impar Oll par (6.°).
8.° Pois que n-x,e n-!-x-I-2Z Ile hum par

de cofactores de N; logo' N � (ft - x) (11 -!- x -+ 2 z) :

desembaraçando agora z? temos ; e
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porque N=1t2+d (hyp.), e por isse d=N-n2�

d+x�
logo z =

'2, n _ 2 X ; e pois que z he numero intei-

ro; logo a quesraõ reduz-se prezentemente a achar hum

valor de x em numero inteiro, de q ue resulte ser- 2 n

- 2 x divisor de d + x2, devendo ser o valor. de x

hum numero par, ou impar conforme for n numero

irnpar j ou �
A continuaçaõ do merhodo consiste nos dous art.

precedentes , como se ve nos seguintes exemplos, com

os quaes ficará bem comprehendido ,

Exemplo 1.0 Seja, proposto decompor 1517 em

dous factores sendo possivel ,

73 +x2 '

S/)luçaõ. He 1)17= 382+ 73 ; logo 38 X � _ 2 X

=z (8.°); e deve ser 38 X 2- 2 sc divisor de 73 +

x2 ; logo (234) naõ pôde ser x, menor que' - I +

y'76 - 73 + I ; mas - I + yi 76 - 73 + I == I; e de-:
ve ser tc numero impar', por ser, 38 == n numero par

(6°.); logo (234) temos x==I;logo 38-I,ou 37
he hum divisor de 1)17 (7.°) : e com efleiro 1517: 37
�4r. O Q S. P.

Exemplo 2.° Seja proposto sendo possível decom-

por 6497 em' dous factores. �
Soluçaõ. He 6497 = 802+97; logo (8.0)z==

97+X2 .

-/'-.
�

80 X 2 _ 2 X ; e pois que Sb-X 2 -- 2 X deve ser di-

visor de, 97 + tc? (8.0); logo (234) o menor valor de
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� naõ póde ser menor que - I +V (80 X 2- 97 +1);.
mas -- 1 + V (80 X 2

-

97 + I) ::;:. 7 , e deve ser �

numero impar, p().f ser 80 = n numero par (6.0); lo

go temos x=-7 (234);logo (7·0)80-7,OU 73 he
hum divisor- de 6497; e com efleito '6497: 73 =- 89 ..

O Q.'S. P.
.

Exemplo 3°. Seja proposto sendo possivel decom

por 6901 em dous factores.
�

.

.

12-+X2
Solacaõ, He 690I = 832 + 12; logo ..,.v,------s 03X2-2X

deve ser hum numero inteiro (8/'), ou 83 X 2 - 2:� de
ve ser

i divisor de' I2+X\ e sendo x numero par, por
ser 83 =- n numero impar (6.0) ; logo s

..egundo o art.

234 naõ póde ser x mener que _.:. I + V (83 X 2-

12 + I) ; e pois que � I + V(8i X 2 - 12+ I) he

hum numero media entre 12, e i3 ,e deve ser x nu

mero par; logo x == 14 +p, sendo p = o, ou numero

par (234). Substiruindo agora. est,e
- valor de x em

I2+X2 208+ 28p+p2 1
166 ' temos o ,que le o mesmo

-2X J, 130-2P.

que
70 * 30P + p'2

+ I . logo 138 - 2. P he divisor
. 13-�-2p , .

,
-

de 70 + 30 P +r ; logo segundo o art. 235' l1ao - póde
ser p mener que -I6+V(I38-70+ 162);rnas-

16+V(q8-70+162)==2; logo (235) he P==2;
mas x zz: q+p ; logo x zz: 14+ 2=- 16; logo (7.0,)
he 83 - 16 , ou 67. hum divisor de 6901 ; e com ef

feito 6901: 67= I03. O Q. S -. r.

/
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Exemplo, 4,0 Seja proposto sendo possível decom

por 195667 em dous factores.

Soluçaõ. He 195667-==4422+ 3°3; _Ioga (8.Q) he

3°3 + x'2
numero inteiro , e juntamente deve

.442X 2-2 ta

ser x hum numero impar (6,Q); logo (234) o me

}�or valor de x naõ póde ser menor que
- 1 +

V( 884- 303 + i) ; e porque
_:_ I + V (884- 303

+ Î) he hum numero media entre 24 � e 25, e deve

ser x numero impar, par ser 442 zzn numero par

( 6°. )'; logo pelo art. 234 temos x ___: 25 +P : 'substi-

"'03 + X2
tuindo agora este valor de x em

:)

X
"

temos
, 442 2-2X

928+�op+p'2' 94+5'2P+p2 l' 8-

1 + .

ago 34834-2P
-

834-2P ,"
-

2 P deve ser divisor de 94 + 52 P + p'2 / sendo p nu

mero par) ou p == 0 ; logo (235) naõ póde ser p me-

nor que -27+V(834-94+172); c pois 'que-

27 +v' (834 - 94 + 27'2) he 'I1Urn" numero media entre

II ) e I:2, ; logo p== I2+q (235'). Substituindo este
, ,

+ �2P + p2
'

862+ 6 +'
'2

-valor de p em
94 ' J

,ternos
7 q ,q

834-2P' 8IO-2q
52 + 78 q + q2 I 8 d di

,

== 1+ 8IO-2Q; ago IQ-2q eve ser IVl-

sor de 5'2 + 78 q + q'2, sendo q hum numero inteiro;
- logo (235), naõ póde ser q menor que

-

40 +v (810
-,2+-402);mas -40+V(8IO-52+40'2) .he hum

numero. media entre 8, e 9, e deve ser q numero par;
logo

,
,Io
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Iogo (:1.3;) nai) pôde ser q mener que IO: seja pois
q::::I0+r.

Substituindo este valor de q em
;2 + 78 q + q�

810- 2 q
9P+98r+r2 142+1oor+r2temos -. _. - ,

-

+ I .

790-2r
-

790-2r
'

logo 790 - 21' deve ser divisor de 142 + z.oor+ 1'2 ;

logo (1-35) Q�Ó. póde ser r mener que
- 5' I+VC790

- 142 + 5'12 );' was - 51 +V (790:- 14� +:;l2) :;:;:: 6;
logo (�35') remos r:::;; (.)' �

PQi� cnte 'I ,-:' 10 + r , e r::;::; 6; logo q:::::: IO + 6==

;J6;m�s p=: 12.+q; loge p::::;::u+r6=28;rnas x::::

'?t;+ p ;,logQ .\':::: Z5:+ 28 � 53 ; logo (7·.0) 442""" 53 ::::

/ 389 he divisor de 19'5,667;'� com efleiro 195667; 3S9
== ;9.3' O Q. s. p �

. N��te methode o calcula .he penoso quando se pra
ççicª� muitaa substituiçoens , e por isse 'naó se devem

eontinuer as substltulçeens se naõ athe ao porno de CQ ..

nhecer que o, mener dos deus factores , que se bus
caõ , JilaQ excede a 27#; e depois deve-se buscar pelo
methode do art. 120, o malor divisor do numero pro..,
PQsJQ, ç-QP1. cada hum des seguintes. productos..

,

)
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17··I9· ,+ 29- 31· 37·4IJ43 = 43�65'q383'oo;J:
4.7· 53·· 59· 61. 67· 7I. 73· 79 == 245' 945' 3-84 599-4T{

83·8'9' .97' fOI. 103' 107. 109 == 869'378 I2 295 871
113.127' IjI. 137.139.149' IP == 805474958639317"

157· 163. 167. i-73· 179" 181 == 23 954 187 0í-9 8I!!)
19,1. Î�H' 19,7" 199' 2.1I. 7-23 ==

- 67. 998 I?I 3.13°17
22.7· 229, 233.239.2.41• 25'f

.

-17) 107 974924 6I�
.

Hi- 263' 269' 271• 277 == IO 33°066617 5'93 .

entaõ. O divisor achado será hum d'os factores do nu-o.

mero proposto; porém se o dito' numero proposto for .

pnmeiro com cada hum- da quelles productes , devemos
aflirmar que 0 numero proposto he 'prirno ; pois 'que
naõ tem por divisor nenhum numero- primo inferior á

sua raiz quadrada.' (5-.°) •.

.

Finalmente, pois que na operaçaõ ordinaria· de
buscar o maior divisor de dous .numeros ,o reste de

huma das divísoens he o dito maior
-

divisor ; segue-se
-

Gue =» resto de huma: das d iviso�'ns na operaçaë
oÎ?li·i!J:lrta de buscar o maior divisor do numero pro

posto ., e de hum. daquelles productos for mener que
.

o mener numero prirno factor do - producto, 'lJJe' se

contemplá ,. podemos affirmat que o,' numero proposto,
naõ tern por divisor nenhum dos numeros primos,
que sao factores du dito producto ; e consequenremen- �
te assim que se . tiver tal resro , naõ se deve continual'

a operaçaõ de buscar o maior divisor do numero pro

posto, e do sobredíro producto.
237 Muitas vezes se sabe que hum numero tem

p or fa:c,tor hum numero impar, de que a letra termi-
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nom'e (ou o algarismo da casa das unidades). he 1: , 3 ,

7 ,ou 9: para se achar- nesre caso o cofactor, damos

aqui hum methode expediro ,

'

Para <? methode que vamos dar, faz-se necessário
conhecer em primeiro lugar a letra, gue compete ao

quocienre , conhécendo-se as rerrninantes do divisor, e

dividendo ; para o que vamos constniir. huma taboada
destas ter�inan'tes.

.

li .{ 0'3 =

0/2"3
=

614"3
==

12{6.3
==

1818'3
= 24

e
. 1.3 = 3 3·3 == 9 5"'3 == 15 7 '3.= il 9:3 == 27

logo se a- terminante do divisor he 3 , a terminante
do quociente he o, I , 2 , 3, et,c., conforme a rermi
nante do dividendo he o, 3, 6, 9, 2,5' ,8, 1,4, au 7

He {O.7
==

°12 ..7 ==

14/4'7
==

2816'7
==

4118 ·7 == 56
I '7 == 7 3 ·7 == 21 5'·7 == 35 7 ·7 == 49 ') .7 =63

Ioe;o se a, terminante do divisor he' 7 , a terminante

do quociente he o, I , '2, etc. conforme a do dividen

do he o, 7, 4, T :l 8, 'i , 2 , 9, 6 ,ou 3·

He {O'9 °12'9. �8f4'9 = 3((�.9 5�18.9 72

.

I ·9 - 9 3 '9 -..,7 'i·9 _. 45 / ·9 - 6, 9 ·9 - 81

logo 'se a terminante do divisor he 9, a do quocien
te he o, I, 2 , etc. conforme a do dividendo he. o,

9 ; 8 , 7 , 6 , 'i , 4 , 3 , 2., ou I.

Pot' meio do' que se ác::.bà de ob�Jrvár, se fórn.:'a
. a seguinte 'rabeada, na qual a primeira columna verti

cal compoèrn-se das terrninantes des d ivisores , Gue sé

contempláó· aqui; a primeira columna horisonral forma
r u

: ,.: 'i
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se das letras" que com petem ,ao, quociente � e os alga
rismos cornprehendídos no quadrilatero AB C D , saô�
as terrninantes dos dividendos, : Para: se buscar nestæ

rabeada a letra, que corresponde ao Ciluociellte atten

dendo ás terminahtes do divisor, e do dividendo" de

ve-se buscar 'a terminante do dividendo na columna,
horisontal � em que se' acha a terrninante de divisor � e

entaõ a letra da primeira columna' horisontal, que s�
achar na columna vertical) em que existe a, terrninan

te do �iv.dendo >; he a letra, que compete ao quocien-
te ; por exemplo, sendo 7 a terrninante

.

de divisor) e

a a terrninante- do di videndo "deve- ser 3' a letra, épH�
c�'��te' ao quecîente ,"

.

A'� o �Ii_ - 3 '4 � � �7 -. 8: :,9'
-,-.-.

I Q L , 2 3 ":4- 5 Ô \7 8: 9'

3 O 3 16 :9- 11,. I' 5) 8 Ii � 4 7 �,
,

7- I Q, 7 � 4, � I g ,5 r2 ,9 � 6 ,3'

9, O .� a 7 ( 6 •

,$ 4<- , 3 2 , I.
.

-

.

A.g.oré\.. que ternos o cenhecimenro, das, ter,ll1inantes.�
1?:ïSsa.�o� a dan o

. expedira
.

methedo., que.. he a, maæria,
deste artigo, 1,'

Segundo. a,� ��t>erminaQ!t.es. iq Q_ivJd.e_nda:· ,t e. divisor

bl:J�q}J.e-�� n;� preçedenre tabo.ad.� ã.l�tr.a,)',qp.e c.Qxrt;s,gQn-::,
,

<L� '1,0 q{19ci�!Jte:::e�t>\ l�ttti he a, da. casa, d� lln).d.a,d�,;
de.PQ.� nmJrjBli..q.pe.-�e- Q diviSQr;' pela. l�lia achada, ,: �.
diminua-se- o producto do dividendo , e ('sùp'rimá-se a ter-
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mimant€ do iresU(i_ ,I a- 'luaR .he necessariàmçnte eifra ol

Sobre GY reste proceda-se do' mesmo
_ médo, e emaõ se

ted \ o algarismQ<'<cla caga das dezenas do- quocieote , e

.assin» pÜ'li diame athe se .desvaneeer o dividendo.

Exemplo 1.° Exemple 2.°

'1,3-18464": /327 = ,4032- 1-245266 : 519 ::o:::: 23.>4.
654' P'7 X � 206 = 5'29 X 4

1317811 . 124i3f1i5

_-.£9_8_I = ;3.17 X � 2645' = 529 X5
130Ho 12167

.

1308 = 327 X.4f 1587 =-)'29 X 3r
õõõõ 1058 =)29 X �

Para se conhecer a rasaõ deste method� , basta.

prestar attençaõ ás seguintes operaçoens o

.--

4032
654 = 32'iX;1.:

�

�g1r
.

===. j'1:7 .* ;
1308 ... -= 327 X 4

..

1318464 : 327 = 403:2;

_�(Í'i;....:4 zz: P7 X 2

, 13Í7Sr
98r� = 327 X 3':

13080
000 :::::: 32.7 X o'

.' ,

l,IR

[.
Ir
•

1118 = 327 X 4'-"-

0000

Refiexionando sobre as. precedentes eperaçoens se
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conhece gue buta ccnremplar--no dividendo tantas le

tras ,contadas da direita para a esquerda; qu�nta�, saó

as que competem ao quociente, e por isso as opera

ç'oens dos dous precedentes exemplos se reduzem ás

seguintes.

Operaçaó io 1.0 E',"4emp!() .

"

1318464 : 327 = 4°31-
65'4'

78!
.9!:
80

I ' '$ ,

-

o
.... I

Operacaó do 2.° Exemplo •

,J •

1245'266 :

2II6
-

315'
64S"
67
87

'

r
8
o

)29 = 23$'4

. �--�.�-

Fim do primeira Opt/scilla.

' ..

Il

'�

1

,. - r
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